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SAATEKS

Mitmesuguste teaduste ning kiiresti areneva tehnika néu-
ded iihelt poolt, arvutuslike véimaluste tohutu suurenemine tei-
selt poolt pohjustavad kaasajal matemaatika viga Riiret aren-
gut nii siigavuti kui ka laiuti. Matemaatika meetodid on tungi-
nud paljudesse varem mittematemaatiliseks peetud teadustesse
ning saanud lahutamatuks osaks tootmistegevuses.

Seetéttu nbéuab rahvamajandus itha rohkem matemaatikuid,
kuid ka matemaatika meetodeid valdavaid teiste alade spetsia-
liste. Matemaatika tundmine ning matemaatilise motlemisviisi
omandamine muutub igale tootajale jdrjest vajalikumaks.

Uha suurema hoo saavutavad ka elanikkonna teaduslikud
harrastused. Uheks olulisemaks eelduseks selle juures on popu-
laarteadusliku kirjanduse olemasolu,

Kahjuks puudub meie vabariigis populaarteaduslik mate-
maatika-alane perioodiline vdljaanne, milles oleks vdimalik
avaldada iilevaateartikleid, metoodilisi mdrkmeid, kroonikat ja
milles saaks retsenseerida ning annoteerida ilmunud kirjan-
dust, vahetada t66kogemusi jms. Seda liinka piiiiab kas voi osa-
liselt tdita kdesolev iihiskondliku 566 korras koostatud popu-
laarteaduslik kogumik «Matemaatika ja kaasaeg», mis loomu-
likult ei jdd viimaseks selletaoliseks. Kogumiku lugejaskonnaks
on méeldud keskkooliopilased, iilibpilased, opetajad, insenerid,
aga samuti ka teadlased.

Kdiesolev kogumik seab oma iilesandeks siivendada noortes
huvi matemaatika vastu, tutvustada matemaatika meetodeid
mittematemaatikutele, pakkuda uusi ideid neile, kes té6tavad
matemaatika alal.

Ainest holpsama iilevaate saamiseks on suurem osa mater-
jalist paigutatud vastavatesse rubriikidesse.

Uldkiisimustest avaldame matemaatikaga seotud filosoofi-
lisi kdsitlusi, samuti méningaid matemaatika teooriatesse ja
rakendustesse puutuvaid materjale.

Rubriik «Kiiberneetika» on mddratud matemaatika iihe koige
kaasaegsema piirdeala probleemide tutvustamiseks. Kogumiku
iildist eesmdrki arvestades tulevad siin avaldamisele eeskitt
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sellised kiiberneetika-alased materjalid, mis nii voi teisiti on
seotud matemaatikaga. Neile tdienduseks hakkab edaspidi
eraldi rubriigina ilmuma veel «Majandusmatemaatika».

Rubriik «Tdiendusi koolimatemaatikales kdsitleb probleeme,
mis on joukohased koolidpilastele, kuid pakub iihtflasi lisa-
materjali ka oOpetajatele ning korgemate koolide iilidpilastele.
Samuti avaldatakse seal mitmesuguseid metoodilisi kirjutisi
abiks opetajatele.

Rubriik «Matemaatika ajaloosts toob eelkGige materjale
matemaatika arengu kohta Eestis, kuid ka moningaid iildisema
iseloomuga kdsitlusi.

Rubriigis «Matemaatiline pdevakajas valgustatakse tihisa-
maid sindmusi matemaatikaelust, piirdudes péhilises osas
ainult Eesti NSV-ga, ning tuuakse dra ka kroonikat.

Peale selle on eraldatud iseseisvateks rubriikideks «Biblio-
graafiay ja «Ulesandeid», millest esimene piitiab anda iilevaa-
det olulisematest triikis ilmunud matemaatika-alastest mater-
jalidest.

Lisaks nimetatud pohirubriikidele on kogumikus veidi ruumi
eraldatud ka <«vahepaladele», mis sisaldavad huvitavaid iitle-
misi matemaatikast, matemaatilisi nalju jms.

Kdesolev kogumik on koostatud peamiselt Tartu korgemate
koolide o6ppejoudude poolt. Uhiskondlik toimetuskolleegium
loodab aga edaspidi kaastééd ka Tallinna oppe- ja teaduslike
asutuste téotajailt ning vabariigi matemaatikadpetajate arvu-
kalt perelt. See muudaks viljaande mitmekesisemaks, huvitava-
maks ja kasutoovamaks. Teretulnud on samuti ettepanekud
sisulise ja vdilise kujunduse kohta, uute rubriikide avamise
kohta jne.

Koik materjalid ja ettepanekud palume saata aadressil:
Tartu, V. Kingissepa 16, TRU algebra ja geomeetria kateeder.



HULGATEOREETILISTEST PARADOKSIDEST

E. Jiirimie

1. Kvalitatiivhe muutus matemaatikas

Matemaatika ajaloost on tuntud mitmed perioodid, kus
matemaatika arenes niivord kiiresti, et tema aluste pohjalikum
labitootamine sel perioodil osutus voimatuks. Voib-olla koige
reljeefsemaks nditeks selles suunas on diferentsiaal- ja inte-
graalarvutuse loomine. Nagu teada, loodi see Newtoni ja Leib-
nizi poolt XVII sajandi teisel poolel. Diferentsiaal- ja inte-
graalarvutus andis matemaatikale vdga laialdase rakendus-
valja ning juhtis matemaatikute peamise tdhelepanu just nen-
dele rakendustele. Et need rakendusalad olid d4rmiselt kditvad,
siis ei jadnud aega arvutusele soliidse baasi rajamiseks. Sellise
baasi vajalikkus sai taielikult selgeks alles XIX sajandi alguses,
kui hakkasid ilmnema mitmed raskused. Seoses nendega on
moningas osas kirjanduses seda perioodi nimetatud matemaa-
tika aluste kriisiks. Selle «kriisi» {iletamiseks néitas Cauchy
XIX sajandi 30-ndatel aastatel, kuidas mittekorrektset infini-
tesimaalarvutust asendada soliidse piirvddrtuste teooria kasu-
tamisega. Sama sajandi 60-ndatel ja 70-ndatel aastatel anti
(Weierstrassi jt. poolt) meetod kogu analiiiisi ja funktsiooni-
teooria «aritmetiseerimiseks». Niiiid oli vaja luua igati soliidne
teooria aritmeetikale. Seda ka tehti, ja nimelt reaalarvude
teooria loomisega Dedekindi ja Cantori poolt. Kogu tehtud
t66 oli niivord edukas, et 1900. a. vois Poincaré iihes oma ter-
vituskones markida: «Tédnaseks jddb analiilisi ainult tdisarv ja
loplik voi 1opmatu tdisarvude siisteem ... Matemaatika on arit-
metiseeritud-... . Me vOime tdna Gelda, et absoluutne rangus
on  saavutatud.» Nendest, selle ajastu iihe silmapaistvama
matemaatiku sonadest voime vélja lugeda, kuivord suur tdht-
sus oli analiiiisi aluste rajamisel XIX sajandil. See oli tsent-
raalne probleem kogu sajandiks ning selle lahendamist
peeti saavutuseks, mille jérel vois kergendatult ohata. Kuivord
selline kergendusohe oli enneaegne, seda ndeme jargnevas.



Reaalarvude teooria loomine viis teatud ratsionaalarvude
klasside vdi hulkade vaatlemisele. Matemaatikasse tuli uus
objekt — hulk. Siin oli tegemist konkreetsete ja kiillalt selge-
piiriliste hulkadega. Hoopis keerulisema struktuuriga hulkade
vaatlemisele viisid funktsioonide esitised trigonomeetriliste
ridade abil. Trigonomeetrilise rea koonduvuspiirkonnaks on
viagagi keerulise struktuuriga punktihulk. Juba Lipschitzi t66s
«Suvaliste funktsioonide, peamiselt nende, millel on 16plikus
piirkonnas 16pmata palju maksimume ja miinimume, arendus-
test trigonomeetrilisse ritta» (1864) vaadeldi viga mitmesugu-
seid hulki, toodi sisse koikjal tiheda ja eikuskil tiheda hulga
moiste ning kasutati tegelikult hulga kuhjumispunkti mbistet.
Alates Cantori té6dest (1870—1872), mis olid piihendatud
funktsiooni trigonomeetrilisse ritta arendamise iihesuse prob-
leemi kisitlemisele, muutus punktihulkade omaduste uurimine
otseseks vajaduseks. Punktihulkade uurimine muutub iseseis-
vaks matemaatika osaks XIX sajandi teise poole keskel, ees-
kétt tdnu Cantori toodele. Uhtlasi muutuvad aga hulgateooria
m(?(isted ja meetodid funktsioonide omaduste uurimise vahen-
diks.

Paralleelselt punktihulkade teooriaga loodi ka {ildine hulga-
teooria. Viimane arenes esmajoones punktihulkade teooria ja
funktsioonide kasvu uurimise baasil. Tuli ilmsiks, et on vaja
eristada mitut liiki [opmatust. Selgus, et iiksnes naturaalarvude
jadast ei piisa. Oli vaja sisse tuua transfiniitse arvu méoiste.

Seoses koigi eespool nimetatud ja ka paljude teiste
XIX sajandi matemaatiliste uurimustega tekkis kvalitatiivselt
uus ndhtus — abstraktne loogiline meetod. Viimast iseloomus-
tab see, et eelnevatele ajastutele omane formaalne arvutuslik
moment asendus suurel méiral vahetute loogiliste arutlustega.
See meetod saigi «kaassiiiidlaseks» abstraktsete hulkade iiidise
teooria rajamisel, sest abstraktsete hulkade elementideks on
suvalise iseloomuga indiviidid, mistottu neile ei ole rakenda-
tavad formaalsed matemaatilised operatsioonid. Abstraktne loo-
giline meetod leidis eriti laialdast kasutamist aritmeetika
aluste uurimisel Frege ja Dedekindi t6odes, kus tegelikult on
kasutatud sama abstraktset loogilist meetodit, mida kasutas
Cantor abstraktsete hulkade omaduste uurimisel. On huvitav
markida, et koik nimetatud t66d ilmusid peaaegu iihel ja samal
ajal (1883—1887). ‘

Loodud iildisele hulgateooriale sai esialgu matemaatikute ja
filosoofide hulgas osaks kiillaltki jahe vastuvott. Sajandi vii-
masel aastakiimnel muutus aga hulgateooria vdga populaar-
seks. Algas tema vidgagi laialdane kasutamine nii analiifisis
kui ka geomeetrias. Siis aga (1895) ilmnes esimene vastuolu
hulgateoorias. Avastati iiks paljudest paradoksidest, mis ka
kohe avaldati. Et vastuolu tekkis kiillaltki hédsti arendatud

6



hulgateooria piirimail, siis ei pdératud sellele erilist tdhelepanu.
Loodeti isegi, et kerge parandus monede teoreemide toestustes
selles valdkonnas, kus paradoks ilmsiks tuli, voib parandada
kogu tekkinud olukorda seda oli matemaatikas varemgi juhtu-
nud. Kui aga 1902.—1903. a. esitas oma paradoksi Russell, siis
sai koigile selgeks, et iildise hulgateooria. alustes on m1dag1
korrast dra. Et Russelli paradoks on formuleeritav ka koige
pohilisemate loogika moistete abil, siis tundus monele isegi, et
loogika on hddaohtu seatud.

On huvitav vaadelda, kuidas uues situatsioonis tundsid end
iiksikud suured matemaatikud. Néib, et vapustatud olid koik,
kes olid seotud sajandivahetuse pohiliste probleemidega. Dede-
kind, kes oma t66s «Mis on ja mida tdhendavad arvud» kasutas
hulga moistet selle tdielikus Cantori mottes, et toestada lop-
matu hulga olemasolu, lilkkkas edasi oma t66 uue viljaande
avaldamise, mille alused ta arvas olevat purustatud. Samavord
traagiline oli ka Frege saatus, kes vahetult enne Russelli para-
doksi avaldamist oli pannud punkti oma peatédle «Aritmeetika
pohiseadused». Paljud matemaatikud olid just hakanud tunnus-
tama hulgateooriat vordvdédrsena teiste matemaatiliste. distsip-
liinidega. Pérast esimeste paradokside ilmumist muutsid nad
jarsult oma.suhtumist. Nende hulgas vdiks mainida Poincaré’d,
kes varem aitas kaasa hulgateooria propageerimisele. Kui aga
pérast 1902. a. poorduti tema poole palvega, et ta aitaks hulga-
teooriat rehabiliteerida, siis kohtles ta seda ettepanekut kui
tema vastu suunatud pilget. Mis puutub Cantorisse endasse,
siis ta kiill ei kaotanud usku hulgateooria jousse, selle «naiiv-
selt» laia ulatusse, kuid ka tema oli voimetu tekkinud para-
dokside vastu.

Enamik matemaatikuist jdi aga nii-6elda neutraalsele pin-
nale. Nad ei omistanud erilist tdhtsust «kunstlikult konstrueeri-
tud» paradoksidele. Sellele perioodile matemaatikas on- iildse
iseloomulik moningat ebamugavust tekitanud néhtuste igno-
reerimine. Nii nditeks loeti «kunstlikeks» ka niisugused pide-
vad funktsioonid, millel pole tuletist, ning piiiiti neid vaatluse
alt vdlja jdtta. Nimetatud asjaolu on monel méédral arusaadav,
kui arvestada seda, et tol ajal omas tugevat kandepinda seisu-
koht, mille jdrgi matemaatiliste teooriate pohilist eesméirki
ndhti nende praktilises rakendamises. Vajadus selliste mate-
maatiliste teooriate jérele, mis on loodud puhtalt matemaatika
enese otstarbeks, oli ju tekkinud alles pool sajandit tagasi (ees-
Kitt LobatSevski ja Cantori to6de pohjal). XIX sajandi 16pul
saabus aga moment, kus matemaatilise abstraktsiooni aste tou-
sis niivord kc')rgele, et matemaatilistes uurimustes toimus
kvalitatiivne muutus. Oli vaja erilist loogilist ran-
gust — aluste siigavat 14dbit66tamist. Praktika kinnitus ei saa-
nud enam olla tée kriteeriumiks, sest tekkisid niisugused mate-
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maatilised teooriad, mille loomisest otsese praktika kontrollini
on vidga pikk tee. Seda arvestades ei voi niilid enam néustuda
teadlastega, kes ignoreerisid «kunstlikult» konstrueeritud para-
dokse ettekdidndel, et need ei puudutanud matemaatika peamisi
rakendusalasid — analiiiisi ja geomeetriat. Kuna aga sajandi-
vahetusel oli selline olukord alles kujunemisel, siis enamiku
seisukoht —— loobuda paradokside kui «kunstlike nédhtuste»
vaatlemisest — oli tdiesti arusaadav. Pealegi ei ole hulgateoo-
rias kuigi raske piirduda parajasti niipaljuga, et me ei jouagi
mingite paradoksideni, sest paradoksid tekkisid alati voimalike
ekstremaalsete iildistuste piiril. Viimase asjaoluga on ka sele-
tatav, et rddgiti ikka iiksnes paradoksidest voi siis
antinoomiatest, mitte aga vastuoludest.

Konesolevad paradoksid on avaldanud vérdlemisi suurt moju
matemaatika arengule viimase 50 aasta jooksul. Seda aitavad
ehk moningal mééiral iseloomustada iihe kiillaltki tuntud autori,
matemaatika aluste uurija Hermann Weyli sonad: «Me oleme
praegu vihem kui kunagi varem kindlad matemaatika (ja loo-
gika) loplike aluste suhtes. Nagu igaiihel ja igal asjal tdna-
pdeva maailmas, on ka meil oma «kriis». Meil on ta kestnud
ligikaudu viiskiimmend aastat. Viliselt ei nai ta segavat meie
igapdevast t66d, kuid siiski, mis minusse puutub, siis tunnis-
tan, et tal on olnud tunduv praktiline méju minu matemaatili-
sele tegevusele: ta suunas minu huvisid aladele, mida ma vaat-
lesin suhteliselt «kindlatena», ja ta on mind juhtinud entusias-
mile ja otsustele, mida ma olen jirginud oma uurijatdos.»
Tahelepanuvddriv on nende sonade juures veel see, et nad
périnevad aastast 1946.

2. Paradoksid

Kédesolevas vaatleme ainult moéningaid tiiiipilisemaid ning
tuntumaid paradokse, mis on esile kerkinud hulgateooria aluste
uurimisel. Me ei esita neid nende ilmumise kronoloogilises
jarjekorras, vaid piiliame nad anda niisuguses jérjekorras, et
neid oleks kergem jélgida.

(A) Russelli paradoks

On hulki, ndit. opilaste hulk klassis, mis ei ole iseenda ele-
mentideks. Vaadeldava hulga elemendiks on kiill iga iiksik opi-
lane, kuid kogu klass ei ole selle hulga element. Mitmete teiste
hulkade puhul aga ei ole sugugi nii lihtne otsustada, kas hulk
ise on enda elemendiks voi mitte.

Moningatel juhtudel on seevastu ilmne, et hulk on iseenda
elemendiks. Triviaalseks nditeks on siin koigi hulkade hulk.

Lihtudes eeldeldust on motet vaadelda koiki hulki, mis ei



ole iseenda elemendiks. Nimetame selliseid hulki «korrapéras-
leks». Tdhistame koikide korrapdraste hulkade hulga siim-
boliga S. Kiisime, kas S on korrapirane voi mitte? Oletame
esmalt, et S on korrapdrane. Siis S peab kuuluma hulka S (S
oli koikide korrapiraste hulkade hulk), siis aga ei saa S
enam olla korraparane. Oletame niiiid, et S ei ole korrapérane,
s. t. ta ei tohi kuuluda meie poolt vaadeldavasse koikide
korraparaste hulkade hulka. Siis on aga S korrapéirane, kuna ta
ei sisalda ennast elemendina. Koike seda arutelu kokku vottes
saame paradoksaalse tulemuse: S on S parajasti siis,
kui ta ei ole S.

Selline ongi paradoks, millest oli juttu juba eelmises osas,
kus markisime tema erakordselt suurt tdhtsust matemaatika
arengule sajandivahetusel. Selle paradoksi avastas Russell
1902. a., millest ta kirjutas ka Fregele. Tritkis avaldas ta
paradoksi 1903. a. Samaaegselt joudsid Géttingenis sellele
paradoksile Zermelo ja tema GOpilased. Nemad aga oma avas-
tust ei publitseerinud.

Et Russelli paradoks kasutab kiillaltki komplltseerltud mois-
let — koikide «korrapiraste» hulkade hulk, siis piiiiti seda
paradoksi formuleerida lihtsamate moistete abil. Vaatleme neist.
monda tuntumat ning huvitavamat .

(A;) Paradoks habemeajajast

Vaatleme mingis kiilas elunevat meest, kes (iildise arva-
muse kohaselt) ajab habet ainult neil ja koigil neil selle
kiila elanikel, kes ise endal habet ei aja. Tdhistame selle mehe
tdhega h. Kas h ajab enesel habet? Oletame, et £ ajab enesel
habet. Sel juhul tekib vastuolu tingimuses esineva sonaga
«ainult». Seega h ei aja enesel habet. Oletame niiiid, et & ei aja
cnesel habet. Siis aga saame vastuolu tingimuses esineva
sonaga «koigil». Jdrelikult £ ajab enesel habet. Kokkuvottes:
h ajab enesel habet parajasti siis, kui ta ei
aja enesel habet.

Selline on iiks eelnevas vaadeldud paradoksi populaarsetest
variantidest, mille Russell andis 1918. a. Jilgides tdhelepaneli-
kult seda paradoksi ndeme, et pealtndha kiillaltki maistlik kri-
teerium — ajada habet ainult neil ja koigil neil kiila elanikel,
kes ise endal habet ei aja — viib meid iillatavale jareldusele:
niisugust tingimust ei saa rahuldada iikski indiviid, s. t. seda
ci eksisteeri. Me nédgime, et loogikast tuntud véadlistatud

! Moningaid teisi variante Russelli paradoksile v6ib asjasthuvitatu
ivida raamatust Kannu, C. K, BseneHue B MeTamaremaTuky. M. 1957,
Ik. 40.



kolmanda seaduse kasutamine ei olnud siinkohal digus-
tatud. Néhtuse ja tema eituse korval oleks tulnud piistitada
kolmas voimalus: kui eksisteerib, siis... . '

(A2) Russelli paradoksi loogikaline variant

Anname siinkohal veel iithe Russelli poolt esitatud variandi,
mis néitab, et Russelli paradoks ei ole puhtmatemaatiline;
jarelikult langeb dra voimalus, et see paradoks on ehk tingitud
vaid monedest hulga moiste ebaharilikest isedrasustest.

Me voime uurida teatud omadust sellelt seisukohalt, kas
tema médramiseks kasutatakse teda ennast voi mitte. Omaduse
«olla punane» madramisel me nditeks ei kasuta seda omadust
ennast sellest ajast alates (tingimus «olla»), kui punane on
kindlasti mittepunane. Omaduse «olla abstraktne» méidramisel
kasutatakse aga teda ennast. Omadus «olla konkreetne».on
samuti abstraktne, mitte aga konkreetne. Omadust, mille mii-
ramiseks ei kasutata teda ennast, nimetame «impredikaatseks».
Kui niiiid kiisida, kas «olla impredikaatne» on impredikaatne
omadus voi mitte, siis jouame jalle paradoksaalsele jareldusele:
impredikaatne-on impredikaatne parajasti siis, kui ta ei ole
impredikaatne.

Selle paradoksi koige pealiskaudsemgi ana?ljiis viib meid
jdreldusele, et on vaja ldhemalt uurida niisuguseid moisteid,
mille mddramiseks kasutatakse neid endid. Arendades seda
suunda joéudis Russell nn. tiiiipide teooriani, mis on andnud
palju materjali nii té6dele matemaatika aluste uurimisel kui
ka filosoofias.

(B) Cantori paradoks

See paradoks rajaneb hulga voimsuse moistel. Viimane
iildistab elementide arvu moiste 16pliku hulga juhult mis tahes
hulga juhule. Kui vaadelda kolmeelemendilist hulka {a, b, c},
siis sellel hulgal on 8 osahulka: {a}, {b},{c}, {a, b}, {a, c}, {b, c},
{a, b, ¢} ning lisaks neile tithi hulk. Analoogiliselt sellele néi-
tele kehtib Cantori poolt arendatud iildises hulgateoorias teo-
reem, et antud hulga U koikide osahulkade hulk CU on suu-
rema voimsusega kui antud hulk. Teiselt poolt on teada, et
antud hulga osahulga vdimsus ei saa olla suurem antud hulga
voimsusest, nii nagu lopliku hulga osahulga elementide arv ei
saa olla suurem antud hulga elementide arvust.

Vaatleme niiiid k61igi hulkade hulka K. Hulga K koikide
osahulkade hulk CK on eeléeldu pohjal suurema voimsusega
kui hulk K. Teiselt poolt on CK ise liks osahulk ko6igi hul-
kade hulgast K, seega ei ole tema voéimsus suurem hulga K
voimsusest. Saadud vastuolu kannabki Cantori paradoksi nime.
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See paradoks oli Cantorile tuntud juba 1899. a., kuigi ta aval-
dati alles 1932. a. Viimane asjaolu on eriti tdhelepanuvidirne,
sest see néitab veelkordselt, et paradokse ei tahetud algul tosi-
selt votta, vaid neist loodeti mingil viisil vabaneda. Cantor ise
kuulus ka selliselt motlevate matemaatikute hulka.

Olgu veel margitud, et vaadeldav paradoks oli juba 1901. a.
tuntud ka Russellile, kes selle méjul hakkas konstrueerima oma
paradoksi, mis on monevorra lihtsam, kuna ei vaja selliseid
spetsiaalseid moisteid, nagu seda on osahulga ja hulga voim-
suse moisted, samuti ka mitte eespool mainitud teoreeme hul-
kade voimsuste kohta.

(C) Richardi paradoks

Richard avaldas oma paradoksi 1905. a. Paradoks on
eriti huvitav selle poolest, et ta on nagu teatavaks karikatuu-
riks Cantori diagonaalprotsessi meetodile (selle meetodiga
toestatakse nditeks koigi 0 ja 1 vahel asuvate reaalarvude
hulga mitteloenduvus). Ka sellest paradoksist on tuntud viga
mitmed variandid. Siinkohal esitame {ihe neist.

Vaatleme koiki selliseid reaalarve 0 ja 1 vahel, mida
voib médrata iilimalt 50 eestikeelse sonaga. Niiteks «null koma
seitse», «kuupjuur arvust null koma kakskiimmend neli»,
«vahim arvudest, mis tdidab tingimust, et tema numbrite ruu-
tude summa korrutis arvuga null koma iiks vordub arvuga
null koma kolm» jne.

Vastavalt loenduvate hulkade (s. t. jadana esitatavate hul-
kade) kohta teadaolevatele tulemustele on selge, et selliseid
arve ei ole rohkem kui loenduv hulk. Korraldame nad jadana R.
Iseloomustame - niiiid reaalarvu r kui sellist reaalarvu
0 ja 1l vahel, mille k-s koht kiilmnendsiisteemis
on hulga R k-nda elemendi k-ndale kohale
tsiikliliselt jirgnev number (siin on moeldud, et
«1» jdrgneb tsiikliliselt numbrile «0», «2» — numbrile «1» jne.,
ning «0» — numbrile «9»). Selline reaalarv r on maidratud
vihem kui 50 eestikeelse sonaga, kuid ta ei vordu iihegi arvuga
jadast R. Et r ei sisaldu jadas R, siis ta aga ei tohiks olla
madratud vdhem kui 50 eestikeelse sonaga. Joudsime jéllegi
paradoksaalsele tulemusele.

(D) Grellingi paradoks

1908. a. esitasid Grelling ja Nelson paradoksi, mis on tea-
taval mairal sarnane paradoksiga (A.), kuid mis pakub siiski
iseseisvat huvi.

Mbonedel eestikeelsetel omadussonadel, nagu «eesti», «mitme-
silbiline», on just seesama omadus, mida nad tdhendavad. Nii
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on nditeks omadussona «mitmesilbiline» toepoolest mitmesilbi-
line. Teisel osal omadussonadest, nagu «vene», «sinine»,
«kuump», ei ole sellist omadust. Nimetame teist liiki omadus-
sonu «heteroloogilisteks»; oma iillatuseks leiame, et omadus-
sona «heteroloogiline» on ise heteroloogiline parajasti siis, kui
ta ei ole heteroloogiline.

Koik eespool esitatud paradoksid on teatud mottes analoogi-
lised {ihele antiikajast parinevale paradoksile, mida tdnapéeval
tuntakse «valetaja paradoksi» nime all. Seda paradoksi vaatles
juba VI sajandil e. m. a. Epimenides.

(E) Valetaja

Paradoksi, mida tuntakse jdllegi viga mitmetes versiooni-
des, voiks formuleerida jdrgmiselt. Oletame, et Peeter Pulk
iitles 11. jaan. 1963. a. tiheainsa lause ja ei midagi muud:
«Ainus lause, mis Peeter Pulk 11. jaan. 1963. a. iitles, on vale».
See lause on deklareeriv lause ning me oleme oigustatud
vurima, kas ta on oige voi vale. Uurimisel aga jouame para-
doksaalsele tulemusele, et nimetatud lause on odige parajasti
siis, kui ta on vale.

Kuigi hulgateooria aluste ja loogika kiisimuste uurimisel on
esile kerkinud veel terve hulk paradokse, piirdume siinkohal
esitatutega. Mirgime veel, et {iks osa avaldatud paradoksidest
on olnud uued, teised aga kordavad sisuliselt juba tuntud para-
dokse voi on nende lihtsustatud ja enam piiritletud variandid.
Mairkida tuleb ka seda, et paljud ilmunud paradoksidest ei
osutunudki toelisteks paradoksideks, vaid olid rajatud valesti
moistmisele ja eksitustele 2.

Kuidas piiiida koérbes lo6vi?

(Ajakirjast «Marematuueckoe npoceeujenues)

Tavalistes atemaatikailesannete kogudes niisugust probleemi kiill ei
esine, kuid pidame siiski kujutleda olukorda, et see ilesanne on antud
lahendada moénedele matemaatika tihtsamate suundade esindajatele. Olgu
need toelised [anaatikud, kes on siigavalt veendunud oma feadusala mee-
todite universaalses rakendatavuses. Siis me saaksime pealkirjas esitatud
kiisimusele umbes jargmised vastused.

2 Fraenkel, A. A. and Bar-Hillel, Y. Foundations of Set
Theory. Amsterdam, 1958.
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Matemaatilise analiiiisi spetsialist. Olgu [6vi diameeter d. Kérb piira-
fakse ruuduga, mille kiilje pikkuse voib lugeda iihikuks. Ruut jaotatakse
neljaks vordseks osaks ning vdhemalt dhes neist peab olema l5vi. Viimase
roudu jaotame jille neljaks ja jdathame protsessi seni, kuni saadud ruudu
Lillje pikkus on viiksem kui 2d. Lovi saab niid loikuda mitte enam kui
nelja naaberruudu kilgedega, mis kokku moodustavad ruudu kaks korda
suurema kiljepikkusega. Kattes selle ruudu kaanega me tabamegi lovi.

Kirjeldatud meetod on efektiivne vaid siis, kui 16vi on liikumatu. Kuigi
lovi tabamise iilesanne pole sellega tdielikult lahendatud, oleme me asja
siiski taandanud kitsama probleemi lahendamisele: tabada l6vi tingimusel,
el ta lilgub.

Geomeetria spetsialist. Kérbes olev vaatleja asub dmmarguses puuris.
Lovi paikneb wvdljaspool puuri. Teostatakse inversioon. Siis satub lovi
puuri ja vaatleja sellest vilja.

Reaalmuutuja funktsioonide teooria spetsialist. Peano kévera abil kuju-
latakse korb lGigule [0,1). Iga l6vi satub seejuures iilimalt loenduvasse hulka
tihisosata vahemikesse. Neid vahemikke nimetame «antud [ovi karakterist-
likeks vahemikkudeks». Vétame kéigi [6igul [0,1] paiknevate ratsionaal-
arvude hulga {ry} ja nummerdame selle elemendid: ry, r,, ... See jada
on loigul [0,1] koikjal tihe. Liigume médéda seda jada seni, kuni leiame
esimese arvu r,  mis paikneb mdne l6vi karakteristlikus vahemikus. Téhis-
tame selle lovi simboliga Lo, Liigume niid edasi modda jada {r,} seni,
kuni leiame esimese arvu ry, mis paikneb mone niisuguse lovi karakterist-
likus vahemikus, mis erineb [6vist LO6,. Saadud [6vi nimeks paneme Lo,
Nii saame regulaarse protsessi, mille abil véib efektiivselt (ilma Zermelo
aksioomi kasutamata) nummerdada k6ik korbes olevad lovid:

L6y, Loy, ..., L, ...

Niiiid tuleb vaid L6, paigutada esimesse puuri, LG, teise puuri jne.

Topoloogia spetsialist. Toome koigepealt sisse moiste «nahk». Olgu
see niisuguste punktide hulk, mis on iiheaegselt nii lovi kui ka korbe
piirpunktideks. Piistitatakse kiisimus: kas voib [6vil nahk puududa? Kuid
siis peab see lovi olema mone teise lovi abil korbest eraldatud. See on
tiine emaldvi klassikaline juhtum ja raskuste véltimiseks nimetame ema-
l6vi koos temas olevate lGvidega «iildistatud loviks». Pistitatakse kisimus:
kas v6ib kahel I6vil olla iihine nahk? Kuid siis on kobmel piirkonnal (korb
ja kaks l6vi) iihine rajapind ja see osutub mittejaotuvaks kontiinuumiks.
Tuuakse sisse «regulaarse I6vi» mbiste. Olgu see niisugune iildistatud
16vi, mille nahk ei osutu mittejaotuvaks kontiinuumiks. Nidd korraldame
iksiihese vastavuse regulaarsete lGvide hulga ja nahkade hulga vahel.

Edasi - toestatakse, et nahk on kahemddtmeline tsiikkel. Alexanderi
duaalsuse printsiibi kohaselt leidub lovi tdiendruumis kahemootmeline tsiik-
kel, mis on homoloogiline nahaga. See ongi puur, milles asub antud l6vi.

Teoreetilise fiilisika spetsialist. Fiisiku seisukohalt pakuvad huvi vaid
need fenomenid, mis on pbhimdtteliselt vaadeldavad. Viljaspool puuri olev
l6vi pole péhimobtteliselt vaadeldav, sest ta so6b vaatleja dra. Seega ei
saa niisugune lovi fidsikut huvitada ja me ei patusta teadusliku toe vastu,
kui eeldame, et l6vi paikneb puuris.
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KUBERNEETIKA TEOREETILISI PROBLEEME!
A. A. Ljapunov, S. V. Jablonski

Sissejuhatus

Kiiberneetika on teadus juhtimissiisteemide ehituse ning
juhtimisprotsesside kulgemise iildistest seaduspérasustest.

Igasugune juhtimine toimub informatsiooni edasiandmise
teel, seepdrast uurib kiiberneetika informatsiooni séilitamise,
edasiandmise, todtlemise ja vastuvotmise protsesse, meetodeid
informatsiooni kodeerimiseks erinevaisse keeltesse, informat-
siooni t66tlemise menetlusi ning téétlemisseadmeid. Oma mee-
todite poolest on kiiberneetika tdppisteadus. Vastastikuse mdju
seosed ithendavad kiiberneetikat mitmete konkreetseid juhti-
missiisteeme uurivate teadusharudega.

Kiiberneetika rajaneb kujutlusel juhtimisprotsesside ja juh-
timissiisteemide ehituse diskreetsusest?, piiiidel eristada ele-
mentaarakte, tagasisidestust ja juhtimise hierarhiat, ning juh-
’ltimissilisteemide ehituse ja funktsioneerimise komplekssel kasit-
emisel.

1. Juhtimissiisteemi moiste

Uldine juhtimissiisteemi moiste voimaldab kirjeldada ja
uurida oluliselt laiemat reaalsete objektide klassi kui need
objektid, mis olid ldhteks selle moiste konstrueerimisel. Muu-
hulgas voivad osutuda juhtimissiisteemideks ka sellised objek-
tid, milles puudub juhtimine selle sdona tavalises mottes.

1 Kiesolev artikkel on tolgitud kogumikust IIpoG.iemer kuGepHeTuxu,
Beim, 9. M, 1963. Tolkinud E. Tiit.

2 Diskreetne hulk on selline hulk, millel puuduvad kuhjumispunktid,
s. 0. mis koosneb isoleeritud punktidest. — Toim.
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Sellest aspektist vaadelduna kuuluvad juhtimissiisteemide:
hulka nditeks jargmised objektid: valemina antud aritmeetiline
avaldis, mis esitab teatavaid aritmeetilisi tehteid; arvutus-
masin, s. o. mingit kindlat tehete kompleksi sooritav elektri-
line skeem; neuronite siisteemist koosnev narvivork, mis votab
osa organismi elutalitluste juhtimisest; keemiline molekul —
teatav kindlate omadustega aatomite {ihend; malendite asetu-
sega ning koikvoimalike kdikude loeteluga médratud maleseis;
kindlat motet viljendav ja kindlatest siintaktilistest- elementi-
dest koosnev, niiteks venekeelne lause; majandusrajooni tee-
nindavate pankade siisteem, mida iseloomustab pankade oma-
vaheliste seoste struktuur ja teatavate operatsioonide soorita-
mine, jne.

Juhtimissiisteemis voib eristada jargnevaid koostisosi:
skeemi, informatsiooni, koordinaate ja funktsiooni.

Skeemis peegeldub juhtimissiisteemi struktuur. Skeem oma-
korda koosneb poolustest, milust ja elementidest. Poolused on
organid, mille kaudu juhtimissiisteem on seotud véliskeskkon-
naga. Vahel eristatakse sisendpoolusi (sisendeid) ja véljund-
poolusi (véljundeid). Maélu koosneb hulgast pesadest, mis.
voivad omandada teatud diskreetseid olekuid. Igal pesal on
omaette materiaalne informatsioonikandja: Malupesadeks voi-
vad erijuhul olla ka poolused. Tavaliselt jaotatakse mailu sise-
ja vilismédluks. Vilismédlu koosneb pesadest, millesse siseneb
ldhteinformatsioon, ldhteandmed. Ulejddnud mélupesad ei ole
védljapoolt otseselt mojustatavad ning moodustavad sisemailu.
Elemendid on siisteemi «elementaarsed ehituskivid» informat-
siooni tootlemisel. Igal elemendil on oma poolused, mille kaudu
ta on seotud nii teiste elementidega kui ka juhtimissiisteemi
poolustega. Need seosed voivad olla keeruka geomeetrilise
struktuuriga, kuid tavaliselt on nad avastatavad juhtimissiis-
teemi lihtsa jalgimise abil. Antud seoste tiiiip tingib vastas-
tikused mojustused elementide vahel ja valiskeskkonnaga.
Nende seoste kaudu toimub muuhulgas ka juhtimissiisteemi
ithtede v0i teiste elementide t66sseliilitumine. Peale selle on
elemendid seotud ka mélupesadega, kuid siin on sageli tege-
mist varjatud seostega, mis ei ilmne vahetul vaatlusel. Sel-
liste seoste abil to6deldakse malus salvestatud informatsiooni,
iihtlasi aga mojustatakse ka elemendi «olekut», mis miérab
tema t6oreZiimi. Informatsioon on téaielikult méddratud malu-
pesade olekute hulgaga igal ajamomendil. Juhtimissiisteemi
funktsioneerimisel huvitab meid tavaliselt see osa informat-
sioonist, mis on seoses vilismilu olekutega. Milu oluliseks.
omaduseks on voime sédilitada, s. o. «mdletada» informatsiooni
teatud ajavahemiku moéddumiseni.

Koordinaadid iseloomustavad elementide asetust skeemis.
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Tegelikult méddravad nad juhtimissiisteemi konkreetse oleku
seoses tdiendava «mdiluga». Koordinaatide mote seisneb selles,
et nende kaudu juhtimissiisteem n.-6. tunnetab iseennast. See-
tottu voib ta vastavalt oma funktsionaalsetele omadustele tea-
‘taval viisil iseennast mojustada, n.-6. ennast iimber muuta.

Funktsioon on juhtimissiisteemi kditumist iseloomustav
karakteristik. Ta nditab seda, millist toimingut on juhtimis-
siisteem voimeline teostama {ileminekul antud ajamomendist
jargnevale diskreetsele ajamomendile. See toiming muudab
iildiselt niihdsti skeemi, informatsiooni, koordinaate kui ka
funktsiooni ennast. Soltuvalt juhtimissiisteemi olemusest voib
sellel muutusel olla kas juhuslik voi miiratud iseloom. Jal-
gides juhtimissiisteemi muutusi {ihest ajamomendist tei-
seni jne., saame tdieliku pildi juhtimissiisteemi kditumise aren-
gust, millest omakorda voime saada tiieliku ettekujutuse selles
slisteemis toimuvast informatsiooni t66tlemisest.

Esitatud kirjeldusest nédhtub, et juhtimissiisteem koosneb
tegelikult lihtsamatest juhtimissiisteemidest, mille skeemid lan-
gevad iihte iiksikute elementidega.

Juhtimissiisteemi mébiste selgitamiseks vaatleme ldhemalt
moningaid niiteid.

1. Arvutusmasin

Skeem. Selleks on siin elektronskeem, mille elementideks
on (soltuvalt masina tehnilisest teostusest ja eesmérgist) klem-
mid, pooljuhid, ferriidid, takistid, kondensaatorid, elektron-
torud, magnetlindid ning -trumlid, releed jne. Tavaliselt
moodustatakse neist elementidest vdikesed skeemid, mis kuju-
tavad endast elementaarseid osaskeeme v0i pesasid; need on
keerukamate skeemide -— masina solmede koostisosadeks;
iihendatud sélmede kogum annab terve skeemi. Méilu koosneb
pesadest, mille kandjateks on lindid, trumlid, elektrontorud,
viiteahelad, tumblerid jne.

Informatsioon. Informatsiooni médiravad mailu pe-
sade olekud, s. t. nende pesade elektriliste, magnetiliste jt.
karakteristikute véartused.

Koordinaadid. Antud juhul on nendeks skeemi ele-
‘mentide numbrid. Need véimaldavad méirata detailide asetuse
skeemis (nditeks masina kontrollimiseks).

Funktsioon. See on operatsioon, mida masin antud
‘tingimustes teostab. Selleks vGib olla néditeks kahe arvu «liit-
1mine», «korrutamine», arvu viimine iihest pesast teise, loogi-
line vordlemine koos jidrgneva juhtimise iileandmisega, masina
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seiskamine jne. Iga masina funktsionaalsed voimalused on
médratud tema poolt teostatavate operatsioonide loeteluga.

2. Ndrvikude

Skeem. Antud juhul on skeemiks narvivork, mis koosneb
nidrvirakkude — neuronite iihendusest. Seega on siin elemen-
taarpesadeks neuronid. Nérvisiisteemi méilu koosneb retsepto-
ritest, mis on skeemi sisenditeks ja votavad vastu valisirritusi,
efektoritest, mis on skeemi viljunditeks ja annavad signaale
organitele, ning lopuks vaheneuronitest, mis on voimelised eru-
tusseisundisse iile minema.

Informatsioon. Selle middrab milu «pesades seisund,
s. t. stiimulite olemasolu v6i puudumine sisenditel, vaheneuro-
nite olekud ja efektorite olekud.

Koordinaadid. Neile vastab konkreetse neuroni asu-
koha fikseerimine. Neuronite koordinaadid, mis maéiravad
nende asendi ruumis, on olulised selliste probleemide lahenda-
misel, nagu nérvikoe areng jms.

Funktsioon véiljendab efektorite olekute soltuvust ret-
septorite ja milu olekutest. Teiste sonadega, funktsioon méaa-
rab organitele avaldatava moju iseloomu soltuvalt iihtede voi
teiste stiimulite olemasolust vdi puudumisest.

3. Arvutusmasinate programmid

Skeem. Skeemiks on jdrjestikuste kidskude jada. Tava-
liselt jaotatakse programm osadeks, millest igaiiks realiseerib
mingit operaatorit — antud algoritmi osa. Need elementaarsed
osaprogrammid jagunevad tiiiipideks vastavalt operaatorite lii-
kidele. Siinjuures voib elementaarseid osaprogramme ning vas-
tavaid operaatoreid omavahel samastada. Tavaliselt eristatakse
aritmeetilisi operaatoreid, {imberadresseerimise ning taasta-
mise operaatoreid, formeerimise operaatoreid, juhtimisoperaa-
toreid jne. Seega voib programmi skeemi vaadelda operaato-
rite jadana.

Milu koosneb pesadest, millega on seotud skeemisse kuulu-
vad operaatorid.

Informatsioon on mdédratud mailu pesade olekutega.

Koordinaadid. Programmis on nendeks kdsuaadres-
sid, operaatorkirjutises operaatorite numbrid. Kéiesolevas néi-
tes on koordinaadid tegelikult vajalikud juhtimissiisteemi -
funktsioneerimise selgitamiseks. Nad voimaldavad leida vaja-
likku kédsku mingi tehte sooritamiseks, erijuhul programmi
enda teisendamiseks.

Funktsioon. Selle médravad informatsiooni elemen-
taarteisendused, mida realiseerimisel olev operaator ette annab.
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Elementaarteisenduste jada kaudu saab leida ka informatsiooni
lopliku teisenduse; see langeb iihte kogu informatsiooni tei-
sendusega, mis on mddratud realiseeritava algoritmiga.

4. Aritmeetilised avaldised

Skeem. Antud juhul on skeemiks valem, mis madrab
aritmeetilise avaldise. Valem koosneb siimbolitest: tdhtedest,
arvudest, sulgudest ja tehteméirkidest. Néiteks: a(a - 2b).
Aritmeetilist valemit saab alati konstrueerida «elementaarse-
test» valemitest, ja nimelt jargmise kujuga valemitest: a -- b,
a—b, a-b, a:b. Tihtede ja arvude simmbolid moodustavad
valemi maélu.

Informatsioon on médratud méalu olekutega. Arit-
meetiliste avaldiste puhul médarab mailu oleku konstantide ning
muutujate (tdhtede) arvuliste vdartuste loetelu.

Koordinaadid. Siin on nendeks valemi koosseisu
kuuluvate siimbolite numbrid, mille jdrgi voib eraldada niiteks
ithe ja sama tdhe korduvaid esinemisi valemis, sulgude paigu-
tust jne.

Funktsioon méiidratakse arvude teisendusega, mida
me tavaliselt seome antud valemiga, defineerides tehted -,
—, - ja : vastavalt liitmisena, lahutamisena, korrutamisena ja
jagamisena.

5. Male

Skeem antakse malendite asetusega malelaual.

Informatsioon. Selle moodustavad andmed kogu
mangu kidigu kohta algseisust antud seisuni. Need andmed
salvestatakse méilus. Nende jidrgi saab muuhulgas otsustada,
kumb maéingija on parajasti kdigul, ning hinnata méingijate
strateegilisi kavatsusi. ‘

Koordinaadid mddravad malendite asetuse male-
laual ning vdimaldavad mingu kdiku kodeerida.

Funktsioon. Sellele vastab jarjekordne kaik. Viimane
sisaldab esiteks mingi malendi nihutamist malelaual ja teiseks
kdigu salvestamist mélus. On selge, et iga konkreetse seisu
puhul on a priori véimalik valida mitme kaigu vahel. Milline
neist sooritatakse, seda saab antud tingimustes teatava toe-
ndosusega ette ndha. Funktsioon on seega tiielikult méira-
tud, kui on antud mingi konkreetse seisu lubatavate kiikude
loetelu ja iga kéigu tdendosus.

Voime niilid jdtkata juhtimissiisteemi moiste analiifisimist.
Nagu ndha, on juhtimissiisteem kiillaltki iildine moiste, mille
tdhtsus ei piirdu iiksnes kiiberneetikaga. Seetottu tuleks kiiber-
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neetikas uuritavate juhtimissiisteemide klassi ldhemalt piirit-
leda.  Selleks kirjeldame jdrgnevas moningaid olulisi isedra-
usi, mis on omased just neile juhtimisstisteemidele.

Kiiberneetikas uuritavaid juhtimissiisteeme iseloomustab
ce, et nad on diskreetse iseloomuga objektid. Diskreetne on

nimelt juhtimissiisteemi ehitus, s. t. tema skeem, koordinaadid,
miormatsioon, funktsioon, kuid samuti ka aeg. See diskreetsus
voib esineda tugevasti maskeeritud kujul. Néiiteks masinatega
thddeldava informatsiooni vaatlemisel on meil tegemist maélu-
pesade olekutega. Maélupesade olekud méaédrab aga mingi pidev
«uurus  — ndaiteks véljatugevus. Jérelikult informatsiooni
.andjaks voib olla mittediskreetne, s. o. pidev suurus, kuid
masina t66 jaoks on tdhtis ikkagi ainult asjaolu, kas selle
-uuruse védrtused asuvad tilal- voi allpool teatavat lave.

Teiseks iseloomustavaks jooneks spetsiaalset kiiberneetilist
s iisitlust noudvate juhtimissiisteemide puhul on nende keeru-
a1, Mérkisime juba, et juhtimissiisteem koosneb iildiselt ele-
mentaarsetest juhtimissiisteemidest. Keerukus avaldub siin
lementide (elementaarsete juhtimissiisteemide) suures arvus,
cerulise sidesiisteemi olemasolus, suuremahuliste informat-
toonivoogude esinemises ning keeruka funktsiooni realiseeri-
mises,  See koik muudab juhtimisslisteemi vahetu ning téie-
ku jalgimise raskeks.

Kolmas isedrasus seisneb selles, et reaalseid objekte voib
‘nhtimissiisteemidena vaadelda iildiselt mitmel erineval viisil,
st juhtimissiisteemi fikseerimine soltub konkreetsel juhul sel-
ost, missugused juhtimissiisteemid loetakse elementaarseteks.
\iiteks arvutusmasinaga on seotud terve rida juhtimissiis-
‘weme. Huvitudes temast kui raadiotehnilisest seadmest arvude
valikus, «teisendamise», «iileskirjutamise» jne. seisukohalt,
“uleks  elementaarseteks juhtimissiisteemideks votta iiksikud
aadiotehnilised elemendid: loogilised elemendid, méluelemen-
id jne. Teisest kiiljest, kui vaadelda masina poolt tdidetavat
rogrammi, siis on elementideks {iksikud kdsud. Lopuks, kui
asitleda masinat algoritmi realiseerimise vahendina, siis
‘leks juhtimissiisteemideks lugeda iiksikuid operaatoreid.

Scega on juhtimissiisteemi moiste suhteline. Sageli asuvad
iritavas  objektis eraldatavad juhtimisstisteemid erinevail
quhitimistasemeil».  Sealjuures kuuluvad {ihed juhtimissiistee-
nd teiste suuremate juhtimissiisteemide koosseisu elementaar-
+te juhtimissiisteemidena. Teiste sonadega, meil on siin tege-
ast juhtimissiisteemide hierarhiaga.

Juhtimissiisteemi uurimisel vaadeldakse tema ehitust ning
inhisioneerimist ithtse kompleksina. Vaadeldes ménd objekti

Itimissiisteemina, jdtame selle juures alati korvale palju
mkreetseid isedrasusi. Kui uurime arvutusmasinat juhtimis-
awteemina, siis ei huvita meid nditeks elementide gaba-
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riidid, teatud madédral ka mitte elementide tiiiip jne. See-
tottu voib - ilmneda, et kahel fiiiisiliselt erineval juhtimis-
siisteemil on sarnane skeem ja iihesugune iilesanne (funkt-
sioon). Nditeks on tdiesti moeldavad kaks iithesuguse
skeemi ja samasuguse funktsiooniga arvutusmasinat, millest
iiks koosneb lampelementidest, teine aga pooljuhtidest. Uhe-
suguse skeemiga ning iihesuguse funktsiooniga juhtimissiis-
teeme nimetatakse isomorfseteks. Juhtimissiisteemide uurimisel
ja konstrueerimisel peab olema ettekujutus koigi isomorfsete
juhtimissiisteemide iihistest isedrasustest. Kiiberneetika raa-
mes toimuva uurimise seisukohalt on omavahel isomorfsed juh-
timissiisteemid tdiesti samavddrsed objektid. Seetottu on
kiiberneetikale iseloomulik abstraktsete moistete ning tappis-
teaduste uurimismetoodika ulatuslik kasutamine.

(Jargneb)
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KUBERNEETIKA JA KEELETEADUS

R. Palm

Kiiberneetikat maératletakse sageli teadusena juhti-
misprotsesside koige iildisematest seaduspédrasustest.
Juhtimisprotsesside kategooriasse kuuluvad teatavasti viga
paljud ndhtused loodusest, tehnikast ja iihiskondlikust elust.
Nditena voiks mainida kas voi masinate t66 automaatset regu-
leerimist, nérvisiisteemi tegevust, périlike tunnuste edasikan-
dumist iihelt generatsioonilt teisele, konkreetse rahvamajandus-
haru voi ka kogu maa majanduse arengut, kunstiteose moju
inimese psiiithikale, inimkollektiivide kooskdlastatud tegevuse
juhtimist, mitmesuguseid iihiskonna ajalooprofsesse jne.

Juhtimisprotsessist osavotvad objektid moodustavad teatava
juhtimissiisteemi. Hoolimata juhtimissiisteemide eri
vormide vdga suurest mitmekesisusest, on koigil sellistel nah-
tustel iiks ja sama struktuur. Uheks iihiseks omaduseks koi-
gil juhtimissiisteemidel, soltumata viimaste konkreetsest ise-
loomust, on asjaolu, et neis toimub alati informatsiooni
vahetus siisteemi osade vahel. See voib toimuda néiteks
inimese ja inimese, inimese ja masina, inimese ja looma vahel,
masinate vahel, inimese nérvisiisteemis ja mujal. Iga juhti-
misprotsess on voimalik ainuiiksi tdnu informatsiooni vahetu-
sele, mis seob omavahel juhtimissiisteemi eri osi. Seetottu
on informatsiooni maistel iiks kesksemaid kohti kiiberneetikas
iildse ja ta on omandanud tdnapdeval samasuguse tdhtsuse
nagu mateeria voi energia moistegi.

Igasugune informatsioon saab loomulikult esineda ainult
kodeeritult, s.t. mingite materiaalsete objektide v6i prot-
sesside poolt kantuna. Teiste sonadega, informatsioon on
alati esitatud mingite leppemairkide vo6i siimbolite jada kujul.
Need mérgid voi siimbolid vdivad olla vdga mitmesugused,
<Oltuvalt sellest, millises juhtimissiisteemis vastavat informat-
siooni kasutatakse. Nendeks markideks voivad olla kirjutatud
siimbolid: triikitdhed, hierogliiiifid, piltkiri, matemaatilised
mdargid, liiklusmérgid, joonised; nendeks voivad olla valgus-
voi helisignaalid (sealhulgas ka hidilikud keeles), muusika,
sestid, tants, elektrilised impulsid, mingite materiaalsete ese-
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mete olemasolu voi puudumine, nende materiaalsete esemeie
paigutus (nditeks matkajatel kividest ja puuokstest koostatud
teemdrgid voi lippudega signaliseerimine laevadel), masina
itksikute osade asend iiksteise suhtes, mitmesugused bioloogi-
lised ndhtused ja palju muud. Osa neist koodidest, nagu
matemaatiline stimboolika voi litklusmérgid, on inimeste poolt
teadlikult ja tahtlikult konstrueeritud ning suhteliselt lihtsad;
teine osa, nagu tavalised keeled voi nn. geneetiline kood, mil-
les avaldub organismide parilikkus, on vélja kujunenud pika
ajaloolise arengu tulemusena ja nende mehhanism pole kdes-
oleval ajal veel tdiesti selge.

Igal juhtimisprotsessist osavotval seadmel (s. o. seadmel,
mis véljastab voi votab vastu informatsiooni) on iildiselt
koneldes oma spetsiifiline kood. Seetottu pole sageli voimalik
luua juhtimissiisteemi, ithendades lihtsalt {ithe seadme viljun-
did (sidekanalid) teise seadme sisenditega, vaid saatja ning
vastuvotja vahele tuleb liillitada veel {imberkodeeriv seade, mis
kiill juhtimisprotsessist sisuliselt osa ei vota, ent mis oma ole-
masoluga teeb informatsiooni vahetuse iildse voimalikuks. Siin
voiks naiteks olla siisteem, mis koosneb konelejast, kes radgib,
iitleme, inglise keeles, ja kuulajast, kes valdab ainult eesti
keelt. Hoolimata sellest, et koik koneleja poolt védljastatavad
signaalid tdies ulatuses jouavad kuulajani, ei saa siin tekkida
juhtimisprotsessi, kuna koodide erinevuse tottu pole kuulaja
suuteline vastu votma koneleja poolt antavat informatsiooni.
Selleks, et juhtimissiisteem antud jubul funktsioneeriks, on
vajalik veel iiks vaheliili — tolkija (inimene vo6i masin).

Viimastel aastatel on vdga intensiivselt arenema hakanud
kiiberneetika osa, mille uurimisobjektiks on informatsiooni
kodeerimine kiiberneetilistes juhtimisprotsessides, samuti mit-
mesuguste kodeerimisviiside omavaheliste vahekordade selgi-
tamine ning seaduste kindlakstegemine, mille jadrgi toimub
informatsiooni fimberkodeerimine tihest koodist teise. Kones-
oleva teadusala nimetuseks kujuneb nédhtavasti semioo-
tika (koige laiemas mottes).

Sageli nimetatakse koiki informatsiooni kodeerimise siis-
teeme ka lihtsalt keelteks. Selles mottes koneldakse nditeks
arvutusmasinate keeltest voi liiklusmarkide keelest. Seoses
sellega tehakse vahet loomulike ja kunstlike keelte vahel. Need
moisted semiootikas ei lange tépselt kokku tavalise, keele-
teaduses tarvitusel oleva liigitusega. Allpool loemegi lfoomu-
like keelte hulka niihdsti inimiithiskonna arengu kidigus vélja-
kujunenud kui ka koik meelevaldselt konstrueeritud keeled
(nait. esperanto), mille loomisel on jérgitud samu printsiipe.

Loomulikud keeled moodustavad informatsiooni kodeerimise
siisteemide hulgas vidga olulise klassi. Suur osa informat-
siooni vahetusest juhtimissiisteemides, mille itheks osaks on
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inimene voi inimeste kollektiiv, toimub just loomulike keelte
abil. Kujutleme, et me vaatame aknast vélja ning jutustame
korvaltoas viibivale sobrale sellest, mis tdnaval toimub. Meie
aju toctab sel juhul kodeeriva seadmena, mis valgusaistingute
kaudu saadud informatsiooni timber kodeerib loomulikku, néi-
teks eesti keelde. Teises toas viibiv sober saab informatsiooni
tdnaval toimuvate siindmuste kohta niisiis juba mitte valgus-
aistingute keeles, vaid loomuliku keele vahendusel. Informat-
siooni vahetus loomuliku keele abil voib toimuda ka inimese
ja masina vahel. Valides néaiteks Tallinnas telefonil numbri
005, saame teada tdpse kellaaja, mis oOeldakse meile tavalises
eesti keeles. Kuid seda informatsiooni ei anna meile sugugi
inimene, vaid magnetofonilint — masin. Ka inimese ja looma
vahel voib informatsiooni vahetus toimuda loomulikus keeles.
Selline olukord esineb niiteks loomade dresseerimisel.

Néiteid juhtimisprotsessidest, milles informatsiooni vahetus
toimub loomulike keelte abil, voiks tuua veel palju. Seetottu
on arusaadav, et semiootika peab pdérama erilist tédhelepanu
loomulike keelte uurimisele ja nende ehituse véljaselgitami-
sele. Pealegi on sel probleemil ka rida vdga olulisi praktilisi
rakendusi. Neist vbiks mainida nditeks kiisimust inimese ja
masina omavahelisest suhtlemisest. Teatavasti tuleb praegu
iga iilesanne, mida soovitakse lahendada elektronarvutusma-
sinal, kirja panna programmi kujul erilises, sellele masinale
n.-6. «moistetavas» koodis. Inimese seisukohast oleks palju
mugavam, kui masinasse antavad iilesanded voiksid olla iiles
mérgitud tavalises, loomulikus keeles, v6i kui masin tdidaks
sonalisi kdsklusi. Samuti on loomulike keelte uurimine viga
tdhtis selleks, et mehhaniseerida inimese vaimse t06 mitme-
suguseid loike. Siia kuulub néiteks teaduslik-tehnilise infor-
matsiooni automaatne hankimine, té6tlemine ja salvestamine
(dokumentalistika), automaatne refereerimine, samuti masina-
tolge. On.voimatu kasutada masinat tekstide tolkimiseks iihest
keelest teise, kui puudub nende keelte kiillalt tdielik ja tdpne
semiootiline kirjeldus.

Siinkohal tekib loomulikult kiisimus semiootika ja keele-
teaduse vahekorrast. Vo6ib ndida, et keeleteadus on semiootika
osa, kujutades endast lihtsalt loomulike keelte semiootikat.
See on muidugi samavihe oige, kui lugeda néditeks bioloogiat
kiiberneetika osaks.

Semiootika vaatleb keelt ainult kui teatavat siisteemi infor-
matsiooni kodeerimiseks ja keele grammatikat kui reeglite
kogu, mille jirgi informatsioon muudetakse {iksteisele jirg-
nevate kirjutatud siimbolite voi iiksteisele jidrgnevate artiku-
leeritud helide jadaks. Iga keel moodustab omaette kodeeri-
missiisteemi ja semiootika seisukohast on oluline esiteks:
uurida neid siisteeme, anda kodeerimisreeglitele iga keele
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jaoks voimalikult otstarbekohane kuju, ning teiseks: vilja sel-
gitada nende kodeerimissiisteemide (s. t. keelte) suhted teiste
(semiootiliste) siisteemidega, milles on vdimalik kodeerida
sama informatsiooni. Seega vaatleb semiootika keelt ainult
kui informatsiooni kandjat, ainult nn. kommunikatiivsest seisu-
kohast, jattes vahemalt esialgu tdiesti korvale keele iile-
jddnud killjed, nagu ajaloolise arengu (sealhulgas keele tek-
kimise ja keelte suguluse probleemid), keele késituse {ihis-
kondliku ndhtusena, keele seose kultuuri ja kirjandusega, emot-
sionaalsed ja esteetilised momendid keeltes jne.

Loomulike keelte semiootika puudutab ainult neid keele
aspekte, mis iseloomustavad keelt kui margisiisteemi, koodi;
samufi nagu kiiberneetika vaatleb nditeks ainult neid bioloo-
giliste voi monede teiste ndhtuste aspekte, mis iseloomustavad
neid ndhtusi kui juhtimisprotsesse. Keele kirjeldamine kodee-
rimissiisteernina ammendab keelt sama vihe, kui bioloogiliste
juhtimissiisteemide kirjeldus bioloogiat tervikuna. Keeletea-
duse iilesandeks seevastu on uurida ja kirjeldada keelt, arves-
tades tema koigi kiilgede, funktsioonide ja aspektide dialekti-
list {ihtsust, andes voimalikult siigava tunnetuse keelest kui
reaalse maailma nihtusest tervikuna.

Ka keeleteadus poorab viimasel ajal itha suuremat tédhele-
panu keele kommunikatiivsele kiiljele. Tekib kiisimus, kas
pole voimalik semiootikas dra kasutada keeleteaduse kiillaltki
pika ajaloo jooksul kogutud teadmisi, kogemusi ja faktilist
materjali. Enamasti see siiski vahetult voimalik ei ole.

Pohjus on siin ilmne. Kogu senine keeleteadus on vai-
kides eeldanud, et inimaju on ainus loomulikke keeli kom-
munikatsioonivahendina kasutav seade. Seetottu on keele-
teadus iiles ehitatud ainuiiksi inimese aju voimeid, vajadusi
ja spetsiifikat arvestades. Aju struktuur ja funktsioneerimis-
viis on aga koigil inimestel peaaegu identne. Samuti on selge,
et meeleorganitelt saadavate andmete ekvivalentsuse ning kas-
vatuse ja keskkonna (ithiskonna) mojustuste sarnasuse tottu
on koigi inimeste, ammugi siis iihe keeleala koigi inimeste
ajudele omane teatav hulk iihist informatsiooni, mis koguneb
sinna jark-jirgult siinnimomendist peale. Seda informatsiooni
pole keeleteadusel muidugi vajalik ega otstarbekohane dublee-
rida. Semiootikas aga tekib juba probleem loomulike keelte
kasutamisest hoopis teiste, inimajust tunduvalt erinevate sead-
mete poolt. Seetdottu need andmed, mille puhul keeleteadus
voib rahulikult eeldada, et nad on nii voi teisiti salvestatud
kindlasti iga' inimese madllu, tuleb ette anda otseselt ja
vahetult. Seega ei saa nn. traditsiooniline grammatika ja
eriti selle grammatika siintaktiline osa anda keeles valitsevate
seaduspédrasuste niivord tédpset, tdielikku ja objektiivset kir-
jeldust, nagu seda vajab semiootika.
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Olukorra iseloomustamiseks voiks tuua ehk jirgmise niite.
Igast eesti keele grammatikast vo6ib leida umbes sellise defi-
nitsiooni: «Alus on lause pealiige, mis véaljendab olendit, eset
voi nahtust, kes voi mis on lauses tegijaks vGi olijaks». Igale
eesti keelt oskajale on see definitsioon intuitiivselt selge, iga
eesti keelt oskaja saab selle definitsiooni pdhjal (nagu koge-
mused néditavad) lauses dra mddrata aluse, ja seetottu tradit-
sioonilises grammatikas sellest definitsioonist tdiesti piisab.
Kuid seda definitsiooni ei saa muidugi pidada téielikuks
semiootika seisukohast, sest grammatika jdtab lahendamata
kiisimuse, millised on sonad, mis «véljendavad olendit,
eset vboi ndhtust, kes vOi mis on lauses tegijaks voi olijaks»,
ja kuidas neid sonu on voimalik ka néditeks masina poolt dra
tunda.

Monikord on avaldatud kartust, kas kiiberneetika vajadus-
test tingitud keeleteaduslike moistete ja seaduste tdpsustamine
ei likvideeri iildse keeleteadust, muutes koik seni saavutatu
ebabigeks ja vaadrtusetuks. Sellele vdib vastata akadeemik
B. Konstantinovi sonadega!, mis otseselt kdivad kiill fiilisika
kohta, ent on rakendatavad ka siin: «Iga edasiviiva sammu
korral, iga uue, iildisema ja tdpsema seaduse formuleerimisel
jddvad vanad seadused jousse neis tingimustes ja selle tép-
susega, millega nad olid piistitatud. Ei kvantmehaanika ega
relatiivsusteooria pole iimber litkanud klassikalist Newtoni
mehaanikat: see sisaldub eelmistes piirjuhuna makroskoopiliste
kehade jaoks, kui nende kiirus iiksteise suhtes on valguse
kiirusega vorreldes viike.» Pealegi, nagu mdirgitud, ei saa
semiootika kuidagi holmata keeleteadust tervikuna.

Kiiberneettka ja keeleteaduse piirialadel on muidugi teha
veel vdga palju. See t66 on alles alanud ja on vdimatu praegu
ette ndha koiki uusi perspektiive ja voimalusi, mida nende
kiisimuste ldhem uurimine .avab niihdsti keeleteaduses kui ka
kiiberneetikas ja {ildises semiootikas. See k6ik eeldab aga
mitmete alade teadlaste tihedat koost66d ja kontakti, nagu
seda vidga tabavalt (ja voib-olla ka poeetiliselt) on véljen-
danud A. Kobrinski?: «Kiiberneetika on see, kui fiiiisik opetab
bioloogidele périvusseadusi, kui insener radgib fiisioloogidele,
kuidas tekivad tingrefleksid, ja fiisioloog omakorda selgi-
tab tagasiside pohimotet automaatjuhtimise spetsialistidele.
Kiiberneetika on see, kui matemaatikud, fiiiisikud, fiisioloogid
ja insenerid Opetavad tolkimist, luuletamist ja malemdngu
keeleteadlastele, poeetidele ja suurmeistritele, kui nad koik
koos lakkamatult vordlevad inimest automaadiga, pidevalt
celdades, et inimese ja automaadi vahel ei ole midagi iihist.»

1 «Uspecrua», 1963, 26 sus.
2 Ko6puHcku#i, A, Uncna ynpasnsior craHkamu. M., 1961.
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KUUPVORRAND! TRIGONOMEETRILINE LAHENDAMINE
U. Kaasik

Keskkoolikursuses tuletatakse elementaarselt valem ruut-
vorrandi
ax? 4+ bx+c=0
lahendamiseks. See valem
—b-- Vb2 = dac
%
on ildiselt sobiv praktiliseks kasutamiseks, mistottu ruutvor-
randi lahendamiseks enamasti teisi meetodeid ei tuletata.
Sootuks teine olukord on aga kuupvorrandiga

axd 1 bx? - cx ++d = 0. (1)

Korgema algebra kursuses * niidatakse, et jagades seda
vorrandit kordajaga a ja vottes uue tundmatu

t
y=tg
saame vorrandile (1) alati anda kuju
Y +py+g=0, (2)
kus
% bc | d
T3 32T
ja
__3ac—p?
P="3a"

Samas tuletatakse ka valem vorrandi (2) lahendamiseks.

* Eestikeelsest kirjandusest vt. nditeks Kangro, G, Korgem
algebra. Tallinn, ERK, 1962, lk. 286—293. Sama teose vanem viljaanne:
Kangro, G., Koérgem algebra, II. Tallinn—Tartu, ERK, 1950. Seal
kdsitletakse kuupvorrandi lahendamist 1k. 140—147.
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Selle valemi, mis kannab Cardano valemi nime, voib
kirjutada kujul

y=u—g; (3)

kus

3
_ q Z P v
=) 4 +VE+E )

Abisuuruse u arvutamisel seosest (4) tuleb leida koik kolm
kuupjuure védrtust *. Valemisse (3) paigutatuna annab iga-
itks neist vorrandi (2) ithe lahendi.

Valemi (3) abil on iga kuupvorrand (mis eelnevalt on
muidugi kujule (2) teisendatud) teoreetiliselt lahenduv, kuid
valemi praktilisel kasutamisel tekivad sageli suured raskused.

Naiteks lahendame selle valemi abil vorrandi
B2 —x—2=0. (5)

2

Vottes y = x -+ - saame uue vorrandi

7 20
3 e
Y—359—5=0,

mida lahendades leiame:
3 3

10 100 343 1 L —

u=]/.2_7+l/7_2§__ﬁ§=_§l/10—f—t\/243,

3
y=5V10 4+ ivVed3 4 ——"—

3V 10 4-ivV243

* Kui juuritav on kompleksarv a-}- bi, siis tuleb ta koigepealt kirju-
tada trigonomeetrilisel kujul

a -+ bi = p(cos ¢ + ising),

N b
kus o= Va?2+ b? ja taneg =2 ning seejarel kasutada valemit
3 3_

Va-+bi= Vo(cosp+ising)=

3
=1 L b 1920°) ~isin(L k. 120°
_}g[cas(a—,—k 120) ‘ zsm(3 Ik 120)].

Sellest valemist saame kolm erinevat juurt, kui arvule %2 anname jarje-
korras véartused 0, 1 ja 2.
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Jédrelikult vorrandi (5) lahendid avalduvad kujul

r=—24 V10+;v243 T (6)
3V10+ives

Otsese kontrollimisega voib kergesti veenduda, et vorrandil
(5) on kolm reaalset lahendit: ¥;=1, xp=—1 ja x3=——2,
kuid valemist (6) pole neid vastuseid algebraliste teisenduste
abil voimalik saada.

Uldse osutub, et kui kuupvérrandi koik kolm lahendit on
reaalsed ja erinevad, siis Cardano valem annab need avaldis-
tena, mis sisaldavad imaginaarsusi. Sealjuures on toestatud,
et saadavate avaldiste vabastamine imaginaarsusest pole
algebralisel teel voimalik *. Kuid valemi (3) kasutamine on
ka muudel juhtudel airmiselt tiilikas (selle peamiseks pohju-
seks on asjaolu, et arvutustes ei saa kasutada logaritme).
Seepérast ei kasutatagi kuupvorrandi praktilisel lahendamisel
peaaegu kunagi Cardano valemit selle algebralisel kujul (3),
vaid teisendatakse ta enamasti trigonomeetrilistele kujudele.
Jargnevalt nditamegi, kuidas saab valemit (3) teisendada
kujudele, mis on lahendite ligikaudseks leidmiseks hoopis.
sobivamad.

Et igale kuupvorrandile saab iilalkirjeldatud viisil kergesti
ﬁnda kuju (2), siis vaatlemegi vorrandeid edaspidi sellel
ujul.

Reaalarvuliste kordajatega vorrandi

YP-+py+g=0

lahendamisel on olulise tdhtsusega suuruste p ja +— mar-

gid. Soltuvalt nende suuruste mérkidest tuleb lahendamlsel
eraldi vaadelda kolme juhtu.

I juht:
0, Z4+2 <0
Sel juhul suurus

~$+VE+5.

millest valemi (4) kohaselt tuleb u saamiseks votta kuupjuur,

* Seda juhtu nimetatakse taandumatuks juhuks (casus irre-

ducibilis). Taandumatu juhuga on tegemist siis, kni p<{0 ja _+p <0.
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on kindlasti kompleksarv. Anname sellele kompleksarvule trigo-
nomeetrilise kuju:

_ 4 ¢ P q -]/_q“ P
LV S+ E=—4+V 55,
_i _ _p
o=/ () +(V-5-2)=V %
V ¢ pd
— 7%

4
2

tangp =

ehk

27
cosq)=—% — 8 (7)

Vordusega (7) on nurk ¢ iiheselt méaidratud, sest arvu

———+z V— —4 imaginaarosa kordaja positiivsuse tottu

saab ¢ olla amult kas I voi Il veerandis (kui g <0, siis
@ on I veerandis, kui ¢ > 0, siis II veerandis).

Seega
+Vq~ V_ﬁ (cos @ 4 i sin @),

u=l/]/:’;_—;(cosq) + isingp) =

=V:?é—[cos (—3"1—-[— k- 120°) -+ isin (%+ k. 1200)],
ja jarelikult
y=]/_——§[cos(§+k- 120°)+isin(§+'k. 1200)]_

Ve ) e )|
= —g[cos(§+k. 120°)+isin(§+k- 120°)]+
+V:_%[cos(%’-+k- 120°) — i sin (£ + & - 120° )]:
=2]/—_%cos(§+k-120°).
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Andes tulemuses arvule & vaidrtused 0, 1 ja 2 saame vas-
tavalt

— ol — 2 o5 ®
yl—QV T oS

po=2) — £ cos(% 4 120°) =
=2/ — 2 cos| 180° —(60° — g)]=
——2 )/ — £ cos[60°— £ (8)
yo= 2}/ — L cos (L 240°) =
=2 V——%COS[IBO" 1 (60°+_3".’_)] _
= —2 ]/:Tg?cos(60°+—‘§i).

Valemid (8) annavadki vorrandi (2) lahendid I juhul, kus-
juures nurk ¢ on mdidratud vordusega (7). Nende valemite
praktilist kasutamist vaatleme allpool (vt. nédide 1), enne seda
tuletame valemid veel teiste juhtude jaoks.

Il juht:
L¢P

Niiid — 4 ‘/q_z p : : _1]/_27
5 + ) +27 on reaalarv. Suurus 3

ﬁ?
mis eelmisel juhul vordus nurga ¢ koosinusega, on seekord
absoluutvdartuse poolest suurem kui 1, sest vorratusest q—:—f—

P g PP 21g* .. Iql]/ 27 --
—l-ﬁ>0 jdreldub: T>—ﬁ’ g > 1; 5 _;’TJ> 1. Siis

on aga tema poordvadrtus absoluutselt {ihest vdiksem ja edas-
pidise jaoks osutub otstarbekaks defineerida selle kaudu
teatav nurk ¢ vordusega

. 2 3
smgo=—-7l/—%. (9)

Et vordus (9) defineeriks nurga ¢ iiheselt, piistitame lisa-
tingimuse

—90° < ¢ < 90°.
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Seosest (4) saame siis:

-/ —%+V%Ts—;“=1/ VR
—1/ A4V Bl =) -5+ G-
—24 Y~ cotp—
=]/V—§ TV =%+ cotg) =
)
V—»y(smﬁotfﬂ) VA =
—]/]/—— cot£ _1/]/ P2 cot £- (cos 0°+ i sin 0°) —

= ]/—?- l/cot < (cos k- 120° 4 i sin k- 120°).

Edaspidiste arvutuste lihtsustamise eesmirgil osutub siin
otstarbekaks defineerida uus nurk 3 seosega

tan¢=]/§n—% (10)

—90° <y < 90°.

ja lisatingimusega

Siis
3

Vcot%)- = cot 9,

u———V——% cot ¢ (cos k- 120° 4~ i sin k- 120°)

ja
y= V—%cotw (cos k- 120°+ i'sin k- 120°) —
— D —
3)/ — L coty(cos k-120° i sin k- 120°)
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=V —£ coty (cosk-120°+ i sin k- 120°) -+

-|-]/—§ tanyp (cos k- 120° — i sin k- 120°) =

=/ —Llcos k- 120° (cot p + tan p) +
-+ isink-120° (cotyp —tanp)]=

__ ol +tan’yp ol—tan?y)
_V cosk 120 tang +isink-120 Ty )_

2 k- 120° . . o
. (BSnsr > + i 2sin k- 120°cot 2.p).

Andes suurusele k£ vddrtused 0, 1 ja 2 saame II juhul vor-
randi (2) lahendid:

)3 |

y1=w

= ]/ 2 (ogy — i V3 cot2y) (11)
Yo (smw +ivBeot2y),

kus y on defineeritud vordusega (10) ja ¢ vordusega (9).
HI juht:
p>0;2 + _>o0.

Siin tuletatakse lahendusvalemid peaaegu samuti nagu
IT juhul, ainult et nurk ¢ defineeritakse niiiid vordusega

__2y7
tanp=——} 5 (12)
ja lisatingimusega
—90° < @ <C90°.

Nurga y defineerime endiselt seostega
3
tany = tani, (13)

—90° < 9 < 90°
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ning arvutusi 14bi viies saame lahendid kujul

g =2 V%cot21/)

y2=—Vg(cot2tp—
ya=—l/§(cot2¢+

iv3
sin2¢
iv3
sin2¢9/°

(14)

II juhu eeskujul voib lugeja valemid (14) ise kergesti

tuletada.

Parema iilevaate

saamiseks koondame saadud valemid

(7)—(14) iihte tabelisse, vottes iihtlasi tarvitusele tdhistuse

—~1/12]
=V (15)
p p<0 p>0
el e ¢ v
+27 4+27<0 +27>O +27>0
q 2r3 2r8
@ cosep=—g5 squ—T tanq)——T
3 3
tany = L tan A
Y Y l/tzm2 ¥ tan2
2
0 2rcos @ éﬁ 2r cot 2y
60°— L2\ — ER
Y2 —2rcos(60 3) (sm21/) zv3cot2¢) _ (cot21p—- oy
— oL PV _ _ ivV3
¥s 2rcos(60 ! 3) r(mn2¢ 4—;\/3cot2¢) r(cot2¢—ksh]2¢

Nende ' valemite praktilist kasutamist selgitame jargmiste

néidetega.

Niide 1.

Lahendada vorrand

10x2 — 9x2 — 3lx - 11 = 0.

Jagades vorrandi molemad pooled kiimnega ja vottes

y=x—£—x 0,3

3 Matemaatika ja kaasaeg

10
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saame uue vorrandi
y3— 337y 0,116 = 0,

millel on juba kuju (2).

Et siin p= — 3,37 <0, siis saab tegemist olla kas I voi
II juhuga. Nende eraldamiseks piisab, kui arvutame suuruse
q
B

(voi oieti selle absoluutvéértuse, sest mark on ju vastupidine
g margiga). Kui see osutub absoluutselt iihest vdiksemaks, siis
on tegemist I juhuga ja saadud suurus ongi nurga ¢ koosinus.
Vastasel korral kuulub vorrand II juhu alla ja saadud suuruse
poordvédrtus on siis nurga ¢ siinus.

Arvutusi on otstarbekas korraldada néiteks jairgmise skeemi
kohaselt:

re= 3,37
=) =
... 18337 =05276
_ . 1g3=104771
2 1g r = 0,0505
lg r =0,0253
g 0,116 =1,0645
lg 2=10,3010
31lgr=20,0758
1g %1 — 26877
(siin tuleb meeles pidada, et — % on kdesoleval juhul nega-

tiivne!). Seega ,——-9%9 <1, kuna logaritm on negatiivne, ja

tegemist on I juhuga. Tdhendab

cos @ e 0116
Y= 2r3

116
cos (180° — @) = — cos p = 5.

lg cos (180° — ¢) = lg 1% = 26877 *

* Kui vorrandil oleks kuju
13— 3,37y — 0,116 =0,
siis oleks lihtsalt

lg cos ¢ = 2,6877,

el

sest siis — 2 on positiivne.
3r
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180° — ¢ == 87°12/

@ == 92°48’
= 30°56'
o P A7
60° — £ — 29°4
60° - % = 90°56"

cos (60° -+ i;—) = cos [90o —}-(% — 30°” = — sin (-%7— — 30°) =

= — sin 56’
lg 2 = 0,3010 lg 2 = 0,3010
lg r = 0,0253 lg r =0,0253
Ig cos % == 1,9334 Ig cos(60°—§)=1‘,9415
Ig y; = 0,2597 lg (—ys) = 0,2678
_ 9 =1819 _Yp=—1852
lg 2 =0.3010
lg r = 0,0253

lg[— sin (§—30°)]:2_,2119

lg ys = 2,5382
ys = 0,03452

Kontrollimiseks arvutame leitud lahendite summa,
mis Viete'i lause * kohaselt peab vorduma nulliga:

Y1 - Yo - y3 = 1,819 — 1,852 4 0,03453 = 0,00153.
Seega ldhtevorrandi lahendid on
X1 =t —I— 0,3 = 2,1 19
X9 = Yo + 0,3 = —1,552
X3 = Y3 + 0,3 = 0,3345.
Nidide 2. Lahendada vorrand
3x3 4 x2— 19x 445 =0.

* Viete'i lause kuupvorrandi puhul iitleb, et kui vorrandi
Pry*py4-g=0
lahendid on yy, y2 ja ys, siis
Yib Y2+ ys=—7, Y1 Y1Ys + Yays = p ning Yi¥Yays = —4.

3%
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Vottes y=x+% (ja jagades voérrandi kolmega) saame
uue vorrandi kujul

172 11449
3 __ 2 —_——
Y—5ry+—00 0.

Et ka siin p <C0, siis alustame lahendamist jille suuruse

— % arvutamisega:

72
f—Vﬁ

lg 172 = 2,2355

W,,Jg,gl = 1,9085
21gr=20,3270
lg r =0,1635

lg 11449 = 4,0588

Ig 729 = 2,8627

Ig 2 — 0,3010
3lgr=0,4905
- 11449

(meeles pidada, et %<O!)

Seega I—%%—g > 1 ja tegemist on II juhuga. Niiiid
0o 20729
SIN® == 71249
. . 2.729r°
sin (—@) = —sing = Tiaso-
. 11449 -
Ig sin (—¢) = — g 37598 = — 0,4046 = 1,5954
—p = 23°12’
P _ oqps
— - = 11°36

Ig tan (——g) =1,3123

lg tan (—vp) =%]g tan (—-%) =1,7708
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—p = 30°32/

—2yp = 61° 4
lg 2 =10,3010
lgr=20,1635

lgsin (—2yp) =1,9421
Ig (—y1) = 0,5224

—y) = 3,330
Y1 =-—3330
Re(y2) = Re(ys) = — 5 41 = 1,665 *
lg 3 = 0,4771
lg r = 0,1635

+1g3=02386
Ig cot (—2yp) = 1,7426
Ig [—Im(y;)] = 0,1447
—Im(ys) = 1,395
Im(y;) = —1,395
Im(ys) = —Im(yz) = 1,395

Seega
Y2 = 1,665 — 1,395(
ys = 1,665 - 1,395

Léahtevorrandi lahendid tulevad jarelikult

0=y — 5 =—3330 — 0,111 = —3,441
Xy = 1,665 — 1,395i — 0,111 = 1,554 — 1,395i
Xa = 1,665 - 1,395{ — 0,111 — 1,554 -~ 1,395i.
Niide 3. Lahendada vorrand
B 3x—2=0.

Et vorrandil on juba kuju (2) ning p=3>>0, siis on tege-
mist I1I juhuga. Arvutused annavad niiiid:

V= E_
Viei
tanq)=%::1

@ = 45°

* Simbol Re(y) tdhendab kompleksarvu y reaalosa, ja siimbol Im(y)
selle kompleksarvu imaginaarosa kordajat.
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P 09/
& = 22°30
Ig tan 5 — 16172

lg tan :% lg tan %: 1.8724
p = 36°42/
% — 73°24/
cot 2 = 0,2981
x; = 2 cot 2y = 0,5962

Re (x2) == Re (xa) == — %, = —cot 2p = —0,2981
lg 3 — 0,477

& 1g3=02386

lg sin 2y = 1,9815
lg Im(x2) = 0,2571
Im(x;) = 1,803
Im(x;3) = —Im(xp) = —1,803

Seega

Xo = —0,2981 -}- 1,803
x3 = —~0,2981 — 1,803...

Olgu veel margitud, et viimasel kahel juhul on Viéte'i valem
Y1 -+ Y2 + ys= —r arvutustdpsuse piirides alati rahuldatud,

mis ndhtub valemitest (11) ja (14). Seetottu peab siin kontrol-
limiseks kasutama monda teist seost.
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KORGEMAT JARKU ARITMEETILISED PROGRESSIOONID
E. Tamme

Keskkoolis tutvutakse aritmeetilise progressiooniga. Jarg-
nevas vaatleme monevorra iildisemaid nn. korgemat jarku arit-
meetilisi progressioone ning tuletame nende ldliikmete ja
summade valemid. Kbigepealt toome sisse moned moisted ja
tahistused.

Korgemat jdrku artimeetilise progressiooni moiste

Vaatleme arvude jada
Wy, Ugy, Uz, ..., Up, ...
ning moodustame vahed ehk esimest jidrku vahed
U =y — 1y, U =uz—tlo, ..., tn'"V = tips) — U, ...
Esimest jarku vahede vahesid
U@ = pp( — g (D @ — () gy ()

s Un® = g (1) — (D
nimetatakse teist jarku vahedeks. Analoogiliselt defineeritakse
kolmandat, neljandat ja korgemat jarku vahed. Uldiselt
k-jdarku vahedeks nimetatakse (#— 1)-jirku vahede
vahesid:

Uy = (k1) gy (Rm1) () = gy (RD) g (k1)
oy Un®) =y D — oy D

Arvutamisel on sobiv korgemat jdrku vahed kirjutada nn.
vahede skeemi:

U Uy Us Uy Us Ug
u, (M A , us(H u () us (1
1,2 Uo(?) uy(2 1wy®
u,® Uy us®

Sellesse skeemi kirjutatakse koigepealt jada liikmed «,, u,, ...
ning seejdrel arvutatakse iga iilejadnud arv kui kahe tema
kohal oleva arvu vahe.
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Nidide 1. Moodustame arvude jada
2, —6, —13, —16, —12, 2, 29, 72, . ..
jaoks vahede skeemi:

2 —6 —13 —16 —12 2 29 72
—8 —7 —3 4 14 27 43
1 4 7 10 *13 16
3 3 3 3 3
0 0 0 0

Antud juhul neljandat ja korgemat jarku vahed on nullid.

Teatavasti nimetatakse arvude jada aritmeetiliseks progres-
siooniks, kui tema esimest jarku vahed on omavahel vordsed
ja nullist erinevad. Jargnevas nimetame sellist jada esimest
jarku aritmeetiliseks progressiooniks. Uldiselt nimetame arvude
jada B-jdrku aritmeetiliseks progressiooniks,
kui tema k-jirku vahed on omavahel vordsed ja nullist erine-
vad. Ilmselt k-jarku aritmeetilise progressiooni korral
(k-4 1)-st ja korgemat jarku vahed vorduvad nulliga.

Naites | vaadeldud jada on seega kolmandat jarku arit-
meetiline progressioon. Tema esimest ja teist jarku vahed on
vastavalt teist ja esimest jdrku aritmeetilised progressioonid.

Korgemat jiarku aritmeetilise progressiooni iildliige
Esimest jarku aritmeetilise progressiooni iildliige avaldub

teatavasti kujul
Up=u; -+ (n — 1)u . (1)

Tuletame analoogilise valemi teist jarku aritmeetilise prog-
ressiooni 1{ildliikme u, jaoks. Teist jarku aritmeetilise prog-
ressiooni esimest jarku vahed ., moodustavad esimest jarku
aritmeetilise progressiooni, mille vaheks on u,®. Seetottu
valemi (1) pohjal

u,l(” = ul(” +(ﬂ,— l)ul(z).
Seda arvestades jireldub seosest u,!" = upy — Uy, et
Uny) =— Uy + ul(l) —l—(n — 1)”1(2). (2)

Viimase valemi abil saame
up=u + s,
Uz = Uy + u; M -+ w9 = u, -+ 2u, (M 4 u, ),
uy=uz + ;" 4 20, @ = u; 4 3u; N 4 3u,; @,
us = g + ;D 4 30, @ =0y + 4y D - 6,2,
Ug=ts -+, + 4u,@ = u; 4 5u;1 4 10u,@),

Neid avaldisi analiiiisides voib piistitada hiipoteesi, et teist
jarku aritmeetilise progressiooni iildliige

tn=t; +(n — Dy, + .(L’:_l)2({1—_2) 1@, (3)
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Selle valemi toestamiseks kasutame tdieliku induktsiooni mee-
todit. Valem (3) on ilmselt oige, kui n=1, 2, 3, 4, 5, 6.
Teeme oletuse, et see valem on 0Oige mingi naturaalarvu n
korral. Vaatleme, kuidas avaldub siis uny. Valemite (2) ja
(3) abil saame

Uny) = Up 4 4 - (n — 1w =y, +(n— Dyt -
+ =002 o 0 (1@ =

nn—1
= 1y + nu, +_(2__) w@.

Viimane avaldis iihtib valemi (3) parema poolega, kui seal
indeks n asendada indeksiga n+ 1. Seega valemi (3) kehti-
vusest mingi naturaalarvu n korral jdreldub tema kehtivus
ka {ihe vorra suurema naturaalarvu n - 1 korral, millega ongi
toestatud selle valemi kehtivus mis tahes naturaalarvu n kor-
ral. Toepoolest valemi kehtivusest n= 6 korral jdreldub tema
kehtivus n=7 korral, millest omakorda jédreldub tema kehti-
vus n=8 korral jne.

Soovitame lugejal analoogiliste mottekdikude abil toestada,
et kolmandat jarku aritmeetilise progressiooni iildliige

Uy = u, (n_l)u(1)_|_(ﬂ—l)(n—2 u® 4

G 1)(n22) (n—3) , @, (4)
Piilame leida iildise valemi k-jdrku aritmeetilise progres-
siooni iildliikme jaoks. Paneme téhele, et kordajad valemites
(2), (3) ja (4) kujutavad teatavaid kombinatsioone
ci _(h=1(r—2.. (=i

n—1 " i

See viib mottele, et k-jarku aritmeetilise progressiooni iildliige
avaldub kujul

tin = g (1 — D)

, (n——])(n—z)...(n—k)
i k!

(/z—l)(n—2

w®
wy® (5)

chk lithemalt
Up=1t; 4+ C! w4 C:_ uy@ . 4 Ct_ u®.

Esialgu on see muidugi ainult oletus. Valemi (5) toestami-
seks kasutame tdieliku induktsiooni meetodit. Eespool nédgime,
et valem (5) kehtib esimest ja teist jdrku aritmeetilise prog-
ressiooni, s. t. k=1 ja k=2 korral. Piistitame oletuse, et
mingi fikseeritud naturaalarvu k& korral k-jarku aritmeetilise
progressiooni iildliige avaldub valemi (5) abil. Nditame, et
scllest jdreldub sama valemi kehtivus ka (& - 1)-jarku arit-
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meetilise progressiooni korral, s. t. et (&-k 1)-jarku aritmeeti-
lise progressiooni iildliige

==ty (1 — 1)y, - M §e

n—1)(n—2)...(n—k—1
+4 ( (k—f)-l)(' )y e, (6)
Sellega olekski toestatud valemi (5) kehtivus mis tahes kor-
gemat jirku aritmeetilise progressiooni korral.

Asume pohjendama valemit (6). Mairkame, et (24 1)-
jarku aritmeetilise progressiooni esimest jéarku vahed u,\V =
= Unpy — U, moodustavad k-jirku aritmeetilise progressiooni,
mistottu tehtud eeldustel saame valemi (5) abil

U =y, (O +(n— Duy@ -+ %'(_n__k) 1y kHD),

Seega
Uprl = Uy + un® ==y -+ uy' - (n— Duy@ -}

o 2 DB e, (7)
Seosest (7) valemi (6) jdreldamiseks kasutame teistkordselt
tédieliku induktsiooni meetodit, kusjuures muutuvaks indeksiks
on niiiid n. Valem (6) on ilmselt dige n=1 korral. Ole-
tame, et see valem jddb kehtima ka mingi naturaalarvu n
korral. Siis valemite (7) ja (6) abil

Uiy = ty - (1 — Va0 £ L=DO=2) oy oy
( 5

+ (n— 1).--('(1,2;/?1))(!"—’3* By ) gy 0

+((n—Du® .. 4 (n_—l)T‘(n_—k_) U k) —

n—1)n
= U, —}—nul(l)—,—(‘—mL u|(2) —:‘. —!—

et

Nieme, et valem (6) peab kehtima ka indeksi n -1 korral
ning- jdrelikult mis tahes naturaalarvu n korral. Sellega
oleme loplikult toestanud valemi (5).

Ndide 2. Leiame ndites 1 vaadeldud kolmandat jarku
aritmeetilise progressiooni iildliikme u, avaldise. Valemi (5)
pohjal

Uy =2+ (n—1)-(—8)+ L=NE=D

n (n—l)(ng—Q)(n—&.3_:8_4,1_%,12 _}_%”3_
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Kui valemis (5) avame sulud, siis saame k-jarku aritmee-
tilise progressiooni iildliilkme avaldisele anda kuju
U, =ao+ ain + an? -+ ...+ awn*, (8)
kus ay, ay, as, ..., ar on vaadeldavast progressioonist soltuvad
arvulised kordajad. Osutub, et kehtib ka vastupidine véide.
Iga jada, mille iildliige avaldub kujul (8), on k-jarku arit-
meetiline progressioon, kui ax>%0. Selle vidite pohjendami-
seks arvutame vahe

Uy =tpy —up=ap+a,(n+1)+a(n+1)2-++...4
+-ar(n - 1)  —(ao + ayn + an? ++ . .. - apn®) =
‘=(a, —'— (12+ v *|* ak)+(202—l—3a3—}— P —i—kak)n+

4= ... kapnF

Néeme, et esimest jidrku vahe {ildliige on n suhtes (&—1)-
astme poliilnoom. Analoogiliselt saame néidata, et teist jarku
vahe iildliige on (& —2)-astme poliilnoom, kolmandat jarku
vahe (kB — 3)-astme poliilnoom jne., kuni 16puks k-jdrku vahe
on konstant

u, = k! a.

Seega valem (8) médrab toepoolest k-jarku aritmeetilise prog-
ressiooni, kui a,=£0.

Korgemat jarku aritmeetilise progressiooni lilkmete summa

Téhistame k-jarku aritmeetilise progressiooni n liikme
summa

Sp=u +us+...+u, =2 u,.
i=1
Need summad moodustavad samuti teatud jada. Arvutame
vastavad vahed

Sat!V =Sy — Sn =1, + Uy —I— ‘.. + Un + Unyyp —
—(ul —'— Us —|— ce —|— un): Unt.
Seega summade jada esimest jdrku vahedeks on parajasti
ldhtejada liikmed. Indeksi nihkest vabanemiseks votame vaat-
luse alla jada
0, Si, So, - .., Sny o n sy
s. t. summade jada, millele on esimese liikmena lisatud 0. Selle
jada vahede skeemil on kuju:
0 S| Sg S3 Sy S5
u, 1723 Us Uy Us
WD g gy
ul(2) u2(2} u3(2)

Nieme, et k-jarku aritmeetilise progressiooni liikmete sum-
mad moodustavad (& - 1)-jdrku aritmeetilise progressiooni.
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Seetottu valemi (5) abil saame

s =04 (n— D+ L=DOZB o 4

n (n— 1)(n_k2') (n—k) 1, ()

Sellega oleme tuletanud iildise valemi k-jarku aritmeetilise
progressiooni n lijkme summa arvutamiseks:

n(n 1)
S _Z‘u = nuy, (1)
n = 4 =+ w4+

+n(n—1) kfn—k-y—l) . (9)

Ndide 3. Leida ndites 1 vaadeldud kolmandat jarku arit-
meetilise progressiooni 10 liikme summa s;. Valemi (9) pohjal

nin—1) , n(n—1)(n—2}) n(n—])(n—2)(n—3)
2 + 6. +3 24 -

Sp==2n—28
Seega

Sio= 20— = 410.

8-10-9 10-9-8 3.10:-9.8-7
2 + 6 + 24

Nidide 4. Arvutada naturaalarvude ruutude summa
124224324 ...+ n2= 2‘12

Jada iildliikmega u, = n? on teist jarku arltmeetiline progres-
sioon. Moodustame tema jaoks vahede skeemi:

1 4 9 16
2 2
Valemi (9) péhjal

gy —1 — 1) (n—2)
i§112:n+3'f1(n2 )+2.n(n g(n —

=2 (1430 2n%) =4 n(nt1) 20+ 1).

Sageli esineb probleeme mille puhul on teada korgemat
jarku aritmeetilise progressiooni iildliige kujul (8) ning on
vaja leida summa

n

s,,=2u,~.

Sellisel juhul voib arvutada progressiooni esimeste liikmete
védrtused (piisab & —I— 1 liikme arvutamisest), moodustada vas-
tav vahede skeem ning leida otsitav summa valemi (9) abil.
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Tavaliselt on aga seda tiilipi summa arvutamisel lihtsam kasu-
tada seost

n
Z(ao 4+ aii + agi® 4 ...+ apif) =
i=1

n . n . n . 1

=nayt+aJi+a 32+ ...+a Iik (10)
i=1 i—1 =1

Viimase valemi rakendamiseks tuleb leida naturaalarvude ast-

mete summad, millest esimesed avalduvad

:“i_—n(n—{—l)

(-1 @n+1),

n
i
i=1

Il

2 1
Sid=—_n*(n41)%
i=1
Nendest valemitest teise tuletasime ndites 4. Esimese ja kol-
manda soovitame lugejal iseseisvalt pohjendada.

Nidide 5. Arvutame summa
= (E+1) @+ 3).
Selleks avame sulud ja kasutame valemit (10):

é"l(H- 1) (i + 3) =§1(ﬂ+4i+3) =_§i2+4§li+ 3n =
—Ln(n-1) @ 1) F2n(n-1) +3n =
— L n(2n2 4 151+ 31).

Lopuks anname lugejale lahendamiseks moned iilesanded.

1. Leida teist jarku aritmeetilise progressiooni
1,7, 11, 13, 13, 11, ...
iildliige ja n liikme summa.

n
2. Leida X i*.
i=:1

3. Leida é’li(i—}— 1) (i42).

4. Uhesuurustest kerakujulistest kuulidest on laotud korra-
pdrane kolmnurkne piiramiid, 'mille pohja igal serval on
100 kuuli. Mitu kuuli on piiramiidis?

5. On 21 kuubikujulist reservuaari, millest esimese serva

pikkus on 1 m ning iga jdrgneva serv 10 cm vorra pikem. Mitu
liitrit vedelikku mahutavad need 21 reservuaari kokku?
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Ménda induktsioonist

Esitame lugejale lisaks paar lookest induktsiooni kohta, mis on véetud
raamatust G. Polya, «Mathematics and Plausible Reasoning»’.

Loogik, matemaatik, fiiiisik ja insener

«Vaata matemaatikut!» itles loogik. «Ta mdirkab, et esimesed iiheksa-
kimmend iiheksa arvu on sajast vdiksemad, ning jdreldab siit selle abil,
mida ta nimetab induktsiooniks, et kdik arvud on sajast viiksemad.»

«Fiidsik usuby iitleb matemaatik, «et 60 jagub kdigi arvudega. Ta paneb
tihele, et 60 jagub arvudega 1, 2, 3, 4, 5 ja 6. Ta proovib veel méningaid
teisi arve, nditeks 10, 20 ja 30, mis on vdetud (nagu ta ise itleb!) juhusli-
kult. Et 60 jagub ka nende arvudega, siis ta jdreldab, et eksperimentaalseid
andmeid on kiillaldaselt.»

«Jah, kuid vaata inseneril», esitas vastuvdite fiiisik. «Inseneril on tekki-
nud mulje, et koik paaritud arvud on algarvud. Arvu [ véib igatahes vaa-
delda kui algarvu, téestab ta. Seejirel tulevad 3, 5 ja 7, mis kdik on kaht-
lemata algarvud. Edasi tuleb 9, ebameeldiv juhtum: see nihtavasti ei ole
algarv. Kuid 11 ja 13 on muidugi algarvud. Péérdume niiid tagasi 9 juurde,
iitleb ta, ja jireldab, et 9 puhul peab tegemist olema katseveaga.»

Kas mis tahes n arvu on vordsed?

Te tahaksite idtelda «ei». Aga kui votta siiski ette katse téestada mate-
maatilise induktsiooni abil vastupidist? Kuid et palju meelitavam on tées-
tada vdidet «mis tahes n neiul on sama vdrvi silmad», siis piirdume viimase
sonastusega.

Juhul k=1 on vdide ilmselt 6ige (voi «sisutus). Jidb teostada ileminek
arvult k arvule k -+ 1. Konkreetsuse mottes liheme siin iile kolmelt neljale,
jattes dldjuhu libivaatamise lugejale. Lubage teile esitada nelja neidu, kelle
nimed olgu Hille, Ilme, Juta ja Kersti, véi lihidalt H, I, ] ja K. Eeldatakse
(k=3), et neidude H, I ja I silmad on sama virvi. Tdpselt samuti (eelduse
pohjal) on ka neidude I, J ja K silmad sama vdrvi (k= 38), Jdrelikult koigi
nelja neiu H, I, J ja K silmad peavad olema sama vdrvi. Tdieliku selguse
saamiseks voib vaadelda skeemi

e ey
H, I, J, K

N
See toestab viite k-1 =4 korral, aga iileminek nditeks neljalt viiele
pole ilmselt raskem.
Selgitage seda paradoksi. Vaite kasutada ka eksperimentaalset ldhene-
mist, vaadates silma ménedele neidudele.

! On olemas venekeelne todlge: I[Tofa, J[I., MaremaTHKa H mNpaBgomno-
no6uble paccyxpaenus. M., 1957,
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LEHEKULGI MATEMAATIKA AJALOOST EESTIS

U. Lumiste

Matemaatika on iirgsemaid teadusi, mille esimesed sam-
mud ulatuvad tagasi inimilhiskonna hallini. V6ib liialdamata
Oelda, et samal ajal, kui tekkis arusaamine heast ja kurjast,
kurbusest ja roomust, hakati eristama ka paljut véhesest,
timmargust kandilisest — hakkasid kujunema esimesed mate-
maatilised moisted, mis {iha tdiustudes tungisid lahutamatult
inimeste igapédevasesse ellu. Ei ole midagi imestusviirset sel-
les, et kultuurrahvaste esimestes kirjapanekutes kohtame tidhe-
kujundite korval ka arvumaérke, et praegune koolipoiss peab
veerimise korval avastama iihe iirgseima «loodusseaduse»:
summa ei olene liidetavate jdrjekorrast! Ilma matemaatikata
ei ole hakkama saanud iikski iithiskond, matemaatiliste tead-
miste siigavust iithe voi teise rahva juures loevad mitmed uuri-
jad kultuuritaseme iiheks veenvaimaks iseloomustajaks. Ega
asjatult pole kreeka sona mathéma tdhenduseks — teadmised,
teadus.

Ka muistne eesti iihiskond oli kahtlemata vélja kujundanud
lihtsamad matemaatilised méisted ja arusaamised. Tdhelepanu-
vadriv on nditeks eesti keele arvsonade siisteemi lihtsus ja sel-
gus, range ja korrapdrane geomeetriline ornamentika etnograa-
filistel esemetel. Keelelised andmed, folkloori ja vanavara rik-
kalikud kogud meie muuseumides on ainsateks niiiidisaegseteks
tunnismarkideks, mis on siilitanud osakesi esivanemate kuna-
gistest oskustest ja teadmistest. Paraku jutustavad need
mélestused — piigalpulgad, sirvilauad, kirjatud tarbeesemed,
rahvajutud ja -moistatused meile praegu veel iipris vdhe mate-
maatika varasest ajaloost meie maal, rahvapirasest «moodu-
ji# plaanimajandusest», mis teataval moel vaieldamatult oli
olemas. Nende uurimine sellelt seisukohalt on {isna algus-
jargus ja ootab alles entusiaste.

Esivanemate drkava kultuuri vaba arengu katkestasid viagi-
vialdselt XIII sajandi alguses «piitha» lipu all meie maale tun-
irinud raudmeeste vded. Sellest ajast peale sai haridus ja ope-
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tatus levida tervete sajandite kestel ainult valitse' .tes ring-
kondades, vdhesed drksamad noored maarahva seast said sel-
lest osa iiksnes saksastumise hinnaga.

Jargnevas iilevaates on piiiitud heita pogus pilk matemaa-
tika ajaloole Eestis esimestest teadaolevatest andmetest tdna-
pdevani. Juttu tuleb vanimatest Eestis triikitud matemaatilise
sisuga raamatutest, matemaatikast Tallinna glimnaasiumis ja
Tartu Academia Gustaviana’s XVII sajandil, XVIII sajandi
«rehkendusraamatutest», matemaatikaalasest teaduslikust t5ost
XIX sajandil Tartu iilikoolis, eestikeelse matemaatilise kirjan-
duse algpédevist ja esimestest eesti teadlastest-matemaatikutest,
matemaatika enneolematust ditselepuhkemisest Noukogude Ees-
tis. Kogu kirjutis kujutab endast mosaiiki, milles on piiiitud
siduda iiksikuid talletatud ja kirjandusest ammutatud andmeid
ning liita neid iihtsesse ajaloolisse jargnevusse. Uksikasjali-
kust ja koikehaaravast teemakaésitlusest ollakse siin veel kau-
gel. Kuid millestki tuleb ometi alustada!

Esimesed hariduskolded Eestis

Ulemkihi jaoks rajatud koolivork Eestis hakkas tekkima juba
XIV sajandil, kui eesti linnades asutati esimesed toomkoolid.
Tallinnas avati selline kool néiteks 1319. aastal. Esimesed and-
med Tallinna triviaal- ehk linnakoolist pdrinevad XVI sajandi
30-ndatest aastatest. Orduaja Iopul to6tasid niisugused koolid
veel Tartus, Parnus ja teistes Eesti ala linnades. Opetajate
nimetused Rector, Arithmeticus ja Canfor viitavad sellele, et
oOpetus haaras ka aritmeetika algteadmisi. Monesugust algope-
tust voisid nendes koolides saada ka linnas elunevate eesti liht-
tooliste lapsed. Nii on nditeks teada, et Tallinnas todtas
XVI sajandi keskel koguni eesti linnakool.

Tosisematest teaduseharrastustest Eesti pinnal saab konelda
alles XVII sajandi 30-ndatest aastatest alates, kui Tallinnas ja
Tartus asutati esimesed giimnaasiumid. Praegune Tallinna
1 Keskkool voib oma ajalugu alustada 1631. aastaga. Tartu
giimnaasium rajati kiill aasta varem, kuid muudeti 1632. aastal
tilikooliks nimega Academia Gustaviana. Viimane tegutses
1656. aastani ja seejdrel peale monekiimneaastast vaheaega
nime all Academia Gustavo-Carolina kuni 1710. aastani, see-
juures viimased kiimmekond aastat Pédrnus!.

Uutesse oOppeasutustesse soitis kokku mitmeid opetatud
mehi peaasjalikult Saksamaalt, nende hulgas ka matemaati-

! KenkMmaa, P. u dpunrcon, JI, U3 ucropuun Academia Gusta-
viana B Tapry (1632—1656). — Skandinaavia kogumik, 1I. Tallinn, 1957,
k. 137—175. dpuurcon, J., Hs nucropmu Academia Gustavo-Carolina
(1690—1710). — Skandinaavia kogumik, VII. Tallinn, 1963, lk. 184 jj.
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Joonis 1. G. Himseli raamatu tiitelleht. Pythagoras, kes viitab tema nime
kandvat teoreemi illustreerivale joonisele, kannab kilpi sonadega: «Avastus,
mis on vddrt saja hdrja ohvriks toomist». Sirakuusa alla tunginud vaen-
lase laevu keeruka kangisiisteemi abil kummutava Archimedese kilbile on
kirjutatud: «Andke mulle toetuspunkt ja ma nihutan paigast Maay.



Joonis 2. Jooniste leht G. Himseli raamatust.




kuid. Tartu rootsiaegse iilikooli pohikirjas oli néiteks ette nah-
tud kolm professorit-matemaatikut keskajast parinevate huvita-
vate nimetustega: Euclideus, Archimedeus ja Pfolemaicus. Esi-
mene pidi 6petama «puhast» matemaatikat (s. t. aritmeetikat ja
geomeetriat), teine muusikateooriat, - optikat ja mehaanikat,
kolmas astronoomiat, geograafiat ja arhitektuuri. Tegelikult ei
olnud aga esimeses Tartu iilikoolis kunagi iile ithe matemaa-
tikaprofessori ning iile ithe astronoomia- ja fiiiisikaprofessori.
Professoreiks nimetati muide ka Tallinna giimnaasiumi ope-
tajaid. Uldse oli vahe nende kahe korgemat tiifipi kooli vahel
rohkem vilist vormi kui Opetuse sisu puudutav. Maa kultuuri-
list arengut on Tallinna giimnaasium oma pideva tegutsemi-
sega vahest rohkemgi mdjustanud kui Academia Gustaviana,
mis téotas viikese, peamiselt rootslastest ja soomlastest iili-
opilaskonnaga iihtekokku alla poole sajandi (1632—1656,
1690—1710), ja sedagi suhteliselt lahus kohalikest elanikest.
Kisiteldava teema seisukohalt on tollest ajast vahest koige
hinnatavam see, et molema Oppeasutuse juurde rajati esimesed
regulaarsed triikikojad Eesti alal, milles triikiti muuhulgas ka
esimesed kohapeal koostatud matemaatilise sisuga teosed.

Matemaatikast Tallinna giimnaasiumis XVII sajandil

Koige varasemaks Eestis tritkitud matemaatikaraamatuks on
Tallinna giimnaasiumi esinmese matemaatikaprofessori Geb -
hard Himseli (Himselius, 1603—1676) t66: «Kolmeosa-
line fortifikatsiooni-alane kogumik ehk liihike, lihtne, kuid ometi
pohjalik ja toepdrane opetus praeguse-aegsest soja-ehituskuns-
tist, ... Tallinn. triikkitud giimnaasiumi raamatutriikkali Hein-
rich Westphali juures, 1647» (joon. 1). Raamatu ainsat teada-
olevat eksemplari sdilitatakse TRU Teaduslikus Raamatukogus.

Autor oli parit Saksamaalt Magdeburgist. 1632. a. sai ta
Tallinna giimnaasiumi professoriks ja vottis peagi linna elust
vaga mitmekiilgselt ja elavalt osa. Saksamaal ja Abo (praegu
Turu) iilikoolis omandatud meditsiinialaseid teadmisi rakendas
Himsel linnaarsti ja raeapteegi juhataja kohuseid tidites. Linna
kindlustustodde juhatajana on ta jatnud jélgi Tallinna praegu-
sessegi ilmesse. Ulalmainitud raamatu korval on ta kirjutanud
veel «Architectura militaris»> ja «Cometologia», millede avalda-
mise kohta puuduvad andmed, samuti tegutses G. Himsel esi-
meste kohapealsete kalendrite véljaandjana 2.

Oma 1647. a. ilmunud raamatus kasitleb Himsel mitme-
suguseid fortifikatsiooni-alaseid kiisimusi: linnade ja ehituste
plaanistamist, perspektiivset kujutamist, mitmesuguseid tol

2 Hansen, G. v, Geschichtsblidtter des revalschen Gouvernements-
Gymnasiums zu dessen 250-jdhrigen Jubildum. Reval, 1881, lk. 183.

4 Matemaatika ja kaasaeg 49



ajal sojaarhitektuuris kéibel olnud reegleid, nende kasutamist
kindlustustéode juures jm. Need kiisimused péimusid niivord
tihedalt matemaatiliste iilesannetega, et Himsel loeb fortifikat-
siooni koguni matemaatika iiheks osaks.

Oma raamatut alustabki ta vajalike geomeetriliste eeltead-
miste esitamisega (joon. 2). Ta tutvustab rodp- ja. ristsirgete
konstrueerimist, nurga iilekandmist, 16igu jagamist vordseteks
osadeks ja neljanda vordelise 16igu leidmist. Raamatus tuuakse
ilma tdestusteta teoreemid roopsirgete loikamisel tekkivatest
nurkadest, antud kaarele toetuvast piirde- ja kesknurgast, kolm-
nurga sisenurkade summast, vastavalt vordsete kiilgedega voi
vordsete nurkadega kolmnurkadest, kolmnurga 16ikamisest iihe
kiiljega paralleelse sirgega ning kolmnurga pindala leidmisest
kolme kiilje jdrgi. Uksikasjalikult kisitletakse korrapéiraste
hulknurkade (kuni 19-nurga) praktilist konstrueerimist. Esita-
takse tabel, milles on toodud tihikringi sisse joonestatud korra-
pédrase n-nurga (n=23, ..., 30) kilje ja apoteemi pikkused,
ning margitakse, et suvalise raadiuse korral tuleb kasutada
«kolmiku reeglit» (regula tribus),s.t. suuruste vordelisust. Lei-
takse hulknurga sisenurga summa ja kirjeldatakse hulknurga
pindala arvutamist. Huvi pakub arvu s tutvustamine:

«Diameetti ja {imbermododu suhte leidmisega on kiill paljud suurt vaeva
ndinud, teda ei ole aga seni veel leitud, voib-olla jddbki leidmata. Esimeses
Kuningate raamatus, 7. ptk., 23. s? seisab, et Saalomoni suur bassein olla
iilevalt 10 kiiiinart lai olnud ja 30-kiiiinrane né6r olnud {imbermodduks, see
on nagu 1 3-sse*. See suhe ei ole aga dige. Archimedes on leidnud jargmist:
nagu 7 22-sse, nii diameeter {imbermoodusse ja nii oleks selle jirgi basseini
iimbermddt 313/; kiiiinart olnud ... Ludolph Kélnist® jouab kiill koige ldhe-
male, tal on jdrgmine:

nagu 100/000/000/000/000/000/000/000/000/000/000
314/159/265/358/979/323/846/264/338/327/951 -sse,
nii suhtub ringjoone diameeter iimbermoddusse. See suhe on natuke suurem
ja siis, kui ma viimase 1 asemel 0 votan, on ta natuke vaiksem.»

To66 teine osa on pithendatud otseselt fortifikatsioonile, kol-
mandas osas poordub aga Himsel uuesti tagasi matemaati-

3 Piibli Vana Testamendi {ihes osas, kus ajaloolise kroonika asjalikku-
sega kirjeldatakse Iisraeli-Juudi iihendatud kuningriigi viimase kuninga
Saalomoni (Selomo) valitsemise ajal (ca a. 960—935 e.m. a.) rajatud suure
templi ehitamist.

4 See piiblisalm kolab eestikeelse piibli 1924. a. redaktsioonis-jargmiselt:
«Ja ta tegi iihe valatud pesemise astja, kiimme kiiiinart oli see oma teisest
adrest teise, iimmargune iimberringi, ja viis kiiiinart tema kérgus ja iiks
kolmekiimne-kiiiinrane noor ldks selle iimber.» Siin kasutatud viartusz =3,
mis esines muide juba vanades babiiloonia tekstides, muudeti hiljem (meie
ajaarvamise esimeste! sajanditel) vana-juudi talmudis koguni «piihaks
arvuks». (V. Bau nep Bapnueu B. JI, Ilpo6yxnawomascs Hayka. Mare-
maruka [JpesHero Erunra, BaBusona u Ipeunu. Mocksa, 1959, 1k. 43 ja 44).

5 Ludolph van Ceulen (1540—1610) — hollandi matemaatik, kes arvu-
tas & ligikaudse vddrtuse 32 dige kohaga (avaldati posthuumselt 1615. a.,
s. t. 32 aastat enne Himseli raamatu ilmumist). Seda ligikaudset véartust,
mille Himsel esitabki, nimetatakse tihti ka Ludolphi arvuks.
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kasse — nimelt trigonomeetriasse, kus ta kisitleb tdis- ja kald-
nurksete kolmnurkade elementide arvutamist. Tavaliste korru-
tamis- ja jagamistehete abil sooritatavate arvutuste korval tut-
vustab Himsel prostafereetilist meetodit ja $oti matemaatiku
John Napieri (15650—1617) logaritmide meetodit. Esimene mee-
tod seisneb korrutamistehte asendamises liitmis- ja lahutamis-
tehtega valemite

2 sin ¢ sin 8 = cos(e — B) — cos(a + pB)
2 cos @ cos f = cos(a — B) - cos(a -+ B)

abil ning sai nimetuse kreekakeelsetest sonadest prostesis
(lisamine) ja afareisis (dravotmine). See meetod saavutas
XVI sajandi 16pul laialdase leviku, eriti tdnu taani astronoomi
Tycho Brahe (1546—1601) ja tema opilaste toodele. Samu
eesmirke teeniva mdirksa tdiuslikuma logaritmide meetodi
andis 1614. aastal J. Napier. Himsel oma raamatus kasutab
arvukate ndidete juures koiki kolme meetodit paralleélselt.
Esmalt annab ta lahenduse tavalisel viisil, seejdrel prostafe-
reetilise meetodiga ning 16puks logaritmide meetodiga.

Matemaatilise materjali rohkus Himseli fortifikatsiooni-
alases raamatus ei ole juhuslik. Vastavate teadmiste vaja-
likkus soOjaasjanduses tegi matemaatika iildse iitheks koige
tdhtsamaks aineks balti-saksa aadlivosude koolihariduses
XVII sajandil ja pohjustas néditeks 1688. a. aadli pdérdumise
Tallinna Giimnaasiumi poole palvega asendada aadlisoost 6pi-
lastel neile mittevajalikud ained (kreeka ja heebrea keel jm.)
matemaatika kui iilimalt vajaliku teaduse tdiendavate osadega.
Neli aastat hiljem koostatud giimnaasiumi visitatsiooni proto-
kollist selgub, et selleaegne matemaatikaopetaja H. J. Wolte-
mate tootaski aadlivosudega eraldi, Opetades neile matemaa-
tika tdiendavaid kiisimusi ja eriti fortifikatsiooni €.

Heinrich Julius Woltemate (1651—1696) oli
parit Saksamaalt Hannoveri ldhedalt. Tallinna giimnaasiumi
matemaatikadpetajaks sai ta peale Himseli surma 1676. a.
Ka tema on osa votnud oOppekirjanduse koostamisest ja aval-
damisest. ENSV TA Keskraamatukogus séilitatakse H. Wol-
lemate raamatut «Anfang der Attaquen...», mis triikiti Tal-
linnas 1682. aastal. Teist, 1688. a. avaldatud opikut «Defini-
tiones und Handgriffe der Geometrie» ei ole kiesoleva kirju-
tise autoril seni veel korda ldinud leida.

Woltemate 1682. a. ilmunud raamat on oma sisult analoo-
piline  Himseli omaga. Valgustamist leiavad pealetungi
(Attaque) liigid, vélikindlustuste (reduutide, tranSeede jt.)
chitus, patareide iilesseadmine ja muud sdjaasjandusse puu-
tuvad kiisimused. Alustatakse, samuti nagu Himseli raama-

® Illansen, G. v. mainitud teos, lk. 62—63, 65.
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tuski, vajalikest lihtsatest geomeetrilistest eelteadmistest, mida
kédsitletakse nditlikult-praktiliselt. Woltemate «groBte raison»
(tdhtsaim kaalutlus) on siin «alles so kurz als moglich ist,
zu lehren» (Opetada koike nii lithidalt kui vGimalik), mistottu
tema raamat jddb Himseli omast selles osas maha nii ulatuse
kui ka kisitluse pohjalikkuse poolest.

Matemaatikast‘ Academia Gustaviana's

Himseli ja Woltemate raamatutes oli matemaatikal ainult
abistav osa. Mairgatavalt suuremad eesméirgid seadis endale
Tartu Academia Gustaviana matemaatikaprofessor Joachim
Schelen — viljakas autor, kes jéttis endast pdrandina Ees-
tisse kédibele juba terve rea matemaatilise sisuga raamatuid,
nende seas ulatusliku neljakoéitelise «Cursus matematici», mil-
lest paraku on sdilinud kiill ainult kaks koidet.

Schelen ei olnud muide Academia Gustaviana esimene
matemaatik. Tema eelkdijaks oli Joachim Warneke,
endine Tallinna linnakooli oOpetaja, kes 1630. aastal kutsuti
t66le Tartu giimnaasiumi, kust ta tuli iile Academia Gusta-
viana koosseisu. Kuid juba 1636. aastal sai Warneke Tartu
raehérraks, varsti koguni linnapeaks, ja oppetdtga ta muidugi
enam ei tegelnud. Linnapea kohal oli Warneke pikka aega
kunki oma elu viimaste aastateni. Ta suri 1661.—1662. aasta
paiku.

Joachim Schelen (Schelenius, 1611—1673) oli périt
Saksamaalt Pommerist Treptowi linnast, sai hariduse Konigs-
bergi iilikoolis ning t66tas Tartus 1644. aastast kuni 1656. aas-
tani. Esimese J. Scheleni raamatuna triikiti Tartus akadeemia
tritkkali J. Vogeli poolt ladinakeelne «Rhabdologia sive Com-
putatio per virgulas» (Rabdoloogia ehk pulkadega arvuta-
mine). Raamat, mille iiht eksemplari sdilitatakse TRU Tea-
duslikus Raamatukogus, tutvustab arvutamist J. Napieri poolt
1617. a. kirjeldatud arvutuspulkadega?. Hiljem, 1665. a. ilmus
selle raamatu saksakeelne tolge. Tartus ilmus Schelenilt veel
raamat «Circini Proportionalis» (Proportsionaalsirkel), millest
TRU Teaduslikus Raamatukogus leidub iiks ilma tiitelleheta
ja ilma loputa eksemplar ning mille tdpset ilmumisaastat on
seetdttli raske kindlaks teha. See raamat, milles kirjeldatakse
XVI sajandi lopul leiutatud ja XVII sajandi alguses suure
populaarsuse saavutanud praktilise vahendi — proportsionaal-
sirkli konstruktsiooni ja kasutamist, on igatahes ilmunud enne
1655. aastat. Nimelt viidatakse Scheleni sellele raamatule
Academia Gustaviana iiliopilase, filosoofiakandidaadi J. Me-

7 Napieri arvutuspulkade kohta vt. Jdenmawn, H. §., Hcropus apug-
metuku. M., 1959, lk. 223,
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galinuse kirjutises «Memoriale mathematicum Seu Proble-
matum Mathematicorum Syllabus» (Matemaatilised teatmed
ehk matemaatika probleemid lausete kaupa), mis triikiti
Tartus 1655. a.

Moni sona Megalinuse 166 kohta. Nagu tiitellehelt selgub,
on autorit juhendanud tuntud rootsi kirjanik ja Opetlane
Georg Stiernhielm (1598—1672), kes aastatel 1630—
1642 oli Tartu duekohtu assessor ja ka hiljem (aastatel 1651—
1653 ja 1654—1656) viibis Liivimaal, kus talle kuulus Vasula
mois. Megalinuse t60s on ainete kaupa (aritmeetika, geo-
nieetria, geodeesia, kosmograafia, geograafia, astronoomia, for-
tifikatsioon jt.) loetletud tdhtsamaid pohiiillesandeid ja viida-
tud allikatele, milles voib leida nende {ilesannete lahendusi.
Nende allikate seas leiame Lddne-Euroopa autorite to6ode kor-
val ka Himseli ja Scheleni ‘'raamatuid, aga ka Stiernhielmi
matemaatilisi toid, mis kédesoleva artikli autorile teada olevail
andmeil on tdnapdevani avaldamata. Vilisautoreist oli suu-
rimas lugupidamises C. Clavius (1537—1612), kelle «Opera
mathematica» (1612) sisaldub muide ka Academia Gustaviana
raamatukogu sdilinud nimestikus.

Péarast Tartu ajutist vallutamist Vene védgede poolt 1655. a.
loppes Academia Gustaviana tegevus. J. Schelen siirdus
Tallinna, kus ta koos mone kolleegiga jdtkas glimnaasiumi
ruumes eraviisiliselt loengute pidamist. Tallinnas triikiti
1665. a. A. Simoni poolt Scheleni «Cursus matematici» (Mate-
maatikakursus). Selle neljast osast on TRU Teaduslikus Raa-
matukogus siilinud teine osa «Arithmetica Generalis & Specia-
lis ...» (Uldine ja spetsiaalne aritmeetika...) koos oma lisa-
dega «Rhabdologia Neperiana» (Napieri rabdoloogia) ja
«Rudimenta Praxis [talicae...» (Algteadmisi itaalia prakti-
kast), saksakeelne neljas osa «Geodaesia» ning esimese osa
lisa «Anhang der Geometriae handelt von der Trigonometria
plana» (Geomeetria lisa, mis késitleb tasapinnalist trigono-
meetriat). Esimest osa «Geomeetria» ja kolmandat osa, mille
pealkiri on teadmata, ei ole onnestunud leida.

Scheleni «Matemaatikakursus» oli tolle aja kohta pohjalik
ja koigiti soliidne kursus. Esimese osa «Geomeetria» kohta
v6ib neljandas osas «Geodeesia» tehtud iiksikute viidete pohjal
oletada, et see oli Eukleidese «Elementide» alusel tollal levi-
nud eeskujude (Claviuse, Schwenteri jt. raamatute) jargi kir-
jutatud elementaargeomeetria kursus.

Kursuse teise osa «Uldine ja spetsiaalne aritmeetika...»
alguses késitletakse siistemaatiliselt nelja tehet nii nimeta kui
nimega positiivsete tdisarvudega. Tehteméirke seejuures veel
ci kasutata. Samuti on huvitav mérkida, et kui korrutamine
tchakse kaasaegsel viisil, siis jagamise puhul voib leida ele-
mente nii vanast «iilespoole» jagamisest (jagaja kirjutamine
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iga kord uuesti, osajddkide iilespoole kirjutamine?®) kui ka
kaasaegsest jagamisviisist (osakorrutise véljakirjutamine ja
selle lahutamine iithe korraga, mahakriipsutamisest loobumine).

Edasi kisitletakse murde ja tehteid murdudega. Suurimalt
tihistegurilt ja védhimalt {ihiskordselt minnakse iile naturaal-
arvude liigitamisele paaris- ja paarituteks arvudeks, alg- ja
kordarvudeks, puudulikeks, taiuslikeks ja iileméidrasteks arvu-
deks.

Jdrgmine aineloik algab suhetega ja nende vordlemisega.
Vaadeldakse tehteid suhetega ja lahendatakse moned tiidipili-
sed iilesanded (néditeks iilesanne kolme toru kaudu tiituvast
tsisternist jm.). Esineb huvitav vihje suhete kohta: «Hujus
permagnus usus est in Algebra» (Koige enam kasutatakse neid
algebras). Mairgime siinkohal, et siimboolsest algebrast
endast, mis tollal oli alles kujunemisjdrgus, pole Scheleni
raamatus veel jdlgegi. Edasi kisitletakse aritmeetilist ja geo-
meetrilist proportsiooni ning progressiooni, millelt joutakse
lopuks «kolmiku reegli» ® (regula de tri) juurde.

Spetsiaalses osas (Pars specialis) tutvustatakse kiimnend-
murdude aritmeetikat, kujundarve ja kuuekiimnendarvudega
arvutamist.

«Arithmetica ...» fiildosa juurde kuulub raamat «Rudi-
menta Praxis Italicae...» (Algteadmisi itaalia praktikast),
milles kisitletakse iiksikasjalikult «kolmiku reeglit» ja mitme-
suguseid lihtsustavaid votteid, mis olid omal ajal tuntud nime-
tuse all «itaalia praktika». «Aritmeetika» teiseks lisaks on
varem ladina keeles ilmunud «Rhabdologia..» saksakeelne
tolge.

Kursuse neljanda osa moodustab «Matemaatikakursus. Nel-
jas osa. See sisaldab geodeesiat, mis Opetab koiki nihtavaid
korgusi, siigavusi, laiusi ja kaugusi, nagu ka koiki valju,
metsi, jdrvi, aasu, polde ja nende kiilve, niisamuti koiki valle,
tamme, v1l]asalv1 veini- ja oOllepudeleid jne. teatavate
instrumentidega oigesti d&ra mootma ja soovi jargi osadeks
jaotama ... Triikitud Tallinnas Adolph Simoni poolt aastal
1665» (joon. 3). See osa on puhtpraktilise iseloomuga ja selles
kdsitletakse mitmesuguseid mootmisi maastikul ning pindalade
ja ruumalade arvutamist. Autor méirgib eessonas: «Geodeesia
on matemaatiline teadus koikide ndhtavate ja tasandil asuvate
asjade oigest ja toepidrasest mootmisest ... Millest siis nahtub,
et geomeetria oleks otsekui ema ja geodeesia tema tiitar, nii-
sama kui optikat, astronoomiat, geograafiat. arhltektoomkat ja
veel teisi voib vaadelda tema o6dedena».

8 Selle kohta vt. Henmaun, M. f. mainitud teos, lk. 228.
9 Vt. Henmawn, H. §., mainitud teos, lk. 319.
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«Geodeesia» koosneb kolmest raamatust: «Longimeetria»,
«Planimeetria» ja «Stereomeetria». Matemaatika seisukohalt
pakub koige rohkem huvi esimene raamat, milles pikkuste
kaudse mootmise juures kasutatakse trigonomeetrilisi seoseid
kaldnurksetes kolmnurkades. Lahendatakse nditeks iilesanne:
On antud 16igu CD pikkus ja nurgad LACD, £BCD ja £ADC
(vt. nr. 20 joonisel 4). Leida tornidevaheline kaugus AB.

CURSUS MATHEMATICI
Diecdeer T beil,

darvinnen entbalten ift die

GEOD &5 1A,

ARetehe fehres
e incf)tfmhr: hdben/ Tieffon/ Brels
fenn und diltantien 3 Wie audh alle
Felder 1 TWalver 7 Seen/ Wifenn/ Ysker
und ibre Auffaat s  Imaleichen alle Wake
le/ Thamme / Korns Kaften/ Weinsund
%;ma flex etc. mit gewiffen Juftrumens
ten yichtigabmaifenund nady begehs
e cindheifens
. bon .
M. Jloachima Schelenio
Mathematum in Regid Academis
GlLsTavViank Profetlore Ordin:
RQubefoerung des gerneinen Deflen und des
nen Siebhabern der Mathematic i Gefallen ang
ben bemehrtefien Autoribus jufammen aeteqs
aen/ und fondertich auff den éuﬁfdw

difthen Horizoaot applic
ciret,

 Sn DVerlegung des Authoris
@ebrurﬂ i Xeval durd) Adolph Simon,
Anso e

Joonis 8. J. Scheleni raamatu tiitelleht.

l.ahendamisel kasutatakse korduvalt siinusteoreemi ja {iks
kord tangensteoreemi (kolmnurgas /\ ABC).

Kahes jargmises raamatus késitletakse mitmesuguste kujun-
dite (korrapiraste ja korraparatute hulknurkade, ringi, ellipsi,
hulktahukate ja iimarkehade) pindalade ja ruumalade arvu-
tamist.

J. Scheleni viljakat matemaatikaalast tegevust jdtkas paar-
kiimmend aastat hiljem Academia Gustavo-Carolina mate-
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‘maatikaprofessor Sven Dimberg. Nimetatud oppeasu-
tuse ndol taastati 1690. aastal Tartus {ilikool, kuid alanud
Pohjasoja tottu viidi see {iheksa aasta pérast iile Pérnusse,
kus ta vaevaliselt edasi hingitses kuni Péarnu vallutamiseni

Joonis 4. Jooniste leht J. Scheleni raamatust.

Vene vidgede poolt 1710. aastal. Dimberg, rahvuselt rootslane,
kes kutsuti Tartusse Turu (Abo) iilikoolist, ei olnud ise eriti
viljakas autor. Tema juhendamisel on aga koostatud mitmed
tolleaegsed dissertatsioonid, millest osa kisitles matemaati-
kat ja selle rakendusi. Kahjuks on monedest teada ainult
pealkirjad: <«Apodixis mathematica», «Mathesis morum s.
magna moralia» jt. Riias Ldti NSV TA Keskraamatukogus
sdilitatakse hilisema Tallinna giimnaasiumi matemaatikapro-
fessori P. Seebecki viitekirja «Hercotectonice trigonomet-
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rica...», mis on koostatud S. Dimbergi juhendamisel ja trikiti
Tartus 1697. aastal (joon. 5).

Dimberg oli tuttav revolutsiooniliste muudatustega XVII
sajandi loodusteadustes, eriti I. Newtoni loominguga, mida ta
tutvustas ka oma opilastele. Uks tolleaegseid dissertatsioone

HERCOTECTONICE TR
GONOMETRICA;

dive
Mecthodorum Architetura Milicaris cum
untyerbaliorum, tum feleCtiorum analyfis
Trigonemetrica:
(;\H.l?”, . . .
Confenfu AmplithmiCollegiiPhilofophici,
inRegna Dorparen{i Acadenia,
dub PRASIDIO
YV IR I Claritlimi,
. . . snen
SVENONIS DIMBERG,
Mathem. Prof. ord.
Publicx Eruditorum disquifitioni,
I arditovio majeri y die 2§. Leorft
A, CMDCXCVIL boris anie meridiem [olitss
fubjecit

PETRUS SEBECKIUS,

PALIL
Excudic To.ianves Brennegey,
Accd Typograph

Joonis 5. P. Seebecki vditekirja liifelleht.

kédsitleb Newtoni valguseteooriat, teises tutvustatakse ohu fiiii-
sikalisi omadusi ja O. Guericke kuulsaid katseid magdeburgi
poolkeradega. Ka Newtoni matemaatiline looming oli Dim-
bergi huvideringis. 1698/99. &.-a. loengukataloogi andmeil
kavatses ta mainitud o6ppeaastal Tartus Iugeda «die New-
tonsche Grundsatze der hoheren Mathematik» (korgema mate-

57T



maatika Newtoni pohilauseid)!®. See on esimene teade kor-
gema matemaatika elementide Spetamise katsest Eestis. Kone
alla saab siin ndhtavasti tulla ainult Newtoni klassikaline teos
«Loodusfilosoofia matemaatilised printsiibid», mis ilmus 1687.
aastal, sest Newtoni teised matemaatilised t66d, nende hulgas
ka t66d tema fluksioonide meetodi ehk praegusaegse diferent-
siaal- ja integraalarvutuse kohta nédgid triikimusta alles jirg-
mise sajandi algul, kuigi olid kavandatud juba XVII sajandi
60.—70. aastatel.

Igatahes oli S. Dimberg oma aja eesrindlik opetlane-tappis-
teadlane. Ta plaanitses ka keemialaboratooriumi ja observa-
tooriumi asutamist Tartus, eksperimentideks vajalike riis-
tade — termomeetri, baromeetri, tollal uudse mikroskoobi jms.
muretsemist !'. Alanud Pohjaséda tdmbas sellele koigele
kriipsu peale. Pdrnusse S. Dimberg enam kaasa ei ldinud,
vaid suundus selle asemel Stokholmi.

Tema jarglasteks said Turu iilikoolist iile tulnud Samuel "
Krook, kes tootas Parnus 1701.—1703. a. ja lahkus siis
Upsalasse, ning Conrad Quensel, kes tuli Péirnusse
samuti Turust, kuid lahkus siit koos taanduvate Rootsi vige-
dega ja siirdus Lundi. Molemad nad piirdusid jéllegi ele-
mentaarmatemaatikaga, lugedes aritmeetikat, geomeetriat ja
trigonomeetriat. Quensel oli peale selle veel 1707. aastast
alates koigi Eesti-, Liivi- ja Ingerimaal ilmuvate kalendrite
ehk almanahhide tsensoriks.

XVIII sajandi «rehkendusraamatud»

XVIII sajandil pdrast laastavat Pohjasoda jdi Venemaaga
liitunud Eesti ala esialgu ilma korgema hariduse keskuseta.
Peeter 1 kavatses iilikooli tegevust elustada, kuid kohaliku
aadli inertsus viis selle kavatsuse nurjumisele. Sajandi 16pul
1775. aastal rajati kiill naabrusse Jelgavasse (Miitavisse) aka-
deemilist tiilipi giimnaasium Academia Petrina 2, milles mate-
maatikat Opetas pohiliselt astronoomiliste huvidega proiessor
W. G. Fr. Beutler, kuid Eesti- ja Liivimaal jdi ainsaks
tosisemaks haridusekoldeks Tallinna giimnaasium. Viimase
matemaatikaprofessoritest avaldasid mitmed silmapaistvat
aktiivsust astronoomiliste vaatluste organiseerimise ja kalend-
rite vdljaandmise alal, eriti A. Bartholomaei, kes Tallinna

1 Backmeister, H. L. C, Nachrichten von der ehemaligen Uni-
versitdten zu Dorpat und Pernau.-— Sammlung Russischer Geschichte, Bd.
IX. St. Petersburg, 1764, lk. 227.

" Crpanuus, d. I, Ecrectennsie Hayku B IlpuGantuke B XVII—
XVIII Bekax. — M3 ucropuu Mmenuumnn, 1. Pura, 1957, k. 48.

2 Crpaawusb, f. I, EaraBa xak LeHTp eCTeCTBEHHHX HAayK B KOH-
ue XVIII — nauvane XIX Beka. — M3 wucropuu memuuund, II. Pura, 1959.
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gilimnaasiumis tootades oma elu viimastel aastatel 1733—1739
kavandas giimnaasiumi juurde koguni vdikese observatooriumi
ehitamist 13. Kuid matemaatilise oppekirjanduse soetamises
jdid nad tunduvalt maha oma eelmise sajandi eelkiijatest
Himselist ja Woltematest. Ei ole teada oieti iihtegi nende
poolt XVIII sajandil koostatud matemaatikaraamatut, kuigi
oma ametisseastumise kone teemaks on enamik neist valinud
matemaatika kasulikkuse (de utilifate matheseos)! Sonadest
tegudeni joudsid alles XIX sajandi alguses J. Lundberg
ja K. H. Kupffer.

Ei tule siiski arvata, et matemaatika Gpetamine Tallinna
giimnaasiumis XVIII sajandil toimus madalal tasemel. On
nimelt teada, et pohiliseks oppevahendiks oli seal saksa mate-
maatiku Chr. Wolffi (1679—1754) — Lomonossovi oOpetaja
raamat «Auszug aus den Anfangsgriinden aller mathema-
tischen Wissenschaften» (Kokkuvote koigi matemaatiliste tea-
duste ldhtealustest) !, mis ilmus Saksamaal kiimnes véiljaandes
aastatel 1717—1772. See oli tolle aja kooliopikuist iiks ees-
rindlikemaid, milles teataval méaral kajastusjd ka algebra ja
matemaatilise analiiiisi uusimad edusammud.

Mirksa suuremat aktiivsust ilmutasid sellel sajandil arit-
meetikaraamatute autorid.

Sajandi alguses kasutati Tallinna algkoolides Liiiibekis
ilmunud A. Molleri rehkendusraamatut®. Selle kaotsildinud
opiku iithe voimaliku autorina tuleb arvesse Arvid Moller
(Moller, 1674-—1758), Tartu ldhedal Vorbuse mbisas siindinud
opetlane, kes peale hariduse omandamist Academia Gustavo-
Carolina’s oli esialgu Tartus liitseumi direktoriks ja iilikooli
lektoriks, siirdus aga 1702. a. Tallinna, kus ta todtas giim-
naasiumi matemaatikaprofessorina 1710. aastani, mil ta vottis
vastu Lundi iilikooli professori koha.

Pirast Pohjasoda kasvas noudmine sedalaadi raamatute
jdrele tunduvalt. Eesti liitmine Venemaaga kiirendas linnade
ja kaubanduse arengut, millega seoses ilmusid Eesti linna-
desse erilised kaubanduslike arvutustega ja raamatupidami-
sega tegelevad isikud — rehkendusmeistrid (Rechenmeister),
kelle iilesandeks oli abistada vihese kirjaoskusega kaupmees-
konda. Lédne-Euroopa linnades tegutsesid niisugused ameti-
mehed juba varem. Saksamaal oli neil koguni oma selts —
«Hamburgi rehkenduskunsti armastajate ja harrastajate selts»,
mis asutati XVII sajandi keskel ja oli esimene matemaatikaselts,

13 H Treumanni andmed (vt. «Eesti Loodus», 1960, nr. 3, lk. 637.

4 Schiemann, Th, Materialen zur Geschichte des Schulwesens
in Reval, V. — Beitrdge zur Kunde Ehst-, Liv- und Kurlands, Bd. IV.
Reval, 1894, lk. 48, 50.

15 Puksoo, Fr, Jacob Johann Kohler. — Vana Tallinn, IV. Tallinn,
1939, lk. 29. ;
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kuigi mitte veel teaduslik. Sellesse seltsi kuulus ka Tallinna
linnaraamatupidaja J. D. Intelmann (1686—1760), kelle
sulest ilmus 1736. a. «Aritmeetiline teejuht ehk ... esimene
Tallinna rehkendusraamat...». See Halles triikitud raamat,
mille poéhiosa on kirjutatud puhtal kujul kaubanduspraktika
vajaduste jargi, saavutas Eesti- ja Liivimaal laialdase leviku,
nii et seda voib praegugi leida mitmetes raamatukogudes ja
erakdtes. Raamatut on seni kirjeldanud J. Depman, kes toob
dra ka selle téaieliku tiitli 'e.

Tadienduseks vaatleme siinkohal huvitavamaid Intelmanni
raamatu lisas késitletud kiisimusi. Pealkirja all «Regula
Falsi, auch Regula Positionum genant» (Regula falsi, mida
nimetatakse ka asendamise reegliks) lahendab Intelmann néi-
tena jargmise iilesande: «Uhe kdest kiisiti, kui vana ta on;
saadi vastus: kui ma oma vanusele lisan poole, veerandi ja
veel viis aastat, siis saan ma 75 aastat; kiisitakse, kui vana
ta on». Ulesanne lahendatakse esmalt regula falsi abil, see-
jdrel antakse «Solutio nach der Allgebra» (lahendus algebra
jargi) jargmisel kujul:

1 R Jahr
%
1
4
-+5
13R - 5 Jahr — gleich — 75 Jahr
4 4
7 +20 — gleich — 300 )
- 20
— gleich — 280
1 ~— gleich — 40 J. das Fac.
Mirkus: Jahr — aasta, gleich — vordne, das Fac. — teeb vilja.

Niisugusel 1iipris tagasihoidlikul kujul ja méirgatava hili-
nemisega tungisid algebra meetodid esmakordselt kohapeal-
sesse matemaatilisse kirjandusse. Markigem siinkohal vord-
luseks, et méargid «4» ja «—» voeti tarvitusele juba
XV sajandi lopul saksa «kossistide» algatusel, tidhelise arvu-
tuse toeliseks loojaks sai aga prantslane Fr. Viete (1540—
1603). Kuid isegi vene «rehkenduskunsti» alussammas,
L. F. Magnitski «Aritmeetika» (1703) erines algebraliste meeto-
dite rakendamise poolest veel vahe Intelmanni késitlusest.

8 Depman, J, Jutustusi matemaatikast. Tallinn, 1956, lk. 128—130.
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Huvi pakub ka Intelmanni raamatus esitatud reegel antud
jarguga maagilise ruudu koostamiseks etteantud summa jirgi.
See reegel tuuakse ilma igasuguse pohjenduseta (viimased
ndivad muide iildse olevat Intelmanni jaoks {ileliigsed). Maa-
giliseks ruuduks nimetatakse teatavasti ruutu, mis on jagatud
n reaks ja n veeruks (arvu n nimetatakse ruudu jarguks),
ning mille kastikestesse tuleb kirjutada teatava aritmeetilise
jada n? jirjestikust arvu, nii et igas reas ja veerus ning kahel
peadiagonaalil annaksid arvud liitmisel sama summa.

Jargmisel aastal pdrast Intelmanni raamatu ilmumist triikiti
Baltimaadel koguni kaks analoogilise sisuga rehkendusraama-
tut, iiks Tallinnas ja teine Riias. See annab tunnistust suu-
rest noudmisest sedalaadi raamatute jdrele. Esimeseks oli
Tallinna riiitli- ja toomkooli Gpetaja M. Weberi «Anwei-
sung zur Arithmetik...» (Aritmeetika Gpetus. Tallinn, 1737),
mida kirjeldab lithidalt J. Depman oma aritmeetika ajaloos 7.
Raamatu autor oli pdrit Magdeburgist Saksamaal, sai 1731. a.
Peterburi Peetri kooli dpetajaks ning siirdus 1736. a. Tallinna,
kus ta tootas toomkoolis kuni oma surmani 1739. a.!'® Teiseks
oli Riia Piiha Peetri kooli opetaja J. Wolcki «Rigisches
Rechen-Buch» (Riia rehkendusraamat. Riia, 1737), mis on
M. Lange, Fr. Wedermeyeri ja E. Pomergardteni varasemate
«Riia rehkendusraamatute» iimbertootlus.

Sajandi teisest poolest vddrib markimist Kuressaare kooli,
hiljem Riia Pitha Jacobi kooli opetaja J. Flori «Rigisches
Rechenbuch» (Riia, 1769). Riia rehkendusraamatud Ievi-
sid ka Eesti alal ja etendasid koos Intelmanni ja Weberi kési-
raamatutega olulist osa arvutusoskuse arendamisel kohaliku
elanikkonna hulgas. Nii on sajandi 16pust huvitav markida
néiteks iiht anoniilimset asjaarmastajat, kes 1785. aastal kuu-
lutab iihes Tallinna ajakirjas!® omavalmistatud kuupjuurte
tabelist, mille jirgi «ilma kolme nulli kahe-kolmekordse lisa-
miseta ja koguni kuupi vdlja arvutamata voib juure koos selle
oige ja toepdrase murdosaga teada saada».

Nagu nahtub iilaltoodust, kajastusid «rehkendusraamatutes»
veel tipris tithisel mdédral matemaatika kui teaduse tolleaegsed
kiired edusammud. (Vordluseks meenutagem naabruses Peter-
buri Teaduste Akadeemias t66tanud Leonhard Euleri (1707—
1783) hiilgavaid tulemusi matemaatilises analiiiisis.) Tosine
matemaatika-alane teaduslik t66 Eestis teeb oma esimesed sam-
mud alles pérast Tartu {ilikooli asutamist 1802. aastal.

(Jdrgneb)

17 Nenwmas, M. ., mainitud teos, lk. 313.

8 Croesmann, Fr, Beitrdge zur Geschichte der ehstldndischen
Ritter und Domschule, Reval, 1869, lk. 77—79.

19 «Revalische Wochentliche Nachrichten», 1785, 20. October, 1k. 4—5
(Mainitud allikale juhtis autori tdhelepanu H. Treumann).
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PUGALPULKADEST JA VANIMATEST
NUMBRIMARKIDEST

L. E. Maistrov!

Kirjamarkide eelkdijaid — mitmesuguse tidhendusega sisse-
Ioikeid eriotstarbelistel esemetel — voib leida koikide rah-
vaste juures. Valdavas enamuses on need sisseldiked tehtud
pulkadele sidlkude ehk piigalate kujul, materjaliks on enamasti
puu. Sellest ka nimetus — piigalpulgad (ehk sédlkpuud; vene k.
6upkn). Sidlgud sellistel pulkadel on tihti ainult paari eri
tiiiipi ja peaaegu alati tdhendavad nad numbreid. Meil on
seega tegemist koige vanemate numbrite markimise siisteemi-
dega, mis eelnevad keerulisematele numeratsioonidele ja
tdhestikele.

Eesti NSV muuseumides siilitatakse véartuslikke kollekt-
sioone eestlaste juures kédibel olnud piigalpulkadest, mis paku-
vad huvi meie esivanemate majandusliku elu ja kultuuri arengu
jdlgimise seisukohalt. Enne nende pulkade ja neil leiduvate
markide tutvustamist selgitame iildse piigalpulkade kui huvi-
tavate etnograafiliste esemete iilesandeid, kasutusviise ja
levikut.

Piigalpulgad on olnud kasutusel védga paljude rahvaste
juures. Nad olid levinud venelaste (ja peaaegu koigi Vene-
maal elunevate rahvaste), tSehhide, prantslaste, sakslaste, ing-
laste seas, neid vo6ib leida Skandinaaviamaades, Balkanil ja
paljudes teistes kohtades. Ka nende kasutamise aeg ulatub
sligavast muinasajast kuni XIX sajandini.

Sedalaadi rahvapéraste arvutus- ja arvestusvahendite kasu-
tuselevottu tingisid majanduslikud vajadused, kaubanduse
areng ja liigkasuvotmise laialdane levik. Sageli koosnesid
piigalpulgad kahest osast, mis mairkide pealekandmisel iihte
liideti ning millest {iks jdi volglase ja teine volausaldaja kitte.
Piigalpulkade voi teiste analoogiliste vahendite abil margiti

! Artikli autoriks on NSVL TA Loodusteaduste ja Tehnika Ajaloo Insti-
tuudi teaduslik tootaja, vanu arvutus- ja moddusiisteeme kajastavate etno-
graafiliste esemete tuntud uurija, kes viimastel aastatel on korduvalt kasu-
tanud meie muuseumide sellealaseid kogusid. Artikli on venekeelsest kasi-
kirjast tolkinud ja lithikese sissejuhatusega varustanud U. Lumiste. — Toim.
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ka sooritatud toid, moisnikule tehtud teopdevi jms. Liihidalt
oeldes olid need vahendid, mis asendasid viga mitmesugustel
. juhtudel praegusaegseid kviitungeid, tahikuid, arveraama-
tuid jms.

Piigalpulkade laialdast kasutamist tdestavad nditeks
moningad jdrgmised huvitavad faktid.

Moskva Riiklikus Ajaloomuuseumis siilitatakse XII sajan-
dist périnevaid piigalpulki, mis on leitud Novgorodist. Need
on lihtsaimad omataoliste seas: neil tdhendab iga kriipsuke
lihtsalt iihikut. Sealsamas sdilitatakse aga ka niisuguseid
pulki, mis on olnud kasutusel veel kdesoleva sajandi 20-ndatel
aastatel.

Pérast seda, kui 1805. a. asutati Siberis viljatagavarade
sdilitamiseks riiklikud magasiaidad, levisid laialdaselt «vilja-
pulgad» (xseGHbie 6upku). Burjaatide jaoks kehtestati 1822.a.
rahalistel kviitungitel tavaliste numbrimérkide korval veel
jargmised margid:

> — 1000 rbl., & — 100 rbl., ] — 20 rbl.
X — 10rbl., / — 11bl,; ;f:.:::::: 10 kop., | — 1 kop.

Need mirgid olid pikka aega kasutusel piigalpulkadel ja
olid seetottu arusaadavad kohalikule elanikkonnale. Ulaltoo-
duist védhe erinevad margid avaldati iihtlustamise eesmaérgil
koguni tsaari-Venemaa «Seaduste kogus» ja neid vois kasu-
tada tavaliste numbrite asemel. Mitmetes praegusaegse
Jugoslaavia koosseisu ldinud rajoonides arvestati makse piigal-
pulkadel veel kuni 1887. aastani.

Vaatamata laialdasele levikule ja iihesugusele materjalile
olid erinevate rahvaste piigalpulgad erisugused nii kujult, mér-
kide poolest, tarvitamisviisidelt kui ka iilesannetelt. Toome
selle kohta moningaid néiteid.

Vjazma piirkonna karjuste pulkadel oli 1 lehm = <, 4 lam-
mast = X, | lammas = |, 1 siga = /\, 1 pdrsas = | jne.

Tsuvasside juures olid kasutusel neljatahulised piigalpul-
gad, millele kanti méirke igale neljale kiiljele. Kuid iilemine-
kul iihelt kiiljelt teisele tdhendas sama mark juba 100 korda
suuremat arvu. Uks niisuguste piigalpulkade kimp on kuju-
tatud joonisel 1.

Kaasani kubermangus olid kiiiidiarvestuses kasutusel jérg-
mised margid:

| — 1 hobune sbitis 10 versta
|| — 1 hobune sditis 15 versta vdi 2 hobust 10 versta
~ — 1 hobune sd6itis 30 versta

X — 2 hobust s6itsid 30 versta.

Kuju poolest meenutasid need silkpuud saapaliistu.
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Tihti kinnitatakse kirjanduses, et koik piigalpulgad olevat
koosnenud kahest osast, millest iiks jdi volgniku, kauba
votja jne. kétte, teine volausaldaja, kauba andja jme. kitte.
See ei ole aga alati sugugi nii.

Joonis 1.

Naiteks Irkutski burjaatide juures tunti erilisi ohvripulki,
mida kasutati «tailagani» pitha puhul ohvriks toodava hobuse
ostmisel. Sveitsis olid levinud erilised «vee pulgad», millele
margiti migedest orgu juhitud niisutusvee kasutamist. Alpi-
kiitid kandsid piigalpulkadele andmeid piiriteenistuse pidamise
kohta. Baikalitagused kasakad esitasid piigalpulkadel mitme-
suguseid aruandeid. Selliseid néiteid voiks tuua veelgi.

Joonis 2.

Levinud on arvamine, et piigalpulki on valmistatud ainult
puust. Kuid V. K. Kuzakov, kes hiljuti Novgorodi Kremli
dares veevdrgikraavist kaevatud multa 14bi vaatas, leidis koos
teiste XVI—XVII sajandist parinevate esemetega kivist val-
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Joonis 3.
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mistatud piigalpulga. See on vidikesemdoduline kiviplaat, mil-
lele on selgesti kantud mairgid X\ (joon. 2). Tegemist
on nahtavasti pikaajalise kviitungi vo6i tdhikuga.

Mitmekesiste piigalpulkade seas pakuvad erilist huvi selli-
sed, mida on ilmselt kasutatud arvutamiseks. Me nimetame
neid arvutuspulkadeks. Igasuguste andmete asemel on nen-
dele kantud erilised méirgid, mis holbustavad arvutamist.
Seega on siin tegemist koige lihtsamate arvutusvahenditega.

Eesti piigalpulkade suurim kogu on Eesti NSV TA Etno-
graafia Muuseumil Tartus. Jargnevad andmed tuginevadki
Tartus siilitatava kogu uurimisel tehtud tdhelepanekutele.

Eesti piigalpulgad paistavad silma omapéirase kuju poolest.
Need on ruudukujulise ristloikega ja hoolikalt t66déldud, ena-
masti ménnipuust pulgad, paari- kuni viiekiimne sentimeetri
pikkused; {ipris keerukal viisil on nad loigatud kaheks vaheliti
kokkukdivaks osaks. Neid osi saab liita teineteisega tervikli-

Joonis 4.

Joonis 5.
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kuks neljakandiliseks latiks. Joonisel 3 on kujutatud pooliku-
test pulkadest koosnev kimp, joonisel 4 aga méned pulgad
kokkupandud kujul. Selliste pulkade valmistamine oli iisna
keeruline toiming. Seetottu kasutati iiht ja sama pulka mitu
korda pédrast eelmise kirjutise mahaldikamist. Uht niisugust
korduvalt kasutatud pulka kujutab joonis 5. '
Piigalpulki kasutati Eestis kéikjal, ja sealjuures viga
mitmesuguseks otstarbeks. Uhtedele mirgiti moisnikule teh-
tud teopaevi, teistele volgu voetud vilja jne. Sageli voib pul-
kadel leida peremirke: :

r ® OP X

ja silkude tdhendusele viitavaid sonu: rukis, nisu, kaer jne.
Pulgad ihendati tavaliselt kimpudesse kolme-, nelja-, isegi
kuni paarikiimnekaupa.

Piigalpulkade laialdasest kasutamisest annab tunnistust
kas voi see fakt, et riiklike magasiaitade asutamisel Eestis
1763. a. loeti volgu voetud vilja méarkimisel piigalpulki vord-
seteks volakirjadega. Sellest tulenes koguni vastavate piigal-
pulkade eriline nimetus — magasipulgad. Voéla tasumisel
pandi pulga pooled kokku, kontrolliti sdlkude iihtelangevust
ja tagasitoodud viljaithikuid kujutavad sdlgud ldigati tasaseks.

Numbreid kujutavatest sisseldigetest vGib eesti piigalpul-
kadel leida ainult jargmisi:

Need mérgid on sisse 1digatud kord madalamalt, kord siigava-
malt. Monikord on nad ithendatud rithmadesse, néiteks \///,

~#\\ jne. Punkt voi punktid eraldavad nidhtavasti iht kir-
jutist teisest ega ole iseseisva tdhendusega, nditeks: -

=AU A0 0= s 1= H- HTE

Seejuures voib tdhele panna, et punktid esinevad vdheste eran-
ditega ainult sel juhul, kui tegemist on iiksnes lihtsate poik-
kriipsudega. Néhtavasti on see vanimaid kirjutusviise.

Sageli on lihtsa poikkriipsu kordumisel (néiteks 82, 65, 42,
29 jne. korda) iga kiimnes sisseldoige tehtud siigavamait.

Mirkide arvulist vddrtust eesti piigalpulkadel vo6ib kind-
laks teha, arvestades mitmete rahvaste piigalpulkade uurimi-
sel saadud- kogemusi. Vo0ib iisna suure kindlusega viita, et
need tdhendused on jargmised:

=1, / voi \voi\y =5, X =10, ;=3

Uldiselt margiti piigalpulkadele mitte vdga suuri arve.
Ka eesti piigalpulkade seas voib eristada niisuguseid, mida
me nimetasime arvutuspulkadeks. Need on valmistatud véiga
korralikult, méirgid on neile kantud riilhmadena iihtlaste vahe-
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dega. Uhele piigalpulgale (joon. 6) on loigatud néditeks jargmi-
sed maérgid: :
HIAZ A AL jne.

On selge, et selle pulga abil on lihtne viiekaupa loendada voi
arvutada. Kui arvestada veel, et pulga iiks pool liigub teise

Joonis 6.

suhtes nii, et peale nihutamist voib mérgid iihtimisse viia,
siis on selge, et niiviisi saab loendada kiillaltki suuri koguseid.
Uhel iisna vana véilimusega pulgal leiduvad mérgid on loiga-
tud jargmiselt:

//////}/// NN\\NZZ777Z8NNN\

Siin on loomulikult tegemist vahendiga, mis holbustab loenda-
mist kiimnekaupa. Loendamiseks kahe-, kolme- jne. kaupa
leidub analoogilisi piigalpulki.

Ulalkirjeldatud keeruka ehitusega pole mitte koik eesti
piigalpulgad. Leidub mitmesuguse kujuga sidlkpuid, seal-
hulgas ka lihtsaid pulki sisseldigetega. Viimaste seas drata-
vad tdhelepanu kaks arvutuspulka. Uhel on sédlgud paiguta-
tud jargmiselt:

V/ANY/AN/ANN/A\V/A\N

kusjuures igale kiimnendale kolmikule jadrgneb siigav poiksalk.
Teisele on [6igatud margid:

AN/ AN\///a\///4

Tegemist on vahenditega, mis holbustavad loendamist kolme-
ja neljakaupa.

Selliste hoolikalt valmistatud piigalpulkade seas, millele on
sisseloiked tehtud iihtlaste korrapdraste vahedega, leidub ka
pulk 183 lihtsa poiksdlguga (366 : 2= 183), samuti pulk 52
kaldsdlguga (aastas on 52 nddalat). See viib moéttele, et neid
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pulki on voib-olla kasutatud kalendriarvutuste jaoks. Selle
vdite kinnitamiseks oleks aga vaja veel materjali tdiendavat
analiiiisi.

Lopuks tahaks maérkida, e¢ ENSV TA Etnograafia Muu-
seumil on suur piigalpulkade kogu, mis pakub vaieldamatut
huvi ajaloo seisukohalt iildse ja teaduse ajaloo jaoks eriti.
Kuid see kogu on ddrmiselt korratus seisundis. Paljud piigal-
pulgad on kokku pandud erisugustest pooltest. Vadartusetud
murdunud pulgad on ithes hunnikus vdga hinnaliste eksem-
plaridega. Selle kogu edasine uurimine, mis kahtlemata voib
lisada mondagi olulist ajalooteadusele, on voimalik alles peale
kollektsiooni kordaseadmist.
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I. N. VEKUA — LENINI PREEMIA LAUREAAT

E. Jiirimide

Kédesoleval aastal anti Lenini
preemia Novosibirski {ilikooli rekto-
rile Ilja Nestorovits Ve-
kuale tema 1959. a. ilmunud raa-
matu «OG6o0meHHbIE aHAJMUTHYECKHE
dyuxkunu» eest. Virske laureaat siin-
dis 23. aprillil 1907. a. talupoja
perekonnas SeSeleti kiilas Gruusias.
Korgema hariduse sai ta Tbilisi iili-
koolis, mille 16petas 1930. a. Parast
seda oli ta kolm aastat Leningradis
aspirantuuris, mille 10petamise jarel
tootas ligi 20 aastat Thilisis. 1939. a.
kaitses I. N. Vekua doktoridissertat-
siooni ning 1940. a. omistati talle
professori kutse. Alates 1952. a. t66-
tas I. N. Vekua Moskva Lomonos-
sovi nim. Riikliku Ulikooli juures,
kust ta hiljem siirdus Novosibirs-
kisse. 1946. a. valiti praegune lau-
reaat NSVL TA korrespondeerivaks
litkmeks ning 1958. a. tegevliikmeks.

I. N. Vekua teaduslik tegevus
algas elastsusteooriast périnevate
rajavdartusiilesannete lahendamisega
aspirantuuripdevil ning kandus sealt
aegamdoda esimest jarku elliptilist
tiilipi osatuletistega vérrandisiistee-
mide uurimisele. Nende siisteemide
lahendeid hakati nimetama iildista-
tud analiiiitilisteks funktsioonideks,
kuna lahendite reaal- ja imaginaar-
osad rahuldavad teatavas mottes
Cauchy-Riemanni (ehk D’Alembert-
Euleri) vorrandeid iildistavaid seo-
seid. Need vorrandid iseloomusta-
vad aga analiiiitilisi funktsioone.
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Uldistatud analiiitiliste funkt-
sioonide uurimisele oli piithendatud
I. N. Vekua tdhelepanu 50-ndatel
aastatel. Seda t66d kroonis niiiid
suurepdrane autasu — Lenini pree-
mia.

Autasustatud raamatu esimene
osa on pithendatud vastava teooria
iilesehitamisele ning 16peb kiillaltki
iildiste rajaiilesannete vaatlemisega,

millele klassikalised Dirichlet’ ja
Neumanni probleemid on erijuhtu-
deks.

Raamatu teine osa on pithenda-
tud iildistatud analiiitiliste funkt-
sioonide rakendustele positiivse ko-
verusega pindade lopmata viikeste
painete uurimisel, momendivabade
ning kumerate elastsete koorikute
kiisimuste kasitlemisel jm.

Tuleb markida, et ithest kiiljest
on I. N. Vekua tulemused tédhtsaks
panuseks osatuletistega vorrandite
ja nende siisteemnide teoorias, s. o.
teoorias, mille probleemid kuuluvad
kdesoleva aja rakendusmatemaatikas
akuutseimate hulka. Teiselt poolt
aga on autasustatud raamat suureks
panuseks funktsiooniteooria aren-
gusse ning on noukogude funktsioo-
niteooria koolkonna iiheks tippteo-
seks. Selle preemiaga on autasusta-
tud monel mairal kogu seda kool-
konda, mille rajasid ké&esoleva sa-
jandi algul N. N. Luzin ja D. F.Je-
gorov.



KONVERENTS «KAASAEGNE MATEMAATIKA JA
TEMA RAKENDUSALAD»

I. Kull, E. Tiit

Loodusuurijate Seltsi tdppistea-
duste sektsiooni asutamisest peale
1957. a. on meil muutunud tradit-
siooniks teaduslike ja teaduslik-pe-
dagoogiliste konverentside korralda-
mine. Ka kaiesoleval aastal toimus
3.—5. maini Tartus Loodusuurijate
Seltsi ja Tartu Riikliku Ulikooli or-

ganiseerimisel teaduslik konverents.
Erinevalt eelnevatest oli seekordne
konverents temaatiline. = Koik ette-

kanded kisitlesid matemaatikaga ja
eriti tema rakendustega seotud prob-
leeme ning kajastasid seega iihtlasi
olulisemaid suundi tédppisteaduste
arengu kaasaegsel etapil.

Osavott konverentsist oli ro6-
mustavalt elav. Hoolimata sellest, et
organiseerijate hulgas puudus seda-
puhku haridusministeerium,  kes
oleks komandeerinud Tartusse ope-
tajaid vabariigi koolidest, nagu va-
rem enamasti on tehtud, ulatus kon-
verentsist osavotjate arv ligi kahe-
sajani. Kuulajate "hulgas oli peale
matemaatikute  (sealhulgas opeta-
jate) rohkesti teiste erialade esinda-
jaid: tosiasi, mis matemaatika-ala-
sel konverentsil veel kiimmekond
aastat tagasi oleks tundunud kum-
maline. Teiselt poolt oli konverent-
sile iseloomustav ka matemaatilisest
kiiljest huvitavate ning probleemi-
rikaste ettekannete esitamine mitte-
matemaatikute poolt.

Koik see annab tunnistust siive-
nevast koosté6st matemaatikute ja
mittematemaatikute vahel meie vaba-
riigis, millise koost66 intensiivista-
mine oligi iiks konverentsi pohilisi
eesmirke. Ettekandeid oli konverent-
sil arvukalt, nii et istungite jaoks
planeeritud aeg kippus isegi napiks
jddma, eriti arvestades seda, et sa-
geli tekkis ettekannete jarel elav
diskussioon vastupidi koigile senis-
iele matemaatikute harjumustele.

Esimesel konverentsipdeval olid
kavas statistilise suunaga ettekan-
ded!, mille hulgas pakkus suurimat

! Vt. kogumik Matemaatika ja
tema rakendusalad. TRU rotaprint,
1963. '

huvi J. Rossi «Pollumajanduslike
kultuuride fotosiinteesi ja kiirgus-
reziimi matemaatiline teooria», kus
ettekandja selgitas probleeme, mis
tuleb lahendada vastava teooria loo-
misel. Nimetatud ettekanne oli pal-
juski iseloomustav kaasaegsele mate-
maatikale, kus komplitseeritud teoo-
ria luuakse tegeliku elu tarbeks.
Sisukad olid ka mitmed jidrgnevad
ettekanded: S. Veldre «Osalise
loendusmeetodi kasutamisest ja vea-
hinnangust», T. Orava «Nakatus-
jaotuse (Neyman-jaotuse) kasutami-
sest rakusiseste kiirguskahjustuste
uurimisel», L. Vohandu «Palju-
tunnuseliste bioloogiliste siisteemide
uurimisest matemaatiliste meetodi-
tega», U. Vahtra «Hermoliiitiliste
ertitrospektrite jaotuskdverad ja nen-
de parameetrite arvutamine» jt.
Aktuaalseid probleeme kasitlesid ka

koik iilejddnud sel pdeval peetud
ettekanded.
Konverentsi  puhtmatemaatika-

listest ettekannetest olid vdga sisu-
kad U. Lumiste «Kaasaja dife-
rentsiaalgeomeetria meetodid ja ra-
kendusalad» ning G. Kangro «Ri-
dade teooria kiisimustests. Nendest
ettekannetest voib Oppida, kuidas
45 minuti jooksul saab anda iile-
vaate tervest teadusharust ja pea-
legi nii, et sellega vihetuttav kuula-
ja saab selgeks koige pohilisema,
mis seda teadusharu iseloomustab.
Matemaatikute  ettevalmistami-
sega ja matemaatika Opetamisega
seotud kiisimustele oli planeeritud
t66koosolek, kus esinesid I. Piir,
R. Kolde, O. Prinits ja H. Merilo.
Nende ettekannete juhtmotte voib
kokku votta jargmiselt: matemaatika
areneb praegu kiiresti, tema sidemed
praktikaga ja teiste teadustega on
muutunud tihedamaks; koik see peab
aga kajastuma ka Oppeplaanides ja
-programmides alates algkoolist kuni
korgema koolini. Voib-olla koige
probleemirikkam 4dsjamainituist oli
O. Prinitsa ettekanne, kus nii-
dati, et kommunistliku {ihiskonna
iilesehitamise kiinnisel ei tohi moisla.
tootmisopetuse erialasid kui peami-
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Pii%& konvererisisaali,

selt fdiisilist t66d noudvaid alasid
(treial, ehitaja jt.). Tuleb silmas
pidada arvutusmasinate ja kiibernee-
tiliste seadmete {iha laialdasemat
rakendamist nii rahvamajanduses
kui ka teaduses ning vastavalt sel-
lele pdorata suuremat tdhelepanu
keskharidusega arvutusmatemaatiku-
te ettevalmistamisele. Meie vabarii-
gis Opetatakse vilja keskharidusega
arvutusmatemaatikuid Tartu 1 kesk-
koolis ja Tallinna I keskkoolis (kok-
ku kolmes klassis), kuid nende etle-
valmistamist tuleks laiendada. Seo-
ses sellega kerkivad mitmesugused
praktilised ja metoodilised problee-
mid: millised on sobivad Gppeplaanid
ja programmid, kuidas ‘on otstarbe-
kohane vidlja Opetada vastava eriala
opetajaid, jms. I. Piir koneles sel-
lest, et matemaatikute fiiiisika-alane
ettevalmistus peab andma fiiiisika-
lise rhaailmapildi kaasaegsel tasemel
ja nditama oigesti matemaatika ja
flilisika vastastikust seost. Ettekan-
dest nédhtus, et praegused program-
mid, mille jirgi matemaatikutele loe-
takse fiilisika kursust, seda ei voi-
malda. R. Kolde koneles Moskvas
tehtavatest katsetest — tuua algebra-
elemendid kooliopetusse sisse juba
algklassides, mis voimaldaks tdhusa-
malt arendada &pilaste absiraktse
motlemise voimet. Senised katsetule-
mused rdidgivad uune siisteemi ka-
suks. H. Merilo koneles Eesti
Pollumajanduse Akadeemias tehtud
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iimberkorraldustest matemaatiliste
ainete Opetamisel.

Kaasaja iihe tahtsama matemaa-
tikaharu ~—  arvutusmatemaatika
kohta peetud ettekanded olid koon-
datud konverentsi 16ppistungile. mil-
le avas U. Kaasik oma iilevaat-
liku eitekandega «Majandusmate-
maatika pohisuundadest»>. M. Krul-
li ettekandes kdneldi tehase juhti-
missiisteemnide kontrollimise iihest
huvitavast vGimalusest. Selleks et
viltida riski ja materiaalseid kulu-
tusi iihenduses mingi waljatéotatud
juhtimissiisteemi kontrollimisega te-
hases eneses, on koige otstarbekoha-
sem seda kontroliida elektronarvuti
abil. Selleks tuleb aga koostada pro-
gramm, mis modelleeriks vaadeldava
tehase t66d. T. Akkel koneles
s6odabaasi planeerimisest ja pdllu-
majandusliku tootmise paigutamisest.
Samadest probleemidest raakis ka
V. Aasmae, kes analiilisis esma-
joones mitmesuguseid optimaalsus-
kriteeriume mning karja optimaalse
struktuuri kiisimusi. Insenertehniliste
arvutuste  automatiseerimisele  oli
pithendatud H. Polli ja A Pih-
laku ettekanne. Autorid on TA
Kiiberneetika Instituudi arvutil M-3
teostanud kdigukastide tugevusarvu-
tusi Tallinna Ekskavaatoritehasele ja
raamide arvutusi «Eesti Téostuspro-
jektiles.  Varem  tehti  selliseid
arvutusi késitsi voi liikatil tiksikute
variantide (t60reZiimide, koormuste



kombinatsioonide)  jaoks.  Selline
moodus vottis tavaliselt mitu kuud
aega. Masin arvutab aga tulemused
koikide variantide jaoks umbes iihe
tunniga. Arvutusmasinatest ja prog-
rammeerimisest konelesid ka
V. Allsalu, A. Oja, P. Piiri-
kivi ja P. Eelma.
Arvutusmatemaatika probleemi-
dele selle sona otseses mottes oli
piihendatud kaks ettekannet. I. Pe-

terseni ja S. Ulmi ettekanne
kasitles ENSV TA Kiiberneetika
Instituudis  toimuvat  uurimist66d

mittelineaarsete vérrandite numbri-
lise lahendamise alal, E. Tamme
koneles aga veahinnangutest dife-
rentsiaalvorrandite ligikaudsel lahen-
damisel. Sellelaadilised uurimused on
muutunud praegu eriti vajalikeks.

Teistest eespool  nimetamata
ettekannetest voiks veel markida
J. Lotmani ettekannet «Kirjan-
duse uurimise matemaatilistest mee-
toditest», J. Gabovitsi ettekan-
net Tartu algebraistide toodest jare
jestatud algebraliste siisteemide alal
jt. (vt. bibliograafia lk. 85—86).

T66 1opul vottis konverents vas-
tu jargmise resolutsiooni.

RESOLUTSIOON

Tartu Riikliku Ulikooli ja ENSV
TA Loodusuurijate Seltsi poolt kor-
raldatud  teadusliku  konverentsi
«Kaasaegne matemaatika ja tema
rakendusalad» to6st vottis osa arvu-
kas teadlaste ja Oppejoudude pere
meie vabariigi paljudest o&ppe- ja
uurimisasutustest, nagu Tartu Riik-
likusl Ulikoolist, Tallinna Poliitehni-
lisest Instituudist, Eesti Péllumajan-
duse Akadeemiast ja enamikust Tea-
duste Akadeemia instituutidest, mit-
metest vabariigi = keskkoolidest ja
teistest asutustest. Sealjuures vbottis
konverentsi t66st osa peale mate-
maatikute ka fiilisikuid, astronoome,
biolooge, arstiteadlasi, metsandus-
teadlasi, keeleteadlasi jt.

Konverents mérgib, et matemaa-
tika-alastes uurimisto6des meie vaba-
riigis kdsitletakse aktuaalseid teoree-
tilisi ja praktilisi probleeme. Peale
tiappisteadlaste on hakanud mate-
maatilisi meetodeid laialdasemalt
rakendama ka teiste teadusalade
esindajad, nagu néiteks bioloogid ja

arstiteadlased. Konverents vottis hea-
meelega vastu- teate, et Tartusse
saabus uus voimas arvutusmasin
«Ural-4», mis voimaldab oluliselt
suurendada arvutustééde mahtu meie
vabariigis.

NLKP XXII kongressil vastu-
voetud parteiprogrammis on kordu-
valt rohutatud teaduse, seejuures
eriti matemaatika ja kiiberneetika
suurt tdhtsust. Konverents konsta-
teerib, et meie vabariigi vastava ala
teadlased juhinduvad oma t66s par-
tei programmis piistitatud eesmarki-
dest. Samal ajal tuleb aga markida,
et matemaatika ja kiiberneetika aren-
damisel, sellealase kaadri ettevalmis-
tamisel, vastavate meetodite tutvus-
tamisel ja rakendamisel meie vaba-
riigis on olulisi kitsaskohti, mida ei
ole voimalik korvaldada ainuiiksi
matemaatikute poolt ja mille likvi-
deerimiseks on vajalik korgemalseis-
vate organite abi.

Koikide nende kitsaskohtade
korvaldamiseks teeb konverents jarg-
mised ettepanekud:

1. Pidada vajalikuks matemaa-
tika-alase populaarteadusliku perioo-
dilise valjaande asutamist.

Samal ajal tuleb juhtida ka Riik-
liku Kirjastuse, ajakirjade toimetuste
,ja matemaatikute tdhelepanu mate-
maatika aktuaalseid kiisimusi késit-
levate kirjutiste, teoste ja opikute
laialdasemale avaldamisele.

2. Pidada koigi vabariigi mate-
maatikute, esmajoones matemaatika
opetajate kohustuseks kaasa aidata
selleks, et voimalikult suurem hulk
andekaid keskkoolilopetajaid asuks
edasi 6ppima matemaatika erialale.

Sobiva iiliopilaskandidaatide
kontingendi korral soovitada ENSV
Korgema ja Keskerihariduse Komi-
teel suurendada vastuvdttu mate-
maatika alal TRU-s.

3. Arvestades matemaatilise sta-
tistika eriteadlaste puudumist vaba-
riigis ja tungivat vajadust vastava-
te spetsialistide jdrele pidada vaja-
likuks nende ettevalmistamist TRU
matemaatikaosakonnas.

4, Paluda TRU teoreetilise me-
haanika, iildfiilisika ja teoreetilise
fiitisika kateedreid 1963. a. novemb-
riks vidlja todtada kooskolastatud
oppeprogrammid fiiiisikadistsipliinide
opetamiseks matemaatikutele.
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5. Pidada vajalikuks Tartu Riik-
likus Ulikoolis ja Eesti Pollumajan-
duse Akadeemias bioloogilistel eri-
aladel vastavate matemaatiliste eri-

kursuste sisseviimist (umbes 50
tundi). )

6. Soovitada korgemates Oppe-
asutustes  ja  uurimisinstituutides

kontrollida kandidaadimiinimumi raa-
mes eksperimentaalse uurimissuuna-
ga aspirantide - statistika-alaseid
teadmisi.

7. Soovitada ENSV  Riiklikul
Korgema ja Keskerihariduse Komi-
teel organiseerida korgema haridu-
sega arvutustehnikainseneride ette-
valmistamine vabariigi jaoks kas
kohapeal vboi mone vennasvabariigi
kérgemas Oppeasutuses.

Konverentsist osavotjad toetasid
ka modtet luua Tartus aparaadiehi-
tusliku suunaga keskerioppeasutus.
Konverents soovitab selles Gppeasu-
tuses hakata ette valmistama ka
keskharidusega arvutustehnikuid.
Vastava haru oppejoudude kaadrit
on voimalik komplekteerida Tartu
Riikliku Ulikooli Fiiisika-Matemaati-
kateaduskonna baasil.

8. Pidada o&igeks nn. matemaa-
tikaklasside asutamine Tartu ja Tal-
linna 1 keskkooli juures.

Olemasolevate klasside t66 eda-
siseks tagamiseks ja vastavate klas-
side arve suurendamiseks palub
konverents Haridusministeeriumi as-
tuda resoluutsemaid samme selleks,
et matemaatikaklasside opilaste jaoks
avataks Tartu 1 Keskkooli juures
internaat, mis voimaldaks selle kooli
juures igal aastal avada kaks mate-
maatikaklassi.

9. Soovitada Tallinna Pedagoo-
gilises Instituudis uurida matemaa-
tika algGpetuse iimberkorraldamise
voimalusi, silmas pidades. Opilaste
loogilise ja abstraktse motlemise
voime tohusamat arendamist. .

10. Konverents juhib ENSV
Haridusministeeriumi tidhelepanu va-
jadusele muuta keskkooli matemaa-
tikakursus rakenduslikumaks  ja
kaasaegsemaks. Selleks vdiks soovi-
tada naiteks diferentsiaal- ja integ-
raalarvutuse ning matemaatilise sta-
tistika elementide kasitlemist kesk-
koolis. Suure rakendusliku tdhtsu-
sega on samuti lineaarse planeeri-
mise teooria, mille elementide Ope-
tamine on keskkoolis taiesti voima-
lik.

11. Konverents loeb otstarbe-
kohaseks analoogiliste konverentside
korraldamist ka jargnevatel aastatel.

UUS VOIMAS ELEKTRONARVUTI MEIE VABARIIGIS

A. Oja,

Ikka sagedamini kasutatakse
kaasaegse matemaatika teoreetilisi ja
tehnilisi ~ saavutusi kui véimsat
vahendit teistes teadustes ja toot-
mises iileskerkinud iilesannete lahen-
damisel. Tootmise organiseerimise
ja juhtimise, samuti selliste teadus-
te, nagu bioloogia, keeleteaduse, pol-
lumajanduse jne. «matematiseeri-
mine» nouab suure hulga informat-
siooni 1abit66tamist loogilis-mate-
maatiliste meetoditega v6i mahukate
arvutuste tegemist lithikese aja jook-
sul. Selline t66 pole moeldav ilma
kaasaegsete elektronarvutiteta.

Senini. olid Eesti NSV mate-
maatikute kdsutuses {iksnes vordle-
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K. Pukk

misi vidikese vdimsusega universaal-
sed elektronarvutid «Ural-1» ja
«M-3», mis ei vdoimaldanud mahuka-
mate iilesannete -lahendamist. Tihti
olid TRU arvutuskeskuse matemaati-
kud sunnitud kasutama suuremaid

elekironarvuteid  viljaspool meie
vabariiki.

Kéesoleva aasta maipiihadeks
said meie vabariigi, eeskitt. aga

TRU . arvutuskeskuse matemaatikud
suurepdrase kingituse —
arvuti «Ural-4».
Elektronarvuti «Ural-4» on viga
laia profiiliga: ta on ette nahtud
koige mitmekesisemate teaduslike,
insenertehniliste ning eriti plaanilis-

elektron-



majanduslike {ilesannete lahendami-
seks. Masinal on histi viljaarenda-
tud ja paindlik kdskude siisteem,
mis voimaldab realiseerida iikskdik
millist arvutusmeetodit. Arvuti ma-
luseadmete suurendatud maht ning
sisend- ja viljundseadmete arvukus
ja mitmekesisus voimaldavad tema
abil efektiivselt lahendada statistika,
tootmise planeerimise, arvelduse ja
analiiiisi, kaubalis-materiaalsete vaar-
tuste arvelduse, igasuguste vaatlus-
tulemuste iimberté0tamise jms. iiles-
andeid, mis on seotud suure in-
formatsioonihulga vastuvotmise, sii-
litamise, td6tlemise ja viljastami-
sega. Elektronarvutisse «Ural-4» on
voimalik sisse viia, temas siilitada
ja toddelda nii numbrilist kui alfa-
beetilis-numbrilist informatsiooni.
Operatsioonide teostamise kii-
ruse poolest kuulub «Ural-4» kesk-
mise voimsusega arvutite hulka. Ta
sooritab iihes sekundis keskmiselt
5000—6000 tehet teaduslikel ja in-
senertehnilistel arvutustel ning
9000—10000 tehet plaanilis-majan-

duslike voi loogiliste iilesannete la--
hendamisel. Malu mahu ja sisend-
véljundseadmete hulga poolest tuleb
aga «Ural-4» lugeda suureks elekt-
ronarvutiks.

Esitame tema informatsiooni t66t-
lemise, liikumise ja salvestamise
funktsionaalse blokkskeemi (vt. all).

Informatsiooni salvestamiseks
kasutatakse arvutis ferriitkuupi (ope-
ratiivmilu), magnettrumleid ja mag-
netlinte. Ferriitkuupi voib salvestada
2048 neljakiimnekohalist kahendarvu:
voi 12288 alfabeetilist mérki (iihe
alfabeetilise mirgi esitamiseks on
tarvis 6 kahendsiisteemi numbri-
kohta.)

«Ural-4» juurde on voéimalik li-
litada 8 magnettrumlit, millest iga-
ithel on vbdimalik salvestada -16 384
neljakiimnekohalist kahendarvu voi
98304 alfabeetilist mdarki. Arvude
lugemise ja kirjutamise kiirus mag-
nettrumlil on umbes 4500 nelja-
kiimnekohalist kahendarvu sekundis
(koos vajaliku pesa otsimiseks ku-
luva ajaga).

MAGNETTRUMLID

MAGNETLINTIDE KAPID |
| 2]3]4]slelz]slslio]u]e}

8|7lslf|vl312111
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ARITMEETILINE SEADE
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Informatsiooni sdilitamiseks mag-
mnetlindil kasutatakse 35 mm laiust
ferrolakiga kaetud perforeerimata
linti. Uks magnetlindikapp, milles
on 4 linti, mahutab 262144 nel-
jakiimnekohalist  kahendarvu  vGi
1572 864 alfabeetilist marki. «Ural-4»
juurde saab aga liilitada 12 mag-
netlindikappi. Magnetlindile salves-
tamise ja lugemise kiirus on 2000
neljakiimnekohalist kahendarvu se-
kundis, arvestamata wvajaliku pesa
otsimiseks kuluvat aega.

Kogu «Ural-4» véimalike mélu-
seadmete maht on 3278848 nel-
jakiimnekohalist  kahendarvu  véi
19673 088 alfabeetilist méirki. See
tdhendab, et «Ural-4» méilusse on
voimalik salvestada kirjatekst, mis
sisaldub umbes kahekiimnes 400-
lehekiiljelises raamatus, mille igal
lehekiiljel on umbes 2500 tihte ja
kirjamarki.  Teiste sonadega —
«Ural-4» milus voiks salvestada
naiteks informatsiooni kogu Eesti
NSV elanikkonna kohta, iseloomus-

£
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Elektronarvuti «Ural-4» ildvaade.

tades iga inimest kolme 40-Kohalise
kahendarvuga voi 18 alfabeetilise
margiga.

Informatsiooni sisseviimine ar-
vutisse toimub 32 kanaliga kommu-
taatori kaudu, kusjuures iga kanal
on voimeline 14bi laskma 40-kohalisi
kahendarve. Arvuti pohikomplekti
sisendseadmed hoivavad ainult 4
kanalit (vt. skeem). Ulejddnud 28
kanalit voib seega kasutada infor-
matsiooni sisseviimiseks otse infor-
matsiooniallikast. Sisendkommutaa-
tor voib olla i{thendatud otseselt
niiteks mitme tehase voi laboratoo-
riumiga, kelle informatsiooni on
vaja t66delda voi kelle jaoks -on
vaja selle pohjal vahetult juhtida
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mingit protsessi. Kommutaatori si-
sendid votavad vastu ka 20-kohalisi
kahendarve. Sel juhul sisendkommu-
taatori kanalite hulk on kahekordis-
tatav.

Perfokaart-lugemisseadme  sise-
nemiskiirus on 300 perfokaarti minu-
tis ehk 60 neljakiimnekohalist ka-
hendarvu sekundis. Sisenemiskiirus
telegraafilindilt on 400 alfabeetilist

marki sekundis.
Valjundkommutaatoril on samuti
32 kanalit, millest pohikomplekti

seadmed hoivavad ainult 5. Ulejda-
nud kanalid voib iihendada objek-
tidega, mida arvuti juhib.
Valjundperforaatori  perforeeri-
miskiirus on 50 kaarti minutis ehk



10 neljakiimnekohalist kahendarvu
sekundis. Valjumiskiirus telegraafi-
lindile on 8—10 alfabeetilist mar-
ki sekundis.

Numbrilis-alfabeetilise trikkimis-
seadme kiirus on 300 rida minutis,
kusjuures iihes reas on 128 kohta.
Triikkimisseadmel on  kokku 63
erinevat mdérki (kiimnendsiisteemi
numbrimérgid, vene tédhestiku tdhed,
kirjavahemargid, matemaatilised
mérgid ‘jne.). Arvutustulemusi on
voimalik lasta véalja triikkida ka
graafikuna.

Arvuti  keskmine kasulik aeg
(s. o. aeg, mille jooksul teda saab
kasutada vajalikeks arvutustoodeks)
on 18 tundi 66pdevas. Muidugi ka-

suliku aja suurus
arvutusmasina
mise tasemest.

TRU arvutuskeskuse uus elekt-
tronarvuti  «Ural-4» avab  Eesti
NSV-s lajaldased perspektiivid mate-
maatika veelgi intensiivsemaks aren-
damiseks. Kuid koos matemaatiku-
tega peaksid ka meie majandus-
teadlased ja majandite juhid tegema
koik voimaliku, et maksimaalselt
dra kasutada uue elektronarvuti tiit
voimsust rahvamajanduses iilesker-
kinud probleemide. lahendamisel. See
nouab matemaatikute, rahvamajan-
duse spetsialistide ja tootmisjuhtide

soltub  oluliselt
tehnilise teeninda-

TARTU MATEMAATIKASEMINAR

M. Rahula, E. Tiit

Tartu jarjest kasvav matemaa-
tikute pere on jagunenud mitme
asutuse vahel: peale Tartu Riikliku
Ulikooli tegeldakse matemaatikaga
Eesti Pollumajanduse Akadeemias,
kus tootab matemaatika kateeder,
ning &sja loodi Fiiisika ja Astro-
noomia Instituudi juurde matemaa-
tika laboratoorium.

Tartu erinevates asutustes 156-
tavate matemaatikute vahel sidemete
tugevdamiseks asutati 1962. aasta
16pul EPA dotsendi Jakob Gabo-
vit3i eestvdttel Tartu Ulelinnatine
Matemaatika Seminar. Seminari ees-
margiks on niihdsti Tartu matemaa-
tikute poolt viljeldavate probleemide
kui ka kogu kaasaegse matemaatika
uuemate tulemuste tutvustamine.

Seda, et seminari asutamine oli
{oepoolest Gigeaegne ja vajalik, ndi-
tab seminari regulaarne 166, kus-
juures kuulajate arv on koigil ette-
kannetel olnud paarikiimne iimber,
ulatudes moningatel juhtudel nelja-
kiimneni.

Esimene tookoosolek, mis toi-
mus 11. detsembril 1962. a., oli pii-
hendatud suure saksa matemaatiku
David Hilberti 100-ndale siinnipée-
vale. Ettekandega Hilberti elust ja
lema teaduslikust tegevusest esines

6 Matemaatika ja kaasaeg

ithiseid  joupingutusi ja tihedat
koostood.
Jakob Gabovits. Hilberti t66-

dega tihedalt seotud geomeetria ak-
siomaatika probleemidest koneles sa-
mal istungil Ulo Lumiste.

Avakoosolekul valiti seminari
tood juhtivad sekretarid ning otsus-
tati seminari t66 viia LUS-i tédppis-
teaduste sektsiooni raamidesse.
Avakoosolekul méiirati kindlaks ka
seminari edasised t6osuunad.

Alates 1963. a. kevadsemestrist
hakati pidama mitmesuguse temaa-
tikaga ettekandeid, mis valgustasid
Tartu  matemaatikute  tdhtsamaid
uurimissuundi ning enamasti ka
autorite endi- uusi teaduslikke tule-
musi.

13. veebruaril esines Endel
Jiirimie, koneldes absoluutsest
summeeruvusest ridade teoorias.

27.  veebruaril kuulati Enn
Tamme ettekannet «Diferentsmee-
todite tidpsusest diferentsiaalvorran-
dite lahendamisels.

Rekordiline arv kuulajaid oli
13. ja 20. martsi seminaril, kus Ivar
Kull tostatas oma ettekandes
«Konstruktiivsest matemaatikast»
terve rea huvitavaid probleeme, mis
pohjustasid elavat diskussiooni.

10. aprillil rddkis Jevgeni
Gabovits poolrihmade  ning
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nende endomorfismide kaasaegsest
teooriast.

Rohkesti oli osavotjaid (seal-
hulgas ka keeleteadlasi ja dpetajaid)
24. aprillil toimunud tod6koosolekul,
kus Jakob Gabovits ja Harry
E sX enberg tutvuslasid kuulajaid
EPA matemaatikakateedris koosta-
tud «Viikese matemaatika oskusso-

nastiku» kasikirjaga ning tostsid
iles mitmeid terminoloogia-alaseid
kiisimusi.

15. mail esines Leo Vohandu.
Oma ettekandes «Moningaist statis-

PROF. G. KANGRO 50-AASTANE

21. novembril 1963. a. sai 50-
aastaseks TRU matemaatilise ana-
liitisi kateedri juhataja fitiisika-ma-
temaatikadoktor, professor Gunnar
Kangro, kelle nimega on suures
osas seotud kogu matemaatika kui
teaduse areng Noukogude Eestis.

G. Kangro siindis Tartus teenis-
tuja perekonnas. Tema isa oli elu-
kutselt ehitusinsener.  Alghariduse
sai praegune professor Tallinnas.
Oppis edasi Tartu reaalkoolis, mjlle
lopetamise jdrel 1931. a. astus Tartu
iilikooli. Ulikooli lopetas G.Kangro
1935. a. Péarast aastast {eenistust
sojavdes asus ta assistendina toole
Tallinna  Poliitehnilisse  Instituuti.
1938. a. kevadel omistati G. Kang-
role magistri kraad, mis peale Isa-
maasdja 16ppu atesteeriti fiifisika-
matemaatikakandidaadi kraadiks.

1941. a. mobiliseeriti G. Kangt®
Punaarmeesse, kus ta teenis kuni
1942. a. Sealt suunati ta Rahvako-
missaride Noukogu stipendiaadina
algul TSeljabinski Pollumajanduse
Mehhaniseerimise Instituuti, seejérel
aga Moskva Ulikooli juurde. Stipen-
diaadina t6otades jatkas G. Kangro
edukalt oma uurimusi Boreli sum-
meerimismenetluse iildistuste alalt,
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tika probleemidest> esitas 1a uusi
motteid cksamitulemuste hindamise
modelleerimise véimaluste kohta.

Moéoédunud oppeaastal toimunud
dritustest oli huvitav veel refera-
tiivse Zurnaali «Matemaatika» luge-
jq{ekonverents, mis toimus 11. juu-
nil.

Ulelinnalisel matemaatika semi-
naril on arutatud ka mitmeid prob-

teeme, mis huvitavad koiki mate-
maatikuid, nagu kaasté66 tegemist
ajakirjale «Tehnika ja tootmine»,

opikute kirjastamist jne.

mida la oli alustanud juba 1940. a.
Nende uuringute tulemuseks oli
doktorivéitekiri, mille kaitsmise ja-

rel 1948. a. G. Kangro sai fui-
sika-matemaatikadoktori  teadusliku
kraadi.

Alates 1944. a. novembrist 160-
tab G. Kangro Tartu Riiklikus Uli-
koolis, algul dotsendina, alates
1951. a. aga professorina. TRU
seinte vahel on prof. Kangro teinud
suurt t66d noorte matemaatikute
kasvatajana. Nende aastate jooksul
on ta lugenud viga mitmesuguseid
kursusi, nagu matemaatiline ana-
lisiis, korgem algebra, reaalmuutuja
funktsioonide teooria, funktsionaal-
analiiiis, ridade teooria, {rigono-
meetrilised read jt., pédlvides lekto-
rina iiliopilaste lugupidamise. Tema
sulest on ilmunud ka korgema al-
gebra opik (kahes triikis). Ilmumas
on matemaatilise analiiiisi opik.

Aastate jooksul on prof. Kangro
juhendanud  mitmeid  eriseminare,
kus ta on suutnud iilidpilastes éara-
tada huvi teadusliku t66 vastu. Pal-
judel on need seminaritééd ning
edasi diplomito6d saanud esimesteks
teaduslikeks uurimusteks, mis on
kujunenud aluseks nende t6ole prof.
Kangro aspirantidena. Just aspiran-



tide juhendamisel on prof. Kangro
ndidanud end erakordselt viljaka

pedagoogina. Aspirantide juhenda-
jaks on ta olnud alates 1950. a.
ning senini on 12 tema opilast

kaitsnud kandidaadiviitekirja. Seega
enamik meie noortest teadusliku
kraadiga matemaatikutest on olnud
prof. Kangro otsesed opilased.

Kuna prof. Kangro enda tea-
duslik t66 on pohilises osas parit
ridade teooria vallast, siis on sellelt
alalt kaitstud ka suurem osa (kokku
8) tema juhendatud kandidaadi-
dissertatsioone. Ei saa aga marki-
mata jdtta ka teist uurimissuunda —
lahendusmeetodeid; sinna valdkonda
suunas prof. Kangro kolm oma opi-
last, kes niiiid edukalt juhivad selle-
alast t60d meie vabariigis.

Arvestades eelkirjeldatud tahe-
lepanuviddrseid teaduslikke saavutusi
ja kogu organisatoorset t66d, mida
proi. Kangro on teinud matemaatika
arendamisel, valiti ta 1961. a. ENSV
TA korrespondeerivaks liitkmeks.

Prof. Kangro ligi kahekiimne-
aastane t66 Tartu Riiklikus Ulikoo-
lis on suuresti aidanud ehitada Nou-
kogude Eesti matemaatikateaduse
hoonet, mille sees ja mille iimber
keeb praegu vilgas elu. Kui kunagi
hakatakse tegema kokkuvotteid ma-
temaatika arengust Noukogude Ees-
tis, siis kahtlemata margitakse seal
ithe kaalukamana prof. G. Kangro
nime.

E. Jirimde

MEIE KULALISI

Maikuus kitlastas Tartut Moskva
Riikliku Ulikooli elastsusteooria ka-

tcedri professor Pjotr Ogiba-
lov. Professor Ogibalov saabus
Tartusse meie mehaanikute kutsel

ning viibis siin terve nidala.

Tartus pidas professor Ogibalov
rea loenguid plastilisusteooria uue-
mate suundade kohta, andis konsul-
tatsioone mehaanika alal toédtava-
tele Tartu Riikliku Ulikooli ja Eesti
Pollumajanduse Akadeemia Oppejou-
dudele ming tutvustas iliopilastele
appimisvoimalusi  Moskva  Riiklikus
Ulikoolis.

Professor  Ogibalov on  tunmus-
tated eriteadlane oma alal. Ta on

(e

avaldanud mitu raamatut plaatide
ja koorikule teooria, plastilisusteoo-
ria jm. kiisimuste kohta. Professor
Ogibalov kuulub mitmeisse mehaa-

nika-alast teaduslikku t66d koordi-
neerivaisse organeisse, on NSVL
Ministrite Noukogu juures asuva

Teaduslik-Tehnilise Noukogu mate-
maatika, astronoomia ja mehaanika
sektsiooni esimees.

Isiklik kontakt,
seks tulevikus andis
nousoleku, tdi Tartu
suurt kasu.

mille jatkami-
kiilaline oma
mehaanikutele

L. Roots

* *

Juuni algul viibis Tartu Riikli-
kus Ulikoolis Dnepropetrovski Riik-
liku Ulikooli dotsent 1. I. Ogie-
vetski, kes pidas matemaatilise
analiilisi kateedri ridade teooria se-
minaris mitu ettekannet oma dok-
toridissertatsiooni «Uurimused sum-
meeruvuse  kohta»  materjalidest.
Ettekannetest nidhtus, et 1. I. Ogie-
vetski on saanud uusi vaartuslikke
tulemusi iildiste ja spetsiaalsete re-
gulaarsete summeerimismenetluste
alalt. Ta on vilja to6tanud head
meetodid Tauberi tiiiipi teoreemide
saamiseks, samuti antud maatrik-
siga seotud jadade hulga voimsuste
uurimiseks jne.

I. 1. Ogievetski to6le anti korge
hinnang ja soovitati esitada fiii-
sika-matemaatikadoktori teadusliku
kraadi saamiseks.

E. Reimers

* *
8.—11. juunini viibisid Tartus
kolm teadlast-matemaatikut Mosk-

vast: Moskva Riikliku Ulikooli dife-
rentsiaalgeomeetria kateedri profes-
sor G. F. Laptev, P. Lumumba
nim. Rahvaste Sopruse Ulikooli al-
gebra ja geomeetria kateedri juha-
taja prof. V. V. R6Zkov ning re-
feratiivse ajakirja «Matemaatika»
toimetuskolleegiumi teaduslik sekre-
tar van. tead. téotaja N. M. Os-
tianu. -
Molemad Moskva  professorid
esinesid Tartu Riiklikus Ulikoolis
loengutega. Prof. Laptevi loengud
«Seostusega ruumid sisestatud muut-
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kondadena» olid pithendatud tema
enda originaalsetele uurimistulemus-
tele. Prof. Rozkov andis loengutes
teemal «Punktikujutuste diferent-
siaalgeomeetria» iilevaate iihest vii-
mase aastakiimne jooksul kujunenud
diferentsiaalgeomeetria suunast.

11. juuni ohtul toimus Tartu
iilelinnalise matemaatikaseminari
raames referatiivse ajakirja «Mate-
maatika» lugejatekonverents, millest
vottis osa arvukalt matemaatika-
huvilisi. Kiilalistest esines ajakirja
toimetuse liige prof. G. F. Laptev
liihikese sissejuhatusega ja teaduslik
sekretir N. M. Ostianu pikema in-
formatsiooniga ajakirja toimetuskol-
leegiumi tegevusest. Jirgnenud ela-
vas arutelus votsid sdna prof.
G. Kangro, dots, J. Gabovit§, dots.
U. Lumiste, dots. E. Tamme jt.

12. juunil séitsid kiilalised edasi
Vilniuses toimuvale [ Baltimaade
diferentsiaalgeomeetria konverentsile.

0. Lumiste

TEADUSTE KANDIDAATE

UUuSI

1963. aasta 8. martsil kaitses
Moskva Riikliku Ulikooli Mehaanika
Teadusliku Uurimise Instituudi Nou-
kogu ees kandidaadidissertatsiooni
«Mitmesuguse kujuga plaatide sta-
biilsusest> TRU teoreetilise mehaa-
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nika kateedri vanemopetaja Lembit
Roots. Vaitekirjas kisitles dissertant
kolmnurga- ja trapetsikujuliste elast-
sete plaatide stabiilsuse probleeme.

Lembit Rootsi juhendajaks oli
TRU teoreetilise mehaanika kateedri
professor Ulo Lepik. Oponeerisid
Moskva  Riikliku  Ulikooli  prof.
P. Ogibalov ja Kirgiisi NSV TA
akadeemik prof. S. Popov.

Lembit Rootsile omistati fiiii-
sika-matemaatikakandidaadi kraad.

12, aprillil  1963. a. toimus
TRU Fuiisika-Matemaatikateadus-
konna Noukogu koosolek, kus TRU
matemaatilise analiiiisi kateedri va-
nemopetaja Tamara Sormus kaitses
viitekirja teemal «Merceri tiiiipi teo-
reemidest kahekordsctele ridadele».

Dissertatsioon, mis kasitleb ri-
dade teoorias olulisi probleeme, si-
saldab huvipakkuvaid tulemusi. T66
valmis aspirantuuriaja véltel pro-
fessor G. Kangro juhendamisel ning
166 autorile omistati fiiiisika-mate-
maatikakandidaadi kraad.

4. mail 1963. a. kaitses Tallinna
Poliitehnilise  Instituudi  assistent
Frederik Vichmann kandidaadidis-
sertatsiooni teemal «Uldistatud sum-
meeruvustegurid».

ENSV TA Fiiiisika-Matemaatika
ja Tehnikateaduste Osakonna Nou-
kogu omistas dissertandile fiilisika-
matemaatikakandidaadi kraadi.



F. Vichmann toétas aspirantuu-
ris matemaatilise analiiiisi kateedri
juures prof. G. Kangro juhendami-
sel. Nagu mirkisid oponendid prof.
B. Romarenko ja fiiiis.-mat. kandi-
daat S.Baron, on t66] mairgatav tea-
duslik vairtus ridade teooria mitme-
suguste probleemide lahendamisel.

TA Kiiberneetika Insti-

ENSY
tundi aspirant MeiSe - Levin kaitses

1. mail 1963, a. vaitekirja teemal
«Integraalide ligikaudsest arvutami-
~ests, mille eest ENSV TA Fiiiisika-
Matemaatika  ja Tehnikateaduste
Osakonna Noukogu  omistas  talle

-tegraalide

fuiisika-matemaatikakandidaadi kraa-
di. M. Levini teaduslikuks juhenda-
jaks oli dots. Ulo Kaasik. Oponee-
risid prof. B. Romarenko ja dots.
E. Tamme.

Viitekirjas tuletatakse rida ra-
kenduslikult v&irtuslikke valemeid
nii idhe- kui ka mitmekordsete in-
ligikaudseks arvutami-
seks ning antakse eeskirjad tdpsuse
hindamiseks. Peamiselt on vaatluse
all valemid, mille abil maaratud
integraali ligikaudne vaartus arvu-
tatakse integreeritava funktsiooni
ja tema tuletiste vaartuste lineaar-
kombinatsioonina.

21, juunil 1963. a. kaitses oma
disscrtatsiooni «Ridade iimberjarjes-

tamisest»
Astronoomia Instiluudi
duslik tootaja Ene Tiit.

E. Tiidu teaduslikuks juhenda-
jaks oli prol. G. Kangro. Oponeeri-
sid prof. H. Jaakson ja fiilisika-ma-
temaatikakandidaat S. Geisberg.

TRU  Fiiiisika-Matemaatikatea-
duskonna noukogu otsustas E. Tii-
dule omistada fiiiisika-matemaatika-
kandidaadi kraadi.

Ene Tiit oli kaheleistkiimnes as-
pirant, kes proiessor G. Kangro ju-
hendamisel té6tades on saanud kan-
didaadikraadi.

ENSV TA Fiiiisika ja
noorem tea-



AUHINNA- JA DIPLOMITOID

TRU matemaatikaosakonna {ilidpilased teostasid 1962/63. dppeaastal

jargmised voistlustood.

1.

2.
3.

Tirnpu, Heino (IV k.). Monedest abstraktsete summeeruvustegurite
tiilipidest II jarku Rieszi menetluse jaoks. (Juhendajad prof. G. Kangro
ja dots. kt. S. Baron)

Kilp, Mati (III k.). Parempoolselt jarjestatud poolriithmadest. (Juh.
dots. kt. J. Hion.)

Rebane, Jiri (IV k). Ringidest, mille koik aditiivsed alamriihmad
on alamringid. (Juh. .dots. kt. J. Hion.)

Koik dlalnimetatud t66d tunnistati I auhinna vaariliseks.

TRU matemaatikaosakonnas kailsti 13. ja 14. juunil 1963. a. jargmised

diplomitdod.

I
2.
3

w

e
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Nilson, Tiit. Kiirguse transformatsioonivorrand taimkatte jaoks.
(Juh. fiilis.-mat. kand. J. Ross.)
Korjus, Maje. Parameetriline planeerimine. (Juh. asp. T. Akkel.)

3. Ariva, Karl. Geodeetiliste kongruentside ortogonaalpindadest Ric-

manni ruumis. (Juh. dots. U. Lumiste.)

Kask, [Imbi. Tolkimisalgoritmi automaatsest koostamisest. (Juh.
R. Palm.)

Eier, Elle. Jarjestatud poolriihmade t{eooria kiisimusi. (Juh.
ass. J. Gabovits.)

L amp, Jiiri. Uhest maatriksmenetluste klassist. (Juh. prof G. Kangro.)

Eelma, Peeter. Doomino méngimise programm. (Juh. dots. U. Kaasik.)

Saarniit, Igor. Diferentsiaalvorrandi lihislahendi vea hindamisest.
(Juh. dots. E. Tamme.)

Reino, Vaike. Eestikeelse matcmaatika-alase kirjanduse bibliograafia
1920—1941. (Juh. dots. O. Prinits.)

Sepp, Lii. Eestikcelse matemaatika-alase kirjanduse bibliograafia
1944—1960. (Juh. dots. O. Prinits.)

. Kenk, Kalju. Ohukese ringsilindrilise kooriku diinaamikast konstantsc

kiirgusega leviva ihtlase normaalrdhu mojul. (Juh. v.-op. A, Ti-
manok.)

Laido, Tiiu. Geomeetria oOpetamise naitlikustamisest. (Juh. ass
L. Tuulmets.)

. Hein, Maaja. Aritmeetilise keskmise ja ruuthajuvusmoodu kaisitlus

rahvamajandusliku aine taustal. (Juh. prof. G. Rigo.)

. Griiner, Leida. Matemaatilisi kiisimusi périlikkuse probleemi taustal.

(Juh. prof. G. Rdgo.)

. Nazarova, Eeva. Noorle matemaatikule kool — klassivalise to6

uus liik. (Juh. ass. J. Gabovits.)

Leedu, Maie. Permutatsioonid, kombinatsioonid ja matemaatilise toe-
ndosuse modiste bioloogilise materjali taustal. (Juh. prof. G. Réigo.)

Vgldre, Tiina. Uhest faktoranaliiiisi meetodist. (Juh. dots. kt. L. Vo-
andu.)

Arro, Evi. Surevustabel ja kindlustusmatemaatika pohiprobleemid.
(Juh. prof. G. Régo.)

. Seitam, Anneli. Matemaatika tunni efektiivsus. (Juh. dots. O. Pri-

nits.)

. Jaeger, Andres. Loogiliste funktsioonide minimiscerimine lincaar-

plancerimise meetodite abil. (Juh. dots. kt. I. Kull)



TEADUSLIKE KONVERENTSIDE MATERJALE

Tallinna  Poliitehnilises Instituudis toimus 19.—27. aprillini 1963
V. L. Lenini 93. siinni-"aastapdevale pihendatud XVIII

‘teaduslik konverents, kus peeti jargmised matemaatika-alased
ettekanded.

Dots. A. Sédrev. Moningaid &ddrviddrtusiilesannetega seotud kiisimusi.

Dots. kt. M. Tamm. n-parameetrilisest lineaarprogrammeerimisest.

Ass. F. Vichmann. Uldistatud summeeruvustegureist.

Dots. N. Paluver. Astmeridade {ildistatud summeerimisest.

Dots. P. Volmer. Iteratsioonitiilipi erifunktsioonide rakendusi f{iiiisi-
kalis-matemaatilises analiiiisis.

V.-op. B. Tiikma. Virtuaalsetest voimsustest.

Dots. kt. O. Silde. Uhest lagranZiaanist.

Mo O -

Eesti Pdllumajanduse Akadeemias toimus 7.—13. veebruarini 1963
X teaduslik konverents, kus peeti jirgmised matemaatika-alased
ettekanded.

—

Dots. J. Gabovits Uhe diofantilise vorrandi naturaalarvulistest
lahenditest. ’

Dots. A. Ruubel Kujutavas geomeetrias kasutatavatest teisendustest.

V.-op. H. Espenberg Summeeruvusteguritest Euler-Knoppi menet-
luse jaoks.

Van.-dp.” H. Merilo. Schuri meetodi rakendamisest Voronoi-Nérlundi
menetluse puhul.

hal g

Tartu Riiklikus Ulikoolis toimus 28.—30. mirisini 1963. a. XVIIT ili-
Gpilaste teaduslik konverents. Matemaatikasekisioonis peeti
jargmised etlekanded.

1. J. Rebane (mat. IV k). e-null poolriihmad. (Juh. dots. kt. J. Hion,)

2. M. Kilp (mat. 11l k.) Uhest parempoolselt jirjestatud poolrithmade
klassist. (Juh. dots. kt. J. Hion.)

3. H Tiirnpu (mat. IV k). (PIB)-tiiipi summeeruvustegurid. (Juh.

dots. kt. S. Baron.)

4 M. Abel (mat 1l k). M. Hoolma, K Riives ja E Rooba
(mat. 111 k). Summecruvusteguritest kompleksset jarku Cesaro
menetluse jaoks. (Juh. dots. kt. S. Baron.)
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Kogumiku  «Matemaatika  ja
kaasaeg» kaesoleva numbri biblio-

graafiarubriigis avaldame valikulise
iilevaate matemaatika-alasest kirjan-
dusest, mis on ilmunud Eesti NSV-s
1962/63. oppeaasta jooksul.

EESTI RIIKLIKU KIRJASTUSE
VALJAANDEL ILMUNUD TEOSED

Kangro, G. Korgem algebra.
Opik  korgematele  Oppeasutustele.
Tallinn, 1962. 555 Ik.

Petersen, 1. ja Roos, H.
Kérgema matemaatika iilesannete
kogu. 2.tr. Tallinn, 1962. 1.osa:

302 lk. 2. osa: 251 Ik.
Rigo, G. Korgem matemaa-
tika. L. Tallinn, 1962, 739 lk.

Borkvell, A.  Arvutuslikati
teooria ja kidsitlemine. 3.tr. Tallinn,
1963. 160 Ik.

TRU ja TPI ROTAPRINDIL
JLMUNUD OPPEVAHENDID

Rébnikov, K. A, Matemaatika

ajalugu. 1. Tartu, 1962. 203 Ilk.
Vene k.

Mereste, U. Ulesandeid sta-
tistika praktikumiks. Tartu, 1962,
100 1k.

Hion, J. Elementaarmatemaa-

tika kdrgemalt vaatekohalt. 1. Algeb-
ra. Tartu, 1962. 139 lk.

Jirimée, E. Integraalvorran-
did. Tartu, 1963. 103 Ik.

Jogi, E. ja Velsker, K. Ele-
mentaarmatemaatika iilesandeid. 1.
Tartu, 1963. 34 1k.

Tamme, E. Arvutusmeetodid.
I11. Funktsioonide lihendamine. Tar-
tu, 1963. 110 Ik.

Mendel, L. ja Mereste, U
Arvjoonised. Tartu, 1963. 116 lk.

34

Lepik, U. Valitud kiisimusi
teoreetilisest mehhaanikast. II. Kind-
la keha liikumine kinnispunkti iim-
ber. Tartu, 1963. 43 lk.

Soonets, K. Valitud kiisimusi
teoreetilisest mehhaanikast. IIl. Dii-
naamika iildvorrand ja selle raken-
dusi, Tartu, 1963. 50 lk.

Roots, L. Valitud kiisimusi
teoreetilisest mehhaanikast. IV, Ana-
]ﬁﬁ%iline mehhaanika. Tartu, 1963.
81 1k.

Tamm, M. Lineaaralgebra ja
lineaarprogrammeerimise  konspekt. .
TPl raamatupid. eriala iiliopilastele.
Tallinn, 1962. 1. osa: Lineaaralgebra.
40 lk. 2. osa: Lineaarprogrammeeri-
mine. 116 lk.

PERIOODIKA JA KOGUMIKUD

Tartu Riikliku Ulikooli Toimeti-
sed. Vihik 129. Matemaatika- ja
mehhaanika-alaseid téid. III. Tartu,
1962. 496 lk. Vene k.; resiimeed
cesti k. ning inglise voi saksa k.

Sisu:

Gabovits, I Poolrithmade endomor-
fismidest. Gabovits, J. Arhimeedilisell
jarjestatud Q-rithmadestt Rahula, M.
Uhest mitteholonoomse geomcetria aspek-
tist. Rahula, M. Dervitatsioonide ja-
da muutkonnal. Mullari, R. Mitme-
méotmelise eukleidilise ruumi maksimaal-
selt siimmeetrilistest pindadest. Lu-
miste, U. Kahemddtmeliste minimaal-
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Kogumikus «Matemaatika ja kaasaeg» hakatakse avaldama igas numbris
iilesandeid nii elementaar- kui ka korgema matemaatika valdkonnast. Ele-
mentaarmatemaatika iilesannete lahendamiseks piisab teadmistest keskkooli-
kursuse ulatuses, mistottu ootame ka keskkooliopilaste aktiivset osavottu.

Ulesannete lahendused tuleb 4ra saata poolteise kuu jooksul
peale nende ilmumist. Lahendused koos lahendajate nimedega avaldatakse
kogumiku iilejadrgmises numbris.

Uhtlasi poérdume kdigi lugejate poole palvega saata toimetusele aval-
damiseks omapoolseid originaalseid iilesandeid, mis on varustatud iikskasja-
like lahendustega.

Ulesannete lahendused ja uued iilesanded tuleb saata aadressil: Tarlu,
Lenini viljak 1, Eesti Pollumajanduse Akadeemia matemaatika kateeder.

A. Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1. Klassis on 24 dpilast. Neist 16 on matemaatikaringi, 13 kirjandusringj
ja 8 keemiaringi liikmed. Ukski opilane ei ole koigi kolme ringi liikmeks.
Oppeveerandi lopul said matemaatikas puuduliku hinde 5 opilast, kuid koigil
opilastel, kes t66tasid vahemall dhe ringi likkmena, oli matemaatikas hindeks
«hea» voi «rahuldav». Mitu épilast said matemaatikas hindeks «vdga hea»?
Mitu opilast t66tasid samaaegselt nii kirjandus- kui ka keemiaringis?

2. Ringjoone punktist A on {dmmatud diameeter AB ja vordsed koo-
lud AC ning AD. Diameetril AB on voetud vabalt mingi punkt P. Ldiku CP
on pikendatud Idikumiseni ringjooncga punktis E. Kédlud EB ja AD 16iku-
vad punktis F. Toestada, et FP | AB.

3. Lahendada vorrand:

2x-n sin x Osx COSx x osx
—————— ==(C0S 5 COS 57 ... COS 57 .
o 2 2% (0% o3 on
Sll’l',z—,l

4. Uhendame Euroopa kaardil iga linna temale l8hima linnaga (eeldu-
sel, et linnadevahelised kaugused on koik erinevad). Toestada, et iikski linn
¢i ole iihendatud rohkem kui viie naaberlinnaga.

5. Leida summa
3--33+4333...+333...33.

50 numbrit.

6. Kas on olemas niisuguseid tdisarve, mille ruut 1opeb nelja ihesuguse
nullist erineva numbriga?
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B. Ulesandeid kdorgemast matemaatikast

1. Leida x? kordaja avaldises

(.. ((x—2)2—2)2— ... —2)2
v
k sulgu

15

2. Ellipsisse pooltelgedega a=

— ja b=1 on joonestatud vord-
2y 13 :

haarne kolmnurk pindalaga S=%§- nii, et tema tipp asub ellipsi viiksema

telje otspunktis ning alus on paralleelne ellipsi suurema teljega. Leida kolm-
nurga korgus.

3. Leida funktsiooni y = arcsinlog,2(x +2) maaramispiirkond.
4. Arvutada
a—1—Vattax-t1
x>-2a+1—Va—ax+1
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