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MATEMAATILISE LOOGIKA POHIMOISTEID
A. Tauts ‘

Matemaatilise loogika moisteid ning meetodeid kasutavad tana-
pdeval peaaegu koik teadused. Sellepdrast on huvi selle ala vastu
tohutult kasvanud. Sageli pole teiste teadusalade esindajatel seal-
juures tarvis matemaatilist loogikat eriti pohjalikult tundma oppi-
da — piisaks vaid tutvumisest moningate pohimoistetega. Kahjuks
aga ei ole meil matemaatilise loogika kohta mingisugust eesti-
keelset populaarteaduslikku kirjandust!. Selle liinga kas voi osa-
lisekski tditmiseks anname jargnevalt lihiiilevaate kahevalentse
loogika kahe lihtsama osa — lausearvutuse ja esimest
jarku predikaatarvutuse poOhimdistetest.

Lausearvutuse iiheks tdhtsamaks pohimdisteks on lause.
Kahevalentses lausearvutuces loetakse lauseks igasugust vaidet,
mille sisu kohta vo6ib Gelda, et see vastab tegelikkusele voi ei vasta
tegelikkusele. Esimesi lauseid nimetatakse toesteks, teisi
vadradeks. Nditeks 2+ 2=4 ja New York asub Ameerikas
on toesed laused; 2 + 2 =5 ja Suvorov oli Noukogude Liidu mars-
sal on aga vidrad laused. Lause Napoleon oli suur mees ei kuulu
kahevalentse loogika uurimispiirkonda, sest ei ole selge, keda ja
millisel alusel voib lugeda suureks meheks.

Et meid huvitab loogikas ainult lause vahekord tegelikkusega
ja mitte tema sisu, siis vaatame iga lause puhul ainult seda, kas
ta on toene voi vaar, jattes koik muu korvale. Seega samastame
mottes koik toesed laused omavahel ja koik vddrad laused oma-
vahel, nii et 16puks saame ainult kaks erinevat vdidet — tdese ja
véddra. Neid nimetame t6evaddrtusteks ning tdhistame vas-
tavalt ¢ ja v. ,

Antud lausetest uute saamiseks kasutatakse loogilisi teh-
teid. Esimene neist on eitus. Seda tehet rakendatakse ainult
tihele lausele, kusjuures tulemuseks on lause, mis véidab vastu-
pidist esialgsele. On selge, et tdese lause eitus on vaar ja védra

! Tritkkimisel on kiilt 1. Kulli opik «Matemaatiline loogika», kuid- mui-
dugi pole sce moeldud pealiskaudseks tutvumiseks pohimboistetega.
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lause eitus toene. Eituse margiks on kriips lause iileskirjutuse

kohal, nditeks 2 + 2 =5 tihendab 2 liita 2 ei ole 5.

Konjunktsioon (ehk loogiline korrutamine) on tehe,
mida rakendatakse vihemalt kahele, iildiselt aga mis tahes 10p-
likule arvule lausetele. Selle sisuline tdhendus on sama, mis tavali-
ses keeles sidesonal «ja». Konjunktsiooni siimbol on & lausete
iileskirjutuste vahel. Néiiteks (2 + 2 =4)&(24-2=75) tdhendab
2 liita 2 on 4 ja 2 liita 2 on 5. Konjunktsiooni tulemuseks on lause,
mis on toene vaid siis, kui koik konjunktsiooni liikmed on toesed;
vastasel korral on konjunktsiooni tulemus vaar.

Disjunktsioon (ehk loogiline liitmine) on tehe, mida
rakendatakse samuti vidhemalt kahele lausele, iildiselt aga mis
tahes 1oplikule arvule lausetele. Tulemuseks on lause, mis vaidab,
et vihemalt itks ldhtelausetest on toene. Tavalises keeles vastab
disjunktsioonile sidesona «voi» mittevalistavas mottes, s.t. selles
mottes, et {ihe liikme kehtimine ei noua.veel teiste mittekehtimist.
Disjunktsiooni mérgiks on siimbol V tema liikmete vahel. Néiteks
disjunktsioon (0 > 1) V(2 4 2 =4) V(3= 2) tdhendab 0 on suurem
kui 1 06i 2 liita 2 on 4 vdi 3 vérdub 2-ga, ning saadud lause on
toene, sest tema teine liige on toene. Seega loeme disjunktsiooni
tulemuse toeseks, kui viahemalt iiks liikmetest on tdene; vastasel
korral on disjunktsiooni tulemus vaar.

Implikatsioon on tehe, mida rakendatakse kahele lau-
sele. Neid lauseid nimetatakse sealjuures vastavalt implikatsiooni
ees- ja tagaliikmeks. Implikatsiooni siimboliks on méirk > tema
liikmete vahel. Néditeks kui eesliiget tdhistada lithidalt tihega A ja
tagaliiget tdhega B, siis implikatsiooni iileskirjutus on A-> B,
Implikatsiooni tulemus loetakse véiraks vaid siis, kui eesliige on
toene ja tagaliige vadr. Koigil teistel juhtudel loetakse implikat-
siooni tulemus tdeseks. Tavalises keeles vastab implikatsioonile
sidesonade kombinatsioon «kui...siis». Kirjutus A > B tdhendab
seega kui A, siis B ehk A-st jareldub B. Kui A on vair, siis tava-
lises keeles loetakse A > B tdepoolest alati tdeseks, olenemata
lausest B, sest deldes kui A, siis B nouame me ju B kehtimist {iks-
nes tingimusel, et A kehtib. Kui aga A ja B on modlemad toesed,
siis loetakse A - B loomulikult tGeseks, sest tingimus, et B keh-
tib, kui A kehtib, on siis tdidetud. Kui 16puks A on tdene ja B
vadr, siis A > B tuleb lugeda viiraks, sest tingimus, et B keh-
tiks eeldusel, et A kehtib, ei ole niiiid tdidetud. ‘

Ekvivalents on tehe, mida rakendatakse kahele lausele
ja mille tulemusena saadud lause viidab, et liikmete toevaéar-
tused on iithesugused. Lausete A ja B ekvivalentsi kirjutame iiles
kujul A ~ B. :

Antiekvivalentsi rakendame samuti kahele lausele.
Tehte tulemus viidab, et liikmete toevdartused on erinevad. Lau-
sete A ja B antiekvivalentsi margime A = B.
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Toome 16puks veel loogiliste tehete tulemuste toevdartuste
tabeli: -

A |2 A | B |lA&BlAVB|A>B|lA~BlA~B
t v t I t t t t t v
v t t v v t v v t
v t v t t v LI 4
v v v v t t v

Et iga loogilise lehte tulemus on uus lause, siis voime sellele
omakorda tehteid rakendada. Tehete korduval rakendamisel voime
saada mitmesuguseid valemeid, nditeks: (AV B)>(A & C). Kui
liikmete toeviartused on teada, siis on ka kogu valemi toevadrtus
méadratud ja seda saab jark-jargult leida. Oletame, et viimases néi-
tes laused A ja C on toesed, B aga véar, siis on disjunktsioon A V B
toene, sest esimene liige on toene. Konjunktsioon A & C on samuti

toene, sest molemad liikmed on téesed. Jdrelikult on eitus A & C
vaar. Niiiid on aga implikatsioonis eesliige {oene ja tagaliige véar,
seega on implikatsiooni tulemus ja kogu vaadeldav valem véér.

Sageli kohtame struktuurilt analoogilisi lauseid, mis erinevad
vaid mingi neis esineva objekti poolest. Nditeks laused Moskva on
Néukogude Liidu pealinn ja New York on Noukogude Liidu pealinn
erinevad selle poolest, et seal, kus esimeses lauses on Moskoa,
on teises lauses New York. Samuti on laused 2<(3, 5§ <7 ja
8 <1 struktuurilt koik amaloogilised, erinevus on ainult neisse
paigutatud arvudes. Selliste lausete iihtseks késitlemiseks
tuuakse sisse moisted indiviid ja predikaat.

Indiviid on mingi objekt (toodud niidetes linn voi arv),
kusjuures peab olema kindlalt madratud objektide Kklass, kust
indiviid valitakse. Mones mottekdigus voib klasse ka palju olla,
sel juhul oeldakse, et tegemist on mitmesordilise predlkaatarvu-
tusega.

Predikaat tidhendab seda, mida antud indiviidi voi antud
indiviidide kombinatsiooni kohta viidetakse. Rakendades mingit
predikaati mingitele indiviididele, saame kas toese voi vddra lause.
Naiteks predikaat on Noukogude Liidu pealinn annab toese lause,
kui teda rakendada indiviidile Moskva; linnade klassi mis tahes tei-
sele objektile rakendatuna annab ta aga vdira lause. Lithendatud
iileskirjutuses kasutame predikaatide tdhistamiseks suuri ladina
tdhti, indiviidide tdhistamiseks aga véikesi ladina tahti. Predikaadi
rakendamisel saadavaid lauseid margime néiteks Px, Rxy jne. Et
2< 3 on toene, 3 <2 aga vaar lause, siis ndeme, et tihtis on
ka indiviidi positsioon lauses; seetottu tuleb vahet teha nditeks
lausete Rxy ja Ryx vahel.

Vastavalt indiviidide arvule nimetame predikaate iihekohalis-
teks, kahekohalisteks jne. Sealjuures ei ole sugugi noéutav, et
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n-kohalise predikaadi puhul soltuks fause sisu koigist # indiviidist.
Sisu voib soltuda ainult moénedest indiviididest nende hulgas (voi
isegi mitte iihestki), kusjuures iilejddnud indiviidid on fiktiiv-
s e d. Néiteks kahekohalise predikaadi R puhul vo6ib lause Rxy
sisu soltuda ainult indiviidist x, nii et mingi antud x korral on
Rxy tdhendus alati sama, olenemata indiviidist y. Sel juhul on y
fiktiivne. indiviid. Kiill tuleb aga noduda, et saaksime alati kindla
toevairtusega lause, niipea kui antud predikaadi koik » indiviidi on
fikseeritud. Nullkohalist predikaati moistame kui lihtsat lauset.
Et predikaat koos indiviididega moodustab lause, siis voib teda
ka valemisse asetada. Nii voime néiteks kirjutada valemi

(A & Px)V Rxy. See valem on omakorda lause, aga kui seal x ja y
tahendust muuta, siis muutub {ildiselt ka selle lause tdevaartus.
Niisugune valem, kui indiviidid temas lugeda muutuvaiks, on seega
tegelikult kahekohaline predikaat, sest ta vdidab midagi valemis
sisalduvate indiviidide kohta.

- Teatavate sageli esinevate lausete lithendatud iileskirjutamiseks
on voetud tarvitusele kaks siimbolit, mida nimetatakse kvan-
toriteks. Needon iildsuskvantor V ja olemasolukvantor 3. Kvan-
tor on seotud mingi indiviidide klassi siimboliga ja talle jargneb
predikaat, mis sisaldab midramata indiviidi sellest klassist. Kvan-
tor V tdhendab, et jargnev predikaat kehtib koigi antud klassi
indiviidide korral. Kvantor 3 tdhendab, et antud klassis leidub
niisugune indiviid, mille korral jargnev predikaat kehtib. Kirjuti-
sega Vx Px margitakse seega lauset: antud klassi iga indiviidi x
korral kehtib Px. Mingi kindla indiviidRle klassi ja kindla predi-
kaadi korral on iga niisugune lause muidugi kas toene voi vaar.
Kui vastav klass on seejuures tiihi 2, siis loeme lause Vx Px alati
toeseks, lause Ix Px aga védraks, olenemata predikaadist P.

Rakendades kvantorit n-kohalisele?*predikaadile, saame tulemu-
seks (n— 1)-kohalise predikaadi. Naiteks 3x Rxy on lause, mis
mingi kindla indiviidide klassi ja kindla predikaadi korral soitub
ainult indiviidist y. Selle lause loeme toeseks niisuguste indiviidide
y korral, mille jaoks leidub antud klassis indiviid x nii, et Rxy on
toene. Nende indiviidide y korral, mille jaoks sellist indiviidi x ei
leidu, loeme Ix Rxy vdidraks. Analoogiliselt loeme .Vx Rxy toeseks
niisuguste indiviidide y korral, millede puhul lause Rxy on toene
soltumata x valikust antud klassis. Ulejddnud indviidide y korral
loeme Vx Rxy véiraks.

Lause Vx Ay Rxy toevddrtuse arvutame jargmisel viisil. Et Rxy
on lause, mis olenevalt indiviididest x ja y voib olla kas téene voi
véér, siis 3y Rxy on toene vaid nende indiviidide x korral, mille
puhul leidub y nii, et Rxy on toene. Lause Vx 3y Rxy loeme seega
toeseks siis, kui iga x korral 3y Rxy on toene; see tdhendab, et iga
x korral peab leiduma y nii, et Rxy on toene.

2 S.t. et ei sisalda iihtki indiviidi.



it iga muutuvate indiviididega valem on samuti predikaat, siis
voime sellise valemi kvantori jarele asetada. Nii on lubatud néi-
teks kirjutis 3x(Px V Rxy). Sealjuures voib kvantori jarel olev
valem muidugi veel teisi kvantoreid sisaldada, néiteks:

vl (Px V 3y Rxy) & Qx].
Kvantori jidrel olevat valemit, mis véiljendab mingit viidet

kvantoriga seotud indiviidi kohta, nimetatakse kvantori mo-
jupiirkonnaks. Viimases ndites on Vx modjupiirkonnaks
(PxV 3y Rxy)& Qx, Jy mojupiirkonnaks aga Rxy.

Kvantori jédrel asuvat indiviidi nimetatakse kogu kvantori
mojupiirkonnas seotud indiviidiks. Indiviidi, mis valemis
seotud ei ole, nimetame v ab a ks. Naiteks valemis 3x (Px V Rxy)
on x seotud mdlvud y aga vaba indiviid.

Viimane moiste, millel me kéesolevas art1k11s peatume, on
funktor. See on eeﬂkm mis seab mingi klassi igale indiviidile
(voi indiviidide kombmatsmomle) vabtavusse fihe indiviidi kas
samast voi mingist teisest klassist. Niiteks funktor x -+ y seab
arvude klassi igale kahele indiviidile x ja y vastavusse mingi kol-
manda indiviidi arvude klassist; funktor x-i pealinn seab riikide
klassi igale indiviidile x vastavusse mingi indiviidi linnade klas-
sist. Rakendades viimast funktorit indiviidile Ameerika Uhendrii-
gid saame indiviidi Washington, rakendades sama funktorit aga
indiviidile Sveits, saame indiviidi Bern. Liihiiileskirjutuses tdhista-
takse funktoreid vaikeste kreeka tdhtedega, mille jdrel asetatakse
sulgudesse argumentide, s.o. nende indiviidide tahised, mil-
ledest funktori tahendus sdltub. Nii kirjutame w(x), o(x, y) jne.
Raégitakse iihe, kahe jne. argumendiga funktoritest. Seal]uures ei
ole noutav, et indiviid, mida funktor argumentidele vastavusse
seab, séltuks.’tingimata koigist funktori jarel kirja pandud argu-
mentidest. Ta voib soltuda ainult monedest nende hulgas (voi ka
mitte ithestki), kusjuures iilejddnud argumendid on siis fiktiiv-
s e d. Kiill tuleb aga nouda, et funktor seaks argumentidele vasta-
vusse alati mingi kindla md1v11d1 niipea kui koik argumendid on
fikseeritud. Null argumendlga funktor en mingi kindel indiviid,
sest tema tdhendus ei soltu millestki.

Et ka funktor koos fema jirel sulgudes olevate indiviididega
tdhendab indiviidi, siis voib ta paikneda predikaadi jdrel. See-
juures voib funktori argumendiks olla omakorda funktor. Naiteks
on moeldavad kirjutised Pu(o(x, y)) voi Po(u(x), o(x, y)).

Nagu juba oeldud, oli kdesoleva artikli eesmérgiks vaid mate-
maatilise loogika moénede pohimbistete tutvustamine. Sellepdrast
me nende moistete praktilist rakendamist siinkohal ei vaatlegi.
Kiill aga kavatseme vidhemalt moningatest rakendustest juttu teha
kogumiku «Matemaatika ja kaasaeg» jdrgmistes viljaannetes.
Kaesolev artikkel jddgu sellele teatavaks ettevalmistuseks..



NUMBRILISEST INTEGREERIMISEST

E. Tamme

Trapetsvalem on miidratud integraalide ligikaudseks arvuta-
miseks {iks lihtsamaid, aga ka suhteliselt vaikese tdpsusega vale-
meid. Nditame jdrgnevas lihtsa ja arvutuspraktikas edukalt
kasutatava votte tema baasil hoopis korgema tédpsusega numbrilise
integreerimise valemite moodustamiseks 1.

Trapetsvalemi abil arvutatakse méaaratud integraali

b .
JF(x) dx
lahisvaartus jargmisel teel. Integreerimislf)ik [a, b] jaotatakse n

vordseks osaks pikkusega h-=$. Jaotuspunktides x; =a -+ ih

arvutatakse integreeritava funktsiooni- vdartused f(x;) (i=0,
1, ..., n) ning integraali ldhisvaartuseks voetakse summa

Too= "2 [ 1(@) + F(x1) + F(x2) + .4 () + 5 £B)].

Integraali arvutamiseks suurema tdpsusega voib peenendada
jaotust. Trapetsvalemi abil leitud integraali ldhisvaartused, mis
vastavad 16igu [a, b] jactamisele 2n, 2%n, ..., 2%*n vordseks osaks,
tdhistame vastavalt To;, Too, . . TOk

Kui oleme arvutanud Ty mdek51 k mitme jarjestikuse viartuse
korral, siis saame moodustada uued, tavaliselt tipsemad mairatud
integraali lahisvaartused

1
T1k=T0k—|—g(T0k*—T0,k-1) (k=1, 2, ...),

1
Top=Tu+ 15 (T —Tie1) (k=23 ..)
ja iildiselt .
k—T,1k+ (T,l e—Tim1) (B=j,j+1,..).

! See vote on kirjeldatud artiklis E. Stiefel, Altes und Neues iiber nume-
rische Quadratur. — Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik, 1961,
Nr. 10/11, Ik. 408—413.
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Selline integraali ldhisvdartuste tdpsustamisprotsess- on liht-
~alt rakendatav nii kisitsi arvutamisel kui ka elektronarvutites. Ta
annab ka informatsiooni tulemuste tdpsuse kohta, sest esialgsele
tahendile lisatakse jarjest vdiksemaid parandusliikmeid. Tavaliselt
loetakse, et 16pptulemuse viga on vaiksem viimasest kasutatud
pa/randuslukmest

Kui T4, ja To, avaldada vahetult funktsiooni f(x) vaartuste kau-
du, siis ilmneb, et Ty, iihtib integraali 1&8hisvaartusega, mille saame
Simpsoni valemi abil, ja Ty, iihtib ldhisvdartusega, mille saame,
jaotades integreerimisloigu 2¢2n vordseks osaks ning rakendades
igas osas 5 ordinaadiga Newton-Cotesi valemit. Seega on meil
tegemist uute, praktikas kiillaltki sobivate arvutusskeemidega
nende kvadratuurvalemite jaoks. Jirgmised lahendid Tse, Tag, .- -
ei ole aga enam Newton-Cotesi valemi erijuhtudeks.

Et suurused T}, kujutavad suurema j korral teatud eeldusel toe-
poolest paremaid integraali ldhisvaértusi, seda saab pohjendada,
kasutades Euleri valemit 2

b . b—a A
[ (x) dx = T0k+2A( ) D (0) — [ (@)]

=1
+ A (b—,;—nﬁ)zmﬂ (b— a) fem2) (g),

kus £ on mingi arv a ja b vahel ning A; on teatavad konstandid,
millest esimesed vorduvad

1 1
h=—ip b=

1
30240 *

1

Az == — A4 = 1 209500 -

Euleri valem kehtib, kui funktsioon f(x) on 16igul [a, b] pidevalt
diferentseeruv 2m -+ 2 korda.
Euleri valemi p6hjal

To;z—ff(x) dx+12( ) P (6) — ' (@)]—

1 b_ 177 /74
— 755 (G5 ) 7 (0) — 7 @14 .
Seetottu
1 1
Tie=To+ 7 (Top— Ty, 1) =3 (4T, — Ty, k-1) ==
b—a

b 1 4
— [ Fdx+ g (T U7 0) =1 (@1 4.

Nieme, et kiillaldane arv kordi diferentseeruva funktsiooni f(x)
korral integraali 1dhisvaartuse T, viga vdheneb n ja 2 suurenemi-

2 Vt. nédit. Bepesunu, U. C. u )Kuaxkos, H. I, Meroas sbluucnaennii, I
M, 1962, lk. 291.
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sel ligikaudu vordeliselt suurusega (2%n)~2, aga Ty, viga ligikaudu
vordeliselt suurusega (2%n)~% Analoogiliselt saame néidata, et Ty
viga on ligikaudu vordeline suurusega (2%n)~% jne. Sellise olukor-
raga on tegemist muidugi juhul, kui f(b) —f(a) 540,
777(b) — [’ (a) 540, ... Kui aga moni neist suurustest vordub
nulliga, siis vastava ldhendi viga véheneb kiiremini. Juhul, kui
funktsioon f(x) on perioodiline perioodiga b — a, siis vorduvad
nulliga koik need vahed ning iilalkirjeldatud protsess ei anna
tavaliselt paremaid integraali ldhisvddrtusi. Viimati mainitud
juhul on trapetsvalem teatavasti iiks kdige kdérgema tdpsusega
numbrilise integreerimise valemeid.

Euleri valemi. abil saab ka niidata, et suurused T} kujutavad
vaadeldava integraali tépset vaartu%t kui f(x) on dlimalt
(2j -+ 1)-astme poliinonm.

ARVAMUSI MATEMAATIKAST !

Head kombed on iihiskonnale rohkem vddrt kui koik Newtoni arvutusmeelo-
did dhtekokku .
Saksa keisri Friedrich Il kirjast
D’Alembert’ile (1770)

ES *

Matemaatikud on mingi eriline sort prantslasi: kui nendega konelda, siis
1olgivad nad selle kohe oma keelde ja siis on see juba midagi hoopis muud.
J. W. Goethe

* & *

Tuntud poola matemaatiku Hugo Steinhausi <hiipoteesi> kohaselt keh-
tib loodusseadus, mida vdib sonastada kujul: «matemaatik teeb selle pareminis.
Nimelt kui kahele isikule, kellest iiks on ‘natemaatik, anda teha mingi neile
mdlemale vooras 106, siis tulemus on alali sama: matemaatik teeb selle pare-
mini.

'Vt ka Ik. 21 ja 76.
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KUBERNEETIKA TEOREETILISI PROBLEEME'!
A. A. Ljapunov, S. V. Jablonski

2, Kiiberneetika pohiiilesanded

Kiiberneetika probleemistikku voib liigendada omavahel sarna-
nevate kiisimuste kaupa riithmadeks, millest igaitks holmab prob-
leeme teaduse koige erinevamatest valdkondadest. Sonastades iga
rilhma probleemid viga iildisel kujul saame kiiberneetika pohiiiles-
.annete loetelu.

Juhtimissiisteemide uurimine on voimalik kahest vaatekohast:
makroskoopilise ja mikroskoopilise ldhenemisviisiga.

Makroskoopilisel uurimisel vaadeldakse ]uhtlmlssusteeml kui
nn. «musta kasti», mille sisemine ehitus on tundmatu véi peaaegu
tundmatu, Niisugune olukord tekib néiteks ligipdadsmatute juhtimis-
siisteemide tundmadppimisel (méngude jms. korral) voi mittepiisa-
valt uuritud struktuuriga juhtimissiisteemide késitlemisel (bioloo-
gias jms. aladel). Makroskoopilise ldhenemisviisi olemusé mééara-
vad moéningad juhtimissiisteemide erilised isedrasused. Eespool
antud kisitlusest-teame juba, et juhtimissiisteem on enamasti disk-
reetset laadi objekt, mis koosneb iildiselt suurest hulgast elemen-
taarsetest juhtimissiisteemidest (elementidest). Selle asjaolu tottu
on juhtimissiisteemil teatav kindel mikrostruktuur, kuid {ihtlasi on
ta vaadeldav ka makroskoopilise objektina. Kui juhtimissiisieem
on viga keeruline, siis on raske jilgida tema makroskoopiliste
-omaduste soltuvust mikroskoopilistest. Juhtimissiisteemi uurimise
esimestel etappidel kasutatakse tavaliselt makroskoopilist 1dhene-
misviisi (nditeks Pavlovi ldhenemisviis korgema néirvitegevuse
uurimisel jms.). Tuleb arvestada, et makroskoopiliselt pole juhti-
missiisteem tédielikult jalgitav; otseselt vaadeldavad on siin iiks-
nes skeemi poolused ja vilisméilu, kuid ka siisteemi kditumine.

Enne makroskoopilise uurimise algust pole meil iildjuhul teada
ei juhtimissiisteemi skeem ega temas toodeldava informatsiooni

! Kiesoleva artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, I. Tarfu, 1963,
1k. 14—20. — Artikkel on tdlgitud kogumikust [TpoGnembr kubGepHeTuxs, Bbmch9
M., 1963. Tolkinud. E. Tiit.
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iseloom, samuti ei tunne me veel juhtimissiisteemi koordinaate ega
funktsiooni. Algusest peale seisavad meie kasutuses vaid andmed
vaadeldava objekti otstarbe kohta ning meil on kas tugevalt liht-
sustatud voi hoopis ebamidirane kujutlus sellest objektist kui juh-
timissiisteemist. Seetottu peame koigepealt selgitama antud objekti
olemuse juhtimissiisteemina. ‘
Objekti niisuguse tdolgenduse saamiseks tuleb koostada tema
spetsiaalne matemaatiline kirjeldus, mida ldheb vaja jargneval
kiiberneetilisel uurimisel. Makroskoopilise vaatluse korval osutub
siin véltimatuks ka mikroskoopiline ldhenemisviis.
Makroskoopilise uurimise valdkonda kuulub neli pohiiilesannet.

1. Informatsioonivoogude viljaselgitamine

Lahtume sellest, et antud objekti otstarbe kohta on meil juba
midagi teada. See voimaldab asuda objekti poolt taotletava ees-
maérgi tapsele sonastamisele. Objekti eesmérgi teadmine on darmi-
selt tdhtis, kuna see voimaldab — tGsi kiill, esialgu puhtsisulisel
(mitte formaalsel) tasemel — selgitada, missugune informatsioon
on juhtimissiisteemi jaoks oluline ja missugune mitte. See oma-
korda annab voimaluse jdtta vaatlusest vélja seda informatsiooni,
mis ei puutu vaadeldavasse kiisimusse. Siinjuures tuleb eristada
informatsiooni, mille imberté6tamine meid vahetult huvitab (muu-
tujate arvulised vaartused valemites, stiimulite olemasolu voi puu-
dumine jne.), ning informatsiooni, mis ei huvita meid vahetult, kuid
mis on oluline tulemuse saamiseks; 10puks tuleks eristada ka infor-
matsiooni, mis on vajalik juhtimissiisteemi funktsioneerimisel
(programmis on see antud hetkel todtava operaatori teadmine,
males — teadmine, kumb méangijaist on kédigul jne.). Esimese infor-
matsioonitiiiibiga on seotud nn. vélismélu, teise tiiiibiga — sise-
mélu ning kolmandaga skeemi poolused, mille kaudu on korralda-
tud ithendus véliskeskkonnaga. Informatsioonivoogude selgitamisel
peame seega koigepealt vélja eraldama vélisméalu. Sisemalu ehitus
ei ole meile makroskoopilisel vaatlusel vahetult kdttesaadav. Edasi
mairatakse skeemi poolused ja nende iseloom, s. t. tehakse kind-
laks, millised neist on sisendid ja millised vdljundid.

Informatsioonivoogude viljaselgitamise iilesanne nouab seega
sisuliselt juhtimissiisteerni skeemi esialgset analiilisi, mille ees-
mérgiks on valismidlu ja pooluste méaramine. Uldiselt lahenda-
takse see iilesanne puhtsisulisel, mitte formaalsel tasemel.

2. Informatsiooni koodi selgitamine
Juhtimissiisteemi milu jaguneb vilis- ja sisemédluks. Nagu
ndgime, on informatsioon, millega tuleb tegelda makroskoopilisel

kéasitlusel, seotud vilismdluga. Nimelt just selle informatsiooni
suhtes toimib juhtimissiisteem masinana: kui juhtimissiisteem on
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mingil ajamomendil mingis teatud olekus ja votab oma vélismélu
kaudu vastu mingit informatsiooni, siis muudab ta iihelt poolt oma
olekut, kuid teiselt poolt valJastab ithtlasi teatavat kindlat infor-
matsiooni. Seejuures avaldub niihdsti vastuvoetav kut ka valjas-
tatav informatsioon mingite elementaarsignaalide siisteemide
kaudu. Tekib kiisimus: kuidas on informatsioon véilismélus kodee-
ritud, millised informatsiooni kodeerimise ja dekodeerimise eeskir-
jad kehtivad juhtimissiisteemis?

Detailsemas késitluses voib informatsiooni téotlemist kirjel-
dada jérgnevalt.

On olemas mingi ndhlus (nditeks matemaatiline iilesanne, fiiii-
sikaline olukord vms.). Seda néhtust iseloomustab mingi informat-
sioon (nditeks iilesande arvuliste andmele, teatavate stiimulite ole-
masolu voi puudumise ndol jne.). Mingil ajamomendil siseneb
antud informatsioon mingi koodina juhtimissiisteemi vélismallu.
Sellega kaasneb esmase informatsiooni iimberkodeerimine teata-
vaks malu olekuks. Vahel on juhtimissiisteem voimeline ise vahe-
tult informatsiooni vastu vo6tma ja niisugust kodeerimist auto-
maatselt toimetama (nditeks iselugevates seadeldistes). Edasi
teostub informatsiooni téétlemine juhtimissiisteemis ning jargmi-
sel ajamomendil annab juhtimissiisteem oma véalismilusse sig-
naali, mis jallegi tdhendab kodeeritud informatsiooni. Viimaks toi-
mub informatsiooni 16plik dekodeerimine.

Seega piistitab juhtimissiisteemide uurimine kodeerimissiistee-
tide uurimise, erinevate kodeerimissiisteemide vordlemise fiiles-
ande. Seoses jargneva iilesandega — juhtimissiisteemide siintee-
siga — on oluliseks kiisimuseks etteantud omadustega, nditeks
minimaalse liiasusega kodeerimissiisteemide loomine. Teisest kiil-
jest tuleb kodeerimissiisteemide loomisel selgitada, kas neil on tea-
tavaid omadusi, néiteks kas kodeerimissiisteem véimaldab dekodee-
rimist iiheselt, kas dekodeerimise eeskiri annab tulemuse Iopliku
aja véltel, jne. Nimetatud probleemistikku uurib kodeerimisteooria,
mis moodustab ithe osa informatsiooniteooriast.

3. Juhtimissiisteemi funkisiooni selgitamine

Teades «sisenevat» ja «védljastatavat» informatsiooni voime
hakata mddrama uuritava juhtimissiisteemi funktsiooni. On téiesti
arusaadav, et siinjuures ei moelda kogu funktsiooni leidmist
(makroskoopilisel 1dhenemisel on see iildiselt voimatu), vaid ainult
funktsiooni iiht komponenti, mis on seotud vélismilu olekuts {ei-
sendamisega.

Raidkides «sisenevast» ja «véljastatavast» informatsioonist
seostame neid paratamatult teatavate ajahetkedega. See aga eel-
dab ajaskaala moodustamist, s. t. tuleb selgitada, millistel momen-
tidel voib informatsioon juhtimissiisteemi siseneda ja millistel mo-
mentidel toimub informatsiooni viljastamine juhtimissiisteemist.
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Muuhulgas lahendatakse siin ka kiisimus, kas informatsiooni toot-
lemine véltab {iks v8i mitu takti. Viimasel juhul méaaratakse aja-
sammu pikkus, milleks korraldatakse vajalik seeria katseid. Edasi
selgitatakse eksperimentaalselt sisend- ja valjundinformatsiooni
vahelise seose iseloom. Siinjuures tehakse kindlaks, missugust
tiiiipi on informatsiooni t66tlemine: kas determineeritud voi juhus-
lik. Esimesel juhul méirab ajamomendil Ty sisenev informatsioon
itheselt jargmisel ajamomendil T; viljastatava informatsiooni. Tei-
sel juhul on sisend- ja vdljundinformatsiooni vaheline seos juhus-
liku iseloomuga.

Lopuks antakse informatsiooni tootlemise funktsionaalne kir-
jeldus. Selleks on vaja esiteks kiillalt tdielikku eksperimentide
komplekti ja teiseks informatsiooni koodkirjelduste tundmist.
Funktsionaalse iseloomustuse koostamiseks voetakse koikvoimali-
kud antud ajamomendile eclnevail momentidel sisenenud informat-
sioonikogumid. Iga kogumi jaoks leitakse voimaliku véljastatava
informatsiooni loetelu. Kui juhtimissiisteemis toimub infor-
matsiooni determineeritud t6o6tlemine, siis saame iga konk-
reetse sisendinformatsiooni jaoks alati ithesuguse viljundinformat-
siooni. See annab meile funktsiooni, mis kirjeldab seost sisend- ja
véljundinformatsiooni vahel. Seda funktsiooni voib siis juba aval-
dada kas Boole’i algebra voi mitmevalentse loogika vo6i hoopis
rekursiivsete funktsioonide vms. terminoloogias. Ku1 aga informat-
siooni todtlemine juhtimissiisteemis on juhuslik, siis ei soltu
valjundinformatsioon sisendinformatsiooni  kogumist iiheselt.
Seda tulemust iseloomustatakse koikvGimalike vialjundinformat-
sioonide loeteluga ja jaotusseadusega, mis kirjeldab ithe voi teise
selles loetelus sisalduva viljundinformatsiooni esinemise toenio-
sust. Seda voib esitada kas tGendosusloogika terminoloogias, voi
juhuslike elementaaraktide operaatorite ja algoritmide terminoloo-
gias, voi juhuslike protsesside teooria vahenditega jne. Selle kiisi-
musega on tihedalt seotud veel teine probieem: moodustada funkt-
-sionaalne siisteem operatsioonidega, mis voimaldaksid kirjeldada

informatsiooni to6tlemist.

4. Juhtimissisteemide funktsioneerimise uurimine

Tervel real juhtudel, eriti kui on tegemist naaberteaduste objek-
tiks olevate juhtimissiisteemidega, nagu peaaju, majanduslike
seoste siisteem jne., tekib kiisimus juhtimissiisteemide funktsio-
neerimise uurimisest. See iilesanne on oluline ka sellepirast, et
keerukate juhtimissiisteemide puhul ei onnestu sageli nende funkt-
sioone lopuni vélja selgitada. Sel juhul jdab ainsaks voimaluseks.
uurida siisteemi funktsioneerimist, kusjuures eesmérgiks on oppida
juhtimissiisteemi paremini tundma. Arusaadavalt on selline uuri-
mine kastlik niihasti antud juhtimissiisteemide tunnetamise seisu-
kohast kui ka nendes avastatud funktsioneerimisprintsiipide ini-
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mese heaks rakendamise seisukohast (selleks katutatakse model-
leerimist).

Kui vaadelda juhtimissiisteemi sidekanalina, siis tekib terve
kompleks kiisimusi, mis on seotud selle kanali funkisioneerimisega.
Siia kuuluvad néiteks niisugused {ilesanded, nagu kanali l4bilaske-
voime hindamine,; kanali miirakindluse uurimine jms. Nende kiisi-
mustega tegeleb informatsiooniteooria.

Juhtimissiisteemi vaadeldakse sageli ka mingisugust teeninda-
mist sooritava siisteemina. Teenindamissiisteemiks on nditeks
tdnavaliiklust reguleeriv automaat. Niiiid tulevad lahendada jérje-
korra tekkimise iilesanne, ooteaja hindamise iilesanne jne. Selliseid
iilesandeid kisitleb massilise teenindamise teoorla (ehk jarjekorra-
teooria)..

Monikord pakub. huv1 unurida juhtimissiisteemi kaitumist tema
‘eesmirgi saavutamise seisukohast. Niisugune olukord tekib méan-
gude algoritmide vaatlemisel. Vastav kiisimustekompleks kuulub
méanguteooria ning lineaarse ja diinaamilise planeerimise vald-
konda.

Oluline uurimissuund on ka erinevate juhtimissiisteemide kai-
tumise vordlemine. Siia” kuuluvad muuhulgas moisted nagu kéiitu-
mise otstarbekus, oppimine jne.

Lopuks on vaja tundma oppida ka juhtimissiisteeme terv1kuna
ldhtudes nende funktsioneerimise uurimisest. Siin selgitatakse néi-
teks tagasiside olemasolu voi puudumine juhtimissiisteemis, hinna-
takse sisemdlu mahtu jne. Niiviisi avanevad moningad voimalu-
sed heita pilku ka «musta kasti» sisemusse.

Tuleb mirkida, et makroskoopiline uurimine jéab paratamatult
piiratuks, mistottu ta ei voimalda' juhtimissiisteemi ehitust téielikult
selgitada. Muuseas on ilmne, et makrouurimine ei anna peaaegu
mingit kujutlust ]uhtlmlssusteem1 skeemi ehitusest. Tavaliselt ei
voimalda ta leida ka juhtimissiisteemi taielikku funktsiooni, sest
siisteemivilise eksperimendiga ei saa avastada siseméilu olekute
muutumise iseloomu ega skeemi teisenduste toimumist (esinevad
nditeks programmi t66. puhul). Sellele vaatamata on makroskoo-
pilisel lahenemisviisil suur tadhtsus juhtimissiisteemide uurimises,
isedranis selle algjirgus.

Pérast makroskoopiliste uuringute lopetamist jargneb parata-
matu iileminek mikrokésitlusele. Mikroskoopilisé uurimise voima-
likkus on tingitud sellest, et juhtimissiisteem on liigendatav ele-
mentaarsiisteemideks. Viimaste arv vdib aga olla kiillaltki suur,
mis tekitab tosiseid raskusi ja tingibki vajaduse tugineda makro-
skoopilise kdsitluse andmetele. Nagu alati, on ka siin iseloomulik
mitte fiksikute juhtimissiisteemide, vaid tervete juhtimissiisteemide
klasside vaatlemine.

Mikroskoopilise uurimise valdkonda kuuluvad jargmised
kaheksa iilesannet.
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5. Juhtimissiisteemi elementide selgitamine

Mikroskoopiline uurimine algab alati elementaarsete juhtimis-
siisteemide eristamisega koigis vaadeldavates juhtimissiisteemides,
mis kokku moodustavad teatava klassi. Seega tehakse koigepealt
kindlaks «ehituskivid», millest juhtimissiisteemid koosnevad.
Viga oluline on silmas pidada, et selline tiikeldamine on iildiselt
teostatav mitmel viisil ja n.-6. erinevas modtkavas. Toome selle
kohta niiteid. Arvutusmasina puhul voib «ehituskivideks» lugeda
terveid selle masina s6lmi voi funktsionaalseid blokke voi iiksikuid
raadiodetaile. Aju uurimisel voib «ehituskividena» vaadelda nii-
hasti ajupiirkondi, mis tdidavad erinevaid funktsioone, kui ka heu-
roneid. Arvutusprogrammi uurimisel voivad «ehituskivideks» olla
kas algoritmi osadele vastavad operaatorid voi elementaaraktidega
seotud iiksikud kdsud. Seega on «ehituskive» voimalik valida erine-
val tasemel, ning iga valik annab erineva juhtimissiisteemi.

Kiisimus, mida lugeda «ehituskiviks», on seotud hulga sisuliste
tegurite arvestamisega. Nditeks, kui «ehituskivid» valitakse liiga
«suured», siis jddvad paljud antud objektiga seotud ndhtused para-
tamatult selgitamata. Kui «ehituskivid» on «vaikesed», siis on pohi-
motteliselt kiill iga ndhtus seletatav, kuid see seletus kujuneb dar-
miselt keeruliseks ja kohmakaks. Seega valmistab juhtimissiisteemi
uurimine ka sel juhul raskusi. «Ehituskivide» mootkava valik ole-
neb objekti uurimisel piistitatud eesmérgist ning on «ehituskivide»
eristamise juures koige olulisem moment.

Kui koik «ehituskivid» on juba leitud ja klassifitseeritud, siis
tuleb hakata nende elementaarsete juhtimissiisteemide omadusi
ldhemalt uurima. Seda tehakse makroskoopilise kisitluse vahendi-
tega ja see nouab alati erialaseid teadmisi valdkonnas, kuhu kuu-
luvad vaadeldavad objektid.

6. Elementidevahelisie seoste selgitamine

Elementaarsete «ehituskivide», s. t. juhtimissiisteemi elementide
eristamisele jargneb elementidevaheliste seoste uurimine. Siin tule-
vad arvesse ainult niisugused seosed, mis on antud objekti funkt-
sioneerimiseks olulised. Erilist tdhelepanu pooratakse sellele, kui-
das on omavahel geomeetriliselt {ihendatud elementide poolused.
Tuleb markida, et «fiiisiliselt> vdivad need seosed realiseeruda
oige mitmeti. Nditeks aritmeetiliste avaldiste puhul vdljendub seos
stimbolite korrastatud paigutuses, arvuti puhul — juhtmete {ihen-
dusviisis voi elektromagnetiliste vdljade mojus vms., ndrvikoes on
seosed organiseeritud aksonite ja siinapsite kaudu, jne.

Maiidranud uuritavas objektis koik olulised elementidevahelised
seosed, saame lopuks voimaluse kirjeldada teda juhtimissiistee-
mina, kuna meil on niiiid teada niihasti tema skeem, informatsioon,
koordinaadid kui ka funktsioon. Sellega ithenduses pakub suurt
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huvi moningate topoloogiliste kiisimuste uurimine. Siinkohal voiks
meenutada selliseid, nagu 16plike meetriliste ruumide uurimine,
graafidé ja vorkude teooria jms. T

Edasiste iilesannete eesmirgiks on juhtimissiisteemi kui ter-
viku uurimine.

7. Juhtimissiisteemi algoritmeerimine

Tavaliselt on meil tegemist mitte iithe juhtimissiisteemiga, vaid
terve juhtimissiisteemide klassiga.- Antud klassi kuuluvate siistee-
mide uurimine on pohimatteliselt voimalik dsjakirjeldatud viisil.
Muuseas voib katselisel teel leida juhtimissiisteemide funktsionaal-
sed karakteristikad. Niisuguse eksperimendi mahukus tekitab siin
aga olulisi raskusi. Moningatel juhtudel, kui vaadeldakse alles
loodavaid juhtimissiisteeme (néiteks arvuti projekt), on funktsio-
naalsete karakteristikate katseline leidmine hoopis voimatu. See-
tottu tekib probleem, kuidas neid leida ilma eksperimendita. Sel-
leks annab voéimaluse juhtimissiisteemide algoritmeerimine. Lei-
takse nimelt algoritm ehk eeskiri, mis vdoimaldab antud klassi iga
juhtimissiisteemi jaoks méarata skeemi, informatsiooni ja koordi-
naatide jargi funktsionaalset karakteristikat. Selles mottes on algo-
ritmeerimine juhtimissiisteemide modelleerimise iildine meetod.

Selliselt leitud funktsionaalne karakteristika voib iihtida katse-
liselt saaduga; sel juhul osutub algoritmeerimine antud juhtimis-
siisteemi jaoks tdpseks. Matemaatilise kirjelduse ligikaudsuse tottu
juhtub aga sageli, et algoritmeerimine ei ostitu vaadeldavas klas-
sis tdpseks mitte koigi juhtimissiisteemide puhul. Niisugune olu-
kord voib esineda elektriliste skeemide klassi kirjeldamisel, ling-
vistika valdkonda kuuluvate juhtimissiisteemide korral jne. Sel-
lega seoses kerkib kiisimus algoritmeerimisest, mis oleks antud
klassis tdpne kiillalt suure hulga juhtimissiisteemide puhul.

Algoritmeerimise protsess eeldab piiratud mahuga eksperimendi
sooritamist. Koigepealt leitakse katselisel teel funktsionaalsed
karakteristikad elementidele, seejérel selgitatakse eksperimentaal-
selt, kuidas skeemi iiksikelementide funktsioonide ja nendevaheliste
seoste pohjal saaks leida juhtimissiisteemi tegelikku funktsionaal-
set karakteristikat. Tulemusena saadakse algoritm, mis elemen-
taarsetele juhtimissiisteemidele (elementidele) rakendatult annab
nende tegelikud funktsionaalsed karakteristikad ja annab mingi-
sugused funktsionaalsed karakteristikad antud klassi iilejaanud
jublimissiisteemidele. Juhul, kui algoritm on onnestunult
konstrueeritud, iihtivad saadud funktsionaalsed karakteristikad
suurema osa juhtimissiisteemide puhul tegelike karakteristikatega.
Algoritmeerimise kvaliteeti kontrollitakse ka katseliselt.

Jéirgnevad/ iilesanded voivad esineda niihdsti algoritmeeritud
kui ka algoritmeerimata juhtimissiisteemide korral.
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8. Juhtimissiisieemide analiiiis

- Juhtimissiisteemide uurimisel on sageli vaja leida nende kohta
taielikumaid andmeid voi tdpsustada moningaid nende omadusi.
Niiteks tuleb maarata juhtimissiisteemi funktsioon, kui on teada
skeem, koordinaadid ja informatsioon, voi on tarvis selgitada, kas
antud juhtimissiisteemidest saab «ehitada» uut juhtimissiisteemi,
mis kdituks teataval ettendhtud viisil. Niisugused iilesanded kuulu-
vad juhtimissiisteemide analiiiisi valdkonda.

Peatume pisut detailsemalt juhtimissiisteemide analiiiisimise
ilesandel. Nagu juba méargitud, tuleb sageli skeemi, informatsiooni
ja koordinaatide jargi leida juhtimissiisteemi funktsioon. Erinevalt
funkisiooni selgitamise iilesandest makrokésitlusel noutakse siin
niisuguse funktsiooni leidmist, mis kirjeldaks mitte iiksnes sise-
malu olekute tootlemist, vaid ka skeemi, koordinaatide ja funkt-
siooni enda muutumist. Osaliselt tekib see iilesanne juba algorit-
meerimise etapil. Suurimat huvi pakub ta siiski algoritmeeritud
juhtimissiisteemide puhul, sest teda saab siin lahendada ilma eks-
perimendita. Juhtimissiisteemi funktsiooni ehk, nagu me seda nime-
tame, juhtimissiisteemi tdieliku funktsiooni teadmine voimaldab
maidrata paljusid tuletatud funktsionaalseid karakteristikaid. Nende
hulgas on eriti olulised niisugused funktsionaalsed karakteristikad,
mis kirjeldavad vilismilu olekute tootlemist. Niiteks programmi
puhul tdhendab téielik funktsioon jadrjekordset teisendust, kuid tule-
tatud funktsiooniks voib lugeda algandmete (vélismidlu ldhte-
oleku) teisendust saadud tulemuse andmeteks (vélisméilu vasta-
vaks loppolekuks). Et jargnevate iilesannete sonastamisel on kasu-
tatud mitte tdielikku, vaid tuletatud funktsiooni, siis kirjutame
edaspidi (vélja arvatud p. 11) lithiduse mottes «tuletatud funkt-
siooni» asemel «funktsioon».

Edasi kuulub siia ka kiisimus elementide kogumi taielikkusest.
Seda kiisimust saab sdonastada jargnevalt. On antud mingi funkt-
sioonide hulk ja mingisugune elementide (elementaarsete juhtimis-
siisteemnide) hulk; tuleb otsustada, kas vastavalt antud hulga igale
funktsioonile on vdimalik antud elementide abil konstrueerlda juh-
timissiisteemi, millel oleks just see funktsioon.

Lopuks huvitab meid sageli juhtimissiisteemi iildine kditumine
(funktsioon). Naiteks kaupade transportimise iilesandes 1aheb meil
vaja transpordiplaani, tdnavaliikluse reguleerimise iilesandes —
reguleerimisalgoritmi. Siinjuures méédrab kiisimuse lahendamine
tavaliselt mingi kriteeriumi juhtimissiisteemi kditumise hindami-
seks. Toodud néiteis on vaja anda hinnang transpordiplaanile ja
juhtimisalgoritmile. Vastavalt hindamisalustele tuleb valida antud
tlitipi juhtimissiisteem, mille kditumine oleks parim (optimaalne).
Sedalaadi iilesanded on tdhelepanu keskpunktiks niisugustes
distsipliinides, nagu massilise teenindamise teooria, manguteooria,
lineaarse ja diinaamilise planeerimise teooria.
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9. Juhtimissiisteemide siintees

Juhtimissiisteemide siintees on mones mottes pdordiilesanne
ahlimissiisteemide analiiiisi suhtes. Ulesanne piistitatakse jargmi-
¢Il. On antud mingi funktsioonide klass ning selle klassi jaoks
siclik elementide kogum. Nendest elementidest tuleb moodustada
~tleantud funktsiooniga juhtimissiisteem. Uldiselt on siinteesiiiles-
mdel mitu lahendit, mistottu tekib kiisimus, millist lahendit eelis-
tada. See soltub krlteerlumlst mis midrab iihe juhtimissiisteemi
parcmuse vorreldes teisega. Seega tuleb koigepealt leida kritee-
rm, mis vastaks iilesande isedrasustele. Sellega on iilesandeseade
L npbustatud ning niiiid toéotatakse vélja optimaalsete juhtimissis-
teemide siinteesi meetodid.

Et optimaalsete juhtimissiisteemide siinteesimine nduab projekti
koostamist ning selleks kulub kiillaltki palju t66d, siis tekib Kkiisi-
mus, kuidas saaks optimaalse projekti leidmist automatiseerida.
Scdalaadi probleemistikuga kohtume nditeks programmeerimise
teoorias, iihest keelest teisesse tolkimise iilesandes jne. Seoses
juhtimissiisteemide siinteesi iilesandega tuleb sageli uurida veel
~linteesialgoritmide t6hususe kiisimusi.

10. Juhtimissiisteemide ekvivalentsed teisendused

Kaks juhtimissiisteemi on ekvivalentsed, kui nende funktsioo-
nid on samased. On ilmne, et iikski siisteemivaline katse ei voi-
malda ekvivalentsete juhtimissiisteemide vahel vahet teha. Ule-
minekut mingilt juhtimissiisteemilt temaga ekvivalentsele siistee-
mile nimetatakse samasusteisenduseks. Juhtimissiisteemide sama-
susteisenduste uurimine on oluline iilesanne. Eriti suurt huvi pakub
koigi moeldavate samasusteisenduste kirjelduse leidmine. See
annab pohimottelise véimaluse kasutada samasusteisendusi juhti-
missiisteemi optimiseerimiseks. Jarelikult voib samasusteisenduste
uurimist rakendada juhtimissiisteemide siinteesi iilesande lahen-
damisel. Tdhtis on uurida ka juhtimissiisteemide «lihtsustamise»
algoritme, milles kasutatakse samasusteisendusi.

11. Juhtimissiisteemide evolutsioon

Votame siin ajutiselt uuesti kasutusele juhtimissiisteemi téie-
liku funktsiooni moiste. On ilmne, et oma funktsiooni mojul tei-
sendub antud juhtimissiisteem uueks juhtimissiisteemiks. Teisenda-
mise tulemused vdivad juhusest soltuvalt olla mitmesugused. Néi-
teks mingis maleseisus tehtud kédik annab uue ‘seisu, mis s6ltub
kdigu valikust. Saadud juhtimissiisteemile uuesti tema funktsiooni
rakendades saame iildiselt jdlle uue juhtimissiisteemi, jne. Niisu-
gusel viisil kujunenud (loplikku voi lopmatut) siisteemide jada
nimetatakse juhtimissiisteemi evolutsiooniks. Et igal sammul tuleb
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kone alla hulk erinevaid teisendusi, siis voib antud juhtimissiisteem

.evolutsioneeruda paljudel erisugustel viisidel. Malemingu naite
korral avaldub evolutsioon konkreetse partiina; koigi moeldavate
partiide -hulk méairab kdik evolutsiooni viisid.

Juhtimissiisteemide evolutsiooni uurimine on tdhtis iilesanne.
Eriti huvitav on jirgmine kiisimus: on antud kaks juhtimissiis-
teemi; kiisitakse, kas on voimalik evolutsiooniline iileminek iihelt
teisele. Male puhul tdhendaks see otsustamist, kas anfud seisust
on voimalik voita, s. t. minna iile voiduseisule. Niisugused kiisimu-
sed on vdga olulised ka bioloogias ‘(néiteks touaretuses).

Monikord on voimalik elementaarseid iileminekuid «juhtida».
Males toimub selline juhtimine méngija kogemuste varal, evolut-
sioonilises bioloogias kasutatakse valiku meetodit. Niimoodi saab
evolutsiooni «juhtida». Siit tuleneb omakorda evolutsiooni «juhti-
mismeetodite» viljatédtamise, s. . evolutsiooni algoritmide koos-
tamise ja uurimise kiisimus. Vastavaid probleeme kéisitlevad man-
guteooria ja diinaamilise planeerimise teooria.

12, Juhtimissiisieemide to6kindluse uurimine

Juhtimissiisteemide funktsioneerimisel on voéimalikud héired,
s. t. korvalekaldéd noutavast reZiimist. See tingib vajaduse uurida
juhtimissiisteemide téokindlust. Siisteemi hiirete pohjuseks voi-
vad olla niihédsti vdlismilusse siseneva informatsiooni moonutu-
sed kui ka {iksikutes elementides tekkinud hiired.

Koigepealt tuleb muidugi selgitada voimalike hiirete allikas
ning klassifitseerida koik sellest allikast olenevad korvalekalded.

Juhul kui on teada, et ldhteinformatsioon on moonutatud, ning
kui on teada moonutuste konkreetne iseloom, saab lahteinformat-
siconi kasutatavust kindlustada kahel viisil. Esimene eeldab usal-
dusvdirsema kodeerimissiisteemi rakendamist. See toob kaasa
miirakindlate koodide loomise iilesande (teatava miirade klassi
jaoks), mis on informatsiooniteooria kesksemaid iilesandeid. Suu-
rimaid raskusi valmistab siin sobiva kompromissi leidmine, sest
itheaegselt tuleb tagada ka informatsioonikanali voimalikult suur
labilaskevoime ning kodeerimis- ja dekodeerimisalgoritmide liht-
sus. Teine viis seisneb juhtimissiisteemi enda «stabiilsuse» kind-
lustamises sobiva sisestruktuuri abil. Umbes niisugune lahendus
esineb néiteks homoostaadi tiiiipi siisteemides.

Tuleb maérkida, et teine viis on perspektiivsem, kuigi ta ei voi-
malda héireid tédielikult korvaldada. Molemad viisid eeldavad juh-
timissiisteemi iimberehitamist ning ei anna mitte midagi juhul, kui
see el ole teostatav.

Vaatleme niiiid teist voimalust: olgu teada, et juhtimissiisteemi
ebakindlust voib pohjustada tema elementide mitteusaldatavus.
Kui sealjuures juhtimissiisteem ise on ette antud, siis tekib kiisi-
mus, kuidas saaks teda sellest hoolimata kasutada. See toob kaasa
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juhtimissiisteemi funktsioneerimise kontrolli iilesande, mis eeldab
liiirete otsimise meetodite loomist. Kui aga juhtimissiisteemi veel
¢1 ole ning ta tuleb antud elementidest alles ehitada, siis seisneb
irobleem selles, kuidas mitteusaldatavatest elementidest luua t66-
Lmdlat ]Llhtll’l’ll%Sl.lStQCH‘ll Pohikiisimuseks kujuneb niiiid niisuguste
algoritmide otsimine, mis voimaldavad konstrueerida tookindlaid
juhtlmlssusteeme ja fihtlasi saavutada nende optimaalsust.

Kiiberneetika pohiiilesannete siintoodud loetelu ei saa muidugi
loplikuks lugeda. Kuid juba seegi voimaldab koostada kiibernee-
tika valdkonnas iihtset ja kiillalt tdielikku uurimist66de programmi.
Need 166d eeldavad nii matemaatilise aparatuuri ja mitmete
konkreetsete teadusalade teoreetiliste tulemuste kasutamist kui ka
cksperimentaalseid uurimusi.

(Jirgneb)

ARVAMUSI MATEMAATIKAST '

Saksa reaktsiooniline idealistlik filosooi A. Schopenhauer (1788—1860) on
korduvalt piiiidnud arveid diendada ka matemaatikaga. Muuseas on ta esita-
nud jargmisi «kaalukaid» vastuvéiteid:

Me nouame igasuguse loogilise pohjenduse taandamist nditlikuks; seevastu
matemaatika, nii nagu ta Eukleidese poolt teadusena rajati ja nagu ta tindseni
iildiselt ka on fddnud, piidab usinalt ja suurf vaeva néihes meelega kbrvale
heita kogu nditlikkust ja silmandhtavust, mis on tema jaoks iseloomulikud ja
kbikjal ldhedased, selleks et neid asendada loogilisega. Vigisi kipud arvama,
et see on niisamuti, nagu l6ikaks keegi endal jalad maha, et karkudega kdima
hakata . . .

Et koik, mida Eukleides tdestab, on just sedamoodi, sellega tuleb vastu-
olulause sunnil néustuda: miks see aga on niimoodi, seda me teada ei saa.
Seetottu lekib peaaegu sama ebamugav tunne, nagu pdrast mustkunstniku
Irikki, ja tdepoolest on enamus Eukleidese tdestusi millegi niisugusega hdm-
mastavalt sarnased. Peaaegu alati astub tode sisse kuskilt fagaukse kaudu,
jureldudes juhuslikul viisil mingist korvalisest asjaolust.: Tihti likkab vastu-
vditeline toestus iiksteise jirel koik uksed kinni ja jdtab koigest iiheainsa valla,
millest siis hddasunnil fuleb sisse minna. Sageli — nagu niiteks Pythagorase
lause puhul — veetakse igasugu jeoni, ilma et oleks teada, miks see siinnib:
lugantjdrele selgub,. et need olid lingud, mis ootamatult kinni tommatakse. ..
Viis, kuidas Eukleides on kéik selle labi viinud, vddrib aga muide koigest hoo-
limata tédit imetlust, mis talle ka nonda palju sajandeid on osaks saanud.
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MASIN OPIB MANGIMA
H. T‘iirnpu

Igapievases elus moistetakse oppimist kui uute teadmiste je
oskuste omandamise protsessi kas opetaja kaasabil voi ilma Ope
tajata. Kdesolevas kasutame aga moistet «doppima» veidi teise:
tahenduses. Nimelt iitleme, et mingi objekt on oppiv, kui ta or
vbimeline iseseisvalt salvestama viljastpoolt saadavat informat
siooni ja juhinduma sellest oma. jdrgnevas tegevuses. Kui objek
on vbimeline oppima &petaja abil, siis nimetame objekti 6petata
vaks. Loomulikult on iga dppiv objekt ka Gpetatav, vastupidi ag:
iildiselt mitte. Meie mottes on seega Oppivaks voi Opetatavak:
objektiks mitte ainult elusolend, vaid ka kiiberneetiline masin
Mirgime siinjuures, et oppivatel masinatel -on tdita asendamati
osa niisuguste protsesside juhtimisel, mille kulgu me ei ole voi
melised iiksikasjaliselt elte nigema ning seega ei suuda anda juh
tivale masinale tdpset informatsiooni tema tegevuseks. Oppis
‘masin aga hangib tundmatus situatsioonis ise uut informatsioon
ja tegutseb vastavalt saadud informatsioonile mingis mottes pari
mal viisil, kusjuures informatsiooni hankimise ja iimbert66tamisi
-metoodika peab masinale eelnevalt teada olema.

Jargnevalt vaatleme iihte lihtsamat pohimotet, mille jarg
elektronarvuti «Ural-1» on voimeline 6ppima. Kuna paljusid reaal
suses esinevaid protsesse saab. vaadelda mingi mianguna iiksikisi
kute voi kollektiivide vahel, siis me valime Gppimise sisuks teatav:
mangu masina ja inimese vahel. Lihtsuse mottes vaatleme ainul
moningaid niisuguseid mange, mida saab mingida 3 ) 3 (iiheksa
osalisel) viljakul. Rahuldagu need mangud jargmisi tingimusi

1° Miangu seis on iiksnes minguviljaku osade kombinatsioon

funktsioon, s. o. mingit tdhtsust ei ole kdikude jirjekorral
millega vastav kombinatsioon on saadud.

2° Mingu voit on kas 3 voi 4 viljakuosa teatav kombinatsioon

mida edaspidi nimetame voiduseisuks.

3° Voiduseis ei soltu méangijast,-s. o. inimese voiduseis on ki

masina voiduseis.

4° Mingu algab inimene.

Uheks selliseks médnguks on nn. «trips-traps-trull».
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On ilmne, et miangu oppimist ei saa alustada n.-6. tiihjalt
kohalt, s. o. ilma mingite eelteadmisteta. Meie valime masinale
]argmlsed eelteadmised:

1) Kui puudub informatsioon kdigu valimiseks, siis masin kdib

véljaku vabasse ossa.

2) Koik voiduseisud salvestatakse.

) Inimese voidule viinud kiike imifeeritakse. :

4) Inimese kiikudest tekkida voivad voiduseisud blokeeritakse,

s. o. tehakse kiik, mis takistab selle seisu saavutamist.

Oppimise programm on koostatud jargmiselt. Masin, teada saa-
nud inimese jarjekordse kdigu, vaatab, kas salvestatud voidusei-
sude hulgas on selliseid, mis sisaldavad antud kdiku. Kui niisugust
seisu pole, siis kdib masin valjaku vabasse ossa. Kui selline voidu-
seis leitakse, siis vaadatakse, kas see on juba masina enda poolt
blokeeritud. Kui mitte, siis see seis fikseeritakse, blokeerituse kor-
ral aga vaadeldakse salvestatud seise edasi. Kui koik salvestatud
vbiduseisud on 14dbi vaadatud, siis korratakse tilalkirjeldatud prot-
sessi masina kdikude suhtes: masin teeb kindlaks, missugused voi-
duseisud on saavutatavad tema seniste kdikude pohjal, s. o. toi-
mub vastase imiteerimine. Lopuks valitakse koigi eespool kirjel-
datud viisil fikseeritud seisude vordlemise teel niisugune kaik, mis
blokeerib vastast ja voib endale voidu tuua vo6i ainult blokeerib
vastast. Kui masin on méangu kaotanud, siis annab inimene koos
oma viimase kdiguga vastava signaali, mispeale masin salvestab
inimese voiduseisu. Kui aga masin on voitnud, siis. inimene «kii-
dab» masinat sellega, et annab talle teistsuguse signaali, millele
masin reageerib oma seisu salvestamisega.

Nagu eelnevast jéreldub, muutub seega suurte kogemuste kor-
ral masina mang aeglasemaks. «Trips-traps-trulli» tegelikul man-
gimisel oli masina liihim motlemisaeg 5 sekundit ja pikim™ 35
sekundit. Masin eristab seisusid ja inimese kiike tdnu sellele, et
manguvéaljak on nummerdatud alljargnevalt:

] 2 3
4 5 6
7 8 9

Oma kaigud tritkib masin sama skeemi jargi.

Programm on koostatud nii, et masina jaoks osutub voimali-
kuks ka nn. «iimberoppimine». ‘Seda omadust 1dheb masinal tar-
vis, kui on tegemist iseseisva Oppimisprotsessiga (ilma Opeta-
_]a’[a) Opetamise puhul eeldame muidugi opetaja eksimatust.
Umberdppimine toimub jirgmiselt. Kui masin on teinud kdigu ja
«arvab», et ta on voitnud, siis ta peatub ja annab vastava sig-
naali, Kui niiiid inimene sellest hoolimata jatkab méngu ja voi-
dab, siis masin salvestab oma mélusse uue, 6ige vdiduseisu vara-
sema asemele. Praktika aga niitab, et iimberoppimine on aega-
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noudev protsess, sest valed vdiduseisud voivad sailida kiillaltki
kaua, ilma et masin neid iiles leiaks.

Niiiid toome &dra ithe seeria masina «Opetamisel> méngitud
«trips-traps-trulli» partiisid. Partiid on jarjestatud; araabia numb-
rid niitavad neis inimese kdikude jédrjekorda, rooma numbrid aga
masina kidikude jdrjekorda, kusjuures araabia numbrid rooma
numbrite juures niitavad masina «motlemise» aega sekundites.

l. 2. 3.

Is ’Is 3 2 L’-IS Ilz !7_'-15 I:a
w1 me 1 21113
2 3 Em
4 S. 6
I:s 3 |7 1 I_T'S 11213
E‘” Ilz Iw '_—'zo i ‘9
2 3 |m"
/A 8. 9.
, ,_-T:z 4 7?3 y
7_,—25 I:o E’-:s‘ l—m 2 3|1 Eso
11213 m¥% 3 I°|5|2

Masin peatus viimases partiis parast 35-sekundilist motlemist.

Néeme, et masin kéis esimeses partiis manguvéaljaku esimes-
tesse vabadesse osadesse. Teises, kolmandas ja neljandas partiis
blokeeris-masin inimese koiki teada saadud voéiduseise. Viiendas,
kuuendas ja seitsmendas partiis blokeeris masin vastast juba nii,
et saavutas ka ise vdiduseisu, kuid alles pdrast inimest. Kahek-
sandas partiis piiiidis masin vG6itu saavutada, kuid .ei osanud veel
ette naha, et inimene kdib kindlasti viljakuossa nr. 9. Uheksan-
das partiis oli masinal mingu taktika juba tiiesti selge.

Lopuks méirgime veel, et «trips-traps-trull» polnud ainuke
9-osalisel valjakul mingitav midng, mida masin suutis dra oppida.
Esitasime «trips-traps-trulli» oppimisprotsessi iiksnes seliel kaa-
lutlusel, et see midng on teistest tuntum.
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KAUGUSE MOISTE RAKENDUSI

L. Vohandu

Matemaatilised meetodid tungivad tidnapdeval koige erineva-
matele erialadele. TRU arvutuskeskuses on igapdevasteks kiilalis-
teks nii arstid kui majandusteadlased, nii bioloogid kui keele-
mehed. Kuigi iihtesid huvitavad haigete ravimisega seotud kiisi-
mused, teisi tehaste voi sovhooside 166 planeerimine, kolmandaid
mingi loomaliigi kirjeldamine ja neljandaid sonade tdhenduse sel-
gitamine voi automaatne tolkimine iihest keelest teise, on koigi
uurijate uurimisobjektidel {ihine see, et nende «tunnetamiseks» ei
jatku enam paljast silmast. Inimese mottelend on harjunud ope-
reerima tavalises kolmemootmelises ruumis, teaduslikes uurimus-
tes ulatub objekte kirjeldavate niitajate arv aga sageli ligi sajani.
On pikemata selge, et sellise suure néitajate hulga korral ei ole
uuritavas materjalis seaduspérasuste leidmine sugugi lihtne.

Arusaadavalt tuleb erinevate {ilesannete juures kasutada erine-
vaid meetodeid. Uhest pohimotteliselt kdige lihtsamast, kuid prak-
tikas end koigiti oigustanud meetodist annamegi jidrgnevas liihi-
kese iilevaate. See meetod baseerub kdigile hast1 tuttava kauguse
moiste rakendamisel ja on heaks illustratsiooniks koordinaatide
moiste kasutamisele.

Koordinaatide meetodi tutvustamine algab analiiiitilises geo-
meetrias tavaliselt kahe punkti vahelise kauguse leidmisega.

Tasandi kahe punkti (xi, x) ja (x;, x2) vahelise kauguse
d;; jaoks tuletatakse Pythagorase teoreemi kasutades lihtne valem

dij =V (xa— xj1)2 + (X2 — xj2) 2

Paraku selle valemi tfuletamisega aga tavaliselt ka 10opeb kau-
guse moiste praktiline kasutamine. Ometi on vdimalik sellest dar-
miselt lihtsast moistest 1dhtudes niidata terve rea teadusharude
esindajatele, kuidas matemaatiliste abstraktisioonide kasutamine
aitab laliendada neile erialaselt kiillaltki suuri raskusi valmista-
vaid probleeme.

Tavaliselt ei jatku aga rakendustes punkti iseloomustamiseks
kahest koordinaadist, vaid iildjuhul tuleb punkti iseloomustada
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n koordinaadiga. Nii niiteks voib mineraalsoolade sisaldust mone]
des toiduainetes kirjeldada kolme koordinaadiga:

Fosfor Kaltsium Raud
Loomaliha 162 9 22
Sealiha, 231 23 03
Piim 93 120 0,2
Rukkileib 148 30 1,6

Selle tabeli andmed péarinevad «Tervishoiu kasiraamatust» !
Tabelis olevad arvud niitavad, mitu milligrammi mineraalainef
sisaldub 100 grammis toiduaines.

Kui tdhistada kahe punkti / ja J koordinaate jargmiselt:

I = ()C[l, Xio, o .., Xin), J
. J = (X,'l, Xia, < .., X,',,),
siis voib nende kahe punkti vahelise kauguse defineerida nii:
dij ==V (i — xj1)* 4 (X2 — x2)* +. ..+ (Xin — xj) .

Seda definitsiooni kasutades voime arvutada niiteks loomaliha ja
sealiha vahelise kauguse mineraalainete sisalduse mgttes:

drs =V (162 —231)2 1 (9 — 23)2 1 (2,2 —0,3)2 = 70,5.

Arvutusi jatkates voime koostada koigi vaadeldavate toiduainete
vaheliste kauguste tiieliku tabeli:

L N PR
L 0 drs dip drp
S dst 0 dsp  dsg
P dp;  dpg 0 dpp
R dpr  dps  dgp 0

Selles tabelis on peadiagonaalil ilmselt.nullid (objekti kaugus
iseendast on null!) ning peadiagonaali suhtes siimmeetriliselt paik-
nevad kaugused on vordsed (d; = d};).

Kui selline kauguste tabel tGepoolest koostada iiksikute toidu-
ainete jaoks, siis oleks tal iiks oluline puudus, mis muudab ta
praktikas vaartusetuks. Nimelt on vaadeldavate toiduainete fos-
forisisaldus oma absoluutvdirtuselt sedavord suur, et ta nagu
«surmaks» oma suurusega nditeks rauasisalduse erinevuse. Kui

! Tervishoiu kidsiraamat, 1. k. Tallinn, 1961, lk. 386.

26



aga vaadelda koigi muulujate suhtelisi koikumispiire, siis ndeme,
et fosforisisaldust iseloomustav niitaja on hoopis stabiilsem kui
kaltsiumi voi rauda iseloomustav niitaja.
Sellise ebakdla korvaldamiseks tavaliselt nditajad normeeri-
takse, s. t. iga tunnuse vaatlusvdartus x teisendatakse valemi
X— X

max — *min

X

kohaselt, kus x on vaadeldava tunnuse keskmine vaartus iile koi-
kide objektide, xmax ja Xmin aga vastavalt tunnuse maksimaalne ja
minimaalne vdidrtus koigi vaadeldavate objektide hulgas.
Normeerimisega me saame kahesugust kasu: esiteks muutuvad
kéigi tunnuste varieeruvuspiirkonnad suuruse poolest vorreldavaks
ja teiseks on meil pdrast teisendamist tegemist juba dimensioonita
suurustega. See elimineerib tdielikult mootithiku osatdhtsuse. Olgu
mootmised teostatud millimeetrites voi kilomeetrites; nédidaku
objekte iseloomustavad mootarvud kas kilosid voi laste arvu —
pdrast normeerimist jaab iga mootetulemuse asemel uurija késu-
“tusse arv, mis néditab selle suhtelist korvalekallet keskvadartusest.
Algandmete tabel omandab meie niite korral pirast normee-
rimist jargmise kuju:

Fosfor Kaltsium Raud
Loomaliha 0,03 —0,33 0,56
Sealiha 0,53 —0,20 —0,39
Piim —0,48 0,67 —0,44
+  Rukkileib —0,08 —0,14 0,26.

Parast lihtsaid arvutusi eespool antud valemi jargi saame ka kau-
guste tabeli: '

L S P R

L 0 108 1,50 0,37
S 108 0 1,33 0,89
P 150 1,33 0 1,14
R 037 089 1,14 O

Selle tabeli abil saab otsustada nelja toiduaine sarnasuse iile mine-
raalainete vahekordade mottes. Ndeme, et loomaliha ja rukkileib
on koige ldhedasemad ja et piim on teistest kdige kaugemal.

Kui uuritavaid objekte on rohkem, siis ei ole niisuguse kauguste
tabeli «lugemine» mitte just kdige lihtsam iilesanne. TRU arvutus-
keskuses on siiani kdige suurema tabeli mootmed olnud 89 X< 89.
On péris selge, et niisuguse suure tabeli analiiiisimiseks on oma-
korda vaja monda spetsiaalset meetodit. Selleks ndib sobivat
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TRU biofiilisika laboratooriumis iipris vilgast rakendamist leid-
nud minimaalse ithendustee meetod.

Minimaalse {ihendustee meetodi kirjeldamiseks margime koige-
pealt iisna lihtsa toena, et tasandi m punkti iihendamiseks piisab
m — 1 iihendusloigust. Sellist iihendatud punktide siisteemi nime-
tame edasises puuks. Toome moned puude nédited:

] i Bl T2 5]
R L e FI ]
5] ]

Igal lugejal on kerge veenduda, et juba viie objekti korral voib
moodustada tohutu hulga erinevaid puid.

Millist puud lugeda mingis mottes teistest paremaks? Fiiiisikud
ja mehhaanikud on juba pikemat aega veendumusel, et looduses
valitsevad vdga sageli nn. miinimumprintsiibid. Osutub, et ka
kauguste tabelite uurimisel on miinimumprintsiibid abiks. TRU
biofiilisika laboratooriumis on suure hulga kdige erinevamatelt
aladelt parinevate iilesannete juures saanud kinnitust fakt, et
koige otstarbekamaks puuks tuleb lugeda niisugust, milles oma-
vahel ithendatud punktide vaheliste kauguste summa on mini-
maalne. Minimaalse iihendustee leidmine on vastava algoritmi abil
iisna lihtne ja nduab ka suurte tabelite korral vihe aega.

Minimaalse iithendustee leidmiseks kirjutame alguses vilja
kauguste tabeli {ildisel kujul:

diy dip dis dim
dar dy  dyy dap
d31 dsp ds3 dsm,
dml dmz dms e dmm

Selles tabelis d;;==0 ja d;; =d,.

Niiiid otsime koigepealt kauguste tabelist koige vdiksema ele-
mendi iilalpool peadiagonaali. Olgu see dy. Kirjutame vastava rea
elemendid vélja ja varustame nad elementide asukohti iseloomus-
tavate aadressidega. Selleks méargime iga kauguse alla talle vas-
tava rea numbri, s. 0. esimese indeksi, ja tema kohale veeru
numbri, s. o. teise indeksi:

Lo m
di di ] dj; dim
- |1 i
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Vihima kauguse d; méargime kuidagi ara, iimbritseme néiteks
raamiga; loeme ta kinnistatuks ning jdrgnevast vordlemisest ta
enam osa ei vota. '

Edasi kontrollime, kas j-ndas reas ei leidu kaugusi, mis oleksid
vidiksemad viljakirjutatud i-nda rea samades veergudes antud
kaugustest 2. Kui leidub, siis asendame véiljakirjutatud i-nda rea
sellised liikmed j-nda rea vastavate elementidega (muutes vasta-
valt ka indekseid). Kuna eelmisel sammul kinnistatud element jai
edasisest vordlemisest korvale, siis saame uues reas iihe liikme
vdahem. Uues reas vdivad alumiste indeksitena esineda juba i ja
j. Selles reas kinnistame jélle kdige vdiksema elemendi. Kui vahima
elemendi iillemine indeks on &, siis vordleme dsjamoodustatud uue
rea elemente tabeli k-nda rea elementidega. Asendame jille suu-
remad elemendid vastavalt vdiksematega jne. Niisugust kinnista-
mise ja asendamise protsessi jdtkame seni, kuni koik objektid on
kinnistatud. Kinnistatud elemendid annavadki otsitava minimaalse
puu. Asjakirjeldatud algoritm on iihe matemaatilise planeerimis-
meetodi, nn. diinaamilise planeerimise erijuhtum.

Demonstreerime algoritmi rakendamist eespool vaadeldud tabeli
korral. Mugavuse mottes kirjutame kauguste tabeli veel kord
iimber, asendades objekte kirjeldavad tdhed numbritega:

1 2 3 4

11 0 108 150 037
2 . 1,08 0 133 089
31 150 133 0 1,14
4 ! 037 089 1,14 0 .

Vihim kaugus iilevalpool peadiagonaali on 0,37. Et see paikneb
esimeses reas, siis kirjutame esimesé rea (s. o. esimese nditaja
kaugused iilejddnutest) eraldi vilja:

1 2 3 | 4
0 1,08 1,50 0,37

1 1 1 1 ‘

Vordleme tabeli neljandas reas olevaid neljanda niitaja kau-
gusi valjakirjutatud rea kinnistamata niitajate kaugustega. Et
neljanda niitaja kaugused teisest ja kolmandast néitajast on véik-
semad kui vastavad kaugused esimesel néiitajal, siis saame vélja-

2 Sjin tahistab j viimati kinnistatud kauguse veeruindeksit ja i tihistab

tema reaindeksit. — Esitatava algoritmi paremaks mdistmiseks soovitame luge-
jal kogu aeg paralleelselt jdlgida allpool toodavat konkreetset arvutusniidet.
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kirjutatud esimese rea keskmiste liikmete asemele:

9 3

| 0,89 1,14
|
4 ] 4

Viimasel sammul dys < dg;, mistottu kuulub kinnistamisele asja
véljakirjutatud kaugus:

Kinnistatud elementide pohjal saame ithendamisele kuuluvad nai-
tajate paarid:
4—1;4—2,4—3.

Vastavat skeemi vélja joonistades, nditajate numbreid nende
tdhendustega asendades ning kaugusi ]uurde maérkides saame otsi-
tava puu:

¢,37 —

Suurte tabelite korral annavad sellised skeemid koigiti ratsio-
naalse ning objektide vahelisi vahekordi hésti kirjeldava pildi.
Nende skeemide iiksikasjalikum uurimine on juba konkreetse tea-
dusala esindaja lilesanne ja laheks matemaatilises kogumikus liiga
pikale. Usume siiski, et juba toodud lihtsast niitest peaks ndhtuma
metoodika kasulikkus.

Bioloogiliste objektide vaheliste kauguste defineerimiseks voib
kasutada ka teisi definitsioone, mis erinevad selles artiklis vaadel-
dust. Moni neist definitsioonidest voib meid viia ka mittesiimmeet-
rilise kauguseni (d;;5%4d;). See nagu tuletaks meelde vana lugu
krokodillist, kelle pikkus oli peast sabani 5 meetrit ja sabast peani
8 meetrit, kuid mittesfiimmeetriline kaugus kahe punkti vahel on
koigiti reaalne asi. Voime selles veenduda néditeks kahe punkti
vahelise sbéidukauguse arvutamisel, kui need punktid paiknevad
ithesuunalise liiklusega tdnaval.
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LINEAARSED PLANEERIMISULESANDED
0. Kaasik

Majandusliku tegevuse planeerimisel tuleb pidevalt lahendada
viga mitmesuguseid matemaatilisi iilesandeid. Enamasti on need
planeerimisiilesanded niisugused, et objektiivsed tingimused ei
madra koiki tundmatuid taielikult, vaid ainult teataval mééral
kitsendavad nende valikut. Sellisel juhul jddb plaani koostajale
vabadus valida suure hulga objektiivselt voimalike plaanide seast
sce, mis mingis mottes osutub koige paremaks. Matemaati-
line planeerimine ongi matemaatika haru, mis tegeleb nii-
suguste «mingis mottes parimate» ehk optimaalsete plaanide leid-
miseks vajalike meetodite viljatootamisega.

Selleks, et planeerimisiilesannete lahendamiseks saaks kasu-
tada matemaatilisi meetodeid, tuleb need iilesanded koigepealt
sonastada n.-6. matemaatilises keeles. Demonstreerime paari lihtsa
ndite varal, kuidas seda tehakse.

Nidide . Tehases toodetakse kaht liiki mineraalvéetisi, kus-
juures molema valmistamiseks ldheb vaja nelja tsehhi t66d. Jarg-
nev tabel kirjeldab tootmistingimusi. '

i
! Vaetis
| Tsehh fhiben
i I VR )
. 1 2 3 i 77
; ) 7 |
I 0,5 .‘ 25 . 42
I 1,25 025 28
v 1,5 1 ‘ 42
| e _ —
i Péevaplaan 17,5 11,5
| P
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Tabelis on antud aeg tundides, mis kulub iihe tonni kummagi vée-
tise tootlemisele igas tsehhis. Lisaks on iga tsehhi kohta toodud
paevas kasutada olev aeg tundides (sisuliselt vordub see tsehhis
olevate agregaatide arvu ning pdeva t6otundide arvu korrutisega)
ja pdevaplaan tonnides kummagi vaetise jaoks.

Ulesandeks on planeerida véetiste tootmine nii, et pdevaplaan
oleks vidhemalt tdidetud ja {iletunde ei tehtaks.

Téhistame esimest liiki vietise planeeritavat pédevatoodangut
(tonnides) si{imboliga x; ja teist liiki vdetise paevatoodangut x,.
Noue, et paevaplaan oleks vahemalt tdidetud, on niiiid kirjutatav
vorratustena

> 175, x> 11,5

Edasi arvutame igas tsehhis vajaliku t66aja ja nouame, et see
ei oleks suurem etteantud pdevasest téoajast. Nditeks I tsehhis
kulub x, tonni esimest liiki vietise peale 2x; tundi ja x, tonni teist
liiki vdetise peale 3x, tundi. Need ajad kokku ei tohi iiletada 77
tundi:

2X] ‘-,‘- 3X2 < 77.

Ulejadnud kolme tsehhi t66aegade jaoks saame analoogiliselt
0,5x; 4 2,5x, < 42,
1,25x; + 0,25x, < 28,
1,5x; + Xo < 42.

Sellega on koik iilesande nouded kirja pandud ja véetiste pdeva-

toodangud x; ja x, tuleb niiiid leida nii, et nad rahuldaksid vorra-
tussiisteemi

X > 17,5
X2 > 11,5
% - 3%, <77 |
0,5% 4 25x < 42 (1)

1,25)(1 —1|— 0,25)62 < 28
l,5x1 + X9 < 42

Sellel vorratussiisteemil on lopmata palju lahendeid. Néiiteks
rahuldavad seda siisteemi véartuste paarid x;=17,5, xo =11,5;
xp =20, xo =12; x; =19, x, =13 jne. Seega.tuleb siin suure hulga
objektiivselt voimalike, s.t. piistitatud noudeid rahuldavate plaa-
nide hulgast valida mingis moéttes parim. Olgu tehasele {ilesandeks
tehtud toota véietisi voimalikult rohkem; see tdhendab, et pare-
maks tuleb lugeda niisugust plaani, mille korral pievane kogutoo-
dang on suurem. Et pdevane kogutoodang on lihtsalt x; + x., siis
selline tdpsustatud planeerimisiilesanne on matemaatiliselt sonas-
tatav jargmiselt: leida vorratussiisteemi (1) niisugune lahend, mis
muudab maksimaalseks avaldise

x1-+ Xa. (2)
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Niadide 2. Keemiatehase 6lilaos valmistatakse immutusoli
nelja olemasoleva olisordi segamise teel. Riikliku standardi:koha-
selt peab immutusoli erikaal olema 0,98, viskoossus 44 ja leektépp
95. Koostisosade vastavad andmed on: katseliselt mairatud; need
on toodud jirgnevas tabelis. Samas on antud ka nelja lahteoll pae

vased varud tonnides.

Erikaal 1,02 | 0,99 0,92{ 0,90 /‘

|
‘ Viskoossus 20 42 78 98
|

Leektipp 161 | 92 | 89 { 80

Varud 43 | 104 | 10 | 15

Lihtsuseks eeldame, et segu erikaal, viskoossus ja leektdpp on
médratavad koostisosade vastavate andmete kaalutud keskmistena.

Antud varudest tuleb valmistada immutusdli, mille miiiigihind
on. 50 rubla tonn. Et dlireservuaarid tuleb jadrgmiseks péevaks va-
rude alt vabastada, segatakse koik iilejadgid kiittedliks ja miliiakse
hinnaga 30 rubla tonn.

Kuidas segada immutusdli nii, et’ paevase kogutoodangu mak-
sumus oleks maksimaalne?

Tahistame i-ndast dlisordist (i =1, 2, 3, 4) immutusoliks mi-
neva koguse siimboliga x; ja kiittebliks mineva koguse siimboliga
x4 (nditeks xs tdhendab oOlisordi nr. 2 kiittedliks minevat kogust
tonnides). Et iga o6lisordi pdevased varud on antud ja kogu varu
tuleb dra kasutada, siis saame dsjadefineeritud tundmatute jaoks
kohe meli vorrandit:

X1+ x5 = 43
X+ x¢ =104
X3~|—X7=‘ 10
,X4'+X3= 15.

Segu erikaalu leidmiseks tuleb segu koostisosade kaalude ning
crikaalude korrutiste summa jagada segu kaaluga (s.t. leida koos-
tisosade erikaalude kaalutud keskmine). Ulesande tingimuste koha-
selt peab immutusdli erikaal olema 0,98, seega saame vorrandi

1,02¢; 4 099x; + 0,92x5 4 0,90x, _ 0.8,
£+ x2 + X3 + x4
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Seda vorrandit sajaga korrutades ning iihisele nimetajale viies
omandab ta pédrast sarnaste liikmete koondamist kuju

4x), + xg — 6x3 — 8x4 =0.

Tépselt samuti leiame segu noutava viskoossuse ja leektapi vor-
randid, mis pérast lihtsustamist on kirjutatavad kujul

12x, + xog — 17x3 — 27x, =0
ja
22X1 — Xg — 2X3 - 5)64 =0.

Leiame 16puks veel kogutoodangu maksumuse. Et immutusoli
saadakse kokku x; + x; + x3+ x4 tonni ja kiittedli xs - x¢ + x7 -
—+ xg tonni, siis toodangu maksumus rublades on lihtsalt

50x; -+ 50xy + 50x3 + 50x4 + 30x5 4 30xg | 30x7 -}~ 30xs.

Kui veel arvestada asjaolu, et iilesande sisu kohaselt saavad
tundmatud x;, xo, ..., xs¢ omandada vaid mittenegatiivseid viar-
tusi, siis vdime oma planeerimisiilesande formuleerida jargmiselt:
leida vorrandisiisteemi

X + x5 = 43

' Xo —l— X6 =104

X3 + X7 = 10

X4 '—]'-‘ Xg = 15

4x, + Xog — 6X3 — 8)64 = 0
12)(1—‘—)62— 17X3—27JC4 = 0
22x) — X9 — 2x3— Dxy = 0

mittenegatiivsete lahendite hulgast see, mis muudab maksimaal-
seks funktsiooni

50x; -+ 50x3 - 50x5 - 50x4 - 30x5 - 30x6 - 30x7 - 30xs.

Nagu toodud nédidetest selgub, taanduvad planeerimisiilesanded
teatava funktsiooni maksimumi leidmisele, kusjuures peab olema
rahuldatud terve rida lisatingimusi, mis védljenduvad vorranditena
voi vorratustena. Néited olid valitud sellised, et nii maksimaalseks
muudetav funktsioon kui ka lisatingimused sisaldasid tundmatuid
suurusi vaid esimesel astmel, s. t. olid lineaarsed. Sellepdrast ni-
metataksegi koiki seda tiiiipi iilesandeid lineaarseteks
planeerimisiilesanneteks.

Iga lineaarset planeerimisiilesannet saab sonastada jirgmisel
pohikujul: leida vorrandisiisteemi

ayx, Fapxy .. agpx,=>5;
g1 Xy -+ QgeXs -+ ...+ agpx, = bs (3)
AmX1+ AmaXa + ... AppXp = b
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mittenegatiivsete lahendite hulgast see, mis muudab maksimaal-
scks funktsiooni

o+ 1% —l—' Coxz + ...+ CoXn (4)

Vorrandeid (3) nimetatakse tavaliselt planeerimisiilesande
kitsendusteks  ja funktsiooni (4) selle iilesande sihi-
funktsiooniks.

Esitatud néidetest oli vaid teine sonastatud dsjatoodud pohi-
kujul. Kerge on aga veenduda, et ka esimese ndite puhul saab piis-
titada samavéirse iilesande, mille sonastus omandab juba noutud
kuju. Nimelt kui planeerimisiilesande moned kitsendused on antud
vorratustena, siis saab neid vorratusi tundmatute arvu suurenda-
misega alati muuta vorrandeiks. Kui néiteks esimesel kitsendusel
on kuju

anx; 4 apxe 4. .. ax, < by,

siis, tahistades vahe b; —(anx, -+ ... aj.x,) simboliga x,4,
saame moodustada vorrandi

‘a11X1 —l— A19Xo —‘[— . + ApnXn —l'- Xn+1 =b|.

Kui nduda, et x,4; oleks thittenegatiivne, siis see vorrand on sama-
vadrne lahtevorratusega.
Juhul kui ldhtekitsendus on antud teisesuunalise vorratusena

anxy -+ awxs 4 ...+ aipxp 2 by,

tuleb vorrandi saamiseks viimase vasakus pooles uus tundmatu
Xp1 lahutada. See uvus tundmatu tdhendab siis vahet (ajx; 4 ...
S a]nxn)— by = Xp+1.

Seega iga vorratusena antud kitsenduse muutmine vorrandiks
suurendab tundmatute arvu iithe vorra (vahe xq11 on ju samuti
tundmatu, sest lahendamisele asudes me ei tea, kui palju osutub
vorratuse 'fiks pool teisest poolest vdiksemaks).

Monikord tuleb planeerimisiilesande lahendilt nouda rohkem
kui mittenegatiivsust: véib osutuda vajalikuks, et tundmatud olek-
sid suuremad teatud etteantud konstantidest (ndide 1). Kui iiles-
andes on noutud, et peabolema x; > d; (i=1, 2, ..., n), siis vdoime
defineerida uued tundmatud x’; =x; — d;; pédrast seda omandavad
viimased vorratused kuju x’; > 0 ning nende uute tundmatute suh-
tes saame iilesande sonastuse jille iilaltoodud pohikujul.

Niites 1 vaadeldud iilesande puhul tuleks vastavalt defineerida
X'y =x;— 17,5 ja x’y=1x, — 11,5. Vorratussiisteemi (1) kaks esi-
mest vorratust omandavad niiiid kuju x; > 0 ja x’s > 0. Tundma-
tute x; ja x, asendamine iilejddnud vorratustes annab pérast liht-
sustamist (sealhulgas murdude kaotamist vorratuste Vasakute’
pooltes) ja tiiendavate mittenegatiivsete tundmatute x's, x's, x’s, x’s
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sissetoomist vorratussiisteemi (1) asemele vorrandisiisteemi

2.?6,1 + 3x’2 + X,3 = 7,5
x'y 4 54y —+ X'y = 9 (5)
5x’y 4+ X' + x’s =13
3x" 4 249 + xe= 85 J»
kus koik tundmatud x’;, ..., x’s peavad niiid olema juba mitte-

negatiivsed. Antud juhul on iihtlasi lihtne aru saada uute tund-
matute tdhendusest: x’; ja ¥’y tihendavad vastavalt esimest ja teist
liiki vdetise koguseid, mis kavatsetakse toota iileplaaniliselt. Vor-
randite (5) paremad pooled tdhendavad pdevaplaani tdpse tait-
mise korral tekkivat tsehhide to6aja iilejddki, tdiendavad tundma-
tud aga sama iilejadki iileplaanilise tootmise puhul (x; tundides,
X4 ja x'g pooltundides ning x’s veerandtundides). '
Uleminek uutele tundmatutele sihifunktsioonis x, + x; annab

sellele kuju
29+ x/y - x's. (6)

Seega tuleb ndites 1 piistitatud ilesande lahendamiseks leida
vorrandisiisteemi (5) niisugune mittenegatiivne lahend, mis muu-
dab maksimaalseks funktsiooni (6). »

Mbdnedes praktilistes planeerimisiilesannetes voib muidugi juh-
tuda, et noutakse mitte sihifunktsiooni maksimumi, vaid hoopis
miinimumi leidmist (niiteks, kui on tarvis leida plaan, mis voi-
maldaks saavutada vdhimat omahinda). Sel juhul tarvitseb vaid
muuta sihifunktsiooni mérk ning iilesanne omandabki kohe pohi
kuju.

Pohikujul sonastatud lineaarse planeerimisiilesande lahendami-
seks tuleb tundmatutele x,, xo, ..., x, leida niisugused vaartysed,
mille korral: 1) vorrandisiisteem (3) on rahuldatud, 2) koik tund-
matute vairtused on mittenegatiivsed, 3) funktsioon (4) omandab
maksimaalse vdartuse koigi nende vadédrtuste hulgast, mida ta saab
omandada eelmist kaht nouet rahuldava tundmatute valiku korral.

Kui tundmatute véartused on valitud nii, et vorrandisiisteem (3)
on rahuldatud, siis sellist vddrtuste kombinatsiooni (xi, ..., x,)
nimetatakse planeerimisiilesande l ah endiks. Seega on planeeri-
misiilesande lahendiks vorrandisiisteemi (3) iga lahend. Kui koigi
tundmatute vaidrtused lahendis on peale selle veel mittenegatiiv-
sed, siis nimetatakse lahendit- plaaniks ehk lubatavaks
lahendiks. Niisugust lubatavat lahendit, mille puhul sihifunkt-
sioon (4) omandab maksimaalse vddrtuse, vorreldes tema véartus-
tega koigi teiste lubatavate lahendite puhul, nimetatakse vaadel-
dava planeerimisiilesande optimaalseks lahendiks ehk
optimaalseks plaaniks.

Selleks et vorrandisiisteemil (3) ja seega ka vastaval planeeri-
misiilesandel iildse oleks lahendeid, peab lineaarselt soltumatute
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vorrandite arv olema mitte suurem kui tundmatute arv !, Kui soltu-
vad vorrandid on siisteemist juba korvaldatud, peab planeerimis-
iilesande lahenduvuseks seega olema m < n. Jittes praktikas védhe
huvi pakkuvad juhud korvale, eeldame edaspidi ikka, et vorrandi-
siisteem (3) on lahenduv ning tal on l6pmata palju lahendeid.

Leidub muidugi vorrandisiisteeme, millel on kiill 1opmata. palju
lahendeid, kuid nende hulgas pole iihtki mittenegatiivset. Seega
voib juhtuda, et siisteemi (3) lahenduvusele vaatamata planeeri-
misiilesandel lubatavaid lahendeid ei ole. Kuid ka lubatavate la-
hendite olemasolu korral voib vastav planeerimisiilesanne siiski
osutuda mittelahenduvaks, s.t. pole olemas optimaalset lahendit.
See juhtub siis, kui sihifunktsioon saab lubatavate lahendite puhul
omandada kui tahes suuri vdartusi, s. t. ta on lubatavate lahendite
hulgal tokestamata. Niisuguste olukordade voimalikkust tuleb pla-
neerimisiilesannete lahendamisel loomulikult arvestada.

Et lineaarse planeerimisiilesande optimaalse lahendi leidmine
tahendab teatava lineaarse vorrandisiisteemi mittenegatiivsete
lahendite hulgast mingis mottes parima véljavalimist, siis muidugi
peab optimaalse lahendi leidmiseks eeskdtt oskama seda lineaar-
set vorrandisiisteemi lahendada. Lineaarse vorrandisiisteemi lahen-
damine taandub teatavasti reale operatsioonidele selle tundmatute
kordajatega ja vabaliikmetega, s. o. laiendatud maatriksi elemen-
tidega !. Siisteemi (3) iildlahendi leidmiseks tuleb tema laiendatud
maatriks

an (237 ... Qg b]
an  ay ... Q. by (7)
Apy Qp2 ... Qg bm

elementaarteisendustega (nendeks on maatriksi rea korrutamine
nullist erineva teguriga voi iihele reale mingi arvu kordse teise rea
liitmine) teisendada kujule, mis sisaldab nii mitmest reast ja vee-
rust koosnevat tthikmaatriksit, kui suur on vorrandisiisteemi maat-
riksi astak (ehk lineaarselt soltumatute vorrandite arv). Niiteks’
kui siisteemi (3) maatriksi astak on m, siis teisendades iihikvek-
tqll('iteks 2 maatriksi (7) esimesed m veergu saame tulemuseks maat-
riksi

10 ... 0 dimn ... aliy b
01 ... 0 Qs my1 ‘e a’on b,2
0 0 ... 1 a,m, m+l coo @'mn b'm

! Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendamisega seotud kiisimuste lihemaks
tundmadppimiseks voib kasutada niiteks opikut Kangro, G., Korgem algebra.
Tallinn, 1962, peatiikk II (lk. 51—86). .

2 Uhikvektori all moistame kdesolevas maatriksi niisugust veergu, mille
iiks element vordub arvuga 1 ja iilejddnud elemendid on nullid. Uhikmaatriks on
selline iihikvektoritest koosnev maatriks, mille igas reas on tédpselt iiks element,
mis vordub arvuga 1.
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Pidades silmas, et elementaarteisenduste teostamine tahendab
vorrandisiisteemi teisendamist samavéirseks vorrandisiisteemiks,
oleme seega siisteemi (3) teisendanud temaga samavéirsele kujule

X1 4 a:|,1n+1xm+l + . Faxe =0
X2 ‘|‘ a2, m+1Xmi1 + .. + a'onxy =b'y (8)
Xm —+ @'m, me1Xme -+ ... + & Xy = b'm

Kui vorrandisiisteem (3) on teisendatud kujule (8), siis ei val-
mista raskust vilja kirjutada selle siisteemi niisugust iildlahendit,
milles vabadeks (s.t. tdiesti vabalt valitavate vdartustega) tund-
matuteks on x,41, ..., X4

Xy =b'y —ay maXmn — ... — @ 1ukn
7’
Xo=">'y —a'o, mnXma1 —...— @ 9pxn
/7 - ’ -
Xy = b’ — a’m, m+1Xmyl — ... — A gpyakn .

Sellest {ildlahendist koige lihtsamini saadavaks erilahendiks on
niisugune, milles koik vabad tundmatud on vorrutatud nulliga:

X = blly X2 ‘=~b'2’ ey Xy = b,my X =0, ..., x,=0. (9)

Kui vorrandisiisteemiga (3) on kirja pandud lineaarse planee-
rimisiilesande kitsendused, siis huvitavad meid vaid lubatavad, -
s. t. mittenegatiivsed erilahendid. Lahendi (9) lubatavuseks peab
seega olema b’; >0 iga i=1, 2, ..., m korral. Maatriksi (7)
ithikvektoriteks teisendatavate veergude mis tahes valiku puhul ei
tarvitse see tingimus fildiselt tdidetud olla, kuid osutub, et kui vor-
randisiisteemil iildse on mittenegatiivseid lahendeid, siis saab sel-
list valikut alati teostada.

Kirjeldamisele tulev lineaarsete planeerimisiilesannete lahenda-
mise meetod seisnebki optimaalse lahendi otsimises niisuguste lu-
batavate lahendite hulgast, millel on kuju (9), s.t. milles vabad
tundmatud vorduvad nulliga.

Lineaarse planeerimisiilesande tegelik lahendamine on jaotatav
kaheks enam-vdhem iseseisvaks osaks: mingi lubatava lahendi (nn.
alglahendi) leidmine kujul (9) ja optimaalse lahendi konst-
rueerimine -sellest alglahendist ldhtudes. Votame siin iiksikasjali-
kumale vaatlusele vaid lahendamise teise osa, eeldades, et sobiva
kujuga alglahend on juba leitud, s.t. et kitsenduste vorrandisiis-
‘teem on teisendatud kujule (8), kus kdik vabaliikmed on mittenega-
tiivsed. .

Selline eeldus on paljude praktikast parinevate planeerimis-
iilesannete korral ka tegelikult tdidetud. Nimelt kui lineaarse pla-
neerimisiilesande kitsendused on esialgses sonastuses antud vor-
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ratustena kujul <, kusjuures kéik‘vabaliikmeq b; on _‘m‘ittenegati_iv-
sed, siis vorratustest vabanemisel saamegi vorrandisiisteemi nou-
tud kujul:

anXy Faipxe ..o QX F Xan = b,
Xy + agexe + ... Gopx, + Xpro — by (10)
UmiXy - QmaXe ..o QunXn + Xptm = b

Meenutame, et niisuguse kujuga planeerimisiilesandeks osutus
ka iilalvaadeldud esimene néide (vt. vorrandisiisteemi (5)).

Selleks, et optimaalse lahendi leidmisel saaks tdielikumalt dra
kasutada lineaarsete vorrandisiisteemide lahendamise metoodikat,
kirjutame ka sihifunktsiooni (4) vérrandina. Téhistades sihifunkt-
siooni vadrtuse siimboliga z ja lugedes ka seda tundmatuks (see
on ainus tundmatu, mille kohta me ei piistita mittenegatiivsuse
nouet) saame vorrandi

Z— C1X| — CoXg— ... — CpX, = Cop. (11)

Lisades selle vorrandi siisteemile (10) saame vaadeldava pla-
neerimisiillesande sonastada jargmiselt: leida vorrandisiisteemi
(10)—(11) selline lahend, milles iga i=1, 2, ..., n - m korral
x; > 0, kusjuures z omandab maksimaalse vdoimaliku vaartuse. Et
selle vorrandisiisteemi laiendatud maatriksil

1l —e¢ —co —c, 0 0 0 ¢

0 ap a2 a, 1 0 0 b ‘
0 a9 »agg Qgp 0 1 0 b2 (12)
0 d.ml . .amé 'am.n ' O‘ 0 < 1. bm y

on juba noutav kuju, siis véime kohe vilja kirjutada meid huvitava
erilahendi:

z2=co, X1 =0, ..., x, =0, Xp4; = by, Xnre = ba, ..., Xpim == by

Niiiid on iilesandeks konstrueerida uus erilahend nii, et endiselt
oleks x; >0 (i—=1,2, ..., n+ m) ja z omandaks praegusest suu-
rema vaartuse. Koigepealt paneme tdhele, et sellest erilahendist
mingi teise lubatava lahendi saamiseks tuleb vihemalt {iks tund-
matutest x, ..., x, muuta positiivseks; kui need kdik jatta‘ nulli-
deks, siis iilejddnud m + 1 tundmatu véirtused on vérrandisiistee-
m}st jupa iiheselt maadratud, s.t. teisi niisuguseid lahendeid ei
leidu. Jarelikult, kui me soovime leida uut lubatavat lahendit, mil-
les z omandaks suurema viirtuse, siis tuleb nulliliste tundmatute
X1, ..., x, hulgast leida moni niisugune, mille suurendamisel suu-.
reneb ka z. Otsimist kergendab vorrand (11), mis annab z avaldise
just nende tundmatute kaudu, millede m6ju z muutumisele on vaja

selgitada:
Z==(p —l— C1X) "|—' CoXg + e ‘1— ChXp.
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Kui mingi tundmatu x; (i=1, 2, ..., n) kordaja ¢; selles vor-
randis on negatiivne, siis x; suurendamine vdhendab tundmatut z.
Seega niisuguste tundmatute suurendamine sihile ei vii.

Kui koik kordajad ¢; on negatiivsed voi nullid, siis tundmatut
z pole iildse voimalik suurendada ning me olemegi leidnud planeeri-
misiilesande optimaalse lahendi. Leitud lahendi optimaalsus pais-
tab otsekohe silma ka siisteemi laiendatud maatriksist (12), mille
iilemine rida sel juhul koosneb ainult mittenegatiivsetest arvudest
(erandiks voib olla selle rea viimane element ¢y, mis vordub sihi-
funktsiooni vaartusega ega ole méargi poolest kitsendatud).

Vaatleme niiiid juhtu, kui ¢;-de hulgas leidub vahemalt iiks posi-
tiivne, s.t. kui maatriksi (12) esimeses reas leidub vidhemalt {iks
negatliivne element. Olgu vastava tundmatu indeks j, s. 0. —¢; <0
(j on iiks arvudest 1, 2, ..., n). Siis tundmatu x; suurendamine
suurendab ka z vdartust, seega polnud lahend optimaalne.

Seame endale eesmidrgiks niisuguse uue lubatava lahendi konst-
rueerimise, milles x; omandab positiivse vairtuse ja z on seega
senisest suurem. Selleks et protsess oleks lihtsalt korratav, juhul
kui ka see uus lahend ei osutu veel optimaalseks, teisendame maat-
riksit (12) elementaarteisendustega nii, et ta ka parast teisenda-
mist sisaldaks (m -} 1)-jarku iihikmaatriksit. Arvestades, et maat-
riksist koige lihtsamini saadavas erilahendis erinevad nullist vaid
nende tundmatute vdartused, millele vastavad veerud on ithikvek-
torid, tuleb meil niiiid iihikvektoriks teisendada tundmatule x; vas-
tav veerg. Sellise teisendamise tulemusel muidugi lakkab mingi
teine veerg olemast iihikvektor, mis tdhendab, et temale vastav
tundmatu omandab uues lahendis vdartuse null.

Tundmatule x; vastavat veergu nimetame edaspidi juhtvee-
r u ks. Meenutame, et juhtveeruks véib valida iikskéik millise nen-
dest veergudest, mille esimene element on negatiivne.

Juhtveeru teisendamine iithikvektoriks tdhendab, et iiks tema ele-
mentidest teisendatakse arvuks 1 ja iilejddnud nullideks. Seda rida,
milles paikneb arvuks | teisendatav juhtveeru element, nimetame
edaspidi juhtreaks. Olgu juhtreaks valitud maatriksi (& +
-+ 1)-ne rida; arvuks 1 teisendatav element (juhtelement) on
seega ag;. Kirjutame maatriksi (12) veelkord iimber, nii et juht-
veerg,,juhtrida ja mingi suvaline rida oleksid meie liithendatud kir-
jutises eraldi nahtavad: -

l —¢ ... —¢j . ¢ 0...0...0...0¢
0 a, ... ay ... a, 1...0...0...00
0 am ... @y ... @ O0...1...0...00b, (12
0 a; ... ai; ... a, 0...0 1 .0 b;
0 Qmi .. QAmj ... dmp 0...0...0...1 by
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Juhtveeru {ihikvektoriks muutmiseks vajalikud elementaartei-
sendused on niiiid jargmised: 1) (& -+ 1)-se rea, s. t. juhtrea ele-
mendid korrutatakse arvuga (1 : az;); 2) iga teise, ildiselt (i 4 1)-se
rea puhul liidetakse reale arvuga —a;; (esimese rea puhul arvuga.
¢;) korrutatud uus (k--1)-ne rida. Nende teisenduste tulemusel
omandab maatriks (12°) kuju '

1 —¢y ...0 ... —¢n O0... —Cpte ... 0...0¢

0 ay ...0... aw 1 ... @y -...0...00,

0 a1 0 a0 0 | g
0 @i ...0... @wn 0. . @i... 1..00,

0 @mi - 0. @ma O s 0o 1V

kus uued elemendid on kirjutiste lihendamiseks méargitud itheainsa
stimboliga. Nende avaldisi maatriksi (12’) elementide kaudu pole
aga raske saada. Niiteks

—C’1=—Cl+ﬂ’ a’“:a“—% jne.
akj aki
Jargnevas on meil tarvis teada vaid maatriksi (13) viimase
veeru elementide avaldisi maatriksi (12’) elementide kaudu. Kir-
jutame need vilja:

cjby

C’0=Co+—-’ (14)
aki

b a;b, . .

P = i L= (l': 1,...,k—1,k+],...,”l), (15)
ki

b )
b, = k. 16
=z (16)

Avaldised (14)—(16) on eriti olulised selleparast, et maatrik-
sist (13) saadav uus erilahend avaldub just nende kaudu:

2=0¢0,x1=0,...,%-1=0, x; =04, xjn=0, ..., x, =0,
Xnr1 == 0'1, o, Xptp-1 = D'p—1, Xnte =0,
Xttt = gty ooy Xptm = b'm .

Peame silmas, et juhtrea jarjekorranumber 2 on meil esialgu
veel fikseerimata. Selle valimiseks arvestame nouet, et saadud uus
lahend peab olema lubatav, s. t. iga i puhul peab olema &’; > 0.

Tehtud eelduse kohaselt on b, mittenegatiivne ja elemendi 6’
mittenegatiivsuseks peab valemit (16) arvestades seega olema
ay; > 0. Seega juhtrida tuleb valida niisuguste ridade hulgast, kus
juhtveerus paiknev element on positiivne.

Vo6ib aga juhtuda, et juhtveerus pole iildse positiivseid ele-
mente. Sel juhul ndeme maatriksist (12’) vahetult, et kui vabale
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tundmatule x; anda mis tahes positiivne vdartus x; = M, siis saame
uue lahendi

ZZCO_'_CjMy X]:(), DR x]""l":'or xf‘=‘Mv xi'H:Or CECEENE ) xn:0-
Xpt1 = b — ale, ceey Xpri=b; —agM, ..., Xpim= by — aij-

See lahend on a; <0 (i=1, 2, ..., m) tottu lubatav iga M >0
korral. Sealjuures z vairtus kasvab M kasvades (sest ¢;>0).
Seega pole mingit takistust valida M kui tahes suurena, mis aga
tdhendab, et sihifunktsioon pole lubatavate lahendite hulgal tokes-
tatud. Jarelikult, kui juhtveerus pole positiivseid elemente, siis
sihifunktsioon on tékestamata ]a planeertmtsulesandel ei ole opti-
maalset lahendit.

. Mittelahenduvuse juhu vaatlemise voib sellega lopetada Kui
aga juhtveerus leidub vdhemalt iiks positiivne element, siis tuleb
saadava uue erilahendi lubatavust edasi uurida. Maatriksi (13)
viimase veeru iilejaanud elementidel &’; on kuju (15). Nende mitte-
negatiivsuseks peab seega iga i=1, ..., k—1, k4-1, ..., m
korral olema ‘

“>0. (17)

Soltuvalt elemendi a; margist voib siin olla tegemist kahe voi-
malusega. Nimelt juhul a; < 0 on vérratus (17) alati rahuldatud,
sest siis b, > 0 ja a,; > 0 tottu on alati b’; > b; > 0. Seega nendes
ridades, kus juhtveeru element on mittepositiivne, on garanteeri-
tud, et viimase veeru element teisendamisel ei kahane. Kui aga
a;; > 0, siis teisendamisel viimase veeru element {ildiselt kahaneb
ja voib jdrelikult muutuda negatiivseks. Jagame niiiid vorratuse
(17) molemad pooled elemendiga a; (a; >0 tottu vorratuse
mark seejuures ei muutu!) ja viime iihe liikme teisele poole:

b > b,
a; =
Saadud vorratusest ndeme, et juhtrea indeksiks £ tuleb valida see
i, mille korral jagatis b;/a;; omandab vadhima viirtuse. Meenuta-
des, et vaatlusel olid vaid need read (s.t. reaindeksid i), mille
puhul a; > 0, voime tulemuse lithidalt iiles kirjutada vordusena
by . b
—£ = min .
Apj a,;>0 a;;

Seega uue lahendi lubatavuse garanteerimiseks fuleb juhireaks
valida juhtveerus positiivsete elementidega ridade hulgast see,
mille puhul rea viimase elemendi jagatis juhtveeru samas reas
paikneva elemendiga on koige viiksem.

Kui juhtveerg ja juhtrida on dsjasonastatud reeglite jirgi vali-
tud, siis uus erilahend on kindlasti lubatav ja annab sihifunktsioo-
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nile iildiselt suurema véartuse kui ldhtelahend: ¢; >0, b, > 0,
ay; > 0 tottu seosest (14) jareldub ¢’o > co.

Sellega ongi iiks samm kirjeldatavast lahendusmeetodist teos-
tatud. Edasi kordub tdpselt sama protseduur ldhtudes maatriksist
(13), mis sisaldab ju samuti (m - 1)-jarku ithikmaatriksit ja mil-
lest saadud erilahendis on n tundmatut vordsed nulliga. Kordamine
seisneb selles, et otsitakse niiiid juba maatriksi (13) esimesest
reast negatiivne element, valitakse vastav veerg juhtveeruks, maa-
ratakse iilalkirjeldatud viisil juhtrida ning teostatakse maatriksi
teisendamine. Kordamisi jdtkatakse seni, kuni saadakse maatriks,
mille esimeses reas enam ei ole negatiivseid elemente. Sellele maat-
riksile vastav erilahend ongi iilesande optimaalne lahend.

Kirjeldatud lahendusmeetodi nimetas seda esimesena kasuta-
nud ameerika matemaatik ‘G. B. Dantzig simpleksmeeto-
diks.

Voib veel kiisida, kas simpleksmeetod annab optimaalse lahendi
16pliku arvu sammudega. Nditame, et vihemalt teatud juhtudel on
see saavutatav. '

Simpleksmeetodi igal sammul leitakse n -+ m -+ 1 tundmatuga
ja m— 1 vorrandist koosneva vorrandisiisteemi niisugune erila-
hend, milles # vaba tundmatut vorduvad nulliga. Kui nulliga vor-
rutatavad tundmatud on véalja valitud, siis iilejaddnud m -+ 1 tund-
matu vidrtused on juba iiheselt midratud. Kuid n vaba tundmatu
véljavalimiseks n--m -1 tundmatu hulgast on vaid loplik arv
erinevaid voimalusi. Kui veel arvestada, et tundmatut z vabade
tundmatute hulka kunagi ei valita, siis on erinevate voimaluste arv
vordne kombinatsioonide arvuga n 4- m elemendist n kaupa. Simp-
leksmeetodiga leitavate erinevate erilahendite arv ei saa sellest
arvust igatahes suurem olla.

Kui igas jargmises erilahendis on z vddrtus suurem kui eelmi-
ses (see on nii b, > 0 korral), siis pole ka tagasip6drdumine mingi
varem leitud erilahendi juurde voimalik. See aga tdhendabki, et
protsess peab lopliku arvu sammude jirel 1oppema.

Kui mingis maatriksis on juhtrea viimane element b, null, siis
c’o=rcy ja jdab pohimotteline vdimalus sama erilahendi juurde
tagasipoordumiseks. Et see on juhtrea sobiva valikuga vilditav,
selle pohjendamisel me siin ei peatu.

Simpleksmeetodi tegeliku rakendamise demonstreerimiseks la-
hendame néites 1 piistitatud iilesande. Lisades siisteemile (5) sihi-
funktsioonist (6) saadava vorrandi voime kohe {iles kirjutada oma
vorrandisiisteemi laiendatud maatriksi:

I—1—1 00 0 0 29
0 2 31000 75
0 1t 50100 9
0 5 1 001 0 13
0 3 200 0 1 85
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Sel maatriksil on juba vajalik kuju ning seega voib kohe vilja
kirjutada erilahendi

=29, x,=x=0,x3=75,x,=9,xs=13, x¢=28,5.

Et maatriksi esimeses reas leidub negatiivseid elemente, siis
see lahend pole optimaalne. Juhtveeruks voib antud juhul valida
kas maatriksi teise (vastab tundmatule x;) v6i kolmanda (vastab
tundmatule x;) veeru. Tavaliselt valitakse juhtveeruks see, mille
esimeses reas olev negatiivne element on absoluutvédartuselt suu-
rim, kui need on aga vordsed, siis veerg, millele vastava tundmatu
indeks on vaiksem. Seda reeglit arvestades valimegi juhtveeruks
teise veeru; seega tuleb positiivseks muuta x,.

Juhtrea leidmiseks tuleb moodustada viimase veeru elementide
ja juhtveeru positiivsete elementide jagatised. Ridade jarjekorras
on need

7.5

7.5 13 8,5
: 13

=0; ==26; —=283.

3
1 5 3=

= 3,75;
Vihim nendest arvudest on eelviimane ja juhtreaks tuleb seega
valida maatriksi neljas rida. Teisendame niiiid maatriksi teise veeru
niisuguseks iihikvektoriks, mille neljandal kohal on arv 1. Saada-
vat maatriksit me eraldi vélja ei kirjuta, vaid koondame koik arvu-

tused jargmisse tabelisse, kuhu on kantud ka jargmistel sammudel
saadud maatriksid.

Xy X2 X3 X4 X5 X vl?it;ae
-1 —1 0 0 0 0 {29
2 3] 1 0 0 0 7,5
1 5 0 1 0 0 9
5 1 0 0 1 0 13
3 2 0 0 0 1 8,5
0 (—-08( 0 0 0,2] 0 31,6
0 2,6 1 0 |—04 0 2,3
0 48( 0 1 |1—02}) 0 6,4
1 02| 0 0 02| 0 2,6
0 1,4 0 0 —0,6 1 0,7
0 0 0 (0 —17 471 32
0 0 1 0 57|—13/7] 1
0 0 0 1 13/71—24/71 4
1 0 0 0 27| —Y7| 2,5
0 1 0 0 —3/71 5/7| 0,5
0 0 0,2y 0 0 0,2 | 32,2 -
0 0 141 0 1 —2,6 1,4
0 0 —2,6 1 0 14 1,4
1 0 —0,4| O 0 06| 21
0 1 06| 0 0 |—04| 1,1
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Tabel sisaldab ithe vorra vihem veerge kui teisendatav maat-
riks, sest tundmatule z vastavat veergu pole motet korrata. Tabeli
ridade arv pole lahendamisele asudes teada ja sammude arvu suu-
renemisel tuleb tabelit lihtsalt ridade lisamisega tdiendada. Esi-
messe ritta on kasulik kirjutada veergude «nimed», milleks sobivad
lihtsalt vastavate tundmatute tdhised. Paremaks iilevaatlikkuseks
on juhtelement igal sammul antud poolpaksus Sriftis.

Vaadeldava niite lahendamisel tuleb teostada kokku kolm
sammu, mille tulemused ongi kantud {ilaltoodud tabelisse. ¥iimasel
sammul saame iilesande optimaalse lahendi

2232,2,X1*=2,1, Xz:l,l,ng‘O,X4=l,4,
X5 = 1,4,Xs:0.

Ulesande majanduslikku tdhendust arvestades annab seega
maksimaalse pdevase kogutoodangu (z=32,2 tonni) niisugune
tooimisplaan, mille puhul esimest liiki vietist toodetakse 17,6 4-
~+ x; =19,6 tonni ja teist liiki véetist 11,56 4 xo = 12,6 tonni. Sil-
mas pidades vorratuste kaotamiseks sisse toodud tundmatute ta-
hendust nideme, et esimese ja neljanda tsehhi tootmisvoimsused
kasutatakse selle plaani puhul tdielikult dra (x3=x¢=0), kuid
teise tsehhi tootmisvoimsus jddb kasutamata x, = 1,4 pooltunni ehk
0,7 tunni ja kolmanda tsehhi tootmisvoimsus x5 = 1,4 veerandtunni
ehk 0,35 tunni ulatuses. )

Simpleksmeetodi kirjeldamisel me eeldasime, et sobiva kujuga
alglahend on juba leitud, s. o. ldhtemaatriks sisaldab iihikmaatrik-
sit. Tegelikult saab aga sama meetodit kasutada ka alglahendi
enda leidmiseks. Selleks tdiendatakse vorrandisiisteemi vajaliku
arvufiktiivsete tundmatutega nii, et saadav uus maat-
riks sisaldaks ithikmaatriksit, ja voetakse need fiktiivsed tundma-
tud ka sihifunktsioonisse absoluutvéartuselt viga suurte negatiiv-
sete kordajatega. Sellega saadakse kiill sisuliselt hoopis uus iiles-
anne, kuid on peaaegu ldbindhtav, et selle optimaalne lahend peab
ithtima lidhteiilesande omaga. Lugu on nimelt nii, et sissetoodud
fiktiivsete tundmatute vddrtused uue iilesande optimaalses lahendis
saavad olla ainult nullid: seda garanteerivad neile sihifunktsioonis
omistatud vdga suured negatiivsed kordajad. Viimaseid on voima-
lik tolgendada «trahvina», mis alati oluliselt vidhendab sihifunkt-
siooni vdartust ja seega plaani headust, niipea kui moni fiktiivne
tundmatu nullist erineb. Kui mingi fiktiivne tundmatu jaib opti-
maalsesse lahendisse ikkagi positiivsena, siis see tahendab, et 14h-
teiilesandel puuduvad lubatavad lahendid.

Et iilesande lahendamise meetod jdab tadpselt endiseks, siis
peaks piisama, kui dsjakirjeldatud votte illustreerimiseks moodus-
tame iiksnes néite 2 lahendamise lahtetabeli. See on toodud jarg-
misel lehekiiljel; fiktiivsed tundmatud on siin xe, X0 ja x;; ning
sihifunktsiooni on nad voetud kordajatega —1000.
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X1 | Xp | X3 | Xy X35 X X7 Xg Xy | X100 | *11 inagbea
—50{—50{—50 | —50| —30 | —30 | —30 | —30 [ 1000 | 1000 [1000| O
1 0 0 -0 1 0 0 0 0 0 0 13
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 | 104
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 10
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 15
4 1 —6| —8| O 0 0 0 1 0 0 0
12 1 |—17|—27] O 0 0 0 0 1 0 0
22 | -1| —2} —=5| O 0 0 0 0 0 1 0

Vajaliku ithikmaatriksi saamiseks tuleb selles tabelis esimesele
reale liita arvuga 30 korrutatud teine, kolmas, neljas ja viies rida
ning arvuga —1000 korrutatud kuues, seitsmes ja kaheksas rida.
Selliselt saadud tabelist jatkatakse lahendamist eelmises naites kir-
jeldatud viisil. .

Alglahendi leidmiseks on ka teisi meetodeid, mis monel juhul
voivad tohusamaks osutuda. Nende ja teiste kdesolevas artiklis
késitlemata jdetud kiisimuste tutvustamiseks voiks soovitada raa-
matuid: ,

19611) I'acec, C. Jluneiinoe nporpaMMupoBanue (MeTOAbI M MNpHJOMKeHIHst). M.,

2) Oauu, A B. u Toabwreitn, E. I. 3agayn u MeToAb JHHeHOro
nporpammupoBauusg. M., 1961. {1964. aastal ilmub sellest raamatust «Coerckoe
Panuo» kirjastusel uus véljaanne.]

* ¥ Ed

Lineaarne planeerimine moodustab iihe osa (tosi kill vaikese!) uuest tea-
dusalast, mis on saanud operatsioonianaliiisi nime. Kogumiku «Mate-
maatika ja kaasaegy iihes jargmistest vihikutest on kavas anda lithike iilevaade
sellest teadusalast. Et lugejaid siiski juba praegu asja olemusega tutvustada,
toome dra ameerika matemaatiku Thomas L. Saaty definitsiooni: «Operat-
sioonianaliiiis on kunst anda halbu vastuseid niisugustele praktilistele iilesanne-
tele, millele koikide teiste vahenditega antakse veel halvemaid vastuseids.

E3 * 3

Matemaatilisest planeerimisest pidas suurt lugu juba antiik-kreeka filosoof
Platon, ehkki tema ajal seda teadusharu veel polnudki. Ta iitles iihes oma.
teoses: .

«...sest nii majapidamises kui riigi valitsemises ja samuti koigis kunstides
ei ole iihelgi oppeainel suuremat tihtsust kui arvude kisitamisel; kdige olulisem
on aga, et see dratab iiles ka unised ja loomu poolest taipamatud ning teeb
nad vastuvGtlikuks ja teravmeelseks .. .»
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MAJANDUSMATEMAATIKA-ALASEID TOID
TARTU RHKLIKU ULIKOOLI ARVUTUSKESKUSES

U. Kaasik, R. Mullari, E. Saareste

TRU arvutuskeskus asutati tegelikult septembris 1959. a. ning
juba sama aasta oktoobris hakkas toole elektronarvuti «Ural-1»,
mis on siiani olnud arvutuskeskuse pohiliseks tehniliseks baasiks.
1963. aastal saabunud uus elektronarvuti «Ural-4» saab téokorda
téendoliselt alles 1964. a. teiseks kvartaliks.

Mgodunud nelja aasta viltel arvutuskeskuses lahendatud ning
praegu lahendamisel olevatest probleemidest kuulub kiillaltki suur
osa majandusmatemaatika valdkonda. Esitame neist lithikese loe-
telu ndol iilevaate, kusjuures iilesannete iseloomu arvestades on
probleemid jaotatud kahte suurde rithma.

Uhe rithma moodustavad matemaatilise planeerimise mitmesu-
guste meetodite tegeliku kasutamisega seotud kiisimused. T66 on
siin seisnud olemasolevate meetodite rakendamiseks sobivate rah-
vamajandusharude ja ettevdtete viljaotsimises, vajalike andmete
kogumises ja siistematiseerimises, meetodite kohandamises vasta-
valt konkreetsele. olukorrale, iilesannete tegelikus lahendamises
ning saadud tulemuste praktilise kasutamise organiseerimises. Esi-
mene, teine ja viimane etapp sellest loetelust ei peaks kiill kuuluma
arvutuskeskuse kohuste hulka, kuid seni kahjuks puudub koordi-
neeriv ja juhtiv vabariiklik organ, kes need iilesanded enda tiita
votaks.

Suurem osa vaadeldava rithma probleemidest on olnud seotud
mitmesuguste lineaarsete planeerimisiilesannete piistitamise ning
lahendamisega. Nimetagem neist moned olulisemad.

Killvipinna optimaalse jaotamise iilesande koostamisel lidhtuti
noudest, et leitavad s66dakultuuride kiilvipinnad peavad kindlus-
tama ettendhtud koostisega sédda tootmise vajalikul hulgal ja
koige vidiksemate kuludega. Vastavaid arvutusi on tehtud mitme
majandi jaoks meie vabariigis (Luunja, Alliku, Valguta sovhoosid,
Noukogude Armee nim. kolhoos) ja kogu vabariigi jaoks tervikuna.
Selgus, et olemasolevate plaanidega vorreldes saab tootmiskulusid
vihendada 20—25% ning néiteks vabariik tuleks toime ka ilma jou
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so6ta sisse vedamata. Tulemuste tegelikku rakendamist on seni
alustanud kahjuks vaid iiksikud majandid. Nimetatud {ilesannete
lahendamisel kulus kdige rohkem t60d vajalike -algandmete kogu-
misele ja iilesande matemaatilisele sonastamisele niisugusel kujul,
et see oleks joukohane suhteliselt vdikeste voimetega elektronarvu-
tile «Ural-1». v v

Analoogiliste meetoditega lahendati ka iiksikute majandite poolt
esitatud iilesandeid talviste sb6davarude optimaalseks jaotamiseks
loomariithmade vahel ja varutud s66dahulga jaoks soodsaima loo-
made arvu leidmiseks. Uurimisel on veel-traktoripargi optimaalse
kasutamise probleem: kuidas olemasolevate traktorite abil soori-
tada koik vajalikud t66d, nii et t66de maksumus tuleks minimaalne.

Kéesoleval ajal otsitakse arvutuskeskuses uut metoodikat, mille
abil saaks hinnata sovhooside majanduslikku tegevust.ja leida pa-
rimad teed tootmise laiendamiseks. Arvestades t66tingimuste erine-
vusi tuli uurimisele votta 89 pohinditajat iga sovhoosi kohta. Nende
vahel leitud seostest piititakse praegu tuletada ettepanekuid kapi-

- talimahutuste majandusliku efektiivsuse tdstmiseks, soovitavate
spetsialiseerumise suundade maiaramiseks jms. _
Arvutuskeskuse kdige ulatuslikum uurimus pollumajanduse kiisi-
mustes kasitleb pollumajandusliku tootmise loogilis-matemaatilise
mudeli koostamist. T66 eesmargiks on imiteerida pollumajandus-
likku tootmist elektronarvutis ning leida manguteooria meetodite
abil statistiliselt parimad, s. 0. ilmastikust kdige vdhem soltuvad
tootmisplaanid. Esialgu on veel késil pohiseoste leidmine ilmastiku
ja olulisemate kultuuride saagikuse vahel.

Toostuses on planeerimise meetodite seisukohast uuritud esma-
joones Kivioli Polevkivi- ja Keemiakombinaadi mitmeid probleeme,
nagu olide segamisvahekorra-miidramine (voimalikult suure ko-
guse immutusoli saamiseks), uttevete té6tlemise ratsionaalse re-
ziimi selgitamine (et eraldada maksimaalsel hulgal fenoole ja
ketoone) ja bensiini optimaalse segamise illesanne. Viljatootatud
meetodite tegelikuks rakendamiseks on ettevalmistused tehtud ning
astutakse esimesi samme nende juurutamiseks praktikasse.

Tamsalu Jousdodatehase jaoks lahendati kiisimus, kuidas oleks
voimalik operatiivselt koostada kdige madalama omahinnaga ret-
septe. Tegelikud katsed néitasid, et uus metoodika véimaldab vara-
semaga vorreldes saada kokkuhoidu umbes 6000 rbl. 66péevas. Ala-
tes 1964. a. jaanuarist koostatakse vastavaid retsepte juba regu-
laarselt.

Ettevalmistused matemaatilise planeerimise meetodite rakenda-
miseks toimuvad praegu ka Tartu Tekstiilivabrikus «Areng». Ees-
margiks on leida niisugused materjalisegud ja tootmisskeemid, mis
kindlustaksid etteantud nomenklatuurplaani korral toodangu mini-
maalse omahinna,

Matemaatiliste meetoditega on uuritud veel kogu vabariigi rah-
vamajandust, ja nimelt tootmise ja tarbimise vahelist tasakaalu.
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Tootati vilja spetsiaalne meetod otsekulutuste maatriksi péérami-
seks ja teostati vastavad arvutused vabariigi plaaniorganitele.
Jatkub meetodi edasine tdiustamine ning selle rakendusala laienda-
mise voimaluste véljaselgitamine.

Teise suure rithma TRU arvutuskeskuse majandusmatemaatika-
alastest toodest moodustavad uurimused.tootmise operatiivse juh-
timise valdkonnas. Kui eelmise rithma probleemide puhul oli ena-
masti tegemist olemasolevate meetodite tdiendamisega, tapsusta-
misega ning kohaldamisega, siis siin on iilesandeks tdiesti uute
lahenemisviiside otsimine ja vastavate meetodite loomine.

On vilja téotatud metoodika Tartu tehase «Voit» valutsehhi
vooluliini t66 kalendriliseks planeerimiseks. Esimesed tegelikud
katsed andsid rahuldavaid tulemusi ning praegu on juba asutud
menetluse pidevale rakendamisele. Kogu aeg tehakse selles {ihtlasi
tdiendusi ja muudatusi vastavalt praktika nouetele. Eriti pdora-
takse tdhelepanu metoodika niisugusele tdiustamisele, mis voimal-
daks seda kasutada ka vooluliini t66 operatiivsel juhtimisel, seega
otse tootmispraktikas.

Uks mahukamaid uurimistéid on seotud Tartu Aparaadiehituse
Tehase operatiivse juhtimise matemaatiliste meetodite loomisega.
Pohimotteliselt ongi juba koostatud tehase mehhaanikatsehhi t66
kalendrilise planeerimise metoodika. Mehaanikatsehhi vaadeldakse
kui iseliiki teenindamissiisteemi, kus ei ole ette antud mitte telli-
muste sisendvoog, vaid soovitav vidljundvoog, s. t. montaazitsehhi
ajalis-koguselised detailivajadused. Iga tellimust (detailipartiid)
peab tema jaoks méairatud jarjekorras teenindama- (t66tlema) rida
teenindajaid (t66pinke), kusjuures teenindamisajad on juhuslikud
suurused, mille jaotusseadused on ette antud. Peale selle ndhakse
ette veel teenindajate juhuslikke viljalangemisi siisteemist (ava-
riisid) jms. Ulesandeks on organiseerida teenindamine selliselt, et
saavutataks mingi moistlik kompromiss jargmiste matemaatilisest
seisukohast mitteiiheselt voi raskesti kirjeldatavate vastuoluliste
tingimuste vahel: 1) tegelik viljundvoog peab voimalikult histi
lahendama soovitavat valjundvoogu, 2) tellimused peavad siistee-
mis viibima voimalikult lithikest aega, 3) siisteemi juhtimine peab
olema voimalikult lihtne, s. t. praktiliselt holpsasti iilekantav tsehhi
juhtimisele.

Koostatud ning praegu tdpsustamisel olevas metoodikas on
antud selle iilesande n.-6. kaheetapiline lahendus. Esimesel etapil
koostatakse orienteeriv teenindamisgraafik pikema aja peale ette
ning teisel etapil toimub juba planeerimine lithema aja peale.

Kuna vajalike statistiliste seaduspérasuste tuletamisel osutuvad
paratamatuks mitmed lihtsustavad eeldused, siis nende valtimiseks
on kasutatud teenindamissiisteemi modelleerimist elektronarvuus.
Mudeli eeliseks on voimalus 14bi viia suurel arvul katseid, mis
tegelikkuses oleksid kas hoopis voimatud voi seotud suure riskiga.
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Senise mudeli abil on juba saadud rida kvalitatiivseid seadus-
parasusi. Loplike kvantitatiivsete seaduspérasuste saamiseks tuleb
aga ootama jadda, kuni hakkab t66le elektronarvuti «Ural-4».

Tartu Aparaadiehituse Tehase jaoks véljatootatud ‘meetodite
praktiliseks rakendamiseks vajaliku informatsiooni kogumine on
kdimas juba pikemat aega, ja nimelt regulaarsete koormusarvutuste
néol, mis isegi omaette voetuna on tunduvalt parandanud tehase
t6o organisatsioonilist taset. Praegu tehakse viimseid ettevalmis-
tusi tehase tootmisosakonna too osaliseks mehhaniseerimiseks
elektronarvuti «Ural-4» abil: arvuti uueks iilesandeks kujuneb
detailsete tootmisiilesannete operatiivne koostamine. Koigi nende
arvutustega luuakse vajalikud eeldused selleks, et Tartu Aparaadi-
ehituse Tehas saaks uuritavat kalendrilise planeerimise siisteemi
varsti ellu viia. On astutud samme analoogiliste arvutuste laienda-
miseks ka teistele tehastele, kuid esialgu on siin porkutud tésistele
organisatsioonilistele raskustele.

Arvutuskeskuse té66de vaadeldavas rithmas tuleks nimetada ka
uurimusi, mis taotlevad elektronarvutite rakendamist arvelduses.
On alustatud vastavaid eeltéid Tartu Naha- ja Jalatsikombinaadis
ning koosttos Eesti NSV RMN Elektrotehnika Teadusliku Uuri-
mise Instituudiga ka ETKVL-i siisteemis. Eesmérgiks on lao arve-
pidamise iileandmine elektronarvutile ning voimaluste uurimine
ka muude raamatupidamist66de mehhaniseerimiseks. Pohilisteks
uurimissuundadeks on praegu lao sissetulekute ja viljaminekute
automaatse arvestamise siisteemi koostamine ning ldhteinformat-
siponi sobiva vormi véljatéotamine.

Sellega ongi loetletud koige olulisem, mida TRU arvutuskes-
kus on majandusmatemaatika alal dra teinud. Voiks veel nimetada
téid, mis on késile voetud Eesti NSV RMN Pdlevkivi Instituudi
voi NSV Liidu Ehituse ja Arhitektuuri Akadeemia ettepanekutel,
kuid et esialgu nendes suundades nimetamisvaérseid tulemusi pole
saavutatud, tuleb neist ndahtavasti kunagi tulevikus raikida.



RAHVUSVAHELISED KOOLINOORTE MATEMAATIKA
OLUMPIAADID

0. Prinits

Paljudes maades on saanud traditsiooniks korraldada koolinoor-
tele matemaatika iilesannete lahendamise voistlusi. Neid voistlusi
on hakatud nimetama matemaatika oliimpiaadideks. Eriti laiaula-
tuslikult on selliseid oliimpiaade organiseeritud Noukogude Liidus,
peamiselt iilikoolide juures. Aga ka Ungaris, Rumeenias, Bulgaa-
rias, Jugoslaavias, Poolas, TSehhoslovakkias ja Saksa Demokraat-
likus Vabariigis on niisugused voistlused populaarseks muutunud.

Olemasolevatel andmetel toimus esimene matemaatika oliim-
piaad 1934. a. Leningradis. Juba enne Teist Maailmasdda on mate-
maatika lilesannete lahendamise voistlusi organiseeritud samuti ka
Rumeenias.

Eesti NSV-s on koolinoorte matemaatika oliimpiaadide korral-
damine saanud traditsiooniks; kdesoleval oppeaastal toimunu oli
meil juba iiheteistkiimnes.

Kui meil on oliimpiaadi organiseerimise peamiseks eesmargiks
keskkooliopilaste iildise matemaatika-alase ettevalmistuse tostmine
ning voimalikult suuremate opilashulkade kaasatombamine, siis
iilevenemaaliste, aga samuti Moskvas, Leningradis ja Kiievis 1dbi-
viidavate olilmpiaadide peamiseks eesmérgiks on andekate noorte
matemaatikute valjaselgitamine. Vastavalt sellele on ka esitatavad
iilesanded raskemad kui meie oliimpiaadidel.

Uhesuguste voistluste korraldamine paljudes maades viis mot-
tele organiseerida ka rahvusvahelisi matemaatika oliimpiaade, mil-
lest votaksid osa iiksikutes riikides parimaiks osutunud &pilased.
Selle motte elluviijaks sai Rumeenia Matemaatikute ja Fiiiisikute
Uhing, kelle initsiatiivil korraldati esimene niisugune oliimpiaad
.1959. aastal. See iiritus muutus traditsiooniliseks ja nii kogunevad
niiiid paljude maade tugevaimad noored matemaatikud igal suvcl
omavahelisele joukatsumisele. On vilja kujunenud kord, mille
kohaselt iga riik saadab 8-liikmelise 6pilaste voistkonna iihe ope
taja juhendamisel ja iihe ametliku esindajaga. Ulesanded valitih .«
riikide esindajailt laekunute hulgast koigi esindajate iihiscl kokkn
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leppel. Tavaliselt voetakse kavasse iga riigi poolt iiks {ilesanne, et
sellega tagada kodigile voistkondadele vordseid tingimusi. Lahen-
damine toimub kahel pdeval, kummalgi 3—4 iilesannet, kusjuures
lahendamisaega on ette ndhtud umbes iiks tund iilesandele, seega
3—4 tundi kummalgi pédeval. Esimesel pdeval antakse iilesandeid
aritmeetika, algebra ja trigonomeetria valdkonnast, teisel pdeval
geomeetriast. Koik Opilased saavad iilesanded oma emakeeles ning
ka lahendused esitatakse samas keeles. Iga voistleja t66d vaatab
l14bi tema enda voistkonna esindaja; hindamine toimub jillegi koigi
esindajate poolt iihiselt.

I rahvusvaheline matemaatika oliimpiaad toimus 23.—31. juulini
1959. a. Stalini linnas Rumeenias. Tdisarvuliste vbistkondadega
votsid sellest osa Rumeenia Rahvavabariik, Ungari Rahvavabariik,
T8ehhoslovakkia Sotsialistlik Vabariik, Bulgaaria. Rahvavabariik,
Poola Rahvavabariik ja Saksa Demokraatlik Vabariik. Noukogude
Liit voistles pooliku voistkonnaga (4 opilast).

I oliimpiaadil anti lahendamiseks jargmised iilesanded:

2ln 44
1. Toestada, et murdu 2lntd ei saa taandada iihegi naturaalarvu n korral.
14n + 3
2. Leida, milliste x-i reaalarvuliste vaartuste korral kehtivad vordused
Vx—l—’\/?x— 1 —i—V.x— Vox—1= V72,
Vit voxr 1 4Vi—vax—li=1,

Vitvar—1+Vi—vor—1=2
kusjuures juurtele omistatakse ainult positiivne tdhendus.
3. On antud vorrand cos x suhtes:

a-cos?x +b-cosx +c¢=0,

kus a, b ja ¢ on mingid reaalarvud. Koostada a, b ja ¢ abil ruutvérrand, mille
lahenditeks on cos 2x vastavad viirtused.
Vorrelda antud ja koostatud vorrandit juhul, kui a=4, 6 =2 ja ¢=—1.
4. Konstrueerida tdisnurkne kolmnurk, kui on antud tema hiipotenuus ¢ ja
kui on teada, et hiipotenuusile tommatud mediaan on kaatetite geomeetriline
keskmine.

_.. 5. Tasandil on antud Idik AB ja sellel iiks seesmine suvaline punkt M.
Loikudele AM ja BM kui kiilgedele on konstrueeritud ruudud AMCD ja MBHE
sirgest AB iihele ja samale poole. Nende ruutude iimber joonestatud ringjooned,
mille keskpunktideks on vastavalt F ja G, 16ikuvad peale punkti M veel mingis
punktis N. Niisuguse konstruktsiooni puhul:

a) toestada, et sirged AE ja BC labivad punkti N;
; b) toestada, et sirge MN libib tasandil iiht kindlat punkti S, mis ei soéltu
‘M asendist 16igul AB; . :

¢) leida ruutude keskpunkte ithendava l6igu FG keskpunkti geomeetriline
koht, kui M asukoht 16igul AB muutub.
6. Tasandid P ja Q l5ikuvad méoda sirget p. Tasandil P on antud punkt A
ja tasandil Q punkt C. Kumbki neist punktidest ei asetse sirgel p. Joonestada
vordhaarne trapets ABCD alustega AB ja CD nii, et temasse saab joonestada
ringjuone ja et punkt B asetseks tasandil P ja punkt D tasandil Q.
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Parimaks osutus sellel oliimpiaadil T$ehhoslovakkia kooliopi-
lane B. Divi§, kes saavutas ainsana maksimaalse arvu punkte.
‘Voistkondadest olid parimad Rumeenia ja Ungari. Molemad said
ithe esimese ja kaks kolmandat auhinda ning iihe aukirja, kuid
rumeenlased voitsid kaks teist auhinda ungarlaste iihe vastu.
Noukogude Liidu voistkonnale langes iiks kolmas auhind ja kaks
aukirja. Teistest norgemini esines Saksa Demokraatlik Vabariik,
kes el saanud iihtegi auhinda ega aukirja. Kahtlemata pohjustas
seda asjaolu, et Saksa Demokraatlikus Vabariigis alustati laia-
ulatuslikumat oliimpiaadide l1dbiviimist alles 1962/63. oppeaastal.

Il rahvusvaheline matemaatika oliimpiaad toimus Rumeenias
Sinaia méigiasulas 18.—25. juulini 1960. a. Sellest votsid osa
Rumeenia, Ungari ja Bulgaaria Rahvavabariikide, TSehhoslovakkia
Sotsialistliku Vabariigi ning Saksa Demokraatliku Vabariigi kooli-
opilased. Siin anti lahendamiseks jargmised illesanded:

1. Leida koik kolmekohalised arvud, mille jagamisel 11-ga saame jagatise,
mis on vordne jagatava numbrite ruutude summaga.
2. Lahendada vérratus

(1 —V1F2x)2
3. Taisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuus on jaotatud n vordseks osaks,
kusjuures n on paaritu arv. ¢ tdhistab nurka, mille all punktist A on

niha nendest omavahel vordsetest 1oikudest see, mis sisaldab hiipotenuusi kesk-
punkti. Kérguse ja hiipotenuusi pikkusteks on vastavalt /2 ja a. Toestada, et

__Anh
tga= (n2._. l)a .

4. Konstrueerida kolmnurk ABC, kui on antud tema kérgused h, ja h, ja
tipust A tommatud mediaan m,,.

5. On antud kuup ABCDA’B'C'D’.

a) Olgu X mingi punkt serval AC ja Y mingi punkt serval B’D’. Leida 16igu
XY keskpunkti geomeetriline koht. ' :

b) Leida loigul XY asetseva pinkti Z geomeetriline koht, kui punkti Z asu-

koht on médratud vordusega
) ZY =2XZ.

6. On antud koonus, millesse on kujutatud kera ja viimase iimber piistsilin-
der, mille iiks pohi on koonuse pdhjaga iihel ja samal tasandil. Koonuse ruum-
ala on V, ja silindri ruumala V,.

a) Toestada, et V, = V..

b) Leida vidikseim % viirtus, mille puhul V,= &V, ja konstrueerida selle
juhu jaoks koonuse telglike tipunurk.

7. On antud vérdhaarne trapets alustega a ja b ning korgusega h.

a) Leida konstrueerimise teel trapetsi siimmeetriateljel punkt P, millest
molemad haarad paistavad tidisnurga all.

b) Leida punkti P kaugus iihest alusest.

c) Millised tingimused peavad kehtima, et oleks voimalik punkti P konmst-
rueerida? (Vaadelda juhte, millised véivad aset leida).

+  Sellel oliimpiaadil esinesid koige paremini Ungari opilascd, kes
said kaks esimest ja kaks teist preemiat ning ilhe aukirja, ning
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TSehhoslovakkia opilased, kes said iihe esimese, iihe teise ja kaks
kolmandat preemiat ning kaks aukirja. Head olid ka Rumeenia opi-
laste tulemused, kes vditsid iihe esimese, {ihe teise ja {ihe kolmanda
preemia ning iihe aukirja. Norgemini teistest esinesid jalle Saksa
Demokraatliku Vabariigi opilased. Siinjuures on huvitav maérkida,
et ungarlaste vodistkonnast jdtkasid edaspidi 7 opilast opinguid
matemaatika alal, sakslaste voistkonnast aga mitte iikski.

111 rahvusvahelise matemaatika oliimpiaadi organiseerimise
vottis enda kanda Ungari Janos Bolyai nimeline Matemaatikute
Selts. Oliimpiaad toimus 6.—16. juulini 1961. a. Balatoni jarve
ddres asuvas Veszpremi iilikoolis. Peale II oliimpiaadil esindatud
riikkide koolinoorte votsid sellest oliimpiaadist osa veel Poola
Rahvavabariigi Opilased. Lahendamiseks anti jairgmised iilesanded:

1. Lahendada vorrandisiisteem

Wi e,
1 xy == 22,

kus a ja b on etteantud arvud. Missugust tingimust peavad rahuldama arvud
a ja b, et siisteemi lahendid x, y ja 2z oleksid kdik positiivsed ja mittevordsed.

2. Kolmnurga kiiljed on a, b ja ¢ ning pindala on S. Toestada, et kehtib
a4 b2+ % > 4SV3.
Missugustel tingimustel kehtib siin vordus?
3. Lahendada vérrand
cost x —sinft x == |,
kus n on mingi naturaalarv.
4. On antud kolmnurk P,P,P; ja selles punkt P Sirged PP, P.P,
P3P loikavad kolmnurga vastaskiilgi vastavalt punktides Q,, Q. Q. Tdestada,

t suhete 55 2 = hul jhemalt ik is ei ol kui 2
et s , o2 Tan ; ] ]
uhete 5o * Pg,’ Pg, tulgas on vihemalt iks, mis ei ole suurem kui 2,

ja vdhemalt iiks, mis ei ole viiksem kui 2.

_ 7 5. Konstrueerida kolmnurk ABC, kui AC =b, AB=c ja /AMB = o, kus-
juures M on kiilje BC keskpunkt ja w < 90°. Toestada, et iilesanne on lahenduv
siis ja ainult siis, kui

Mgg<c<b

Millal kehtib vordus?

~ 6. On antud tasand e ja kolm mitte iihel sirgel asetsevat punkti A4, B ja C.
Nende punktide poolt médratud tasand ei ole paralleelne tasandiga e. Tasandil ¢
on voetud kolm punkti A’, B’ ja C’. Loikude AA’, BB’ ja CC’ keskpunktid on
tdhistatud vastavalt tahtedega L, M ja N. Tihega G on tahistatud kolmnurga
LMN raskuspunkt. (Siin ei vaadelda selliseid punktide A’, B’ ja C’ asendeid,
milliste korral LMN ei moodusta kolmnurka). .

Leida punkti G geomeetriline koht, kui punktid A’, B” ja C’ iiksteisest sdltu-
matult liiguvad tasandil e.

Ungari kooliopilane Bela Bollobas, kes juba Il rahvusvahelisel
matemaatika oliimpiaadil saavutas esimese preemia, osutus siingi
parimaks ja saavutas maksimaalse punktide arvu. Ukski Ungari
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koolidpilane ei jaanud sellel oliimpiaadil ilma autasuta. Poola
voistkonna 8-st liikmest tulid 7 auhinnalistele kohtadele. Saksa
Demokraatlikus Vabariigis oli hakatud suuremat tdhelepanu osu-
tama oOpilaste ettevalmistamisele rahvusvaheliseks oliimpiaadiks
ning seda kroonis edu — voideti iiks kolmas preemia ja 3 aukirja
ning kokkuvottes esineti paremini bulgaarlastest.

IV rahvusvaheline matemaatika oliimpiaad oli iiheks {irituseks
TSehhoslovakkia Matemaatikute ja Fiiiisikute Seltsi 100. aasta-
pdeva tahistamise raames. See toimus 5.—15. juulini 1962. a. Ceské
Budéjovice linnas, kusjuures iilesannete lahendamine viidi 14bi
ajaloolises Hluboka lossis. 1V rahvusvahelisest oliimpiaadist vot-
sid osa Opilased Noukogude Liidust, Bulgaaria, Ungari, Poola ja
Rumeenia Rahvavabariikidest, TSehhoslovakkia Sotsialistlikust
Vabariigist ja Saksa Demokraatlikust Vabariigist. Koigi riikide
esindajaist moodustatud komitee valis opilastele lahendamiseks
jérgmised iilesanded:

1. Leida vadikseim naturaalarv n, millel on jargmised omadused:

a) kiimnendsiisteemis on selle arvu viimaseks numbriks 6;
b) kui viimane number 6 paigiitada {imber csimeseks, siis saadud arv on 4.

2. Lahendada reaalarvude vallas vorratus

R _ 1

\/3—x—\/x+1>7-

3. On antud kuup ABCDA’B’C’D’, millel ABCD ja A’B’C’D’ on vastastahud

ja AA’||BB’||CC’\|DD’. Punkt X liigub konstantse kiirusega ruvdu ABCD kiilgi

modda (antud tippude jirjekorras) ja punkt Y liigub sama kiirusega ruudu

B’C’CB kiilgi mooda (antud tippude jarjekorras). Punktid X ja Y alustavad lii-

kumist vastavalt punktidest A ja B’ samaaegselt. Leida 16igu XY keskpunkti Z
geomeetriline koht.

4. Lahendada vorrand
cos? x -t- cos? 2x - cos?3x = 1.
5. Ringjoonel on antud kolm punkti A, B ja C. Samal ringjoonel konst-

rueerida sirkli ja joonlaua abil neljas punkt D nii, et nelinurk ABCD oleks
puutujanelinurgaks iihele ringjoonele.

6. On antud vordhaarne kolmnurk ABC. Sclle kolmnurga iimberjoonestatud
ringjoone raadius on r ja sisejoonestatud ringjoone raadius g. Toestada, et nende
ringjoonte keskpunktide vaheline kaugus

= Vr(r—20).

7. Leidub 5 kera, mis puutuvad tetraeedri SABC koiki servi voi nende piken-
dusi. Toestada,

a) et tetraeeder SABC on korrapardne,

b) et vastupidi, iga korrapérase tetraeedri jaoks leidub 5 niisugust kera.

Maksimaalse arvu punkte sai Moskva kooliopilane Jossif Bern-
Stein. Uhe punkti vdhem sai Kéry Gerzson Ungarist. On tahele-
panuvéarne, et kuigi tiitarlaste osavott rahvusvahelistest mate:
maatika oliimpiaadidest on suhteliselt vdike (IV oliimpiaadil. oli
56 osavotja hulgas ainult 4 tiitarlast), ometi saavutas Moskva
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hooliopilane Lidia Gont8arova sellel olimpiaadil paremusjarjestu-
« kolmanda koha ja. voitis I preemia. Ka poola titarlapse Ewa
enszi autasustamine 111 preemiaga on nimetamisvdart.

Noukogude Liidu kooliopilased vGitsid 1V oliimpiaadil 2 esimest
precmiat, 2 teist ja 2 kolmandat preemiat. Ungari koohqpllas_ed —
2 esimest, 3 teist ja 2 kolmandat preemiat. Nemad olidki tublimad.
Kokku méérati parimaile 4 esimest preemiat, 12 teist ja 15 kolman-
dal preemiat. Erinevalt eelmistest oliimpiaadidest anti koigile pree-
miast ilmajéddnud osavétjaile diplomid, ning aukirju enam vélja ei
ragatud.

V rahvusvaheline matemaatika oliimpiaad toimus 5.—15. juulini
1963. a. Poolas Wroclawis. Eelmisest oliimpiaadist osavétnud rii-
kide Opilastele lisandusid seekord noored matemaatikud Jugoslaa:
via Foderatiivsest Sotsialistlikust Vabariigist. Lahendamiseks anti
opilastele jargmised iilesanded:

1. Lahendada reaalarvude vallas vorrand
Vil —p--2vVxt—1—x,

kus p on reaalarvuline parameeter.

2. Leida ruumis tiisnurga tipu geomeetriline koht, kui taisnurga iiks haar
ldbib antud punkti A ja teisel haaral on vihemalt iiks ithine punkt antud 1oi-
guga BC.

3. Kumeras n-nurgas on kéik nurgad vérdsed ja jirjestikuste kiilgede a.
az, ..., a, kohta on teada, et nad rahuldavad tingimust &) > a: > a3 > ... > a,
Toestada, et ) — gy, =gy =...~= a,

4. Lahendada vérrandisiistcem

X5 - X2 = yx;
x| —F Xy = Yxg
X+ X4 = Yx;
X3 o X5 = Yx4
X4+ X = Yx5 ;
kus y on parameeter.
5. Toestada, et
7 22 3n 1.
cos_,/_ cos 7 |- cos 7 =
6. Vbéistlusest votsid osa viis opilast: 4, B, C, D ja E. Keegi ennustas, et
paremusjérjestuseks kujuneb A, B, C, D, E. Osutus aga, et ta ei_ennustanud
oigesti ithegi Gpilase kohta, samuti ei olnud tema ennustuses dige iikski jarjes-
tikune paar. Keegi teine ennustas paremusjirjestuseks D, A, E, C, B. Tema
ennustusest osutus Gigeks kahe opilase koht ja samuti jirjestus kahes paaris. Mis-
sugune oli tegelik opilaste paremusjarjestus?

Parima tulemuse — 39 punkti 40-st vdimalikust — saavutasid
F. Dacar "Jugoslaaviast, Leningradi 307. keskkooli &pilane
G. Maloletkin ja Jerevani 55. keskkooli opilane R. Sarkisjan. Uldse
oli sellel oliimpiaadil noukogude kooliopilaste esinemine viga edu-
kas: I preemia said 4 &pilast, II preemia — 3 opilast ja III pree-
mia — 1 Opilane.
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Parema iilevaate iiksikute riikide oOpilaste esinemisest koigil
senistel oliimpiaadidel annab jargnev tabel:

Preemiaid o
Riik ___M‘»Iﬁoﬁ:ﬂﬁgquil__ L II oliimpiaadit
: au- | au- -
i I l 1l Kirju h I I | m Kirju X
| 37— | 36 134 25— iile ' 37—133—| 29—
| Punkte | 40 | 35| 35 40 40|26 | 32
1. Néukogude Liit —|=11] 213 ei vétnud osa
2. Ungari Rahvavabariik || 1 112 1 5 21 2. =1 ‘ 5
3. Rumeenia Rahvavaba- L 1 ‘} ;
riik 12211 ,60 1 1]1 1| 4
4. Poola Rahvavabariik | — | — 1 — | 1 |1 et votnud osa
5. Bulgaaria Rahvavaba- i . : Lo ‘l‘d
riik e 1 — — ! ¢
6. Tsehhoslovakkia Sot- | | o
sialistlik Vabariik 1 == 4 15 1 1 2 l 2 6
7. Saksa  Demokraatlik ‘ | | - )
Vabariik — == ==y = = =
8. Jugoslaavia  Fodera-
tiivne Sotsialistlik Va-
bariik ci votnud osa ei votnud osa
i
e ~_ Preemiaid
l—' I oliimpiaadil IV oliimpiaadil ||V oliimpiaadil
| ‘ i i '
! au- o . | H
i1 11 | I kitju ) I Il il X 1 i 1I. ! m I )
37 - 34-}30_ 20— 41— | 34~ 29— | 35— | 28— ] 21—
40 |36 | 33 | 29 46 | 40 | 33 ‘ 0 13
1. ci votnud osa ' 2 2 l 2 I 6 4 3 ' 1 8
2. 2 3 | 1 1 2 8 2 3 2 17 — 5 3 ‘ 8
3_—1,1;46—;3 3 el 1 1 3 15
s |1 =1 =6 7] — 11 3 14 - | - 2 2
-4 [ (S U S T O T R | 2 34 — | = 3 3
5,——w1§3;4-—|1 3 14 1 — 2
7 0l—=1=1173 4l — T, — 1l = — 1 3] 3
8. | ei votnud osa ei votnud osa 1 2 | 1, 4

Koigil rahvusvahelistel oliimpiaadidel on osavotjaid tutvustatud
neid vastuvotva riigi vaatamisvdadrsustega, nad on kiilastanud
teatrietendusi ja kohtunud nimekate matemaatikutega. Nii on pari-
mad koolinoored-matemaatikud kiilastanud Sveijki lugudega seo-
tud paiku ning mitmeid ajaloolise tdhtsusega kohti, on saanud tut-
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tavaks poola professori dr. Iwaskiewicziga, tSehhi akadeemiku
prof. Novakiga ja rumeenia professori Simionescuga, ning saanud
koigi oliimpiaadi labiviinud maade haridusministrite soojade tervi-
tuste osaliseks.

Meie vabariigi koolinoorte matemaatika-alastes teadmistes ja
.oskustes on viimastel aastatel mirgata teatud tousu. Selle tule:
musena joudis Tallinna 2. keskkooli abiturient Jaak Tepandi
V rahvusvahelise matemaatika oliimpiaadi Noukogude Liidu voist-
konna kandidaatide nimekirja. Voistkonna selgitamiseks korralda-
tud voistlustest Moskvas votsid osa ka Viljandi keskkooli abi-
turient Mare Koit ja Tallinna 19. keskkooli opilane Valentin
Z aitsev. Kuigi nad ei tulnud esimeste hulka, on péddsemine sel-
lelegi voistlusele juba nimetamisvddrne saavutus. On arvata, et
meie vabariigi esindajad konkureerivad ka edaspidi kohtadele Nou-
kogude Liidu koolinoorte esinduses.
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TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE TAPSETE
VAARTUSTE ARVUTAMISEST

Jakob Gabovits

1. Trigonomeetriliste funktsioonide tdpseid vadrtusi kasutame
me tavaliselt ainult teravnurkade 30°, 45° ja 60° puhul. Koikidel
teistel juhtudel rahuldavad meid trigonomeetriliste funktsioonide
ligikaudsed vidartused, mis on antud tabelites.- Ent metoodilistel
kaalutlustel (eriti klassivélises t66s) pakuvad huvi ka iilesanded,
mis on sectud iilalmainitud nurkadest erinevate teravriurkade tri-
gonomeetriliste funktsioonide tdpsete vdartuste arvutamisega. Sel-
liste {ilesannete lahendamisel leiavad rakendamist tuntud pool-
nurga valemid:

Sm___l/l——cosa‘ CO\———VI—ECOSH (1)

. ctg &t (2

sin «

« _l ——cosa

tg 5 :
sin a
Poolnurga tangensi ja kootangensi arvutamisel osutub sageli kasu-
likuks ldhtuda valemite (2) asemel valemitest
g5 =—ctga VItctgla,ctgs = clga+ V1I4ctgla.  (3)

Valemité (1)—(3) mitmekordne rakendamine voimaldab arvutada
nurkade a/4, /8, a/16 jne. trigonomeetrilisi funktsioone. Lahtudes
naiteks nurkadest 30° ja 45°, saame kergesti jargmised tulemused:

V6 I V2 , cos 15° == ETYZ )
tg15° =2 — V3, ctg 15° =2+ V3,
tg 22°030' = —1-}- V2, ctg22°30' =14 V2,
tg 7°30" = —2 4+ V2 — V3 V6,
ctg 7°30’ = 24 V2 + V3 - V6,
tg 37°30" = —2 — V2 + V3 + V6, :
ctg 37°30° =: 2 — V2 — V3 + V6. ’

sin 15° =

(4)




Léhtudes nurgast @ = 90° ning kasutades korduvalt teist valemi-
test (1), saame jargmise huv1tava jada:

2 cos45° =12, 2cos 22°30' = V2-—}— \/i
2 cos 11°15 =]/2 +Ve+ Ve

2 cos 5°37/30” =V2 4Vo4Vatve, ine

2. Selleks, et arvutada sin 18°, teostame jargmised teisendused:
sin 72°= cos 18°, 2 sin 36° cos 36° = cos 18°, -
4 sin 18° cos 18° cos 36° =cos 18°, 4 sin 18° cos 36° =1,
2(sin 54° —sin 18°) =1, 2(cos 36° — sin 18°) =1,
2(cos? 18° — sin2 18° — sin 18°) =1,
2(1 — 2sin? 18° — sin 18°) =1,
4sin? 18 -} 2sin 18°— 1 =0.

Otsitav sin 18° on saadud ruutvorrandi positiivseks juureks. Tea-
des nurga siinust, leiame kergesti selle nurga teised trigonomeet-
rilised funktsioonid. Sel teel saame:

sin1go="—1FY5 o5 18— L) 10425,

- S (5)
tg 180 =V'1— /08, ctg 18 =V5-1 2v5.

Niiiid voime arvutada nurga 36° trigonomeetrilised funktsioonid,

kasutades kahekordse nurga valemeid:

sin36°= V10— 2v5, cos36°—"TV.2,

tg 36° =-V5 —2v5, ctg 36° =V 1 v0g8.

3. Valemid (4) ja (5) voimaldavad arvutada nurga- 3° trigo-
nomeetrilisi funktsioone, sest

sin 3° = sin(18° — 15°) = sin 18°cos 15° — sin 15° cos 18°.

Edasi on juba lihtne arvutada nurkade 6°, 9° 12° jne. trigono-

meetrilisi funktsioone. Seega saame niiid koostada tabeli |

nurkade (3n)° trigonomeetriliste funktsioonide tipsetest
vadartustest, kus n on suvaline naturaalarv (praktiliselt pii-
sab valikust 1 < n < 15).

Alljargnevalt ongi antud sidirane tabel. Et viimast mitte koor-
mata juuremirkidega, votame kasutusele jargmised tahised:

a=VvV2 b=vV3 c=V5 m=14+V3 n=—1-}v3,

p=1+ V5 g=—11++v5 A=V10+2v5 B=V10—2v5.
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Mirgime muuseas, et suurused A, B ja ¢ on omavahel seotud
jargmiste valemitega:

94—=B(c+ 1), 2B=A(c—1), AB=4c.

a sina cos a ‘tg a ctga
. a B—2 B+2
3° 16 (mqg —nA) | 1g (mA+ng) %¥p % —p
6 bB—p bp+ B A—2b A+28B
R | 8 8 p 3—c¢
a 4—A 44+ A
“ 1 ge=8 | ge+8 7 .
120 A—bq bAtq 26—B 26+ B
o 8 8 3+¢ q
15° an am —
4 ; 2—b 246
18° 9 A B A
4 4 54¢ q
a a A—2 A+2
A° | {g(mB—np) | 15 (mp+nB) T 9% —q
24° bp—B bB+p A—2b A+2b
J 8 3—c¢ p
‘ a a 4—B 4+B
2° §(A—9 5 A+aq) p —
300 1 L b b
2 2 3
330 | 2, 2 mA_ B+2 B—2
= (mg + nA) (mA — nq)
16 . 516 264 p 26 —p
36° 5 L 5 A
4 4 p 5—c¢
a a A—2 A+2
39° 16 (mp—nB) | 1g (mB 4+ np) g g
490 bA—gq A+bgq 2—B 2 +B
8 8 q 3+4¢
450 a a
2 2 ! !
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Toome moningad néited tabeli rakendamise kohta. Arvestades
tahistusi (6) saame:

sin27° = L (VI—vI04+V 20+ 4VF),
cos 12° =+ (—1 4+ V5 +V 30+ 6v5),

goe— 1TV I0E2VE
V5—1

Tabel on kasutatav mitmesuguste iilesannete koostamisel ja
lahendamisel. Naiteks:
1. Toestada samasused

a) 8sin 12°sin 48° sin 54° == 1,

b) 8 sin 18°sin 24°sin 84° =1,

¢) ctg3ctg33°=8-+4vV3+3VvV5L2vI5

d) tg6°tg 66°=1tg 12°tg 48° = —2 - v/ 5.
2. Néidata, et arvud sin 6° sin 18° sin 66° moodustavad geomeet-
rilise progressiooni.
3. Naidata, et sin 6° on iiheks juureks vorrandile

8x(1 4+ 2x) (1 —x?) =1,

4. Niéidata, et

4—2V5-V5H

tg 4°30" = — = .
4L v24+vVI0

4. Tabeli analiiiis viib moningatele huvitavatele jareldustele.
Koigepealt ndeme, et tabelis esinevad irratsionaalarvud on eran-
ditult algebralised, s. 0. nad rahuldavad tédisarvuliste kor-
dajatega algebralisi vorrandeid. Nii on naiteks sin 3° jargmise
16. astme vorrandi juureks:

65536 x16 — 262144 x!* 1+ 430080 x'? — 372736 x'° -
—+ 182784 x8 — 50176 x -|- 7040 x* — 384 x2 4- 1 = 0.

Tabelist ndeme, et nurkade (3n)° trigonomeetriliste funktsioo-
nide arvutamisel kasutatakse peale nel]% aritmeetika pohitehte veel
vaid ruutjuurte leidmist (kuigi mitmeKordselt). Geomeetriast on
teada, et selliselt avalduva pikkusega l6iku saab konstrueerida
sirkli ja joonlauaga. Seega on kdik tabelis esinevad trigonomeet-
l'llll?te funktsioonide vdartused konstrueeritavad sirkli ja joonlaua
abi

Tekib kiisimus, mida saab 6elda nurkade n° trigonomeetriliste
funktsioonide kohta, kus n on kolmega mittejaguv naturaalarv?
Vastuse saamiseks liahtume kolmekordse nurga siinuse valemist:

sin 3¢ = 3 sine — 4 sind a.
Téhistades x = sin ¢ saame vorrandi, mille juureks on sin a:
4x® — 3x 4+ sin 3a =0. (7)
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Siit jareldub, et ka konesolevate nurkade siinused ja samuti nende
teised trigonomeetrilised funktsioonid on algebralised irratsionaal-
arvud, sest seda on ju vorrandi- (7) vabaliige sin 3e. Ent sellise
pikkusega 10iku ei saa enam sirkli ja joonlaua abil konstrueerida,
sest tema avaldamiseks tuleb kasutada, nagu naitab vorrand (7),
ka kuupirratsionaalsusi. Seega voime o¢elda, et iga tdisarvu-
lise kraadimooduga nurga koik trigonomeetrilised funkt-
sioonid avalduvad algebraliste irratsionaalarvudena, kusjuures vii-
mased on esitatavad ruut- ja kuupjuurte kaudu.

Kuidas on aga olukord murdarvulise kraadimoo-
du ga nurkade juhul? Moivre'i valemist

n
1 s . 44 PR «
VCosa+tsnna:cosr+151n7
(3

on kergesti tuletatav valem

n n
a ) PR
2cos;:\/ cos @ + i sin @ 4 V cos @ — i sin «,

kust jareldub, et ka niisuguste nurkade trigonomeetrilised funkt-
sioonid on algebralised irratsionaalarvud, kuid need avalduvad
juba korgemat jarku juurte kaudu.

Kokkuvottes voime sonastada jargmise teoreemi: iga rat-
sionaalse kraadimdoduga nurga trigonomeetrilised funkisioonid
avalduvad algebralisie irratsionaalarvudena.

Olukord muutub, kui vaatleme irratsionaalse kraa-
dimooduga nurki. Niisuguste nurkade trigonomeetrilised
funktsioonid osutuvad iildiselt transtsendentseteks
arvudeks (niiviisi nimetatakse irratsionaalarve, mis ei ole téis-
arvuliste kordajatega algebraliste vorrandite juurteks). Nii néiteks.
arvud sin(lg 3)°, cos(V 5)°, tg #° on transtsendentsed. Kuid siin
voib esineda erandeid. Naiteks, nurk arcsin(1/3) sisaldab irrat-
sionaalset kraadjde arvu, selle nurga siinus aga vordub algebra-
lise (ja isegi ratsionaalse) arvuga 1/3.

Ulaldeldu tottu peab hoiatama sageli esineva védira viite eest,
et trigonomeetriliste funktsioonide tabelites esinevad arvud on
transtsendentsete arvude ligikaudsed véddrtused. Tabelites antakse
ju nurkade vdartused kraadides ratsionaalarvulistena, sel juhul on
aga, nagu ndgime, nurgafunktsioonide véairtusteks algebralised
irratsionaalarvud, Tekib monevorra paradoksaalne olukord: kuigi
trigonomeetrilised funktsioonid kuuluvad niinimetatud transtsen-
dentsete funktsioonide klassi, ei kohta me nende funktsioonide ta-
belites — olgu nad kui tahes tdpsed — iihegi transtsendentse arvu
iimardatud véartust!

Lopuks rohutame, et koik, millest iilalpool oli juttu, kais
kraadides moodetud nurkade kohta. Kui nurga suurus vordub
ratsionaalarvuga radiaanmoodus, siis meie teoreem enam ei
kehti. Isegi nii «lihtsad» suurused, nagu sin 1, cos 2, tg 3 (nurgad
radiaanmo6dus!), on transtsendentsed arvud.
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LEHEKULGI MATEMAATIKA AJALOOST EESTIS

‘U. Lumiste

Matemaatika kui teaduse areng Eestis sai alguse alles péarast
ilikooli asutamist Tartus 1802. aastal. Varasemad harrastused
Academia Gustaviana ja giimnaasiumide seinte vahel ning XVIII
sajandi rehkendusmeistrite ringkonnis — nendest oli juttu kies-
oleva iilevaate esimeses osas ! — on kiill huvipakkuvad matemaati-
liste teadmiste leviku ajaloo seisukohast, kuid teadust nad oma-
poolselt ei rikastanud. Tartu iilikoolist kujunes aga peagi iiks juh-
tivaid teaduslikke keskusi mitte iiksnes Baltimaadel, vaid ka kogu
Venemaal. Omaaegse nimetuse all — Dorpati ehk venepéraselt
Derpti iilikool — on ta iilikoolihariduse ajaloos tuntud kui vani-
maid korgemaid oppeasutusi NSV Liidu territooriumil. Alljargne-
valt anname liihikese iilevaate matemaatika arengust Tartu iilikoo-
lis kuni 1918. aastani.

Elementaarmatemaatikast korgema matemaatikani
(aastad 1802—1830)

Esimeseks kandidaadiks matemaatika professori kohale seadis
iillikooli asutamiskomisjon juba 1800. aastal, veel enne iilikooli
ametlikku avamist, Georg Friedrich Parroti (1767—
1852) — prantsuse linnakesest Montbéliard’ist parit edumeelse
haritlase, mitmete fiiiisika- ja tehnikaalaste leiutiste autori, keda
kodudpetaja amet toi Liivimaale 1795. aastal 2.

Parrot joudis Tartus esimestele teadmishimulistele lugeda
ainult populaarse loengutsiikli mehhaanikast ja elementaarmate-
maatika kursuse, kui kolleegid valisid ta 1802. aasta 16pul iilikooli
esimeseks rektoriks. Niisugune lugupidamisavaldus tdhendas eel-

I Matemaatika ja kaasaeg, I. Tartu, 1963, 1k. 47—61.

2 Jlepuukui, I B, Buorpaduuecknii cnosapb npo¢eccopoB H mnpemnofga-
pareneit Mmnepatopckoro IOpbeBckoro, GriBiero [lepnTckoro, yHUBepcuTeTa 3a
cto Jer ero cyuecrBoBauus (1802—1902), Tt. I. [Opees, 1902. — Selles
viljaandes sisalduvaid bio-bibliograafilisi materjale on kasutatud kogu kées-
oleva iilevaate ulatuses, ilma et sellele igakordselt viidataks,
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G. F. Parrot

koige tunnustust Parroti silmapaistvatele teenetele dsjaavatud ili-
kooli vabastamises tagurliku riiiitelkonna moju alt.

Matemaatika opetamise oli Parrot juba sama aasta siigisel
usaidanud kohaliku tiitarlastekooli opetajale, enne seda Tartus
kiimmekond aastat tegutsenud amatoorastronoomile Ernst
Knorrele (1759—1810). Ise asus Parrot fiiiisika professori
kohale, kus ta téétas kuni akadeemikuks valimiseni ja Peterburi
siirdumiseni 1826. aastal. :

Kui fiiiisika ja astronoomia areng uues iilikoolis algas kohe
edukalt, siis matemaatika alal jdid saavutused esialgu iipris taga-
sihoidlikeks. Tolleaegne statuut nigi ette filosoofiateaduskonna
fuiisika-matemaatika klassis ithe puhta matemaatika ja rakendus-
matemaatika professori ning iihe observaatori (erakorralise pro-
fessori oigustes), kes pidi teostama astronoomilisi vaatlusi ja
abistama professorit matemaatiliste ainete lugemisel. Esimeseks
observaatoriks oligi E. Knorre, kes luges iilikoolis oma elu:16puni
9 aasta jooksul eranditult ainult elementaarmatemaatikat. Opetuse
iseloomust annab tunnistust tema «Leitfaden bei unseren mathe-
matischen Vorlesungen» (Ké&siraamat meie matemaatiliste loen-
gute juurde), mis ilmus Tartus 1803. aastal.

Matemaatika professori koht seisis esimesed kaks aastat
vakantne. Sellele kohale kutsutute seas oli tuntud saksa matemaa-
tik Johann Friedrich Pfaif (1765—1825), hilisem Berliini Teaduste
~Akadeemia liige. Tema néhtavasti soovitaski oma nooremat venda

5 Matemaatika ja kaasaeg 11 65



Johann Wilhelm Pfafii (1774—1835), tolleaegset Tiibin-
geni vaimuliku kooli repetiitorit, kes voimetelt kahjuks ei kiiiindi-
nud vanema vennani. Pirast Tartusse saabumist 1804. a. arendas
J. W. Pfaff esialgu kiill viljakat tegevust astronoomina? pdora-
tes sellega endale Peterburi Akadeemia tdhelepanu; 1807. a. valiti
ta koguni akadeemia korrespondeerivaks liikmeks. Seejdrel aga
Pfaffi toohoog rauges ja 1809. aastal lahkus ta hoopiski Tartust.
Hilisemas tegevuses ilmutas Pfaff tolleaegses teaduseilmas juba
haruldaseks jddnud anakronismi — tohusad astronoomia-alased
teadmised ei seganud teda samal ajal uskumast. astroloogia ime-
desse ja kirjutamast sellekohaseid teoseid. '

Matemaatika professorina piiiidis Pfaff aeg-ajalt lugeda monin-
gaid kursusi ka korgema matemaatika valdkonnast. Voib arvata,
et neid kuulasid ainult tiksikud, sest matemaatikast huvitatud {ili-
opilasi oli tollal Tartus vdhe ja needki kasina ettevalmistusega.

Pérast Pfaffi lahkumist tegi iilikooli juhtkond uue katse kedagi
lootustandvat noort teadlast Tartusse kutsuda. Seekord langes
valik Carl Friedrich Gaussile (1777—18b5), kes oli paar aastat
enne seda saanud Goéttingeni professoriks ja tdhetorni direktoriks.
Oma vastuses motiveerib Gauss &rafitlemist peamiselt sellega, et
rohked iilesanded, mis langeksid Tartus tollal ainsale matemaa-
tika professorile, ei jadtaks talle kiillaldaselt vaba aega teadusega

8 Zelnin, G. Astronoomiliste vaatluste algpaevilt Tartus. — Téhetorni
Kalender, 1962, 1k. 44—50. .
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tegelemiseks 4. Nii jaigi kateeder jélle kaheks aastaks vakantseks
ning matemaatika opetamine langes tdielikult Knorre ja, pérast
viimase surma, Parroti olgadele.

Jargmiseks professoriks tuli Harkovist 1811. aastal Johann
Sigismund Huth (1763—1818), omal ajal Saksamaal tea-
tavat kuulsust omandanud, kuid loomingust juba tagasi tombunud
astronoom. Matemaatika lektorina ei iiletanud Huth oma eelkiijat
mitte millegi poolest. Seitsme aasta pdrast suri ta Tartus, jattes
kateedri uuesti vakantseks.

Nagu niha, oli iilikoolil esimese kahe aastakiimne jooksul kiil-
laltki tegemist sobivate kandidaatide leidmisega matemaatika
kateedrile. Isikud, kellega tuli rahulduda, ilmutasid heal juhul
monesugust aktiivsust astronoomiliste vaatluste korraldamisel,
kuid neil polnud huvi ega ndhtavasti ka voimeid matemaatika ope-
tamise viimiseks oma kaasaja tasemele.

Sellele vaatamata leidus iilikooli kasvandike seas iiksikuid
matemaatikast huvitatud voimekaid noori, kes suutsid oma opeta-
jaid iiletada. Eestimaalt Simunast pdrit Magnus Georg
Paucker (1787—1855), Iopetanud tlikooli 1808. aastal, kaitses
siin 1812. aastal doktorivéitekirja kindla keha elastsusndhtuste
teooriast. Aasta enne seda oli ta asunud Knorre jirglasena astro-
noom-vaatleja kohale, kellena luges iilikoolis diferentsiaal- ja inte-
graalarvutust ning analiiiitilist ja kujutavat geomeetriat (samal
ajal kui Huth rahuldus elementaarmatemaatikaga). 1813. aastal
vottis Paucker vastu matemaatika ja astronoomia professori koha
Jelgava giimnaasiumis, kuhu ta jdi €lu 16puni. Talle kuulub rida
uurimusi geomeetria, astronoomia ja metroloogia alal 5.

Pauckerit asendas astronoom-vaatleja kohal iiks silmapaistva-
maid Tartu iilikooli kasvandikke Wilhelm Struve (1793—
1864), hilisem kuulus astronoom ®. Nagu eelkiijadki, nii luges ka
Struve iilikoolis matemaatikat, esialgu Huthi kérval, pérast vii-
mase lahkumist paari aasta jooksul aga ainsa matemaatika lek-
torina. Ta pidas juba regulaarselt loenguid diferentsiaal- ja inte-
graalarvulusest. Ka hiljem astronoomia professorina vottis Struve
endale sageli iiksikuid matemaatilisi aineid.

4 «Das Inland», 1836, lk. 402—404.

Hdenmau, U. . M3 ncropun Matematuku B HepntckoMm (IOpbesckom)
yunsepentere. Ilpurnawenne K. ®. I'aycca Ha kadenpy MaTeMATHKH M aCTPOHO-
MHH. — ¥Yu, 3an. Jlenwnrpajackoro roc. Tmea. uH-ta, T. 14, BB 1, 1955,
k. 128—137. !

5 Pa6uunosuy MU M. uCrpanuus, i I, EaraBckuit actpoHoMo-MaTe-
Matuueckuil ueHtp.B Konue XVIII B. u B nepsoit mosoBure XIX B. — Bonpoc:t
HcTopun (u3MKo-MaTeMaTuueckux Hayk. Mocksa, 1963, lk. 481—486.

6 PoorceMmsas, T, Akagemuk B. SI. Ctpyse n ero jgesitesbnoctb B TapTy-
ckom ynupepcutere. — TRU Toimetised, vihik. 37, 1955, 1k. 30—73. .

Vt.kaG.Zelnini, M.Jdeveere ja L Vallneri artiklid: Tédhetorni
Kalender, 1964.
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Ulikooli selle ajajargu kasvandikest vaarib mainimist Jelga-
vast parit Karl Heinrich Kupifer (1789—1838), kes 1813.
aastal kaitses Tartus dOktOl’lValteklI‘ja ridade summeerimisest «Dé
summatione serierum ...» (Mitaviae, 1813). Kupfferile kuuluvad
moningad uurimused algebraliste vorrandite kohta?. Tallinna
giimnaasiumi Opetajana andis ta 1833—1834. aastal véilja esimest
venekeelset elementaarmatemaatika ja metoodika ajakirja 8.

Vaatamata matemaatika {ipriski tagasihoidlikule tasemele {ili-
kooli tegevuse esimesel kahel aastakiimnel {iletas saavutatu siiski
k6ik, mis varem oli Eestis matemaatika alal tehtud -— alustati
korgema matemaatika opetamist, ilmusid esimesed originaalsed
uurimused Pauckerilt ja Kupfferilt.

Uus etapp matemaatika arenguteel Tartu iilikoolis algas 1821.
aastal, kui protestiks tsaari reaktsiondédri M. L. Magmtﬁkl voimut-
semise vastu tuli Kaasani {ilikoolist Tartusse teenekas matemaa-
tika professor Martin Bartels (1769—1836). Ehkki périt
Saksamaalt, on Bartels oma nime jaddvustanud vene teaduse aja-
lukku kui gemaalse matemaatiku N. I. LobatSevski opetaja Kaa-
sanis °. Veel hulk aastaid hiljem, 1836. aastal, vottis LobatSevski
ette reisi Tartusse, et avaldada lugupldamlst oma korgeealisele
opetajale.

Kogenud pedagoogina suutis Bartels viia dppetegevuse Tartus
kiiresti oma kaasaja tasemele 19, Tdnu sellele, et 1820. aastal loodi
W. Struve jaoks astronoomia professuur, vdis Bartels esimese
Tartu oppejouna pithenduda tdielikult matemaatikale.

Ta meenutas hiljem oma matemaatilise analiiiisi kursuse (Dor-
pat, 1833) eessonas: «Kuigi ma siin, vaatamata suuremale iilidpi-
laste arvule kui Kaasanis, palju vdhem matemaatilise stuudiumi
harrastajaid eest leidsin ja oma loengutes suuremalt jaolt elemen-
taarmatemaatikaga piirduma pidin, siiski on ka siin aegamooda
huvi selle teaduse vastu kasvanud ja ma voin juba monda aastat
oma korgema matemaatika loengutel vdhemalt 10—12 kuulajaga
arvestada.»

Tanu Bartelsi ja Struve viljakale koostéole muutus Tartu iili-
kool matemaatiliste teaduste arenguastme poolest peagi itheks ees-
rindlikumaks tolleaegses Vene riigis.

? Cymxkesuuy, A, K, Marepuanu kx uctopuu anre6put b Poccun. -~ Hero-
pUKO-MaTeMaTHyeckue HMcciaefoBaHus, suin. 4, 1951, 1k. 237—451. ,

8 Bo6bHuH, B. B, Ilepsuiii pycckuii MaTeMaTHYeCKHi )KypH'i1 —- Du-
3MKO-MaTeMaTHUeCKHe HaykH B Xoje MX passuznsd, 1899, . 1, Ne 2, lk. 35—54 ja
Ne 3, k. 71—75.

® Karaw, B. @, Jlo6auesckuit. Mocksa—Jlennurpas, 1948.

Lumiste, U, Kllde Tartu iilikooli XIX sajandi matemaatikute kokkupuu-
teist Lobatsevsklga ja tema loominguga. — «Eesti Loodus», 1959, Ne 3, lk.
162—165.

10 Paro, I', U3 H3HM H JeATENBHOCTH YeThipex 3aMeyaTesbHbLIX MaTeMa-
tukos Tapryckoro yuusepcutera. — TRU Toimetised, vihik 37, 1955, lk. 74—8!,
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Tartusse saadeti end astronoomias ja geodeesias tdiendama
mitmeid noori vene merevielasi. 1828. a. asutati siin Professorite
Instituut — midagi niiiidisaegse aspirantuuri taolist, kuhu suu-
nati vene iilikoolide kasvandikke kogenud professorite juhendami+«
sel akadeemilisi kraade omandama. Professorite Instituudis taien-
das end teiste seas P. 1. Kotelnikov, hilisem Kaasani iilikooli mate-
maatika professor ja LobatSevski ldhim kolleeg.

Matemaatika Tartu iilikoolis oli seega saavutanud ajakohase
taseme. Oli 14dbi kdidud tee elementaarmatemaatikast korgema
matemaatikani.

Tartu — diferentsiaalgeomeetria keskus
(aastad 1830—1860)

Bartelsi kasvandikest Tartus olid silmapaistvaimaks {ilikooli
joonestamise ja graveerimiskunsti oppejou K. A. Senffi pojad.
Erilist tdhelepanu pélvib noorema venna Karl Eduard
Senfii (1810—1850) kuldmedaliga autasustatud ladinakeelne
t60, mille ta esitas iilikooli 10petamisel 1830. aastal ja mis triikiti
jargmisel aastal iilikooli tritkikojas pealkirja all «Theoremata prin-
cipalia e theoria curvarum et superficierum» (Koverate ja pindade
teooria pohiteoreemid). Selles raamatus leiame {ilemaailmselt esi-
mese siistemaatilise diferentsiaalgeomeetria kursuse, millesse on
poimitud ka Bartelsi ja Senffi enda uusi tulemusi. Niiteks kove-
rate teoorias kasutatakse esmakordselt liikuvat teljestikku. Tuleta-
takse ka teljestiku pdorlemiist kirjeldavad valemid. Neid tulemusi,
mis tegelikult kuuluvad Bartelsile, omistatakse siiamaani tavaliselt
prantsuse matemaatikule F. Frenet'le, kelle vastav t&6 ilmus aga
alles 1847. aastal. Bartelsi teaduslikud teened selles valdkonnas
selgusid alles iisna hiljuti .

Parast Bartelsi surma ei tulnud tema jéreltulijat kaugelt otsida
— selleks sai Bartelsi enda opilane K. E. Senff, kes oli vahepeal
kdinud end tdiendamas Konigsbergis ja teistes Saksa iilikooli-
des '2. Matemaatika oOpetamine Tartus siivenes Senffi ajal veelgi.
Ta ise pidas heatasemelisi loenguid tollaegse matemaatika mit-
metest valdkondadest, huvitudes eriti geomeetrilisest optikast, mis
oli ta lemmikaineks. Tédnu Senffi hoolitsusele .asutati Tartus veel
teine, rakendusmatemaatika professuur, millele 1843. a. saabus
Berliinist Ferdinand Minding (1806—1885). Mindingi
néo! sai Tartu iilikool endale silmapaistva teadlase, kelle mitmeid
uurimusi pinnateoorias ja teistes matemaatika ja mehhaanika vald-

" Jlymncre, 0. I, TIlpensocxuwenne Qopmya PpeHe B COYHHEHHH
K. 3. 3enda. — Bonpocsl ucTOpHH H3MKO-MaTeMaTHUeCKMX HayK. Mocksa, 1983,
1k. 141—147. i

12 Lumiste, U, Karl Eduard Senff. — «Eesti Loodus», 1962, Ne 3, lk.
281--282.
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kondades loetakse praegu odigusega klassikalisteks *. Kujunes
Ioplikult vélja esimene matemaatika-alane uurimissuund, millele
pani aluse juba Bartels.

Tuntud ameerika matemaatik D. J. Struik kirjutas juba 1933. a.
oma diferentsiaalgeomeetria ajaloo iilevaates, tundmata veel Bar-
telsi teeneid: «Tdnu Mindingile, tema kolleegile Senffile ja nende
opilasele Petersonile hakkab Tartu etendama diferentsiaalgeomeet-
rias viikese keskuse osa» 14,

F. Minding jidtkas Tartus pinnateooria uurimist, mida ta oli
juba Berliinis alustanud. Rea t6id piihendas ta isoperimeetrilisele
probleemile koverpindadel, saavutades méarkimisvdarset edu. Mit-
mekiilgse matemaatikuna andis Minding Tartus hinnatavaid uuri-
musi ka diferentsiaalvorrandite teoo-
rias (tema sellealast t66d autasustas
Peterburi Akadeemia 1861. aastal Demi-
dovi preemiaga), analiiiitilises mehhaa-
nikas, ahelmurdude teoorias. Erilist ta-
helepanu &dratasid aga Mindingi esime-
sed uurimused konstantse koverusega
pindade sisegeomeetria alal, parast
seda, kui moéoédunud sajandi 70-ndail
aastail selgus nende tihe seos Lobat-
Sevski geomeetriaga 5. Igatahes voib
kahtluseta viita, et Minding on XIX sa-
jandil Tartus to6tanud matemaatikuist
silmapaistvaim. Peterburi Teaduste Aka-
deemia valis ta 1864. aastal oma korres-
pondeerivaks litkmeks, 1879. aastal
aga aulitkmeks. F. Minding suri Tartus
ja on maetud Raadi kalmistule.

Tartu diferentsiaalgeomeetria keskuse peamiseks teeneks vene
ja maailma teaduse ees on aga see, et tema riipes sirgus kiipseks
uurijaks selline diferentsiaalgeomeetria klassik nagu Karl Pe-
terson (1828—1881). Riia késitoolise poeg Peterson oppis Tar-
tus aastatel 1847—1852 ning kirjutas siin 1853. aastal oma kuulsa
kandidaadividitekirja pinnateooria alalt!6. Selles t66s, mis jai
kauaks ajaks iilikooli arhiivi lebama ja avaldati alles 1952. aastal,
tuletas Peterson esimesena pinnateooria kaks puuduvat pohivor-
randit (4 aastat enne Mainardit, 16 aastat enne Codazzit) ning

S

13 Paro, I, viites 10 mainitud artikkel.

4 Crpoiik, H. k., Ouepk ucropuu aupdepeHunaNbHOil reomeTpuit 19
XX cronerus. MockBa—Jlenunrpan, 1941, lk. 44.

15 Vi, viide 9.

16 Nenman, W f., Kapa Muxaiiiosuu I[lerepcoH M ero KanauaaTCKas
ancceprauus. — Mcropuko-maremaTuyeckMe uccnegoBauus, Beil. 5, 1952,
k. 134—164.
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andis esimesena pinnateooria pohiteoreemi (15 aasta enne Bon-
net’d). Pérast iilikooli 16petamist tuli K. Petersonil rahulduda ta-
gasihoidliku matemaatikadpetaja kohaga iihes Moskva keskoppe-
asutuses. Ta 16i aga kaasa Moskva Matemaatikaseltsi asutamisel
ning oma véartuslike uurimuste avaldamisega seltsi ajakirjas pani
ta aluse Moskva diferentsiaalgeomeetria koolkonna tekkimisele.

Matemaatika tousuteel
(aastad 1860—1880)

F. Minding t66tas Tartu {ilikoolis iihtejarge 40 aastat ja viis
siin matemaatika-alase t60 heale ajakohasele tasemele. Tema ise
ja ta kolleegid lugesid Tartus mitmeid erikursusi matemaatika
uutest suundadest, moningaid neist (nditeks elliptiliste funktsioo-
nide teooriat 1853. aastal) esmakordselt vene iilikoolides. .

Mindingi 1dhimaks kolleegiks Tartus oli Saksamaalt périnev
Peter Helmling (1817—1901), kes 1852. a. asus K. E. Senffi
varase surma ldbi vabaks jddnud kateedrile ja tootas siin pide-
valt 35 aastat, esialgu eradotsendina ja erakorralise professorina,
alates 1859. aastast aga korralise professorina. Helmlingile kuu-
lub kiimmekond eraldi bro$iiliridena avaldatud uurimust diferent-
siaalvorrandite teooriast, tdhtsaim neist on Tartus 1859. aastal
kaitstud doktorit6o. Kahjuks ei ole need to60d ei tolleaegsete ega
ka hilisemate uurijate tdhelepanu kuigi tosiselt koitnud.

Mérksa suuremat tunnustust matemaatikuna saavutas tollal
Thomas Clausen (1801—1885), kes tootas Tartus astro-
noom-vaatlejana - (aastail 1848—1865) ja astronoomia professo-
rina (alates 1865. aastast). Avaldatud t66de eest sai Clausen
Koénigsbergi iilikoolilt 1844. a. doktorikraadi, Peterburi Teaduste
Akadeemia valis ta oma kirjavahetajaks liikmeks. Clauseni mate-
maatilised t66d holmavad mitmekesist probleemistikku geomeetri-
listest konstruktsioonidest elliptiliste funktsioonideni. Teda tun-
takse laialt kui kahe uue Hippokratese kuukese avastajat (1840. a.).
Kuid matemaatika opetamisest iilikoolis vottis Clausen osa ainult
paari kursusega (matemaatika ajalugu 1867. a., vahimruutude mee-
tod 1871. a.).

See-eest luges fiiiisikalise geograafia ja meteoroloogia profes-
sor Friedrich Weyrauch (1841—1891) oma Tartu iilikoo-
lis tegutsemise esimese kiimnekonna aasta jooksul (aastad 1871—
1881) agaralt mitmeid matemaatilisi erikursusi, peaasjalikult line-
aaralgebra valdkonnast, ning avaldas uurimusi determinantide
teooriast ja diofantilisest analiiiisist. Viimased, samuti nagu Helm-
lingi t66dki, ei ole erilist vastukaja leidnud.

Eeltoodule voib lisada, et 70-ndail aastail lugesid mitmeid mate-
maatika-alaseid erikursusi ka tolleaegsed astronoom-vaatlejad, kel-
ledest teenekamatena tuleb nimetada Heinrich Brunsi
(1848-—1919) jaJohann Oskar Backlundi (1846—1916).
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Avaneb pilt elavast ja mitmekiilgsest oppetddst, mida teostavad
mitte enam iiks-kaks professorit, vaid juba arvukam matemaati-
kute pere, kes jdlgib tdhelepanelikult teaduse uusimaid saavutusi.

‘Ulikooli nende aastate kasvandikest saavutas matemaatika alal
suurimat tunnustust hiljem Saksamaale siirdunud Axel Har-
nack (1851—1888), iiks reaalmuutuja funktsioonide teooria pio-
neere 7, kes oppis Tartus aastail 1869—1873. Tartu ilikooli kas-
vandike seast valis oma matemaatika oppejoud ka 1862. a. asuta-
tud Riia Poliitehnikum, esimene omataoline oOppeasutus Vene
riigis 18.

Tartus sirguvad matemaatika klassikud
(aastad 1880—1900)

Mindingi jarglaseks rakendusmatemaatika professori kohal sai
1883. a. Upsala iilikooli kasvandik Anders Lindstedt (sind.
1854), kes juba 1879. aastal asus Tartusse astronoom-vaatleja
kohale. Tema peamine teene Tartu iilikoolis oli matemaatikasemi-
nari rajamine iiliopilaste innustamiseks iseseisvale uurimistodle ja
nende juhendamiseks. Sellest seminarist sai alguse Theodor
Molieni (1861-—1941), Riia kooliopetaja poja sirgumine silma-
paistvaks teadlaseks 9. Pérast iilikooli 10petamist 1883. aastal suu-
nati T. Molien Lindstedti soovitusel ennast tdiendama Leipzigisse
Felix Kleini juurde. Tagasi saabunud, kaitses Molien 1885. aas-
tal magistrivditekirja elliptiliste funktsioonide alal. Samal aastal
kinnitati ta Tartu ilikooli dotsendiks. Suvevaheaegadel kiilastas
Molien sageli vidlismaa teaduslikke keskusi. Tema huvid kaldusid
algebra valdkonda, kus ta saavutas silmapaistvat edu. 1891. aas-
tal avaldas ta oma klassikalise t66 hiiperkompleksarvude teooria
valdkonnast. Selle t66 eest, millega T. Molien sai abstraktsete
algebrate teooria iiheks rajajaks, andis Tartu iilikool talle 1892.
aastal doktori teadusliku kraadi. Sellele vaatamata tuli andekal
teadlasel tolleaegseis kitsais tingimusis jddda edasi dotsendi
kohale ja alles 1900. a. sai ta professoriks Tomskisse. T. Molieni
silmapaistvad teened leidsid hindamist alles noukogude aastail,
mil talle omistati teenelise teadlase aunimetus.

Teine noil aastail Tartu iilikoolist vérsunud matemaatika klas-
sik, Lati-Valga kaupmehe poeg Piers Bohl (1865—1921) %,

7 Mlanaayckac, A B, Ilpo6neMa eiMHCTBEHHOCTH B TEOPHH TPHFOHO-
METPHUYECKHX 'psaoB. — Hcropuko-maTemaTHycckue HecgejoBauns, Bhim. 14, 1961,
k. 193—194, 203—207.

18 Byura, A. V., MareMaTHKa B PH)XCKOM MOJIHTEXHHYECKOM HHCTUTyTE. —
Hayka B [lpu6antuke B XVIII — nauane XX peka. Pura, 1962, lk. 41—44.

18 Paro, I, viites 10 mainitud artikkel.

20 Mpiwkuc, A, JI. n Pa6uunosuy, M. M, Tlupc [leoprueBny Boub.
Raamatus I1. T. Boab, M36paguvie Tpy/inl. Pura, 1960, lk. 5—29.
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tegi esimese uurimuse iilikooli 1opetamise eel 1887. a. diferentsiaal-
vorrandite teooriast, oma juhendaja P. Helmlingi t66de vaimus.
Tootades seejarel kodudpetajana Leevi moisas ja hiljem Opetajana
Irtavi seminaris (Litis), alustas ta oma silmapaistvat uurimuste
tsiiklit taevamehhaanika matemaatiliste kiisimuste valdkonnas.
1893. aastal kaitses P. Bohl Tartus edukalt magistrivaitekirja, mil-
les ta pani aluse kvaasiperioodiliste funktsioonide teooriale. Jarg-
mised selle teooria edasiarendajad (Bohr, Weyl, Levitan, Jessen
jt.) mainivad alati Bohli t6id kui selle ala esimesi. Uht meetodit
peaaegu-perioodiliste funktsioonide teoorias tuntaksegi praegu
Bohl-Weyli meetodi nime all. ‘

Veelgi silmapaistvamaid tulemusi sisaldab P. Bohli doktoritoo,
‘mida ta kaitses Tartus 1900. aastal. Millegipdrast jdid aga need
Bohli saavutused kauaks ajaks vajaliku tdhelepanuta, kuigi olid
avaldatud {ihes tuntud matemaatika ajakirjas. Alles 1955. a. avas-
tas Riia teaduseajaloolane 1. Rabinovits, et Bohli selles ja jargne-
nud t66s (1904) on esmakordselt antud rida topoloogilisi teoreeme,
milledest muu hulgas jareldub tuntud lause piisipunkti olemasolust
kera pideval kujutamisel iseendaks. Bohl ei piirdunud iiksnes teo-
reemide esitamisega, tema té6de pohiosa on pithendatud nende
rakendamisele matemaatilise analiiiisi mitmete keerukate problee-
mide lahendamisel. Ulalmainitud klassikalist teoreemi pisipunktist
hakatakse viimasel ajal matemaatilises kirjanduses itha sageda-
mini nimetama mitte enam Brouweri teoreemiks, nagu varem, vaid
Bohl-Brouweri teoreemiks (hollandi matemaatik L. Brouwer jou-
dis selle teoreemini iseseisvalt 1910. a. paiku).

P. Bohli side Tartu iilikooliga seisnes pérast lopetamist ainult
vaitekirjade ettevalmistamises ja kaitsmises. Tema akadeemiliseks
téokohaks sai 1895. a. Riia Poliitehniline Instjtuut, mille professo-
riks ta oli elu lopuni. ‘ '

Tartus endas vahetusid neil aastakiimneil matemaatika profes-
sorid oige sageli. Mindigi ja Lindstedti jarglasteks Tartu raken-
dusmatemaatika kateedril olid -Saksamaalt siia tulnud Ernst
Otto Staude (1857—1928) ja Adolf Kneser (1862—
1930). Esimene peatus Eestis ainult kaks aastat (1886—1888).
Siigavamaid jédlgi jdttis A. Kneseri tegevus aastatel 1889—1900.
P. Bohl sai oma t66s peamist innustust just Kneserilt, kelle monin-
gaid Tartus tehtud uurimusi ta kaugele edasi arendas.

Puhta matemaatika kateedril asendas Helmlingit aastatel
1888—1892 Friedrich Schur (1856—1932), kes oli samuti
Saksamaalt juba tuntud matemaatikuna Tartusse tulnud ja alus-
tas siin oma méarkimisvédédrseid uurimusi geomeetria aluste vald-
konnas. Sellesse to6sse tombas ta kaasa iiliopilase K. R. Kupf -
feri (1872—1935), kes ithes oma t66s esimesena toestas 16ikude
korrutamise kommutatiivsuse mittearhimeedilises geomeetrias. Hil-
jem Riias kaldusid Kupfferi huvid botaanikasse ja temast sai Balti-
maade selle aja suurimaid botaanikuid.
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Ulikooli kasvandikest-matemaatikuist sellel ajajargul mainigem
veel G. Grofe't (1848—1895) ja P. Kadik’it (1857—1923), kes
molemad kaitsesid siin magistrikraadi (esimene 1888. a. ja teine
1885. a.) ning tootasid lithikest aega dotsentidena.

Moonast uue tousuni rakendusmatemaatikas
(aastad 1900—1918)

Moodunud sajandi viimasel aastakiimnel algas vene iilikooli-
dele 1884. a. tsaarivalitsuse poolt ettekirjutatud reaktsioonilise
pohiméédruse laiendamine ka Tartu dilikoolile?!. Seoses linna
imbernimetamisega hakkas iilikool 1893. aastast peale kandma
Jurjevi iilikooli nime. Toimus i{ileminek vene oppekeelele ja saksa
professorite asendamine vene rahvusest oppejoududega.

Mitmel erialal tdhendas vene professorite tulek Tartusse side-
mete tugevnemist vene progressiivse teaduse ja kultuuri saavutus-
tega, materialistliku teaduse edusamme Tartus. Matemaatika osas
tuleb aga tdheldada Oppe- ja teadusliku t66 taseme esialgset lan-
gust. Tartusse maéarati toole kahjuks noori, vihese kvalifikatsioo-
niga vene matemaatikuid, kes ei olnud suutelised asendama oma
kogenud eelkdijaid. F.. Schuri -lahkumisel vabanenud kohale 1892.
aastal suunatud Moskva iilikooli kasvandikul Leonid Kuz-
mit§ Lahtinil (1863—1927) puudus médidramise ajal isegi
magistrikraad, kuigi ta saavutas selle juba samal aastal. (Tolle-
aegset ohkkonda iseloomustab vabanenud kohale kandideerinud
Molieni taotluse tagasililkkamine ilma iihegi motiveeringuta, kuigi
Molien oli dsja hiilgavalt kaitsnud oma doklorivéitekirja.) Sel ajal
veel mojurikaste saksa professorite jahe suhtumine ja paljude
baltlaste eksmatrikuleerumisest tingitud jdrsk dlicpilaste arvu
kahanemine pohjustasid Lahtini tagasipéérdumise Moskvasse juba
4 aasta parast. Moskva iilikooli professorina saavutas ta hiliem
tunnustuse oma t66dega matemaatilises statistikas.

Haridusministeerium, olles jirjekindel oma taotlustes, asutas
Tartusse veel enne Lahtini lahkumist kolmanda matemaatika pro-
fessuuri. Sellele médrati Lahtini ja Kneseri kolleegiks Moskva iili-
kooli kasvandik magister Vissarion Grigorjevits
Aleksejev (1866—1943), kes oli lithikest aega enne seda saa-
bunud paariaastaselt vilismaiselt komandeeringult. Aleksejev 166-
tas Tartus iilikooli evakueerimiseni VoroneZi 1918. aastal. Alates
1921. aastast tegutses ta Tartu kodanliku iilikooli eradotsendina.
Tema 1899. aastal Moskvas kaitstud doktoriviitekiri késitles
algebraliste invariantide teooriat. Hilisemates Tartus avaldatud
:616des piiiidis Aleksejev seda teooriat rakendada keemia valemi-
ele.

2l dpunrcoun, JI., Ms ucropun Tapryckoro yHusepcutera B KoHue XIX
u Hayane XX BB. — TRU Toimetised, vihik 114, 196}, k. 177—214.
Byrarun, A . C.u Canrtanos, 0. A, Yuusepcurerckoe ofpasoBauue
B CCCP. M3a. MTY, 1957, 1k. 27, 28. .
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L. K. Lallin V. G. Aleksejev

Lahtini asemele méarati Tartusse moskvalane magister Niko -
lai Vassiljevits Bervi, kes aga vabastati norga tervise
{6ttu toolt juba kahe aasta parast. 1898. aastal asus vabanenud
kohale Kaasani iilikooli 16petanud Platon Platonovits
Grave (1867—1919), kes tootas Tartus 20 aastat, ilmutades vaga
vdhest huvi teadusliku uurimisté6 vastu.

Nende rin. «puhta» matemaatika professorite loidust iseloomus-
tab ilmekalt kasvoi see fakt, et kdesoleva sajandi kahel esimesel
aastakiimnel ei kaitstud Tartu iilikoolis iihtegi matemaatika-alast
vaitekirja.

Mobnevorra elavam tegevus arenes Tartus rakendusmatemaa-
tika alal. Pédrast A. Kneseri lahkumist Saksamaale jai kateeder
1900. aastal vakantseks, kuni 1903. aastal maiarati sellele Peter-
buri {ilikooli kasvandik Guri Vassiljevits Kolossov
(1867—1936) 22. Tartus tootas Kolossov 10 aastat, jatkates siin
algul oma uurimusi kinnispunkti iimber péorleva kindla keha prob-
leemi alal. Sama probleemi kohta avaldas Tartus 1909. a. paar t66d
M.Rebinder — arvatavasti Kolossovi mojutusel. Tartus valmis
1909. aastal ka Kolossovi hinnaline doktorivaitekiri kompleksmuu-
tuja funktsioonide teooria rakendustest elastsusteoorias, mida ta

22 Pgro, ', mainitud artikkel.
Henman, U. §. C.-IlerepGyprckoe MareMaTHueckoe ofiectBo.— Hcro-
PpHKO-MaTeMaTHyecKne Hccaedobanus, sweim. 13, 1960, lk. 83—86.
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jargmisel aastal kaitses Peterburi iilikoolis. See t66 pani aluse
uuele suunale elastsusnahtuste matemaatilisel uurimisel. 1913. a.
lahkus G. Kolossov Tartust ja siirdus Peterburi, kus talle ava-
nesid avaramad voimalused uurimistooks.

Liihikest aega, aastatel 1915—1918, tootas Tartus algul eradot-
sendina, hiljem professorina pérastine tuntud noukogude teadlane,
NSVL Teaduste Akadeemia akadeemik Leonid Samuilovits
Leibenson (1879—1951). Tema Tartus tehtud uurimusi tala-
vabade katete teoorias jatkas siin V. V. Kupifer.

1918. aastal evakueeriti Jurjevi iilikool Voronezi, kus tema baa-
sil tekkis praegune Voronezi iilikool. Oli Ioppenud 116 aasta pik-
kune 1o0ik Tartu iilikooli ajaloost.

Selline on pdgus. iilevaade matemaatika arengust vanas Dor-
pati-Jurjevi iilikoolis. Tagasihoidlik algus, seejirel esimese viljaka
uurimissuuna kujunemine diferentsiaalgeomeetrias, kuni jérjest
tohusamaks muutuv t66 annab sajandi 1opul niisugused piisiva
véddrtusega uurimused, nagii Molieni ja Bohli vaitekirjad.

Ei tahaks markimata jatta iht iseloomulikku joont — iisna
mitmed tartlaste t66d, mida praegu loetakse klassikalisteks, olid
pikka aega unustuse holmas. Tartu matemaatikute prioriteet nen-
des kiisimustes selgus margatava hilinemisega. Nii oli see M. Bar-
telsi, K. Petersoni, P. Bohli, suurelt osalt ka T. Molieni puhul.
Meie pievade eesti matemaatikute iilesandeks jaab uurida tdhele-
panelikult oma eelkdijate parandit, mis voib sisaldada veel mon-
dagi vaartuslikku.

ARVAMUSI MATEMAATIKAST

Mul on onu, kes vdidab, et pole muud-vaja, kui vaid kuskilt hullumajast
v0i peast nikastanute haiglast méni vilja tuua — ja see véljatoodu on kindlasti
parim matemaatik. Mina iitlen selle kohta, ja nii arvab ka Dirichlet, et oleks
kiill méeldav vdita, et kogu matemaatika on teatav ebanormaalsuse liik, kuid
sellepdrast ei tarvitse ‘veel igasugune hullus matemaatilise iseloomuga olla...
Kui ma sellele onule niidete varal suure vaevaga olin selgeks teinud, kuidas
kujul 4n + 1 esitatavad algarvud lagunevad kahe ruudu summaks, aga algdrvud
4n + 3 mitte, siis arvas ta: «See on igatahes kiill ipris kummaline, aga selleks,
et niisuguse asja peale ildse tulla, ldheb ilmtingimata tarvis hullumeelsuse koige
korgemat kraadi: juba algarv on iks tohutu jama, ja nidd nad vdtavad kdtte
ja teevad veel vahet 4n - 1 ja 4n+ 3 vahel, no siin [6peb kiill igasugune aru
otsal» Kulla valmistamise kunst olevat igatahes hulga etem. Ja see on minw

sugulastest veel kpige selgema peaga!
Eisensteini ! kirjast M. A. Sternile (1848)

! Gotthold Eisenstein (1823—1852) -— tuntud saksa algebraist.
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Kuidas minust sai matemaatik !

A. N. Kglmogorov

Matemaatilise <«avastamise» roomu
sain ma juba varakult tunda, siis kui
ma viie-kuueaastaselt mdrkasin seadus-

pdrasust
1=1
1-}-3==22
I +3-+-5=3

I1-+38-4+-547=4 jne.

Meie kodus Jaroslavli lihedal asu-
lasid mu tadid vaikese kooli, kus tol-
leaegse pedagoogika koige uuemate ret-
septide jirgi Oppis kimmekond mit-
mesuguses vanuses last. Koolis anti
vilja ajakirja «Kevadised pddsukesed».
Selles ilmus minu avastus. Samas aval-
dasin ka enda viljamoeldud aritmeeti-
kaiilesandeid.

Seitsmeaastaselt  ofsustati mind
panna E. A. Repmani eragimnaasiumi
Moskuvas. Selles radikaalselt meelesta-
tud® intelligentide ringkonna poolt or-
ganiseeritud gimnaasiumis oli huvitav
oppida. Gimnaasium, ks 6ppisid koos
nii poisid kui tidrukud (poeglaste
giimnaasiumi programmide jdrgi), oli
pidevalt sulgemischus. Suurepirased
tulemused eksamitel, mida kuulas ka
«ringkonna esindaja», olid meile koi-
gile kohusetunde ja au kisimus. Opin-
gud olid korraldatud omapdraselt.
Uksvahe oppisin ma matemaatikat iiks
klass eespool hkui leisi aineid.

Muide, ajutiselt said iilekaalu huvid
teiste teaduste vastu. Esimese sugava

1 See artikkel ilmus akadcemiku ja
sotsialistliku t66 kangelase A.N.Kol-
mogorovi, NSV Liidu dhe silma-
paistvaima matemaatiku 60 aasta juu-
beli tihistamiseks ajakirjas «Ogonjok»
nr. 48, 1963. a. (Tolkinud H. Oig-
lane).

mulje teadusliku uurimistéo joust ja
tihtsusest tekitas mulle K. A. Timirja-
zevi ragmat «Taimede elus. Seejdrel
innustusin ma koos iihe sébraga (N. A.
Seliverstoviga) ajaloost ja sotsioloo-
giast.- See huvi oli nii tosine, et minu
esimene teaduslik ettekanne, mille te-
gin I7-aastasena Moskoa ilikoolis pro-
fessor S. V. Bahru$ini seminaris, oli
referaat maavaldustest Novgorodis.
Selles ettekandes, tési kill, sai XV—
XVI sajandi késikirjade analiiisimisel
kasutatud méningaid matemaatilise
téendosusteooria votteid.

Aastatel 1918—1920 ei olnud elu
Moskuvas kerge. Koolides Gppisid tosi-
selt ainult need, kellel oli selleks kiil-
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lalt pisivust. 1919.—1920. a. tuli mul
koos vanemate kaaslastega soita Kaa-
san-Jekaterinburgi (praegune Sverd-
lousk) .raudtee ehitusele. Ma Gppisin
160 korval iseseisvalt edasi ja valmis-
tusin eksternina keskkooli lopueksa-
meid andma. Moskvasse tagasi j6ud-
nud, pettusin ma monevorra: mulle anti
kooli [oputunnistus kdtte, ilma et oleks
hakatud vaewa ndigema minu eksami-
neerimisega. -

Sel ajal loeti tehnikat kuidagi tosi-
semaks ja vajalikumaks kui puhast tea-
dust. Astusin ilikooli matemaatikaosa-
konda, kuhu véeti kdiki soovijaid ilma
eksamiteta, ja samaaegselt Mendelejevi
instituudi metallurgiateaduskonda, kus
nouti sisseastumiseksamit matemaati-
kast. Kuid varsti kaalus huvi matemaa-
tika vastu iles koik mu kahtlused ma-
temaatiku elukutse aktuaalsuses. Kui
ma olin esimeste kuude jooksul and-
nud dra koOik esimese kursuse eksamid,
sain teise kursuse iliopilasena pealegi
veel Giguse kuueteistkiimnele kilole lei-
vale ja ithele kilole vdile kuus, mis ti-
hendas tolleaegsete arysaamiste jirgi
juba tiielikku materiaalset heaolu. Rii-
ded olid mul olemas ja puutallaga kin-
gad tegin endale ise.

Muide, vajadus teenida lisa selle-
aegsele napile stipendiumile viis mind
aastatel 1922—1925 keskkooli. Oma t66d
VNFSV Hariduse Rahvakomissariaa-
di Potolihhinski katse- ja ndiidiskoolis
meenutan veel praegugi heameelega.
Ma épetasin matemaatikat ja fiisikat
(sel ajal ei kardetud usaldada iihek-
sateistkimneaastasele &petajale kahte
Oppeainet korraga) ning votsin kooli
elust viga aktijvselt osa, olles kooli-
noukogu sekretir ja internaadis kasva-
taja.

Ulikoolis kdisin ma ainult erikur-
sustel ja seminaridel. Teisel kursusel
tegin oma esimesed iseseisvad tfeadus-
likud té6d. Hakkasin tegelema profes-
sor V. V. Stepanovi juures trigono-
meetriliste ridade teooriaga koos oma
ldhedase sobraga, erakordselt silma-
paistva ning andeka matemaatikuga
G. A. Seliverstoviga (mélemad vennad
Seliverstovid hukkusid Suures Isamaa-
sojas). Minu esimesteks juhendajateks
iilikoolis olid peale V. V. Stepanovi veel
V. K. Viassov, P. A. Aleksandrov, P. S.
Urdsson. Veidi hiljem sain N. N. Lu-
zini Gpilaseks.
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Piris harilikul ja seaduspdrasel vif-
sil olid koik mu esimesed t66d pihen-
datud iiksikute, juba ilesseatud raskete
iilesannete lahendamisele. Hiljem hak-
kasin koos A. J. HintSiniga looma uut
uurimissuunda oma matemaatilisel
pohialal — téendosusteoorias.

Kogu minu edasises téés omandas
suure tihtsuse koostéo6 andekate opi-
lastega, kes hiljem said juhtivateks
teadlasteks iihes voi teises uurimissuu-
nas, nagu nditeks I. M. Gelfand funkt-
sionaalanaliiiisis, S. M. Nikolski funkt-
sioonide ldhendamises poliinoomidega,
A. M. Obuhhov turbulentse liitkumise
uurimises v0i koige viimastel aastatel
V. I. Arnold <«viikeste nimetajatega»
seotud diferentsiaalvorrandite feooria
meetodite viljatootamises.

1920. aastast alates on kogu minuw
tegevus seotud Moskoa iilikooliga.

Tegeldes teatud eduga ja monikord
ka kasuga matemaatika praktilisel ra-
kendamisel kiillaltki laias valdkonnas,
olen pohiliselt ikka puhta matemaatika
esindajaks jdadnud. Olles vaimustatud
matemaatikutest, kellest on saanud
meie tehnika suurmehed, ja hinnates
tdaiel mddral arvutusmasinate ja kiber-
neetika tihisust inimkonna tuleviku
jaoks, arvan siiski, et puhas matemaa-
tika oma traditsioonilises aspektis el
ole veel kaotanud seaduspdrast aukoh-
ta teiste teaduste hulgas. Hukatuslikuks
voib talle saada ainult matemaatikute
liiga terav jagunemine kahte vcolu:
ithed kultiveerivad abstraktseid uusi-
maid matemaatikaharusid, orienteeru-
mata selgelt nende seoses reaalse maa-
ilmaga, mis reid on sinnitanud, tei-
sed tegelevad «rakendustega», ilma et
tungiksid nende teoreeliliste aluste am-
mendava analiiiisini. Seepdrast tahak-
sin ma lopetuseks rohutada, kuivord
seaduspdrane ja vddrikas on positsioon,
millel asub puhta matemaatika esin-
daja, kes moistab oma teaduse Kkohta
ning osa loodusteaduste, tehnika ja ka
kogu inimkonna kultuuri arengus ning
kes on wvoimeline arendama oma tea-
dust vastavalt neile nouetele. .

Noored; kes tunnevad kutsumust
seda teed mdéda minna, ei tarvitse
karta, et nad osutuvad meie maal vi-
hem vajalikeks inimesteks ja teevad
mingit liigset v6i vihem aktuaalset
téod kui agronoomid, insenerid, fiiiisi-
kud ja kiberneetikud.



UKS VAJALIK RAAMAT

E. Jiiriméde

Riikliku Korgema ja Kesk-erihari-
duse Komitee teaduslik-metoodilise ka-
bineti viljaandel ilmus hiljuti mate-
maatika metoodiliste artiklite kogu-
mik !, mis metoodilise materjali korval
pakub ka teatud populaarse sisuga pa-
lu. Ei saa mirkimata jatta, et eesti-
keelses triitkisdnas on see iiks esimesi
sellelaadilisi védljaandeid. Siin on puu-
dutatud kiisimusi, mis sageli praktikas
esinevad, kuid millest kuskil ei kirju-
tata. Sellest uudsusest on ka tingitud
kodgumiku pohilised head ja halvad kiil-
jed. .

Heaks kiiljeks on eelkdige materjali
virskus. Sisu poolest seisab enamik
artikleid koolimatemaatika ning korge-
mates koolides opitava vahepeal. Siit
aga tuleneb, et otseselt ei ole artiklid
nagu kellelegi adresseeritud. Tahaks
loota, et jirgnevate numbritega saab
vaadeldav kogumik endale konkreet-
sema adressaadi.

H. Espenbergi artikkel <«Tarvilikkus
ja piisavus» késitleb kaht pohilist ma-
temaatika moistet, millele meie Gpeta-
mise siisteemis on seni lubamatult vihe
tahelepanu osutatud. Selles on artikli
peamine vadrtus. Kui kénelda puudus-
test, siis kohtume siin iihe iildise vair-
nihuga meie matemaatilises keeles,
milleks on p6ordséna «ormama» kuritar-
vilamine (ndit. «arv omab kuju» lk:
6, 7). Niisugune teiste keeltesm®jul tek-
kinud keelepruuk on vaja matemaatili-
sest konest vilja juurida, sest see on
eesti keclele vooras. Kiisitavaks tuleks
lugeda ka viljendit «jagamisel annab
arv jddgi». Selle asemel tundub hoo-
piski loomupirasem <«jagamisel saame
jdagi». Artiklist loeme veel (lk. 8), et
mingi viite tarvilikuks tingimuseks ni-

! Matemgatika. Metoodiliste artik-
lite kogumik. 1. Tallinn, 1963. [62 1k.].

I3
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metame iga jareldust, mida saab teha
antud viite kehtivuse pohjal. Kas see
on toesti nii? Oletame néiteks, et Jiiri
{itles Reinule: «Arvo jii eile sarlakisse»
(vdide) ja Rein vastas Jiirile: «Siis ta
ei saa mitmel nadalal kooli tulla» (ja-
reldus). Siin ei saa konelda «tarvilikust
lingimusest»! Kiisitay on ka néide vord-
sete kolmnurkade kohta (ik. 10).

U. Kaasiku artikli «Taielik indukt-
sioon» puhul on viike etteheide toime-
tajale. Lugemisel jaib mulje, et 1k. 14,
15 jt. on tegemist teoreemidega, kuid
tegelikult on seal vaid eelnevate teoree-
mide rakendamine. Seda aga oleks saa-
nud trikipildi abil viltida. Kogumikus
esineb ka mujal iiksikuid toimetamisel
korvaldamata jdanud vigu ning ebaiiht-
lusi, kuid need iildiselt ei sega luge-
mist. Nditeks lk. 31 (enne valemit (3))
esineb «jagatis Q(x)» asemel «jagaja
Q(x)», 1k. 20 (all) peaks viljend
«Pascali kolmnurk» olema iihtluse mot-
tes sdrendatud, jne.

Kogumiku viimane artikkel (H. Sil-
ling, Rohkem tdhelepanu kordamisele!)
sisaldab liialt vdhe iildistavat mater-
jali, kuigi artikli autoril oleks olnud
oma ametikoha tottu seda suhteliselt
kerge hankida. Toodud niidisiilesanne-
tes esineb ebatdpsusi. Tekib kiisimus.
kas me saame konelda vorrandi lahu-
tamisest tegureiks (iilesanne 8)? Ules-
annete sonastused pole stiililiselt head
(néiteks iilesanne 18), kohati puuduvad
iilesannetes  kirjavahemérgid (niit.
iilesanded 22—25, 29 jne.).

Uksikutele puudustele vaatamata on
vaadeldav kogumik hea lisa meie na-
pile matemaatilisele lugemisvarale. Te-
da voivad oma t66s edukalt kasutada
nii meie keskkoolide Opetajad kui opi-
lased ning sealt saame peale metoodi-
liste mérkuste teatud tdiendust ka ma-
temaatika aineringide tarbeks.

O

Need, kes on loomu poolest arvutamises osavad, nditavad iiles teravmeel-

sust peaaegu et koigis teadustes ...

seetottu ei tohi seda teadust hooletusse

jétta, vaid teda tuleb dpetada vaimult Gilsaimatele.

Platon
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ALGEBRA SUVEKOOL KAARIKUL

Jevgeni Gabovits

Uildine algebra on tanapdeva al-
-sebra tahtis haru, mille uurimismeeto-
deid ja tulemusi kasutavad paljud tei-
sed matemaatilised distsipliinid.

Algebra sojajdrgne kiire areng Nou-
kogude Liidus pdhjustas vajaduse tu-
gevdada sidemeid eri linnade algeb-
raistide vahel, eriti kuna kirjastusolu-
dest tingituna saadi uurimistulemustest
teada sageli mitmeaastase hilinemisega
ning esines tdode kordamisi erinevate
autorite poolt. 1958. a. toimuski Moskva
Riikliku Ulikooli algebra katcedri juha-
taja, tuntud noukogude algebraisti prof.
Aleksander KuroS$i initsiatiivil
Moskvas esimene (ileliiduline algebra-
alane konverents ehk ileliiduline ildi-
se algebra kollokvium. Jérgmiscl
aastal Moskvas peetud teisel kollokviu-
mil otsustati edaspidi organiseerida
niisuguseid kokkutulekuid igal aastal ja
erinevates kohtades. Nii toimus kolmas
kollokvium 1960. aastal Sverdlovskis,
neljas 1962. a. Kiievis ja viies 1963. a.
Novosibirskis. 1961. aastal ametlikult

kollokviumi ei olnud, kuid [aktilisell
viidi see ldbi Leningradis, kus sel aas-
tal toimus 1V iileliiduline matemaatika
kongress. Novosibirski kollokviumil
otsustati kuues Kollokvium korraldada
1964. a. Minskis.

Kollokviumide organiseerimine toi
noukogude algebrale suurt kasu. Uule
tulemustega tutvumine, otseste kontak-
tide loomine algebraistide vahel, dis-
kussioonidest osavott — koik see on
darmiselt vajalik.igale teadlasele, eriti
noorele. Kollokviumide plenaarettekan-
ded, samuti kodigi ettekannete ning liihi-
teadaannete teesid avaldati néukogude
juhtivates matemaatikaajakirjades ja
sealjuures kiillaltki operatiivselt.

Uleliidulistel  kollokviumidel Kkui

noukogude algebraistide omavahelise
kontakti vormil on aga ka moningaid
puudusi. Kollokviumist osavotjate arv
on tavaliselt suur, ligi kolmsada. Kol-
lokviumi kestus on aga vordlemisi lithi-
ke (6—8 pideva) ning toGkava seetéttu
vdga pingeline. See raskendab tutvu-

Grupp suvekoolist osavotjaid. Vasakult paremale V. Vagner, I. Hion, J. Ljapin,
L. Sevrin, L. Gluskin, B. Plotkin ja V. Viljatser.
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mist kogu pakutava hiiglasuure infor-
matsioonihulgaga. Eriti raske on noor-
tel algebraistidel, keda huvitavad tihti
mitte iksikud uued tulemused, vaid see,
kuidas need on saadud.

Nii kujunes pikapeale arvamus, et
tdienduseks kollokviumidele oleks oige

korraldada algebra-alaseid koole. Esi-
mese niisuguse kooli organiseerimise
initsiatiiv tuli Tartu Riiklikust Olikoo-
list, kelle nimel TRU algebra ja geo-
meetria kateedri dotsendi k.t. J. Hion
esines viimasel Novosibirski kokkutule-
kul vastava ettepanekuga. Kollokvium

kiitis selle ettepaneku heaks ja moodus-
tas suvckooli ldbiviimiseks organiseeri-
va komilee, kelle iilesandeks jdi selgi-
tada suvekoolist osavdtjate arv ning
koostada tiookava.

Esimene suvckool {ildises algebras
toimus 12.—24. augustini 1963. a. TRU
spordibaasis Kédrikul. Suvekoolist vot-
tis osa 44 matemaatikut, neist neli
teaduste doktorit (professorid V. Vag-
ner Saraatovist, L. Gluskin Kommu-
narskist, J. Ljapin Leningradist ning
B. Plotkin Riiast) ning kaksteist tea-
duste kandidaati. Osavotjaid oli saabu-
nud paljudest Noukogude Liidu linna-
dest, sealhulgas Sverdlovskist iiheksa,
Leningradist ja Riiast neli, Moskvast,

6 Matemaatika ja kaasaeg 11

Novosibirskist, Minskist ja KiSinjovist
kaks ning Saraatovist, Kommunarskist,
Permist ja Odessast iiks. Peale nende
tegid suvekooli kaasa Tartu algebrais-
tid ning liksteist TRU matemaatikaosa-
konna iliopilast. )

Suvekoolis peeti kokku 21 iihe- kuni
kolmetunnilist loengut. Enamus neist
andis {ilevaate mingist laiemast prob-
leemide ringist. Riihmateooria valdkon-
nast vaarib markimist leningradlase
A. Rukolaine ettekanne rithmade
esitustest ning Sverdlovski matemaati-
kute J. GortSakovi, V. Viljat-
seri, A. Starostini ja V. Bus-
sarkini ettekanded ecrinevatest riih-
made klassidest ning riihmade auto-
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haviga  kuulasid

Aonatiknd - Riia prolessori
"o tothon ettekandeid, kes luges
node uba 19620 0, stigisel TRU kiilali-
~cua tuhmateooria erikursust ja kelle
teadushikud huvid on ldhedased tart-
laste omadele.

Professor J. Ljapin andis oma
loengutes  iilevaate poolrithmateooria
tinapievasest arengutasemest. Pool-
rithmateooriale olid piihendatud ka
prof. L. Gluskini, Leningradi mate-
maatiku A. Aizen8§tati ning Sverd-
lovski algebraisti L. Sevrini ette-
kanded.

Algebra ja geomeetria piiril oleva-
test kiisimustest rdikis oma ettekanne-
tes prof. V. Vagner.

Mairkimist vairivad veel noorte al-
gebraistide K. ZevlakovijaJ Gu-
revitdi ettekanded, kellest esimene
esines silmapaistvalt hea {ilevaatega
ringide nilpotentsusest, teine kasitles
klassikalise algebra ja loogika piirde-
probleeme. .

Tartlastest  esinesid  suvekoolis
H. Oiglane teemal «Uldistatud riih-

[

‘made esitused» ning algebra ja geo-

meetria kateedri juhataja dots. U. Lu -
miste ettekandega «Moningaid al-
gebralisi probleeme seoses geomeetria
alustega».

Kooli t66 oli organiseeritud selliselt,
et koik ettekanded toimusid péeva esi-
mesel poolel. Seega jdi aega nii tea-
duslike kontaktide loomiseks kui ka
puhkuseks. Oli ju suvekoolist osavot-

‘jate kidsutuses Kairiku spordibaasi uju-

la ning spordiviljak. Korraldati jalu-
tuskiike Kédadriku iimbrusesse, Piihajér-
vele ja Otepiile, pikem ringsoit méoda
Loéuna-Eestit ning — pérast kooli amet-
likku 16petamist — iihine ekskursioon
Tallinna.

Suvekooli organiseerimise esimest
katset voib ilmselt 6nnestunuks pidada.
Seda téendab ka koolist osavotjate
iihine kiri TRU rektorile, milles tidna-
takse selle {irituse korraldajaid ja muu-
seas Oeldakse: «Sellise kooli t06 esime-
sed kogemused néitavad, et kooli orga-
niseerimine oigustas ennast taielikult
ning t6i vaieldamatut kasu.»

TARTU MATEMAATIKASEMINAR

E. Tiit

Oma teist t00aastat alustas 1962.
aasta 1opul loodud LUS-i iilelinnaline
matemaatikaseminar 16. oktoobril koos-
olekuga, mis oli piihendatud Noorte
Matemaatikute Kooli toole. Ettekan-
dega eelneva aasta todkogemustest esi-
nes Noorte Matemaatikute Kooli direk-
tor, TRU vanemopetaja K. Soonets;
jargnes elav mottevahetus, millest vot-
sid osa ka mitmed keskkoolide opeta-
jad. Arutelu tulemusena j6uti otsusele:
kooli struktuur vajab muutmist nii, et
oleks vdimalik kaasa tdmmata ka Tar-
tust kaugel elavdid 6pilasi ning selleks
tuleks todle rakendada rohkem joude
keskkooliopetajate hulgast TRU oppe-
joudude juhendamisel.

Jiargnes seeria ettekandeid Eesti
NSV TA Fiiiisika ja Astronoomia Insti-
tuudi matemaatikariihmalt.

R. Jiirgenson raikis seminaris
30. oktoobril oma valminud dissertat-
sioonist «Diferentsmeetodi veahinnan-
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gust suvalist jirku diferentsiaalvorran-
di rajaiilesande lahendamisel» ning seal
saadud tulemustest.

A. Nilsoni ettekanne «FAI ma-
sinarvutusjaam», milles oli juttu insti-
tuudi matemaatikarithma uurimissuun-
dadest ja analiiiitiliste arvutusmasinate
kasutamise perspektiividest, toimus 13.
novembril.

Jirgnevas seminaris, 27. novembril,
koneles E. Tiit faktoranaliliisi mate-
maatilistest ja statistilistest probleemi-
dest.

Suurim arv osavétjaid oli aasta vii-
masel, 11. detsembril toimunud semina-
ril, kus matemaatikute kiilalisena raakis
FAIl teoreetilise fiiiisika sektori noorem
teaduslik tootaja V. Unt rahvusvahe-
lisest relativistide suvekoolist Prantsus-
maal ja iildise relatiivsusteooria prob-
leemidest. Ettekande esimeses osas ja-
gas lektor muljeid oma kahekuuliselt
viibimiselt iihes parimate traditsiooni-



dega suvekoolis Prantsuse Alpides, ko-
neles selle organisatsioonilisest kiiljest
ning nditas kaasatoodud materjale ja
pilte. Seminari teises osas olid kone all
ildise relatiivsusteooria mitmesugused
matemaatilist laadi probleemid ja ras-
kused ning uuemad suunad nende la-

hendamisel. V. Unt oli seega esimeseks
mittematemaatikuks, kes esines mate-
maatikaseminaris ettekandega naaber-
aladel tekkinud matemaatiliste problee-
mide kohta.

Seminar jitkab oma t66d jargmisel
semestril.

NOORTE MATEMAATIKUTE KOOL

K. Soonets

Tanapéeval vajavad koik teadusharud
inimesi, kes vidhemal v06i rohkemal
miiral suudaksid rakendada matemaa-
tikisi uurimismeetodeid. Pohilise t66
matemaatika-alaste algteadmiste and-
misel kasvavale polvkonnale teevad
matemaatika Gpetajad koolides. See toi-
mub matemaatika tundides ja klassi-
viliselt matemaalikaringides. Klassivi-
lise t66 itheks uueks vormiks on nn.
noorte matemaatikute koolid.

Juba 1934/35. ©ppeaastal loodi
Moskvas NSVL TA V. A. Steklovi ni-
melise Matemaatikainstituudi juurde
matemaatikaring keskkoolidele. Seal
esinesid opilastele loengutega tolle aja
nimekamad matemaatikud. Jirgmisel
aastal viidi ring {ile Moskva Riikliku
Ulikooli juurde, kusjuures loodi sekt-
sioonid matemaatiliste distsipliinide ja
keskkooli klasside’ jdrgi. Toimusid ka
koigile ithised loengud, mille eesmir-
giks oli tutvustada Gpilastele niisugu-
seid kaasaja matemaatika probleeme,
mis koolikursusse ei kuulu. Osal loen-
gutel kasitleti siivendatult ka koolikur-
suse kilsimusi. Sektsioonide tegevus oli
korraldatud vestluste ja iilesannete la-
hendamise vormis. Tolleaegse t66 puu-
dusteks tuleb lugeda temaatika juhus-
likku valikut ja erincvail aastail kisi-
leldava materjali sisulist mittejargne-
vust. .

Uueks etapiks klassivilises t66s ma-
temaatika alal kujunesid kindla pohi-
kirja ja programmiga noorle matemaa-
tikute koolid. Alates 1959. aastast kor-
raldati matemaatikaringide t36 selliselt
iimber Moskvas ja Ivanovos. Jirgmis-
tel aastatel alustasid t66d analoogili-
sed koolid reas teistes linnades, nagu
Kalininis, Kisinjovis, Saraatovis jm.

6‘

Oppeaeg noorte matemaatikute koolides
on 2—3 aastat. Kokkutulekud toimuvad
1—2 korda nidalas kestusega 2 tundi.
Koigi koolide programmidele on ise-
loomulikud sellised teemad, nagu arvu--
teooria pohimoisted, matemaatilise loo-
gika alused, lineaarvorrandite siistee-
mid ja determinandid, elementaarfunkt-
sioonid, funktsiooni piirvédirtus, tuletis
ja diferentsiaal, LobatSevski geomeet-
ria elemendid. Monedes koolis™ késitleti
ka topoloogia, kiiberneetika, mingu-
teooria ja toendosusteooria pohimois-
teid jms. Noorte matemaatikute koo-
lide t6d korraldamisest votavad osa
korgemate oOppeasutuste oppejoud, ili-
opilased ja keskkooliopetajad iithiskond-
likel alustel.

Novosibirskis %orraldati 1962. a. Si-

beri koolide opilastele kahevooruline
lilesannete  lahendamise oliimpiaad.
Oliimpiaadil silmapaistnud Gpilased

kutsuti Novosibirskisse suvelaagrisse,
kus neid tutvustati matemaatika ak-
tuaalsete probleemidega. 1963. a. jaa-
nuaris alustas scalsamas t66d tippis-
teadusliku kallakuga internaatkool.

Noorte  matemaatikute  koolide
senises t66s on vélja kujunenud kaks
pohisuunda. Osa koole seavad oma ees-
mairgiks oOpilaste iildise tutvustamise
matemaatika probleemidega. Teistes
koolides on aga peardohk pandud kisit-
letavate kiisimuste péhjalikumale oman-
damisele, kusjuures. temaatika on pii-
ratum.

Tartus asutati Noorte Matemaati-
kute Kool TRU matemaatikute initsia-
tiivil 1961. a. veebruaris. Oppetdd vor-
miks valiti pilhapédeviti toimuvad loen-
gud. Kahel esimesel Oppeaastal toimu-
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ad locupud agal pithapieval a 2 tundi.
196 o sigisest alales toimuvad loen-
yrud ule nidala kestusega 3 tundi.
Kooli todd juhib {ihiskondlikel alustel
tootav 4 liikmeline kooli noukogu. Nou-
hopu peab kontakti keskkoolidega ja
hoolitseb  loengute  temaatika  eest.
Kooli t66s on seni domineerinud mate-
maatika iiksikuid probleeme tutvustav
suund.

Osavott loengutest oli tavalisell
oppeaasta alguses vordlemisi aktiivne,
kevadeks aga loengutest osavotjate arv
kahanes. Loengute kuulajad olid val-
davas enamikus X ja XI klassi opila-
sed. Lisaks Tartu koolinoortele Kkiis
loengutel ka Puhja ja Liahte keskkooli
opilasi. 1962/63. oppeaastal korraldati
Noorte Matemaatikute Koolis iilesanne-
te lahendusvéistlus. Parimaid tulemusi
saavutasid Tartu I keskkooli matemaa-
tikaklassi Gpilased ja kaks opilast Tartu
V keskkoolist. Kahel viimasel aastal
autasustati aktiivsemaid loengutest osa-
votjaid ja tilesannete lahendusvaistluse

parimaid diplomite ja maélestuseseme-
tega.

Tartu Noorte Matcmaatikute Koo-
lis peetud loengutel on kisitletud vaga
mitmesuguseid probleeme. Suhteliselt
suure osa moodustasid vorrandisiistee-
mide, vorrandite ja vorratuste lahen-
dusmeetodid. Tutvuti kaasaegsete ar-
vutusmasinatega, kisitleti manguteoo-
ria ja kiiberneetika kiisimusi ning mo-
ningaid lineaarse planeerimisega seo-
tud tilesandeid. Omaette tsiikli moodus-
tasid rithmateooria algmbdisted ja nen-
de rakendused. Kahel loengul késitleti
loogiliste iilesannete lahendamist koos
matemaatilise loogika elementidega.

Senised kogemused niitavad, et
Noorte Matemaatikute Kool on end
igati oigustanud. Sellepdrast on aeg
asuda t06 laiendamisele: tuleks kaasa
haarata ka vabariigi teiste keskuste
opilasi, vilja tootada piisivad program-
mid jne. Selles suunas praegu toimu-
vate ettevalmistuste kidigus on teretul-
nud koigi asjasthuvitatute ettepanekud.

“ PROF. KANGRO JUUBEL

Teed siin meeldiva Maa peal poolsada aastat ju kdidud,

niiid analiiiisida voib

_ téid, mida teinud on mees.
Kuid kes jookseks kiirelt ning tooks arvuli appi,

et summeeritud saaks

koik tema vddrikad teod!?
Korget au on ju vddrt see mees, kes korgema mati

kérgusis hirmu ei tea,

teisigi toetada voib.
Kaksteist last — aspiranti Te kde all kondima éppind

(pluss veel need kolm last,

kes «isa» iitlevad Teil’).
Kuid hajuvaid ridu koondada on veel nii viga palju —

selleks soovime, et

Joud Teil otsa ei saaks!
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1963. aasta 16pul toimus Eesti NSV
matemaatikaelus meeldejadav siindmus:
tahistati meie vabariigi kaasaegse ma-
temaatika koolkondade rajaja ja rah-
vusvaheliselt tuntud teadlase, fiiiisika-

ja matemaatikadoktori professor Gun-
nar Kangro 50-ndat siinnipéeva.

TRU matemaatikaosakonna poolt
21. novembril organiseeritud piduliku
koosoleku avas prof. U. Lepik, tehes
ihtlasi teatavaks juubilari autasusta-
mise Eesti NSV Ulemnoukogu Presii-
diumi aukirjaga. Ulevaate juubilari
clust ja té6st andis dots. U. Kaasik.

Jérgnesid ettekanded matemaatika-
osakonna isetegevuslastelt, muuhulgas
kanti esmakordselt ette P.-E. Rummo
luuletus  prof. G. Kangro juubeliks.
Klaveril esines endine matemaatik,
praegunc klaverikunstnik Mall Sarv.

Oma kollecegi ja kunagist kaasiili-
opilast onnitles prof. H. Keres, meenu-
tades ihiseid iiliopilasaastaid. Rohke-
arvulisi tervitusi toid oma opctajale
kolleegid ja opilased Tartu Riiklikust
Ulikoolist, Tallinna Poliitehnilisest Ins-
tituudist, Eesti Pollumajanduse Aka-
deemiast, Eesti NSV Teaduste Akadee-
mia asutustest — Kiiberneetika Insti-
tuudist, Fiiiisika ja Astronoomia Insti-
tuudist ning mujalt.

Loeti ette ka teistest Noukogude-
maa korgematest oppeasutustest saabu-
nud tervitustelegrammpid.

Prof. G. Kangrot onniltleb tema kunagine kaasiiliopilane prof. H. Keres.
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UUSI TEADUSTE KANDIDAATE

21. veebruaril 1964. a. kaitses oma
viitekirja «Uurimused eukleidilise ruu-
mi mitmemootmeliste pindade teoo-
riast>» TRU arvutuskeskuse tootaja
Riinno Mullari. T66d juhendas dots.
U. Lumiste, oponeerisid fiiiisika-mate-
maatikadoktor A. Vassiljev ja fiiiisika-
matemaatikakandidaat V. Goldberg.

Viitekirjas vaadeldakse m-mootme-
lisi pindu V,, n-mootmelises eukleidi-
lises ruumis R, -ja iildistatakse sellele
juhule rida klassikalise pinnateooria
moisteid ning tulemusi. Lihemalt uuri-
takse kaht pindade klassi, millest iihte
lihtsaima erijuhuna kuulub tuntud Clif-
fordi pind, teise aga — s.o0. maksi-
maalselt siimmeetriliste pindade klassi
— tasand ja sfddr. Pindade uurimisel
rakendatakse originaalset metoodikat.

TRU Fiiiisika-Matemaatikateadus-
konna noukogu otsustas R. Mullarile
omistada  fiiisika-matemaatikakandi-

daadi kraadi.

Riinno Mullari on siindinud Tallin-
nas 7. detsembril. 1931. a. Ta lopetas
1949. aastal Tallinna 1 keskkooli, kus
tema matemaatika Opetajaks oli
F. Minnik. Tartu Riikliku Ulikooli
matemaatikaosakonna 16petas R. Mul-
lari 1960. aastal.
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13. martsil 1964. a. kaitses vii-
tekirja «Diferentsiaalvorrandite ligi-
kaudse lahendamise meetodite veahin-
nangust> ENSV TA Fiiiisika -ja Astro-
noomia Instituudi noorem teaduslik
tootaja Rein Jiirgenson. Tood juhendas
dots. E. Tamme, oponeerisid fiiiisika-ma-
temaatikadoktor prof. G. Kangro ja fiiii-
sika-matemaatikakandidaat L. Kivistik.

Viitekirjas antakse veahinnangud
mitmetele praklikas kasutatavatele dife-
rentsiaalvorrandi ligikaudse lahendami-
se ‘mectoditele (lihedaste diferentsiaal-
operaatorité meelod, Newtoni meetod,
diferentsmeelod). Olulisi tulemusi on
saadud diferentsmeetodi uurimisel. Di-
ferentsmeetodi veahinnangute leidmisel
kasutlab autor originaalset metoodikat,
mis pohineb nn. diskreetse Greeni
funktsiooni kasutamisel. R. Jiirgensoni

tulemused on praktikas histi rakenda-

tavad. :
TRU Fiiiisika-Matemaatikateadus-
konna noukogu omistas R. Jiirgenso-
nile fiiiisika-matemaatikakandidaadi
teadusliku kraadi.

Rein Jiirgenson on siindinud Pdrnus
28. juunil 1936. a. Ta Iopetas 1955.
aastal Pdrnu L. Koidula nimelise
II keskkooli, kus talle matemaatikat
opetasid V. Nano ja A. Kuhi. Tartu
Riikliku  Ulikooli  matemaatikaosa-
konna l6petas R. Jiirgenson 1960. a.



PREMEERITUD ULIOPILASTOID

Uliopilaste teaduslike toode 1962/63.
Dppeaasta ileliidulisel konkursil sai
NSV Liidu Korgema ja Kesk-erihari-
-duse Ministeeriumi aukirja Jevgeni Ga-
bovitsi t60 «YnopsjiouenHele MOJY-
rpynnb M KX 3HAoMopdusmen» (juhen-
daja dots. k.t. J. Hion).

Eesti NSV vabariiklikul iliopilaste
teaduslike todde konkursil voitsid esi-
mese preemia (60 rbl.) Tonu Molsi 166
«K kuGepHeTHUYeCKOH TEOPHH 3BOJIOLHHU>
(juhendaja dots. L. Vohandu) ja Heino
Tiirnpu «Monedest abstrakisete sum-
meeruvustegurite tiiiipidest 11 jérku
Rieszi menetluse jaoks» (juhendajad
prof. G. Kangro ja dots. k.t. S. Ba-
ron). Kolmas preemia (25 rbl.) langes
Igor-lvar Saarniidule, kes oli esitanud
106 «Diferentsiaalvorrandi ldhislahendi
vea hindamisest» (juhendaja dots.
E. Tamme). Esile tosteti Mati. Kilpi,
kelle t66 kandis pealkirja «Parempool-
selt jirjestatud poolrithmadest» (juhen-
daja dots. k. t. J. Hion).

ESIMENE LEND KESKHARIDUSEGA
MATEMAATIKUID

20. mirtsil 1964. a. sooritasid TRU
arvutuskeskuse juures kvalifikatsiooni-
eksami meie vabariigi esimesed 32
keskharidusega matemaatikut-prog-
rammeerijat. Nendeks on A. H. Tamm-
saare nimelise Tartu linna 1 Keskkooli
XlIe klassi oOpilased, kes omandasid
matemaatiku kutse tootmiseriala &ppi-
‘mise korras.

Matemaatikute-programmeerijate et-
tevalmistamist keskkooli ja TRU arvu-
tuskeskuse baasil alustati Tartus
1961. a. siigisel. Asja algatajaiks olid
-eelkoige TRU oppejoud dots. O. Pri -
nits ja dots. U.'Kaasik. Peamiselt
Tartust, kuid osalt ka mujalt tulnud
matemaatika-andelistest opilastest
moodustati omaette klass, mille tunni-
plaan sisaldas tavalise keskkoolikur-
suse korval rea eriaineid, nagu korgema
matemaatika alused, arvutusmeetodid,
elektronarvutid ja programmeerimise
teooria. Samasugused klassid komplek-
teeriti ka igal jargneval oppeaastal.

Eriaineid opetavad keskkoolis Tartu
Riikliku Ulikooli oppejoud ja arvutus-
keskuse toodtajad. Teoreetiliste ainete
korval teevad oOpilased 1dbi arvutus-
meetodite praktika alates 9. klassist
ning programmeerimise praktika elekt-

ronarvutil «Ural-1» alates 10 klassi
Kolmeaastasced opingud l(‘)rcvud prak
tikatooga, s. o. mingi keerullsema prob
leemi isescisva lahendamisega ja vas
tava programmi koostamisega, millele
jargneb kvalifikatsioonieksam, Koiglle
eksami sooritanud dpilastele omista:
takse matemaatik-programmeerlja kva-
lifikatsioon ning erialaline kategooria.
Kiesoleva aasta programmeerijate
lennust omandasid korgeima, 8. o. 3.
kategooria:
E bre, Lembit
Haldre, Tonu
Kaldaru, Mart
Kauri, Mai
Kivi, Raal
Lohmus, Ann
Mieoja, Virko
Ohvril, Hanno
Pirk, Mart
Simm, Jaak
. Vainer, Anne -
2. kategooria matemaatik-program-
meerijaiks said:

1. Alttoa, Helli
2. Ebre, Eve
3. Fuchs, Ott
4. Karu, Jaak
5. Kingu, Tiit
6
7
8
9

mOOXNG O LN

——

. Mark, Anu

. Meos, Matti

. Reintam, Olev

. Saag, Ulle
10. -Saimre, Teo
Il. Sakla, Jaak
12. Seiler, Margis
13. Sonn, Helbe
14, Truus, Andrus
15. Urbanik, Tonu
16. Varbhein, Olga
17. Vari, Merike

1. kategooria omistati jirgmistele
pilastele:
1. Moldre, Hele-Mai
2. Somelar, Rein
3. Truus, Ants
4. Vari, Luule.

Esimesele matemaatik-programmee-
rijate lennule lisanduvad peatselt jirg-
mised. Praegu 6pivad arvutusmatemaa-
tika erialal 23 opilast 10. klassis ja
40 opilast 9. klassis. Peale selle val-
mistab keskharidusega matemaatika
spetsialiste ette veel Tallinna I kesk-
kool, kus 1962. ja 1963. a. siigisel asu-
tati samuti klassid matemaatika siiven-
datud oOpetamiseks.

[=]]
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Kogumiku «Matemaatika ja kaas-
acg» kdesolevas viljaandes jatkame ja
tdiendame eelmises vihikus alustatud
iilevaadet Eesti NSV-s ilmunud mate-
maatika ja teoreetilise mehhaanika ala-
sest kirjandusest; ajaliselt hdlmab ni-
mestik sedapuhku kogu 1963. aasta.

Nimestiku koostas iihiskondliku t66
korras Fr. R. Kreutzwaldi nim. Eesti
NSV Riikliku Raamatukogu peabiblio-
graaf E. Annus.

RAAMATUD

Harjutuste kogumik fiiiisika, keemia
ja matemaatika alalt. Trt., 1963. 60 1k.
(Tartu Riiklik Ulikool). — Triikitud
rotaprindil 2000 eks.

Henrichson, B. Eksponentfunki-
sioon arvutusvahendina ja tehted juur-
tega. Trt, 1963. 54 lk. (Opetajate ja
kasvatajate téokogemusi. ENSV Vaba-
riiklik Opetajate Tdiendusinstituut.)

Jakobson, L. Eelisarvude siis-
teem ja selle praktiline kasutamine.
Tin., 1963. 16 1k. (ENSV Rahvamajan-
duse Noukogu Tehnilise Informatsiooni
Bkﬁroo.) — Triikitud rotaprindil 450
eks.

Kaasik, U. ja Oja, A. Kiibernee-
tika pohisuundadest. Tln., ERK, 1963.
39 1k.

Kallak, J. ja Lints, A. Mate-
maatika opetamisest 3. klassis. Tln.,
ERK, 1963. 48 1k.

Kotli, M, Oper, U. ja Peter-
sen, l. Elektronarvuti teadust ja rah-
vamajandust abistamas. Tln., ERK,
1963. 62 k.

Krull, M. ja Puusepp, E. Juhi-
sed koormusarvutusteks tehases. Tln.,
1963. 52 lk. (ENSV Rahvamajanduse
Noéukogu Tehnilise Informatsiooni Bii-
roo.) — Triikitud rotaprindil 550 eks.

Kujutav geomeetria. Harjutusiiles-
anded. Tln, 1963. 55 lk. (Tallinna Po-
litehniline Instituut.) — Triikitud ro-
taatoril 2000 eks.

Kull, L. Punkti liitliikumise kine-
maatika. Trt., 1963. 28 Ik. (Eesti Pollu-
majanduse Akadeemia.) — Triikitud ro-
taprindil 300 eks.
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Kull, I. Reaalmuutuja funktsioo-
nide teooria. 2. tr. Trt.,, 1963. 157 lk.
(Tartu Riiklik Ulikool.) — Triikitud
rotaprindil 300 eks.

Lepamaa, A. Metoodilised mater-
jalid kaugoppe-ettevalmistuskursustel
oppijaile oOppeaines «Matemaatika».
Tin.,, 1963. 19 lk. (Tallinna Poliitehni-
line Instituut). — Triikitud rotaprindil
1000 eks.

Mets, G. ja Petersen, [. Uldi-
ne filiisika, kinemaatika ja sissejuhatus
matemaatilisse analiiiisi. Tln., 1962. 27
k. (Tallinna Poliitehniline Instituut.)
-— Triikitud rotaprindil 2000 eks. —
Sama ka vene k.

Piho, H. ja Teitelbaum, V.
Arvutusmasinate kasutamine kolhoosi-
des ja sovhoosides. Tin.,, ERK, 1963.
84 Ik.

Prinits, O. Funktsionaalne s6ltu-
vus, tuletis ja integraal keskkoolis.
Tin., ERK, 1963. 206 Ik.

R i go, G. Kobrgem matemaatika. 1I.
Tin., ERK, 1963. 588 Ik.

Ruubel, A. ja Riives, S. Kuju-
tava geomeetria koduseid harjutusiiles-
andeid EPA kaugdppeteaduskonna iili-
opilastele. I vihik. Trt., 1963. 28 Ik.
(Eesti Pollumajanduse Akadeemia.) —
Triikitud rotaprindil 600 eks.

Silde, O. ja Relvik, H. Vektor-
analiiiisi algmed. TIn, 1963. 78 Ik.
(Tallinna Poliitehniline Instituut.) —
Triikitud rotaprindil 1200 eks.

Tamme, E. Arvutusmeetodid. 1V.
Lineaarsed vorrandsiisteemid.  Trt.,
1963. 143 lk. (Tartu Riiklik Ulikool.)
— Triikitud rotaprindil 400 eks.

Tiikma, B. ja Relvik, H. Teo-
reetiline mehaanika. Programmid, me-
loodilised juhendid ja kontrolltéod
kaugdoppe {ilidpilastele. 1. Staatika. Tln.,.
1963. 60 lk. (Tallinna Poliitehniline
Instituut.) — Trikitud rotaprindil 1200
eks.

Tootasu arvestuse mehhaniseerimi-
sest ja ratsionaliseerimisest klahvarvu-
tusmasinate abil. Tln., 1963. 16 lk.
(ENSV  Rahvamajanduse Noukogu
Keskraamatupidamine.) — Triikitud ro-
taatoril 350 eks.



Opik keskkooli matemaatikakursuse
kordamiseks. Abimaterjal sisseastujaile.
I osa. Tln., 1963. 112 1k. (Tallinna Po-
liitehniline Instituut.) — Pealk. ees
autorid: E. Etverk, A. Gar$nek, A. Kass
[jt.] — Triikitud rotaprindil 5000 eks.

Ulesandeid ja harjutusi arvutami-

seks arvutusmasinatega. Trt., 1963 39
1k. (Eesti P6llumajanduse Akadeemia.)
— Triikitud rotaprindil 400 eks.
\ Buxmanu ®@. A. O6oGwennsie
MHOMKHTEIH CyMMUpyeMocTH. ABTope-
tepat. Tasnun, 1963 10 c. (Akamemua
Hayk 3cton. CCP. Ortnenenne ¢us.-
MaT. M TexXH. HayK.) — 250 3k3.

Jlesuu, M. I1. O npubauxkensom
BBIYHCJEHMH MHTErpanoBs. Apropedepar.
Tannun, 1963. 13 c. (Axamemua Hayk
Actou. CCP. Orapenenne ©us.-MaT.
TexH. Hayk.) — OrneyataHo Ha pora-
npunte 170 3kKa.

Poomerc, C. MNMephokapret u ux
npumeHenne. Tannun, 1963. 163 c. (Co-

BeT Hap. xossiictBa 3cron. CCP.
BTH.) — Bubauorp. c. 125—162.
Ipua.: 12 a.

CoipMmyc, T. U. Teopemb THma
Mepcepa aJs NBOIHHBLIX MOCAEA0BaTEb-
Hoctell. Artopedepar. Tapry, 1963.
9 ¢. (Tapryckuii roc. yu-t.) — 250 3K3.

Tuitr, 3. A. O nepecraHoBke ps-
nos. Apropegepar. Tapry, 1963. 10 c.
(TapTyckuit roc. yiu-t.) — 250 3K3.

PERIOODIKAS JA KOGUMIKKUDES
ILMUNUD ARTIKLID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia Toi-
metised. Fiiisika-matemaatika- ja teh-
nikateaduste seeria. Tln., 1963,

Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja inglise k.):

S. Ulm. Gradiendimeetodi interpo-
latsioonanaloog. — P. Hanko. Relee-
kontaktskeemide kvaasikordumatus. —
K. Leppik Ekvidistandi korrigeeri-
nisest freespinkide programmjuhtimisel.
A. Mdnnil ja U Nigul Elastse
plaadi pingeolukordadest sinusoidaal-
sete painde lainete levimisel. — U. N i -
gul. Lambi vorrandi juurtest plaadi
keskpinna suhtes antisiimmeetrilise de-
formatsiooni puhul.

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja inglise k.):

M. Levin. Monede parimate
kvadratuurvalemite leidmine. —
S. Ulm. Newtoni interpolatsioonivale-
miga lineariseerimisel pohinevatest mit-

telineaarse vorrandi lahendamise ite-
ratsioonimeetoditest. — R. Jirgen-
s o n. Diferentsimeetodi veahinnangust
mistahes jirku diferentsiaalvorrandite
rajaiilesannete tahendamisel. —
T. Siimut. Ekvidistantidele iilemine-
kut voimaldav interpolaator.

Eesti NSV Teaduste Akadeemia
Fiiiisika ja Astronoomia Instituudi uuri-
mused. Trt., 1963.

Nr. 22. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed inglise k.):

[MatupecsiTuieTe akajaemMuka Xa-
panbia IMerposnua Kepeca. — X. Ke-
pec. O npHHUMMaX 3KBUBANCHTHO-
cTH W oTHocHTesabHocTH. — A. Kom-
nenab. O TOUHBIX aKCUAJbLHO CHMMeEr-
PUYHBIX CTaTHYECKMX pellleHUsX Ypas-
HeHHMH OJMHLITeliHa, 3aBUCAIIUX OT On-
HOil KoopauHathl. — A. Afincaap.
U. Orte, X. blitiraaunce. Tpynna
npeo6pasoBannit Ilaynu- @upua u na-
rpaHXKHaHbl YeThipex(hepMHOHHOTO B3aH-
MofeficTBHg.  — Joopure,
X. blirmnane. Ipynna npeo6pasona-
nuit  Iaynn-Oupua u  JarpaHxHaHul
YyeThpex6030HHOrO B3aHMoJeficTBHA
(cnyuaft 5-psnHOro mpeacTaBJeHHS). —
A Kpyycmaa, Il. Mopcenn. K

YCTOHYHBOCTH KOPOTKOH  IIHJINHIpHue-
ckoil 060s0uKH.
Eesti Pollumajanduse Akadeemia

teaduslike toode kogumik. Trt., 1963.

Nr. 25. Matemaatika-alased todd
(vene k., resiimeed eesti ja inglise voi
saksa k.):

H. Vallner. Tugedest iileulatu-
vate servadega rongasplaatide kande-
voimest. — A. Ruubcl Teistkordsete
projektsioonide komplcksjoonised. —
J.Gabovit§ ja E. Tamme. Algeb-
raliste vorrandite ligikaudsest lahenda-
misest. — J. Gabovits. Aritmeetilis-
geomeetriliste ridade summeerimisest.
— J. Gabovits. Tetraeedri ruumala
moningate tema elementide funktsioo-
nina. — . Fa6oBuu. Tabanua ne-
KOTOPbIX HOBBEIX OMNDEAEJeHHbIX HHT
rpaJoB.

Loodus ja matemaatika. 3. Trt,
1963. (Loodusuurijate Selts Eesti NSV
Teaduste Akadeemia juures. Tiippistea
duste sektsiooni toimetised.)

Matemaatika-alased artiklid-

P. Kard. Kinemaatilised
spetsiaalses  relatiivsustcoorias
A. Sapar. Uldistatud loogihate !
A. Humal. Matemaalika osat o
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konna arenemises ja matemaatika aja-
loo periodiseerimisest. — G. Kang-
ro. Kaasaegse algebra kiisimustest. —
L. Vohandu. Matemaatilise uuri-
mismeetodi rakendusvoimalustest bio-
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Tuletame lugejaile meelde, et lahendused tulevad dra saata poolteise
kuu jooksul péarast iilesannete ilmumist jargmisel aadressil: Tartu, Eesti
Pollumajanduse Akadeemia, matemaatika kateeder, H. Espenberg. Seejuures
varustage fimbrik mirgusénaga «Ulesanded». Lahenduste saatmisel pole noutav,
et oleksid lahendatud koik iilesanded; voib piirduda ka dksikute viljavalitud
iilesannete lahendamisega. Lugejate endi poolt koostatud iilesanded kaesolevas
rubriigis avaldamiseks palume samuti saata {ilalmargitud aadressil.

A. Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1. Minu ja mu venna vanuste summa on 63. Praegu olen ma kaks korda
vanem, kui vend oli siis, kui mina olin nii vana, nagu vend on praegu. Leida
meie vanused.

2. Kolmekohalise arvu ruut vordub tema ristsumma viienda astmega. Leida
see arv.

_ 3. Kolmnurga kiilgede pikkused moodustavad aritmeetilise progressiooni.
Toestada ,et kolmnurga siseringjoone raadius vdrdub kolmandikuga thest kor-
gusest.

4. Lahendada vorrandisiistcem

X-ty—z=7
x4y —22 =37
Bty =1
5. Ringjoonde on joonestatud kolmnurk ABC. Punktis B on tommatud

ringjoonele puutuja. Leida kolmnurga tipust B tommatud korguse pikkus, kui
on teada, et punktide A ja C kaugused puutujast on vastavalt p ja ¢.

B. Ulesandeid korgemast matemaatikast

1. Toestada, et iga positiivse reaalarvu a (kus a21) ja naturaalarvu »
puhul kehtib vorratus

2. Arvutada
lim 1-224+2-3+...4n(n+1)2
A0 2.2+ 22.3+4... +n2(nt1)
3. Leida kolmnurga suurima nurga vahim véimalik viartius, kul kolmnurga
kiiljed a, b ja ¢ rahuldavad tingimust

a®= b3+ 8,
, 4. Mitu naturaalarvulist lahendit on vorrandil
1 1 1
Fty=m

kus m on naturaalarv?
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UUSI TULEMUSI ARVUTEOORIAS
T. Roosinupp!

Imaginaararvusid el ole olemas.

Toestus: Koik niinimetatud imaginaararvud on esitatavad kujul a-i, kus
a on rcaalarv ja [ tdhistab imaginaariihikut Vv —1. Pealkirja viite tdestamiseks on
seega taiesti kiillaldane, kui toestame, et imaginaariihik on tegelikult hoopis
reaalarv, vastupidi iildiselt levinud kahetsetavale eksiarvamusele. Toestamiseks
lihtume vaieldamatult cigest vordusest.

Vex=i-Vx
ja korrutame selle molemaid pooli suurusega V—1. Juurte korrutamise tuntud
eeskirja rakendades saame
Vi=i-Vox=i-(i-Vx) =2 Vx.
Niiiid pole enam muud vaja, kui jagada saadud vorduste ahela esimene ja vii-

mane liige suurusega Vx, ning oige tulemus ongi kies: i2==1, jirelikult i= V1
ja on secga reaalarv, m.o.t.t.

Veerand on rohkem kui pool.

Toestus: Ka uskumatud, kes ei taha pealkirja vaitega noustuda, on sun-
nitud mooénma, et mingi suuruse kahekordne on alati suurem Kkui iihekordne.
Seega kehtib

ehk teisiti kirjutatult-

2:loga>loga

log a2 > log a.
Me voime alati votta a ="'/, ja saame sel juhul asjasest valemist
’ log /s > log /.
Et aga suuremale logaritmile vastab alati suurem arv, siis loomulikult
1y >, modtt.

SUITSETAJATE LOOGIKA

Oletame, et iga reisirongi puhul saab anda jaatava voi cilava vastuse jirg-
misele neljale kiisimusele:

A. Kas suurem osa rongis viibivatest suitsctajatest sdidab suitsetajatele
maératud vaguneis?

B. Kas suurem osa rongis viibivatest mittesuitsctajatest soidab suitse-
tajatele mairatud vaguneis?

C. Kas suitsetajatele mairatud vaguneis on suitsetajaid rohkem kui mitte-
suitsetajaid?

D. Kas mittesuitsetajatele madratud vaguncis on smtseta;ald rohkem kui
mittesuitsetajaid?

Soltuvalt vastustest nendele kiisimustele saab igale rongile omistada vas-

tava tunnuse; néditeks tunnusega ABCD tihistame rongi, mille puhul kiisimustele
A ja C saadakse jaatav vastus ning kiisimustele B ja D eitav vastus.

Mitu erinevate tunnustega rongi saab illdse olemas olla? (Hoiatus: irge
leppige vastusega 16, sest see on valel)

! Artikli autoriks on noor ja andekas teadlane, MRTUI (Matemaatika Refor-
mimise Teadusliku Uurimise Instituudi) aspirant Toeleid Roosinupp; kuna autor
soovib kindlustada oma prioriteeti nende pohjapanevate ja kogu matemaatikas.
tdielikku pdadret tekitavate tulemuste suhtes, siis palus ta fll\seenda et artikkel
on toimetusele esitatud 8. veebruaril 1964. a. — Toim.
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