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MATEMAATILISE LOOGIKA PöHIMöiSTEID 

A. Tauts 

Jv\atemaatilise loogika mõisteid ning meetodeid kasutavad täna
päeval peaaegu kõik teadused. Sellepärast on huvi selle ala vastu 
tohutult kasvanud. Sageli pole teiste teadusalade esindajatel seal
juures tarvis matemaatilist loogikat eriti põhjalikult tundma õppi
da - piisaks vaid tutvumisest mõningate põhimõistetega. Kahjuks 
aga ei ole meil matemaatilise loogika lwhta mingisugust eesti
keelset populaarteaduslikku kirjandust 1• Selle lünga kas või osa
lisekski. täitmiseks anname järgnevalt lühiülevaate kahevalentse 
loogika kahe lihtsama osa - 1 au sea rv ut us e ja esimest 
järku p re d i k a a t a rv ut u s e· põhimõistetest 

Lausearvutuse üheks tähtsamaks põhimõisteks . on 1 au s e. 
Kahevalentses lausearvutu~·es loetakse lauseks igasugust väidet, 
mille sisu kohta võib öelda, et see vastab tegelikkusele või ei vasta 
tegelikkusele. Esimesi lauseid nimetatakse tõe st eks. teisi 
v äär ad eks. Näiteks 2 + 2 = 4 ja· New York asub Ameerikas 
on tõesed laused; 2 + 2 _:_____ 5 ja Suvorov oli Nõukogude Liidu mars
sal on aga väärad laused. Lause Napoleon oli suur mees ei kuulu 
kahevalentse loogika uurimispiirkonda, sest ei ol·e selge, keda ja 
millisel alusel võib lugeda suureks meheks. 

Et meid huvitab loogikas ainult lause vahekord tegelikkusega 
ja mitte tema sisu, siis vaatame iga lause puhul ainult seda, kas 
ta on tõene või väär, jättes kõik muu kõrvale. Seega samastarne 
mõttes kõik tõesed laused omavahel ja kõik väärad laused oma
vahel, nii et lõpuks saame ainult kaks erinevat väidet - tõese ja 
väära. Neid nimetame tõe v ä ä rt ust eks ning tähistame vas:. 
tavalt t ja v. . 

Antud lausetest uute saamiseks kasutatakse 1 oogi 1 i s i te h
te i d. Esimene neist on e it us. Seda tehet rakendatakse ainult 
ühele lausele, kusjuures tulemuseks on lause, mis väidab vastu
pidist esialgsete. On selge, et tõese lause eitus on väär ja väära 

J Trükki mi sel on küll I. K. u 11 i õpik «Matemaatiline loogika», kuid mui
dugi pole see mõeldud pealiskaudseks tutvumiseks põhitnõistetega. 
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lause eitus tõene. Eituse märgiks on kriips lause üleskirjutuse 
kohal, näiteks 2 + 2 = 5 tähendab 2 liita 2 ei ole 5. 

K on junk ts i oo n (ehk loogiline korrutamine) on tehe, 
mida rakendatakse vähemalt kahele, üldiselt aga mis tahes lõp
likule arvule lausetele. Selle sisuline tähendus on sama, mis tavali
ses keeles sidesõnal «ja». Konjunktsiooni sümbol on & lausete 
üleskirjutuste vahel. Näiteks (2 + 2 = 4)&(2 + 2 = 5) tähendab 
2 liita 2 on 4 ja 2 liita 2 on 5. Konjunktsiooni tulemuseks on lause, 
mis on tõene vaid siis, kui kõik konjunktsiooni liikmed on tõesed; 
vastasel korral on konjunktsiooni tulemus väär. 

D i s j un k ts i oo n (ehk loogiline liitmine) on tehe, mida 
rakendatakse samuti vähemalt kahele lausele, üldiselt aga mis 
tahes lõplikule arvule lausetele. Tulemuseks on laus~. mis väidab, 
et vähemalt üks lähtelausetest on tõene. Tavalises keeles vastab 
disjunktsioonile sidesõna «või» mittevälistavas mõttes, s. t. selles 
mõttes, et ühe liikme kehtimine ei nõua. veel teiste mittekehtimist. 
Disjunktsiooni märgiks on sümbol V tema liikmete vahel. Näiteks 
disjunktsioon (0 > l)V(2 + 2 =4)V(3= 2) tähendab 0 on suurem 
kui 1 või 2 liita 2 on 4 või 3 võrdub 2-ga, ning saadud lause on 
tõene, sest tema teine liige on tõene. Seega loeme disjunktsiooni 
tulemuse tõeseks, kui vähemalt üks liikmetest on tõene; vastasel 
korral on disjunktsiooni tulemus väär. 

I m p I i k at s i oo n on tehe, mida rakendatakse kahele lau
sete. Neid lauseid nimetatakse sealjuures vastavalt implikatsiooni 
ees- ja tagaliikmeks. Implikatsiooni sümboliks on märk + tema 
liikmete vahel. Näiteks kui eesliiget tähistada. lühidalt tähega A ja 
tagaliiget tähega B, siis implikatsiooni üleskirjutus on A + B. 
Implikatsiooni tulemus loetakse vääraks Yaid siis, kui eesliige on 
tõene ja tagaliige väär. Kõi·gil teistel juhtudel loetakse implikat
siooni tulemus tõeseks. Tavalises keeles vastab implikatsioonile" 
sidesõnade kombinatsioon «kui ... siis». Kirjutus A + B tähendab 
seega kui A, siis B ehk A-st järeldub B. Kui A on väär, siis tava
lises keeles loetakse A + B tõepoolest alati tõeseks, olenemata 
lausest B, sest öeldes kui A, siis B nõuarne me ju B kehtimist üks
nes tingimusel, et A kehtib. Kui aga A ja B on mõlemad tõesed, 
siis loetakse A + B loomulikult tõeseks, sest tingimus, et B keh
tib, kui A kehtib, on siis täidetud. Kui lõpuks A on tõene ja B 
väär, siis A + B tuleb lugeda vääraks, sest tingimus, et B keh
tiks eeldusel, et A kehtib, ei ole nüüd täidetud. 

E kv iva I e nt s on tehe, mida rakendatakse kahele lausele 
ja mille tulemusena saadud lause väidab, et liikmete tõeväär
tused on ühesugused. Lausete A ja B ekvivalentsi kirjutame üles 
kujul A ,-~ B. 

A n t i e kv i v a 1 e n ts i rakendame samuti kahele lausele. 
Tehte tulemus väidab, et liikmete tõeväärtused on erinevad. Lau
seteA ja B antiekvivalentsi märgime A ;=;;:::; B. 
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Toome lõpuks veel loogiliste tehete tulemuste tõeväärtuste 
ta heli: 

_i_ ___ l _A_ 

V 

A I B I A & B lA V BIA +BIA~BIA ~B I - --~----- --

t t t t t t V 

V t V V t V V t 
V t V t t V . t 
V V V V t t V 

Et iga loogilise tehte tulemus on uus lause, si'is võime sellele 
omakorda tehteid rakendada. Tehete korduva! rakendamisel võime 
saada mitmesuguseidval e me i d, näiteks: (AV B)+(A & C). Kui 
liikmete tõeväärtused on teada, siis on ka kogu valemi tõeväärtus 
määratud ja seda saab järk-järgult leida. Oletame, -et viimases näi
tes lausedA ja e on tõesed, B aga väär, siis on disjunktsioon AV B 
tõene, sest esimene liige on tõene. Konjunktsioon A & e on samuti 
tõene, sest mõlemad liikmed on tõesed. Järelikult on eitus A & e 
väär. Nüüd on aga implikatsioonis eesliige tõene ja tagaliige väär, 
seega on implikatsiooni tulemus ja kogu vaadeldav valem väär. 

Sageli kohtame struktuurilt analoogilisi lauseid, mis erinevad 
vaid mingi neis esineva objekti poolest. Näiteks laused Moskva on 
Nõukogude Liidu pealinn ja New York on Nõukogude Liidu pealinn 
erinevad selle poolest, et seal, kus esimeses lauses on Moskva, 
on teises lauses New York. Samuti on laused 2 < 3, 5 < 7 ja 
8 <J struktuurilt kõik aPialoogilised, erinevus on ainult neisse 
paigutatud arvudes. Selliste lausete ühtseks käsitlemiseks 
tuuakse sisse mõisted indiviid ja predikaat. 

I n d iv i i d on mingi objekt (toodud näidetes linn või arv), 
kusjuures peab olema kindl~lt määratud objektide klass, kust 
indiviid valitakse. Mõnes mõttekäigus võib klasse ka palju olla, 
sel juhul öelda~se, ·et tegemist on mitmesordilise predikaata_rvu
tusega. 

Pr e d i ka at tähendab seda, mida antud indiviidi või antud 
indiviidide kombinatsiooni kohta väidetakse. Rakendades mingit 
predikaati mingitele indiviididele, saame kas tõese või väära lause. 
Näiteks predikaat on Nõukogude Liidu pealinn annab tõese lause, 
kui teda ·rakendada indiviidile Moskva; linnade klassi' mis tahes tei
sele objektile rakendatuna annab ta aga väära lause. Lühendatud 
üleskirjutuses kasutame predikaatide tähistamiseks suuri ladina 
tähti, indiviidide tähistamiseks aga väikesi'ladina tähti. Predikaadi 
rakendamisel saadavaid lauseid märgime näiteks Px, Rxy jne. Et 
2 < 3 on tõene, 3 < 2 aga väär lause, siis näeme, et .tähtis on 
ka indiviidi positsioon lauses; seetõttu tuleb vahet teha näiteks 
lausete Rxy ja Ryx vahel. 

Vastavalt indiviidide arvule nimetame predikaate ühekohalis
teks, kahekohalisteks jne. Sealjuures ei ole sugugi nõutav, et 
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n-köhalise predikaadi puhul sõituks lause sisu kõigist n indiviidist. 
Sisu võib sõltuda ainult mõnedest indiviididest nende hulgas (või 
isegi mitte ühestki), kusjuures ülejäänud indiviidid on f i k t i iv
s e d. Näiteks kahekohalise predikaadi R puhul võib lause Rxy 
sisu sõltuda ainult indiviidist x, nii et mingi antud x korral on 
Rxy tähendus alati sama, olenemata indiviidist y. Sel juhul on y 
fiktiivne. indiviid. Küll tuleb aga nõuda, et saaksime alati kindla 
tõeväärtusega lause, niipea kui antud predikaadi kõik n indiviidi on 
fikseeritud. Nullkohalist predikaati mõistame kui lihtsat lauset. 

Et predikaat koos indiviididega moodustab lause, siis võib teda 
ka valemisse asetada. Nii võime näiteks kirjutada valemi 
(A & Px) V Rxy. See valem on omakorda lause, aga kui seal x ja y 
tähendust muuta, siis muutub üldiselt ka selle lause tõeväärtus. 
Niisugune valem, kui indiviidid temas lugeda muutuvaiks, on seega 
tegelikult kahekohaline predikaat, sest ta väidab midagi valemis 
sisalduvate indiviidide kohta. 

Teatavate sageli esinevate lausete lühendatud üleskirjutamisek~ 
on võetud tarvitusele kaks sümbolit, mida nimetatakse kv a n -
tori te k s. Need on üldsuskvantor V ja olemasolukvantor 3. Kvan
tor on seotud mingi indiviidide klassi sümboliga ja talle järgneb 
predikaat, mis sisaldab määramata indiviidi sellest klassist. Kvan
tor V tähendab, et järgnev predikaat kehtib kõigi antud klassi 
indiviidide korral. Kvantor 3 tähendab, et antud klassis 1 e i d u b 
niisugune indiviid, mille korral järgnev predikaat kehtib .. Kirjuti
sega Vx Px märgitakse seega lauset: antud klassi iga indiviidi x 
korral kehtib Px. Mingi kindla indiviidrtle klassi ja kindla predi
kaadi korral on iga niisügune lause muidugi kas tõene või väär. 
Kui vastav klass on seejuures tühi 2 , siis loeme lause Vx Px alati 
tõeseks, lause 3x Px aga vääraks, olenemata predikaadist P. 

Rakendades kvantorit n-kohalisele~predikaadile, saame tulemu
seks (n- 1)-kohalise predikaadi. Näiteks · 3x Rxy on lause, mis 
mingi kindla indiviidide klassi ja kindla predikaadi korral sõltub 
ainult indiviidist y. Selle.lause loeme tõeseks niisuguste indiviidide 
y korral, mille jaoks leidub antud klassis indiviid x nii, et Rxy on 
tõene. Nende indiviidide y korral, mille jaoks sellist indiviidi x ei 
leidu, loeme 3x Rxy vääraks. Analoogiliselt loeme .vx Rxy tõeseks 
niisuguste indiviidide y korral, millede puhul lause Rxy on tõene 
sõltumata x valikust antud klassis. ülejäänud indviidide y korral 
loeme Vx Rxy vääraks. 

Lause Vx 3y Rxy tõeväärtuse arvutarne järgmisel viisil. Et Rxy 
on lause, mis olenevalt indiviididest x ja y võib olla kas tõene või 
väär, siis 3y Rxy on tõene vaid nende indiviidide x korral., mille 
puhul leidub y nii, et Rxy on tõene. Lause Vx 3y Rxy loeme seega 
tõeseks siis, kui iga x korral 3y Rxy on tõene; see tähendab, et iga 
x korral peab leiduma y nii, et Rxy on tõene. 

2 S.t. et ei sisalda ühtki indiviidi. 
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Et iga muutuvate indiviididega valem on samuti predikaat, siis 
'~·d me sellise valemi kv an tori järele asetada. Nii on lubatud näi
ll'k:-; kirjutis 3x(Px V Rxy). Sealjuures võib kvantori järel olev 
';llem muidugi veel teisi kvantoreid sisaldada, näiteks: 
Vx[ (Px V 3y Rxy) & QX]. 

Kvantori järel olevat valemit, mis väljendab mingit väidet 
kvantoriga seotud indiviidi kohta, nimetatakse kv an tori m õ
j u p i i rk on n ~k s. Viimases näites on Vx mõjupiirkonnaks 
( Px V 3y Rxy) & Qx, 3y mõjupiirkonnaks aga Rxy. 

Kvantori järel asuvat indiviidi nimetatakse kogu kvantori 
mõjupiirkonnas seotu d i n d iv i i d i k s. Indiviidi, mis valemis 
seotud ei ole, nimetame v a b a k s. Näiteks valemis 3x (Px V Rxy) 
on x seotud indiviid, y aga vaba indiviid. 

Viimane mõiste, millel me käesolevas artiklis peatume, on 
f u n k t o r. See on eeskiri, mis seab mingi klassi igale indiviidile 
(või indiviidide kombinatsioonile) vastavusse ühe indiviidi kas 
samast või mingist teisest klassist. Näiteks funktor x + y seab 
arvude klassi igale kahele indiviidile x ja y vastavusse mingi kol
manda indiviidi arvude klassist; funktor x-i pealinn seab riikide 
klassi igale indiviidile x vastavusse mingi indiviidi linnade klas
sist. Rakendades viimast funktorit indiviidile Ameerika Uhendrii
gid saame indiviidi Washington, rakendades sama funktorit aga 
indiviidile Sveits, saame indiviidi Bern. Lühiüleskirjutuses tähista
takse funktoreid väikeste kreeka tähtedega, mille järel asetatakse 
su.Igudesse argument i d e, s. o. nende indiviidide tähised, mil
ledest funktori tähendus sõltub. Nii kirjutame f.l'(x), e(x, y) jne. 
Räägitakse ühe, kahe jne. argumendiga funktoritest. Sealjuures ei 
ole nõutav, et indiviid, mida furtktor argumentidele vastavusse 
seab, sõltuks. tingimata kõigist funktori järel kirja pandud argu
mentidest. Ta võib sõltuda ainult mõnedest nende hulgas (või ka 
mitte ühestki), kusjuures ülejäänud argumendid on siis f i k t i iv
s e d. Küll tuleb aga nõuda, et funktor seaks argumentidele vasta
vusse alati mingi kindla indiviidi, niipea kui kõik arg·umendid on 
fikseeritud. Null argumendiga funktor on mingi kindel indiviid, 
sest tema tähendus ei sõltu millestki. . 

Et ka funktor koos tema järel sulgudes olevate indiviididega 
tähendab indiviidi, siis võib ta paikneda predikaadi järel. See
juures võib funktori argumendiks olla omakorda funktor. Näiteks 
on mõeldavad kirjutised Pf.l(e(x, y)) või Pe(f.l(x), e(x, y)). 

Nagu juba öeldud, oli käesoleva artikli eesmärgiks yaid mate
maatilise loogika mõnede põhimõistete tutvustamine. Sellepärast 
me nende mõistete praktilist rakendamist siinkohal ei vaatlegi. 
Küll aga kavatseme vähemalt mõningatest rakendustest juttu teha 
kogumiku «Matemaatika ja kaasaeg» järgmistes väljaannetes. 
Käesolev artikkel jäägu sellele teatavaks ettevalmistuseks .. 
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NUMBRILISEST INTEGREERIMISEST 

E. Tamme 

Trapetsvalem on määratud integraalide ligikaudseks arvuta
miseks üks lihtsamaid, aga ka suhteliselt väikese täpsusega vale
meid. Näitame järgnevas lihtsa ja arvutuspraktikas edukalt 
kasutatava võtte tema baasil hoopis kõrgema täpsusega numbrilise 
integreerimise valemite moodustamiseks 1. 

Trapetsvalemi abil arvutatakse määratud integraali 
b 

J f(x) dx 
a 

lähisväärtus järgmisel teel. Integreerimislõik [a, b] jaotatakse n 

võrdseks osaks pikkusega h ·= b-a . Jaotuspunktides xi = a + ih 
n 

arvutatakse integreerita va funktsiooni· väärtused f (xi) (i= 0, 
I, ... , n) ning integraali lähisväärtuseks võetakse summa 

Too =· !!_n a [ ~ f ( a) + f ( x t) + f ( x ~) + ... +- f ( x n-I) + ~ j( b)]. 

Integraali arvutamiseks suurema täpsusega võib peenendada 
jaotust Trapetsvalemi abil leitud integraali lähisväärtused, mis 
vastavad lõigu [a, b] j aotamisele 2n, 22n, ... , 2kn võrdseks osaks, 
tähistame vastavalt Toi, To2, ... , Tok· . . 

Kui oleme arvutanud Tok indeksi k mitme järjestikuse väärtuse 
korral, siis saame moodustada uued, tavaliselt täpsemad määratud 
integraali lähisväärtused 

1 
Ttk=Tok+3(Tok~To,!.~I) (k'=l, 2, ... ), 

1 
T2k = Ttk + 15 (Ttk- Tt,,?-t} (k = 2, 3, ... ) 

ja üldiselt . 
1 

T;k = Tj-I, k + 
4
i_

1 
(Tj-l, k- Tj-I,k-d (k =j, j+ I, ... ). 

1 See võte on kirjeldatud artiklis E. S t i ef e I, Altes und Neues über nume
rische Quadratur. - Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik, 1961. 
Nr. 10/11, lk. 408-413. 
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Selline integraali lähisväärtuste täpsustamisprotsess· on liht
~alt rakendatav nii käsitsi arvutamisel kui ka elektronarvutites. Ta 
;mnab ka informatsiooni tulemuste täpsuse kohta, sest esialgsete 
lähendile lisatakse järjest väiksemaid parandusliikmeid. Tavaliselt 
loetakse, et lõpptulemuse viga on väiksem viimasest kasutatud 
pofandusliikmest. · 
/ Kui T1k ja T2k avaldada vahetult funktsiooni f (x) väärtuste kau

du, siis ilmneb, et T1k ühtib integraali lähisväärtusega, mille saame 
Simpsoni valemi abil, ja T2k ühtib lähisväärtusega, mille saame, 
jaotades integreerimislõigu 2k-2n võrdseks osaks ning rakendades 
igas osas 5 ordinaadiga Newton-Cotesi valemit. Seega on meil 
tegemist uute, praktikas küllaltki sobivate arvutusskeemidega 
nende kvadratuurvalemite jaoks. Järgmised lähendid T3k, T4k, •.. 

ei ole aga enam Newton-Cotesi valemi erijuhtudeks. 
Et suurused T;k kujutavad suurema j korral teatud eeldusel tõe

poolest paremaid integraali lähisväärtusi, seda saab põhjendada, 
kasutades Euleri valemit 2 

i= I 

+Am+! ( b;na)2m+2 (b-a)f(2m+2>(~), 

kus ~ on mingi arv a ja b vahel ning Ai on teatavad konstandid, 
millest esimesed võrduvad 

1 1 1 1 
A1 =- I2 · A2 = 72o • A 3 ===- Jo24ö • A 4 = -c2o~H3oo · 

Euleri valem kehtib, kui funktsioon f (x) on lõigul [a, b] pidevalt 
diferentseeruv 2m + 2 korda. 

Euleri valemi põhjal 

b , 1 ( b-a )2 
T Ok = f f ( x) dx + 12 2kil' [f' ( b) - f' ( a) ] ~ 

1 ( b-a )4 [f'" (b) f"' ( ) ] I - 720 2kn- - a --,- ... 

Seetõttu 
1 I 

T I k = T Ok + 3 ( T Ok-- To. k- I) = 3 ( 4 T Ok - T 0. k- I) =--: 

·= ! f ( x) dx + 1 ~0 (-9 2k n~ ) 4 [f"' ( b) - f"' ( a) ] + . . . 
Näeme, et küllaldane arv kordi diferentseeruva funktsiooni f (x) 
korral integraali lähisväärtuse Tok viga väheneb n ja k suurenemi-

~ Vt. näit. 5 e p e 3 H H, 11. e. H >K H )I, K 0 B, H. n., MeTO.IJ.hl Bbll!HCJieHHH, I. 
M., 1962, lk. 291. 
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sel ligikaudu võrdeliselt suurusega (2kn)-2, aga T1k viga ligikaudu 
võrdeliselt suurusega (2'ln) - 4• Analoogiliselt saame näidata, et T 2k 
viga on ligikaudu võrdeline suurusega (2kn)-6 jne. Sellise olukor
raga on tegemist muidugi juhul, kui f'(b) ~ f'(a) ~ 0, 
f"'(b)- f'"(a) ~0, ... Kui aga mõni neist suurustest võrdub 
nulliga, siis vastava lähendi viga väheneb kiiremini. Juhul, kui 
funktsioon f (x) on perioodiline perioodiga b-a, siis võrduvad 
nulliga kõik need vahed ning ülalkirjeldatud protsess ei anna 
tavaliselt paremaid integraali lähisväärtusi. Viimati mainitud 
juhul on trapetsvalem teatavasti üks kõige kõrgema täpsusega 
numbrilise integreerimise valemeid. 

Euleri valemi abil saab ka näidata, et suurused Tjk kujutavad 
vaadeldava inkgraali täpset väärtust, kui f(x) on ülimalt 
(2j + 1) -astme polüno,)m. 

ARVAMUS! MATEMAATIKAST 1 

Jfead kombed on ühiskonnale rohkem väärt kui kõik Newtoni arvutusmeeto
did ühtekokku 

Saksa keisri Friedrich II kirjast 
D'Alembert'ile ( 1770) 

* 

Matemaatikud on rningi eriline sort prantslasi: kui nendega kõnelda, siis 
tõlgivad nad selle kohe oma keelde ja siis on see juba midagi hoopis muud. 

J. W. Goethe 

* ~: * 

Tuntud poola maiemaatiku Hugo S te i nh a us i «hüpoteesi» kohaselt keh
tib loodusseadus, mida võib sõnastada kujul: «matemaatik teeb selle paremini». 
Nimelt kui kahele isikule, kellest üks on 'fnatemaatik, anda teha mingi neile 
mõlemale võõras töö, siis tulemus on alati sama: matemaatik teeb selle pare
mini. 

1 Vt. ka lk. 21 ja 76. 

10 



KüBERNEETIKA TEOREETILISI PROBLEEME 1 

A. A. Ljapunov, S. V. Jablonski 

2. Kübern.eetika põhiülesanded 

Küberneetika probleemistikku võib liigendada omavahel sarna
nevate küsimuste kaupa rühmadeks, millest igaüks hõlmab prob
leeme teaduse kõige erinevamatest valdkondadest. Sõnastades iga 
rühma probleemid väga üldisel kujul saame küberneetika põhiüles
annete loetelu. 

Juhtimissüsteemide uurimine on võimalik kahest vaatekohast: 
makroskoopilise ja mikroskoopilise lähenemisviisiga. . 

Makroskoopilisel . uurimisel vaadeldakse juhtimissüsteemi kui 
nn. «musta kasti», mille sisemine ehitus on tundmatu või peaaegu 
tundmatu. Niisugune olukord tekib näiteks ligipääsmatute juhtimis
süsteemide tundmaõppimisel (mängude jms. korral) või mittepiisa
valt uuritud struktuuriga j uhHmissüsteemide käsitlemisel (bioloo
gias jms. aladel). Makroskoopilise lähenemisviisi olemuse määra
vad mõningad juhtimissüstee1'!1ide erilised iseärasused. Eespool 
antud käsitlusest ·teame juba, et juhtimissüsieem on enamasti disk
reetset laadi objekt, mis koosneb üldiselt suurest hulgast elemen
taarsetest juhtimissüsteemidest ( elementidest). Selle asjaolu tõttu 
on juhtimissüsteemil teatav kindel mikrostruktuur, kuid ühtlasi on 
ta vaadeldav ka makroskoopilise objektina. Kui_ juhtimissüsteem 
on väga keeruline, siis on raske jälgida tema makroskoopiliste 
-omaduste sõltuvust mikroskoopilistest. Juhtimissüsteemi uurimise 
esimestel etappidel kasutatakse tavaliselt makroskoopilist lähene
misviisi (näiteks Pavlovi lähenemisviis kõrgema närvitegevuse 
uurimisel jms.). TuLeb arvestada, et makroskoopiliselt pole juhti
missüsteem täielikult jälgitav; otseselt vaadeldavad on siin üks
nes skeemi poolused ja välismälu, kuid ka süsteemi käitumine. 

Enne makroskoopilise uurimise algust pole meil üldjuhul teada 
ei juhtimissüsteemi skeem ega temas töödeldava informatsiooni 

1 Käesoleva artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, I. Tartu, 1963, 
lk. 14-20. - Artikkel on tõlgitud kogumikust Opo6JieMbi KH6epHeTHKfl, BbmycK 9. 
M., 1963. Tõlkinud E. Tiit. · 
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iseloom, samuti ei tunne me veel juhtimissüsteemi koordinaate ega 
funktsiooni. Algusest peale seisavad meie käsutuses vaid andmed 
vaadeldava objekti otstarbe kohta ning meil on kas tugevalt liht
sustatud või hoopis ebamäärane kujutlus sellest objektist kui juh
timissüsteemist Seetõttu peame kõigepealt selgitama antud objekti 
olemuse juhtimissüsteemina. 

Objekti niisuguse tõlgenduse saamiseks tuleb koostada tema 
spetsiaalne matemaatiline kirjeldus, mida läheb vaja järgneval 
küberneetilisel uurimisel. Makroskoopilise vaatluse kõrval osutub 
siin vältimatuks ka mikroskoopiline lähenemisviis. 

Makroskoopilise uurimise valdkonda kuulub neli põhiülesanneL 

J. Informatsioonivoogude väljaselgitamine 

Lähtume sellest, et antud objekti otstarbe kohta on meil juba 
midagi teada. See võimaldab asuda objekti poolt taotletava ees
märgi täpsele sõnastamisele. Objekti eesmärgi teadmine on äärmi
selt tähtis, kuna see võimaldab - tõsi küll, esialgu puhtsisulisel 
(mitte formaalsel) tasemel - selgitada, missugune informatsioon 
on juhtimissüsteemi jaoks oluline ja missugune mitte. See oma
korda annab võimaluse jätta vaatlusest välja seda informatsiooni, 
mis ei puutu vaadeldavasse küsimusse. Siinjuures tuleb eristada 
informatsiooni, mille ümbertöötamine tneid vahetult huvitab (muu
tujate arvulised väärtused valemites, stiimulite olemasolu või puu
dumine jne.), ning informatsiooni, mis ei huvita meid vahetult, kuid 
mis on oluline tulemuse saamiseks; lõpuks tuleks eristada ka infor
matsiooni, mis on vajalik juhtimissüsteemi funktsioneerimise! 
(programmis on see antud hetkel töötava operaatori teadmine, 
males- teadmine, kumb mängijaist on käigul jne.). Esimese infor
matsioonitüübiga on seotud nn. välismälu, teise .tüübiga - sise
mälu ning kolmandaga skeemi poolused, mille kaudu on korralda
tud ühendus väliskeskkonnaga. Informatsioonivoogude selgitamisel 
peame seega kõigepealt välja eraldama välismälu. Sisemälu ehitus 
ei ole meile makroskoopilisel vaatlusel vahetult kättesaadav. Edasi 
määratakse skeemi poolused ja nende iseloom, s. t. tehakse kind
laks, millised neist on s~sendid ja millised väljundid. 

Informatsioonivoogude väljaselgitamise ülesanne nõuab seega 
sisuliselt juhtimissüsteemi skeemi esialgset analüüsi, mille ees
märgiks on välismälu ja pooluste määramine. üldiselt lahenda
takse see ülesanne ptihtsisulisel, mitte formaalsel tasemel. 

2. Informatsiooni koodi selgitamine 

Juhtimissüsteemi mälu jaguneb välis- ja sisemäluks. Nagu 
nägime, on informatsioon, millega tuleb tegelda makroskoopilisel 
käsitluse!, seotud välismäluga. Nimelt just selle informatsiooni 
suhtes toimib juhtimissüsteem masinana: kui juhtimissüsteem on 
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mingil ajamomendil mingis teatud olekus ja võtab oma välismälu 
kaudu vastu mingit informatsiooni, siis muudab ta ühelt poolt oma 
olekut, kuid teiselt poolt väljastab ühtlasi teatavat kindlat infor
matsiooni. Seejuures avaldub niihästi vastuvõetav kut ka väljas
tatav informatsioon mingite elementaarsignaalide süsteemide 
kaudu. Tekib küsimus: kuidas on informatsioon välismälus kodee
ritud, millised informatsiooni kodeerimise ja dekorleerimise eeskir
jad kehtivad juhtimissüsteemis?· 

Detailsemas käsitluses võib informatsiooni töötlemist kirjel
dada järgnevalt. 

· On olemas mingi nähtus (näiteks matemaatiline ülesanne, füü
sikaline olukord vms.). Seda nähtust iseloomustab mingi informat
sioon (näiteks ülesande arvutiste andmete, teatavate stiimulite ole
masolu või puudumise näol jne.). Mingil ajamomendil siseneb 
antud informatsioon mingi koodina juhtimissüsteemi välismällu. 
Sellega kaasneb esmase informatsiooni ümberkodeerimine teata
vaks mälu olekuks. Vahel on juhtimissüsteem võimeline ise vahe
tult informatsiooni vastu võtma ja niisugust kodeerimist auto
maatselt toimetama (näiteks iselugevates seadeldistes). Edasi 
teostub informatsiooni töötlemine juhtimissüsteemis ning järgmi
sel ajamomendil annab juhtimissüsteem oma välismälusse sig
naali, mis jällegi tähendab kodeeritud informatsiooni. Viimaks toi
mub informatsiooni lõplik dekodeerimine. 

Seega püstitab juhtimissüsteemide uurimine kodeerimissüstee
rnide uurimise, erinevate kodeerimissüsteemide võrdlemise üles
ande. Seoses järgneva ülesandega - juhtimissüsteemide süntee
siga - on oluliseks küsimuseks etteantud omadustega, näiteks 
minimaalse liiasusega kodeerimissüsteemide loomine. Teisest kül
jest tuleb kodeerimissüsteemide loomisel selgitada, kas neil on tea
tavaid omadusi, näiteks kas kodeerimissüsteem võimaldab dekodee
rimist üheselt, kas dekodeerimise eeskiri annab tulemuse lõpliku 
:aja vältel, jne. Nimetatud probleemistikku uurib kodeerimisteooria, 
mis moodustab ühe osa informatsiooniteooriast 

3. Juhtimissüsteemi funktsiooni selgitamine 

Teades «sisenevat» ja «väljastatavat» informatsiooni votme 
hakata määrama uuritava juhtimissüsteemi funktsiooni. On täiesti 
arusaadav, et siinjuures ei mõelda kogu funktsiooni leidmist 
(makroskoopilisel lähenemisel on see üldiselt võimatu), vaid ainult 
funktsiooni üht komponenti, mis on seotud välismälu olekute iei
sendamisega. 

Rääkides «sisenevasb> ja «välj asta tavast» informatsioonist 
seostarne neid paratamatult teatavate ajahetkedega. See aga eel
dab ajaskaala moodustamist, s. t. tuleb selgitada, millistel momen
tidel võib informatsioon juhtimissüsteemi siseneda ja millistel mo
mentidel toimub informatsiooni väljastamine juhtimissüsteemist 
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J\\uuhulgas lahendatakse siin ka küsimus, kas informatsiooni tööt
lemine vältab üks või mitu takti. Viimasel juhul määratakse aja
sammu pikkus, milleks korraldatakse vajalik seeria katseid. Edasi 
selgitatakse eksperimentaalselt sisend- ja väljundinformatsiooni 
vahelise seo·se iseloom. Siinjuures tehakse kindlaks, missugust 
tüüpi on informatsiooni töötlemine: kas determineeritud või juhus
lik. Esimesel juhul määrab ajamomendil T0 sisenev informatsioon 
üheselt järgmisel ajamomendil T1 väljastaiava informatsiooni. Tei
sel juhul on sisend- ja väljundinformatsiooni vaheline seos juhus
liku iseloomuga. 

Lõpuks antakse informatsiooni töötlemise funktsionaa Ine kir
jeldus. Selleks on vaja esiteks küllalt täielikku eksperimentide 
komplekti ja teiseks informatsiooni koodkirjelduste tundmist. 
Funktsionaalse iseloomustuse koostamiseks võetakse kõikvõimali
kud antud aj amomendile eelnevail momentidel sisenenud informat
sioonikogumi d. Iga kogumi jaoks leitakse võimaliku väljastaiava 
informatsiooni loetelu. Kui juhtimissüsteemis toimub infor
matsiooni determine'eritud töötlemine, siis saame iga konk
reetse sisendinforma tsiooni jaoks alati ühesuguse väljundinformat
siooni. See annab meile funktsiooni, mis kirjeld?b seost sisend- ja 
väljundinformatsiooni vahel. Seda funktsiooni võib siis juba 3Val
dada kas Boole'i algebra või mitmevalentse loogika või hoopis 
rekursiivsete funktsioonide vms. terminoloogias. Kui aga informat
siooni töötlemine juhtimissüsteemis on juhuslik, siis ei sõltu 
väljundinformatsioon sisendinformatsiooni kogumist üheselt. 
Seda tulemust iseloomustatakse kõikvõimalike väljundinformat
sioonide loetelnga ja jaotusseadusega, mis kirjeldab ühe või teise 
selles loeteius sisalduva väljundinformatsiooni esinemise tõenäo
sust. Seda võib esitada kas tõenäosusloogika terminoloogias, või 
juhustike elementaaraktide operaatorite ja algoritmide terminoloo
gias, võf juhuslike protsesside teooria vahenditega jne. Selle·küsi
musega on tihedalt seotud veel .teine probleem: moodustada funkt-

-sionaalne süsteem operatsioonidega, mis võimaldaksid kirjeldada 
informatsiooni töötlemist. 

4. Juhtimissüsteemide funktsioneerimise uurimine 

Tervel real juhtudel, eriti kui on tegem'ist naaberteaduste objek-· 
tiks olevate j uhtimissüsteemidega, nagu peaaju, maj andustike 
seoste süsteem jne., tekib küsimus juhtimissüsteemide funktsio
neerimise uurimisest. See ülesanne on oluline. ka sellepärast, et 
keerukate juhtimissüsteemide puhul ei õnnestu sageli nende funkt
sioone lõpuni välja selgitada. Sel juhul jääb ainsaks võimaluseks 
uurida süsteemi funktsioneerimist, kusjuures eesmärgiks on õppida 
juhtimissüsteemi paremini tundma. Arusaadavalt on selline uuri
mine kasulik niihästi antud juhtimissüsteemide tunnetamise seisu
kohast kui ka nendes avastatud funktsioneerimisprintsiipide ini-
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mese heaks rakendamise seisukohast (selleks ka~ utatakse model-
leerimist). 

Kui vaadelda juhtimissüsteemi sidekanalina, siis tekib terve 
kompleks küsimusi, mis on seotud selle kanali funktsioneerimisega. 
Siia kuuluvad näiteks niisugused ülesanded, nagu kanali läbilaske
võime hindamine, kanali mürakindluse uurimine jms. Nende küsi
mustega tegeleb informatsiooniteooria. 

Juhtimissüsteemi vaadeldakse sageli ka mingisugust teeninda
mist soaritava süsteemina. Teenindamissüsteemiks on näiteks 
tänavaliiklust reguleeriv automaat. Nüüd tulevad lahendada järje
korra tekkimise ülesanne, ooteaj a hindamise ülesanne j n e. Selliseid 
üle·sandeid käsitleb massilise teenindamise teooria (ehk järjekorra-
teooria). · 

Mõnikord pakub_ huvi uurida juhtimissüsteemi käitumist tema 
eesmärgi saavutamise seisukohast. Niisugune olukord tekib män
gude algoritmide vaatlemisel. Vastav küsimustekompleks kuulub 
mänguteooria ning lineaarse ja dünaamilise planeerimise vald-
konda. · 

Oluline uurimissuund on ka erinevate juhti.missüsteemide käi
tumise võrdlemine. Siia' kuuluvad muuhulgas mõisted nagu käitu
mise otstarbekus, õppimine jne. 

Lõpuks on vaja tundma õppida ka juhtimissüsteeme tervikuna, 
lähtudes nende funktsioneerimise uurimisest. Siin selgitatakse näi
teks tagasiside olemasolu või puudumine juhtimissüsteemis, hinna
takse sisemälu mahtu jne. Niiviisi avanevad mõningad võimalu
sed heita pilku ka «musta kasti» sisemusse. 

Tuleb märkida, et makroskoopiline uurimine jääb paratamatult 
piiratuks, mistõttu ta ei võimalda'juhtimissüsteemi ehitust täielikult 
selgitada. iVluuseas on ilmne, et makrouurimine -ei anna peaaegu 
mingit kujutlust juhtimissüsteemi skeemi ehitusest. Tavaliselt ei 
võimalda ta leida ka juhtimissüsteemi täielikku funktsiooni, sest 
süsteemivälise eksperimendiga ei saa ava'Stada sisemälu olekute 
muutumise iseloomu ega skeemi teisenduste toiruumist (esinevad 
näiteks progra'mmi töö puhul). Sellele vaatamata on makroskoo
pilisel lähenemisviisil suur tähtsus juhtimissüsteemide uurimises, 
iseäranis selle algj ärgus. 

Pärast makroskoopiliste uuringute lõpetamist järgneb parata
matu üleminek mikrokäsitlusele. Mikroskoopilise uurimise võima
likkus on tingitud sellest, et juhtimissüsteem on liigendatav el·'2-
mentaarsüsteemideks. Viimaste arv võib aga olla küllaltki suur, 
mis tekitab tõsiseid raskusi ja tingibki vajaduse tugineda makro
skoopi !ise käsitluse andmetele. N agu alati, on ka siin iseloomulik 
mitte üksikute juhtimissüsteemide, vaid tervete juhtimissüsteemide 
klasside vaatlemine. 

Mikroskoopilise uurimise valdkonda kuuluvad järgmised 
kaheksa ülesannet. 



5. Juhtimissüsteemi elementide selgitamine 

Mikroskoopiline uurimine algab alati elementaarsete juhtimis
süsteemide eristamisega kõigis vaadeldavales juhtimissüsteemides, 
mis kokku moodustavad teatava klassi. Seega tehakse kõigepealt 
kindlaks «ehituskivid», millest j uhHmissüsteemid koosnevad. 
Väga oluline on silmas pidada, et selline tükeldamine on üldiselt 
teostatav mitmel viisil ja n.-ö. erinevas mõõtkavas. Toome selle 
kohta näiteid. Arvutusmasina puhul võib «ehituskivideks» lugeda 
terveid selle masina sõlmi või funktsionaalseid blokke või üksikuid 
raadiodetaile. Aju uurimisel võib «ehituskividena» vaadelda nii
hästi ajupiirkondi, mis täidavad erinevaid funktsioone, kui ka neu
roneid. Arvutusprogrammi uurimisel võivad «ehituskivideks» olla 
kas algoritmi osadele vastavad operaatorid või elementaaraktidega 
seotud üksikud käsud. Seega on «ehituskive» võimalik valida erine
val tasemel, ning iga valik annab erineva juhtimissüsteemi. 

Küsimus, mida lugeda «ehituskiviks», on seotud hulga sisuliste 
tegurite arvestamisega. Näiteks, kui «ehituskivid» valitakse liiga 
«suured», siis iäävad paljud antud objektiga seotud nähtused para
tamatult selgitamata. Kui «ehituskivid» on «väikesed», siis on põhi
mõtteliselt küll iga nähtus seletatav, kuid see seletus kujuneb äär
miselt keeruliseks ja kohmakaks. Seega valmistab juhtimissüsteemi 
uurimine ka sel juhul raskusi. «Ehituskivide» mõõtkava valik ole
neb objekti uurimisel püstitatud eesmärgist ning on «ehituskivide» 
eristamise juures kõige olulisem moment. 

Kui kõik «ehituskivid» on j uba leitud ja klassifitseeritud, siis 
tuleb hakata nende elementaarsete juhtimissüsteemide .omadusi 
lähemalt uurima. Seda tehakse makroskoopilise käsitluse vahendi
tega ja see nõuab alati erialaseid teadmisi valdkonnas, kuhu kuu
luvad vaadeldavad objektid. 

6. Elementidevaheliste seoste selgitamine 

Elementaarsete «ehituskivide», s. t. juhtimissüsteemi elementide 
eristamisele järgneb elementidevaheliste seoste uurimine. Siin tule
vad arvesse ainult niisugused seosed, mis on antud objekti funkt
sioneerimiseks olulised. Erilist tährlepanu pööratakse sellele, kui
das on omavahel geomeetriliselt ühendatud elementide poolused. 
Tuleb märkida, et «füüsiliselt» võivad need seosed realiseeruda 
õige mitmeti. Näiteks aritmeetiliste avaidiste puhul väljendub seos 
sümbolite korrastatud paigutuses, arvuti puhul - juhtmeie ühen
dusviisis või elektromagnetiliste väljad e mõjus vms., närvikoes on 
seosed organiseeritud aksonite ja sünapsite kaudu, jne. 

Määranud uuritavas objektis kõik olulised elementidevahelised 
seosed, saame lõpuks võimaluse kirjeldada teda juhtimissüstee
mina, kuna meil on nüüd teada niihästi tema skeem, informatsioon, 
koordinaadid kui ka funktsioon. Sellega ühenduses pakub suurt 
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huvi mõningate topoloogiliste küsimuste uurimine. Siinkohal võiks 
meenutada selliseid, nagu lõplike meetriliste ruumide uurimine, 
graafide ja võrkude teooria jms. · 

Edasiste ülesannete eesmärgiks on juhtimissüsteemi kui ter· 
viku uurimine. 

7. Juhtimissüsteemi algoritmeerimine 

Tavaliselt on meil tegemist mitte ühe juhtimissüsteemiga, vaid 
.terve juhtimissüsteemide klassiga.· Antud klassi kuuluvate süstee
mide uurimine on põhimõtteliselt võimalik äsjakirjeldatud viisil. 
Muuseas võib katselisel teel leida juhtimissüsteemide funktsionaal
sed karakteristikad. Niisuguse eksperimendi mahukus tekitab siin 
aga olulisi raskusi. Mõningatel juhtudel, kui vaadeldakse alles 
loodavaid juhtimissüsteeme (näiteks arvuti projekt), on funktsio
naalsete karakteristikate katseline leidmine hoopis võimatu. See
tõttu tekib probleem, kuidas neid leida ilrna eksperimendita. Sel
leks· annab võimaluse juhtimissüsteemide algoritmeerimine. Lei
takse nimelt algoritm ehk eeskiri, mis võimaldab antud klassi iga 
juhtimissüsteemi jaoks määrata skeemi, informatsiooni ja koordi
naatide järgi funktsionaalset karakteristikat. Selles mõttes on algo
ritmeerimine juhtimissüsteemide modelleerimise üldine meetod. 

Selliselt leitud funktsionaalne karakteristika võib ühtida katse
liselt saaduga; sel juhul osutub algoritmeerimine antud juhtimis
süsteemi jaoks täpseks. Matemaatilise kirjelduse ligikaudsuse tõttu 
juhtub aga sageli, et algoritmeerimine ei osutu vaadeldavas klas
sis täpseks mitte kõigi juhtimissüsteemide puhul. Niisugune olu
kord võib esineda elektriliste skeemide klassi kirjeldamisel, ling
vistika valdkonda kuuluvate juhtimissüsteemide korral jne. Sel
lega seoses kerkib küsimus algoritmeerimisest, mis oleks antud 
klassis täpne küllalt suure hulga juhtimissüsteemide puhul. 

Algoritmeerimise protsess eeldab piiratud mahuga eksperimendi 
sooritamist. Kõigepealt leitakse katselisel teel funktsionaalsed 
karakteristikad elementidele, seejärel selgitatakse eksperimentaal
selt, kuidas skeemi üksikelementide funktsioonide ja nendevaheliste 
seoste põhjal saaks leida juhtimissüsteemi tegelikku funktsionaal
set karakteristika!. Tulemusena saadakse algoritm, mis elemen
taarsetele juhtimissüsteemidele (elementidele) rakendatult annab 
nende' tegelikurl funktsionaalsed karakteristikad ja annab mingi
sugused funktsionaalsed karakteristikad antud klassi ülejäänud 
juhtimissüsteemidele. Juhul, kui algoritm on õnnestunult 
konstrueeritud, ühtivad saadud funktsionaalsed karakteristikad 
suurema osa juhtimissüsteemide puhul tegelike karakteristikatega. 
Algoritmeerimise kvaliteeti kontrollitakse ka katseliselt. 

/ 

Järgnevad ülesanded võivad esineda niihästi algoritmeeritud 
kui ka algoritmeerimata juhtimissüsteemide korral. 
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8. Juhtimissüsteemide analüüs 

Juhtimissüsteemide uurimisel on sageii vaja leida nend~ kohta 
täielikumaid andmeid või täpsustada mõningaid nende omadusi. 
Näiteks tuleb määrata juhtimissüsteemi funktsioon, kui on teada 
skeem, koordinaadid ja informatsioon, või on tarvis selgitada, kas 
antud juhtimissüsteemidest saab «ehitada» uut juhtimissüsteemi~ 
mis käituks teataval ettenähtud viisil. Niisugused ülesanded kuulu
vad juhtimissüsteemide analüüsi valdkonda. 

Peatume pisut detailsemalt juhtimissüsteemide analüüsimise 
ülesandel. N agu juba märgitud, tuleb sageli skeemi, informatsiooni 
ja koordinaatide järgi leida juhtimissüsteemi funktsioon. Erinevalt 
funktsiooni selgitamise ülesandest makrokäsitlusel nõutakse siin 
niisuguse funktsiooni leidmist, mis kirjeldaks mitte üksnes sise
mälu olekute töötlemist, vaid ka skeemi, koordinaatide ja funkt
siooni enda muutumist. Osaliselt tekib see ülesanne ju~a algorit
meerimise etapil. Suurimat huvi pakub ta siiski algoritmeeritud 
juhtimissüsteemide puhul, sest teda saab siin lahendada ilma eks
perimendita. Juhtimissüsteemi funktsiooni ehk, nagu me seda nime
tame, juhtimissüsteemi täieliku funktsiooni teadmine võimaldab 
määrata paljusid tuletatud funktsionaalseid karakteristikaid. Nende 
hulgas on eriti olulised niisugused funktsionaalsed karakteristikad, 
mis kirjeldavad välismälu olekute töötlemist. Näiteks programmi 
puhul tähendab täielik funktsioon järjekordset teisendust, kuid tule
tatud funktsiooniks võib lugeda algandmete (välismälu lähte
oleku) teisendust saadud tulemuse andmeteks (välismälu vasta
vaks lõppolekuks). Et järgnevate ülesannete sõnastarnisel on kasu
tatud mitte täielikku, vaid tuletatud funktsiooni, siis kirjutame 
edaspidi (välja arvatud p. Il) lühiduse mõttes «tuletatud funkt
siooni» asemel «funktsioon». 

Edasi kuulub siia ka küsimus elementide kogumi täielikkusest 
Seda küsimust saab sõnastada järgnevalt. On antud mingi funkt
sioonide hulk ja mingisugune elementide (elementaarsete juhtimis
süsteemide) hulk; tuleb otsustada, kas vastavalt antu,d hulga igale 
funktsioonile on võimalik antud elementide abil konstrueerida juh
timissüsteemi, millel oleks just see funktsioon. 

Lõpuks huvitab meid sageli juhtimissüsteemi üldine käitumine 
(funktsioon). Näiteks kaupade transportimise ülesandes läheb meil 
vaja transpordiplaani, tänavaliikluse reguleerimise ülesandes -
reguleerimisalgoritmi. Siinjuures määrab küsimuse lahendamine 
tavaliselt mingi kriteeriumi juhtimissüsteemi käitumise hindami
seks. Toodud näiteis on vaja anda hinnang transpordiplaanile ja 
juhtimisalgoritmile. Vastavalt hindamisalustele tuleb valida antud 
tüüpi juhtimissüsteem, mille käitumine oleks parim (optimaalne). 
Sedalaadi ülesanded on tähelepanu keskpunktiks niisugustes 
distsipliinides, nagu massilise teenindamise teooria, mänguteooria, 
lineaarse ja dünaamilise planeerimise teooria. 
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9. Juhtimissüsteemide süntees 

Juhtimissüsteemide süntees on mõnes mõttes pöördülesanne 
:ddimissüsteemide analüüsi suhtes. ülesanne püstitatakse järgmi
··1 I. On antud mingi funktsioonide klass ning selle klassi jaoks 
.lll'lik ele.mentide kogum. Nendest elementidest tuleb moodustada 

• 1 kantud fpnktsiooniga juhtimissüsteem. üldiselt on sünteesiüles
IIldel mitu lahendit, mistõttu tekib küsimus, millist lahendit eelis-
1.1da. See sõltub kriteeriumist, mis määrab ühe juhtimissüsteemi 
I';' remuse võrreldes teisega. Seega tuleb kõigepealt leida kritee
r IIIITI, mis vastaks ülesande iseärasustele. Sellega on ülesandeseade 
1 ;, psustatud ning nüüd töötatakse välja optimaalsete juhtimissüs
tn·mide sünteesi meetodid. 

Et optimaalsete juhtimissüsteemide sünteesimine nõuab projekti 
~t1ostamist ning selleks kulub küllaltki palju tööd, siis tekib küsi
IIJLIS, kuidas saaks optimaalse projekti leidmist automatiseerida. 
Sedalaadi probleemistikuga kohtume näiteks programmeerimise 
koori as, ühest keelest teisesse tõlkimise ülesandes j n e. Seoses 
p1htimissüsteemide sünteesi ülesandega tuleb sageli uurida veel 
,i.mteesialgoritmide tõhususe küsimusi. 

JO. Juhtimissüsteemide ekvivalentsed teisendused 

Kaks juhtimissüsteemi on ekvivalentsed, kui nende funktsioq
nid on sarnased. On ilmne, et ükski süsteemiväline katse ei või
malda ekvivalentsete juhtimissüsteemide vahel vahet teha. üle
minekut mingilt juhtimissüsteemilt temaga ekvivalentsele süstee
mile nimetatakse samasusteisenduseks. Juhtimissüsteemide sarna
susteisenduste uurimine on oluline üle.sanne. Eriti suurt huvi pakub 
kõigi mõeldavate sarnasusteisenduste kirjelduse leidmine. See 
annab põhimõttelise võimaluse kasutada samasusteisendusi juhti~ 
missüsteemi optimiseerimiseks. Järelikult võib sarnasusteisenduste 
uurimist rakendada juhtimissüsteemide sünteesi ülesande lahen
damisel. Tähtis on uurida ka juhtimissüsteemide «lihtsustamise» 
;llgoritme, milles kasutatakse samasusteisendusi. 

JJ. Juhtimissüsteemide evolutsioon 

Võtame siin ajutiselt uuesti kasutusele juhtimissüsteemi täie
liku funktsiooni mõiste. On ilmne, et oma funktsiooni mõjul tei
sendub ·antud juhtimissüsteem uueks juhtimissüsteemiks. Teisenda
mise tulemused võivad juhusest sõltuvalt olla mitmesugused. Näi
teks mingis maleseisus tehtud käik annab uue ·seisu, mis sõltub 
käigu valikust Saadud juhtimissüsteemile uuesti tema funktsiooni 
rakendades saame üldiselt jälle uue juhtimissüsteemi, jne. Niisu
gusel viisil kujunenud (lõplikku või lõpma~ut) süsteemide jada 
nimetatakse juhtimissüsteemi evolutsiooniks. Et igal sammul tuleb 
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kõne alla hulk erinevaid teisendusi, siis võib antud juhtimissüsteem 
. evolutsioneeruda paljudel erisugustel viisidel. Malemängu näite 
korral avaldub evolutsioon konkreetse partiina; kõigi mõeldavate 
partiide ·hulk määrab kõik evolutsiooni viisid. 

Juhtimissüsteemide evolutsiooni uurimine on tähtis ülesanne. 
Eriti huvitav on järgmine küsimus: on antud kaks juhtimissüs
teemi; küsitakse, kas on võimalik evolutsiooniHne üleminek ühelt 
teisele. Male puhul tähendaks see otsustamist, kas anfud seisust 
on võimalik võita, s. t. minna üle võiduseisule. Niisugused küsimu
sed on väga olulised ka bioloogias ·(näiteks tõuaretuses). 

Mõnikord on võimalik elementaarseid üleminekuid «juhtida». 
Males toimub selline juhtimine mängija kogemuste varal, evolut
sioonilises bioloogias kasutatakse valiku meetodit. Niimoodi saab 
evolutsiooni «juhtida». Siit tuleneb omakorda evolutsiooni «juhti
mismeetodite» väljatöötamise, s. t. evolutsiooni algoritmide koos
tamise ja uurimise küsimus. Vastavaid probleeme käsitlevad män
guteooria ja dünaamilise planeerimise teooria. 

12. Juhtimissüsteemide töökindluse uurimine 

Juhtimissüsteemide funktsioneerimise! on võimalikud häired, 
s. t. kõrvalekalded nõutavast reziimist. See tingib vajaduse uurida 
juhtimissüsteemide töökindlust. Süsteemi häirete põhjuseks või
vad olla niihästi välismälusse siseneva informatsiooni moonutu
sed kui ka üksikutes elementides tekkinud häired. 

Kõigepealt tuleb muidugi selgitada võimalike häirete allikas 
ning klassifitseerida kõik sellest allikast olenevad kõrvalekalded. 

Juhul kui on teada, et lähteinformatsioon on moonutatud, ning 
kui on teada maonutuste konkreetne iseloom, saab lähteinformat
siooni kasutatavust kindlustada kahel viisil. Esimene eeldab usal
dusväärsema kodeerimissüsteemi rakendamist. See toob kaasa 
mürakindlate koodide loomise ülesande (teatava mürade klassi 
jaoks), mis on informatsiooniteooria kesksemaid ülesandeid. Suu:
rimaid raskusi valmistab siin sobiva kompromissi leidmine, sest 
üheaegselt tuleb tagada ka informatsioonikanali võimalikult suur 
läbilaskevõime ning kodeerimis- ja dekodeerimisalgoritmide liht
sus. Teine viis seisneb juhtimissüsteemi enda «stabiilsuse» kind
lustarnises sobiva sisestruktuuri abil. Umbes niisugune lahendus 
esineb näiteks homöostaadi tüüpi süsteemides. 

Tuleb märkida, et teine viis on perspektiivsem, kuigi ta ei või
malda häireid täielikult kõrvaldada. Mõlemad viisid eeldavad juh
timissüsteemi ümberehitamist ning ei anna m-itte midagi juhul, kui 
see ei ole teostatav. 

Vaatleme nüüd teist võimalust: olgu teada, et juhtimissüsteemi 
ebakindlust võib põhjustada tema elementide mitteusaldatavus. 
Kui sealjuures juhtimissüsteem ise on et_te antud, siis tekib küsi
mus, kuidas saaks teda sellest hoolimata kasutada. See toob kaasa 
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l'dltimissüsteemi funktsioneerimise kontrolli ülesande, mis eeldab 
l1iiirete otsimise meetodite loomist. Kui aga juhtimissüsteemi veel 
,., ole ning ta tuleb antud elementidest alles ehitada, siis seisneb 
probleef!l se.lle.s, ~uidas .mit!e~s~l~atavatest ~lement~.~.est ~~ma töö
kindlat JUhhmJssusteemt. Pohtkustmuseks kujuneb nuud nusuguste 
Hlg-oritmide otsimine, mis võimaldavad konstrueerida töökindlaid 
Jlllltimissüsteeme ja ühtlasi saavutada nende optimaalsust. 

Küberneetika põhiülesannete siintoodud loetelu ei saa muidugi 
lc)plikuks lugeda. Kuid juba seegi võimaldab koostada kübernee
tika valdkonnas ühtset ja küllalt täielikku uurimistööde programmi. 
Need tööd eeldavad nii matemaatilise aparatuuri ja mitmete 
konkreetsete teadusalade teoreetiliste tulemuste kasutamist kui ka 
d;sperimentaalseid uurimusi. 

(Järgneb) 

ARVAMUSI MATEMAATIKAST 

Saksa reaktsioonihne idealistlik filosoof A. Schopenhauer ( 1788-1860) on 
korduvalt püüdnud arveid õiendada ka matemaatikaga. Muuseas on ta esita
nud järgmisi «kaalukaid» vastuväiteid: 

Me nõuarne igasuguse loogilise põhjenduse taandamist näitlikuks; seevastu 
matemaatika, nii nagu ta Eukleidese poolt teadusen.a rajati ja nagu ta tänaseni 
üldiselt ka on jäänud, püüab usinalt ja suurt vaeva nähes meelega kõrvale 
heita kogu näitlikkust ja silmanähtavust, mis on tema jaoks iseloomulikud ja 
kõikjal lähedased, selleks e( neid asendada loogilisega. Vägisi kipud arvama, 
et see on niisamuti, nagu lõikaks keegi endal jalad maha, et karkudega käima 
hakata ... 

Et kõik, mida Eukleides tõestab, on just sedamoodi, sellega tuleb vastu
olulause sunnil nõustuda: miks see aga on niimoodi) seda me teada ei saa. 
Seetõttu tekib peaaegu sama ebamugav tunne, nagu pärast mustkunstniku 
trikki, ja tõepoolest on enamus Eukleidese tõestusi millegi niisugusega häm
mastavalt sarnased. Peaaegu alati astub tõde sisse kuskilt tagaukse kaudu, 
jlireldudes juhusliku/ viisil mingist kõrvalisest ~sjaolust. · Tihti lükkab vastu
l'iiiteline tõestus üksteise. järel kõik uksed kinni ja jätab· kõigest üheainsa valla, 
millest siis hädasunnil tuleb sisse minna. Sageli - nagu näiteks' Pythagorase 
luuse puhul - veetakse igasugu j@oni, ilma et oleks teada, miks see sünnib: 
tugantjärele selgub, et need olid lingud, mis ootamatult kinni tõmmatakse ... 
Viis, kuidas Eukleides on kõik selle läbi viinud, väärib aga muide kõigest hoo
limata täit imetlust, mis talle ka nõnda palju sajandeid on osaks saanud. 
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MASIN öPIB MÄNGIMA 

H. Türnpu 

Igapäevases elus mõistetakse õppimist kui uute teadmiste j~ 
oskuste omandamise protsessi kas õpetaja kaasabil või ilma õpe 
tajata. Käesolevas kasutame aga mõistet «Õppima» veidi teise~ 
tähenduses. Nimelt ütleme, et mingi objekt on õppiv, kui ta or 
võimeline iseseisvalt salvestama väljastpoolt saadavat informat 
siooni ja juhinduma sellest oma· järgnevas tegevuses. Kui objek 
on võimeline õppima õpetaja abil, siis nimetame objekti õpetata 
vaks. Loomulikult on iga õppiv objekt ka õpetatav, vastupidi age 
üldiselt mitte. Meie mõttes on seega õp.pivaks või õpetatavak: 
objektiks mitte ainult elusolend, vaid ka küberneetiline masin 
Märgime siinjuures, et õppivatel masinatel on täita asendamatt 
osa niisuguste protsesside juhtimisel, mille kulgu me ·ei ole või 
melised üksikasjaliselt ette nägema ning seega ei suuda anda juh 
tivale masinale täpset informatsiooni tema tegevuseks. Oppi, 
masin aga hangib tundmatus situatsioonis ise uut informatsioon 
ja tegutseb vastavalt saadud informatsioonile mingis mõttes pari 
mal viisil, kusjuures informatsiooni hankimise ja ümbertöötami-s~ 
·metoodika peab masinale eelnevalt teada olema. 

Järgnevalt vaatleme ühte lihtsamat' põhimõtet, mille järg 
elektronarvuti «Ural-1» on võimeline õppima. Kuna paljusid reaal 
suses esinevaid protsesse saab. vaadelda mingi mänguna üksikisi 
kute või kollektiivide vahel, siis me valime õppimise sisuks teatav• 
mängu masina ja inimese vahel. Lihtsuse mõttes vaatleme ainul 
mõningaid niisuguseid mänge, mida saab mängida 3 X 3 (üheksa 
osalisel) väljakul. Rahuldagu need mängud järgooisi tingimusi 
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1° Mängu seis on üksnes mänguväljaku osade kombinatsioon 
funktsioon, s. o. mingit tähtsust ei ole käikude järjekorral 
millega vastav kombinatsioon on saadud. 

2° Mängu võit on kas 3 või 4 väljakuosa teatav kombinatsioon 
mida edaspidi nimetame võiduseisuks. 

3° Võiduseis ei sõltu mängijast, .. s. o. inimese võiduseis on k• 
masina võiduseis. 

4° Mängu algab inimene. 
üheks selliseks mänguks on nn. «trips-traps-trull». 



On ilmne, et mängu õppimist ei saa alustada n.-ö. tühjalt 
lwhalt, s. o. ilma mingite eelteadmisteta. Me i e valime masinate 
järgmised eelteadmised: · 

1) Kui puudub informatsioon käigu valimiseks, siis masin käib 
väljaku vabasse ossa. 

2) Kõik võiduseisurl salvestatakse. 
3) Inimese võidule viinud käike imijeeritakse. 
4) Inimese käikurlest tekkida võivad võiduseisurl blokeeritakse, 

s. o. tehakse käik, mis takistab selle seisu saavutamist. 

Oppimise programm on koostatud järgmiselt. Masin, teada saa
nud inimese järjekordse käigu, vaatab, kas salvestatud võidusei
sude hulgas on selliseid, mis sisaldavad antud käiku. Kui niisugust 
seisu pole, siis käib masin väljaku vabasse ossa. Kui selline võidu
seis leitakse, siis vaadatakse, kas see on juba masina enda poolt 
blokeeritud. Kui mitte, siis see seis fikseeritakse, blokeerituse kor
ral aga vaadeldakse salvestatud seise edasi. Kui kõik salvestatud 
võiduseisurl on läbi vaadatud, siis korratakse ülalkirjeldatud prot
sessi masina käikude suhtes: masin teeb kindlaks, missugused või
duseisurl on saavutatavad tema seniste käikude põhjal, s. o. toi
mub vastase imiteerimine. Lõpuks valitakse kõigi eespool kirjel
datud viisil fikseeritud seisude võrdlemise teel niisugune käik, mis 
blokeerib vastast ja võib endale võidu tuua või ainult blokeerib 
vastast. Kui ma'sin on mängu kaotanud, siis annab inimene koos 
oma viimase käiguga vastava signaali, mispeale masin salvestab 
inimese võiduseisu. Kui aga masin on võitnud, siis inimene «kii
dab» masinat sellega,· et annab talle teistsuguse signaali, millele 
masin reageerib oma seisu salvestamisega. 

Nagu eelnevast järeldub, muutub seega suurte kogemuste kor
ral masina mäng aeglasemaks. «Trips-traps-trulli» tegeliku} män
gimise} oli masina lühim mõtlemisaeg 5 sekundit ja pikim· ·35 
sekundit. Masin eristab seisusid ja inimese käike tänu sellele, et 
mänguväljak on nu.mmerdatud alljärgnevalt: 

1 2 3 
4 5 6 
7 8 9 

Oma käigud trükib masin sama skeemi järgi. 

Programm on koostatud nii, et masina jaoks osutub võimali
kuks ka nn. «ümberõppimine». ·seda omadust läheb masinat tar
vis, kui on tegemist iseseisva õppimisprotsessiga (ilma õpeta
jata). Opetamise puhul eeldame muidugi õpetaja eksimatust 
ümberõppimine toimub järgmiselt. Kui masin on teinud käigu ja 
·«arvab», et ta on võitnud, siis ta peatub ja annab vastava sig
naali. Kui nüüd inimene sellest hoolimata jätkab mängu ja või
dab, siis masin salvestab oma mälusse uue, õige võiduseisu vara
sema asemele. Praktika aga näitab, et ümberõppimine on aega-

23 



nõudev protsess, sest valed võiduseisud võivad säilida küllaltki 
kaua, ilma et masin neid üles leiaks. 

Nüüd toome ära ühe seeria masina «Õpetamisel» mängitud 
«trips-traps-trulli» partiisid. Partiid on järjestatud; araabia numb
rid näitavad neis inimese käikude järjekorda, rooma numbrid aga 
masina käikude järjekorda, kusjuures araabia numbrid rooma 
numbrite juures näitavaq masina «mõtlemise» aega sekundites. 

J. 2. 3. 
"•s -12 

l lll's -Il 
l 

1 2 1 3 

2 J Il 19 

4. 5. 6. 
-IS 
l - 3 11 15 1 ",s J 2 3 
111 20 1 2 -12 

1 

2 J 1// Il 

7. 8. 9. 
Il Il 1 1I'2 R2S li 

" 
li Z5 -10 

I ",,5 -10 1 2 3 1 :IR30 

2 3 11125 3 -1 
5 5 2 

Masin peatus viimases partiis pärast 35-sekundilist mõtlemist. 
Näeme, et masin käis esimeses partiis mänguväljaku esimes

tesse vabadesse osadesse. Teises, kolmandas ja neljandas partiis 
blokeeris- m(;lsin inimese kõiki teada saadud võiduseise. Viiendas, 
kuuendas ja seitsmendas partiis blokeeris masin vastast juba nii_, 
et saavutas ka ise võiduseisu, kuid alles pärast inimest. Kahek
sandas partiis püüdis masin võitu saavutada, kuid .ei osanud veel 
ette näha, et inimene käib kindlasti väljakuossa nr. 9. Oh eks an
das partiis oli masinal mängu taktika juba täiesti selge. 

Lõpuks märgime veel, et «trips-traps-trull» polnud ainuke 
9-osalisel väljakul mängitav mäng, mida masin suutis ära õppida. 
Esitasime «trips-traps-trulli» õppimisprotsessi üksnes sellel kaa-
lutlusel, et see mäng on teistest tuntum. 
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KAUGUSE MöiSTE RAKENDUSI 

L. Võhandu 

Matemaatilised meetodid tungivad tänapäeval kõige erineva
matele erialadele. TRü arvutuskeskuses on igapäevasteks külalis
I eks nii arstid kui majandusteadlased, nii bioloogid kui keele
mehed. Kuigi ühtesid huvitavad haigete ravimisega seotud küsi
mused, teisi tehaste või sovhooside töö planeerimine, kolmandaid 
mingi loomaliigi kirjeldamine ja nelj andaid sõnade tähenduse sel
gitamine või automaatne tõlkimine ühest keelest teise, on kõigi 
uurijate uurimisobjektidel ühine see, et nende «tunnetamiseks» ei 
Jätku enam paljast silmast. Inimese mõttelend on harjunud ope
reerima tavalises kolmemõõtmelises ruumis, teaduslikes uurimus
tes ulatub objekte kirjeldavate näitajate arv aga sageli ligi sajani. 
On pikemata selge, et sellise suure näitajate hulga korral ei ole 
uüritavas .materjalis seaduspärasuste leidmine sugugi lihtne. 

Arusaadavalt tuleb erinevate ülesannete juures kasutada erine
vaid meetodeid. ühest põhimõtteliselt kõige lihtsamast, kuid prak
tikas end kõigiti õigustanud meetodist annamegi järgnevas lühi
kese ülevaate. See meetod baseerub kõigile hästi tuttava kauguse 
mõiste rakendamisel ja on heaks illustratsiooniks koordinaatide 
mõiste kasutamisele. 

Koordinaatide meetodi tutvustamine algab analüütilises geo
meetrias tavaliselt kahe punkti vahelise kauguse leidmisega. 

Tasandi kahe punkti (xi!, xi2 ) jä (xn. x;2) vahelise kauguse 
dii jaoks tuletatakse Pythagorase teoree~i kasutades lihtne valem 

dii =V (x~~ ~ xi1)·2 + (xi2-=- xi2) 2. 

Paraku selle valemi tuletamisega ag~ tavaliselt' ka lõpeb kau~ 
guse mõiste praktiline kasutamine. Ometi on võimalik sellest äär
miselt lihtsast mõistest lähtudes näidata terve rea teadusharude 
esindajatele, kuidas matemaatiliste abstraktsioonide kasutamine 
aitab lahendada neile eriaiaseit küllaltki suuri raskusi valmista
vaid probleeme. 

Tavaliselt ei jätku aga rakendustes punkti iseloomustamiseks 
kahest koordi.naadist, vaid üldjuhul tuleb punkti iseloomustada 
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n koordinaadiga. Nii näiteks võib mineraalsoolade sisaldust mõne 
des toiduainetes kirjeldada kolme koordinaadiga: 

Fosfor Kaltsium Raud 

Loomaliha 162 9 2,2 
Sealiha 231 23 0,3 
Piim 93 120 0,2 
Rukkileib 148 30 1,6 

Selle tabeli andmed pärinevad «Tervishoiu käsiraamatust» 1 

Tabelis olevad arvud näitavad, mitu miiligrammi mineraalaine 
sisaldub 1 OO gramm is toiduaines. 

Kui tähistada kahe punkti J ja J koordinaate järgmiselt: 

l = (xii, X;2, ... , X;n), 

J= (Xji, Xj2, ... , X;n), . 
siis võib nende kahe punkti vahelise kauguse defineerida nii: 

d;j = VTt~~-~-xjl) 2 + (X;2- X;2) 2 + ... +(x;n- XjnF· 

Seda definitsiooni kasutades võime arvutada näiteks loomaliha ja 
sealiha vahelise kauguse mineraalainete sisalduse mõttes: 

dLs =V (162- 231) 2 + (9- 23) 2 + (2,2- 0,3) 2 ·= 70,5. 

Arvutusi jätkates võime koostada kõigi vaadeldavate toiduainete 
vaheliste kauguste täieliku tabeli: 

L S P R 

---------------·-

L 0 dLS d LP dLR 

s d sL 0 dsp dsR 

p dPL d ps 0 d PR 

R d RL d NS d RP 0 

Selles tabelis on peadiagonaalil ilmselt. nullid (objekti kaugus 
iseendast on null!) ning peadiagonaali suhtes sümmeetriliselt paik
nevad kaugused on võrds.ed (dij =dj;). 

Kui selline kauguste tabel tõepoolest koostada üksikute toidu
ainete jaoks, siis oleks tal üks oluline puudus, mis muudab ta 
praktikas väärtusetuks. Nimelt on vaadeldavate toiduainete fos
forisisaldus oma ab"soluutväärtuselt sedavõrd suur, et ta nagu 
-<<Surmaks» oma suurusega näiteks rauasisalduse erinevuse. Kui 

1 Tervishoiu käsiraamat, I. k. Tallinn, 1961, lk. 386. 
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aga vaadelda kõigi muutujate suhtelisi kõikumispiire, siis näeme, 
et fosforisisaldust iseloomustav näitaja on hoopis stabiilsem kui 
kaltsiumi või rauda iseloomustav näitaja. 

Sellise ebakõla kõrvaldamiseks tavaliselt näitajad normeeri
takse, s. t. iga tunnuse vaatiusväärtus x teisendatakse valemi 

x-x 

kohaselt, kus x on vaadeldava tunnuse keskmine väärtus üle kõi
kide objektide, Xmax ja Xmin aga vastavalt tunnuse maksimaalne ja 
minimaalne väärtus kõigi vaadeldavate objektide hulgas. 

Normeerimisega me saame kahesugust kasu: esiteks muutuvad 
kõigi tunnuste varieeruvuspiirkonnad suuruse poolest võrreldavaks 
ja teiseks on meil pärast teisendamist tegemist juba dimensioonita 
suurustega. See elimineerib täielikult mõõtühiku osatähtsuse. Olgu 
mõõtmised teostatud millimeetrites või kilomeetrites; näidaku 
~bjekte iseloomustavad mõõt,arvud kas kilosid või laste arvu -
pärast normeerimist· jääb iga mõõtetulemuse asemel uurija käsu-

. tusse arv, mis näitab selle suJltelist kõ~valekallet keskväärtusest 
Algandmete tabel omandab meie näite korral pärast normee

rimist järgmise kuju: 
Fosfor Kaltsium Raud 

Loomaliha 0,03 -0,33 0,56 
Sealiha 0,53 -0,20 -0,39 
Piim -0,48 0,67 -0,44 
Rukkileib -0,08 ---'--0, 14 0,26 

Pärast lihtsaid arvutusi eespool antud valemi järgi saame ka kau-
guste tabeli: · · 

L s p R 

L 0 1,08 1,50 0,37 

s 1,08 0 1,33 0,89 

p 1,50 1,33 0 1 '14 

R 0,37 0,89 1,14 0 

Selle tabeli abil saab otsustada nelja toiduaine sarnasuse üle mine
raalainete vahekordade mõttes. Näeme, et loomaliha ja rukkileib 
on kõige lähedasemad ja· et piim on teistest kõige kaugemal. 

Kui uuritavaid objekte on rohkem, siis ei ole niisuguse kauguste 
tabeli «lugemine» mitte just kõige· lihtsam ülesanne. TRü arvutus
keskuses on siiani kõige suurema tabeli mõõtmed olnud 89 X 89. 
On päris selge, et niisuguse suure tabeli analüüsimiseks on oma
korda vaja mõnda spetsiaalset meetodit. Selleks näib sobivat 
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. TRü biofüüsika laboratooriumis üpris vilgast rakendamist leid-
nud minimaalse ühendustee meetod. · 

Minimaalse ühendustee meetodi kirjeldamiseks märgime kõige
pealt üsna lihtsa tõena, et tasandi m punkti ühendamiseks piisab 
m- 1 ühenduslõigust. Sellist ühendatud punktide süsteemi nime
tame edasises puuks. Toome mõned puude näited: 

_1
1

1 1 4 1- -1 3 1-------1 1 1---1 2 1----1 s r 
! 

131--- --f2l -, -

L~J 

i3l------ f4l---- -r11-----r21 -, 
f5l 

Igal lugejal on kerge veenduda, et juba viie objekti korral võib· 
moodustada tohutu hulga erinevaid puid. 

Millist puud lugeda mingis mõttes teistest paremaks? Füüsikud 
ja mehhaanikud on juba pikemat aega veendumuse}, et looduses 
valitsevad väga sageli nn. miinimumprintsiibid. Osutub, et ka 
kauguste tabelite uurimisel on miinimumprintsiibid abiks. TRü 
biofüüsika laboratooriumis on suure hulga kõige erinevamaieit 
aladelt pärinevate ülesannete juures saanud kinnitust fakt, et 
kõige otstarbekamaks puuks tuleb lugeda niisugust, milles oma
vahel ühendatud punktide vaheliste kauguste summa on mini
maalne. J\1\inimaalse ühendustee leidmine on vastava algoritm·i abil 
üsna lihtne ja nõuab ka suurte tabelit'e korral vähe aega_. 

Minimaalse ühendustee leidmiseks . kirjutame alguses välja . 
kauguste tabeli üldisel kujul: 

d Il dl2 d13 d 1m 

d2l d22 d23 d 2m 
d31 d32 d33 d 3m 

dml dm2 dm3 · ... d mm 

Selles tabelis dii == 0 ja dii = d;i· 
Nüüd otsime kõigepealt kauguste tabelist kõige väiksema ele

mendi ülalpool peadiagonaali. Olgu see dii· Kirjutame vastava rea 
elemendid välja ja varustarne nad elementide asukohti iseloomus
tavate aadressidega. Selleks märgih1e iga kauguse alla talle vas
tava rea numbri, s. o. esimese indeksi, ja tema kohale veeru 
numbri, s. o. teise indeksi: 

28 



Vähima kauguse di; märgime kuidagi ära, ümbritseme näiteks 
raamiga; loeme ta kinnistatuks ning järgnevast võrdlemisest ta 
enam osa ei võta. · 

Edasi kontrollime, kas j-ndas reas ei leidu kaugusi, mis oleksid 
väiksemad väljakirjutatud i-nda rea samades veergudes antud 
kaugustest 2 • Kui leidub, siis asendame väljakirjutatud i-nda rea 
sellised liikmed j-nda rea vastavate elementidega (muutes vasta
valt ka indekseid). Kuna eelmisel sammul kinnistatud element jäi 
edasisest võrdlemisest kõrvale, siis saame uues reas ühe liikme 
vähem. Uues reas võivad alumiste indeksilena esineda juha i ja 
j. Selles reas kinnistarne jälle kõige väiksema elemendi. Kui vähima 
elemendi ülemine indeks on k," siis võrdleme äsjamoodustatud uue 
rea elemente tabeli k-nda rea elementidega. Asendame jälle suu
remad elemendid vastavalt väiksematega jne. Niisugust kinnista
mise ja asendamise protsessi jätkame seni, kuni kõik objektid on 
kinnistatud. Kinnistatud elemendid annavadki otsitava minimaalse 
puu. Äsjakirjeldatud algoritm on ühe· matemaatilise planeerimis
meetodi, nn. dünaamilise planeerimise erijuhtum. 

Demonstreerime algoritmi rakendamist eespool vaadeldud tabeli 
korral. Mugavuse mõttes kirjutame kauguste tabeli veel kord 
ümber, asendades objekte kirjeldavad tähe? numbritega: 

2 3 4 
I· 

1 I 0 1,08 1,50 0,37 

2 1,08 0 1,33 0,89 

3' 1,50 1,33 0 I, 14 

4 0,37 0,89 I, 14 0 

V~him kaugus ülevalpool peadiagonaali on 0,37. Et see paikneb 
esimeses reas, siis kirjutame esimese rea (s. o. esimese näitaja 
kaugused üle j äänutest) eraldi välja: 

-~--------

2 3 4 

0 1,08 "1,50 0,37 

1 1 
:__ ____ I 

Võrdleme tabeli neljandas reas olevaid neljanda näitaja kau
gusi väljakirjutatud rea kinnistaroata näitajate kaugustega. Et 
neljanda näitaja kaugused teisest ja kolmandast näitajast on väik
semad kui vastavad kaugused esimesel näitajal, siis saame välja-

2 Siin tähistab j viimati kinnistatud kauguse veeruindeksit ja i tähistab 
tema reaindeksit. - Esitatava algoritmi paremaks mõistmiseks soovitame luge
jal kogu aeg paralleelselt jälgida allpool toodavat konkreetset arvutusnäidet 
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kirjutatud esimese rea keskmiste liikmete asemele: 

i 2 3 
I 0,89 1,14 
I 

1 4 4 

Viimasel sammul d43 < d23 , mistõttu kuulub kinnistamisele äsja 
väljakirjutatud kaugus: 

I 3 'i 

I 
! I ,14 

i· 4. 
--------

Kinnistatud elementide põhjal saame ühendamisele kuuluvad näi
tajate paarid: 

4- 1; 4- 2; 4-3. 

Vastavat skeemi välja joonistades, näitajate numbreid nende 
tähendustega asendades ning kaugusi juurde märkides saame otsi
tava puu: 

- 089 - C37 -I s 1---'--·----1 R 1---'--1 L I 
- ll.t4 -

I Pl 
Suurte tabelite korral annavad sellised skeemid kõigiti ratsio-

naalse ning objektide vahelisi vahekordi hästi kirjeidava pildi. 
Nende skeemide üksikasjalikum uurimine on juba konkreetse tea
dusala esindaja ülesanne ja läheks matemaatilises kogumikus liiga 
pikale. Usume siiski, et juba toodud lihtsast näitest peaks nähtuma 
metoodika kasulikkus. · 

Bioloogiliste objektid·e vaheliste kauguste defineerimiseks võib· 
kasutada ka teisi definitsioone, mis erinevad selles artiklis vaadei
dust Mõni neist definitsioonidest võib meid viia ka mittesümmeet
rilise kauguseni (dij ~ dji). See nagu tuletaks meelde vana lugu 
krokodillist, kelle pikkus oli peast sabani 5 meetrit ja sabast peani 
8 meetrit, kuid mittesümmeetriline kaugus kahe punkti vahel on 
kõigiti reaalne asi. Võime selles veenduda näiteks kahe punkti 
vahelise sõidukauguse arvutamisel, kui need punktid paiknevad 
ühesuunalise liiklusega tänavaL 
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--- !~1.1!0. SJJ.S !I.IJI !U.I.ili!J.j 

LI N EAARSED P LANEERIMIS üLESAN D ED 

0. Kaasik. 

Majandusliku tegevuse planeerimisel tuleb pidevalt lahendada 
väga mitmesuguseid matemaatilisi ülesandeid. Enamasti on need 
planeerimisülesanded niisugused, et objektiivsed tingimused ei 
määra kõiki tundmatuid täielikult, vaid ainult teataval määral 
kitsendavad nende valikut. Sellisel juhul jääb plaani koostajate 
vabadus valida suure hulga objektiivselt võimalike plaanide seast 
see, mis mingis mõttes osutub kõige paremaks. Matem a at i -
I i n e p 1 an e eri mi n e ongi matemaatika haru, mis tegeleb nii
suguste «mingis mõttes parimate» ehk optimaalsete plaanide leid
miseks vajalike meetodite väljatöötamisega. 

Selleks, et planeerimisülesannete lahendamiseks saaks kasu
tada matemaatilisi meetodeid, tuleb need ülesanded kõigepealt 
sõnastada n.-ö. matemaatilises keeles. Demonstreerime paari lihtsa 
näite varal, kuidas seda tehakse. 

N ä i d e I. Tehases toodetakse kaht liiki mineraal väetisi, kus
juures mõlema valmistamiseks läheb vaja nelja tsehhi tööd. Järg-
nev tabel kirjeldab tootmistingimusi. · 

I - -
I 

Tsehh 

2 

Väetis 

I. . 2. 

! 
I 

3 

II 0,5 1 2,5 

1 1.25 1 

_____:_~-· 

lI I 0,25 

I _:_ ___ I_Ls ) ---
, Päevaplaan 117,5 i 11,5 

! 

Päevane 
1 

tööaeg I 
I 

77 

42 

28 
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Tabelis on antud aeg tundides, mis kulub ühe tonni kummagi väe
tise töötlemisele igas tsehhis. Lisaks on iga tsehhi kohta toodud 
päevas· kasutada olev aeg tundides (sisuliselt võrdub see tsehhis 
olevate agregaatide arvu ning päeva töötundide arvu korrutisega) 
ja päevaplaan tonnides kummagi väetise jaoks. 

ülesandeks on planeerida väeUste tootmine nii, et päevaplaan 
oleks vähemalt täidetud ja ületunde ei tehtaks. 

Tähistame esimest liiki väetise planeeritavat päevatoodangut 
( tonnides) sümboliga x 1 ja teist liiki väetise päevatoodangut x 2• 

Nõue, et päevaplaan oleks vähemalt täidetud, on nüüd kirjutatav 
võrratustena 

x 1 > 17,5; x2 > 11 ,5. 

Edasi arvutarne igas tsehhis vajaliku tööaja ja nõuame, et see 
ei oleks suurem etteantud päevasest tööajast. Näiteks I tsehhis 
kulub xi ton.ni esimest liiki väetise peale 2x1 tundi ja x2 ·.tonni teist 
liiki väetise peale 3x2 tundi. N ee d ajad kokku ei tohi ületada 77 
tundi: 

2xi -f- 3i2 < 77. 

Olejäänud kolme tsehhi tööaegade jaoks saame analoogiliselt 

0,5xi + 2,5x2 < 42, 
1 ,25xi + 0,25x2 < 28, 

1,5xt + x2 < 42. 

Sellega on kõik ülesande nõuded kirja pandud ja väetiste päeva
toodangurl x~ ja x2 tuleb nüüd leida nii, et nad rahuleiaksid võrra
tus?üsteemi 

xi > 17,5 
X2 > 11,5 

2xi + 3x2 < 77 
0,5xi + 2,5x2 < 42 

1 ,25xi + 0,25x2 < 28 
1,5xi + x2 < 42 

( 1) 

Sellel võrratussüsteemil on lõpmata palju lahendeid. Näiteks 
rahuldavad seda süsteemi väärtuste paarid xi = 17,5, x2 = 11,5; 
xi= 20, x2 = 12; x 1 ~= 19, x2'= 1~ jne. Seega.tuleb siin suure hulga 
objektiivselt võimalike, s. t. püstitatud nõudeid rahulelavate plaa
nide hulgast valida mingis mõttes parim. Olgu tehasele ülesandeks 
tehtud toota väetisi võimalikult rohkem; see tähendab, et pare
maks tuleb lugeda niisugust plaani, mille korral" päevane kogutoo
dang on suurem. Et päevane kogutoodang on lihtsalt x 1 + x2, siis 
selline täpsustailtd planeerimisülesanne on matemaatiliselt sõnas
tatav järgmiselt: leida võrraiussüsteemi ( 1) niisugune lahend, mis 
muudab maksimaalseks avaldise 

(2) 
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N ä i d e 2. Keemiatehase õlilaos valmistatakse immutusõli 
nelja olemasoleva õlisordi segamise teel. Riikliku standardi: koha
selt peab immutusõli erikaal olema 0,98, viskoossus 44 ja leektäpp 
qs. Koostisosade vastavad andmed on: katseliselt määratud; need 
on toodud järgnevas tabelis. Samas on antud ka nelja lähteõli. päe
vased varud toonides. 

Olisort I I. I 2. I 3. I 4. 

·-E~~k:~ __ IJ.o21 o,99[ o,921 o,9o I 
Viskoossus I 20 I 42 I 78 I 98 

Leektäpp I ~~~ ~;~-~~T~~ 

Varud I 43 I 104 i JO 115 

Lihtsuseks eeldame, et segu erikaal, viskoossus ja leektäpp on 
määratavad koostisosade vastavate andmete kaalutud keskmistena. 

Antud varudest tuleb valmistada immutusõli, mille müügihind 
ori 50 rubla tonn. Et õlireservuaarid tuleb järgmiseks päevaks va
rude alt vabastada, segatakse kõik ülejäägirl kütteõliks ja müüakse 
hinnaga 30 rubla tonn. 

Kuidas segada immutusõli nii, et· päevase kogutoodangu mak
sumus oleks maksimaalne? 

Tähistame i-ndast õlisorclist (i= 1, 2, 3, 4) immutusõliks mi
neva koguse sümboliga xi ja kütteõliks mineva koguse sümboliga 
xi+4 (näiteks x6 tähendab õlisordi nr. 2 kütteõliks minevat kogust 
tonnides). Et iga õlisordi päevased varud on antud ja kogu varu 
tuleb ära kasutada, siis saame äsjadefineeritud tundmatute jaoks 
kohe neli võrrandit: 

X1 + Xs = 43 
X2 + X5 r=· 104 
X3 + X7=· 10 
x4+xs= 15. 

Segu erikaalu leidmiseks tuleb segu koostisosade kaalude ning 
('rikaalude korrutiste summa jagada segu kaaluga (s. t. leida koos
tisosade erikaalude kaalutud keskmine). ülesande tingimuste koha
selt peab immutusõli erikaal olema 0,98, seega saame võrrandi 

1 ,02x1_+_0,99x2 + 0,92x3 + 0,90x4 '= O 98 
X1 + X2 + X3 + X4 · ' • 
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Seda võrrandit sajaga korrutades ning ühisele nimetajale viies. 
omandab ta pärast sarnaste liikmete koondamist kuju 

4x1 + x2- 6x3- 8x4 ·=· 0. 

Täpselt samuti leiame segu nõutava viskoossuse ja leektäpi võr
randid, mis pärast lihts~stamist on kirjutatavad kujul 

12x1 +- x2 - 17x3- 27x4 =·0 
ja 

22x 1 - x2- 2x3 - 5x4 =· 0. 

Leiame lõpuks veel kogutoodangu maksumuse. Et immutusõli 
saadakse kokku x 1 + x2 + x3 ·+ X4 tonni ja kütteõli X5 + xs.+ X7 -1-+ x8 tonni, siis toodangu maksumus rublades on lihtsalt 

50x1 + 50x2 + 50x3 + 50x4 + 30x5 + 30xs + 30x, --1- 30xs. 

Kui veel arvestada asjaolu, et. ülesande sisu kohaselt saavad 
tundmatud x~, x2, ... , x8 omandada vaid mittenegatiivseid väär
tusi, siis võime oma planeerimisülesande formuleerida järgmiselt: 
leida võrrandisüsteemi 

X4 

4x, + X2- 6x3 -· 8x4 
12x, + x2 - 17x3- 27x4 
22x, - x2- 2x3- 5x4 

=· 43 
= 104 

10 
15 
0 
0 
0 

mittenegatiivsete lahendite hulgast see, mis muudab maksimaal
seks fu'nktsiooni 

50x, + 50x2 + 50x3 + 50x4 -~ 30x5 + 30x6 + 30x7 + 30xs. 

Nagu toodud näidetest selgub, taanduvad planeerimisülesanded 
teatava funktsiooni maksimumi leidmisele, kusjuures peab olema 
rahuldatud terve rida lisatingimusi, mis väljenduvad võrranditena 
või võrratustena. Näited olid valitud sellised, et nii maksimaalseks 
muudetav funktsioon kui ka lisatingimused sisaldasid tundmatuid 
suurusi vaid esimesel astmel, s. t. olid ·lineaarsed. Sellepärast ni
metataksegi kõiki seda tqüpi ülesandeid I i n e a a r s et eks 
p 1 a n e e r i m i s ü 1 e s a n n e t e k s. 

Iga lineaarset planeerimisülesannet saab sõnastada järgmisel 
põhikujul: leida võrrandisüsteemi 

a11x1 -f- a12X2 + ... + a,nXn ·=· b, } 
a21X1 + a22X2 + ... + a2nXn ·= b2 

Dm1X1 + ·Gm2X2 + ... + f!-mnXn = bm 

(3) 
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mittenegatiivsete lahendite hulgast see, mis muudab maksimaal
-;cks funktsiooni 

(4) 

Võrrandeid (3) nimetatakse tavaliselt planeerimisülesande 
kitsendusieks ,ja funktsiooni (4) selle ülesande sihi
f u n k t s i o o n i k s. 

Esitatud näidetest oli vaid teine sõnastatud äsjatoodud põhi
kujul. Kerge on aga veenduda, et ka esimese näitepuhul saab püs
titada samaväärse ülesande, mille sõnastus omandab juba nõutud 
kuju. Nimelt kui planeerimisülesande mõned kitsendused on antud 
võrratu~tena, siis saab neid võrratusi tundmatute arvu suurenda
misega alati muuta võrrandeiks. Kui näiteks esimesel kitsendusel 
on kuju 

a1IXI -j- a12X2 + ... + a1nXn < b1, 

siis, tähisfades vahe b1- (aJIXI + ... + atnXn) sümboliga Xn+r. 

saame moodustada võrrandi 

·al 1X1 + a12X2 -j- ... + GtnXn + Xn+l = b1. 

Kui nõuda, et Xn+I oleks tltittenegatii~ne, siis see võrrand on sama
väärne lähtevõrratusega. 

Juhul kui lähtekitsendus on antud teisesuunalise võrraiusena 

a!!XI -t- a12X2 + ... + G1nXn > b1, 

tuleb võrrandi saamiseks viimase vasakus pooles uus tundmatu 
Xn+I lahutada. See uus tundmatu tähendab siis vahet (a 11x 1 + ... 
· · · + GtnXn)- b1 =Xn+i· 

Seega iga võrraiusena antud kitsenduse muutmine võrrandiks 
SUUrendab tundmatute arVU Ühe VÕrra (vahe Xn+l on ju samuti 
tundmatu, sest lahendamisele asudes me ei tea, kui palju osutub 
võrratuse üks pool teisest poolest väiksemaks). 

Mõnikord tuleb planeerimisülesande lahendilt nõuda rohkem 
kui mittenegatiivsust: võib osutuda vajalikuks, et tundmatud olek
sid suuremad teatud etteantud konstantidest (näide 1). Kui üles
andes on nõutud, et peab olema xi> di (i= 1, 2, ... , n), siis võime 
defineerida uued tundmatud x'i =xi- di; pärast seda omandavad 
viimased võrratused kuju x'i > 0 ning nende uute tundmatute suh
tes saame ülesande sõnastuse jälle ülaltoodud põhikuJuL 

Näites 1 vaadeldud ülesande puhul tuleks vastavalt defineerida 
x'1 =x1 -17,5 ja x'2=x2-1I,S. Võrraiussüsteemi (1) kaks esi
mest võrratust omandavad nüüd kuju x'1 > 0 ja x'2 > 0. Tundma
tute x 1 ja x2 asendamine ülejäänud võrratustes annab pärast liht
sustamist (sealhulgas murdude kaotamist võrratuste vasaku te:~ 
pooltes) ja täiendavate mittenegatiivsete tundmatute x'3, x'4, x's, x'6 
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sissetoomist võrratussüsteemi ( 1) asemele võrrandisüsteemi 

2x'1 + 3x'2 + x'3 = 7,5 } 
x' 1 + 5x' 2 + x' 4 = 9 

5x't + x'2 + x's = 13 
3x'1 + 2x'2 + x's = 8,5 • 

(5) 

kus kõik tundmatud x'1, ... , x's peavad nüüd olema juba mitte
negatiivsed. Antud juhul on ühtlasi lihtne aru saada uute tund
matute tähendusest: X't ja X 12 tähendavad vastavalt esimest ja teist 
liiki väetise koguseid, mis kavatsetakse toota üleplaaniliselt. Võr
randite (5) paremad pooled tähendavad päevaplaani täpse täit
mise korral tekkivat tsehhide tööaja ülejääki, täiendavad tundma
tud aga sama ülejääki üleplaanilise tootmise puhul. (x'3 tundides, 
x' 4 ja x' 6 pooltundides ning x' 5 veerandtundides). · 

üleminek uutele tundmatutele sihifunktsioonis Xt + x2 annab 
sellele kuju 

29 + x'1 + x'2. (6) 

Seega tuleb näites 1 püstitatud ülesande lahendamiseks leida 
võrrandisüsteemi (5) niisugune mittenegatiivne lahend, mis muu-
dab maksimaalseks funktsiooni (6). 1 

Mõnedes praktilistes planeerimisüle~annetes võib muidugi juh
tuda, et nõutakse mitte sihifunktsiooni .maksimumi, vaid hoopis 
miinimumi leidmist (näiteks, kui on tarvis leida plaan, mis või
maldaks saavutada vähimat omahinda). Sel juhul tarvitseb vaid 
muuta sihifunktsiooni märk ning ülesanne omandabki kohe põhi 
kuju. 

Põhikujul sõnastatud lineaarse planeerimisülesande lahendami
seks tuleb tundmatutele x 1, x 2, ••• , Xn leida niisugused väärtlJsed, 
mille korral: 1) võrrandisüsteem (3) on rahuldatud, 2) kõik tund
matute väärtused on mittenegatiivsed, 3) funktsioon (4) omandab 
maksimaalse väärtuse kõigi nende väärtuste hulgast) mida ta saab 
omandada eelmist kaht nõuet rahuldava tundmatute valiku korral. 

Kui tundmatute väärtused on valitud nii, et võrrandisüsteem (3) 
on rahuldatud, siis sellist väärtuste kombinatsiooni (x1, ... , Xn) 

nimetatakse planeerimisülesande 1 ah e n d i k s. Seega on planeeri
misülesande lahendiks võrrandisüsteemi (3) iga lahend. Kui kõigi 
tundmatute väärtused lahendis on peale selle veel mittenegatiiv
sed, siis nii?Jetata~se lahendit · p 1 a an i k s ehk l u b ata va k s 
1 a h e n d i k s. Niisugust lubatavat lahendit, mille puhul sihifunkt
sioon ( 4) omandab maksimaalse väärtuse, võrreldes tema väärtus
tega kõigi teiste lubatavate lahendite puhul, nimetatakse vaadel
dava planeerimisülesande o p t i m a a 1 s eks 1 a h e n d i k s ehk 
o p t i m a a 1 s e k s p 1 a a n i k s. 

Selleks et võrrandisüsteemil (3) ja seega ka vastaval planeeri
misülesandel üldse oleks lahendeid, peab lineaarselt sõltumatute 
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võrrandite arv olema mitte suurem kui tundmatut,e arv 1• Kui sõltu
vad võrrandid on süsteemist juba kõrvaldatud, peab planeerimis
ülesande lahenduvuseks seega olema m < n. Jättes praktikas vähe 
huvi pakkuvad juhud kõrvale, eeldame edaspidi ikka, et võrraadi
süsteem (3) on lahenduv ning tal on lõpmata palju lahendeid. 

Leidub muidugi võrrandisüsteeme, millel on küll lõpmata. palju 
lahendeid, kuid nende hulgas pole ühtki mittenegatiivset Seega 
võib juhtuda, et süsteemi (3) lahenduvusele vaatamata planeeri
misülesandel lubatavaid lahendeid ei ole. Kuid ka lubatavate la
hendite olemasolu korral võib vastav planeerimisülesanne siiski 
osutuda mittelahenduvaks, s. t. pole olemas optimaalset lahendit. 
See juhtub siis, kui sihifunktsioon saab lubatavate lahendite puhul 
omandada kui tahes suuri väärtusi, s. t. ta on lubatavate lahendite 
hulgal tõkestamata. Niisuguste olukordade võimalikkust tuleb pla
neerimisülesannete lahendamisel loomulikult arvestada. 

Et lineaarse planeerimisülesande optimaalse lahendi leidmine 
tähendab teatava lineaarse võrrandisüsteemi mittenegatiivsete 
Iahendite hulgast mingis mõttes parima väljavalimist, siis muidugi 
peab optimaalse lahendi leidmiseks eeskätt oskama seda lineaar
set võrraadisüsteemi lahendada. Lineaarse võrrandisüsteemi lahen
damine taandub teatavasti reale operatsioonidele selle tundmatute 
lwrdajatega ja vabaliikmetega, s. o. laiendatud maatriksi elemen
tidega 1• Süsteemi (3) üldlahendi leidmiseks tuleb tema laiendatud 
maatriks 

( 

a11 a12 

a21 a22 

aml am2 

(7) 

elementaarteisendustega (nendeks on maatriksi rea konutamine 
nullist erineva teguriga või ühele reale mingi arvu kordse teise rea 
liitmine) teisendada kujule, mis sisaldab nii mitmest reast ja vee
rust koosnevat ühikmaatriksit, kui suur on võrrandisüsteemi maat
riksi astak (ehk lineaarselt sõltumatute võrrandite arv). Näiteks 
kui süsteemi (3) maa.triksi astak on m, siis teisendades ühikvek
toriteks 2 maatriksi (7) esimesed m veergu saame tulemuseks maat
riksi 

( 
I 0 
0 I 

0 0 

0 
0 

I . 

a'1. m+l 

a'2, m+l 

a' m, m+l 

a'ln b'l 
a'2n b'2 

a' mn b' m 

) 
1 Lineaarsete võrrandisüsteemide lahendamisega seotud küsimuste lähemaks 

tundmaõppimiseks võib kasutada näiteks ·Õpikut Ka ng r o, G .• Kõrgem algebra. 
Tallinn, 1962, peatükk II (lk. 51-86). 

2 ühikvektori all mõistame käesolevas maatriksi niisugust veergu, mille 
üks element võrdub arvuga 1 ja ülejäänud elemendid on nullid. ühikmaatriks on 
selline ühikvektoritest koosnev maatriks, mille igas reas on täpselt üks element, 
mis võrdub arvuga 1. 
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Pidades silmas, et elementaarteisenduste teostamine tähendab 
võrrandisüsteemi teisendamist samaväärseks võrrandisüsteemiks, 
oleme seega süsteemi (3) teisendanud temaga samaväärsele kujule 

-+- a'1. m+tXm+t 
-j- a'2. m+JXm+I 

+ ... +a'tnXn =b'l } + ... + a',.,x., = b:, 
-~- ... + a' mnXn = b m • 

(8) 

Kui võrrandisüsteem (3) on teisendatud kujule (8), siis ei val
mista raskust välja kirjutada selle süsteemi niisugust üldlahendit, 
milles vabadeks (s. t. täiesti vabalt valitavate väärtustega) tund
matuteks on Xm+I, ... , Xn: 

XJ =· b't - a'I m+JXm+l - ... - a't 11 Xn 

X2 = b'2 -a'2, .rn+tXm+I - ... - a'211 X11 

Xm = b'm - a'm, m+JXm+J - ... - Q
1

111 nXn . 

Sellest üldla.hendist kõige lihtsamini saadavaks erilahendiks on 
niisugune, milles kõik vabad tundmatud on võrrutatud nulliga: 

XI= b'I, x2 ·=· b'2, .... I Xm ·= b' m, Xm+J = 0, ... , Xn = 0. (9) 

Kui võrrandisüsteemiga (3) on kirja pandud lineaarse planee
rimisülesande kitsendused, siis huvitavad meid vaid lubatavad,· 
s. t. mittenegatiivsed erilahendid. Lahendi (9) lubatavuseks peab 
seega olema b'i ;): 0 iga i= 1, 2, ... , m korral. Maatriksi (7) 
ühikvektoriteks teisendatavate veergude mis tahes valiku puhul ei 
tarvitse see tingimus üldiselt täidetud olla, kuid osutub, et kui võr
ranelisüsteemil üldse on mittenegatiivseid lahendeid, siis saab sel
list valikut alati teostada. 

Kirjeldamisele tulev lineaarsete planeerimisülesannete lahenda
mise meetod seisnebki optimaalse lahendi otsimises niisuguste lu
batavate lahendite hulgast, millel on kuju (9), s. t. milles vabad 
tundmatud võrduvad nulliga. 

Lineaarse planeerimisülesande tegelik lahendamine on jaotatav 
kaheks enam-vähem iseseisvaks osaks: mingi lubatava lahendi (nn. 
a 1 g I a h e n d .i) leidmine kujul (9) ja optimaalse lahendi konst
rueerimine ·sellest alglahendist lähtudes. Võtame siin üksikasjali
kumale vaatlusele vaid lahendamise teise osa, eeldades, et sobiva 
kujuga alglahend .on juba leitud, s. t. et kitsenduste võrrandisüs
teem on teisendatud kujule (8), kus kõik vabaliikmed on mittenega
tiivsed. 

Selline eeldus on paljude praktikast pärinevate planeerimis
ülesannete korral ka tegelikult täidetud. Nimelt kui lineaarse pla
neerimisülesande kitsendused on esialgses sõnastuses antud võr-
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raiustena kujul <. kusjuures kõik. vabaliikmed bi on mittenegatiiv
sed, siis võrraiustest vabanemise! saamegi võrrandisüsteemi nõu
tud kujul: 

llJJXi + G12X2 + ... + GJnXn + Xn+J 

ll21XI + G22X2 + ... + a2nXn + Xn-1-2 

. . . 
llmtXJ -r-- Gm2X2 + ... + amnXn 

Meenutame, et niisuguse kujuga planeerimisülesandeks osutus 
ka ülalvaadeldud esimene näide (vt. võrrandisüsteemi (5)). 

Selleks, et optimaalse lahendi leidmisel saaks täielikumalt ära 
kasutada lineaarsete võrrandisü'steemide lahendamise metoodikat, 
·kirjutame ka sihifunktsiooni ( 4) võrrandina. Tähistades sihifunkt
siooni väärtuse sümboliga z ja lugedes ka seda tundmatuks (see 
on ainus tundmatu, mille kohta me ei püstita mittenegatiivsuse 
nõuet) saame võrrandi 

( 11) 

Lisades selle võrrandi süsteemile (1 0) saame vaadeldava pla
neerimisülesande sõnastada järgmiselt: leida võrrandisüsteemi 
( 1 0)- ( 11) selline lahend, milles iga i=· I, 2, ... , n -f- m korral 
Xi > 0, kusjuures z omandab maksimaalse võimaliku väärtuse. Et 
selle võrrandisüsteemi laiendatud maatriksil 

( -~ -CJ -c2 -Cn 0 0 0 Co 

) a11 a12 ain 1 0 0 bl 
a21 a22 a2n 0 I 0 b2 ( 12) 

0 Gm J Gm2 Gm n 0 0 l bm 

ün j uba nõutav kuju, siis võime kohe välja kirjutada meid huvitava 
erilahendi: 

Z = Co, X1 = 0, ... , Xn =.0, Xn-1-1 = b1, Xn-!-2 = b2, ... , Xn+m === b111 • 

Nüüd on ülesandeks konstrueerida uus erilahend nii, et endiselt 
oleks xi> 0 (i= I, 2, ... , n+ m) ja z omandaks praegusest suu
rema väärtuse. Kõigepealt paneme tähele,. et sellest erilahendist 
mingi teise lubatava lahendi saamiseks tuleb vähemalt üks tund
matutest x1, ... , Xn muuta positiivseks; kui need kõik jätta' nulli
deks, siis ülejäänud m + 1 tundmatu väärtused on võrrandisüstee
mist juba üheselt määratud, s. t. teisi niisuguseid lahendeid ei 
leidu. Järelikult, kui me soovime leida uut lubatavat lahendit, mil
les z omandaks suurema väärtus-e, siis tuleb nulliiiste tundmatute 
Xt, ... , x" hulgast leida mõni niisugune, mille suurendamisel suu-. 
reneb ka z. Otsimist kergendab võrrand ( 11), mis annab z avaldise 
just nende tundmatute kaudu, millede mõju z muutumisele on vaja 
selgitada: 
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Kui mingi tundmatu xi (i= i, 2, ... , n) kordaja ei selles võr
randis on negatiivne, siis Xi suurendamine vähendab tundmatut z. 
Seega niisuguste tundmatute suurendamine sihile ei vii. 

Kui kõik kordajad ei on negatiivsed või nullid, siis tundmatut 
z pole üldse võimalik suurendada ning me olemegi leidnud planeeri
misülesande optimaalse lahendi. Leitud lahendi optimaalsus pais
tab otsekohe silma ka süsteemi laiendatud maatriksist ( 12), mille 
ülemine rida sel juhul koosneb ainult mittenegatiivsetest arvudest 
(erandiks võib olla selle rea viimane element c0, mis võrdub sihi
funktsiooni väärtusega ega ole märgi poolest kitsenda tud). 

Vaatleme nüüd juhtu, kui crde hulgas leidub vähemalt üks posi
tiivne, s. t. kui maatriksi (12) esimeses reas leidub vähemalt üks 
negatiivne element. Olgu vastava tundmatu indeks j, s. o. -ei< 0 
(j on üks arvudest 1, 2, ... , n). Siis tundmatu xi suurendamine 
suurendab ka z väärtust, seega polnud lahend optimaalne. 

Seame endale eesmärgiks niisuguse uue lubatava lahendi konst
rueerimise, milles Xi omandab positiivse väärtuse ja z on seega 
senisest suurem. Selleks et protsess oleks lihtsalt korratav, juhul 
kui ka see uus lahend ei osutu veel optimaalseks·, teisendarne maat
riksit ( 12) elementaarteisendustega nii, et ta ka pärast teisenda
mist sisaldaks (m + 1) -järku ühikmaatriksit. Arvestades, et maat
riksist kõige lihtsamini saadavas erilahendis erinevad nullist vaid 
nende tundmatute väärtused, millele vastavad veerud on ühikvek
torid, tuleb meil nüüd ühikvektoriks teisendada tundmatule xi vas
tav veerg. Sellise teisendamise tulemusel muidugi lakkab mingi 
teine veerg olemast ühikvektor, mis tähendab, et temale vastav 
tundmatu omandab uues lahendis väärtuse null. 

Tundmatule xi vastavat veergu nimetame edaspidi j u h tv e e -
r u k s. Meenutame, et juhtueeruks võib valida ükskõik millise nen
dest veergudest, mille esimene element on negatiivne. 

Juhtveeru teisendamine ühikvektoriks tähendab, et üks tema ele
mentidest teisendatakse arvuks 1 ja ülejäänud nullideks. Seda rida •. 
milles paikneb arvuks 1 teisendatav juhtveeru element, nimetame 
edaspidi j u h tr ea k s. Olgu juhtreaks valitud maatriksi (k + + I) -ne rida; arvuks I teisendatav element (j u h te 1 e me nt) on 
seega aki· Kirjutame maatriksi ( I2) veelkord ümber, nii et juht
veerg,,juhtrida ja mingi suvaline rida oleksid meie lühendatud kir
jutises eraldi nä,htavad: · 

1 -c1 -ei 0 · ... 0 ... 0 ... 0 Co 

0 a11 ali 1 ... 0 ... 0 ... 0 bl 

0 aki aki akn 0 . . . 1 . .. 0 ... 0 bk ( 12') 

0 ail aii ain 0 . . . 0 ... 1 . .. 0 bi 

0 am! am j amn 0 . . . 0 . .. 0 ... 1 bm 
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Juhtveeru ühikvektoriks muutmiseks vajalikud elementaartei-· 
s.endus.ed on nüüd järgmised: 1) (k + 1) -se rea, .s. t. juhtrea eie
mendid korrutatakse arvuga ( 1 : ak;); 2) iga teise, üldiselt (i+ 1) -s e 
rea puhul liidetakse real e arvuga -aii (esimese rea puhul arvuga. 
ei) korrutatud uus (k + 1) -ne rida. Nende teisenduste tulemusel 
omandab maatriks ( 12') kuju 

1 -e' I . . . 0 . .. -C'n 0 -c'n+k ... 0 . .. 0 e' o 
0 a'11 0 a'In 1 a'I, n+k ... 0 . .. 0 b'l 

0 a'ki a'kn 0 . . . a' k. n+ll . . . 0 ... 0 b'k (13) 

0 a'n . . . 0 . .. a'in 0 ... a'i. n+k . .. 1 . .. 0 b'· I 

0 a'mi . . . 0 . .. a'mn 0 ... a'm. n+k . . . 0 . .. 1 b'm 
' 

kus uued elemendid on kirjutiste lühendarniseks märgitud üheainsa 
sümboliga. Nende avaldisi maatriksi ( 12') elementide kaudu pole 
aga raske saada. Näiteks 

ciaki aliaki 
-c'~=-cl+--· a'II=a1I ___ jne. 

aki aki 

Järgnevas on meil tarvis teada vaid maatriksi ( 13) viimase 
veeru elementide avaldisi maatriksi ( 12') elementide kaudu. Kir
jutame need välja: 

(14) 

( 15) 

( 16) 

Avaldised (14)- (16) on eriti olulised sellepärast, et maatrik
sist ( 13) saadav uus erilahend avaldub just nende kaudu: 

Z = C'o, Xt = 0, ... , Xj-I = 0, X;= b'k, Xi+I '= 0, ... , Xn = 0, 
Xn+I = b'1, · · ·, Xn+k-l ·=· b'k-I, Xn+k = 0, 

Xn+k+I = b'k+I, • · ·, Xn+m = b' m · 

Peame silmas, et juhtrea järjekorranumber k on meil esialgu 
veel fikseerimata. Selle valimiseks arvestame nõuet, et saadud uus 
lahend peab olema lubatav, s. t. iga i puhul peab olema b'i ~ 0. 

Tehtud eelduse kohaselt op. bk mittenegatiivne ja elemendi b'k 
mittenegatiivsuseks peab valemit ( 16) arvestades seega olema 
aki> 0. Seega juhtrida tuleb valida niisuguste ridade hulgast, kus 
juhtveerus paiknev element on positiivne. 

Võib aga juhtuda, et juhtveerus pole ülds~ positiivseid ele
mente. Sel juhul näeme maatriksist (12') vahetult, et kui vabale 
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tundmatule xi anda mis tahes positiivne väärtus X;= M, siis saame 
uue lahendi 

Z =Co+ CjM, X1 = 0, ... , Xj-1 ·= 0, X;·=·M, X;+l = 0, ... , Xn = 0, 
Xn+I . · b1- aljM, ... , Xn+i '= bi- aijM, ... , Xn+m ·= bm- amjM. 

See Jahend on ai; < 0 (i= I, 2, ... , m) tõttu lubatav iga M > 0 
korral. Sealjuures z väärtus kasvab M kasvades (sest ei> 0). 
Seega pole mingit takistust valida M kui tahes suurena, mis aga 
tähendab, et sihifunktsioon pole lubatavate lahendite hulgal tõkes
tatud. Järelikult, kui juhtveerus pole positiivseid elemente, siis 
sihifunktsioon on tõkestamata ja planeerimisülesandel ei ole opti-
maalset lahendit. · . 
. Mittelahenduvuse juhu vaatlemise võib sellega lõpetada. Kui 
aga juhtveerus leidub vähemalt üks positiivne element, siis tuleb 
saadava uue erilahendi lubatavust edasi uurida. Maatriksi ( I3) 
viimase veeru ülejäänud elementidel b'i on kuju ( 15). Nende mitte
negatiivsuseks peab seega iga i= I, ... , k- I, k -+ I, ... , m 
lwrral olema 

( 17) 

Sõltuvalt elemendi ai; märgist võib siin olla tegemist kahe või
malusega. Nimelt juhul aii < 0 on võrratus ( 17) alati rahuldatud, 
sest siis bk > 0 ja ak;> 0 tõttu on alati b'i > bi > 0. Seega nendes 
ridades, kus j uhtveeru element on inittepositiivne, on garanteeri
tud, et viimase veeru element teisendamisel ei kahane. Kui, aga 
aii > 0, siis teiseudamisel viimase veeru element üldiselt kahaneb 
ja võib järelikult muutuda negatiivseks. Jaga'me nüüd võrraiuse 
(17) mõlemad pooled elemendiga ai; (aii > 0 tõttu võrraiuse 
märk seejuures ei muutu!) ja viime ühe liikme teisele poole: 

bi > bk. • 

aij akj 

Saadud võrraiusest näeme, et juhtrea indeksiks k tuleb valida see 
i, mille korral jagatis bJai; omandab vähima väärtuse. Meenuta
des, et vaatlusel olid vaid need read (s. t. reaindeksici i), mille 
puhul aii > 0, võime tulemuse lühidalt üles kirjutada võrdusena 

bk =min .bi. 
a !?j a .. > o ai j 

I} 

Seega uue lahendi lubatavuse ga~;anteerimiseks tuleb juhtreaks 
valida juhtveerus positiivsete elementidega ridade hulgast see, 
mille puhul rea viimase elemendi jagatis juhtveeru samas reas 
paikneva elemendiga on kõige väiksem. 

Kui juhtveerg 3a juhtrida on äsjasõnastatud reeglite järgi vali
tud, siis uus eriJahend on kindlasti lubatav ja annab sihifunktsioo-
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nile üldiselt suurema väärtuse kui lähtelahend: ci > 0, bk > 0, 
aki> 0 tõttu seosest (14) järeldub c'o >co. 

Sellega ongi üks samm kirjeldatavast lahendusmeetodist teos
tatud. Edasi kordub täpselt sama protseduur lähtudes maatriksist 
( 13), mis sisaldab ju samuti (tn+ 1) -järku ühikmaatriksit ja mil
lest saadud erilahendis on n tundmatut võrdsed nulliga. Kordamine 
seisneb selles, et otsitakse nüüd juba maatriksi ( 13) esimesest 
reast negatiivne element, valitakse vastav veerg juhtveeruks, mää
ratakse ülalkirjeldatud viisil juhtrida ning teostatakse maatriksi 
teisendamine. Kordamisi jätkatakse seni, kuni saadakse maatriks, 
mille esimeses reas enam ei ole negatiivseid elemente. Sellele maat
riksile vastav erilahend ongi ülesande optimaalne lahend. 

Kirjeldatud lahendusmeetodi nimetas seda esimesena kasuta
nud ameerika matemaatik G. B. Dantzig s i m p le k sm e eto
d i k s. 

Võib veel küsida, kas simpleksmeetod annab optimaalse lahendi 
lõpliku arvu sammudega. Näitame, et vähemalt teatud juhtudel on 
see saavutatav. 

Simpleksmeetodi igal sammul leitakse n+ tn + 1 tundmatuga 
ja tn+ 1 võrrandist koosneva võrranelisüsteemi niisugune erila
hend, milles n vaba tundmatut võrduvad nulliga. Kui nulliga võr
rutatavad tundmatud on välja valitud, siis ülejäänud tn+ 1 tund
matu väärtused on juba üheselt määratud. Kuid n vaba tundmatu 
väljavalimiseks n,+ tn+ 1 tundmatu hulgast on vaid lõplik arv 
erinevaid võimalusi. Kui veel arvestada, et tundmatut z vabade 
tundmatute hulka kunagi ei valita, siis on erinevate võimaluste arv 
võrdne kombinatsioonide arvuga n --f-. tn elemendist n kaupa. Simp
leksmeetodiga leitavate erinevate erilahendite arv ei saa sellest 
arvust igatahes suurem olla. 

Kui igas järgmises erilahendis on z väärtus suurem kui eelmi
ses (see on nii bk > 0 korral), siis pole ka tagasipöördumine mingi 
varem leitud erilaheneli juurde võimalik. See aga tähendabki, et 
protsess peab lõpliku arvu sammude järel lõppema. 

Kui mingis maatriksis on juhtrea vjimane element bknull, siis 
c'o 1= co ja jääb põhimõtteline võimalus sama erilaheneli juurde 
tagasipöördumiseks. Et see on juhtrea sobiva valikuga välditav, 
selle põhjendamise} me siin ei peatu. 

Simpleksmeetodi tegeliku rakendamise demonstreerimiseks la
hendame näites 1 püstitatud .ülesande. Lisades süsteemile (5) sihi
funktsioonist (6) saadava võrraneli võime kohe üles kirjutada oma 
võrranelisüsteemi laiendatud maatriksi: 

0 0 0 0 29 ) 
1 0 0 0 7,5 
0 1 0 0 9 
0 0 1 0 13 
0 0 0 1 8,5 . 

( 

1 -l -1 
0 2 3 
0 1 5 
0 '5 1 
0 3 2 

43 



Sel maatriksil on juba vajalik kuju ning seega võib kohe välja 
kirjutada erilahendi 

z = 29 1 xi = X2 = 0 1 X3 = 715, X4 = 9, Xs = 13, Xs = 8,5. 

Et maatriksi esimeses reas leidub negatiivseid elemente, siis 
see lahend pole optimaalne. Juhtveeruks võib antud juhul valida 
kas maatriksi teise (vastab tundmatule xt) või kolmanda (vastab 
tundmatule x2 ) veeru. Tavaliselt valitakse juhtveeruks see, mille 
esimeses reas olev negatiivne element on absoluutväärtuselt suu
rim, kui need on aga võrdsed, siis veerg, millele vastava tundmatu 
indeks on väiksem. Seda reeglit arvestades valimegi juhtveeruks 
teise veeru; seega tuleb positiivseks muuta xi. 

Juhtrea leidmiseks tuleb moodustada viimase veeru elementide 
ja juhtveeru positiivsete elementide jagatised. Ridade järjekorras 
on need 

7
'
5 ·= 3 75· 2 I I 

9 
T=9; 153 =::: 2,6; 8~5 = 2183. 

Vähim nendest arvudest on eelviimane ja juhtreaks tuleb seega 
valida maatriksi neljas rida. Teisendarne nüüd maatriksi teise veeru 
niisuguseks ühikvektoriks, mille neljandal kohal on arv 1. Saada
vat maatriksit me eraldi välja ei kirjuta, vaid koondarne kõik arvu
tused järgmisse tabelissel kuhu on kantud ka järgmistel sammudel 
saadud maatriksid. · 

1 : 5 ,; liige 

-1 -1 0 0 0 o· 29 
2 3 1 () 0 0 7,5 
1 5 0 1 0 0 9 
5 1 0 0 1 0 13 
3 2 0 I 0 0 1 8,5 

0 -o,sl 0 0 0.2 _

1 

0 31,6 
0 2,6 1 0 -0,4 0 2,3 
'0 4,8 0 1 -0,2 () 6,4 
1 0,2 0 0 0,2, 0 2,6 
0 1,4 0 0 -0,6 1 0,7 

0 0 0 0 -1}7 4j7 32 
0 0 1 0 5;7 -13/7 1 
0 0 0 1 .13/7 -24/7 4 
1 0 0 0 2/7 -1/7 2,5 
0 1 0 0 -3j7 5j7 0,5 

-----

I 0 0 0,2 . 0 0 0,2 32,2 
0 0 1,4 0 

I 
1 -2,6 1,4 

0 0 -2,6 1 0 1,4 1,4 
1 0 -0,4 0 

I 
0 0,6 2,1 

0 1 0,6 0 0 -0,4 1,1 
I I 

------
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Tabel sisaldab ühe võrra vähem veerge kui teisendatav maat
riks, sest tundmatule z vastavat veergu pole mõtet korrata. Tabeli 
ridade arv pole lahendamisele asudes teada ja sammude arvu suu
renemise! tuleb tabelit lihtsalt ridade lisamisega täiendada. Esi
messe ritta on kasulik kirjutada veergude «nimed», milleks sobivad 
lihtsalt vastavate tundmatute tähised. Paremaks ülevaatlikkuseks 
on juhtelement igal sammul antud poolpaksus sriftis. 

Vaadeldava näite lahendamisel tuleb teostada kokku kolm 
sammu, mifle tulemused ongi kantud ülaltoodud tabelisse. Viimasel 
sammul saame ülesande optimaalse lahendi 

Z = 32,2, X1 = 2,1, X2 = 1,1, X3 = 0, X4 = 1,4, 
X5'= 1,4, X6 = 0. 

ülesande majanduslikku tähendust arvestades annab seega 
maksimaalse päevase .kogutoodangu (z = 32,2 tonni) niisugune 
tooimisplaan, mille puhul esimest liiki väetist toodetakse 17,5 + ·+ x 1 = 19,6 tonni ja teist liiki väetist 11,5 + x2 ·= 12,6 tonni. Sil'" 
mas pidades võrratuste kaotamiseks sisse toodud tundmatute tä
hendust näeme, et esimese ja neljanda tsehhi tootmisvõimsused 
kasutatakse selle plaani puhul täielikult ära . (xa ·= X6 = 0), kuid 
teise tsehhi tootmisvõimsus jääb kasutamata x4 = 1,4 pooltunni ehk 
0,7 tunni ja kolmanda tsehhi tootmisvõimsus x5 = 1,4 veerandtunni 
ehk 0,35 tunni ulatuses. · 

Simpleksmeetodi kirjeidarnisel me eeldasime, et sobiva kujuga 
alglahend on juba leitud, s. o. lähtemaatriks sisaldab ühikmaatrik
sit. Tegelikult saab aga sama meetodit kasutada ka alglahendi 
enda leidmiseks. Selleks täiendatakse võrrandisüsteemi vajaliku 
arvu f i k t i iv s et e tu n d m a tu te ga nii, et saadav uus maat
riks sisaldaks ühikmaatriksit, ja võetakse need fiktiivsed tundma
tud ka sihifunktsioonisse absoluutväärtuselt väga suurte negatiiv
sete korda j atega. Sellega saadakse küll sisuliselt hoopis uus üles
anne, kuid on peaaegu läbinähtav, et selle optimaalne lahend peab 
ühtirna lähteülesande omaga. Lugu on nimelt nii, et sissetoodud 
fiktiivsete tundmatute väärtused uue ülesande optimaalses lahendis 
saavad olla ainult nullid: seda garanteerivad neile sihifunktsioonis 
omistatud väga suured negatiivsed kordajad. Viimaseid on võima
lik tõlgendada «trahvina», mis alati oluliselt vähendab sihifunkt
siooni väärtust ja seega plaani headust, niipea kui mõni fiktiivne 
tundmatu nutlist erineb. Kui mingi fiktiivn~ tund'matu jääb opti
maalsesse lahendisse ikkagi positiivsena, siis see tähendab, et läh
teülesandel puuduvad lubatavad lahendid. 

Et ülesande lahendamise meetod jääb täpselt endise~s, siis 
peaks piisama, kui äsjakirjeldatud võtte illustreerimiseks moodus
tarne üksnes näite 2 lahendamise lähtetabeli. See on toodud järg
misel leheküljel; fiktiivsed tundmatud on siin Xg, x10 ja x11 ning 
sihifunktsiooni on nad võetud kordaj atega ---' 1000. 
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'-~~~,-~ x,l x,l x, 

1-50 
. 1 

0 
0 
0 
4 

12 
22 

-50 
0 
I 
0 
0 
1 
1 

·-1 

-50 
0 
0 
1 
0 
-6 

-17 
-'2 

-50 -30 
.o 1 
0 0 
0 0 
1 0 
-8 0 

-27 0 
-5 0 

. --------- ---------

1 I 
I 

1 I Vaba- · 
x6 x7 Xs Xg l __ x_to_[_~~~liige -

----':-----;-· 

-30 -3 
0 0 
1 0 
0 1 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 

0 -30 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 

1000 
0 
0 
0 
0 
I 
0 
0 

1000 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 

1000 
0 
0 
0 
0 
0 
() 

1 

0 
43 

104 
10 
15 
0 
() 

0 

----------------------'----- ~----------------------

Vajaliku ühikmaatriksi saamiseks tuleb selles tabelis esimesele 
real e liita arvuga 30 korrutatud teine, kolmas, neljas ja viies rida 
ning arvuga -1000 korrutatud kuues, seitsmes ja kaheksas rida .. 
Selliselt saadud tabelist jätkatakse lahendamist eelmises- näites kir-
jeldatud viisil. . 

Alglahendi leidmiseks on ka teisi meetodeid, mis mõnel juhul 
võivad tõhusamaks osutuda. Nende ja teiste käesolevas artiklis 
käsitlemata jäetud küsimuste tutvustamiseks võiks soovitada raa
matuid: 

1) ra e e, e. JlHHelfHOe nporpaMMHpOBaHHe (MeTO.ll,bl H npHJIO)I{eHIHl). M.,. 
1961. . 

2) IO .n. H H, n. B. H r 0 J1 b liiT e H H, E. r. 3a.n.at.JH H MeTO.ll,bi JIHHeHHOfO· 
nporpaMMHpoBaHHH. M., 1961. r[l964. aastal ilmub sellest raamatust «CoBeTcKoe: 
Pa}J.HO» kirjastusel uus väljaanne.] · 

* * * 
Lineaarne planeerimine moodustab ühe osa (tõsi küll väikese!) uuest tea

dusalast, mis on saanud op era ts i oo n ian al ü ü s i nime. Kogumiku «Mate
maatika ja kaasaeg» ühes järgmistest vihikutest on kavas anda lühike ülevaade
sellest teadusalast. Et lugejaid siiski juba pr2egu asja olemusega tutvustada .. 
toome ära ameerika maiemaatiku Thomas L. Saa t y definitsiooni: «Operat
sioonianalüüs on kunst anda halbu vastuseid niisugustele praktilistele ülesanne
tele, millele kõikide teiste vahenditega antakse veel halvemaid vastuseid». 

* * * 
Matemaatilisest planeerimisest pidas suurt lugu juba antiik-kreeka filosoof 

Platon, ehkki tema ajal seda teadusharu veel polnudki. Ta ütles ühes oma 
teoses:. 

« . .. sest nii majapidamises kui riigi valitsernises ja samuti kõigis kunstides 
ei ole ühelgi õppeainel suuremat tähtsust kui nrvude käsitamisel; kõige olulisem 
on aga, et see äratab üles ka unised ja loomu poolest taipamatud ning tee{, 
nad vastuvõtlikuks ja teravmeelseks ... » 
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MAJANDUSMATEMAATIKA-ALASEID TöiD 
TARTU RIIKLIKU üLIKOOLI ARVUTUSKESKUSES 

ü. Kaasik, R. Mullari, E. Saareste 

TRü arvutuskeskus asutati tegelikult septembris 1959. a. ning 
juba sama aasta oktoobris hakkas tööle elektronarvuti «Ural-1 ». 
mis on siiani olnud arvutuskeskuse põhiliseks tehniiiseks baasiks. 
1963. aastal saabunud uus elektronarvuti «Ural-4» saab töökorda 
tõenäoliselt alles ·1964. a. teiseks kvartaliks. 

Möödunud nelja aasta vältel arvutuskeskuses lahendatud ning 
praegu lahendamisel olevatest probleemidest kuulub küllaltki suur· 
osa majandusmatemaatika valdkonda. Esitame neist lühikese loe
telu näol ülevaate, kusjuures ülesannete iseloomu arvestades on. 
probleemid jaotatud kahte suurde rühma. 

ühe rühma moodustavad matemaatilise planeerimise mitmesu-
gpste meetodite tegeliku kasutamisega seotud küsimused. Töö on 
siin seisnud olemasolevate meetodite rakendamiseks sobivate rah
vamajandusharude ja ettevõtete välj aotsimises, vajalike andmete 
kogumises ja süstematiseerimises, meetodite kohandamises vasta
valt konkreetsele olukorrale, ülesannete tegelikus lahendamises 
ning saadud tulemuste praktilise kasutamise organiseerimises. Esi
mene, teine ja viimane etapp sellest loetelust ei peaks küll kuuluma 
arvutuskeskuse kohuste hulka, kuid seni kahjuks puudub koordi
neeriv ja juhtiv vabariiklik organ, kes need ülesanded enda täita 
võtaks. 

Suurem osa vaadeldava rühma probleemidest on olnud seotud 
mitmesuguste lineaarsete planeerimisülesannete püstitamise ning 
lahendamisega. Nimetagem neist mõned olulisemad. 

Külvipinna optimaalse jaotamise ülesande koostamisel lähtuti 
nõudest, et leitavad söödakultuuride külvipinnad peavad kindlus
tama ettenähtud koostisega sööda tootmise vajalikul hulgal ja 
kõige väiksemate kuludega. Vastavaid arvutusi on tehtud mitme 
majandi jaoks meie vabariigis (Luunja, Alliku, Valguta sovhoosid, 
Nõukogude Armee nim. kolhoos) ja kogu vabariigi jaoks tervikuna. 
Selgus, et olemasolevate plaanidega võrreldes saab tootmiskulusid 
vähendada 20-25% ning näiteks vabariik tuleks toime ka ilma jõu 
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sööta sisse vedamata. Tulemuste tegelikku rakendamist on seni 
alustanud kahjuks vaid üksikud majandid. Nimetatud ülesannete 
lahendamisel kulus kõige rohkem tööd vajalike ·algandmete kogu
misele ja ülesande materilaatilisele sõnastamise-le niisugusel kujul, 
et see oleks jõukohane suhteliselt väikeste võimetega elektronarvu
tile «Ural-1». 

Analoogiliste meetoditega lahendati ka üksikute majandite poolt 
esitatud ülesandeid talviste söödavarude optimaalseks jaotarniseks 
loomarühmade vahel ja va.rutud söödahulga jaoks soodsaima loo
made arvu leidmiseks. Uurimisel on veel· traktoripärgi optimaalse 
kasutamise probleem: kuidas olemasolevate traktorite abil soori
tada kõik vajalikud tööd, nii et tööde maksumus tuleks minimaalne. 

Käesoleval ajal otsitakse arvutuskeskuses uut metoodikat, mille 
abil saaks hinnata sovhooside majanduslikku tegevust.ja leida pa
'rimad teed tootmise laiendamiseks. Arvestades töötingimuste erine
vusi tuli uurimisele võtta 89 põhinäitajat iga sovhoosi kohta. Nende 
vahel leitud seostest püütakse praegu tuletada ettepanekuid kapi-

. talimahutuste majandusliku efektiivsuse .tõstmiseks, soovitava te 
spetsialiseerumise suundade määramiseks jms. 

Arvutuskeskuse kõige ulatuslikum uurimus põllumajanduse küsi
mustes käsitleb põllumajandusliku tootmise loogilis-matemaatilise 
mudeli koostamist. Töö eesmärgiks on imiteerida põllumajandus
likku tootmist elektronarvutis ning leida mänguteooria meetodite 
abil statistiliselt parimad, s. o. ilmastikust kõige vähem sõltuvad 
tootmisplaanid. Esialgu on veel käsil põhiseoste leidmine ilmastiku 
ja olulisemate kultuuride saagikuse vahel. 

Tööstuses on planeerimise meetodite seisukohast uuritud esma
joones Kiviõli Põlevkivi- ja Keemiakombinaadi mitmeid probleeme, 
nagu õlide segamisvahekorra ·määramine (võimalikult suure ko
guse immutusõli saamiseks), uttevete töötlemise ratsionaalse re
ziimi selgitamine (et eraldada maksimaalse! hulgal fenoole ja 
ketoone) ja bensiini optimaalse segamise ülesanne. Väljatöötatud 
meetodite tegelikuks rakendamiseks on ettevalmistused tehtud ning 
astutakse esimesi samme nende juurutamiseks praktikasse. 

Tamsalu Jõusöödatehase jaoks lahendati küsimus, kuidas oleks 
võimalik operatiivselt koostada kõige madalama omahinnaga ret
septe. Teg·elikud katsed näitasid, et uus metoodika võimaldab vara
semaga võrreldes saada kokkuhoidu umbes 6000 rbl. ööpäevas. Ala
tes 1964. a. jaanuarist koostatakse vastavaid retsepte juba regu
laarselt. 

Ettevalmistused matemaatilise planeerimise meetodite rakenda
miseks toimuvad praegu ka Tartu Tekstiilivabrikus «Areng». Ees
märgiks on leida niisugused materjalisegud ja tootmisskeemid, mis 
kindlustaksid etteantud nomenklatuurplaani korral toodangu mini
maalse omahinna. 

Matemaatiliste meetoditega on uuritud veel kogu vabariigi rah
vamajandust, ja nimelt tootmise ja tarbimise vahelist tasakaalu. 
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Töötati välja spetsiaalne meetod otsekulutuste maatriksi pöörami
seks ja teostati vastavad arvutused vabariigi plaaniorganitele. 
Jätkub meetodi edasine täiustamine ning selle rakendusala laienda
mise võim.aluste väljaselgitamine. 

Teise suure rühma TRü arvutuskeskuse majandusmatemaatika
alastest töödest moodustavad uurimused. tootmise operatiivse juh
timise valdkonnas. Kui eelmise rühma probleemide puhul oli ena
masti tegemist olemasolevate meetodite täiendamisega, täpsusta
misega ning kohaldamisega, siis siin on ülesandeks täiesti uute 
lähenemisviiside otsimine ja vastavate meetodite loomine. 

On välja töötatud metoodika Tartu tehase «Võib> valutsehhi 
vooluliini töö kalendriliseks planeerimiseks. Esimesed tegelikurl 
katsed andsid rahuldavaid tulemusi ning praegu on juba asutud 
menetluse pidevale rakendamisele. Kogu aeg tehakse selles ühtlasi 
täiendusi ja muudatusi vastavalt praktika nõuetele. Eriti pööra
takse tähelepanu metoodika niisugusele täiustamisele, mis võimal
daks seda kasutada ka vooluliini töö operatiivset juhtimisel, seega 
otse tootmispraktikas. 

üks mahukamaid uurimistöid on seotud Tartu Aparaadiehituse 
Tehase operatiivse juhtimise matemaatiliste meetodite loomisega. 
Põhimõtteliselt ongi juba koostatud tehase mehhaanikatsehhi töö 
kalendritise planeerimise metoodika. Mehaanikatsehhi vaadeldakse 
kui iseliiki teenindamissüsteemi, kus ei ole ette antud mitte telli
muste sisendvoog, vaid soovitav väljundvoog, s. t. montaazitsehhi 
aj alis-koguselised detailivaj adused. Iga tellimust ( detailiparti id) 
peab tema jaoks määratud järjekorras teenindama· (töötlema) rida 
teenindajaid (tööpinke), kusjuures teenindamisajad on juhuslikud 
suurused, mille jaotusseadused on ette antud. Peale selle nähakse 
ette veel teenindajate juhuslikke välj alangemisi süsteemist (ava
riisid) jms. ülesandeks on organiseerida teenindamine selliselt, et 
saavutataks mingi mõistlik kompromiss järgmiste matemaatilisest 
seisukohast mitteüheselt või raskesti kirjeldatavate vastuoluliste 
tingimuste vahel: I) tegelik väljundvoog peab võimalikult hästi 
lähendama soovitavat väljundvoogu, 2) tellimused peavad süstee
mis viibima võimalikult lühikest aega, 3) süsteemi juhtimine peab 
olema võimalikult lihtne, s. t. praktiliselt hõlpsasti ülekantav tsehhi 
juhtimisele. 

Koostatud ning praegu täpsustarnisel olevas metoodikas o,n 
antud selle ülesande n.-ö. kaheetapiline lahendus. Esimesel etapil 
koostatakse orienteeriv teenindamisgraafik pikema aja peale ette 
ning teisel etapil toimub juba planeerimine lühema aja peale. 

Kuna vajalike statistiliste seaduspärasuste tuletamisel osutuvad 
paratamatuks mitmed lihtsustavad eeldused, siis nende vältimiseks 
on kasutatud teenindamissüsteemi modelleerimist elekironarvuus. 
Mudeli eeliseks on võimalus läbi viia suurel arvul katseid, mis 
tegelikkuses oleksid kas h?opis võimatud või seotud suure riskiga. 
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Senise mudeli abil on juba saadud rida kvalitatiivseid seadus
pärasusi. Lõplike kvantitatiivsete seaduspärasuste saamiseks tuleb 
aga ootama jääda, kuni hakkab tööle elektronarvuti «Ural-4». 

Tartu Aparaadiehituse Tehase jaoks väljatöötatud ·meetodite 
praktiliseks rakendamiseks vajaliku informatsiooni kogumine. on 
käimas juba pikemat aega, ja nimelt regulaarsete koormusarvutuste 
näol, mis isegi omaette võetuna on tunduvalt parandanud tehase 
töö organisatsioonilist taset. Praegu tehakse viimseid ettevalmis
tusi tehase tootmisosakonna töö osaliseks mehhaniseerimiseks 
elektronarvuti «Ural-4» abil: arvuti uueks ülesandeks kujuneb 
detailsete tootmisülesannete operatiivne koostamine. Kõigi nende 
arvutustega luuakse vajalikud eeldused selleks, et Tartu Aparaadi
ehituse Tehas saaks uuritavat kalendrilise planeerimise süsteemi 
varsti ellu viia. On astutud samme analoogiliste arvutuste laienda
miseks ka teistele tehastele, kuid esialgu on siin põrkutud tõsistele 
orgänisatsioonilistele raskustele. 

Arvutuskeskuse tööde vaadeldavas rühmas tuleks nimetada ka 
uurimusi, mis taotlevad elektronarvutite rakendamist arvelduses. 
On alustatud vastavaid eeltöid Tartu Naha- ja Jalatsikombinaadis 
ning koostöös Eesti NSV RMN Elektrotehnika Teadusliku Uuri
mise Instituudiga ka ETKVL-i süsteemis. Eesmärgiks on lao arve
pidamise üleandmine elektronarvutile ning võimaluste uurimine 
ka muude raamatupidamistööde mehhaniseerimiseks~ Põhilisteks 
uurimissuundadeks on praegu lao sissetulekute ja välj aminekute 
automaatse arvestamise süsteemi koostamine ning lähteinformat
~iooni sobiva vormi väljatöötamine. 

,Sellega ongi loetletud kõige olulisem, mida TRü arvutuskes
kus on majandusmatemaatika alal ära teinud. Võiks veel nimetada 
töid, mis on käsile võetud Eesti NSV RMN Põlevkivi Instituudi 
vÕi NSV Liidu Ehituse ja Arhitektuuri Akadeemia ettepanekute!, 
kuid et esialgu nendes suundades nimetamisväärseid tulemusi pole 
saavutatud, tuleb neist nähtavasti kunagi tulevikus rääkida. 



RAHVUSVAHELISED KOOLINOORTE MATEMAATIKA 
OLüMPIAADID 

0. Prinits 

. Paljudes maades on saanud traditsiooniks korraldada koolinoor-
tele matemaatika ülesannete lahendamise võistlusi. Neid võistlusi 
on hakatud nimetama matemaatika olümpiaadideks. Eriti laiaula
tuslikult on selliseid olümpiaade organiseeritud Nõukogude Liidus. 
peamiselt ülikoolide juures. Aga ka Ungaris, Rumeenias, Bulgaa
rias, Jugoslaavias, Poolas, Tsehhoslovakkias ja Saksa Demokraat
likus Vabariigis on niisugused võistlused populaarseks muutunud. 

Olemasolevatel andmete.} toimus esimene matemaatika olüm
piaad 1934. a. Leningradis. Juba enne Teist Maailmasõda on mate
maatika ülesannete lfihendamise võistlusi organiseeritud samuti ka 
Rumeenias. 

Eesti NSV-s on koolinoorte matemaatika olümpiaadide korral
damine saanud traditsiooniks; käesoleval õppeaastal toimunu oli 
meil juba üheteistkümnes. 

Kui meil on olümpiaadi organiseerimise peamiseks eesmärgiks 
keskkooliõpilaste üldise matemaatika-alase ettevalmistuse tõstmine 
ning võimalikult suuremate õpilashulkade kaasatõmbamine, siis 
ülevenemaaliste, aga samuti Moskvas, Leningradis ja Kiievis läbi
viidavate olümpiaadide peamiseks eesmärgiks on andekate noorte 
matemaatikute väljaselgitamine. Vastavalt sellele on ka esitatavad 
ülesanded raskemad kui meie olümpiaadidel. 

ühesuguste võistluste korraldamine paljudes maades viis mõt
tele organiseerida ka rahvusvahelisi matemaatika olümpiaade, mil~ 
lest võtaksid osa üksikutes riikides parimaiks osutunud õpilased. 
Selle mõtte elluviij ak s sai Rumeenia Matemaatikute ja Füüsikute 
ühing, kelle initsiatiivi! korraldati esimene niisugune. olümpiaad 
.1959. aastal. See üritus muutus traditsiooniliseks ja nii kogunevad 
nüüd paljude maade tugevaimad noored· matemaatikud igal suv<'l 
omavahelisele jõukatsumisele. On välja kujunenud kord, Inilk 
kohaselt iga riik saadab 8-liikmelise õpilaste võistkonna ühe <->p1· 
ta ja juhendam'isel ja ühe ametliku esinda j aga. ülesanded val i t;d, · v 

riikide esindajaiii laekum.tte hulgast kõigi esindajate ühisPI k""'"' 
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' leppel. Tavaliselt võetakse kavasse iga riigi poolt üks ülesanne, et 
sellega tagada kõigile võistkondadele võrdseid tingimusi. Lahen
damine toimub kahel päeval, kummalgi 3-4 ülesannet, kusjuures 
lahendamisaega on ette nähtud umbes üks tund ülesandele, seega 
3-4 tundi kummalgi päeval. Esimesel päeval antakse ülesandeid 
aritmeetika, algebra ja trigonomeetria valdkonnast, teisel päeval 
geomeetriast. Kõik õpilased saavad ülesanded oma emakeeles ning 
ka lahendused esitatakse samas keeles. Iga võistleja tööd vaatab 
läbi tema enda võistkonna esindaja; hindamine toimub jällegi kõigi 
esindajate poolt ühiselt. 

I rahvusvaheline matemaatika olümpiaad toimus 23.-31. juulini 
1959. a. Stalini linnas Rumeenias. Täisarvutiste võistkondadega 
võtsid sellest osa Rumeenia Rahvavabariik, Ungari Rahvavabariik, 
Tsehhoslovakkia Sotsialistlik Vabariik, Bulgaaria Rahvavabariik, 
Poola Rahvavabariik ja Saksa Demokraatlik Vabariik. Nõukogude 
Liit võistles pooliku võistkonnaga ( 4 õpilast). 

I olümpiaadi! anti lahendamiseks järgmised ülesanded: 

1. Tõestada, et murdu~;::; ei saa taandada ühegi naturaalarvu n korral. 

2. Leida, milliste x-i reaalarvuliste väärtuste korral kehtivad võrdused 

Yx+-:-V2x--=_--l + 1/~~ = V2. 

Jlx-f--V2-x-=i +V x- V2x-l =-= l, 

V;+ v'2x-=-- i-+ V x- V2x -1 = 2, 

kusjuures juurtele omistatakse ainult positiivne tähendus. 
3. On antud võrra n d eos x suhtes: 

a • eos2x + b • eos X+ C = 0, 

kus a, b ja e on mingid reaalarvud. Koostada a, b ja e abil ruutvõrrand, mille 
Jahenditeks on eos 2x vastavad väärtused. 

Võrrelda antud ja koostatud võrrandit juhul, kui a = 4, b = 2 ja e= -I. 
4. Konstrueerida täisnurime kolmnurk, kui on antud tema hüpotenuus e ja 

kui on teada, et hüpotenuu'sile tõmmatud mediaan on kaatetite geomeetriline 
.keskmine. 

5. Tasandil on antud lõik AB ja sellel üks seesmine suvaline punkt M. 
Lõikudele AM ja BM kui külgedele on konstrueeritud ruudud AMCD ja MBHE 
sirgest AB ühele ja samale poole. Nende ruutude ümber joonestatud ringjooned, 
mille keskpunktideks on vastavalt F ja G, lõikuvad peale punkti M veel mingis 
punktis N. Niisuguse konstruktsiooni puhul: 

a) tõestada, et sirged AE ja BC läbivad punkti N; 
b) tõestada, et sirge MN läbib tasandil üht kindlat punkti S, mis ei sõltu 

M asendist lõigul AB; . · 
e) leida ruutude keskpunkte ühendava lõigu FG keskpunkti geomeetrilin~ 

koht, kui M asukoht lõigul AB muutub. 
6. Tasandid P ja Q lõikuvad mööda sirget p. Tasandil P on antud punkt A 

ja tasandil Q punkt C. Kumbki neist punktidest ei asetse sirge! p. Joonestada 
võrdhaarne trapets ABCD alustega AB ja CD nii, et temasse saab joonestada 
ringjoone ja -et punkt B asetseks tasandil P ja punkt D tasandil Q. 
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-Parimaks osutus sellel olümpiaadi} Tsehhoslovakkia kooliõpi-
lane B. Divis, l<es saav.utas ainsana maksimaalse arvu punkte. 
\Tõistkondadest olid parimad Rumeenia ja Ungari. Mõlemad said 
ühe esimese ja kaks kolmandat auhinda ning ühe aukirja, kuid 
rumeenlased võitsid kaks teist auhinda ungariaste ühe vastu. 
Nõukogude Liidu võistkonnale langes üks kolmas auhind ja kaks 
aukirja. Teistest nõrgemini esines Saksa Demokraatlik Vabariik, 
kes ei saanud ühtegi auhinda ega aukirja. Kahtlemata põhjustas 
seda asjaolu, et Saksa Demokraatlikus Va ba riigis alustati laia
ulatuslikumat olümpiaadide läbiviimist alles 1962/63. õppeaastal. 

11 rahvusvaheline matemaatika olümpiaad toimus Rumeenias 
Sinaia mägiasulas 18.-25. juulini 1960. a. Sellest võtsid osa 
Rumeenia, Ungari ja Bulgaaria Rahvavabariikide, Tsehhoslovakkia 
Sotsialistliku Vabariigi ning Saksa Demokraatliku Vabariigi kooli
õpilased. Siin anti lahendamiseks järgmised ülesanded: 

J. Leida kõik kolmekohalised arvud, mille jagamisel 11-ga saame jagatise, 
mis on võrdne jagatava numbrite ruutude summaga. 

2. Lahendada võrratus 
4x2 

---~-===-- < 2x + 9. 
(I - V l + 2x) 2 

3. Täisnurkse kolmnurga ABC hüpotenuus on jaotatud n võrdseks osaks, 
kusjuures n on paaritu arv. a tähistab nurka, mille all punktist A on 
näha nendest omavahel võrdsetest lõikudest see, mis sisaldab hüpotenuusi kesk
punkti. Kõrguse ja hüpotenuusi pikkusteks on vastavalt h ja a. Tõestada, et 

4nh 
tg a = -(n2 - l)a . 

4. Konstrueerida kolmnurk ABC, kui on antud tema kõrgused hb ja ha ja 
tipust A tõmmatud mediaan ma. 

5. On antud kuup ABCDA'B'C'D'. 
a) Olgu X mingi punkt serval AC ja Y mingi punkt serval B'D'. Leida lõigu 

XY keskpunkti geomeetriline koht. · · 
b) Leida lõigul XY asetseva punkti Z geomeetriline koht, kui punkti Z asu-

koht on määratud võrdusega ' · 
. ZY = 2XZ. . 

6. On antud koonus, millesse on kujutatud kera ja viimase ümber püstsiliil
der, mille üks põhi on koonuse põhjaga ühel ja samal tasandil. Koonuse ruum
ala on V1 ja silindri ruumala V2• 

a) Tõestada, et V1 ;= V2. 
b) Leida väikseim k väärtus, mille puhul V1 = kV2 ja konstrueerida selle 

juhu .iaoks koonuse telgiäike tipunurk. 
7. On antud võrdhaarne trapets alustega a ja b ning kõrgusega h. 
a) Leida konstrueerimise teel trapetsi sümmeetriateljel punkt P, millest 

mõlemad haarad paistavad täisnurga all. 
b) Leida punkti P kaugus ühest alusest. 
e) Millised tingimused peavad kehtima, et oleks võimalik punkti P konst

rueerida? (Vaadelda juhte, millised võivad aset leida). 

Sellel olümpiaadi! esinesid kõige paremini Ungari õpilased, kes 
said kaks esimest ja kaks teist preemiat ning ühe aukirja, ning 



Tsehhoslovakkia õpilased, kes said üh.e esimese, ühe teise ja kaks 
kolmandat preemiat ning kaks aukirja. Head olid ka Rumeenia õpi
laste tulemused, kes võitsid ühe esimese, ühe teise ja ühe kolmanda 
preemia ning ühe aukirja. Nõrgemini teistest esinesid jälle Saksa 
Demokraatliku Vabariigi õpilased. Siinjuures on huvitav märkida, 
et ungariaste võistkonnast jätkasid edaspidi 7 õpilast õpinguid 
matemaatika alal, sakslaste võistkonnast aga mitte ükski. 

111 rahvusvahelise matemaatika olümpiaadi organiseerimise 
võttis enda kanda Ungari Janos Bolyai nimeline Matemaatikute 
Selts. Olümpiaad toimus 6.-16. juulini 1961. a, Balatoni järve 
ääres asuvas Veszpremi ülikoolis. Peale II olümpiaadil esindatud 
riikide koolinoorte võtsid sellest olümpiaadist osa veel Poola 
Rahvavabariigi õpilased. Lahendamiseks anti järgmised ülesanded: 

1. Lahendada võrrandisüsteem 

{ x+y+z==q. 
xC + y2 + 2 2 = b2 
xy '= z2 , 

kus a ja b on etteantud arvud. Missugust tingimust peavad rahuldama arvud 
a ja b, et süsteemi Jahendid x, y ja z oleksid .kõik positiivsed ja mittevördsed. 

2. Kolmnurga küljed on a, b ja e ning pindala on S. Tõestada. et kehtib 

a2 + b2 +ef!·;> 4S v3. 
Missugustel tingimustel kehtib siin võrdus? 
3. Lahendada võrrand 

cosn x- sinn x == I, 
kus n on mingi naturaalarv. 

4. On antud kolmnurk P1P2P3 ja selles punkt P. Sirged P1P, P2P, 
P3P lõikavad kolmnurga vastaskülgi vastavalt punktides Q1, Q2 , Q3. Tõestada, 

P1P P2P P,p 
et suhete PQ

1
' PQ

2 
• PQ

3 
hulgas on vähemalt üks, mis ei ole suurem kui 2, 

ja vähemalt üks, mis ei ole väiksem kui 2. 
- 5. Konstrueerida kolmnurk ABC, kui AC= b, AB= e ja. L:AMB = w, kus

juures M on külje BC keskpunkt ja cu < 90°. Tõestada, et ülesanne on lahenduv 
siis ja ainult siis, kui 

Millal kehtib võrdus? 

b tg_ !:.!. <e< b. 
:2 

6. On antud tasand e ja kolm mitte ühel sirge! asetsevat punkti A, 8 ja C. 
Nende punktide poolt määratud tasand ei ole p_aralleelne tasandiga e. Tasandil E 

on võetud kolm punkti A', B' ja C'. Lõikude AA', BB' ja CC' keskpunktid on 
tähistatud vastavalt tähtedega L, M ja N. Tähega G on tähistatud kolmnurga 
LMN raskuspunkt. (Siin ei vaadelda selliseid punktide A', 8' ja C' asendeid, 
milliste korral LMN ei moodusta kolmnurka). -

Leida punkti G geomeetriline koht, kui punktid A', B' ja C' üksteisest sõltu
matult liiguvad tasandil e. 

Ungari kooliõpilane Bela Bollobas, kes j uba I I rahvusvahelisel 
matemaatika olümpiaadil saavutas esimese preemia, osutus siingi 
parimaks ja saavutas maksimaalse punktide arvu. Ukski Ungari 
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kooliõpilane ei jäänud sellel olümpiaadi} ilma autasuta._ Pöola 
võistkonna 8-st liikmest tulid· 7 auhinnalistele kohtadele. Saksa 
Demokraatlikus Vabariigis oli hakatud suuremat tähelepanu osu
tama õpilaste ettevalmistamisele rahvusvaheliseks olümpiaadiks 
ning seda kroonis edu - võideti üks kolmas preemia ja 3 aukirja 
ning kokkuvõttes esineti paremini bulgaarlastest. 

IV rahvusvaheline matemaatika olümpiaad oli üheks ürituseks 
Tsehhoslovakkia Matemaatikute ja Füüsikute S~ltsi 1 OO. aasta
päeva tähistamise raames. See toimus 5.-15. juulini 1962. a. Ceske 
Budejovice linnas, kusjuures ülesannete lahendamine viidi läbi 
ajaloolises Hluboka lossis. IV rahvusvahelisest olümpiaadist võt
sid osa õpilased Nõukogude Liidust, Bulgaaria, Ungari, Poola ja 
Rumeenia Rahvav.abariikidest, Tsehhoslovakkia Sotsialistlikust 
Vabariigist ja Saksa Demokraatlikust Vabariigist. Kõigi riikide 
esindajaist moodustatud komitee valis õpilastele lahendamiseks 
järgmised ülesanded: 

l. Leida väikseim naturaalarv n, millel on järgmised omadused: 
a) kümnendsüsteemis on selle arvu viimaseks numbriks 6; 
b) kui viimane number 6 paigutada ümber esimeseks, siis saadud arv on 4n. 
2. Lahendada reaalarvude vallas võrratus · 

-- -- 1 
V3-x-Vx+l>2· 

3. On antud kuup ABCDA'B'C'D', millel ABCD ja A'B'C'D' on vastastahud 
ja AA'IIBB'IICC'IIDD'. Punkt X liigub konstantse kiirusega ruudu ABCD külgi 
mööda (antud tippude järjekorras) ja punkt Y liigub sama kiirusega ruudu 
B'C'CB külgi mööda (antud tippude järjekorras). Punktid X ja Y alustavad lii
kumist vastavalt punktidest A ja B' samaaegselt. Leida lõigu XY keskpunkti Z 
geomeetriline koht. 

4. Lahendada võrrand 
cos2 x - f- cos2 2x cos2 3x = 1. 

5. Ringjoonel on antud kolm punkti A, B ja C. Samal ringjoonel konst
rueerida sirkli ja joonlaua abil neljas punkt D nii, et nelinurk ABCD _oleks 
puutujanelinurgaks ühele ringjoonele. · 

6. On antud võrdhaarne kolmnurk ABC. Selle kolmnurga ümberjoonestatud 
ringjoone raadius on r ja sisejoonestatud ringjoone raadius f2. Tõestada, et nende 
ringjoonte keskpunktide vaheline kaugus 

d = V r ( r - 2e) . 

7. Leidub 5 kera, mis puutuvad tetraeedri SABC kõiki servi või nende piken-
<iusi.. Tõestada, 

a) et tetraeeder SABC on korrapärane, 
b) et vastupidi, iga korrapärase tetraeedri jaoks leidub 5 niisugust kera. 

Maksimaalse arvu punkte sai Moskva kooliõpilane Jossif Bern-
stein. ühe punkti vähem sai Kery Gerzson Ungarist. On tähele
panuväärne, et kuigi tütarlaste osavõtt rahvusvahelistest mate~ 
maatika olümpiaadidest on suhteliselt väike (IV olümpia~diL oli 
56 osavõtja hulgas ainult 4 tütarlast), ometi saavutas Moskva 

55 



J,,~«diüpilane Lidia GontSarova sellel olümpiaadi! paremusjärjestu
..... kolmanda koha ja võitis I preemia. Ka poola tütarlapse Ewa 
JJ,·II:-.zi autasustamine III preemiaga on nimetamisväärt 

N,-,ukogude Liidu kooliõpilased võitsid IV olümpiaadi! 2 esimest 
prc·t·miat, 2 teist ja 2 kolmandat preemiat. Ungari kooliõpilased -
:2 ""imcst, 3 teist ja 2 kolmandat preemiat. Nemad olidki tublimad~ 
1\ol,l.;u määrati parimaile 4 esimest preemiat. 12 teist ja 15 kolman
d;d preemiat. Erinevalt eelmistest olümpiaadidest anti kõigile pree
rrriilst ilmajäänud osavõtjaile diplomid, ning aukirju enam välja ei 
ta~atud. 

V rahvusvaheline matemaatika olümpiaad toimus 5.-15. juulini 
1963. a. Poolas Wroclawis. Eelmisest olümpiaadist osavõtnud rii
kide õpilastele lisandusici seekord noored matemaatikud Jugoslaa
via Föderatiivsest Sotsialistlikust Vabariigist. Lahendamiseks anti 
õpilastele järgmised ülesanded: 

1. Lahendada reaalarvude vallas võrrand 

Vx2 -p -j-2Vx2 -l =x, 

kus p on reaalarvuline parameeter. 
... 2. Leida ruumis täisnurga tipu geomeetriline koht, kui täisnurga üks haar 

lab1b antud punkti A ja teisel haaral on vähemalt üks ühine punkt antud lõi
guga BC. 

3. Kumeras n-nurgas on kõik nurgad võrdsed ja järjestikuste külgede a1" 
a2, · · · , an kohta on teada, et nad rahuldavad tingimust a 1 > az ~ a3 > ... > an. 

Tõestada, et a 1 = a2 = a 3 = ... "'=an. 
4. Lahendada võrrandisüstcem 

kus y on parameeter. 
5. Tõestada, et 

{ 
Xs-+ X2 = YX1 
x1 +x3 = yx2 
x2 -j- x4 = yx:l 
X3 + Xs = yx4 
X4 + Xt == YXs ,. 

n 2~-r 3n 1 
eos T - eos T + eos T = 2 · 

6. Võistlusest võtsid osa viis õpilast: A, B, e, D ja E. Keegi ennustas, et 
p~rem_u~järjestuseks kujuneb A, B, e, D, E. Osutus aga, et ta ei ennustanud 
O_Igesh uhegi õpilase kohta, samuti ei olnud tema ennustuses õige ükski järjes
tJkune paar. Keegi teine ennustas paremusjärjestuseks D, A, E, C, B. Tema 
ennustuse~t osutus õigeks kahe õpilase koht ja samuti järjestus kahes paaris .. Mis
sugune oh tegelik õpilaste paremusjärjestus? 

Parima tulemuse - 39 punkti 40-st võimalikust - saavutasid 
F. Dacar Jugoslaaviast, Leningradi 307. keskkooli õpilane 
G .. Maloletkin ja Jerevani 55. keskkooli õpilane R. Sarkisjan. üldse 
oh sellel olümpiaadi! nõukogude kooliõpilaste esinemine väga edu
kas: I ,preemia said 4 õpilast, II preemia - 3 õpilast ja III pree
mia - I õpilane. 
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Parema ülevaate üksikute riikide õpilaste esinemisest kõigil 
senistel olümpiaadidel annab järgnev tabel: 

11
, Preemiaid 
------~---"------- --------

11 -~··· j II_ol~!!IIPIIial~:i~~-~ ,.J . I. j lill ollülmiiPII~a:.:.~l~ ,~ Riik 

I I _: __ ~ _:__ I. kirjU -

-- ·-·· . -~-~u:~_J~o 136.13~5! 2~~L- ··~~e : 3~0 ~3~6~2j21 ·-
1. Nõukogude Liit j 1 I 2 3 
2. Ungari Rahvavabariik 1

1 

2 I 1 5 
3. ~-umeenia Rahvavaba-ll ;I' 

ruk I 2 2 6 
4. Poola Rahvavabariik 

1

.' I 1 
5. Bulgaaria Rahvavaba- : 

riik 
6. Tsehhoslovakkia Sot-1 

sialistlik Vabariik 
7. Saksa Demokraatlik 

Vabariik 
8. Jugoslaavia Födera-j 

tiivne Sotsialistlik Va-
1

1 

bariik ! 

il 

I 

i 4 

-1 
ei võtnud osa 

Preemiaid 

5 

ei võtnud osa 
2 . 2 : - ·~ I j 5 

I I 1 1 I 4 
ei võtnud osa 

2 

-: 

ei võtnud osa 

--··- -- --- ·-·-·- ----------·-- ---------;----------------1. 

il _____ lll olümpiaadil IV olümpiaadi} y~~~piaadiJ ____ . 

[ I j n J III \ k~:i~ I '' -·-[~~_[_m ]>" ____ L_~~·-1_: IIIJ ~ 
1

37 _134-,! 30-120-1 41-134_:__ J' 29-,
1 

40 I 36 , 33 29 46 4o , 33 
_______ _L __ l____________ . I I 

1. ei võtnud osa 2 2 2 
2. 2 3 1 l 2 8 2 3 2 
3. I 1 4 6 3 3 
4. 6 7 

11 
1 3 

5. 1 1 1 2 
6. 3 4 I! 1 3 
7. 3 4 

/j 

1 

8. ei võtnud osa ei võtnud osa 
1: 

6 
7 
6 
4 
3 
4 
I 

35- I 28- I 2I- J 

4o i 34 I _ 21 I ---4-r-~-r~-~- ~ , 
1 3 5 

/I 

I r- 2 

2 2 
:3 3 
1 2 
3 3 

4 t 

Kõigil rahvusvahelistel olümpiaadidel on osavõtjaid tutvustatud 
neid vastuvõtva riigi vaatamisväärsustega, nad on külastanud 
teatrietendusi ja kohtunud nimekate matemaatikutega. Nii on pari
mad koolinoored-matemaatikud külastanud Sveijki lugudega seo
tud paiku ning mitmeid ajaloolise tähtsusega kohti, on saanud tut-
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tavaks poola professori dr. lwaskiewicziga, tSehhi akadeemiku 
prof. N ovakiga ja rumeenia professori Simionescuga, ning saanud 
kõigi olümpiaadi läbiviinud maade haridusministrite soojade tervi
tuste osaliseks. 

Meie vabariigi koolinoorte matemaatika-alastes teadmistes ja 
:oskustes on viimastel aastatel märgata teatud tõusu. Selle tule~ 
musena jõudis Tallinna 2. keskkooli abiturient Jaak Tepandi 
V rahvusvahelise matemaatika olümpiaadi Nõukogude Liidu võist
konna kandidaatide nimekirja. Võistkonna selgitamiseks korralda
tud võistlustest Moskvas võtsid osa ka Viljandi keskkooli abi
turient Mare Koit ja Tallinna 19. keskkooli õpilane Valentin 
Z a i ts ev. Kuigi nad ei tulnud esimeste hulka, on pääsemine sel
lelegi võistlusele juba nimetamisväärne saavutus. On arvata, et 
'meie vabariigi esindajad konkur.eerivad ka edaspidi kohtadele Nõu
kogude Liidu koolinoorte esinduses. 
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TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE TÄPSETE 
VÄÄRTUSTE ARVUTAMISEST 

Jakob GabovitS 

l. Trigonomeetriliste funktsioonide täpseid väärtusi kasutamP 
me tavaliselt ainult teravnurkade 30°, 45° ja 60° puhul. Kõikidel 
teistel juhtudel rahuldavad meid trigonomeetriliste funktsioonide 
ligikaudsed väärtused, mis on antud tabelites. · Ent metoodilistel 
kaalutlustel (eriti klassivälises töös) pakuvad huvi ka ülesanded, 
1nis on seotud ülalmainitud nurkarlest erinevate teravnurkade tr i
gonomeetriliste funktsioonide täpsete väärtuste arvutamisega. Sel
liste ülesannete lahendamisel leiavad rakendamist tuntud p oo 1 -
nurga valemid: 

a l --eos a 
tg-=--;---· 

2 sm a 

eos !!._ = 1/ _!__t_cos a , 
:l J' 2 

a l +eos a .ctg -= -- .---· 
2 stn a 

( 1) 

(2) 

-poolnurga tangensi ja kootangensi arvutamisel osutub sageli kasu
likuks lähtuda valemite (2) asemel valemitest 

tg ; = -ctg a + vC=F ctg2(l, ctg ~ =:e: ctg a-t- V f~+ ctg2a. (3) 

Valemit~ (1)-(3) mitmekordne rakendamine võimaldab arvutada 
nurkade a/4, a/8, a/16 jne. trigon9meetrilisi funktsioone. Lähtudes 
näiteks nurkarlest 30° ja 45°, saame kergesti järgmised tulemused: 

sinI 5o=· V6-; V2, eos 15o "--_: v6_~t-~Y, 1 
tg 15° =· 2- y3, ctg· 15° ·=· 2 + y3, 

tg 2~3o' =-I -I- v2. ctg 22°30' = 1 -+ v2~ 
tg 7°30',= -2 +- v2- v3-+ V6. 

ctg 7°30'= 2+ v2 + V3 + V6, 
tg 37°30' =: _,2- v2 + v3 + V6, 

ctg 37°30' :=ee: 2- V2- ,;3 + \16. 

(4) 
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Lähtudes nurgast a = 90° ning kasutades korduvalt teist valemi
test (I), saame järgmise huvitava jada: 

2 eos 45° =· V 2, 2 eos 22°30' =V 2-+ V 2, 

2 eos 1I 0 I5' = Y 2 +V 2 + v2. 

2 eos 5°37'30" = -v 2 +v;--tv 2 +- v-2, jne. 

2. Selleks, et arvutada sin I8°, teostame järgmised teisendused: 

sin 72° =eos 18°, 2 sin 36° eos 36° =eos 18°, -

4 sin I8° eos 18° eos 36° =eos I8°, 4 sin 18° eos 36° = 1, 

2(sin 54°- sin 18°) =I, 2(eos 36°- sin I8°) =I, 

2(eos2 18°- sin2 18°- sin I8°) ·=I, 

2(1- 2 sin2 I8°- sin I8°) 1= I, 

4 sin2 I8° + 2 sin I8°- I =.0. 

Otsitav sin I8° on saadud ruutvõrrandi positiivseks juureks. Tea
des nurga siinust, leiame kergesti selle nurga teised trigonomeet
rilised funktsioonid. Sel teel saame: 

sin I8° = -l t vs, eos 18°·=· ! -v-10·+-2y'5, 

tg 18° = J/1 - vo,8, ctg 18° = V5 -t- -2v 5~ 
(5) 

Nüüd võime arvutada nurga 36" trigonomeetrilised funktsioonid,. 
kasutades kahekordse nurga valemeid: 

. I ----= 1 + V~~ 
sm 36° = 4 V IO- 2V5, eos 36° =---= --

4
----, 

tg 36° =V 5- 2V5, ctg 36° =V 1 + vo,8, 

3~ Valemid (4) ja (5) võimaldavad arvutada nurga· 3° trigo
nomeetrilisi funktsioone, sest 

sin 3° = sin(l8°- 15°) = sin l8°.eos 15°- sinI 5° eos 18°. 
Edasi on juba lihtne arvutada nurkade 6°, 9°, I2° jne. trigono

·meetrilisi _funktsioone. Seega saame nüüd koostada t a b e 1 i 
nurkade (3n) 0 trigonomeetriliste funktsioonide täpset e st 
v ä ä rt ust e st, kus n on suvaline naturaalarv (praktiliselt pii
sab valikust I < n< 15). 

Alljärgnevalt ongi antud säärane tabel. Et viimast mitte koor
mata juuremärkidega, võtame kasutusele järgmised tähised: 

a=V2, b.=V3,. c·=V5, m=·1+V3, n=-1+V~ }<6 
p=I+V5, q=-I+V5, A=VI0+2V5, B=VI0-2y5. ~ 
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Märgime muuseas, et suurused A, B ja e on omavahel seotud 
järgmiste valemitega: 

a 

30° 

2A=B(c+l), 2B=A(c-l), AB=4c. 

sina 

a 
8 (A-q) 

1 
2 

ctga. 

B+2 
2b-p 

A+2B 
3-c 

p 

b I : I : I ---________ _,_ ____ ____!_ _____ ___e'----. ___ _ 

I .!!.. (mA-nq) I B+2 I 
} 6 2b + p ., 2b - p 

a 
16 (mq + nA) 

B-2 

I ~ I ! I 5-c 
B 
4 

ago a I a I A - 2_ I A + 2 I6 (mp- nB) I6 (mB + np) 26 _ q 2b + q 

_4_2_Q _ll __ b_A_B __ q ___ l A ~ bq I 2b -: B--1-2::: 
450 11 ~ ~---;--~--~--~--.--

--1 
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Toome mõningad näited tabeli rakendamise kohta. Arvestades 
tähistusi ( 6) saame: 

sin 27° = ~ (v'2- ,;lõ+ V 2o--t 4-,;--5), 

eos 12°=+(-I + vs+V3o+6v' 5), 

tg go = -~ + Vw+ 2 ~-5 jne. 
vs-1 

Tabel on kasutatav mitmesuguste ülesannete koostamisei ja. 
lahendamisel. Näiteks: 
1. Tõestada samasused 

a) 8 sin 12° sin 48° sin 54° = 1, 
b) 8 sin 18° sin 24° sin 84° = 1, 
e) ctg 3° ctg 33° =·8 + 4 v3 + 3 vs + 2 v-C5, 
d) tg 6° tg 66° =· tg 12° tg 48° -- -2 + vs. 

2. Näidata, et arvud sin 6°, sin 18°, sin 66° moodustavad geomeet
rilise progressiooni. 
3. Näidata, et sin 6° on üheks juureks võrrandile 

8x(l + 2x) (1- x2) = I. 
-t. Näidata, et 

t 4 030' = 4 - 2 V 5 - V 5 . 
g 4+v2+viO 

4. Tabeli analüüs viib mõningatele huvitavatele järeldustele. 
Kõigepealt näeme, et tabelis esinevad irratsionaalarvud on eran
ditult a 1 g e b ra 1 i s e d, s. o. nad rahuldavad täisarvuUste kor
dajatega algebralisi võrrandeid. Nii on näiteks sin 3° järgmise 
16. astme võrrandi juureks: 

65536 x 16 - 262144 x14 + 430080 x 12 - 372736 x 10 -i
+ 182784 x 8 - 50176 x6 -1- 7040 x 4 - 384 x2 + 1 = 0. 

Tabelist näeme, et nurkade (3n) o trigonomeetriliste funktsioo
nide arvutamisel kasutatakse peale nelj~ aritmeetika põhitehte veel 
vaid ruutjuurte leidmist (kuigi mitmeKordselt). Geomeetriast on 
teada, et selliselt avalduva pikkusega lõiku saab konstrueerida 
sirkli ja joonlauaga. Seega on kõik tabelis esinevad trigonomeet
riliste funktsioonide väärtused konstrueeritavad sirkli ja joonlaua 
abil. 

Tekib küsimus, mida saab öelda nurkade no trigonomeetriliste 
funktsioonide kohta, kus n on kolmega mittejaguv naturaalarv?· 
Vastuse saamiseks lähtume kolmekordse nurga siinuse valemist: 

sin 3a = 3 sina- 4 sin3 a. 
Tähistades x = sina saame võrrandi, mille juureks on sina: 

4x3 - 3x + sin 3a = 0. (7) 
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Siit järeldub, et ka kõnesolevate nurkade siinused ja samuti nende 
teised trigonomeetrilised funktsioonid on algebralised irratsionaal
arvud, sest seda on ju võrrandi (7) vabaliige sin 3a. Ent sellise 
pikkusega lõiku ei saa enam sirkli ja joonlaua abil konstrueerida, 
sest tema avaldamiseks tuleb kasutada, nagu näitab võrrand (7),. 
ka kuupirratsionaalsusi. Seega võime öelda, et iga t ä i s a rv u -
I i s e kr a a d i mõõdu ga nurga kõik trigonomeetrilised funkt
sioonid avalduvad algebraliste irratsionaalarvudena, kusjuures vii
mased on esitatavad ruut- ja kuupjuurte kaudu. 

Kuidas on aga olukord m u r d a rv u 1 i s e k r a a d i m õ õ -
du ga nurkade juhul? Moivre'i valemist 

.. ~---+-.-.- a ___L • • a v eos a t sm a = eos n 1 t sm 1z 

on kergesti tuletatav valem 
n 11 

2 eos : = \I eos a + i sin a + V eos a----: i sin a, 

kust järeldub, et ka niisuguste nurkade trigonomeetrilised funkt
sioonid on algebralised irratsionaalarvud, kuid need avalduvad 
juba kõrgemat järku juurte kaudu. 

Kokkuvõttes võime sõnastada järgmise teo re e mi: iga rat
sionaalse kraadimõõduga nurga trigonomeetrilised funktsioonid 
avalduvad algebraliste irratsionaalarvudena. 

Olukord muutub, kui vaatleme i r rat s i on a a 1 s e k r a a -
d im õ õ du ga nurld. Niisuguste nurkade trigonomeetrilised 
funktsioonid osutuvad üldiselt t r an st s e n d e nt s et eks. 
arvudeks. (niiviisi nimetatakse irratsionaalarve, mis ei ole täis
arvutiste kordajatega algebraliste võrrandite juurteks). Nii näiteks 
arvud s in (lg 3) 0 , eos ( VS) 0 , tg n° on transtsendentsed. Kuid siin 
võib esineda erandeid. Näiteks, nurk arcsin (1/3) sisaldab irrat
sionaalset kraad\de arvu, selle nurga siinus aga võrd!lb algebra
lise (ja isegi ratsionaalse) arvuga 1/3. 

ülalöeldu tõttu peab hoiatama sageli esineva väära väite eest, 
et trigonomeetriliste funktsioonide tabelites e.sinevad arvud on 
transtsendentsete arvude ligikaudsed väärtused. Tabelites antakse 
ju nurkade väärtused kraadides ratsionaalarvulistena, sel juhul on 
aga, nagu nägime, nurgafunktsioonide väärtusteks algebralised 
irratsionaalarvud, Tekib mõnevõrra paradoksaalne olukord: kuigi 
trigonomeetrilised funktsioonid kuuluvad niinimetatud transtsen
dentsete funktsioonide klassi, ei kohta me nende funktsioonide ta
belites·- olgu nad kui tahes täpsed - ühegi transtsendentse arvu 
ümardatud väärtust! 

Lõpuks rõhutame, et kõik, millest ülalpool oli juttu, käis 
kr a a d i d e s mõõdetud nurkade kohta. Kui nurga suurus võrdub 
ratsionaalarvuga r a d i a a n m õ õ d u s, siis meie teoreem enam ei 
kehti. Isegi nii «lihtsad» suurused, nagu sin I, eos 2, tg 3 (nurga d 
radiaanmõõdus!), on transtsendentsed arvud. 
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LEHEKüLGI MATEMAATIKA AJALOOST EESTIS 

'Ü. Lumiste 

N\atemaatika kui teaduse areng Eestis sai alguse alles pärast 
ülikooli asutamist Tartus 1802. aastal. Varasemad harrastused 
Academia Gustaviana ja gümnaasiumide seinte vahel ning XVIII 
sajandi rehkendusmeistrite ringkonnis - nendest oli juttu käes
oleva ülevaate esimeses osas 1 -on küll huvipakkuvad matemaati
liste teadmiste leviku ajal oo seisukohast, kuid teadust nad oma
poolselt ei rikastanud. Tartu ülikoolist kujunes aga peagi üks juh
tivaid teaduslikke keskusi mitte üksnes Baltimaade}, vaid ka kogu 
Venemaal. Omaaegse nimetuse· all - Dorpati ehk venepäraselt 
Derpti ülikool - on ta ülikoolihariduse ajaloos tuntud kui vani
maid kõrgemaid õppeasutusi NSV Liidu territooriumil. Alljärgne
valt anname lühikese ülevaate matemaatika arengust Tartu ülikoo
lis kuni 1918. aastani. 

Elementaarmatemaatikast kõrgema matemaatikani 
(aastad 1802-1830) 

Esimeseks kandidaadiks matemaatika professori kohale seadis 
ülikooli asutamiskomisjon juba 1800. aastal, veel enne ülikooli 
ametlikku avamist, Georg Friedrich Parroti (1767-
1852) -,prantsuse linnakesest Montbeliard'ist pärit edumeelse 
haritlase, mitmete füüsika- ja tehnikaalaste leiutiste autori, keda 
koduõpetaja amet tõi Liivimaale 1795. aastal 2. 

Parrot jõudis Tartus esimestele teadmishimulistele lugeda 
ainult populaarse loengutsükli mehhaanikast ja elementaarmate
maatika kursuse, kui kolleegid valisid ta 1802. aasta lõpul ülikooli 
esimeseks rektoriks. Niisugune lugupidamisavaldus tähendas eel-

I Matemaatika ja kaasaeg, I. Tartu, 1963, lk.' 47-61. 
2 JI e B 11 LI. K 11 H, r. B., E11orpacpwreCKI1H CJIOBapb npocpeccopoB 11 npeno.n:a· 

BaTeJieH Yl\mepaTopcKoro IOpbeBcKoro, 6biBWero .ll.epnTcKoro, yui1Bepc11TeTa ga 
eTo JieT ero cymecTsosai-IHH (1802-1902), T .. I. IOpbeB, 1902. - Selles 
väljaandes sisalduvaid bio-bibliograafilisi materjale on kasutatud kogu käes
oleva ülevaate ulatuses, ilma et sellele igakordsett viidataks. 
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G. F. Parrot 

kõige tunnustust Parroti silmapaistvatele teenetele äsjaavatud üli
kooli vabastarnises tagurliku rüütelkonna mõju alt. · 

Matemaatika õpetamise oli Parrot juba sama aasta sügisel 
usaldanud kohaliku tütarlastekooli õpetajale, enne seda Tartus 
kümmekond aastat tegutsenud amatöörastronoomile E r n s t 
K n o r re 1 e ( 1759-181 0). Ise asus P arrot füüsika professori 
kohale, kus ta töötas kuni akadeemikuks valimiseni ja Peterburi 
siirdumiseni 1826. aastal. 

Kui füüsika ja astronoomia areng uues ülikoolis algas kohe 
edukalt, siis matemaatika alal jäid saavutused esialgu üpris taga
sihoidlikeks. Tolleaegne statuut nägi ette filosoofiateaduskonna 
füüsika-matemaatika klassis ühe puhta matemaatika ja rakendus
matemaatika professori ning ühe observaatori (erakorralise pro
fessori õigustes), kes pidi teostama astronoomilisi vaatlusi ja 
abistama professorit matemaatiliste ainete lugemisel. Esimeseks 
observaatoriks oligi E. Knorre, kes luges ülikoolis oma elu lõpuni 
9 aasta jooksul eranditult ainult elementaarmatemaatikat Opetuse 
iseloomust annab tunnistust tema «Leitfaden bei unseren mathe
matischen Vorlesungen» (Käsiraamat meie matemaatiliste loen
gute juurde), mis ilmus Tartus 1803. aastal. 

Matemaatika professori koht seisis esimesed kaks aastat 
vakantne. Sellele kohale kutsutute seas oli tuntud saksa matemaa
tik Johann Friedrich Pfaff (1765-1825), hilisem Berliini Teaduste 

. Akadeemia liige. Tema nähtqvasti soovitaski oma nooremat venda 

5 Matemaatika ja kaasaeg II 65 



Johan n W i 1 h e 1m P f a f f i (1774-1835), tolleaegset Tübin
geni vaimuliku kooli repetiitorit, kes võimeteit kahjuks ei küündi
nud vanema vennani. Pärast Tartusse saabumist 1804. a. arendas. 
J. W. Pfaff esialgu küll vilja~at tegevust astronoomina 3

, pööra
tes sellega endale Peterburi Akadeemia tähelepanu; 1807. a. valiti 
ta koguni akadeemia korrespondeerivaks liikmeks. Seejärel aga 
Pfaffi tööhoog rauges ja 1809. aastal lahkus ta hoopiski Tartust. 
Hilisemas tegevuses ilmutas Pfaff tolleaegses teaduseilmas juba 
haruldaseks jäänud anakronismi - tõhusad astronoomia-alased 
teadmised ei seganud teda samal ajal uskumast. astroloogia ime
desse ja kirjutamast sellekohaseid teoseid. 

Matemaatika professorina püüdis Pfaff aeg-ajalt lugeda mõnin
gaid kursusi ka kõrgema matemaatika valdkonnast. Võib arvata, 
et neid kuulasid ainult üksikud, sest matemaatikast huvitatud üli
õpilasi oli tollal Tartus vähe ja needki kasina ettevalmistusega. 

Pärast Pfaffi lahkumist tegi ülikooli juhtkond uue katse kedagi 
lootustanelvat noort teadlast Tartusse kutsuda. Seekord langes 
valik Carl Friedrich Ga ussile ( 1777-1855), kes oli· paar aastat 
enne seela saanud Göttingeni professoriks ja tähetorni direktoriks. 
Oma vastuses motiveerib Gauss äraütlemfst peamiselt sellega, et 
rohked ülesanded, mis langeksid Tartus tollal ainsale matemaa
tika professorile, ei jätaks talle küllaldaselt vaba aega teadusega 

3 Z e I n i n, G., Astronoomiiiste vaatluste algpäevilt Tartus. - Tähetorni 
Kalender, 1962, lk. 44-50. 
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tegelemiseks 4• Nii jäigi. kateeder jälle kaheks aastaks vakantseks 
ning matemaatika õpetamine langes täielikult Knorre ja, pärast 
viimase surma, Parroti õlgadele. 

Järgmiseks professoriks tuli Harkovist 1811. aastal Johan n 
Sigismund Huth (1763-1818), omal ajal Saksamaal tea
tavat kuulsust omandanud, kuid loomingust juba tagasi tõmbunud 
astronoom. Matemaatika lektorina ei ületanud Huth oma eelkäijat 
mitte millegi poolest. Seitsme aasta pärast suri ta Tartus, jättes 
kateedri uuesti vakantseks. 

Nagu näha, oli ülikooli! esimese kahe aastakümne jooksul kül
laltki tegemist sobivate kandidaatide leidmisega matemaatika 
kateedrile. Isikud, kellega tuli rahulduda, ilmutasid heal juhul 
mõnesugust aktiivsust astronoomiiiste vaatluste korraldamisel, 
kuid neil polnud huvi ega nähtavasti ka võimeid matemaatika õpe
tamise viimiseks oma kaasaja tasemele. 

Sellele vaatamata leidus ülikooli kasvandike seas üksikuid 
matemaatikast huvitatud võimekaid noori, kes suutsid oma õpeta
jaid ületada. Eestimaalt Simunast pärit Magnus Georg 
Paucker (1787-1855), lõpetanud ülikooli 1808. aastal, kaitses 
siin 1812. aastal doktoriväitekirja kindla keha elasisusnähtuste 
teooriast. Aasta enne seda oli ta asunud Knorre järglasena astro
noom-vaatleja kohale, kellena luges ülikoolis diferentsiaal- ja inte
graalarvutust ning analüütilist ja kujutavat geomeetriat (samal 
ajal kui Huth rahuldus elementaarmatemaatikaga). 1813. aastal 
võttis Paucker vastu matemaatika ja astronoomia professori koha 
Jelgava gümnaasiumis, kuhu ta jäi e·lu lõpuni. Talle kuulub rida 
uurimusi geomeetria, astronoomia ja metroloogia alal 5 . 

Pauckerit asendas astronoom-vaatleja kohal üks silmapaistva
maid Tartu ülikooli kasvandikke W i 1 h e I m S t r u v e ( 1793-
1864), hilisem kuulus astronoom 6. Nagu eelkäijadki, .nii luges ka 
Struve ülikoolis matemaatikat, esialgu Huthi kõrval, pärast vii
mase lahkumist paari aasta jooksul aga ainsa matemaatika lek
iorina. Ta pidas juba regulaarselt loenguid diferentsiaal- ja inte
graalarvuiusest. Ka hiljem astronoomia professorina võttis Struve 
endale sageli üksikuid matemaatilisi aineid. 

4 «Das Inland», 1856. lk. 402-404. 
,ll e TIM aH, Yf. 5J., Yf3 HCTüpHH MaTeMaTHKH B ,llepmcKOM (IOpbeBCKOM) 

YHHBep<;HTere. DpHrJiaweHHe I<:. ef>. Taycca Ha Kacjle.n.py MareMaTHKH H acrpoHo
MHH. - Y4. 3an. JleHHHI'pa.n.cKoro roc. neJJ.. Jm-ra, r. 14, BbiTI. I, 1955. 
lk. 128-137. , 

5 pa 6 H H 0 B H 4', Yl.· M. H eTp a JJ. bl Hb, 5I. n., EJiraBCKHH acrpOHOMO-MaTc
MaTH4eCKHH ueHrp. a KOHU:e XVIII B. H B nepaow noJIOBHHe XIX B. - Bonpoc:,I 
ncropHH cpH3HKo-MareMaTH4eci<HX HayK. MocKBa, 1963, lk. 481-486. 

s P oo reM H 3, T., AKa.n.eMHK B. 5I. Crpyae H ero .n.eHTE'.'IhHOCTb B Tapry-
CKOM yHHnepcHrere. - TRü Toimetised, vi~ik 37, 1955, lk: 3~~3. .. . 

Vt. ka G. Zelnini, M. Jõeveere JaL. Valineri arbkhd: Tahetorm 
Kalender, 1964. 
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ülikooli selle aJaJargu kasvandikest v'äärib mainimist Jelga
vast pärit Ka r 1 Hei nr i e h K up f fe r ( 1789-1838), kes 1813. 
aastal kaitses Tartus doktoriväitekirja ridade summeerimisest «De 
summatione serierum .. . » (Mitaviae, 1813). Kupfferile kuuluvad 
mõningad uurimused algebraliste võrrandite kohta 7 . Tallinna 
gümnaasiumi õpetajana andis ta 1833-1834. aastal välja esimest 
venekeelset elementaarmatemaatika ja metoodika ajakirja 8 . 

Vaatamata matemaatika üpriski tagasihoidlikule tasemele üli
kooli tegevuse esimesel kahel aastakümnel ületas saavutatu siiski 
kõik, mis varem oli Eestis matemaatika alal tehtud - alustati 
kõrgema matemaatika õpetamist, ilmusid esimesed originaalsed 
uurimused Pauckerilt ja Kupfferilt. 

Uus etapp matemaatika arenguteel Tartu ülikoolis algas 1821. 
aastal, kui protestiks tsaari reaktsionääri M. L. 1\'\agnitski võimui
semise vastu tuli Kaasani ülikoolist Tartusse teenekas matemaa
tika professor Mart i n B art e 1 s ( 1769-1836). Ehkki pärit 
Saksamaalt, on Bartels oma nime jäädvustanud vene teaduse aja
lukku kui geniaalse maiemaatiku N. I. Lobatsevski õpetaja Kaa
sanis 9• Veel hulk aastaid hiljem, 1836. aastal, võttis LobatSevski 
ette reisi Tartusse, et avaldada lugupidamist oma kõrgeealisele 
õpeta j al e. . 

Kogenud pedagoogina suutis Bartels viia õppetegevuse Tartus 
kiiresti oma kaasaja tasemele 10 . Tänu sellele, et 1820. aastal loodi 
W. Struve jaoks astronoomia professuur, võis Bartels esimese 
Tartu õppejõuna pühenduda täielikult matemaatikale. 

Ta meenutas hiljem oma ·matemaatilise analüüsi kursuse (Dor
pat, 1833) eessõnas: «Kuigi ma siin, vaatamata suuremale üliõpi
laste arvule kui Kaasanis, palju vähem matemaatilise stuudiumi 
harrastajaid eest leidsin ja oma loengutes suuremalt jaolt elemen
taarmatemaatikaga piirduma pidin, siiski on ka siin aegamööda 
huvi selle teaduse vastu kasvanud ja ma võin juba mõnda aastat 
oma kõrgema matemaatika loengutel vähemalt 10-12 kuulajaga 
arvestada.» 

Tänu Bartelsi ja Struve viljakaie koostööle muutus Tartu üli
kool matemaatiliste teaduste arenguastme poolest peagi üheks ees
rindlikumaks tolleaegses Vene riigis. 

7 ey liiK e B H lf, A. K., MaTepHaJiul K HCTOpHH aJire6pul [J PoccnH. ---- 1--kTo-
pHKO-MaTeMaTHt-!eCKHe HCCJie)l.OBaHHH, Bhin. 4, 1951, Jk. 237-451. , 

8 E 0 6 hl H H H, B. B., nepBbiH PYCCKHH MaTeMaTH!JeCKHH >KypH3,;l. -- <l>ti-
3HKO-MaTeMaTHlfeCKHe HayKH B xoJI.e HX pa3BH'l'HSI, 1899, T. 1, N2 2, lk. 35-54 ja 
NQ 3, lk. 71-75. 

9 K. ara H, B. el>., .no6atrescKHH. MocKsa-.neiiHHrpaJI., 1948. 
Lumist e, 0., K.ilde Tartu ülikooli XIX sajandi matemaatikute kokkupuu

teist Lobatsevskiga ja tema loominguga. - «Eesti Loodus)), 1959, NQ 3, lk. 
162-165. 

10 p Sl r 0, f., J.b >KH3HH H )l.eSITeJihHOCTH lfeThipeX 33MelfaTeJihHl>IX MaTeMa
THKOB TapTycKoro yHHBepcHTeTa. - TR.O Toimetised, vihik 37, 1955, lk. 74-81, 
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Tartusse saadeti end astronoomias ja geodeesias täiendama 
mitmeid noori vene mereväelasi. 1828. a. asutati siin Professorite 
Instituut - ·midagi nüüdisaegse aspirantuuri taolist, kuhu suu-; 
nati vene ülikoolide kasvandikke kogenud professorite juhendami•' 
sel akadeemilisi kraade omandama. Professorite Instituudis täien
das end teiste seas P. I. Kotelnikov, hilisem Kaasani ülikooli mate
maatika professor ja LobatSevski lähim kolleeg. 

Matemaatika Tartu ülikoolis oli seega saavutanud ajakohase 
taseme. Oli läbi käidud tee elementaarmatemaatikast kõrgema 
matemaatikani. 

Tartu - diferentsiaalgeomeetria keskus 
(aastad 1830-1860) 

Bartelsi kasvandikest Tartus olid silmapaistvaimaks ülikooli 
joonestamise ja graveerimiskunsti õppejõu K. A. Senffi pojad. 
Erilist tähelepanu pälvib noorema venna Ka r 1 E du a r d 
S e n f f i ( 181 0-1850) kuldmedaliga autasustatud ladinakeelne 
töö, mille ta esitas ülikooli lõpetamisel 1830. aastal ja mis trükiti 
järgmisel aastal ülikooli trükikojas pealkirja all « Thearemata prin
cipalia e theoria curvarum et superficierum» (Kõverate ja pindade 
teooria põhiteoreemid). Selles raamatus leiame ülemaailmselt esi
mese süstemaatilise diferentsiaalgeomeetria kursuse, millesse on 
põimitud ka Bartelsi ja Senffi enda uusi tulemusi. Näiteks kõve
rate teoorias kasutatakse esmakordselt liikuvat teljestikku. Tuleta
takse ka teljestiku pöörleniist kirjeldavad valemid. Neid tulemusi, 
mis tegelikult kuuluvad Bartelsile, omistatakse siiamaani tavaliselt 
prantsuse matemaatikule F. Frenet'le, kelle vastav töö ilmus .aga 
alles 1847. aastal. Bartelsi teaduslikud teened selles valdkonnas 
selgusid alles üsna hiljuti II. 

Pärast Bartelsi surma ei tulnud tema järeltulijat kaugelt otsida 
- selleks sai Bartelsi enda õpilane K. E. Senff, kes oli vahepeal 
käinud end täiendamas Königsbergis ja teistes Saksa ülikooli
des 12 . Matemaatika õpetamine Tartus süvenes Senffi ajal veelgi. 
Ta ise pidas heatasemelisi loenguid tollaegse matemaatika mit
metest valdkondadest, huvitudes eriti geomeetrilisest optikast, mis 
oli ta lemmikaineks. Tänu Senffi hoolitsusele .asutati Tartus veel 
teine, rakendusmatemaatika professuur, millele 1843. a. saabus 
Berliinist Fe r d i n a n d Mi n d i n g ( 1806-1885). Mindingi 
näol sai Tartu ülikool endale silmapaistva teadlase, kelle mitmeid 
uurimusi pinnateoorias ja teistes matemaatika ja mehhaanika vald-

li Jl y M H C Te, JO. r., Ope.UBOCXHW,eHHe <lJüpMyJI <l>peHe I3 C04HHeHHii 

K 3. 3eH<tJa. -- Bonpochi HCTOpHH <lJH3HKO·MaTeMaTH4ecKHX HayK. MocKBa, 1963, 
lk. 141-147. 

12 Lumist e, ü., Karl Eduard Scnff. -- «Eesti Loodus», 1962, NQ 5, lk. 
281--282. 
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kandades loetakse praegu õig·usega klassikalisteks n_ Kujunes 
lõplikult välja esimene matemaatika-alane uurimissuund, millele 
pani aluse juba Bartels. 

Tuntud ameerika matemaatik D. J. Struik kirjutas juba 1933. a. 
oma diferentsiaalgeomeetria ajaloo ülevaates, tundmata veel Bar
telsi teeneid: «Tänu Mindingile, tema kolleegile Senffile ja nende 
õpilasele Petersonile hakkab Tartu etenda ma diferentsiaalgeomeet
rias väikese keskuse osa» 14 . 

F. Minding jätkas Tartus pinnateooria uurimist. mida ta oli 
juba Berliinis alustanud. Rea töid pühendas ta isoperimeetri.Iisele 
probleemile kõverpindadel, saavutades märkimisväärset edu. Mit
mekülgse matemaatikuna andis Minding Tartus hinnatavaid uuri
musi ka diferentsiaalvõrrandite teoo
rias (tema sellealast tööd autasustas 
Peterburi Akadeemia 1861. aastal Demi
dovi preemiaga), analüütilises mehhaa
nikas, ahelmurdude teoorias. Erilist tä
helepanu äratasid aga Mindingi· esime
sed uurimused konstantse kõverusega 
pindade sisegeomeetria alal, pärast 
seda, kui möödunud saj andi 70-ndail 
aastail selgus nende tihe seos Lobat
sevski geomeetriaga 15 . Igatahes võib 
kahtluseta väita, et Minding on XIX sa
jandil Tartus töötanud matemaatikuist 
silmapaistvaim. Peterburi TeadusteAkaT 
deemia valis ta 1864. aastal oma lwrres
pondeerivaks liikmeks, 1879. aastal 
aga auliikmeks. F. Minding suri Tartus 
ja on rriaetud Raadi kalmistule. 

Tartu diferentsiaalgeomeetria keskuse peamiseks teeneks vene 
ja maailma teaduse ees on aga see, et tema rüpes sirgus küpseks 
uuri j aks selline diferentsiaalgeomeetria klassik nagu K a r I P e -
terson (1828-1881). Riia käsitöölise poeg Peterson õppis Tar
tus aastatel 1847-1852 ning kirjutas siin 1853. aastal oma kuulsa 
kandidaadiväitekirja pinnateooria alalt 16• Selles töös, mis j äi 
kauaks ajaks ülikooli arhiivi lebama ja avaldati alles 1952. aastal, 
tuletas Peterson esimesena pinnateooria kaks puuduvat põhivõr
randit (4 aastat enne Mainardit, 16 aastat enne Codazzit) ning 

13 p 5I r o, r., viites 10 mainitud artikkel. 
14 C T p 0 H K, n. .li.»<:., ÜllepK HCTOpHH .ll.Hlp!flepeHI.J.H3JlbHOH reoMeTpH!! .J,O 

XX CTOJieTHH. MocKsa-JleHHHrpa.ll., 1941, lk. 44. 
15 Vt. viide 9. 
16 JJ. e n Ma H, H. 51., l(apJI MuxaHJIOBHll OeTepcoH H ero KaH.ll.H.ll.aTcKaH 

Jl.HCcepTaU.nH. - HcTopHKO-MaTeMaTHlleCKHe HCCJie,IJ,oBaHHH, Bhm. 5, 1952, 
lk. 134-164. 
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andis esimesena pinnateooria põhiteoreemi ( 15 aasta enne Bon
Tiet'd). Pärast ülikooli lõpetamist tuli K. Petersoni! rahulduda ta
gasihoidliku matemaatikaõpetaja kohaga ühes M·oskva keskõppe
asutuses. Ta lõi aga kaasa Moskva Matemaatikaseltsi asutarnisel 
ning oma väärtuslike ~mrimuste avaldamisega seltsi ajakirjas pani 
ta aluse Moskva diferentsiaalgeomeetria koolkonna tekkimisele. 

Matemaatika tõusuteel 
(aastad 1860--1880) 

F. Minding töötas Tartu ülikoolis ühtejärge 40 aastat ja viis 
siin matemaatika-alase töö heale ajakohasele tasemele. Tema ise 
ja ta kolleegid lugesid Tartus mitmeid erikursusi matemaatika 
uutest suundadest, mõningaid neist (näiteks elliptiliste funktsioo
nide teooriat 1853. aastal) esmakordselt vene ülikoolides. . 

Mindingi lähimaks kolleegiks Tartus oli Saksamaalt pärinev 
Peter Helmling (1817--1901), kes 1852. a. asus K. E. Senffi 
varase surma läbi vabaks jäänud kateedrile ja töötas siin pide
valt 35 aastat, esialgu eradotsendina ja erakorralise professorina, 
alates 1859. aastast aga korralise professorina. Helmlingile kuu
lub kümmekond eraldi brosüüridena av·aldatud uurimust diferent
siaalvõrrandite teooriast, tähtsaim neist on Tartus 1859. aastal 
kaitstud doktoritöö. Kahjuks ei ole need tööd ei tolleaegsete ega 
l<a hilisemate uurijate tähelepanu kuigi tõsiselt köitnud. 

Märksa suuremat tunnustust matemaatikuna saavutas tollal 
Thomas Clause·n (1801--1885), kes töötas Tartus astro
noom-vaatlejana · (aastail 1848--1865) ja astronoomia professo
rina (alates 1865. aastast). Avaldatud tööde eest sai Clausen 
Königsbergi ülikoolilt 1844. a. doktorikraadi, Peterburi Teaduste 
Akadeemia valis ta oma kirjavahetajaks liikmeks. Clauseni mate
maatilised tööd hõlmavad mitmekesist probleemistikku geomeetri
listest konstruktsiooniciest elliptiliste funktsioonideni. Teda tUn
takse laialt kui kahe uue Hippokratese kuukese avastajat ( 1840. a.). 
Kuid matemaatika õpetamisest ülikoolis võttis Clausen osa ainult 
paari kursusega (matemaatika ajalugu 1867. a., vähimruutude mee
tod 1871. a.). 

See-eest luges füüsikalise geograaf.ia ja meteoroloogia profes
sor Friedrich Weyrauch (1841--1891) oma Tartu ülikoo
lis tegutsemise esimese kümnekonna aasta jooksul (aastad 1871--
1881) agaralt mitmeid matemaatilisi eri kursusi, pea as j alikult line
aaralgebra valdkonnast, ning avaldas uurimusi determinantide 
teooriast ja diofantilisest analüüsist. Viimased, samuti nagu Helm
Jingi töödki, ei ole erilist vastukaja leidnud. 

Eeltoodule võib lisada, et 70-ndail aastaillugesid mitmeid mate
maatika-alaseid erikursusi ka tolleaegsed astronoom-vaatlejad, kel
ledest teenekamatena tuleb nimetada Hei nr i e h B r un s i 
( 1848--19 1 9) ja J o h a n n 0 s k a r B ,j} e k I u n d i ( 1846-1916). 
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Avaneb pilt elavast ja mitmekülgsest õppetööst, mida teostavad 
mitte enam üks-kaks professorit, vaid juba arvukam matemaati
kute pere, kes jälgib tähelepanelikult teaduse uusimaid saavutusi. 

Olikooli nende aastate kasvandikest saavutas matemaatika alal 
suurimat tunnustust hiljem Saksamaale siirdunud A x e I H a r -
n a e k (1851-1888), üks reaalmuutuja funktsioonide teooria pio
neere 17, kes õppis Tartus aastail 1869-1873. Tartu ülikooli kas
vandike seast valis oma matemaatika õppejõud ka 1862. a. asuta
tud Riia Polütehnikum, esimene omataoline õppeasutus Vene 
riigis 18. 

Tartus sirguvad matemaatika klassikud 
(aastad 1880-1900) 

Mindingi järg·laseks rakendusmatemaatika professori kohal sai 
1883. a. ·Upsala ülikooli kasvandik An d e r s L i n d st e d t (sünd. 
1854), kes juba 1879. aastal !!-SUS Tartusse astronoom-vaatleja 
kohale. Tema peamine teene Tartu ülikoolis oli matemaatikasemi
nari rajamine üliõpilaste innustarniseks iseseisvale uurimistööle ja 
nende juhendamiseks. Sellest seminarist sai alguse Th eo d o r 
Molieni (1861-1941), Riia kooliõpetaja poja sirgumine silma
paistvaks teadlaseks 19• Pärast ülikooli lõpetamist 1883. aastal suu
nati T. Molien Lindstedti soovitusel ennast täiendama Leipzigisse 
Felix Kleini juurde. Tagasi saabunud, kaitses Molien 1885. aas
tal magistriväitekirja elliptiliste funktsioonide alal. Samal aastal 
kinnitati ta Tartu ülikooli dotsendiks. Suvevaheaegadel külastas 
Molien sageli välismaa teaduslikke keskusi. Tema huvid kaldusid 
algebra valdkonda, kus ta saavutas silmapaistvat edu. 1891. aas
tal avaldas ta oma klassikalise töö hüp-erkompleksarvude teooria 
valdkonnast. Selle töö eest, millega T. Molien sai abstraktsete 
algebrate teooria üheks rajajaks, andis Tartu ülikool talle 1892. 
aastal doktori teadusliku kraadi. Sellele vaatamata tuli andekai 
teadiasel tolleaegseis kitsais tingimusis jääda edasi dotsendi 
kohale ja alles 1900. a. sai ta professoriks Tomskisse. T. Molieni 
silmapaistvad teened leidsid hindamist alles nõukogude aastail, 
mil talle omistati teenelise teadlase aunimetus. 

Teine noil aastail Tartu. ülikoolist võrsunud matemaatika klas
sik, Läti-Valga kaupmehe poeg Piers Bohl (1865-1921) 20 ~ 

17 f1 a n .. , "' y e Ka e, A. 13., f1po6JleMa e,UHHeTseHHOeTH B TeopiiH TpHroHo
MeTpH4eeKHX pH.n.os. - 11CTopHKO-MaTeMaTH4CeKHe ueeJle.n.osaHHH, sbm. 14, 1961, 
lk. 193-194, 203-207. 

18 5 y 11 r a, A. Y., MaTeMaTHKa s PH)I{eKOM noJIHTeXHHlleeKoM HHeTHTyTe. -
HayKa s f1pH6aJ1THKe n XVIII - HallaJle XX aeKa. PHra, 1962, lk. 41-44. 

19 P H r o, r., viites 10 mainitud artikkel. 
20 M hi UI K H e, A. ll. H P a 6 H H o s H 4, 11. M., f1Hpe f'eopmeBHII ooJlb. 

Raamatus ti. r. 50 J] h, l·136p~llble TPYJ!bl. PHra, 1960, lk. 5-29. 
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tegi esimese uudmuse ülikooli lõpetamise eel 1887. a. diferentsiaal
võrrandite teooriast, oma juhendaja P. Helmlingi tööde vaimus. 
Töötades seejärel koduõpetajana Leevi mõisas ja hiljem õpetajana 
Irlavi seminaris (Lätis), alustas ta oma silmapaistvat uurimuste 
tsiiklit taevamehhaanika matemaatiliste küsimuste valdkonnas. 
1893. aastal kaitses P. Bohl Tartus edukalt magistriväitekirja, mil
les ta pani aluse kvaasiperioodiliste funktsioonide teooriale. Järg
mised selle teooria edasiarendajad (Bohr, Weyl, Levitan, Jessen 
jt.) mainivad alati Bohli töid kui selle ala esimesi. Oht meetodit 
peaaegu-perioodiiiste funktsioonide teoorias tuntaksegi praegu 
Bohl-Weyli meetodi nime all. 

Veelgi silmapaistvamaid tulemusi sisaldab P. Bohli doktoritöö, 
mida ia kaitses Tartus 1900. aastal. Millegipärast jäid aga need 
Bohli saavutused kauaks ajaks vajaliku tähelepanuta, kuigi olid 
avaldatud ühes tuntud matemaatika ajakirjas. Alles 1955. a. avas
tas Riia teaduseajaloolane I. Rabinovits, et Bohli selles ja järgne
nud töös (1904) on esmakordselt antud rida topoloogilisi teoreeme, 
milledest muu hulgas järeldub tuntud lause püsipunkti olemasolust 
kera pideval kujutamisel iseendaks. Bohl ei piirdunud üksnes teo
reemide esitamisega, tema tööde põhiosa on pühendatud nende 
rakendamisele matemaatilise analüüsi mitmete keerukate problee
mide lahendamisel. ülalmainitud klassikalist teoreemi püsipunktist 
hakatakse viimasel ajal matemaatilises kirjanduses üha sageda
mini nimetama mitte enam Brouweri teoreemiks, nagu varem, vaid 
Bohl-Brouweri teoreemiks (hollandi matemaatik L. Brouwer jõu
dis selle teoreemini iseseisvalt 1910. a. paiku). 

P. Bohli side Tartu ülikooliga seisnes pärast lõpetamist ainult 
väiteki~jade ettevalmistamises ja kaitsmises. Tema akadeemiliseks 
töökohaks sai 1895. a. Riia Polütehniline Instjtuut, mille professo-
riks ta oli elu lõpuni. · 

Tartus endas vahetusid neil aastakümneil matemaatika profes
sorid õige sageli. Mineligi ja Lindstedti järglasteks Tartu raken
dusmatemaatika kateedril olid ·Saksamaalt siia tulnud E r n st 
OttoStaude (1857-1928) ja Adolf Kneser (1862-
1930). Esimene peatus Eestis ainult kaks aastat (1886-1888). 
Sügavamaid jälgi jättis A. Kneseri tegevus aastatel 1889-1900. 
P. Bohl sai oma töös peamist innustust just Kneserilt, kelle mõnin
gaid Tartus tehtud uurimusi ta kaugele eelasi arendas. 

Puhta matemaatika kateedri! asendas I-Ielmlingit aastatel 
1888-1892 Fr i e dr i e h, S e hu r ( 1856-1932), kes oli samuti 
Saksamaalt juba tuntud matemaatikuna Tartusse tulnud ja alus
tas siin oma märkimisväärseici uurimusi geomeetria aluste vald
konnas. Sellesse töösse tõmbas ta kaasa üliõpilase K. R. K up f -
fe r i ( 1872-1935), kes ühes oma töös esimesena tõestas lõikude 
korrutamise kommutatiivsuse mittearhimeedilises geomeetrias. Hil
jem Riias kaldusid Kupfferi huvid botaanikasse ja temast sai Balti
maade selle aja suurimaid botaanikuid. 
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Olikooli kasvandikest-matemaatikuist sellel ajajärgul mainigem 
veel G. Gr of e't (1848-1895) ja P. Ka d i k'it (1857-1923), kes 
mõlemad kaitsesid siin magistrikraadi (esimene 1888. a. ja teine 
1885. a.) ning töötasid lühikest aega dotsentidena. 

Mõõnast uue tõusuni rakendusmatemaatikas 
(aastad 1900-1918) 

Möödunud sajandi viimasel aastakümnel algas vene ülikooli
dele 1884. a. tsaarivalitsuse poolt ettekirjutatud reaktsioonilise 
põhimääruse laiendamine ka Tartu ülikoolile 21 . Seoses linna 
ümbernimetamisega hakkas ülikool 1893. aastast peale kandma 
Jurjevi ülikooli nime. Toimus üleminek vene õppekeelele ja saksa 
professorile asendamine vene rahvusest õppejõududega. 

Mitmel erialal tähendas vene professorile tulek Tartusse side
mete tugevnemist vene progressiivse teaduse ja kultuuri saavutus
tega, materialistliku teaduse edusamme Tartus. Matemaatika osas 
tuleb aga täheldada õppe- ja teadusliku töö taseme esialgset la n
gust. Tartusse määrati tööle kahjuks noori, vähese kvalifikatsioo
niga vene matemaatikuid, kes ei olnud suutelised asendama oma 
kogenud eelkäijaid. F .. Schuri -lahkumise! vabanenud kohale 1892. 
aastal suunatud Moskva ülikooli kasvandikui Leo n i d K u z
mit s Laht i n i 1 (1863-1927) puudus määramise ajal isegi 
magistrikraad, kuigi ta saavutas selle juba samal aastal. (Tolle
aegset õhkkonda iseloomustab vabanenud kohale kandideerinud 
Molie.ni taotluse tagasilükkamine ilma ühegi motiveeringuta, kuigi 
Molien oli äsja hiilgavalt kaitsnud oma doktoriväitekirja.) Sel ajal 
veel mõjurikaste saksa professorile jahe suhtumine ja paljude 
baltiaste eksmatrikuleerumisest tingitud järsk üliõpilaste arvu 
kahanemine põhjustasid Lahtini tagasipöördumise Moskvasse juba 
4 aasta pärast. Moskva ülikooli professorina saavutas ta hiljem 
tunnustuse oma töödega matemaatilises statistikas. 

Haridusministeerium, olles järjekindel oma taotlustes, asutas 
Tartusse veel enne Lahtini lahkumist kolmanda matemaatika pro
fessuurL Sellele määrati Lahtini ja Kneseri kolleegiks Moskva üli
kooli kasvandik magister V i s s a r i on G r i g o r j ev i t s 
A I e k s e j ev (1866-1943), kes oli lühikest aega enne seda saa
bunud paariaastaselt välismaiseit komandeeringult. Aleksejev töö
tas Tartus ülikooli evakueerimiseni Voronezi 1918. aastal. Alates 
1921. aastast tegutses ta Tartu kodanliku ülikooli eradotsendina. 
Tema 1899. aastal Moskvas kaitstud" doktoriväitekiri käsitles 
algebraliste invariantide teooriat. Hilisemates Tartus avaldatud 
töödes püüdis Aleksejev seda teooriat rakendada keemia valemi
tele. 

21 3 pH H re oH, Jl., 113 HCTOpHH TapTycKoro yHHBepcHTeTa B KOHU.e XIX 
H HaiiaJie XX BB. - TRü Toimetised, vihik ll4, 1961-, lk. 177-214. 

Ey T 5I r H H, A. e. H ea JI Ta H 0 B, 10. A., YHHBepcHTe'l'CKOe o6pa30B3HHt' 
B CCCP. I13.U. MrY, 1957, lk. 27, 28 .. 
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L. K. Lahfin V. G. Aleksejev 

Lahtini asemele määrati Tartusse moskvalane magister N i k o-
1 ai Va s s i 1 j ev it s B e rv i, kes aga vabastati nõrga tervise 
tõttu töölt juba kahe aasta pärast. 1898. aastal asus vabanenud 
kohale Kaasani . ülikooli lõpetanud P 1 a to n P 1 a to n o v it s 
Gr av e (1867-1919), kes töötas Tartus 20 aastat, ilmutades väga 
vähest huvi teadusliku uurimistöö vastu. 

Nende nn. «puhta» matemaatika professorite loidust iseloomus
tab ilmekalt kasvõi see fakt, et käesoleva sajandi kahel esimesel 
aastakümnel ei kaitstud Tart-u ülikoolis üh~egi matemaatika-alast 
väitekirja. 

Mõnevõrra elavam tegevus arenes Tartus rakendusmatemaa
tika alal. Pärast A. Kneseri lahkumist Saksamaale jäi kateeder 
1900. aasta I· vakantseks, kuni 1903. aastal määrati sellele Peter
buri ülikooli kasvandik G u r i V a s s i 1 j ev i t s K o l o s s o v 
(1867-1936) 22 . Tartus töötas Kolossov 10 aastat, jätkates siin 
algul oma uurimusi kinnispunkti ümber pöörieva kindla keha prob
leemi alal. Sama probleemi kohta avaldas Tartus 1909. a. paar tööd 
M. Rebi n d e r - arvatavasti Kolossovi mõjutusel. Tartus valmis 
1909. aastal ka Kolossovi hinnaline doktoriväitekiri kompleksmuu
tuja funktsioonide teooria rakendustest elastsusteoorias, mida ta 

~2 p 5I r o, r., mainitud artikkel. 
.ll e n Ma H, 11. R, C.-netep6yprcKoe MateMaTHlJecKoe o6mecrao. -Hcto

pHKo-MateMaTHllecKHe HCCJieA,Oil3HHH, Bbin. 13, 1960, lk. 83-86. 
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järgmisel aastal kaitses Peterburi ülikoolis. See töö pani aluse 
uuele suuna le elasisusnähtuste matemaatilise} uurimisel. 1913. a. 
lahkus G. Ko1ossov Tartust ja siirdus Peterburi, kus talle ava
nesid avaramad võimalused uurimistööks. 

Lühikest aega, aastatel 1915-191'8, töötas Tartus algul eradot
sendina, hiljem professorina pärastine tuntud nõukogude teadlane, 
NSVL Teaduste Akadeemia akadeemik Leo n i d S a mu i 1 o vi ts 
Le ib e n so n (1879-1951). Tema Tartus tehtud uurimusi tala
vabade katete teoorias jätkas siin V. V. K up f fe r. 

1918. aastal evakueeriti Jurjevi ülikool Voronezi, kus tema baa
sil tekkis praegune Voronezi ülikool. Oli lõppenud 116 aasta pik
kune lõik Tartu ülikooli ajaloost. 

Selline on põgus. ülevaade matemaatika arengust vanas Dor
pati-Jurjevi ülikoolis. Tagasihoidlik algus, seejärel esimese viljaka 
uurimissuuna kujunemine diferentsiaalgeomeetrias, kuni järjest 
tõhusamaks muutuv töö annab saj andi lõpul niisugused püsiva 
väärtusega uurimused, nagu Molieni ja Bohli väitekirjad. 

Ei tahaks märkimata jätta üht iseloomulikku joont - üsna 
mitmed tartlaste tööd, mida praegu loetakse klassikalisteks, olid 
pikka ·aega unustuse hõlmas. Tartu matemaatikute prioriteet nen
des küsimustes selgus märgatava hililiemisega. Nii oli see M. Bar
telsi, K. Petersoni, P. Bohli, suurelt osalt ka T. Molieni puhuL 
lV\eie päevade eesti matemaatikute ülesandeks jääb uurida tähele
panelikult oma eelkäijate pärandit, mis võib sisaldada veel mõn
dagi väärtuslikku. 

ARVAMUSI MATEMAATIKAST 

Mul on onu, kes väidab, et pole muud· vaja, kui vaid kuskilt hullumajast 
või peast nikastanute haiglast mõni välja tuua - ja see välj'ltoodu on kindlasti 
parim matemaatik. Mina ütlen selle kohta, ja nii arvab ka Dirichlet, et oleks 
küll mõeldav väita, et kogu matemaatika on teatav ebanormaalsuse Liik, kuid 
sellepärast ei tarvitse 'veel igasugune hullus matemaatilise iseloomuga olla . .. 
Kui ma sellele onule näidete varal suure vaevaga olin selgeks teinud, kuidas 
kujul 4n +J esitatavad algarvud lagunevad kahe ruudu summaks, aga algdrvud' 
4n + 3 mitte, siis arvas ta: «See on igatahes küll üpris kummaline, aga selleks, 
et niisuguse asja peale üldse tulla, läheb ilmtingimata tarvis hullumeelsuse kõige 
kõrgemat kraadi: juba algarv on üks tohutu jama, ja nüüd nad võtav2d kätte· 
ja teevad veel vahet 4n + J ja 4n + 3 vahel, no siin lõpeb küll igasugune aru 
otsal» Kulla valmistamise kunst olevat igatahes hulga etem. Ja see on minu 
sugulastest veel k{iige sq/ gema peaga/ 

Eisensteini 1 kirjast M. A. Sternile ( 1848) 

i Gotthold Eisenstein ( 1823-1852) -- tuntud saksa algebraist. 
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Kuidas nlinust sai nuttenuurtik 1 

A. N. K~lmogorov 

Matemaatilise «avastamise» rõõmu 
sain ma juba varakult tunda, siis kui 
ma viie-kuueaastaselt märkasin seadus
pärasust 

1 = /2 
1 + 3 =e= 22 

J +3-f-5= 3'2 
J + 8 + 5 + 7 = 42 jne. 

Meie kodus Jaroslavli lähedal asu
lasid mu tädid väikese kooli, kus tol
leaegse ped~googika kõige uuemate ret
septide järgi õppis kümmekond mit
mesuguses vanuses last. Koolis anti 
välja ajakirja «Kevadised pääsukesed». 
Selles ilmus minu avastus. Samas aval
dasin ka enda väljamõeldud aritmeeti
kaülesandeid. 

Seitsmeaastaselt otsustati mind 
panna E. A. Repmani eragümnaasiumi 
Moskvas. Selles radikaalselt meelesta
tucP intelligentide ringkonna poolt or
ganiseeritud gümnaasiumis oli huvitav 
öppida. Gümnaasium, ktls õppisid koos 
nii poisid kui tüdrukud (poeglaste 
gümnaasiumi programmide järgi), oli 
pidevalt sulgemisohus. Suurepärased 
tulemused eksamite!, mida kuulas ka 
«ringkonna esindaja», olid meile kõi
gile kohusetunde ja au küsimus. Opin
~ud olid korraldatud omapäraselt. 
Oksvahe õppisin ma matemaatikat üks 
klass eespool kui teisi aineid. 

Muide, ajutiselt said ülekaalu huvid 
teiste teaduste vast.u. Esimese sügava 
-----

. 1 See artikkel ilmus akadcemiku ja 
sotsialistliku töö kangelase A. N. K o 1-
mo g o r o vi, NSV Liidu ühe silma
paistvaima maiemaatiku 60 aasta juu
beli tähistamiseks ajakirjas «Ügonjok» 
nr. 48, 1963. a. (Tõlkinud H. 0 i g-
1 a n e). 

mulje teadusliku uurimistöö jõust ja 
tähtsusest tekitas mulle K. A. Timirja
zevi raamat <rTaimede elu». Seejärel 
innustusin ma koos ühe sõbraga (N. A. 
Seliverstoviga) ajaloost ja sotsioloo
gias/.· See huvi oli nii tõsine, et minu 
esimene teaduslik ettekanne, mille te
gin 17-aasta~na Moskva ülikoolis pro
fessor S. V. Bahrusini seminaris, oli 
referaat maavaldus/est Novgorodis. 
Selles ettekandes, tõsi küll, sai XV
XVI sajandi käsikirjade analüüsimisel 
kasutatud mõningaid matemaatilise 
tõenäosusteooria võtteid. 

Aastatel 1918-1920 ei olnud elu 
Moskvas kerge. Koolides õppisid tõsi
selt ainult rzeed, kellel oli selleks kül-
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/alt püsivust. 1919.-1920. a. tuli mul 
koos vanemate kaaslastega sõita Kaa
san-J ekaterinburgi (praegune Sverd
lovsk) . raudtee ehitusele. Ma õppisin 
töö kõrval iseseisvalt edasi j_a valmis
tusin eksternina keskkooli lõpueksa
meid andma. Moskvasse tagasi jõud
nud, pettusin ma mõnevõrra: mulle anti 
kooli lõputunnistus kätte, ilma et oleks 
hakatud vaetra nägema minu eksami
neerimisega. 

Sel' ajal loeti tehnikat kuidagi tõsi
s emaks ja vajalikumaks kui puhast tea
dust. Astusin ülikooli matemaatikaosa
konda, kuhu võeti kõiki soovijaid ilma 
eksamiteta, ja samaaegselt M(mdelejevi 
instituudi metallurgiateaduskonda, kus 
nõuti sisseastumiseksamit matemaati
kast. Kuid varsti kaalus huvi matemaa
tika vastu üles kõik mu kahtlused ma
temaatiku elukutse aktua~Llsuses. Kui 
ma olin esimeste kuude jooksul and
nud ära kõik esimese kursuse eksamid, 
sain teise kursuse üliõpilasena pealegi 
veel õiguse kuueteistkümnele kilole lei
vale ja ühele kilole või/e kuus, mis tä
hendas tolleaegsete arT.Jsaamiste järgi 
juba täielikku materiaalset heaolu. Rii
ded olid mul olemas ja puutallaga kin
gad tegin endale ise. 

Muide, vajadus teenida lisa selle
aegsete napile stipendiumile viis mind 
aastatel 1922-1925 keskkooli. Oma tööd 
V NFSV Hariduse Ralwakomissariaa
di Potõlihhinski katse- ja näidis8oolis 
meenutan veel praegugi heameelega. 
Ma õpetasin matemaatikat ja füüsika! 
(sel ajal ei kardetud usaldada ühek
sateistkümneaastase/e õpetajale kahte 
öppeainet korraga) ning võtsin kooli 
elust väga aktiivselt osa, olles kooli
nõukogu sekretär ja internaadis kasva
taja. 

Olikoolis käisin ma ainult· erikur
sustel ja seminaridel. Teisel kursusel 
tegin oma esimesed iseseisvad teadus
likud tööd. Hakkasin tegelema profes
sor V. V. Stepanovi juures trigono
meetriliste ridade teooriaga koos oma 
lähedase sõbraga, erakordselt silma
paistva ning andeka matemaatikuga 
G. A. Setiverstaviga (mõlemad vennad 
Setiverstavid hukkusid Suures Isamaa
sõjas). Minu esimesteks juhendajateks 
ülikoolis olid peale V. V. Stepanovi veel 
V. K. Vlassov, P. A. Aleksandrov, P,. S. 
Urõsson. Veidi hiljem sain N .. N. Lu
zini õpilaseks. 
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Päris harilikul ja seaduspärasel vii
sil olid kõik mu esimesed tööd pühen
datud üksikute, juba ülesseatud raskete-

• iUesannete lahendamisele. Hiljem hak
kasin koos A. J. Hintsiniga looma uut 
uurimiss u u n d a oma matemaatilise[ 
põhialal - tõenäosusteo'orias. 

Kogu minu edasises töös omandas 
suure tähtsuse koostöö andekate õpi
lastega, kes hiljem said juhtivateks 
teadlasteks ühes või teises uurimissuu
nas, nagu näiteks I. M. Gelfand funkt
sionaalanalüüsis, S. M. Nikolski funkt
sioonide lälzendamises polünoomidega, 
A. M. Obuhhov turbulentse liikumise-

• uurimises või kõige viimastel aastatel 
V. I. Arnold «väikeste nimetajate{!a» 
seotud diferentsiaalvõrrandite teooria 
meetodite väljatöötamises. 

1920. aastast alates on kogu minu 
tegevus seotud Moskva ülikooliga. 

Tegeldes teatud eduga ja mõnikord· 
ka kasuga matemaatika praktilisel ra
kendamisel küllaltki laias valdkonnas, 
olen põhiliselt ikka puhta matemaatika 
esindajaks jäänud. Olles vaimustatud 
matemaatikutest, kellest on saanud 
meie tehnika suurmehed, ja hinnates 
täiel määral arvutusmasinate ja küber
neetika tähtsust inimkonna tuleviku 
iaoks, arvan siiski, et puhas matemaa
tika oma traditsioonilises aspektis et 
ole veel kaotanud seaduspärast aukoh
ta teiste teaduste hulgas. Hukatuslikuks 
võib talle saada ainult matemaatikute 
liiga terav jagunemine kahte voolu: 
ühed kultiveerivad abstraktseid uusi
maid matemaatikaharusid, orientereru
mata selgelt nende seoses reaalse maa
ilmaga, mis rieid on sünnitanud, tei
sed tegelevad «rakendustega». ilma et 
tungiksid nende teoreetiliste aluste am
mendava analüüsini. Seepärast taha.k
sin ma lõpetuseks rõhutada, kuivõrd 
seaduspärane ja väärikas on positsioon, 
mülel asub puhta matemaatika esin
daja, kes mõistab oma teaduse kohta 
ning osa loodusteaduste, tehnika ja ka 
kogu inimkonna kultuuri arengus ning 
kes on võimeline arendama oma tea
dust vastavalt neile nõuetele. 

Noored; kes tunnevad kutsumust 
seda teed mööda minna, ei tarvitse 
karta, et nad osutuvad meie maal vä
hem vajalikeks inimesteks ja teevad 
mingit liigset või vähem aktuaalset 
tööd kui agronoomid, insenerid, füüsi
kud ja kübemeetikud. 



üKS VAJALIK RAAMAT 

E. Jürimäe 

Riikliku Kõrgema ja Kesk-erihari
duse Komitee teaduslik-metoodilise ka
bineti väljaandel ilmus hiljuti mate
maatika metoodiliste artiklite kogu
mik1, mis metoodiHse materjali kõrval 
pakub ka teatud populaarse sisuga pa
lu. Ei saa märkimata jätta, et eesti
keelses trükisõnas on see üks esimesi 
sellelaadilisi väljaandeid. Siin on puu
dutatud küsimusi, mis sageli praktikas 
esinevad, kuid millest kuskil ei kirju
tata. Sellest uudsusest on ka tingitud 
kogumiku põhilised head ja halvad kül
jed. 

Heaks küljeks on eelkõige materjali 
värskus. Sisu poolest seisab enamik 
artikleid koolimatemaatika ning kõrge
mates koolides õpitava vahepeal. Siit 
aga tuleneb, et otseselt ei ole artiklid 
nagu kellelegi adresseeritud. Tahaks 
loota, et järgnevate. numbritega saab 
vaadeldav kogumik endale konkreet
sema adressaadi. 

H. Espenbergi artikkel «Tarvilikkus 
ja piisavus» käsitleb kaht põhilist ma
temaatika mõistet, millele meie õ"peta
mise süsteemis on seni lubamatult vähe 
tähelepanu osutatud. Selles on artikli 
peamine väärtus. Kui kõnelda puudus
test, siis kohtume siin. ühe üldise väär
nähuga meie matemaatilises keeles, 
milleks on pöördsõna «orhama» kuritar
vitamine (näit. «arv omab kuju» lk. 
6, 7). Niisugune teiste keelte--wõjul tek
kinud keelepruuk on vaja matemaatili
sest kõnest välja juurida, sest see on 
eesti keelele võõras. Küsitavaks tuleks: 
lugeda ka väljendit «jagamisel annab 
arv jä~igi». Selle asemel tundub hoo
piski loomupärasem «jagamisel saame 
jäägi». Artiklist loeme veel (lk. 8), et 
mingi väite tarvilikuks tingimuseks ni-

1 Matem<tatika. Metoodiliste artik
lite kogumik. I. Tallinn, 1963. [62 lk.]. 
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metame iga järeldust, mida saab teha 
antud väite kehtivuse põhjal. Kas see
on tõesti nii? Oletame näiteks, et Jüri 
ütles Reinule: «Arvo j äi eile sarlakisse» 
(väide) ja Rein vastas Jürile: «Siis ta 
ei saa mitmel nädalal kooli tulla» (jä
reldus). Siin ei saa kõnelda <darvilikust 
I ingimusest»! Küsitav on ka näide võrd
sete kolmnurkade kohta (lk. 10). 

* 

0. Kaasiku artikli «Täielik indukt
sioon» puhul on väike etteheide toime
tajale. Lugemisel jääb mulje, et lk. 14, 
15 jt. on tegemist teoreemidega, kuid 
tegelikult on seal vaid eelnevate teoree
mide rakendamine. Seda aga oleks saa
nud trükipildi abil vältida. Kogumikus 
esineb ka mujal üksikuid toimetamisel 
kõrvaldamata jäänud vigu ning ebaüht
lusi, kuid need üldiselt ei sega luge
mist. Näiteks lk. 31 (enne valemit (3)) 
esineb «jagatis Q (x) » asemel «jagaja 
Q (x) », lk 20 (all) peaks väljend 
«Pascali kolmnurk» olema ühtiuse mõt
tes sõrendatud, jne. 

Kogumiku viimane artikkel (H. Sil
ling, Rohkem tähelepanu kordamisele!) 
sisaldab liialt vähe üldistavat mater
jali, kuigi artikli autoril oleks olnud 
oma ametikoha tõttu seda suhteliselt 
kerge hankida. Toodud näidisülesanne
tes esineb ebatäpsusi. Tekib küsimus. 
kas me saame kõnelda võrra.ndi Jahu
tamisest tegureiks (ülesanne 8}"? Oles
annete sõnastused pole stiiliiisett head 
(näiteks ülesanne 18), kohati puuduvad 
ülesannetes kirjavahemärgid (näit. 
ülesanded 22-25, 29 jne.). 

üksikutele puudustele vaatamata on 
vaadeldav kogumik hea lisa meie na
pile matemaatilisele lugemisvarale. Te
da võivad oma töös edukalt kasutada 
nii meie keskkoolide õpetajad kui õpi
lased ning sealt saame peale metaadi
liste märkuste teatud täiendust ka ma
temaatika aineringide tarbeks. 

* 
Need, kes on loomu poolest arvutamises osavad, näitavad üles teravmeel

sust peaaegu et kõigis tcadustes. . . seetõttu ei tohi seda teadust hooletusse 
jätta, vaid teda tuleb õpetada vaimult õilsaimatele. 

Platon 
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·\ Ud.BR/\ SUVE KOOL KA.ÄRI KUL 

Jevgeni GabovitS 

I ildilll' algebra on tänapäeva al
·~vbra Uihtis haru, mille uurimismeeto
deid ja tulemusi kasutavad paljud tei
sed matemaatilised distsipliinid. 

Algebra sõjajärgne kiire areng Nõu
kogude Liidus põhjustas vajaduse tu
gevdada sidemeid eri linnade algeb
raistide vahel, eriti kuna kirjastusolu
dest tingituna saadi uurimistulemustest 
teada sageli mitmeaastase hilinemisega 
ning esines tööde kordamisi erinevate 
autorite poolt. 1958. a. toimuski Moskva 
Riikliku Olikooli algebra kateedri juha
taja, tuntud nõukogude algebraisti prof. 
Aleksander K u r o s i initsiatiivi! 
Moskvas esimene üleliiduline algebra
.alane konverents ehk üleliiduline üldi
se algebra kollokvium. Järgmisel 
aastal Moskvas peetud teisel kollokviu
mi! otsustati edaspidi organiseerida 
.niisuguseid kokkutulekuid igal aastal ja 
erinevates kohtades. Nii toimus kolmas 
kollokvium 1960. aastal Sverdlovskis, 
neljas 1962. a. Kiievis ja viies 1963. · a. 
Novosibirskis. 1961. aastal ametlikult 

kollokviumi ei olnud, kuid faktiliselt 
viidi see läbi Leningradis, kus sel aas
tal toimus IV üleliiduline matemaatika 
kongress. Novosibirski kollokviumi! 
otsustati kuues kollokvium korraldada 
1964. a. Minskis. 

Kollokviumide organiseerimine tõi 
nõukogude algebrale suurt kasu. Uute 
tulemustega tutvumine, otseste kontak
tide loomine algebraistide vahel, dis
kussioonidest osavõtt - kõik see on 
äärmiselt vajalik .igale teadlasele, eriti 
noorele. Kollokviumide plenaarettekan
ded, samuti kõigi ettekannete ning lühi
teadaannete teesid avaldati nõukogude 
juhtivates matemaatikaajakirjades ja 
sealjuures küllaltki operatiivselt . 

Oleliidulistel kollokviumidel kui 
nõukogude algebraistide omavahelise 
kontakti vonnii on aga ka mõningaid 
puudusi. Kollokviumist osavõtjate arv 
on tavaliselt suur, ligi kolmsada. Kol
lokviumi kestus on aga võrdlemisi lühi
k~ (6-8 päeva) ning töökava seetõttu 
väga pingeline. See raskendab tutvu-

Grupp suvekoolist osavõtjaid. Vasakult paremale V. Vagner, J. Hion, J. Ljapin, 
L. Sevrin, L. Gluskin, B. Plotkin ja V. Viljatser. 
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mist kogu pakutava hiiglasuure infor
matsioonihulgaga. Eriti raske on noor
tel algebraistidel, keda huvitavad tihti 
mitte üksikud uued tulemused, vaid see, 
kuidas need on saadud. 

Nii kujunes pikapeale arvamus, et 
täienduseks kollokviumidele oleks õige 

kiitis selle ettepaneku heaks ja moodus
tas suvekooli läbiviimiseks organiseeri
va komitee, kelle ülesandeks jäi selgi
tada suvekoolist osavõtjate arv ning 
koostada töökava. 

Esimene suvekool üldises algebras 
toimus 12.-24. augustini 1963. a. TRO 
spordibaasis Kä~irikul. Suvekoolist võt
tis osa 44 matemaatikut, neist neli 
teaduste doktorit (professorid V. Vag
ner Saraatovist, L. Gluskin Kommu
narskist, J. Ljapin Leningradist ning 
B. Plotkin Riiast) ning kaksteist tea
duste kandidaati. Osavõtjaid oli ~aabu
nud paljudest Nõukog-ude Liidu linna
dest, sealhulgaJ Svcrdlovskist üheksa, 
Leningradist ja Riiast neli, Moskvast, 

6 Matemaatika ja kaasaeg Il 

korraldada algebra-alaseid koole. Esi
mese niisuguse kooli organiseerimise 
initsiatiiv tuli Tartu Riiklikust Olikoo
list, kelle nimel TRO algebra ja geo
meetria kateedri dotsendi k. t. J. Hion 
esines viimasel Novosibirski kokkutule
kul vastava ettepanekuga. l(ollokvium 

Novosibirskist, Minskist ja Kisinjovist 
kr:tks ning Saraatovist, Kommunarskist, 
Permist ja Odessast üks. Peale nende 
tegid suvekooli kaasa Tartu algebrais
tid ning üksteist TRü matemaatikaosa
konna üliõpilast. 

Suvekoolis peeti kokku 21 ühe- kuni 
kolmetunnilist loengut. Enamus neist 
andis ülevaate mingist laiemast prob
leemide ringist. Rühmateooria valdkon
nast väärib märkimist leningradlase 
A. R uk oI ai n e ettekanne rühmade 
esitustest ning Sverdlovski matemaati
kute J. G o rt s ak o v i, V. V i 1 j at
s e r i, A. S t a r o s t i n i j a V. B u s
s a rk i n i ettekanded erinevatest rüh
made klassidest ning rühmade auto-
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1 r dr·.. l11rviJ,!a kuulasid 
.\. '"·'·"d,rlll l~iia professori 

11 I' 1 .. 1 1. 1 rt, ··tlckandeid, kes luges 
, .. .1. "'"·' 1'111:! ;r. si·q.Osel TRO külali
. , '"' rrrllfll.rklloria erikursust ja kelle 
l•·.tdrt·.lrkttd II11vid on lähedased tart
lw.t.- o1nadele. 

Professor J. L j ap i n andis oma 
lo!'IIJ.!utes ülevaate poolrühmateooria 
tiinapäevasest arengutasemest Pool
rühmateooriale olid pühendatud ka 
prof. L. G I usk i n i, Leningradi maie
maatiku A. Ai zen st at i ning Sverd
lovski algebraisti L. S ev rin i ette
kanded. 

Algebra ja geomeetria piiril oleva
test küsimustest rääkis oma ettekanne
tes prof. V. Va g n e r. 

Märkimist väärivad veel noorte al
gebraistide K. Zevlakovi ja J. Gu
rev i t s i ettekanded, kellest esimene 
esines silmapaistvalt hea ülevaatega 
ringide nilpotentsusest, teine käsitles 
klassikalise algebra ja loogika piirde
probleeme. 

Tartlastest esinesid suvekoolis 
H. õ i g 1 an e teemal «Üldistatud rüh-

made esitused» ning algebra ja geo~ 
meetria kateedri juhataja dots. 0. L u
m i s t e ettekandega «Mõningaid al
gebralisi probleeme seoses geomeetria 
alustega» . 

Kooli töö oli organiseeritud selliselt. 
et kõik ettekanded toimusid päeva esi
mesel poolel. Seega jäi aega nii tea
duslike kontaktide loomiseks kui ka 
puhkuseks. Oli .iu suvekoolist osavõt
jate käsutuses Kääriku spordibaasi uju
la ning spordiväljC!k. Korraldati jalu
tuskäike Kääriku ümbrusesse, Pühajär
vele ja Otepääle, pikem ringsõit mööda 
Lõuna-Eestit ning- pärast kooli amet
likku lõpetamist - ühine ekskursioon 
Tallinna. 

Suvekooli organiseerimise esimest 
katset võib ilmselt õnnestunuks pidada. 
Seda tõendab ka koolist osavõtjate 
ühine kiri TRO rektorile, milles täna
takse selle ürituse korraldajaid ja muu
seas öeldakse: «Sellise kooli töö esime
sed kogemused näitavad, et kooli orga
niseerimine õigustas ennast täielikult 
ning tõi vaieldamatut kasu.» 

TARTU MATEMAATIKASEMINAR 

E. Tiit 

Oma teist tööaastat alustas 1962. 
aasta lõpul loodud LUS-i ülelinnaline 
matemaatikaseminar 16. oktoobril koos
olekuga, mis oli pühendatud Noorte 
Matemaatikute Kooli tööle. Ettekan
dega eelneva aasta töökogemustest esi
nes Noorte Matemaatikute Kooli direk
tor, TRO vanemõpetaja K.. Soo net s; 
järgnes elav mõttevahetus, millest võt
sid osa ka mitmed keskkoolide õpeta
jad. Arutelu tulemusena jõuti otsusele: 
kooli struktuur vajab muutmist nii, et 
oleks võimalik kaasa tõmmata ka Tar
tust kaugel elavaid õpilasi ning selleks 
tuleks tööle rakendada rohkem jõude 
keskkooliõpetajate hulgast TRO õppe
jõudude juhendamisel. 

Järgnes seeria ettekandeid Eesti 
NSV TA Füüsika ja Astronoomia 1nsti
tuudi matemaatikarühmalt 

R. Jürgen so n rääkis seminaris 
30. oktoobril oma valminud dissertat
sioonist «Diferentsmeeh>di veahinnan-
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gust suvalist järku diferentsiaalvõrran
di rajaülesande lahendamisel» ning seal 
saadud tulemustest. 

A. N i I so n i ettekanne «F AI ma
sinarvutusjaam», milles oli juttu insti
tuudi matemaatikarühma uurimissuun
dadest ja analüütiliste arvutusmasinate 
kasutamise perspektiividest, toimus 13. 
novembril. 

Järgnevas seminari s, 27. novembril, 
kõneles E. Tiit faktoranalüüsi roate
maatilistest ja statistilistest probleemi
dest. 

Suurim arv osavõtjaid oli aasta vii
masel, 11. detsembril toimunud semina
ril, kus matemaatikute külalisena rääkis 
F AI teoreetilise füüsika sektori noorem 
teaduslik töötaja V. Unt rahvusvahe
lisest relativistide suvekoolist Prantsus
maal ja üldise relatiivsusteooria prob
leemidest. Ettekande esimeses osas ja
gas lektor muljeid oma kahekuuliseit 
viibimiselt ühes parimate traditsiooni-



dega suvekoolis Prantsuse Alpides, kõ
neles selle organisatsiooniiisest küljest 
ning näitas kaasatoodud materjale ja 
pilte. Seminari teises osas olid kõne all 
üldise relatiivsusteooria mitmesugused 
matemaatilist laadi probleemid ja ras
kused ning uuemad suunad nende la-

hendamisel. V. Unt oli seega esimeseks 
mittematemaatikuks, kes esines mate
maatikaseminaris ettekandega naaber
aladel tekkinud matemaatiliste problee
mide kohta. 

Seminar jätkab oma tööd järgmisel 
semestril. 

NOORTE MATEMAATIKUTE KOOL 

K. Soonets 

Tänapäeval vajavad kõik teadusharud 
inimesi, kes vähemal või rohkemai 
määral suudaksid rakendada matemaa
ti)isi uurimismeetodeid. Põhilise töö 
matemaatika-alaste algteadmiste and
misel kasvavale põlvkonnale teevad 
matemaatika õpetajad koolides. See toi
mub matemaatika tundides ja klassi
väliselt matemaatikaringides. Klassivä
lise töö üheks uueks vormiks on nn. 
noorte matemaatikute koolid. 

Juba 1934/35. õppeaastal loodi 
Moskvas NSVL TA V. A. Steklovi ni
melise Matemaatikainstituudi juurde 
matemaatikaring keskkoolidele. Seal 
esinesid õpilastele loengutega tolle aja 
nimekamad matemaatikud. Järgmisel 
aastal viidi ring üle .Moskva Riikliku 
Olikooli juurde, kusjuures loodi sekt
sioonid matemaatiliste distsipliinide ja 
keskkooli klasside järgi. Toimusid ka 
kõigile ühised loengud, mille eesmär
giks oli tutvustada õpilastele niisugu
seid kaasaja matemaatika probleeme, 
mis koolikursusse ei kuulu. Osal loen
gutel käsitleti süvendatult ka koolikur
suse küsimusi. Sektsioonide tegevus oli 
korraldatud vestluste ja ülesannete la
hendamise vormis. Tolleaegse töö puu
d-usteks tuleb lugeda temaatika juhus
likku valikut ja erinevail aastail käsi
teidava materjali sisulist mittejärgne-
vust . 

Uueks etapiks klassivälises töös ma
temaatika alal kujunesid kindla põhi
kirja ja programmiga noorte matemaa
tikute koolid. Alates 1959. aastast kor
raldati matemaatikaringide töö selliselt 
ümber ""Moskvas ja Ivanovos. Järgmis
tel aastatel alustasid tööd analoogili
sed koolid reas teistes linnades, nagu 
Kalininis, Kisinjovis, Saraatavis jm. 

Oppeaeg noorte matemaatikute koolides 
on 2-3 aastat. Kokkutulekud toimuvad 
1-2 korda nädalas kestusega 2 tundi. 
Kõigi koolide programmidele on ise
loomulikud sellised teemad, nagu arvu
teooria põhimõisted, matemaatilise loo
gika alused, lineaarvõrrandite süstee
mid ja determinandid, elementaarfunkt
sioonid, funktsiooni piirväärtus, tuletis 
ja diferentsiaal, Lobatsevski geomeet
ria elemendid . .Mõnedes koolis· käsitleti 
ka topoloogia, küberneetika, mängu
teooria ja tõenäosusteooria põhimõis
teid jms. Noorte matemaatikute koo
lide töö korraldamisest võtavad osa 
kõrgemate õppeasutuste õppejõud, üli
õpilased ja keskkooliõpetajad ühiskond
likel alustel. 

Novosibirskis 'korraldati 1962. a. Si
beri koolide õpilastele kahevooruline 
ülesannete lahendamise olümpiaad. 
Olümpiaadi! silmapaistnud õpilased 
kutsuti Novosibirskisse suvelaagrisse, 
kus neid tutvustati matemaatika ak
tuaalsete probleemidega. 1963. a. jaa
nuaris alustas sealsamas tööd täppis
teadusliku kallakuga internaatkool. . 

Noorte matemaatikute koolide 
senises töös on välja kujunenud kaks 
põhisuunda. Osa koole seavad oma ees
märgiks õpilaste üldise tutvustamise 
matemaatika probleemidega. Teistes 
koolides on aga pearõhk pandud käsit
letavate küsimuste põhjalikumale oman
damisele, kusjuures temaatika on pii
ratum. 

Tartus asutati Noorte Matemaati
kute Kool TRO matemaatikute initsia
tiivi! 1961. a. veebruaris. Oppetõõ vor
miks valiti pühapäeviti toimuvad loen
gud. Kahel esimesel õppeaastal toimu-
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111 lt>t ll~:ltd l~al pitliapiieval a 2 tundi. 
I'"•~' :1 ~~~~i~l·sl alates toimuvad loen-
1:lld 11!.- niidala kestusega 3 tundi. 
1\uoli f(,;·,d juhib ühiskondlike! alustel 
ti•i•lav '1 liikmeline kooli nõukogu. Nõu
l,ogtt peab kontakti keskkoolidega ja 
hoolitseb loengute temaatika eest. 
]\ooli töös on seni domineerinud mate
maatika üksikuid probleeme tutvuslav 
suund. 

Osavõtt loengutest oli tavaliseli 
õppeaasta alguses võrdlemisi aktiivne, 
kevadeks aga loengutest osavõtjate arv 
kahanes. Loengute kuulajad olid val
davas enamikus X ja XI klassi õpila
sed. Lisaks Tartu koolinoortele käis 
loengutel ka Puhja ja Lähte keskkooli 
õpilasi. 1962/63. õppeaastal korraldati 
Noorte Matemaatikute Koolis ülesanne
te lahendusvõistlus. Parimaid tulemusi 
saavutasid Tartu I keskkooli matemaa
tikaklassi õpilased ja kaks õpilast Tartu 
V keskkoolist. Kahel viimasel aastal 
autasustati aktiivsemaid loengutest osa
võtjaid ja ülesannete lahendusvõistluse 

parimaid cliplornite ja rnälestuseseme
tega .. 

Tartu Noorte Matemaatikute Koo
lis peetud loengutel on käsitletud väga 
mitmesuguseid probleeme. Suhteliselt 
suure osa moodustasid võrrandisüstee
mide, võrrandite ja võrratuste lahen
dusmeetodid. Tutvuti kaasaegsete ar
vutusmasinatega, käsitleti mänguteoo
ria ja küberneetika küsimusi ning mõ
ningaid lineaarse planeerimisega seo
tud ülesandeid. Omaette tsükli moodus
tasid rühmateooria algmõisted ja nen
de rakendused. Kahel loengu! käsitleti 
loogiliste ülesannete lahendamist koos 
matemaatilise loogika elementidega. 

Senised . kogemused näitavad, et 
Noorte Matemaatikute Kool on end 
igati õigustanud. Sellepärast on aeg 
asuda töö laiendamisele: tuleks kaasa 
haarata ka vabariigi teiste keskuste 
õpilasi, välja töötada püsivad program
mid jne. Selles suunas praegu toimu
vate ettevalmistuste käigus on teretul
nud kõigi asjasthuvitatute ettepanekud. 

t· PROF. KANGRO JUUBEL 

Teed siin meeldiva Maa peal poolsada aastat ju käidud. 
nüüd analüüsida võib 

töid, mida teinud on mees. 
Kuid kes jookseks kiirelt ning tooks arvuti appi, 

et summeeritud saaks 
kõik tema väärikad teod!? 

Kõrget au on ju väärt see mees, kes kõrgema mati 
kõrgusis hirmu ei tea, 

teisigi toetada võib. 
Kaksteist last. - aspiranti Te käe all kõndima õppind 

(pluss veel need kolm last, 
· kes «isa» ütlevad Teil'). 

Kuid hajuvaid ridu koondada on veel nii väga palju -
selleks soovime, et 

Jõud Teil otsa ei saaks! 

(P.-E. Rummo) 
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1963. aasta lõpul toimus Eesti NSV 
matemaatikaelus meeldejääv sündmus: 
tähistati meie vabariigi kaasaegse ma
temaatika koolkondade rajaja ja rah
vusvaheliselt tuntud teadlase, füüsika-

ja matemaatikadoktori professor Gun
nar Kangro 50-ndat sünnipäeva. 

TRO matemaatikaosakonna poolt 
21. novembril organiseeritud piduliku 
koosoleku avas prof. 0. Lepik, tehes 
ühtlasi teatavaks juubilari autasusta
mise Eesti NSV ülemnõukogu Presii
diumi aukirjaga. ülevaate juubilari 
elust ja tööst andis dots. ü. Kaasik. 

Järgnesid ettekanded matemaatika
osakonna isetegevuslastelt, muuhulgas 
kanti esmakordselt ette P.-E. Rummo 
luukius prof. G. Kangro juubeliks. 
Klaveril esines endinc matemaatik, 
praegune klaverikunstnik Mall Sarv. 

Oma kolleegi ja kunagist kaasüli
õpilast õnnitles prof. H. Keres, meenu
tades ühiseid üliõpilasaastaid . Rohke
arvulisi tervitusi tõid oma õpetajale 
kolleegid ja õpilased Tartu Riiklikust 
Olikoolist, Tallinna Polütehnilisest Ins
tituudist, Eesti Põllumajanduse Al<a
deemiast, Eesti NSV Teaduste Akadee
mia asutustest - Küberneetika Insti
tuudist, Füüsika ja Astronoomia Insti
tuudist ning mujalt. 

Loeti ette ka teistest Nõukogude
maa kõrgematest õppeasutustest saabu
nud tervitustelegram~id. 

Prof. G. Kangro! 6nnitleb tema kunagine kaasüliõpilane prof. H. Keres. 
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UUSI TEADUSTE KANDIDAATE 

21. veebruaril 1964. a. kaitses oma 
väitekirja «Uurimused eukleidilise ruu
mi mitmemõõtmeliste pindade teoo
riast» TRO arvutuskeskuse töötaja 
Rünno Mullari. Tööd juhendas dots. 
0. Lumiste, oponeerisid füüsika-mate
maatikadoktor A. Vassiljev ja füüsika
matemaatikakandidaat V. Goldberg. 

Väitekirjas vaadeldakse m-mõõtme
lisi pindu v/11 n-mõõtmelises eukleidi
lises ruumis Rn ,ja üldistatakse sellele 
juhule rida klassikalise pinnateooria 
mõisteid ning tulemusi. Lähemalt uuri
takse kaht pindade klassi, millest ühte 
lihtsaima erijuhuna kuulub tuntud Clif
fordi pind, teise aga - s. o. maksi
maalselt sümmeetriliste pindade kla.ssi 
- tasand ja sfäär. Pindade uurimisel 
rakendatakse originaalset metoodikat. 

TRü Füüsika-Matemaatikateadus
konna nõukogu otsustas R. Mullariie 
omistada füüsika-ma tcmaatikakand i
datJdi kraadi. 

Rünno Mullari on sündinud Tallin
nas 7. detsembril. 1931. a. Ta lõpetas 
1949. aastal Tallinna I keskkooli, kus 
tema matemaatika õpetajaks oli 
F. Männik. Tartu Riikliku ülikooli 
matemaatikaosakonna lõpetas R. Mul
tari 1960. aastal. 
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13. märtsil 1964. a. kaitses väi
tekirja «Diferentsiaalvõrrandite ligi
kaudse lahendamise meetodite veahin
nangust» ENSV TA Füüsika ·ja Astro
noomia Instituudi noorem teaduslik 
töötaja Rein Jürgenson. Tööd juhendas 
dots .. E. Tamme, oponeerisid füüsika-ma
temaatikadoktor prof. G. Kangro ja füü
sika-matemaatikakandidaat L Kivistik. 

Väitekirjas antakse veahinnangud 
mitmetele praktikas kasutatavatele dife
rentsiaalvõrrandi ligikaudse lahendami
se ·meetoditele (lähedaste diferentsiaal
operaatorite meetod, Newtoni meetod, 
diferentsmeetod). Olulisi tulemusi on 
saadud diferentsmeetodi uurimisel. Di
ferentsmeetodi veahinnangute leidmisel 
kasutab autor originaalset metoodikat, 
mis põhineb nn. diskreetse Greeni 

• funktsiooni kasutamisel. R. Jürgensoni 
.tulemused on praktikas hästi rakenda
tavad. 

TRO Füüsika-Matemaatikateadus-
konna nõukogu omistas R. Jürgensa
nile filiisika-matemaatikakandidaadi 
teadusliku kraadi. 

Rein Jürgensan on sündinud Pärnus 
28. juunil 1936. a. Ta lõpetas 1955. 
aastal Pärnu L. Koidula nimelise 
Il keskkooli, kus talle matemaatikat 
õpetasid V. Nano ja A. Kuhi. Tartu 
Riikliku Olikooli matemaatikaosa
konna lõpetas R. Jürgensan .1960. a. 



PREMEERITUD üLiöPILASTOID 
Oliõpilaste teaduslike tööde 1962/63. 

-õppeaasta üleliidulisel konkursil sai 
NSV Liidu Kõrgema ja Kesk-erihari
·duse Ministeeriumi aukirja Jevgeni Ga
bovitsi tõö «Ynop51.1I.Ot.IeHHbie noJiy
rpynnbr II MX 3H.ll.OMOpQJII3Mbl» (juhen
daja dots. k. t. J. Hion). 

Eesti NSV vabariiklikul üliõpilaste 
teaduslike tööde konkursil võitsid esi
mese preemia (60 rbl.) Tõnu Mölsi töö 
-<<K KH6epHeTHt.IeCKOÖ TeOpHH 3BOJIJOU.HH» 
(juhendaja dots. L. Võhandu) ja Heino 
Türnpu «Mõnedest abstraktsete sum
meeruvuslegurile tüüpidest I I järku 
Rieszi menetluse jaoks» (juhendajad 
prof. G. Kangro ja dots. k. t. S. Ba
ron). Kolmas preemia (25 rbl.) langes 
Igor-Ivar Saarniidule, kes oli esitanud 
töõ «Diferentsiaalvõrrandi lähisJahendi 
vea hindamisest» (juqendaja dots. 
E. Tamme). Esile tõsteti Mati. Kilpi, 
kelle töö kandis pealkirja «Parempool
selt järjestatud poolrühmadest» (juhen
daja dots. k. t. J. Hion). 

ESIMENE LEND KESKHARIDUSEGA 
MATEMAATIKUID 

20. märtsil 1964. a. sooritasid TRO 
arvutuskeskuse juures kvalifikatsiooni
eksami meie vabariigi esimesed 32 
keskharidusega matemaatikut-prog
rammeerijat. Nendeks on A. H. Tamm
saare nimelise Tartu linna I Keskkooli 
XIc klassi õpilased, kes omandasid 
matemaatiku kutse tootmiseriala õppi
mise korras. 

Matemaatikute-programmeerijate et
tevalmistamist keskkooli ja TRO arvu
tuskeskuse baasil alustati Tartus 
1961. a. sügisel. Asja algatajaiks olid 

·eelkõige TRO õppejõud dots. 0. P r i -
n it s ja dots. 0. Kaas i k. Peamiselt 
Tartust, kuid osalt ka mujalt tulnud 
matemaatika-andelistest õpilastest 
moodustati omaette klass, mille tunni
plaan sisaldas tavalise keskkoolikur-

·suse kõrval rea eriaineid, nagu kõrgema 
matemaatika alused, arvutusmeetodid, 
elektronarvutid ja programmeerimise 
teooria. Samasugused klassid komplek
teeriii ka igal järgneval õppeaastal. 

Eriaineid õpetavad keskkoolis Tartu 
Riikliku Olikooli õppejõud ja arvutus
keskuse töötajad. Teoreetiliste ainete 
kõrval teevad õpilased läbi arvutus
meetodite praktika alates 9. klassist 
ning programmeerimise praktika elekt-

ronarvulii «l Jral-1~> al1llc!\ 10. kla~-.i I 
Kolme<~aslasl'd opillf,{lld lüpeud p1nl.. 
tikatööga, s. o. minf,{i kcerullarm1 prul• 
leemi iseseisva lall<'ndamlleKI J• \'•" 
tava programmi koostaml~e~a. mllltiC! 
järgneb kvalifikatsioonlekum. K61KIItt 
eksami sooritanud õpilastele Olftllll· 
takse matemaatik-programm~riJI kva· 
lifikatsioon ning erialaline kateiCM)rla. 

Käesoleva aasta programmwiJile 
lennust omandasid kõrgeima, s. o. 3. 
kategooria: 

I. E b re, Lembit 
2. II a I dr e, Tõnu 
3. K a I d a r u, Mart 
4. K a u r i, Ma i 
5. Kivi, Raal 
6. Lõhmus, Ann 
7. M ä eo j a, Virko 
8. 0 h v r i I, Hanno 
9. P i r k, Mart 

10. Sim m, Jaak 
11. Va i n e r, Anne 

2. kategooria matemaatik-program-
meerijaiks said: 

I. A 1 t toa, Heili 
2. E b re, Ev~ 
3. F u e h s, Ott 
4. Karu, Jaak 
5. -I< i ng u, Tiit 
6. .M. a r k, Anu 
7. Me o s, Matti 
8. Re i n t a m, Olev 
9. S a a g, Olle 

10. S a i m r e, Teo 
11. Sa k 1 a, Jaak 
12. S e i 1 e r, .M.argis 
13. So n n, Helbe 
14. Truu s, Andrus 
15. U r b a n i k, Tõnu 
16. V a r b h e i n, Olga 
17. Vari, Merike 

1. kategooria omistati järgmistele 
õpilastele: 

I. M ö I d r e, Hele-Mai 
2. S o m e I a r, Rein 
3. T r u u s, Ants 
4. Vari, Luule. 

Esimesele matemaatik-programmee
rijate lennule lisanduvad peatselt järg
mised. Praegu õpivad arvutusmatemaa
tika erialal 23 õpilast 10. klassis ja 
40 õpilast 9. klassis. Peale selle val
mistab keskharidusega matemaatika 
spetsialiste ette veel Tallinna I kesk
kool, kus 1962. ja 1963. a. sügisel asu
tati samuti klassid matemaatika süven
datud õpetamiseks. 



Kogumiku «Matemaatika ja kaas
aeg» käesolevas väljaandes jätkame ja 
täiendame eelmises vihikus alustatud 
ülevaadet Eesti NSV-s ilmunud mate
maatika ja teoreetilise mehhaanika ala
sest kirjandusest; ajaliselt hõlmab ni
mestik sedapuhku kogu 1963. aasta. 

Nimestiku koostas ühiskondliku töö 
korras Fr. R. Kreutzwaldi nim. Eesti 
NSV Riikliku Raamatukogu peabiblio
graaf E. Annus. 

RAAMATUD 

Harjutuste kogumik füüsika, keemia 
ja matemaatika alalt. Trt., 1963. 60 lk. 
(Tartu Riiklik Olikool). - Trükitud 
rotaprindil 2000 eks. 

H e n r i e h so n, B. Eksponentfunkt
sioon arvutusvahendina ja tehted juur
tega. Trt., 1963. 54 lk. (Opetajate ja 
kasvatajate töökogemusi. ENSV Vaba
riiklik Opetajate Täiendusinstituut.') 

J a k o b s o n, L. Eelisarvude süs
teem ja selle praktiline kasutamine. 
Tln., 1963. 16 lk. (ENSV Rahvamajan
duse Nõukogu Tehnilise Informatsiooni 
Büroo.) - Trükitud rotaprindil 450 
eks. 

Kaas i k, 0. ja 0 ja, A. Kübernee
tika põhisuundadest. Tln., ERK, 1963. 
39 lk. 

Ka Ila k, J. ja Lint s, A. Mate
maatika õpetamisest 3. klassis. Tln., 
ERK, 1963. 48 lk. 

Kotli, M., Oper, U. ja Peter
s e n, I. Elektronarvuti teadust ja rah
vamajandust abistamas. Tln., ERK, 
1963. 62 lk. 

Kr u Il, M. ja Puu sepp, E. Juhi
sed koormusarvutusteks tehases. Tln., 
1963. 52 lk. (ENSV Rahvamajanduse 
Nõukogu Tehnilise Informatsiooni Bü
roo.) - Trükitud rotaprindil 550 eks. 

Kujutav geomeetria. Harjutusüles
anded. Tln., 1963. 55 lk. (Tallinna Po
lütehniline Instituut.) -- Trükitud ro
taatoril 2000 eks. 

K u 1 1, L. Punkti liitliikumise kine
maatika. Trt., 1963. 28 lk. (Eesti Põllu
majanduse Akadeemia.) - Trükitud ro
taprindil 300 eks. 
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K u 11, I. Reaalmuutuja funktsioo
nide teooria. 2. tr. Trt., 1963. 157 lk. 
(Tartu Riiklik ülikool.) - Trükitud 
rotaprindil 300 eks. 

L e p a m a a, A. Metoodilised mater
jalid kaugõppe-ettevalmistuskursustel 
õppijaile õppeaines «Matemaatika». 
Tln., 1963. 19 lk. (Tallinna Polütehni
line Instituut). - Trükitud rotaprindil 
1000 eks. 

Mets, G. ja Peter s e n, I. Oldi
ne füüsika, kinemaatika ja sissejuhatus 
matemaatilisse analüüsi. Tln., 1962. 27-
lk. (Tallinna Polütehniline Instituut.) 
-- Trükitud rotaprindil 2000 eks. -
Sama ka vene k. 

P i h o, H. ja Te it e 1 ba u m, V. 
Arvutusmasinate kasutamine kolhoosi
des ja sovhoosides. Tln., ERK, 1963. 
84 lk. 

P r i n i t s, 0. Funktsionaalne sõltu-
vus, tuletis ja integraal keskkoolis. 
Tln., ERK, 1963. 206 lk. 

R ä g o, G. Kõrgem matemaatika. 11. 
Tln., ERK, 1963. 588 lk. 

R u ube 1, A. ja Riive s, S. Kuju
tava geomeetria koduseid harjuiusüles
andeid EPA kaugõppeteaduskonna üli
õpilastele. I vihik. Trt., 1963. 28 lk. 
(Eesti Põllumajanduse Akadeemia.) -
Trükitud rotaprindil 600 eks. 

s r 1 d e, 0. ja Re 1 V i k, H. Vektor
analüüsi algmed. Tln., 1963. 78 lk. 
(Tallinna Polütehniline Instituut.) -
Trükitud rotaorindil 1200 eks. 

Tamm e,· E. Arvutusmeetodid. IV. 
Lineaarsed võrrandsüsteemid. Trt.,. 
1963. 143 lk. (Tartu Riiklik ülikool.) 
- Trükitud rotaprindil 400 eks. 

Tiik ma, B. ja Re 1 vi k, H. Teo-
reetiline mehaanika. Programmid, me
loodilised juhendid ja kontrolltööd 
ka ugõppe üliõpilastele. I. Staatika. Tln., 
1963. 60 lk. (Tallinna Polütehniline 
Instituut.) - Trükitud rotaprindil 1200 
eks. 

Töötasu arvestuse mehhaniseerimi
sest ja ratsionaliseerirnisest klahvarvu
tusrnasinate abil. Tln., 1963. 16 lk. 
(ENSV Rahvamajanduse Nõukogu 
Keskraamatupidamine.) - Trükitud ro
taatm·il 350 eks. 



Opik keskkooli matemaatikakursuse 
kordamiseks. Abimaterjal sisseastujaile. 
I osa. Tln., 1963. 112 lk. (Tallinna Po
lütehniline Instituut.) - Pealk. ees 
autorid: E. Etverk, A. Garsnek, A. Kass 
[jt.] - Trükitud rotaprindil 5000 eks. 

ülesandf.!id ja harjutusi arvutami
seks arvutusmasinatega. Trt., 1963 39 
lk. (Eesti Põllumajanduse Akadeemia.) 
- Trükitud rotaprindil 400 eks. 
\ B H x Ma H H, <1>. A. 06o6meuuble 
MHOlKHTeJHf cyMMHpyeMOCTH. ABTOpe
Q>epaT. TaJJJJHH, 1963 10 e. (AKa)leMH)I 
Hayi< 3cTOH. CCP. OT.lleJJeHHe QlH3.
MaT. li TeXH. HayK.) - 250 3K3. 

J1 e n 11 H, M. H. 0 npn6JJHlKeHHOM 
Bbi'IHCJJemtn nuTerpaJJOB. AsTopeQ>epaT. 
TaJJJJHH, 1963. 13 e. (AKa.neMHH HayK 
3eToH. CCP. OT.lleJJeHHe QlH3.-MaT. H 
TeXH. HayK.) - 0Tne4aTaHO Ha pOTa
npHHTe 170 3K3. 

p 0 0 M eT e, C. flep'iJOKapTbl H HX 
npnMeueHne. TaJJJJHH, 1963. 163 e. (Co
BeT Hap. X03HHeTBa 3eTOH. CCP. 
BTH.) Bu6JJHorp. e. 125-162. 
npHJI.: 12 J]. 

e bl p My e, T. l1. TeopeMbl THD<l 
Mepcepa .li.JIH .naoiiublx nocJJe.llOBaTe~lb
HOCTeii. AsTope<jlepaT. TapTy, 1963. 
9 e. (TapTyeKHH roc. yH-T.) - 250 3K3. 

TH ii T, 3. A. 0 nepecTaHOBKe pH
.li.OB. AsTope<jlepaT. TapTy, 1963. 10 e. 
(TapTyeKHii roe. yu-T.) -- 250 3K3. 

PERIOODIKAS JA KOGUMIKKUDES 
ILMUNUD ARTIKLID 

Eesti NSV Teaduste Akadeerriia Toi
metised. Füüsika-matemaatika- ja teh
nikateaduste seeria. Tln., 1963, 

Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid 
(vene k., resümeed eesti ja inglise k.): 

S. U Im. Gradiendimeetodi interpo
latsioonanaloog. - P. Ha n k o. Relee
kontaktskeemide kvaasikordumatus. -
K. L e p p i k. Ekvidistandi korrigeeri
nisest freespinkide programmjuhtimiseL 
A. Männi I ja U. N i gu I. Elastse 
p1aadi pingeolukordadest sinusoidaal
sete painde lainete levimise!. - U. N i
gu I. Lambi võrrandi juurtest plaadi 
keskpinna suhtes antisümmeetrilise de
formatsiooni puhul. 

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid 
(vene k., resümeed eesti ja inglise k.): 

M. Lev i n. Mõnede parimate 
kvadratuurvalemite leidmine. 
S. U Im. Newtoni interpolatsioonivale
miga lineariseerimisel põhinevatest mit-

telineaarse võrrandi lahendamise ite
ratsioonimeetoditest. - R. Jürgen
so n. Diferentsimeetodi veahinnangust 
mistahes järku diferentsiaalvõrrandite 
rajaülesannete lahendamisel. -
T. Siimu t. Ekvidistantidele ülemine
kut võimairlav interpolaator. 

Eesti NSV Teaduste Akadeemia 
Füüsika ja Astronoomia Instituudi uuri
mused. Trt., 1963. 

Nr. 22. Matemaatika-alased artiklid 
(vene k., resümeed inglise k.): 

nHTH)leeHTH.1eTHe aKa,ll.eMHKa Xa
paJJb,i.l,a neTpOBH4a Kepeea. - X. K e
p e e. 0 npHHU.HnaX 3KBHBa.neHTHO· 
eTH H OTHoeHTeJJhHOeTH. - A. K on -
n e J1 b. 0 T04HbJX aKeHaJlbHO eHMMer
pH4HbiX eTaTH4eeKHX pellleHHHX ypaB
HeHHH 3HHU.ITeHHa, 3aBHeHIIJ.HX OT O.ll
HOH KOOP.llHH3ThJ. -- A. A ii H e a a p, 
11. 0 Te, X. bl ii r J1 a H e. fpyrrna 
np·eo6pa30BaHHH nayJIH· <l>HpU.a H Jla
rpaH>KHaHbl tJ:eTbipexcfJepMHOHHOro B3aH
MO.zi.eikTBHH. B. .TI oo p 11 Te, 
X. bl ii r JI aH e. fpynna rrpeo6pa3osa
I-IHH nay.nH-<IJHpU.a .H JJarpaH>KHaHW 
4eTblpex6030HHOrO B3aHMO)leHeTBHH 
(eJ1y4aH 5-pH)lHOTO npe.lleTaBJleHHH).
A. Kp y y e M a a, n. M 10 p e e rr n. K 
yCToH4HBoeTH KopoTKOi'I U.HJJHH.:J.pHile
eKoii 060JI0 11KH . 

Eesti Põllumajanduse Akadeemia 
teaduslike tööde kogumik. Trt., 1963. 

Nr. 25. Matemaatika-alased tööd 
(vene k .. resiime('(l eesti ja inglise või 
saksa k.): 

H. Va Il n e r. Tllgedcst üleulatu
vale scrvadega rõngasplaatide kande
võimest. - A. R li li b e I. Tcistkordsete 
projektsioonide kompleksjoonised. -
J. Ga b o vi ts ja E. Tamm e. Algeb
raliste võrrandit<.' ligikaudsest lahenda
misest. - J. Ga b o vi ts. Aritmeetilis
geomeetriliste ridade summeerimisest. 
- J. Ga b o vi ts. Tetraeedri ruumala 
mõningate tema elementide funktsioo
nina. - 5I. ra 6 0 B H 4. Ta6JIHI~a u~
KOTOpblX HOBbiX onpe)le.7leHIIhlX llflfl' 
rpaJioB. 

Loodus ja matemaatika. 3. Trt . 
1963. (Loodusuurijate Selts Eesti t\ s V 
Teaduste Akadeemia juures. Tiippi..,k•• 
duste sektsiooni toimetised.) 

Matemaatika-alased artiklid· 
P. Ka r d. Kinemaatilisl'd 'I· 1! ,.: 

spetsiaalses relatiivsustl'omi••·· 
A. Sapar. Oldistatud lonJ.(Jh.d• ! 

A. 1-1 u ma I. Matemaalib , .... ,. 1 



konna arenemises ja matemaatika aja
loo pcriodiseerimisest. - G. Ka n g -
r o. Kaasaegse algebra küsimustest. -
L. V õ h a n d u. Matemaatilise uuri
mismeetodi rakendusvõimalustest bio
loogias. - E. Tamm e. Iteratsiooni
meetodite kasutamine võrrandite ligi
kaurlseks lahendamiseks. - 0. L u
m i st e. Liikumiste osast geomeetrias. 
- A. R u u b e I. Projektsiooni mõiste 
üldistamisest kujutavas geomeetrias. -
0. Pr i n it s. Matemaatika õpetamise 
reformimistaotlusi möödunud sajandi 
lõpul ja käesoleval sajandil. 

Matemaatika. Metoodiliste artiklite 
kogumik. I. Tln., 1963. 63 lk. (ENSV 
Ministrite Nõukogu. Riiklik Kõrgema ja 

·Kesk-erihariduse Komitee. Teaduslik-
metoodiline Kabinet.) 

Sisu~ . 
H. E s p e nb e r g. Tarvilikkus ja 

piisavus. - 0. Kaas i k. Täielik in
duktsioon. - 0. Kaas i k. Ohendid. 
- J. Ga b o vi ts. Horneri skeem. -
E. Tamm e. Algebraliste võrrandite 
ratsionaallahendite leidmine. 
H. S i Il i ng. Rohkem tähelepanu kor
damisele! 

* * 
Agu r, U. Elektronanaloogarvutite 

kasutamise alad. - «Tehnika ja Toot
mine», 1963, nr. 9, lk. 32-36. 

D e 1 on e, B. Matemaatika ja kos
mos. - «Tehnika ja Tootmine», 1963, 
nr. 4, lk. 31. 

D ep ma n, J. Loogiliste võrrandite 
lahendamine. - «Nõukogude Kool», 
1963, nr. 8, lk. 611-616; nr. 9, lk. 678-

.681: nr. 10, lk. 794-797. 
E s p e nb e r g, H. Huvitavate oma

dustega joontest. - «Tehnika ja Toot
mine», 1963, nr. 2, lk. 38. 

E s p e nb e r g, H. Mõnda nelja
mõõtmelisest ruumist. - «Tehnika ja 
Tootmine», 1963, nr. 11, lk. 31-32. 

E s p e nb e r g, H. Ohest arvuteo
reetilisest probleemist. [Waringi prob· 
leemist.] - «Tehnika ja Tootmine», 
1963, nr. 5, lk. 23. 

K. a re d a, A. Arvutuslükati sõpra-
. dele. [Rööbiti ühendatud takistite kogu
takistuse arvutamise võimalustest ar
·vutuslükatiga.] - «Tehnika ja Toot
mine», 1963, nr. 8, lk. 30-31. 

K a r e d a, A. Vestleme analoog
arvutist. - «Tehnika ja Tootmine», 
1963, nr. I, lk. 33-34. 

Karro, E. Kui puudub mall. -
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«Tehnika ja Tootmine», 1963, nr. 10, lk. 
23. 

K o n d ra to v, A. Arvud intuitsi
ooni asemel. - «Tehnika ja Tootmine», 
1963, nr. 8, lk. 29-30; nr. 9, lk. 16-
17; Of.' 10, lk. 21-22. 

Kop p e 1, A. Veel kord siit ja sealt. 
[Huvitavatest matemaatikaprobleemi
.dest.] - «Tehnika ja Tootmine», 1963, 
nr. 2, lk. 36-37. 

Li n d e, K. Vestleme nomograafiast. 
- «Tehnika ja Tootmine», 1963, nr. 6, 
lk. 30-33; nr. 7, lk. 22-24; nr. 12, lk. 
34-36. 

M a I b a h h o v, E. Matemaatika 
võitluses kvaliteedi eest. - «Tehnika ja 
Tootmine», 1963, nr. 3, lk. 30-32. 

Pr i n it s, 0. Siit saab täppistead
laste pere täiendust. [Täppisteaduste 
olümpiaadist Eesti NSV-s.] - «Nõuko
gude Kool», nr. 7, lk. 545-548. 

· Puu sepp, E. Kindlamaks toot
mise juhtimine. [Tartu Aparaaditehase 
kogemusi matemaatiliste meetodite ja 
elektronarvutustehnika kasutamisel.] -
«Tehnika ja Tootmine», 1963, nr. 9, lk. 
3-4. 

R a i a, E. Matemaatika ja küber
neetika ehituses. - «Tehnika ja Toot
mine», 1963, nr. 5, lk. 28-30. 

S a I u, M. Matemaatikute töömailt 
[Matemaatika r aken d usvõima 1 ustest 
rahvamajanduses.] «Tehnika ja 
Tootmine», nr. 6, lk. 29-30. 

Suurte raadiustega kaarte joones
tamine. ---:«Tehnika ja Tootmine», 1963, 
nr. 12, lk. 36. 

«Sõnakuulelik» elektronarvuti. -
«Tehnika ja Tootmine», 1963, nr. 3, 
Ile 32. 

Te I gm a a, A. Oks matemaatika 
õpetamise elule lähenemise teedest. ·
«Nõulwgude Kool», 1963, nr. 3, lk. 
211-215. - Bibliogr. 5 nim. 

T u I i k, P. Mõnda algarvudest. -
«Tehnika ja Tootmine», 1963 nr. 4 lk. 
32-33. , , 

Usa i, M. Matemaatilise mõiste kuju
nemine. - «Nõukogude Kool», 1963, 
nr. I, lk. 23-28; nr. 5, lk. 373-377. 

U u s, T. Kas on täiesti ümmargune? 
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Tuletame lugejaile meelde, et lahendused tulevad ära saata poolt e i s e 
kuu jook sul pärast ülesannete ilmumist järgmisel aadressil: Tartu, Eesti 
Põllumajanduse Akadeemia, matemaatika katPeder, H. Espenberg. Seejuures 
varustage ümbrik märgusõnaga «Olesanded». Lahenduste saatmise! pole nõutav, 
et oleksid lahendatud kõik ülesanded; võib piirduda ka üksikute väljavalitud 
ülesannete lahendamisega. Lugejate endi poolt koostatud ülesanded käesolevas 
rubriigis avaldamiseks palume samuti saata ülalmärgitud aadressil. 

A. ülesandeid elementaarmatemaatikast 

l. Minu ja mu venna vanuste summa on 63. Praegu olen ma kaks korda 
vanem, kui vend oli siis, kui mina olin nii vana, nagu vend on praegu. Leida 
meie vanused. 

2. Kolmekohalise arvu ruut võrdub tema ristsumma vi-ienda astmega. Leida 
see arv. 

3. Kolmnurga külgede pikkused moodustavad aritmeetilise progressiooni. 
Tõestada ,et kolmnurga siseringjoone raadius võrdub kolmandikuga iihest kõr
gusest. 

4. Lahendada võrrandisüsteem 

{ 

x-f-y-z=7 
x2 + y2 - z2 = 3 7 
x3 + y3- z3 = 1 

5. Ringjoonde on joonestatud kolmnurk ABC. Punktis B on tõmmatud 
ringjoonele puutuja. Leida kolmnu~ga tipust B tõmmatud kõrguse pikkus, kui 
on teada, et punktide A ja C kaugused puutujast on vastavalt p ja q. 

B. ülesandeid kõrgemast matemaatikast 

l. Tõestada, et iga positiivse reaalarvu a (kus a ~ l) ja naturaalarvu n 
puhul kehtib võrratus 

a2n+2- 1 . n +- 1 
~----- > --
a(a2n_l) n . 

2. Arvutada 

lim l • 22 + 2 · 32 + ... + n(n + 1) 2 

n ~oo 12 • _2 + 22 • 3 + ... + n2 (n + l) · 

3. Leida kolmnurga suurima nurga vähim võimalik väärtus, kui kolmnur11a 
küljed a, b ja e rahuldavad tingimust 

a3 = b3 +ca. 

, 4. Mitu naturaalarvulist lahendit on võrrandil 

1 I l -+-----
X y -m' 

lms m on naturaalarv? 
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UUSI TULEMUSl ARVUTEOORIAS 

T. Roosinupp1 

lmaginaararvusid ei ole olemas. 
Tõe st us: Kõik niinimetatud imaginaararvud on esitatavad kujul a ·i, kus 

a on reaalarv ja i tähistab imaginaarühikut v=-i. Pealkirja väite tõestamiseks on 
seega täiesti küllaldane, kui tõestame, et imaginaarühik on tegelikult hoopis 
reaalarv, vastupidi üldiselt levinud kahetsetavale eksiarvamusele. Tõestamiseks 
lähtume vaieldamatult õigest võrdusest. 

v-x=i·Vx 
ja korrutame selle mõlemaid pooli suurusega V -I. Juurte korrutamise tuntud 
eeskirja rakendades saame 

Vx=i· V-x=i·(i· Vx) =i2 • vX. 
Nüüd pole enam muud vaja, kui jagada saadud võrduste ahela esimene ja vii
mane liige suurusega vX: ning õige tulemus ongi käes: i2 ==-=: I' järelikult i= vT 
ja on seega reaalarv, m.o.t.t. 

Veerand on rohkem kui pool. 
Tõe st us: Ka uskumatud, kes ei taha pealkirja väitega nõustuda, on sun

nitud möönma, et mingi suuruse kahekordne on alati suurem kui ühekordne. 
Seega kehtib 

ehk teisiti kirjutatu It· 
2 · log a > log a 

log a2 > log a. 

Me võime alati võtta a = 1/ 2 ja saame sel juhul äsjasest valemist 

log 1/4 > log 1/2. 
Et aga suuremale logaritmile vastab alati suurem arv, siis loomulikult 

1/4 > 1/2. m.o.t.t. 

SUITSElAJATE LOOGIKA 

Oletame, et iga reisirongi puhul saab anda jaatava või eitava vastuse järg
misele neljale küsimusele: 

A. Kas suurem osa rongis viibivatest suitsetajatest sõidab suitsetajatele 
määratud vaguneis? 

B. Kas suurem osa rongis viibivatest mittesuitsetajatest sõidab suitse· 
tajatele määratud vaguneis? 

C. Kas suitsetajatele määratud vaguneis on suitsetajaid rohkem kui mitte-
suitsetajaid? i 

D. Kas mittesuitsetajatele määratud vaguneis on suitsetajaid rohkem kui 
mittesuitsetaj ai d? 

Sõltuvalt vastustest nendele küsimustele saab igale rongile omistada vas-
tava tunnuse; näiteks tunnusega A BCÕ tähistame rongi, mille puhul küsimustele 
A ja C saadakse jaatav vastus ning küsimustele B ja D eitav vastus. 

Mitu erinevate tunnustega rongi saab illdse olemas olla? (Hoiatus: ärge 
leppige vastusega 16, sest see on vale!) 

1 Artikli autoriks on noor ja andekas teadlane, MRTUI (Matemaatika Refor
mimise Teadusliku Uurimise Instituudi) aspirant Tõeleid Roosinupp; kuna autor 
soovib kindlustada oma prioriteeti nende põhjapanevate ja kogu matemaatikas, 
täielikku pööret tekitavate tulemuste suhtes, siis palus ta fikseerida, et artikkel 
on toimetusele esitatud 8. veebruaril 1964. a. - Toim. 
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