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OPEREERIMINE HULKADEGA

Jevgeni Gabovits

Hulgateooria loodi valjapaistva saksa matemaatiku Georg
Cantori (1845—1918) poolt juba moodunud sajandi viimasel
veerandil, kuid kiillalt pika aja jooksul ei leidnud see teooria mate-
maatikute seas erilist tunnustust. Tdnapéeval seevastu on hulga-
teooria muutunud matemaatika itheks koige populaarsemaks suu-
naks. Ta avaldab iiha suuremat moéju kogu matemaatika arengule,
olles saanud iildise algebra, topoloogia, funktsionaalanaliiiisi,
reaalmuutuja funktsioonide teooria ja paljude teiste matemaati-
liste distsipliinide teoreetiliseks aluseks. Hulgateooria sellist taht-
sust arvestades on tehtud koguni katseid alustada tema pohimois-
tete tutvustamist juba algkoolis. Igal juhul voib ja tuleb seda teha
aga keskkoolis !. Kdesolevas kirjutises ongi antud lithike iilevaade
nendest hulgateooria kiisimustest, mille kasitlemine on tdiesti teos-
tatav keskkooli vanemates klassides.

Hulga moiste selgitamiseks toome koigepealt paar néidet.
«Minul on neli kinopiletit», titleb tavaline kodanik piletikassa juu-
rest tulles. «Taskus olevate piletite hulk koosneb neljast
piletist», {itleb samasuguses olukorras matemaatik. «Mul pole
raha», iitleb kodanik, kui teeb kindlaks, et rahakotis ei ole iihtegi
kopikat. «<Miintide hulk rahakotis on tiihi», iitleb sel kor-
ral matemaatik. Mida siis moistab matemaatik sona <«hulk» all?
G. Cantor selgitab seda mdistet jargmiselt: «Hulk on meie kujut-
{use voi métlemise kindlalt piiritletud ja erinevate objektide, mida
nimetatakse hulga elementideks, kokkuvote itheks tervikuks».

Seega koosneb hulk mingitest objektidest, mida nimeta-
takse elementideks. Esimeses {ilaltoodud niites olid hulga
elementideks kinopiletid ja teises miindid. Toome veel néite. Kies-
olev raamat on vaadeldav kui hulk, mis koosneb 96-st lehekiiljest,
iga lehekiilge vdib aga omakorda vaadelda hulgana, mille elemen-
tideks on iiksikud tdhed. Sellise ldahenemisviisi puhul ei ole iiksik
tdht raamatu kui hulga element, kuid muidugi voib vaadelda ka
sellist hulka, mis koosneb raamatu koikidest tahtedest.

' Vt. O. Prinitsa artiklit kdesolevas kogumikus lk. 56—58.



[ulpa clemendid peavad olema kindlalt piiritletud. Me ei voi
naiteks rdaakida silmaga ndhtavate tdhtede hulgast taevas, sest
erinevad inimesed ndevad tahti erineval arvul ning isegi iiks ja
sama inimene voib neid ndha rohkem voi vdhem olenevalt vaatlus-
tingimustest.

Me iitleme, et hulk on antud, kui iga elemendi puhul on voima-
lik otsustada, kas ta kuulub sellesse hulka voi mitte. Sealjuures
pole oluline, kas hulga elemendid on lihtsalt loetletud, v6i on antud
mingi muu eeskiri nende eraldamiseks teistest, hulka mittekuulu-
vatest elementidest. Néaiteks hulga, mis koosneb Botvinnikust,
Smboslovist, Talist ja Petrosjanist, v6ib defineerida hulgana, mil-
lesse kuuluvad koik noukogude maletajad, kes kannavad praegu
voi on kandnud kunagi varem malemaailmameistri tiitlit.

Mingi hulga defineerimisel ei ole meil iildiselt tarvis ette teada,
kas see hulk sisaldab monda elementi voi on ta tiihi, s.t. ei si-
salda iihtegi elementi. Hulgast koneldes ei teki seetottu ka vajadust
tapsustavaks iitluseks: «kui selles hulgas leidub elemente».
Nii voime julgelt rddkida nditeks vorrandi x2 + 2 =0 tdisarvuliste
lahendite hulgast, Valga linnas elavate neegrite hulgast v6i raha-
kotis olevate miintide hulgast. Tithja hulka tahistame siimboliga @.

Hulki tdhistame edaspidi suurte ladina tdhtedega A, B, C, ...
ning nende elemente viikeste ladina tdhtedega a, b, ¢, ... (indeksi-
tega voi ilma). Kirjutis A = {a,, ay, b, ¢} tihendab, et hulk A koos-
neb neljast elemendist: ay, ay, b ja c. Hulk B = {a} koosneb ainult
ithest elemendist a (selline on néiteks mingi algarvu a iihest erine-
vate naturaalarvuliste jagajate hulk).

Hulk voib sisaldada ka 16pmata palju elemente, nagu niiteks

koikide tdisarvude hulk vdi koikide murdude 51,; hulk, kus & oman-

dab koiki naturaalarvulisi vadrtusi. Sel juhul tidhistame hulki
vastavalt A={0, +1, 4-2, .. }={..., —2, —1, 0, 1, 2, ...} ning
1, _q1 1 11
B={§,,- s k=12, ...}_{2 y T T R}
Seda, et @ on hulga A element, ehk nagu deldakse, et @ ku u -

lub hulka A, tdhistatakse kifjutisega a € A. Kirjutis a ¢ A tdhen-
dab siis, et @ ei kuulu hulka A.

Kui hulga A, iga element on mingi teise hulga A, elemendiks,
siis iitleme, et hulk A, sisaldub hulgas A, (on hulga A4,
alamhulk) ning tdhistame seda kas kujul A; c A, v6i Az D A|.
Hulga A, kohta {itleme sel korral, et tasisaldab hulka A; (on
tema {ilemhulk). Tiihja hulga @ loeme kuuluvaks igasse hulka,
s.t. iga hulga A korral @ c A.

Olgu A antud ajamomendil Emajoes suplevate inimeste hulk,
B — samal ajamomendil Tartu ujulas suplevate inimeste hulk ning
C — kogu maailmas sel momendil suplevate inimeste hulk. Ilm-
selt sisaldab hulk 4 hulka B (sest Tartu ujula asub Emajoe déres)
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ja sisaldub ise hulgas C. Seega on hulk A hulga C alamhulk ja
hulga B ilemhulk, hulk B aga on nii A kui C alamhulk ning C on
A ja B iilemhulk. ,

Skemaatiliselt kujutatakse hulki kinnise joonega piiratud ala-
dena, naiteks ringidena. Seda asjaolu, et itks hulk A, on teise hulga
A, alamhulk, mérgitakse nii, et hulgale A, vastav ala joonistatakse
hulgale A, vastava ala sisse, nagu seda on tehtud joonisel 1.

Uhtedest ja samadest elementidest koosnevaid hulki A ja B
loetakse vordseteks ning kirjutatakse A = B. Niiteks hulk
A, mis koosneb oma ruuduga iihtivatest tdisarvudest ning hulk
B=1{0, 1} on vordsed.

Hulkade A ja B vorduse toestamiseks kasutatakse tihti jadrgmist
votet. Algul ndidatakse, et A ¢ B (s.t. et A iga element on iihtlasi
B elemendiks), siis aga, et B ¢ A (s.t. et ka B iga element kuulub
hulka A). Sellest jdreldub, et hulkadel A ja B pole erinevaid ele-
mente ning jarelikult peavad nad vorduma: A = B.

ANB AUB

Joonis 1. Joonis 2.

Illustireerime seda meetodit viimati toodud naite varal. Iimselt
B ¢ A, sest 02=0 ja 12=1. Néitame, et ka A cB. Kui a e 4,siis
tdhendab see, et a2 = a ehk a(a — 1)= 0. See vordus on voimalik
vaid siis, kui kas a= 0 v0i a= 1. Seega hulga A suvaline element
kuulub hulka B, s.o0. A c B. Jirelikult saamegi, et A = B.

Ulesandeid:

1. Mitu erinevat hulka voib koostada kolmest erinevast esemest? neljast eri-
nevast esemest?

2. Joonistage ruut ABCD, mille diagonaalid l6ikugu punktis O. Koostage
punktidest A, B, C, D, O, tekkinud 16ikudest ja kolmnurkadest 100 erinevat hulka.

Hulkadele rakendatavatest tehetest ehk operatsiooni-
dest vaatleme siin iihisosa ja ithendi moodustamist ning hiljem
veel taiendi votmist.

Hulkade A ja B iihisosaks nimetatakse hulka A N B, mis
koosneb hulkade A ja B koikidest dihistest, s. 0. molemasse hulka
kuuluvatest elementidest ja ainult nendest. Hulkade A jaB iihen-
diks nimetatakse hulka A U B, mis koosneb koikidest hulga A ja
koikidest hulga B elementidest (kusjuures iihised elemendid vde-
lakse arvesse ainult iiks kord) ja ainult nendest. Skemaatiliselt on
hulkade {ihisosa ja Gthend kujutatud joonisel 2 viirutatud aladena.
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Olgu niiteks antud arvude huigad A={1, 3, 4, 6, 7} ja B=

0,1, 4, 7, 9. Siis AnB={l,4, 7} ja AUB={0, 1, 3, 4, 6,
7. 9. Kui hulk A koosneb vahemalt osaliselt Aasias, hulk B aga
viihemalt osaliselt Euroopas asuvatest riikidest, siis A N B koosneb
NSV Liidust ja Tiirgist, A U B aga koikidest Euraasia mandri rii-
kidest.

Kahel defineeritud operatsioonil on rida huvitavaid omadusi,
mis osalt sarnanevad tdisarvude liitmise ja korrutamise omadus-
tega, osalt aga erinevad neist (analoogia otsimisel vorreldakse
ithendi votmist liitmisega ja iihisosa moodustamist korrutami-
sega).

Vahetult definitsioonist jareldub iithendi ja ithisosa nn. idem -
potentsus: AUA=A ja AnNA=A. Tdisarvudest on vastav
omadus liitmise suhtes vaid arvul 0 ning korrutamise suhtes arvu-
del 0 ja 1. Samuti otse definitsioonist jareldub ka hulkade {ihendi
ja iihisosa moodustamise operatsioonide kommutatiivsus:
AUB=BUA, ANB=BNA. Meenutame, et kommutatiivsuse
omadus on ka tdisarvude liitmise ja korrutamise operatsioonidel.

Kui on antud kolm hulka 4, B ja C, siis antud jarjekorras saab
nende iihendit (tdnu kommutatiivsusele) moodustada ainult kahel
erineval viisil: (AUB)UC ja AU(BUC). Need hulgad on vord-
sed, sest modlemad koosnevad koikidest hulga A, koikidest
hulga B ning koikidest hulga C elementidest ja ainult nendest, kus-
juures elemente, mis on iihised vdhemalt kahele kolmest vaadelda-
vast hulgast A, B ja C, voetakse arvesse ainult iiks kord. Seost
(AUB)UC=AU(BUC) nimetatakse hulkade ithendi assot-
siatiivsuse seaduseks. Seda arvestades voib rdikida
lihtsalt kolme hulga ithendist A U B U C, mis on joonisel 3 skemaa-
tiliselt kujutatud viirutatud alana.

= AUC
Il Buc

Joonis 4.

Kehtib ka iihisosa assotsiatiivsuse seadus: (ANB)NC=
=AN(BNC), mis vbimaldab radkida lihtsalt kolme hulga iihis-
osast (vt. joon. 3). Assotsiatiivsed on muide ka tdisarvude liitmise
ja korrutamise operatsioonid. '
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Tiisarvude vallas kehtib veel nn. korrutamise distribu-
tiivsuse seadus liitmise suhtes: (a -+ &)c = ac + bc. Hulkade
korral kehtib koguni kaks distributiivsuse seadust, nimelt on iihis-
osa distributiivne iihendi, {ihend aga {ihisosa suhtes:

(AuB)nC=(AnC)u(BnC(),
(AnB)UC= (AUC)N(BUC).

Teise seaduse skemaatiline kontroll on toodud joonisel 4. Vasak-
poolsel kujundil kujutab hulka (AN B)UC kogu viirutatud ala
(niihdsti horisontaal-, vertikaal-, kui ka kahesuunalise viirutisega),
parempoolsel kujundil on aga hulk (AU C)n(BUC) kaetud ruu-
dustikuga. Nagu nidha, on need kujundid ithtelangevad. Méirgime,
et tdisarvude korral analoogiline seadus — liitmise distributiivsus
korrutamise suhtes — iildiselt ei kehti. Néiteks, (1-2)4-3=25, aga
(1 +3)- (24 3)=4-5=20. Selleks, et arvude vallas kehtiks vor-
dus a-b-+c= (a-+c)(b-+c), on tarvilik ja piisav, et a4+ b +
+c=1

Skemaatiline kontroll, mis on teostatud nditeks joonisel 4, ei
asenda muidugi vastavate seaduste toestust. Toestamiseks voib ka-
sutada {ilalmainitud iildist meetodit hulkade vordumise néitamiseks.

Alati voib vaatlusele votta uuritava situatsiooni nn. univer-
saalse hulga [/, mis sisaldab koiki antud arutelus kasutata-
vaid elemente. Kui me nditeks tegeleme tédisarvudest koosnevate
hulkadega, siis on / koikide tdisarvude hulk.

——— Aus'

] avs

A l A 8 ﬁ (AUBIN(AUB)

Joonis 5. Joonis 6.

Hulga A tdiendiks (universaalse hulga / suhtes) on hulk
A’, mis koosneb koikidest hulka A mittekuuluvatest universaalse
hulga elementidest ja ainult nendest. Niiteks kui A on kolmega
jaguvate naturaalarvude hulk, siis A tdiend koikide naturaalarvude
hulga [ suhtes koosneb arvudest 1, 2, 4, 5,7, 8, ..., s.o. naturaal-
arvudest, mis ei jagu kolmega.

Hulga tédiendi skemaatiliseks kujutamiseks kasutatakse jéarg-
mist votet. Kogu antud olukorda illustreeriv skeem paigutatakse
ristkitliku {voi suure ringi) sisse, mis kujutab koiki vaadeldavaid
elemente, s.o0. universaalset hulka. Siis vastab hulga A tiiendile
ristkilliku see osa, mida A ei kata (vt. joon. 5).



Hulga tédiendi definitsioonist jarelduvad otsekohe seosed:
AUA =1, ANA =0,1I'=0,0'=1, (A) = A.
Ei ole aga raske toestada ka jargmiste seoste kehtivust:
(AUBY=A'NB, (ANB) =A"UB, (*)
(ANB)UA’'NnB)y=B, (AUB)N(AUB)=A.

Viimane seostest (*) on illustreeritud joonisel 6, eelviimane —
joonisel 7.

Ulesandeid:

3. Esitage skemaatiliselt hulgad (ANBYUC, (AUB)NC, (AUB)N A ja
(ANBUA.

4. Toestage, et kui ACC, BCC ja D on suvaline hulk, siis (ANBNDcC,
ning (AUB)NDcC.

5. Toestage seosed: AUP=A4, ANP=@, AUIl=1] ANI=AMil-
lised neist sarnanevad arvude 0 ja 1 omadustega liitmise ja korrutamise suhtes?

6. Kontrollige skeemil ning t0estage jadrgmised nn. neelamisseadu-
sed:

AUBNA)=A4, AN(BUA)=A.

7. Kontrollige skeemil ning toestage iihisosa distributiivsus ithendi suhtes
ning toestage ithendi distributiivsus iithisosa suhtes.

8. Tdeslage seosed (*) ning nendest lihtudes seosed (A’U B)’=ANB
ja (A'NBY =AUB.

Ehkki skeemide abil ei saa toestada seoseid hulkade vahel, voib
neid siiski kasutada ebasigete vdidete iimberliikkamiseks. Oletame
nditeks, et kellegi arvates kehtib alati seos (AN B)U(A’'N B)=
= A’U B’. P66rdumine skeemi poole aga néitab, et vihemalt sel
korral, kui A ja B on need konkreetsed punktihulgad, mis on kuju-

cla - B3 e)) a!
= ANB i AnB '

ZUANB)UANB) -1 AUB

foonis 7. loonis 8.

tatud meie skeemil (joonis 7), ei saa siin olla tegemist vordusega.
Seega ei kehti see seos suvaliste hulkade A ja B korral. Muidugi,
moningatel erijuhtudel, néditeks kui B=1 ja A = @, vdib see seos
ka kehtida.
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Skeemide abil voib lahendada ka moningaid iilesandeid. Toome
ndite. Klassis on 40 oOpilast, neist 28 opivad hésti, 27 on pioneerid
ja 31 matkajad. Matkajate seas on 22 opilast, kes opivad hésti ning
20 matkajat on pioneerid. Pioneeridest opib hésti 23 opilast, kus-
juures viimastest tegeleb matkaspordiga 17 opilast. Mitu opilast
ei ole pioneeriorganisatsiooni liikmeks, opivad thalvasti ning ei
tegele matkaspordiga? Mitu matkajat-pioneeri opib halvasti?

Ulesande lahendamiseks joonistame skeemi kolme hulga — pio-
neerid P, matkajad M ja head oOpilased H jaoks (vt. joon. 8). Uni-
versaalse hulga elementideks on klassi koik 40 opilast. Joonistatud
3 hulka jaotavad universaalse hulga kaheksaks osaks. Igal nendest
kaheksast osast margime, mitu Opilast kuulub vastavasse kategoo-
riasse. Andmeid votame algul iilesande teksti 16pust ja liigume
teksti alguse poole. Skeemi keskele, sinna, kus Idikuvad koik kolm
hulka, osasse PMH, margime arvu 17 — nii palju on klassis opi-
lasi, kes opivad hésti, on pioneerid ja matkajad. Parast 17 matkaja
eraldamist héisti 6pp%vate pioneeride seast leiame, et kuus
opilast opivad edukalt ning on pioneerid, kuid ei tegele matkaspor-
diga. Margime arvu 6 sellele Opilaste kategooriale vastavale
alale PH, ja jatkame analoogiliselt, kuni skeemi sisemised osad on.
varustatud igaiiks mingi arvuga. Niiiid on lihtne ndha, et pioneere,
matkajaid ja haid opilasi on kokku O +14+3+6-+6-+5-4+17=
= 38. Seega vastus iilesande esimesele kiisimusele on jargmine:
2 opilast ei ole pioneerid, ei matka ning opivad halvasti. Haid opi-
lasi, kes ei ole pioneerid ega tegele matkamisega, pole klassis
iildse, pioneere ja matkajaid, kes Opivad halvasti, on aga kolm.

Ulesandeid:

9. Mirkige, kuidas on saadud joonise 8 kaheksa ala ldhtehulkadest P, M ja
H ihendi, iihisosa ja tdiendi moodustamise tehete abil.

10. Miks hasti Oppivate ja matkaspordiga tegelevate pioneeride arv dsja-
vaadeldud iilesandes ei voi olla 12 (iilesande teiste andmete siilitamise puhul)?

11. Esimese saja naturaalarvu abil on moodustatud kolm hulka. Hulk A4
koosnegu kolmega jaguvatest arvudest, hulk B koosnegu arvudest, mis erinevad
taisruudust iilimalt ithe vorra ning hulk C koosnegu arvudest 1, 2, ..., 24. Moo-
dus(tjada jc&onisega 8 sarnane skeem. Mitu arvu on selle igas osas? Millised on
need arvud?

Hulkadega opereerimisel tuleb sageli esitada kiisimus: kumb-
antud hulkadest on suurem? Kui see kiisimus on esitatud kahe 16p-
liku hulga korral, milledel on kiillalt vdhe elemente, siis ei valmista
vastamine ndhtavasti erilisi raskusi. Naiteks voib kohe iitelda, et
kasutamata tikutoosis olevate tikkude hulk on suurem kui hapu-
kurkide hulk liitrilises purgis ning vaiksem kui loteriipiletite hulk:
fihes seerias. Kuidas jouda sellistele «siigavatele» jareldustele? Ta-
valiselt toimub see nii, et loetakse dra, mitu elementi on vaadelda-
vates hulkades, ning vorreldakse neid arve omavahel. Toodud juhul
oli purgis néiteks seitse kurki, tikutoosis kuuskiimmend tikku ning
iihes seerias sada loteriipiletit. Nendest arvudest 1dhtudes saimegi.
teha Gilaltoodud jdreldused hulkade suuruste kohta.



Kuid milline vastus tuleb anda kiisimusele: kas miiiigil olevate
teatripiletite hulk on suurem voi vdiksem kui nende teatrisoprade
hulk, kes tahavad teatrisse minna?. Voi kiisimusele: keda on peol
rohkem, kas mehi vdi naisi? Kas vastuse andmiseks tuleb hakata
loendama teatripiletite, teatrisse minejate ja peost osavotjate arvu?
Kui arvatakse, et jah, siis lubatagu esitada veel paar kiisimust:
mida on rohkem, kas kahega voi kolmega jaguvaid arve? Kas téis-
arve voi reaalarve?

Koikides nendes kiisimustes esinevate hulkade elementide arvu
selgitamine on kas praktiliselt raskesti teostatav voi isegi vdoimatu
(kui hulgad on l6pmatud). Sellele vaatamata {itleb teatrisober, kes
piletist ilma jii, et pileteid oli vdhem kui inimesi, kes soovisid eten-
dusele minna, kuigi ta ei tea, mitu piletit oli miiiigil ja mitu ini-
mest soovis teatrit kiilastada. Ka teisele kiisimusele on lihtne vas-
tust saada — tarvitseb vaid oodata tantsu algust. Niipea kui sel-
gub, et néiteks koik mehed juba tantsivad, moned naised aga jéid
istuma, voib kindlalt véiita, et naisi on peol rohkem kui mehi. Mui-
dugi pole ka siin tarvis teada peost osavotvate meeste voi naiste
arvi.

Kuidas toimus siin hulkade vordlemine? Kui piletita jdanud
teatrisober oleks matemaatik, siis arutleks ta nii: seame igale pile-
tile vastavusse selle inimese, kes antud piletiga teatrisse laheb.
Seega on piletite hulk sama suur kui teatrisoprade hulga niisu-
gune osahulk, mis koosneb nendest inimestest, kellel 6nnestus han-
kida teatripilet. Jarelikult on esimene hulk vdiksem. Teise néite
puhul voib arutleda tdpselt samuti: seame teineteisele vastavusse
selle naise ja selle mehe, kes koos tantsivad. Et seejuures igale
mehele vastab naine, kuid mitte vastupidi, siis on selge, et naiste
hulk on suurem kui meeste hulk. Juhul kui pérast tantsu algust sel-
guks, et saalis pole istuma jddnud thtki inimest, siis {itleksime, et
peol olevate naiste ja meeste hulgad on vordsed. Faktiliselt arut-
lebki igaiiks just nii, kuigi ta tavaliselt ei anna endale sellest sel-
gelt aru.

Vahekordade «suurem», «vdiksem» ja «suuruselt vordne» range
késitlus hulkade korral on voimalik iiksiihese vastavuse moiste abil.
Me iitleme, et hulkade A ja B vahel on korraldatud iiksiihene
vastavus, kui hulga A igale elemendile on seatud vastavusse
iiks ja ainult iiks element hulgast B, kusjuures hulga B iga ele-
mendi jaoks on olemas iiks ja ainult iiks hulga A element, millele
ta on vastavusse seatud. Uksiihest vastavust tdhistatakse siimbo-
liga <> . Niditeks, kui a e A on seatud vastavusse elemendiga b € B,
siis kirjutame a <> b.

Kui hulkade vahel saab korraldada {iksithese vastavuse, siis on
loomulik lugeda neid vordse suurusega hulkadeks. Matemaatikas
nimetatakse selliseid hulki ekvivalentseteks ja Geldakse,
et neil hulkadel onsama voimsus. Et {iksiihest vastavust voib
tavaliselt korraldada mitmel viisil (teatrikiilastajad voivad vahe-
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tada pileteid, tantsijad partnereid), siis loeme hulki ekvivalent-
seiks niipea, kui nende vahel on vdhemalt iihel viisil korraldatav
iiksiihene vastavus.

Juhul kui hulkade A ja B vahel iiksiithest vastavust ithelgi vii-
sil korraldada ei saa, kiill aga saab korraldada iiksiihese vastavuse
ithelt poolt hulga A ning teiselt poolt hulga B mingi alamhulga B’
vahel, siis iitleme, et hulk B on suurema voimsusega kui
A. Sellest definitsioonist ldhtudes ndeme, et kahega ja kolmega
jaguvate tdisarvude hulgad on ekvivalentsed, sest vastavus 2n <»
«3n (n=0, &1, 42, ...) nende hulkade vahel on iiksiihene.
Veelgi enam, paarisarvude hulk on ekvivalentne koikide tdisarvude
hulgaga, sest nende hulkade vahel saab korraldada iiksiihese vas-
tavuse 2n<s>n (n=0, +1, +2, ...). Seega vdib lopmatu hulga
alamhulk olla ekvivalentne terve selle hulgaga.

Poordume korraks veel tagasi Ioplike hulkade  vordlemise
juurde, mis vois toimuda nende hulkade elementide arvu méaéra-
mise teel. Faktiliselt kasutame me ka siin iiksithest vastavust. Ulal-
toodud esimeses ndites me seadsime kurkide, tikkude ja loteriipile-
tite hulkadele algul vastavusse teatud naturaalarvude hulgad, see-
jdrel aga vordlesime viimaseid omavahel. Muidugi oleks ka siin
olnud voimalik korraldada vahetu iiksiihene vastavus vaadeldavate
hulkade elementide vahel.

Hulki, mis on ekvivalentsed naturaalarvude hulgaga, on loomu-
lik nimetada loenduvateks. Loenduv on niiteks koikide tiis-
arvude hulk, sest vajaliku vastavuse voib korraldada kas voi nii:
nes2n, —n<»>2n+1, 0e>l (n=1,2,...). Samuti on positiivsete
ratsionaalarvude hulk loenduv. Selle hulga seadmine iiksiihesesse
vastavusse naturaalarvude hulgaga nduab juba teatavat leid-
likkust. Nditeks voib seda teostada jargmiselt: paigutame kdik po-
sitiivsed ratsionaalarvud ruuttabelisse, kus iithes reas on sama ni-
metajaga, {ihes veerus aga sama lugejaga ratsionaalarvud.
Kirjutame niiiid koigepealt vdlja arvud, mille puhul lugeja ja nime-

. 1 .. .
taja summa on kaks (7), siis arvud, mille puhul see summa on

kolm (% ja %) jne., jattes sealjuures kérvale koik taandamata

murrud. Koostatud tabelis niimoodi sik-sakiliselt liikudes saame
vastavuse

> B
> v~

?

5
A
v
1

—y>
N€> N
w €> N’I*‘
> oof =
U1€>» W
D €> B
~<r | w
0 ¢> |

9 101

mis on iiksiithene ja hdlmab koiki positiivseid ratsionaalarve, sest
igal ratsionaalarvul on lugeja ja nimetaja summa 16plik ning lei-
dub ainult 16plik hulk selliseid positiivseid ratsionaalarve, mille
lugeja ja nimetaja summa vordub antud arvuga.
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Asja toestatud tulemus voib viia mottele, et koik 16pmatud hul-
gad on loenduvad. See pole aga sugugi nii. Voib nimelt téestada,
et naiteks sirge punktide hulk on suurema vdéimsusega kui natu-
raalarvude hulk.

Voimaluse konstrueerida iiha suurema voimsusega hulki annab
jargmine huvitav teoreem: hulga koikide alamhulkade hulk on ldh-
tehulgast véimsam. See teoreem on ilmne 16plike hulkade korral,
sest n-elemendilisel hulgal on ju 27 erinevat alamhulka, kuid ka
lopmatute hulkade korral saab teoreemi rangelt toestada.

Nimetatud teoreemist jdreldub, et koikide mnaturaalarvudest
koosnevate hulkade hulk ei ole loenduv. Selle hulga voimsust nime-
tatakse kontinuaalseks. Kontinuaalne voimsus on niiteks
sirge koikide punktide hulgal, tasandi koikide punktide hulgal ja
vahemikus (0, 1) paiknevate reaalarvude hulgal. Juba Cantor piis-
titas nn. kontiinuumi probleemi: kas leidub hulki, mille
voimsus on suurem kui loenduv, kuid vaiksem kui kontinuaalne.
Vastust sellele kiisimusele ei suudetud anda peaaegu saja aasta
jooksul. Niisuguse olukorra pohjuse selgitas hiljuti ameerika mate-
maatik C o h e n, kes néitas, et hulgateoorias endas ei saagi sellele
kiisimusele anda ei positiivset ega negatiivset vastust. Kahjuks ei
saa siin sellest rohkem kirjutada, sest Coheni tulemuse @ksikasjali-
sem refereerimine nouaks tervet omaette artiklit.

Ulesandeid:
12. Tbdestada, et 16plik hulk ei saa olla ekvivalentne oma alamhulgaga.
13. Kasutades funktsiooni f(x)=tanx graafikut niidata, et vahemiku

(—7—;—, %) ja kogu sirge punktide hulgad on ekvivalentsed.

14. Voorastemajas on loenduv hulk voodikohti, mis kdik on juba olemasole-
vate kiilaliste poolt hdivatud. Millise {imbertdstmisega saaks dra paigutada ka
saabunud kiilalised, kui

1° uusi kiilalisi on 16plik hulk?

2° uute kiilaliste hulk on loenduv?

3° uued kiilalised on saabunud rongiga, mis koosneb loenduvast hulgast

vaguneist, kusjuures igas vagunis on 15plik hulk inimesi?
4° jgas vagunis on loenduv hulk inimesi?



MATEMAATILISE LOOGIKA RAKENDUSI

A. Tauts

Téanapéeval on matemaatiline loogika ! leidnud niivord rohkesti
mitmesuguseid rakendusalasid, et koigi nende tutvustamine pole
lithikeses artiklis voimalik. Sellepdrast tuleb. kdesolevas kirjutises
piirduda vaid paari rakendusvoimaluse kirjeldamisega, ning isegi
neist saab anda iiksnes iipris napi iilevaate.

Matemaatiline loogika kasvas vdlja matemaatika sisemis-
test vajadustest, eeskdtt matemaatika aluste
rajamisel. Rida paradokse 2 sundis matemaatikuid kahtlema mate-
maatilise motlemise senitunnustatud pohiprintsiipides. Nende
pohiprintsiipide revideerimisel tekkis rida suundi ja koolkondi.
Vaatleme siin koigepealt ithe nditena nn. formalistlikku
suunda, mille rajajaks oli meie sajandi tuntuim matemaatik,
Gottingeni ilikooli professor David Hilbert.

Formalistlik suund seadis endale eesmirgiks korvaldada mate-
maatilistes mottekdikudes esinev ettekujutluslik moment, mis aval-
dus selles, et mottekdigu jalgimisel tuli kirjeldatavat situatsiooni
kas voi abstraktseltki kujutieda. Formalistid asendasid médisted
stimbolitega ja véited teatud reeglite jargi jérjestatud siimboli-
gruppidega. Seejuures tuli tdielikult unustada mitte ainult siimbo-
lite tdhendus, vaid ka see, et need siimbolid iildse midagi téhen-
davad. -

Teooria iilesehitamiseks valiti vaidete hulgast vélja teatav kin-
del osahulk, mida nimetati aksioomideks. Peale selle esi-
tati veel tdiesti formaalsed tuletusreeglid, mis mingitele
véidetele kui argumentidele rakendamisel andsid tulemuseks uue
viite. Toestuseks nimetati vdidete niisugust rida, milles iga viide
oli kas aksioom voi oli saadud mone tuletusreegli abil selle viite
suhtes eespool paiknevatest vdidetest. [ga véidet, mis esines min-
gis toestuses, nimetati teoreemiks, koikide teoreemide hulka
aga teooriaks.

! Kéesolev artikkel on teatavas mottes jirjeks autori eelmisele artiklile (vt.
Matemaatika ja kaasaeg, II, lk, 3—7), kus tutvustati matemaatilise loogika mo-
ningaid pohimaisteid. Matemaatilise loogikaga lihemalt tutvumiseks vt. Kull, I,
Matemaatiline loogika. Tln., ERK, 1964. )

2 Monede niisuguste paradoksidega tutvumiseks vt. E. Jiirimie, Hulga-
teoreetilistest paradoksidest. — Matemaatika ja kaasaeg, I, lk. 5—12.
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Kuigi hiljem selgus, et kdiki matemaatilisi todesid ei ole selli-
sel formaalsel viisil voimalik tuletada, saavutati niisuguste for-
maalsete siisteemide ehk formalismide abil kiillaltki tdht-
said tulemusi. Arvestades, et matemaatilise loogika valemid oma
sisulises interpretatsioonis kujutavad endast teatavate vdidete iiles-
kirjutusi, voeti ka formalismides kasutusele pohiliselt matemaati-
lise loogika siimboolika.

Esitame siin nditena formalismi, mis annab koik esimest
jdrkupredikaatarvutuse tautoloogilised vale-
mid. Formalism on tdielikult méaratud jirgmise nelja loeteluga.

I. Siimbolid. Sitmbolite hulka kuuluvad:

1) suured ladina tdhed ehk predikaadid, mis erikokkulep-

pega jaotatakse konstantseiks ja muutuvaiks;

2) viikesed ladina tdhed ehk indiviidid, mis erikokkulep-

pega jaotatakse konstantseiks ja muutuvaiks;
3) loogilised tehted -, &, V, >, ~ ja =;

4) kvantorid 2 ja Vv;

5) sulud ( ja ).
1J[II. Valemid (viited). Valemite loetelu antakse induktiiv-
selt:
1) iga predikaat koos talle jargneva n (=0, 1, 2, ...) indi-l»

viidiga (n-kohaline predikaat) on valem,;

2) kui % on valem, siis ka'% on valem;

3) kui % ja B on sellised valemid, milles tihesuguste predi-
kaatide jdrel on molemas sama arv indiviide, kusjuures
ei leidu niisugusi indiviidi x, mis {ihes neist valemeist
esineks koos siimbolite {ihendiga ¥x voi 3x, teises aga
ilma (n.-6. vabalt), siis (X &B), (AVYB), (A>B),
(A ~B) ja (¥ = B) on valemid;

4) Kui ¥ on valem, mis ei sisalda siimbolite iithendeid Vx
ega Jx, siis VxU ja Ax¥ on valemid (viimastes x on nn.
seotud indiviid 3).

III. Aksioomid. Aksioomideks on jargmised valemid, kus
l}{{éikt tahelised siimbolid tdhendavad muutuvaid indiviide voi predi-

aate:
1) (A>(B=>4)),
2) ((A>(B—>C))>((A>B)>(A~>C())),
3) ((A&B)>A4),
4) ((A&B)>B), ‘
5) ((A>B)>((A>C)>(A>(B&()))),
6) (A>(AVB)),
7) (B>(AVB)),
8) ((A>C)>((B>C)>((AVB)>C))),

3 Vaba ja seotud indiviidi tdhendus on siin sisuliselt sama, mis autori eel-
mises artiklis (vt. viide 1), ainult kasitlus on formaalne.
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9) ((A>B)>(B>4)),
10) (A—>A4),

11) (A—>A4),
12) (VxFx > Fy),
13) (Fy—>3x Fx).

IV. Tuletusreeglid. Iga reegli puhul antakse argumen-
tide ning reegli rakendamisel saadava tulemuse kirjeldus.

1. reegel. Argumentideks on valemid ¥ ja (2 ->%B). Tulemu-
seks on valem .

2. reegel. Argumendiks on valem %, mis sisaldab n-kohalist
muutuvat predikaati F. Teine valem 9B sisaldab n vaba indivii-
di t4, ..., t,, mida valemis ¥ ei esine. Peale selle eeldatakse, et
valemi B iilejddnud vabad indiviidid erinevad valemi % seotud
indiviididest ja ¥ seotud indiviidid erinevad % vabadest indivii-
didest. Lopuks ei tohi valem B sisaldada sellist walemi % seotud
indiviidi, mille siduva kvantori mojupiirkonda valemis ¥ kuulub:

predikaat F. Tulemuseks on valem S?%[, mis saadakse sel teel, et
valemis ¥ asendatakse F koikjal valemiga 9B, kusjuures valemis
B asendatakse indiviidid #; igakord nende indiviididega, mis olid
predikaadi F jidrel vastavatel kohtadel valemis .

3. reegel. Argumendiks on valem %(x), kus x on vaba muu-
tuv indiviid. Tulemuseks on valem A(y), kus y on samuti vaba
muutuv indiviid.

4. reegel. Argumendiks on valem %, mis sisaldab enda osana
valemit VxB(x) (voi IxB(x)). Tulemuseks on sama valem U, mil-
les VxB(x) (vdi IxB(x)) asemel seisab VyB(y) (voi IyB(y)).
Siin on y mis tahes indiviid, mis ainult ei esine valemis % vabalt
ega sellise seotud indiviidina, mille siduva kvantori méjupiirkon-
nas paikneb valem B voi vastupidi.

5. reegel. Argumendiks on valem (B> %(x)), kus B ei sisalda
indiviidi x. Tulemuseks on valem (B->VxA(x)).

6. reegel. Argumendiks on valem (% (x)>B), kus B ei sisalda
indiviidi x. Tulemuseks on valem (3x¥ (x)->B).

Kui toodud formalismi abil soovitakse uurida ka objektide
samasuse Kkiisimust, siis voetakse tarvitusele kahekohaline
predikaatkonstant Vxy (sisulises interpretatsioonis tdhendaks:
«x=y») ja lisatakse iilaltooduile aksioomid (ainukeseks konstan-
diks on V):

14) Vxx;
15) (Vxy > (Px > Py)).

Naturaalarvude uurimisel lisatakse veel indiviidkons-
tant 0 (null), predikaatkonstandid Jxy (s. t. x-le jdrgneb vahetult
y), Sxyz (s. t. x + y=2) ja Kxyz (s.t. x-y=2) ning aksioomid:

16) Vx3y Jxy;
17) 3Ix Ix0;
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18) ((Jxy & Ixz)> Vyz);

19) ((Jxz & Jyz)-> Vxy);

20) ((PO & VxVy((Px & Jxy)> Py))>VxPx),
21) Sx0x;

22) (((Sxyz & Jyu)& Jzv)> Sxuv),

23) ((Sxyz & Sxyt)> Vzt);

Z4) Kx00;

25) (((Kxyz &Jyu)& Szxv)—> Kxuv);

26) ((Kxyz & Kxyt)—> Vzt).

Sellist voi analoogilist ldhenemisviisi on kasutatud mitmete
matemaatiliste distsipliinide aksiomaatilise teooria loomisel, néit.
algebras, geomeetrias *, hulgateoorias ja mujal.

 Seni, kuni matemaatilist loogikat rakendati eranditult vaid
matemaatika sisemisteks vajadusteks, pakkus ta huvi ainult mate-
maatikuile. Seoses elektronarvutite kasutuselevotmisega
laienes aga matemaatilise loogika rakendusala enamikule kaas-
aegseist teadustest. Et arvutile sai muuhulgas iile anda ka loo-
giliste otsustuste sooritamise, kerkis padevakorda vajadus
formuleerida probleeme mingis kindlas siimboolikas, mida arvutil
oleks voimalik vahetult vastu votta. Eriti on see oluline naiteks
automaatse programmeerimise korral. Osutus, et niisuguseks
stimboolikaks sobib hésti matemaatilise loogika siimboolika.

Oletame, et meil on vaja koikvdimalike olukordade hulgast
vélja eraldada meile soodsad olukorrad. Selleks valime indiviidide
piirkonnaks objektid, mis probleemis esinevad, predikaatideks aga
uuritavat olukorda méiidravad véited. Edasi saame juba loogilise
siimboolika abil kirja panna tingimused, mis peavad soodsaks loe-
tud olukorras olema tadidetud.

Naiteks, kui on tegemist mingi tundmatu suuruse ldhendite
otsimisega teatava iteratsioonimeetodi abil, siis nou-
takse, et iteratsioon koonduks. Selleks piisab, kui ta on fundamen-
taalne. Eeskirja, mis seab igale naturaalarvule n vastavusse tund-
matu n-da ldhendi a,, voib vaadelda iihekohalise funktorina o(n).
Lahutamist ja absoluutvddrtuse votmist tuleb samuti vaadelda
'vastavalt kahekohalise ja iihekohalise funktorina ning suhet on
suurem kui kahekohalise predikaadina, kusjuures nende jaoks voib
sdilitada tavalise kirjutusviisi. Nimetatud siimboleid kasutades on
fundamentaalsuse tingimus 5 kirjutatav jargmiselt:

Ve(e > 0)>3InVm Vmy((m; > n)&(ms > n)->
>(e > lo(m))— o(m2)])).

Juhul, kui olukorda méiravaid objekte ehk parameetreid
tuleb valida loenduvast hulgast, voib selle hulga elemen-

4 Vi niiteks Lumiste, U, Geomeetria alused, I. Trt, 1964. (Rotaprint.)

5 Spnastatuna kolaks fundamentaalsuse tingimus selliselt: Vastavalt lga}e
positiivsele arvule ¢ leidub naturaalarv n nii, et koikide naturaalarvude m; ja
my korral, kui my > n ja my>n, kehtib vorratus

Ialm—amzl<5~
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did eelnevalt naturaalarvudega nummerdada. Vdidet nende para-
meetrite kohta voib siis vaadelda vditena vastavate jarjekorra-
numbrite kohta. Et elektronarvutid on kohandatud just numbrilis-
teks arvutusteks, siis pakub erilist huvi uurida, milliseid numbrilisi
probleeme suudab arvuti lahendada.

Kui olukord on méédratud n parameetriga, siis on imeil numbri-
lisel juhul sisuliselt tegemist n arvu siisteemiga x;, ..., x,, mil-
les iga x; vdib vabalt omandada naturaalarvulisi vdartusi. Osa
nendest siisteemidest loetakse soodsaiks, osa ebasoodsaiks. Kiisi-
mus seisneb siis niisuguse eeskirja leidmises, mis eraldaks sood-
sad olukorrad ebasoodsaist. Selle eeskirja voib anda néiteks sel-
lise n-kohalise funktsiooniga f(x, ..., x,), mille vididrtus iga
soodsa argumentidesiisteemi korral on null, iga ebasoodsa siis-
teemi korral aga nullist erinev. Soodsad juhud on siis antud funkt-
siooni nullkohtadeks. Arvutite kasutamise seisukohalt on oluline,
et funktsioon f(xy, ..., x,) oleks teatud mottes lihtsa struktuuriga.
Eriti sobivaiks osutuvad nn. lihtrekursiivsed funktsioonid.

Funktsiooni nimetatakse lihtrekursiivseks, kui
ta kuulub jargmisse, induktiivselt defineeritavasse klassi:

1° nullkohaline konstantne funktsioon O on lihtrekursiivne;

2° iihekohaline funktsioon A(x), mis seab igale naturaalarvule
vastavusse talle vahetult jargneva naturaalarvu, on lihtrekur-
siivne;

3° argumendi véljaeraldamise funktsioonid kujul

ff(xi, ..., Xiy ..., xn) = x; on lihtrekursiivsed;

4° kui funktsioonid fo(x1, ..., xs), fi(x1, ..., Xu), ..., ...,
fs(x1, ..., x,) on lihtrekursiivsed, siis funktsioon f(x, ..., x,) =
=fo(f1(x1, ..., Xn), ..., f[s(x1, ..., x4)) on lihtrekursiivne;

5° kui funktsioonid fi(xy, ..., Xn) ja falxo, X1, ..., Xn, Xps1) ON
lihtrekursiivsed, siis funktsioon f(xe, X1, ..., Xx,), mis rahuldab tin-
gimusi f(0, x1, ..., xp) =f1(x1, ..., %) jaf(n+ 1, x, ..., x5) =
=fo(n, x1, ..., Xn, f(n, X1, ..., X)), on lihtrekursiivne.

Lihtrekursiivsete funktsioonide struktuuri «lihtsus» seisneb sel-
les, et niisuguse funktsiooni viirtuse leidmine on argumentide
igasuguse valiku korral teostatav kindla 10pliku arvu operatsioo-
nidega. Vastavate arvutuste realiseeritavuseks elektronarvutis on
pohiline aga just see ndue.

Predikaati nimetatakse lihtrekursiivseks, kuita
on toene mingi lihtrekursiivse funktsiooni nullkohtades ja ainult
seal. Osutub, et lihtrekursiivse predikaadi eitus
on lihtrekursiivne. See aga tdhendab, et nii lihtrekursiivse predi-
kaadina sdnastatud viite kui ka tema eituse kontrollimiseks tuleb
sooritada vaid 1oplik arv tehteid. Nii itht kui teist saab jarelikult
teostada elektronarvutis.

Lihtrekursiivseid funktsioone sisaldavate mottekdikude demons-
treerimiseks toestame &dsja sOnastatud véite, nimelt et lihtrekur-
siivse predikaadi eitus on lihtrekursiivne. Selleks tuleb meil antud
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lihtrekursiivsest funktsioonist f(x, ..., x,) ldhtudes konstrueerida

teine lihtrekursiivne funktsioon f(xy, ..., x,), mille vdartus on null
siis ja ainult siis, kui f(xy, ..., x,) erineb nullist.

Konstrueerime koigepealt konstantsed funktsioonid 0(x) ja
0(x, y), mille vairtus on alati null. Et nullkohaline konstantne
funktsioon 0 on lihtrekursiivne, siis voime defineerida:

0(0)=0,
0(n+ 1)=fa(n, 0(n)),
0(0, x)=0(x),
0(n 41, x)=Ff3 (n, x, 0(n, x)).
Vottes reeglis 4° s =1, n =0 defineerime niiiid nullkohalise
funktsiooni 1:
fo(x) v-—_—"ﬂ,(x)’

1=0,
1 =fo(f1). .
Edasi defineerime reeglit 5° kasutades funktsiooni sg(x):
_ se)=1,
sg(n—+1)=0(n, sg(n))
ja selle abil 16puks otsitava funktsiooni

flxt, ..., x))=sg(f(x1, ..., X4)).
Analoogiliselt saab ndidata,etka kahe lihtrekursiivse
predikaadi disjunktsioon on lihtrekursiivne.
Ulejdanud loogilised operatsioonid vGib siis juba avaldada dis-

junktsiooni ja eituse kaudu, nimelt A& B on AVB, A>B on

AVB,A~Bon (A> B)&(B> A) ning A= B on (A~ B). Jire-
likult ka koik need tehted jatavad predikaadi lihtrekursiivseks. Seda
tulemust arvestades ndeme, et lihtrekursiivsete predikaatidega
maaratud olukordade uurimisel voime elektronarvutis kasutada
koiki loogilisi tehteid.

Tuleb aga maérkida, et kvantori rakendamine viib
predikaadi kahjuks lihtrekursiivsete predikaatide hulgast vilja.
Olgu néiteks Pxy lihtrekursiivne predikaat ja f(x, y) talle vastav
lihtrekursiivne funktsioon. Siis selline funktsioon g(y), mis vas-
taks predikaadile 3x Pxy, peaks omandama védirtuse 0 parajasti
nendel y vadrtustel, mille korral leidub selline x, et f(x, y) oman-
dab vdartuse 0. Iga y puhul tuleb jarelikult teostada 16pmatu
kontroll, mis aga ei mahu lihtrekursiivse funktsiooni definitsiooni
alla. Kontroll on 16plik ainult jaataval juhul (s. o. nende y viar-
tuste korral, mille puhul leidub x nii, et f(x, y)=0), kuid ka siis
pole teostatavate operatsioonide arv ette teada, Sellist predikaati
nimetatakse osaliselt rekursiivseks. Kui aga predi-
kaat ja tema eitus on molemad osaliselt rekursiivsed, siis nimeta-
takse neid fildrekursiivseteks. Uldrekursiivse predikaadi
puhul on nimelt probleem jélle alati lahenduv lopliku arvu sam-
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mudega. Tdepoolest, teostades kontrolli kordamoéoda predikaadi ja
tema eitusega peab ithe puhul neist 16pliku arvu sammude jérel
saabuma positiivne vastus. Lihtrekursiivseks selline predikaat
siiski ei osutu, sest sooritatavate operatsioonide hulka ei ole voi-
malik eelnevalt hinnata. '

Lopuks toome veel ndite hoopis teisest valdkonnast. Nimelt kir-
jeldame méngu, mis pohineb matemaatilisel loogikal. Seda méangu
voiks nimetada nditeks logistikamidnguks.

Ming toimub kahe isiku vahel, keda nimetame toemédngi-
jaks ja vaddramédngijaks. Mingu alustamiseks tuleb
ette anda mingi esimest jarku predikaatarvutuse valem, milles
voivad esineda predikaadid, vabad indiviidid, seotud indiviidid ja
funktorid. Selliseks valemiks voib olla néiteks

Px~3y Pu(y).

Ming seisneb selles, et valemis esinevaile siimboleile antakse
konkreetsed tdhendused. Vabaks indiviidiks tuleb vdtta mingi
reaalarv, seotud indiviidi puhul tuleb ndidata reaalarvude klass,
millel vastav kvantor on maaratud. Iga predikaat tuleb konkreti-
seerida mingi vditena tema juures olevate indiviidide, s. 0. arvude
kohta (sealjuures on ndutav, et valitud viite tdeviidrtus oleks alati
méidratav). Funktor konkretiseeritakse mingi koikjal mdaratud
reaalarvulise funktsioonina., Uhe siimboli konkretiseerimist nime-
tame tehinguks. Korraga saab sooritada ainult iihe tehingu. Tehin-
guid sooritatakse kordamododa, esimese tehingu teeb tdeméingija.
Siimbolite konkretiseerimise jarjekord on vaba. Kui parast koikide
siimbolite konkretiseerimist osutub valem tdeseks viiteks, siis on
toemingija voitnud, vastasel korral on voitjaks vddramingija.

Ulal néiteks toodud ldhtevalemi korral voib partii kulgeda kas
voi jargmiselt:

1) téeméngija konkretiseerib predikaadi P, andes talle tdhen-
duse on posititvne (s. t. P loetakse edaspidi tdeseks positiivsete
indiviidide korral);

2) vadramaingija konkretiseerib klassi, kuhu peab kuuluma seo-
tud indiviid y, valides selleks koikide tdisarvude klassi;

3) toeméingija konkretiseerib vaba indiviidi x, vottes x = 0;

4) vaidramangija konkretiseerib funktsiooni u, valides selleks
konstantse funktsiooni null.

Nende nelja tehinguga on koik valemis esinenud siimbolid kon-
kretiseeritud ja valemi toevddrtus seega mairatud. Seda toevaar-
tust pole niiiid raske leida. Toepoolest, Px tdhendab pirast kon-

kretiseerimist vdidet «0 > 0» ja Px (s. t. «<0 < 0») on seega toene.
Teiselt poolt aga Iy Pu(y) omandas konkretiseerimisel tdhenduse:
leidub tdisarv y nii, et talle rakendatult annab konstantselt nulliga
vordne funktsioon positiivse tulemuse. See viide on ilmselt véar.
Jarelikult on vdar ka kogu valem ning vddraméingija on partii
voitnud.
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KUI MATEMAATIK TEID NINAPIDI VEAB...
Matemaatilisi sofisme

J. M. Gaiduk!
Ara usu iga valemit!

Matemaatiliste sofismide — maternaatiliste toes-
tuste enam voi vdhem teravmeelsete paroodiate kasulikkus seisneb
selles, et nendega tutvumine teritab matemaatika oppijatel ette-
vaatlikkust, opetab kriitiliselt suhtuma matemaatilistesse arutlus-
tesse ning néditab eriti kujukalt loogika osa matemaatiliste jarel-
duste usaldatavuses. ,

Mond tiiiipi matemaatilised sofismid on laiaidaselt tuntud nii
opetajate kui ka Opilaste seas. Eeskédtt kuuluvad siia kurikuulsa
«nulliga jagamisega» seotud sofismid. Mitme polvkonna metoodi-
kute joupingutustega on nimetatud tehe opilaste teadvuses kahjuks
sedavord diskrediteeritud, et niisugused sofismid ei avalda enam
erilist muljet. Seetottu tuleb hoolitseda sofismide assortimendi
tdiendamise ja virskendamise eest. Seda eesmairki peavad teenima
ka jdrgnevad sofismid, mille aine on voetud elementaar- ja kor-
gema matemaatika piirdealalt2. Iga sofismi vea avastamise lobu
jatame vana traditsiooni kohaselt lugejale 3.

Tasand, mis tdidab kogu ruumi
Viga paljudes analiiiitilise geomeetria opikutes viidetakse ilma
mingite selgitavate mdrkusteta, et vorrand

X — X Yy — U 2 — 2
X2 — X Yo — I 2p—2z21|=0
| X3 — X1 Ys — U 23— 2y

1 Artikli autor Juri Mihhailovits Gaiduk on Harkovi Pollu-
majanduse Instituudi dotsent. Saanud kuulda kogumiku «Matemaatika ja kaas-
aeg» viljaandmisest, saatis ta toimetusele kirja, milles soovib véljaandele menu.
Uhtlasi lisas ta kdesoleva artikli kisikirja n.-6. omapoolse panusena, Artikli on
tolkinud E. Tamme.

2 Teine selline sofismide valik on toodud autori artiklis: Maremaruueckue
codpusmel, «MaTtemaTuka B mKoJje», Ne 6, 1952, 1k. 83—87. Vi. samuti «Matemaa-
tika ja kaasaeg» II, lk. 92.

3 Asjast huvitatuil palume sofismide analitiisid saata toimetusele.
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on kolme (erinevat) punkti = M;(xi, y1, 21), Ma(Xs, Yo, 22),
M3 (xs, y3, 23) 1dbiva tasandi vorrandiks. Usume nende opikute auto-
reid ja, vottes punktideks M;(0, 0, 0), My(1, 1, 1), M3(2, 2, 2),
koostame toodud valemi abil neid punkte ldbiva tasandi vorrandi:

X Y z|
1 1 1/=0. (1)
2 2 2

Kirjutatud determinant vordub aga nulliga esimese rea mis tahes
elementide korral, sest tema viimane rida on vordne kahekordse
eelviimasega. Seega rahuldavad vorrandit (1) ruumi suvalise
punkti koordinaadid x, y, z. Jarelikult on meil tegemist tasandiga,
mis tdidab kogu ruumi.

Algebraline Peano kover

Teatavasti 1890. a. konstrueeris itaalia matemaatik Peano
pideva kovera, mis ldbib kahemootmelise tasanditiiki — ruudu —
koiki punkte 4. Kuid Peano konstruktsioon on kiillaltki keeruline.
Sedasama tuleb Oelda ka Hilberti ja teiste matemaatikute poolt
hiljem esitatud taoliste koverate konstruktsioonide kohta. Voib
aga tédiesti elementaarsel teel {Gestada kdovera — ja seejuures
algebralise! — olemasolu, mis ldbib milte ainult ruudu, vaid isegi
koordinaattasandi kvadrandi kdiki punkte. Vaadake, kuidas me
seda teeme.

Eeldades, et konstant ¢ > 0, ldhtume vorrandist

x—al +Jy| = |x|+ |y —al, (2)

mis maarab xy-tasandil teatava punktide geomeetrilise koha {M}
— selle tasandi koigi niisuguste punktide M hulga, mille koor-
dinaadid x ja y rahuldavad vorrandit (2). Lihtne on niha, et hulk
{M} sisaldab muuhulgas kvadrandi x > a, y > a koiki punkte. Tei-
selt poolt aga moned xy-tasandi punktld ei kuulu hulka {M}; sel-
lised on niiteks punktid (a, 0) ja (0, a). Seega vérrand (2) pole
sugugi samasus.

Tostame vorrandi (2) molemad pooled ruutu:

(x—a)2+ y* + 2/ (x — a)y| = X2+ (y — a)® + 2|x(y — a)|,
ja eraldame seejuures absoluutvdirtuse marke sisaldavad liikmed:

(x—a)+y¥—x—(y—a)?=2x(y—a)|— [(x — a)yll.
Uuesti vorrandi molemaid pooli ruutu vottes saame:

[(x—a)?+y*—x2—(y —a)?P =4x*(y — a)? 4
+(x —a)?y? —2x(x —a)y(y — a)l.
Eraldame saadud vorrandis jdllegi liikme, milles siilib absoluut-
vairtuse mark:
[(x—a)?+y*—x2—(y — a)?P —4x*(y — a)2 + (x — a) 2y =
= —8lx(x —a)y(y —a)|.

Uus ruutimine viib meid niiiid juba vorrandini, milles pole enam

4+ Lumiste, U. Diferentsiaalgeomeetria. TIn.,, ERK, 1963, lk. 25.
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ithtki absoluutvddrtuse marki alles jaddnud:

{xr—a)?+ 9 —x—(y—a)?P — (g —a)*+ (3

+(x— a) Y72 = 64x (x — a)?’y*(y — a)>.

Saadud vorrand (3) — meil pole vajadust tegelda tema tiilika liht-
sustamisega — on ilmselt teatava kaheksanda astme algebralise
kovera vorrandiks. Et see vorrand on saadud jdreldusena vorran-
dist (2), siis rahuldavad hulga {M} kodigi punktide koordinaadid
ka vorrandit (3). Teiste sonadega: kover (3) ldbib kvadrandi
X > a, y > a koiki punkte,

Tadhelepanuvidirne piirvadrtus

Korgemas matemaatikas tuntud kahele tdhtsale piirvdartusele
tuleks lisada veel jargmine:
. Vax+b— Vb _—a
i - b, d).
x_l-r>n—l\/cx—|-d——‘\/d——c (a<b c<d)

Toepoolest, see piirvddrtus on huvitav selle poolest, et tema
vadrtus soltub arvutamise viisist; sellega litkatakse {imber viide,
et muutuval suurusel ei saavat olla kahte erinevat piirvdartust.

Kasutades traditsioonilist votet saame:

lim Xa)f—l—b—\/b—a
s——1Vex+d—vVd—c¢
— lim (Vax+b—Vb—ay(Vax+ b+ \/b—a)(\/cx—i-d+\/d—c)
X—>— 1(\/cx+d—\/d——c)(\/cx+d+Vd—c)(Vax+b+Vb—a)
a(x-{—l)(\/cx—i—d—}-,_\/d—c _a\/d—c
ekt ) (Var T b + Vb—a) cVb—a

Teine arvutusviis annab:

1, —— N
— — —(Vax+b6b—Vb—a
lim \/ax-l-b—\/b—a:“m x( )=

x> Vex+d—vVd—c x>l (ch Td—vd _C)

5y Vb—a o
Vi h-220 v
=lim —,

Vd—c Vd—¢

x—>—1 ‘l/ d

Vastuoluline funktsioon

=
Vaatleme funktsiooni y=xx ,kus x> 0. Seda funktsiooni
voib defineerida ka rekurrentselt, lugedes y = lim y,, kus y1=x
n—>00
ja Yn '='xy”_l. n=213,...
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Vaadeldav funktsioon® on ilmselt ithene ja monotoonselt kas-
vav. Seetottu on tal olemas iihene pdé6rdfunktsioon, mis peab
samuti olema monotoonselt kasvav. Seda poordfunktsiooni on
muide kerge algebraliselt esitada. Toepoolest, ldhtefunktsiooni

1
definitsioonist jareldub, et y = x¥, millest x =yv; see ongi pdord-
funktsiooni avaldiseks. '

Kuid ometi 2% =41, mis on vastuolus pooérdfunktsiooni
monotoonsuse omadusegal
Tosi, vastuolu saaks korvaldada, kui lugeda, et ... 2 =4,

8 Olgu mirgitud, et ithel metsateaduse aspirandil tuli pihe kasutada seda
funkisiooni oma uurimustes puutiivede kuju kohta. Sealjuures puutus ta kokku
teda himmastava vastuoluga, mis andiski autorile aine kiesolevaks sofismiks.

Aritmeetikaiilesandeid

Jirgmises korrutamises on numbrite 0, 1, 2, 3 ja 4 asemele kdikjal kirjutatud
tdht A, numbrite 5, 6, 7, 8 ja 9 asemele aga B. Leida, missugused arvud siin on
korrutatud:

Jirgmises jagamises on paaritute numbrite asemele kirjutatud U ja paaris-
nurmbrite asemele S. Leida k&ik arvud:
SSUUSWUUS
SUs _[uus
vuvu
_UsSS
SUS
SUS

Leida arv A, kui jargmistes jagamistes iga x tdhendab mis tahes numbrit
{ainult tkski kirjutatud arv ei alga nulliga):

XXXXXXXXX[xXxx A=xxxxxx|[xx
X X X XXXxXxx =A X X X X X X X
XX X X T xxx
X X X X X
X X X Txxx
X X X X X X
X X X X ’ X X X
X X X X XXX
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NORBERT WIENER (1894—1964)

E. Tamme

Kieoleva aasta 18. martsil
suri Rootsis kiiberneetika «isa»
— tuntud ameerika matemaatik
Norbert Wiener. Euroo-
pas viibis ta jaanuarikuust saa-
dik ringreisil, esinedes pikema
loengutsiikliga Amsterdamis.

Norbert Wiener siindis 26. no-
vembril 1894. a. Harvardi ili-
kooli slavistikaprofessori pere-
konnas. Juba vdga varakult ilm-
nes tema suur anne. Seitsmeaas-
tase poisikesena tutvus ta Dante
ja Darwini téodega, neljateist-
kiimneaastaselt ldpetas mate-
maatikuna iilikooli, kaheksa-
teistkiimneaastaselt sai Har-
vardi iilikooli filosoofiadok-
toriks (matemaatilise loogika valdkonda kuuluva 60 eest). Aastail
1913—1915 jatkas ta opinguid Cambridge’is Inglismaal ja Gottin-
genis Saksamaal. Alates 1919. aastast oli Norbert Wiener Mas-
sachusettsis tehnoloogilise instituudi dppejouks (1932. aastast ma-
temaatikaprofessor).

Norbert Wieneri teaduslik parand on ulatuslik. Matemaatilise
analiiiisi ja tdendosusteooria valdkondades kuuluvad temale mit-
med suundirajavad t66d. Néiteks 16i ta kolmekiimnendatel aastatel
Tauberi teoreemide iildise teooria, seostades selle Fourier’ teisen-
duste teooriaga, ja arendas koos inglise teadlase A. Paleyga vilja
harmoonilise analiiiisi komplekstasandil. Toéendosusteooria alal
uuris N. Wiener tdhtsat juhuslike protsesside klassi, millele hiljem
anti tema nimi.

Norbert Wieneri matemaatilist loomingut iseloomustab tdhele-
panu osutamine loodusteaduste ja tehnika vajadustele. Teise maa-
ilmasdja péevil tegeles ta elektrivorkudega ja arvutustehnikaga.
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Norbert Wiener kujunes innustajaks ja juhiks mitmesuguste eri-
alade teadlastest (matemaatikutest, inseneridest, neurofiisioloogi-
dest, psiihholoogidest jt.) koosnevale riihmitusele, kes uuris erine-
vate teadusharude piirialadel olevaid probleeme ning nende lahen-
damise meetodeid. Eriti tahtsaks sai elektri- ning elektronseadmes-
tikes ja elusolendites kulgevate juhtimisprotsesside sarnasuse avas-
tamine ja uurimine. Selle teadlaste riihmituse palju aastaid vilda-
nud uurimustest — nii rahuotstarbelistest kui ka sojalistest — ju-
tustab Norbert Wiener 1948. a. ilmunud raamatus «Kiiberneetika:
ehk juhtimine ja side loomas ning masinas» !, mis saavutas kii-
resti maailmakuulsuse ning avaldas siigavat moju kogu maailma
teaduse arengule. Raamatus piiritletakse tdnapdeval kiiresti are-
neva teadusharu — kiiberneetika moiste ja olemus, naidatakse
tema rakendusalasid ning antakse talle ka nimi.

Kiiberneetika annab teoreetilised alused automaatikale, «motle-
vatele» masinatele, sidetehnikale jne., aga ka so6jatehnikale. Nor-
bert Wiener kuulus kiill ameerika kodanliku intelligentsi ridadesse,
kuid ausa teadlasena on ta ajakirjanduses korduvalt tdhelepanu
juhtinud teadlaste vastutusele tihenduses uurimistulemuste kasuta-
misega massilise hdvitamise relvade loomiseks. Viibides 1960. a.
suvel Moskvas Automaatjuhtimise ja -reguleerimise Rahvusvahelise
Foderatsiooni esimesel kongressil, iitles ta: «Ma olen veendunud,
et erinevate maade Gpetlaste koost66 viib veel suurematele saavu-
tustele rahu ja vastastikuse moistmise {firituses kogu inimkonna
hiivangukss.

*
* *

Toome jargnevas moned véljavotted viimasest intervjuust, mille
Norbert Wiener liihikest aega enne surma andis ajakirja «United
States News and World Report» korrespondentidele 2.

Kiisimus. Doktor Wiener, kas esineb tendents arvutusmasi-
nate kasulikkuse iilehindamiseks?

Vastus. Esineb omapédrane tehnika kultus. Inimesi voluvad
mitmesugused tehnika uudised. Masinad on méiratud selleks, et
inimene neid kasutaks. Kui aga inimene, kas iilisuurest austu-
sest masinate vastu voi tahte puudumisest ise otsustusi teha (nime-
tage seda laiskuseks voi arguseks — iikskdik), eelistab jdtta masina
otsustada, kuidas masinaid kasutada, siis me satume tadbarasse
olukorda.

Kilsimus, Monikord on kuulda, et luuakse masinad, mis iile-
tavad inimeste voimeid. Kas te olete ndus selliste arvamustega?

V astus. Ma iitleksin, et kui inimene osutub vdhem voimekaks
masinast, siis on see vdga halb. Kuid selles ei saa sugugi siiii-
distada masinaid. Seda tuleb hinnata kui inimese krahhi tema enese
siiil tottu.

1 On olemas ka eestikeelne tolge: Wiener, N, Kiiberneetika. TIn., 1961].
2 See intervjuu on tritkitud ajakirjas «Heneas» 1964, Nr. 13.
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Kiisimus. Mida Te vdite delda arvutusmasinate tuleviku
kohta?

Vastus. Tahtsaks arvutusmasinatega seotud suunaks on
nende miniatuurseks muutmine, s. t. mootmete jarsk vahendamine.
Seal, kus arvutustehnika arengu algul oli vaja Empire State Build-
ingi ® suurust masinat, vdib seda niiiid vihendada niivord, et ta
mahub véiikesesse tuppa. Uheks pohiteguriks masinate miniatuur-
seks muutmisel on uute malutiiiipide kasutuselevotmine; need pohi-
nevad tahke keha fiiiisikal — transistoritel ja nendega sarnastel
asjadel.

Meile pakub {iha enam huvi kiisimus: «Milline on inimaju mee-
lespidamise mehhanism?» Niifid hakkasime sellest esmakordselt
reaalset ettekujutust saama.

Lugu on nii, et geneetiline midlu — meie geenide milu — on
‘maaratud oma olemuselt nukleiinhapete kompleksidega. Viimase
aasta jooksul on tekkinud alused oletuseks, et nédrvisiisteemi méilu
on sama iseloomuga. Sellele viitab nukleiinhapete komplekside
avastamine ajus, kusjuures neil on omadusi, mis voiksid pdhimot-
teliselt olla heaks malu aluseks. Ma arvan — ja mitte ainult mina
—, et ehk jargmisel aastakiimnel kasutatakse selliseid printsiipe
juba tehnikas.

Kiisimus. Teiste sonadega — magnetlindi asemele tulevad
arvutusmasina mélu blokkidesse geenid?

Vastus. Tulevad ained, mis sarnanevad geenidega. See néuab
uusi pohjapanevaid avastusi. Kuidas teostada informatsiooni sisse-
ja véljaviimist geneetilise mdlu korral, kuidas kasutada seda méilu
masinas — selliste iilesannete lahendamine on seotud ulatuslike
uurimustega, mis praegu on vaevalt algusjargus. Moned meist
arvavad, et informatsiooni sisse- ja viljaviimist voib teostada nuk-
leiinhapete komplekside kiirgumis- ja neeldumisspektreid kasuta-
des (kuid see ei ole veel kontrollitud).

Kiisimus. Kas Te arvate pédrast oma viimast sditu Vene-
m.iaale, et Noukogud pithendavad suurt tdhelepanu arvutusmasina-
tele?

Vastus. Jah, nad piithendavad sellele viaga suurt tahelepanu.

Kiisimus. Kas nad vorreldes meiega kasutavad tiielikult
seda teadusala?

Vastus. Uldine arvamus on — ja see on paljude erinevate
inimeste arvamus —, et arvutusmasinate tootmine jdib neil maha
meie tasemest. Kuid automatiseerimise teoreetiliste probleemide
uurimise alal on nad meist ees.

3 102-korruseline hoone New Yorgis (korgus 381 m, koos televisioon!mas-
tiga 448,7 m).
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KUBERNEETIKA TEOREETILISI PROBLEEME'!

A. A. Ljapunov, S. V. Jablonski

3. Kiiberneetika matemaatilisi kiisimusi

Kiiberneetika matemaatiliste kiisimuste kirjeldamisele asudes
tuleb silmas pidada, et kaugeleminevate abstraktsioonide kasuta-
mine kiiberneetikas nouab matemaatilise aparatuuri laialdast ra-
kendamist. Osalt luuakse see aparatuur spetsiaalselt, kiiberneetika
enda vajadusi arvestades, osalt voetakse iile mitmetest matemaa-
tika harudest. Tuleb markida, et juba kiiberneetika arengu algstaa-
diumis tekkis vajadus ulatuslikult rakendada matemaatilist loogi-
kat, toendosusteooriat, matemaatilist statistikat, reaalmuutuja
funktsioonide teooriat, hulgateooriat, funktsionaalanaliiiisi, topo-
loogiat, arvuteooriat, abstraktset algebrat jne.

Kiiberneetika matemaatiline probleemistik on seotud kiibernee-
tika pohiiilesannetega, ning seetottu on matemaatilisi iilesandeid
sobiv loetleda vastavalt kiiberneetika iilesannetele.

1. Makroskoopiline uurimine

I. Informatsioonivoogude valjaselgitamine.
Kéesoleval momendil pole siin veel voimalik mingisuguseid mate-
maatilisi iilesandeid sonastada.

2. Informatsiooni koodi selgitamine. Siia kuu-
lub rida informatsiooniteooria kiisimusi:

a) mitmesuguste kodeerimisprintsiipide uurimine,
b) kodeerimissiisteemide omaduste tundmadppimine,
c) kodeerimis- ja dekodeerimisalgoritmide uurimine,

3. Juhtimissiisteemi funktsiooni selgita-
mine. Siin tuleb tegemist juhtimissiisteemi funktsioneerimist kir-
jeldava matemaatilise aparatuuri uurimisega:

a) loplike ja lopmatute loogikate vialjato6tamine,
b) tokestatult mddratud operaatorite uurimine,

! Kiesolev artikkel on tdlgitud kogumikust ITpo6aembi KuGepHETHKH, Bbin.
9. M, 1963. Tolkinud E. Tiit. Artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, I, lk.
14—22, ning II, 1k 11—21.
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c) algoritmide uurimine,

d) toendosusloogika ja juhuslike elementaaraktidega algo-
ritmide teooria 1dbito6tamine.

4, Juhtimissiisteemide funktsioneerimise
vurimine:

a) juhtimissiisteemi kui sidekanali uurimine («kanali» 1abi-
laskevoime hindamine, miirakindluse kiisimus jne.),

b) juhtimissiisteemi kui teenindamissiisteemi tundmaoppi-
mine (ooteaja probleem, teenindamise efektiivsuse hin-
damine jne.),

¢) juhtimissiisteemi funktsioneerimise uurimine eesmargi
saavutamise seisukohast (midnguteooria problemaatika),

d) juhtimissiisteemide funktsioneerimise uurimine nende
«organiseerituse» seisukohast (vordlemine, opetatavuse
méaramine jne.),

e) juhtimissiisteemi struktuuri hinnang tema funktsioneeri-
mise jargi, eriti tema siseméalu hindamine.

2. Mikroskoopiline uurimine

5. Juhtimissiisteemi elementide selgitamine.
Matemaatilisi iilesandeid pole siin veel 6nnestunud sonastada.
6. Elementidevaheliste seoste selgitamine.
Smé vaadeldakse juhtimissiisteemide topoloogiaga seotud iilesan-
eid:

a) graafide teooria arendamine,

b) vorkude teooria arendamine,

c) skeemide uurimine (sealhulgas mitmesuguste Kkeelte
véljatéotamine skeemide iileskirjutamiseks).

7. Juhtimissiisteemi algoritmeerimine:

a) juhtimissiisteemide mitmesuguste algoritmeerimismeeto-
dite uurimine (elementide, topoloogia, informatsiooni ar-
vessevotmine),

b) ligikaudsete algoritmeerimisprintsiipide (taktikate), seal-
hulgas minguteooria ja matemaatiliste médngumudelite
teooria edasiarendamine.

8 Juhtimissiisteemide analiiis.
9. Juhtimissiisteemide siintees:

a) etteantud funktsioneerimisega juhtimissiisteemide (seal-
hulgas ka siinteesi automatiseerivate) siinteesimeetodite
konstrueerimine,

b) asiimptootiliste karakteristikute uurimine (soltuvalt ele-
mentidest, topoloogiast, algoritmeerimise tiiiibist),

¢) minimaalsete skeemide siinteesimisel esinevate raskuste

- loogiliste pohjuste selgitamine,

d) oluliselt lihtsama ehitusega juhtimissiisteemide klasside
véljaeraldamine,
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10. Juhtimissiisteemide ekvivalentsed tei-
sendused:

a) mitmesugustesse klassidesse kuuluvate juhtimissiistee-
mide teisendamiseks vajalike ekvivalentsussiisteemide
konstrueerimine,

b) nende juhtude véljaselgitamine, millal on 16pliku téie-
liku ekvivalentsussiisteemi konstrueerimine voimalik,

c) algoritmide viljatootamine juhtimissiisteemide lihtsusta-
miseks ekvivalentsussiisteemi abil.

Il. Juhtimissiisteemide evolutsioon:

a) iihelt juhtimissiisteemilt evolutsiooni teel teisele iilemi-
neku meetodite véljatdotamine.

12 Juhtimissiisteemide todokindluse wuuri-
mine:

a) ebakindlate sisenditega juhtimissiisteemi t66kindluse
koodist soltumise uurimine (miirakindlate koodide konst-
rueerimine),

b) t6okindlate juhtimissiisteemide siintees ebakindlatest ele-
mentidest, ,

¢) juhtimissiisteemi t66 kontrollimismeetodite véljatdota-
mine.

4. Kiiberneetika meetodid

Kiiberneetika seostub tihedasti teaduse ja tehnika paljude haru-
dega. Seetottu rakendab ta laialdaselt nende meetodeid, eriti konk-
reetsete juhtimissiisteemide uurimisel. Samal ajal on kiiberneetika
tdppisteadus, ning kasutab tédppisteadustele ise-
loomulikku metoodikat. Eriti tihtsat osa etendavad vaga
mitmekesised matemaatilised meetodid, mis on tunginud peaaegu
koigisse kiiberneetika harudesse.

Uhtlasi rakendatakse kiiberneetikas ka eksperimenti. Kat-
setamine on keerukate objektide uurimisel darmiselt tdhtis. Viga
komplitseeritud juhtimissiisteemide vaatlemine on kiiberneetikale
iseloomulik. See aga tdhendab, et siin on tegemist suurte informat-
sioonivoogudega, iipris koguka ja keerulise funktsioneerimisega.
Seetottu ongi katse kiiberneetilistes uurimustes vdga oluline. Kat-
sed voivad esineda mitmel kujul: vaatlus, statistiline analiiiis, loo-
giline analiiiis ja kiiberneetiline eksperiment.

Vaatlust kasutatakse ulatuslikult konkreetsete siisteemide
uurimisel. See meetod on eriti levinud sellistel aladel nagu néiteks
bioloogia ja majandusteadus.

Statistilisele analiiiisile kuulub kiiberneetikas téh-
tis koht. See meetod on siin seotud mitte iiksnes tdendosusteo-
reetilise ldhenemisega néhtuste késitlemisele, vaid ka uurimustega,
mis on sisuliselt determineeritud iseloomuga. Muuhulgas on see
mugav eriti keerukate juhtimissiisteemide tundmaoppimisel. See-
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tottu rakendatakse statistilist analiiiisi paljude kiiberneetiliste kii-
simuste lahendamisel. Temaga puutume kokku informatsiooni
uurimisel, elementide analiiiisimisel, funktsioneerimise vaatlemi-
sel, algoritmeerimisel jne.

Loogiline analiiiis leiab kiliberneetikas rakendamist sa-
madel pohjustel kui statistilinegi analiiiis. Tema abil avastatakse
loogilisi seaduspédrasusi uuritavais objektides. Eriti sageli kasuta-
takse loogilist analiiiisi juhtimissiisteemide tilipide selgitamiseks ja
juhtimissiisteemide klassifitseerimiseks. Juhtimissiisteemide tiipi-
seerimine on mitmete teoreetiliste t66de lahtepunktiks. Siinjuures
tuleb silmas pidada, et klassifitseerimine iseendast ei ole omaette
eesmirk, vaid seostub teatud kindlate uurimustega. Seepdrast tu-
leb klassifitseerimisele asudes koigepealt mdirata kindlaks selle
eesmairk. Seejérel tuleb ldhtetiiiipide jaoks valida mastaap, mis voi-
maldab viéltida klassifikatsiooni enda liigset keerukust. Eriti tuleb
tdhelepanu poorata sellele, et iga klassifikatsioon peab tuginema
tapselt kindlaks maédratud printsiipidele. Klassifitseerida voib néi-
teks elementide tiiipide, skeemide tiiiipide, funktsioonide jms. jargi.

Juhtimissiisteemid on sageli niivord keerukad, et iilalloetletud
meetodid, samuti aga ka puhtmatemaatilised vaatlused osutuvad
nende ehituse uurimisel mittepiisavaiks. Seetottu ongi kiibernee-
tika meetodite hulgas eriline koht kiiberneetilisel ekspe-
rimendil. Kiiberneetiline eksperiment seisneb selles, et ldhte-
siisteem asendatakse mudeliga, mida siis tundma opitakse. Pohi-
motteliselt seisneb modelleerimine antud juhtimissiisteemiga iso-
morfse voi ligikaudu isomorfse juhtimissiisteemi konstrueerimises
ning selle funktsioneerimise vaatlemises.

Seoses modelleerimisega kerkib terve rida kiisimusi:

a) eksperimendi eesmirgi tipne formuleerimine,

b) uuritava ndhtuse matemaatiline kirjeldamine (sealhulgas

selle kirjeldamiseks vajalike keelte viljatdotamine),

¢) algoritmeerimine,

d) eksperimendi tulemuste hindamise kriteeriumide viljatéota-

mine jne.

Modelleerimisele on iseloomulik see, et mudelil on uuritava juh-
timissiisteemiga vorreldes olulisi eeliseid. Naiteks vdimaldab
modelleerimine tootmisprotsesside juhtimissiisteemide projekteeri-
misel kontrollida idee 6igsust ning valida mitmete konstruktsiooni-
parameetrite ratsionaalsed viartused odavamalt ja kiiremini, kui
seda saaks teha katseobjekti enese konstrueerimise abil. Juhul kui
juhtimissiisteemi on vihe uuritud, saab mudeli abil kontrollida, kui-
vord oiged on meie kujutlused (hiipoteesid) tema kohta. Selline
olukord tekib nditeks teadvuse iiksikute funktsioonide modelleeri-
misel.’Oluline on siin see, et mudeli funktsioneerimisprintsiibid on
uuritava juhtimissiisteemi omadest palju paremini tuntud.

Enamasti toimub juhtimissiisteemide modelleerimine kas teh-
nika abil voi elektronarvutitele programmeerimise teel.
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Tehnika abil modelleerimine on vajalik siis, kuf
tuleb sdilitada mudeli 1dhedust uuritavale objektile ja kui tehni-
line realiseerimine annab paremaid vdimalusi vaatlemiseks. Nai-
teks elektronarvutite konstrueerimisel ehitatakse tavaliselt koige--
pealt makett, millel tdpsustatakse projekti idee. See on voimalik
maketi teatava ldheduse tottu projekteeritavale arvutile. Samuti on
loomade kditumise uurimisel mugav kasutada tehnilisi mudeleid,.
sest nii on lihtne hinnata nende kaditumise aluseks olevaid print-
siipe.

Modelleerimine programmeerimise teel om
voimsaim ning levinuim kiiberneetilise eksperimendi moodus. Selle-
meetodi teatava spetsiifika tottu tekib siin aga rida lisakiisimusi..
Nende hulka kuulub t66deldava informatsiooni sobivaima koodi
valik algoritmi erinevatel toGetappidel, et tagada kohane tooreZiime
niihdsti malu koormatuse kui ka arvuti aja seisukohast.

Eriti oluline on voimalikult vihendada ldbivaatamisele kuulu-
vate variantide arvu, mis tekivad antud iilesande lahendamisel..
Real juhtudel, kui kogu algoritm ei mahu arvutisse, tekib kiisimus.
algoritmi ratsionaalsest jaotamisest iseseisvateks osadeks nii, et
arvutamist saaks teostada etappide kaupa. Siinmjuures tuleb kind--
lustada iiksikosade sobiv seostamine. Lopuks on tarvis valida voi-
malikult efektiivne programmeerimisviis. Sageli tekib siis kiisimus
teatud illesannete klassiga seotud algoritmide programmeerimise-
automatiseerimisest. Programmi abil modelleerimise néiteks elekt-
ronarvutil voiksid olla tolkimine ja moningaid motlemisakte mo-
delleerivad programmeerivad programmid.

Kuigi kiiberneetiline eksperiment on vordlemisi noor teaduslik:
meetod, on tal praegu palju rakendusi. See soodustab eelkdige tép-
sete moistete vdljatootamist ning iilesannete selget formuleerimist..
Kiiberneetilist eksperimenti kasutatakse paljude iilesannete puhul..
Laialdaselt rakendatakse teda informatsiooni kodeerimissiistee-
mide avastamisel ning uurimisel, juhtimissiisteemide funktsionee-
rimise tundmaodppimisel, elementide ning nendevaheliste seoste
leidmisel ning eriti juhtimissiisteemde algoritmeerimisel.

Toodud tabelis on tehtud katse kiiberneetika problemaatika siis-
tematiseerimiseks. Horisontaalread iseloomustavad erisuguste juh-
timissiisteemnide (tabelis lithidalt JS) uurimisel kerkivate, kuid
omavahel sarnaste iilesannete klasse; nad on jaotatud kahte rithma
— makroskoopiline ja mikroskoopiline uurimine. Esimeses veerus.
on antud iilesannete iildine nimetus. Teises veerus detailiseeritakse
neid iilesandeid teatud méaéral. Kolmandas veerus on esitatud koige
iseloomulikumad meetodid, mida rakendatakse vastavate iilesannete:
lahendamisel: matemaatika valdkond, kiiberneetika matemaatilised
osad, eksperimentaalsed meetodid. Jargnevais veergudes on néida-
tud teadusharud, kus vastavaid konkreetseid juhtimissiisteeme uuri-
takse. See uurimine ning asjaolu, et kdige mitmesugusemates tea-
dusharudes on tegemist iihetiiiibiliste siisteemidega, mis on kési-
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teldavad juhtimissiisteemidena, olidki kiiberneetika kui teaduse
tekke pohjuseks.

Kiiberneetika enese meetodite tekkimist pohjustas see, et eri-
nevais konkreetseis teadusharudes esilekerkinud i{ilesanded juhti-
missiisteemide kohta lahenduvad iihiste meetoditega. Margime, et
paljudel juhtudel tekivad siinjuures uued meetodid.

Tuleb tdhendada, et veergude loetelu ei pretendeeri kaugeltki
tédielikkusele, vaid on pigem illustratiivse iseloomuga. Uheski vee-
rus ei peeta silmas iihtainsat konkreetset juhtimissiisteemi. Nii
vaadeldakse nditeks narvisiisteemi fiisioloogiat késitlevas veerus
nii organismi tervikuna, nirvisiisteemi tervikuna kui ka moningaid
tema iiksikosi. On vdimalik, et kiiberneetika arenguprotsessis tekib
vajadus selle tabeli detailiseerimiseks niihédsti uute veergude juur-
detoomise kui ka vanade jaotamise teel, samuti aga ka uute alade
kaasahaaramise abil.

(Lopp)

MATEMAATIKA KUI KUNST

Ka meie, matemaatikud, oleme toelised kutsumusega luuletajad; ainult meil
duleb luuletatu ka veel toestadal

L. Kronecker, 1890.

* *
*

Inimesed, kellel pole olnud juhust matemaatikaga sigavamat tutvust sol-
mida, ajavad ta segamini rehkendamisega ja ndevad temas mingit kuiva ja
tuima teadust. Tegelikult néuab matemaatika palju kujutlusvbimet ning iks
meie sajandi suurimaid matemaatikuid véis digusega Oelda, et on véimatu olla
hea matemaatik, kui iihtlasi ei olda pisut ka poeet ...

Mis minusse isiklikult puutub, siis ma ei oskagi Oelda, kumba ma rohkem
armastan: kas matemaatikat voi kirjandust.

S. Kovalevskaja, 1887.

* *
*

Rohkem kui teised teadused nduab just matemaatika tugevat kujutlusvoi-
met ... Motteselgus iiksinda ei ole veel ilmaski avastusi teinud. Parim osa mate-
maatiku loomingust on kunst, ilev ja tdiuslik kunst, julge nagu kujutluse sala-
jasimad unistused, selge ja kirgas nagu abstraktne mote. Matemaatiline geniaal-
sus ja kunstialane geniaalsus puutuvad kokku; peaks koguni selgitama, miks need
kaks geniaalsuse liiki arenevad nii harva ihel ja samal inimesel.

G. Mittag-Leffler, 1892/93.
* * .
*

Matemaatilises valdkonnas valitseb mingi omapdrane ilu, mis vastab mitte
niivord kunstiteose kui just looduse ilule ja mis mojub tdiesti samasugusel viisil
igale meelelisele inimesele, kes on sellest aru saama Oppinud.

E. E. Krummer, 1867.
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MAATRIKSITE TEOORIA MAJANDUSTEADUSES

U. Ennuste!

Matemaatika harudest on majandusteaduses seni kdige enam
kasutatud maatriksalgebrat 2. Seda on majandusliku tegevuse ana-
liliisimisel ulatuslikult rakendatud eelkdige selliste kesksete prob-
leemide uurimiseks, nagu tootmise tasakaalustamine (tdisku-
lude ja tootmisharude vahelise bilansi meetodid) ja tootmise opti-
miseerimine (tootmise lineaarsete mudelite koostamine ja analiiiis).
Mobningal méairal on maatriksite teooria majandusteaduses kasu-
tust leidnud ka veel matemaatilise mianguteooria kaudu. Maatrik-
site teooria praktilist tahtsust ja elulisust majandusteaduses néi-
tavad paljudes maades tehtud arvukad uurimused ning eksperimen-
did selle teooria rakendamiseks mitmesuguse suurusega majandus-
siisteemnide kisitlemisel, alates tsehhidest ja 16petades kogu rahva-
majandusega. Voib oletada, et maatriksite teooria kujuneb ka
iiheks nurgakiviks {ihiskonna tootlike joudude arendamisel olulise
tahtsusega majandusmehhanismi — majanduse optimaalse pla-
neerimise ja juhtimise kiiberneetilise masiria loomisel.

Majandusteaduses tdrkas huvi maatriksite ja maatriksalgebra
vastu pérast seda, kui USA teadlane V. Leontjev avaldas ala-
tes 1947. a. rea t6id tootmisharude vahelise bilansi meetodi («input-
output analysis») kohta {1].

Majandusteaduse seisukohast on maatriksalgebral jargmised
hinnatavad omadused.

Maatrikstdhistus voimaldab arvude kogusid «kokku suruda»
iihte siimbolisse. See on majandusteaduses eriti vdartuslik, sest seal
tuleb sageli opereerida arvude suurte kogudega (tabelitega).

Arvutusoperatsioonid maatriksitega on hésti realiseeritavad
kaasaegsetes kiiretoimelistes arvutites. See omadus on andnud vii-
masel ajal erilise touke maatriksite teooria laialdasele juurutami-
sele majandusteaduses,

Maatriksalgebra rakendamine on kooskolas majandusteaduse

U Artikli autor U. Ennuste on ENSV TA Majanduse Instituudi teaduslik
tootaja.

2 Maatriksalgebraga tutvumiseks vt. niitcks Kangro, (., Korgem
algebra. Tln.,, ERK, 1962.

3 Matemaatika ja kaasaeg III 33



arengutasemega kdesoleval ajal. Nimelt on majandusteaduses, eriti
makrodkonoomiliste majandussiisteemide uurimisel, enamasti voi-
malik vilja tuua vaid ligikaudseid lineaarseid seoseid iiksikute fak-
torite vahel. Maatriksalgebra aga ongi universaalne matemaatiline
aparatuur lineaarsete seoste kasitlemiseks.

Praegusel etapil tuleb maatriksalgebra iiheks praktiliseks eeli-
seks lugeda ka tema suhteliselt lihtsat moistetavust majandus-
teadlastele. Seda soodustab moOningane sarnasus traditsiooniliste
planeerimismeetoditega, kus maatrikstabelid ehk nn. malelaudtabe-
lid olid juba varem kasutamisel.

Maatriksite teooria meetodite realiseerimine majandusteaduses
ongi kujunenud esimeseks etapiks fileminekul senisest tdielikumale
planeerimistasemele. Sellepdrast on ka arusaadav, et ilma maat-
riksalgebra pohimodistete tundmiseta ei saa siigavalt moista ega
seega ka juurutada tdiuslikumaid planeerimismeetodeid.

Jargnevalt on piiiitud liithidalt selgitada maatriksalgebra kasu-
tusvoimalusi majandusteaduses ja viidata ka nendele perspektiivi-
dele, mida vastavate meetodite edasine rakendamine voiks uurimi-
ses avada.

Maatriksalgerba kasutamine on eriti sobivaks osutunud ees-
katt tdiskulude maddramise ja tootmisharude vaheliste bilansside
koostamise iillesannete puhul. Nende iilesannete tutvustamist alus-
tame jargmise lihtsa niitega.

Nidide 1. Kombinaat toodab ja turustab kolme toodet: kivi-
stitt, terast ja masinaid. Seejuures iga tooteithiku valmistamiseks
kasutatakse otseselt ka moningat hulka kombinaadi teisi tooteid.
Naiteks dihe iihiku soe tootmiseks kulutatakse otseselt 0,1 iihikut
terast ja 0,1 {ihikut masinaid. Koik otsekulud on toodud tabe-
lis 1. Selle otsekulude ehk malelaudtabeli veergude ja ridade peal-
kirjad on kiill tapselt {ihesugused, kuid kokkuleppeliselt loetakse
tabeli iga element temale vastavas reas ndidatud materjali kuluks
vastava veeru toote valmistamisel. Naiteks kivisoe kulu iihe iihiku
terase tootmiseks on 2,0 iihikut. Materjalide sisekdivet ei ole tabe-
lis arvestatud: peadiagonaali elemendid on koik nullid.

Tabel 1
[ Kivisiisi , Teras | Masinad
Kivisiisi 0 2,0 ' 0,2
Teras 0,1 0 0,5
Masinad 0,1 0,3 0

Ulesandeks on maérata soe, terase ja masinate kogutoodangud-
kombinaadis nii, et iga toote 16pptoodang (védljalase) oleks 1 iihik.
Kuigi toodud niites on tegemist ainult kolme omavahel seotud
tootmisharuga, osutub iilesande lahendamine siiski {isna keeru-
kaks. Lahendamist raskendab asjaolu, et iga toote valmistamisel on
peale mitmesuguste materjalide otseste kulude tegemist veel nende
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kaudsete kuludega. Naiteks masinate valmistamiseks vajatakse
otseselt terast ja kivisiitt, kuid kivisée tootmiseks vajatakse oma-
korda terast ning masinaid jne.

Kokkuvottes kutsub iga tootmisprotsess peale otsekulude vélja
veel terve ahelreaktsiooni kaudseid kulusid. Otseste ja kaudsete
kulude summat antud toote valmistamisel nimetamegi tdis-
kuludeks. Alles tdiskulude teadmine vbimaldab piistitatud
iilesannet lahendada.

Sellised iilesanded on eriti holpsalt lahendatavad maatriksarvu-
tuse meetoditega. Lahendusmeetodi kirjeldamiseks formaliseerime
eeltoodud dilesande iildkujul. Selleks tdhistame:

i, j— vaadeldavate toodete jarjekorranumbrid (i, j=1, ..., n);
X,- — toote i kogutoodang;

Y; — toote i 1opptoodang (viljalase);

X;;— toote i kulu toote j kogutoodangu valmistamisel.

Vaadeldud iilesande vo6ib niiiid sonastada jargmiselt: leida
kogutoodang X;, kui lopptoodang Y; ja toote i kulu toodangu i
valmistamiseks X;; on teada.

Ulesande lahendamiseks paneme tédhele, et iga toote i korral
kehtib vorrand

Yi=Xi—Xg—Xop—...— Xin
ja koigi toodete kohta saame seega koostada vorrandisiisteemi
Vi=Xi—Xu—Xpp—.. —Xm
Yy=—Xo1 4 Xo — X92 — Xon } (1)
Y——an‘_Xrﬁ'— _}—X —X"n
Kui defineerida
X;i
Ay == /7_], (2)
i

siis a; kujutab toote i kulu toote j iihe ithiku valmistamisel ja teda
nimetatakse otsekulu koefitsiendiks.
Téhistust (2) kasutades voib siisteemi (1) esitada kujul

Yi=X —anXi— a;2X; — — alan
Yo=—anX;+ Xo— a22X2 — ag.X, } (3)
Y = ._anlA] — an2X2 + X — annX

Votame niiiid kasutusele maatrl‘kssumboolma, tdhistades

ayr... Y] XI
A=|.. . Cv=[:], x={|:)
Anpt ... 0y Yn Xn

Siis on (3) kirjutatav lihtsalt vorrandina
Y= (E—A)X, 4)
kus E tdhendab ithikmaatriksit.
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Vorrandi (4) molemaid pooli vasakult maatriksiga (E — A4)™!
korrutades saame
(E~—A)'Y =EX,

ehk
= (E — A)-'Y. (5)
Majanduslikult moéttelt voib maatriksi £ — A ehk nn. Leontjevi
maatriksi podrdmaatriksit (E — A)'=B nimetada tadis-
k ulude maatriksiks. Nimelt maatriksi B element b;; nz’iitab, kui
palju tuleb suurendada toote i kogutoodangut, et toote j viljalase
suureneks iihe ihiku vorra. Diferentsiaalarvutuse siimboolikat
kasutades:

b 0%,
i oyj .

Seega on tuletatud avaldis (5), mis annab funktsionaalse seose
Iopptoodangu ja kogutoodangu vahel, ning me vdime jatkata naite
1 lahendamist.

Nédide 2. Arvutame tabelis 1 esitatud otsekulude maatriksi
A alusel poordmaatriksi (E — A)~!. Tulemus, mis kujutab téis-
kulude maatriksit, on esitatud tabelis 2.

Tabel 2
\" ‘K.i;'isiisi l ‘T;e-ras - f— Masmad_
| _
Kivisiisi 1,622 | 3,931 ‘ 2,290
Teras 0,286 ! 1,870 Lo, 992
Masinad 0,248 !

0,954 i 1,526

Tabelist selgub, et nditeks kivisde taieiik kulu terase lopliku too-
dangu iihe ithiku saamiseks on 3,931 iihikut, ehk 1,96 korda rohkem
kui vastav otsekulu. Tdiskulude koefitsiendid tabeli peadiagonaalil
nditavad, mitu ithikut tuleb mingit toodet valmistada, et 1oplikult’
saada iiks ithik sedasama toodet (arvesse vottes, et osa toodangust
kulub tema enda valmistamiseks vajalike materjalide tootmiseks).

Taiskulude maatriksi abil on valemist (5) kerge méiérata kogu-
toodangu mahtu X olenevalt 16pptoodangust Y. Olgu néditeks vaja
saada lopptoodanguna iiks iihik koiki tabelis 2 vaadeldavaid too-
teid. Avaldise (5) abil vo6ib niifid holpsalt koostada vastava too-
dangu plaani (tabel 3).

Tabel 3
s {(ogu- Tootmisalane tarbimine Laplik
oode 00- ivi- Masi- too-
dang | sis | TS | pag | dang
Kivisiisi 7,843 0 6,296 0,547 1,000
Teras . 3,148 0,784 0 1,364 1,000
Masinad 2,728 0,784 0,944 0 1,000
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Sellist tabelit nimetatakse tootmisharude vahelise bilansi tabe-
liks. Ta annab hea iilevaate toodangu voogudest ja on aluseks toot-
misharude toodangu planeerimisel.

Vaadeldud néites oli tegemist ainult kolme tootmisharuga.
Praktilistes filesannetes on tootmisharude arv tunduvalt suurem ja
sellega kasvab ka valemi (5) rakendamisel vajaliku po6rdmaat-
riksi arvutamisega seotud ajakulu. Kolme tehnoloogia korral kulub
vilunud arvutajal podrdmaatriksi vahetuks arvutamiseks umbes
15 minutit. Kuid nditeks 10 haru korral oleks ajakulu ligi nadal
ning kolmesaja haru puhul iiletaks 1000 inimaastat! Seetottu on
nende iilesannete lahendamine joukohane vaid elekironarvutitele.

Lihtsamate iilesannete kisitsi lahendamiseks,.aga samuti ka
suurte lilesannete lahendamiseks elektronarvuti abil kasutatakse
tavaliselt ligikaudseid meetodeid. Tutvustame #iht niisugust.

Praktikas esinevad otsekulude maatriksid A on tavaliselt nii-
sugused, et Taylori rida

‘ (E—A)1=E+A4 A2+ ...+ A4+ ... (6)
osutub kooduvaks (vt. {2]).
Valemit (6) kasutades vdib niiiid vorduse (5) kirjutada kujul
X=Y+AY -} AY+ ...+ AY + ...
Selle rea jaakliiget dra jattes saamegi ligikaudse valemi
X=Y-+AY + A?Y ...+ ArY. (7
Avaldis (7) annab tépse tulemuse vaid siis, kui n > oco. Lopliku
n korral saame muidugi ainult ligikaudse tulemuse, kuid tunduvalt
vaiksema tehete arvuga, kui nn. tédpsete meetodite puhul.
Otsekulude a; vahenemisel (tehnoloogia taiustamisel, toéovil-
jakuse tousmisel jne.) muutuvad ka tadiskulud b;. Uue tdiskulude
maatriksi arvutamist on voimalik lihtsustada esialgse p66rdmaat-
riksi teatava korrigeerimise teel. Vastava korrigeerimisteguri tule-
tus on jargmine (vt. [3]).
Olgu L, maatriksi

L=E—A
esialgne kuju ja L, tema muutunud kuju. Siis
D= 'Lo —_— L)

kujutab endast muutuste maatriksit. Eeldame, et Ly on teada ja
otsime korrigeerivat maatriksit C nii, et oleks
. Li'=CL¢L
Lihtsate teisenduste tulemusena saame
C = L]_1L0'= (L()_lLl)_‘l =,
=(Lo"(Lo— D))"=
=(E -— Ly 'D)~L.
Seega
C=(E— L,'D)™!
ja jarelikult
Li'=(E — Ly'\D)-'Lg!, (8)
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Kui maatriks D on viikeste elementidega, siis on valemi (8)
kasutamine uue otsekulude maatriksi pé6ramisest tunduvalt dko-
noomsem.

Eelnevast selgus, et materiaalse tootmise maatriksmudeli alusel
on voimalik koostada tootmise tasakaalustatud bilansse, mis vas-
tavad etteantud 16pptoodangu variandile. Et vajalikud arvutused
on lihtsalt mehhaniseeritavad, siis avaneb reaalne voimalus erine-
vate 16pptoodangu variantidega seotud kogutoodangute vordluseks
ja nende reaalsuse ning otstarbekuse {ile otsustamiseks. Sellistel
arvutustel on kahtlemata suur vdartus rahvamajanduse planeeri-
mise seisukohalt. Balansseeritud tootmisplaanide koostamist voiks
lugeda planeerimise tdiustamise esimeseks etapiks.

Majandussiisteemide planeerimise tdiustamise jdrgmine etapp
peaks seisnema {ileminekus balansseeritud plaanidelt {ihe voi teise
kriteeriumi jargi optimiseeritud plaanidele. Sellisteks kriteeriumi-
deks voiksid olla 16pptoodangu valmistamiseks vajalik t66kulu, rah-
vamajanduse optimaalne arengutempo vms.

Uleminek korgemale planeerimistasemele peaks aitama téieli-
kult ellu rakendada sotsialistliku planeerimise pohilist eesméarki —
saavutada ithiskonna huvides kdige suuremaid tulemusi kdige vaik-
semate kulutustega.

Uheks sobivaimaks instrumendiks selliste plaaniiilesannete la-
hendamisel tundub kédesoleval ajal olevat majandussiisteemi ast-
mete diinaamiliste maatriksmudelite kombineerimine mitmesuguste
matemaatilise planeerimise meetoditega. Pohimotteliselt peaks sel-
line ldhenemine voimaldama tootmisharude kaupa optimaalsete too-
dangu, voimsuste, fondide ja kapitalimahutuste plaanide koosta-
mist ning majanduslikkuse hinnangute arvutamist (efektiivsuse
koefitsiendid), mis kindlustaksid piiratud ressursside, eriti kapitali-
mahutuste efektiivsemat kasutamist.

Maatriksite teooriat on majandusmatemaatilises kirjanduses
kasutatud vdga palju. Uksikasjalikumaks tutvumiseks voib soovi-
tada naiteks jargmisi raamatuid:

1. JleorTtsres, B. B. nu ap. Hccaenosanne cTpyKTypbl aMepHKAHCKOH 3KOHO-

MukH. M., 1958
2. 'peb6uos, I'' I, Cmexos, B. M. u ap. OcHoBbl pa3paboTKu MexkoTpac-
nesoro Gajanca. M., 1962.

3. dunkenbumwrellH, . B. O Mmeroze mnepeciera MaTpuLbl KO3(pHLUEHTOB
IOJIHBIX 3aTpaT B CJAyuyae H3MEHEHHA TEeXHOJIOTHH B HECKOJIBKHX OTpac/AX
npoussoacrea, M., 1959.

Hemuunnos, B. C. SKOHOMHKO-MaTemaaneCKue metoAb U Momenn. M., 1962.

Jlanre, O. Teopm[ BOCMPOM3BO/JCTBA M Hakomrtenns. M., 1963.

SImana, U Teoopus M HmpUMeHeHHe MexoTpaciesoro meroga. M., 1963.
YUenepwu, X. u Knapk [I. IxoHoMuka MexorpacaeBblx cBs3efl. M., 1962.

NoOOe
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TRANSPORT JA MATEMAATIKA

I. Kull

Kaasaegne iithiskond ei saa eksisteerida ilma kiirelt ja paindli-
kult tegutseva transpordisiisteemita. Transpordi normaalne funkt-
sioneerimine eeldab paraja tihedusega teedevorgu, piisava hulga
transpordivahendite, transpordibaaside ja muidugi ka transpordi-
tootajate olemasolu. Kuid ainuiiksi sellest ei piisa veel transpordi-
siisteemi heaks t66ks. Hea t66 tagamiseks tuleb koiki neid vahen-
deid ka otstarbekohaselt rakendada — tuleb koostada 6ko-
noomsed transpordiplaanid, -graafikud jms.

Et planeerijatel ja dispetSeritel on transpordiplaanide koosta-
misel ja transpordi operatiivsel juhtimisel vdga raske arvestada
koiki olulisi andmeid (neid on tavaliselt vdga palju), siis piiiitakse
vastavaid probleeme tdnapdeval lahendada elektronarvutitega.
Enne aga tuleb need probleemid sonastada tdpsete matemaatilis-
loogiliste {ilesannetena. Peale selle tuleb muidugi leida meetodid
nende lahendamiseks. :

Kidesolevas kirjutises toomegi kaks transpordi vallas sageda-
mini esinevat {ilesannet — nn. klassikalise transpordi-
lilesande ja kaubaveo marsruutide leidmise
iilesande, ning nditame, kuidas neid on voimalik lahendada.

Olgu mingis piirkonnas 3 ehituspaneelide tehast, mis toodavad
aastas vastavalt 5000, 10000 ja 15000 tonni paneele. Asugu selles
piirkonnas 6 ehitusrajooni, mis vajavad neid paneele aastas vasta-
valt 2000, 3000, 6000, 4000, 7000 ja 8000 tonni. Eeldame, et kdik
paneelid on iiht tiiiipi ja neid voib ehitusrajoonidesse vedada mis
tahes tehasest. Et paneelide toodang tehastes vordub paneelide
koguvajadusega, siis on ehitusrajoonide noudmisi paneelide jérele
voimalik rahuldada. Seejuures tekib aga kiisimus: kui palju paneele
tuleb igast téhasest igasse ehitusrajooni vedada? Esimesel pilgul
néib, et kiisimusele voiks vastata nii: igasse ehitusrajooni tuleb
vajalikud paneelid vedada sellele ehitusrajoonile kdige l&dhemast
tehasest. Sest toepoolest — nii peaks paneelide veoplaan tulema
koige 6konoomsem ja vedude kogumaksumus koéige vaiksem. Kuid
kahjuks ei tarvitse selline transpordiplaan olla realiseeritav, sest
voib osutuda, et monest tehasest tuleks paneele vdlja vedada roh-
kem, kui neid seal toodetakse. :
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Optimaalseks tuleb lugeda sellist transpordiplaani, kus 1) teha-
sest ei veeta kaupa vilja rohkem, kui seda seal toodetakse; 2) koi-
kide tarbijate vajadused on rahuldatud (eeldusel, et vastavat kaupa
on piisavalt); 3) transpordi kogukulud on minimaalsed koikide
tei?jte tingimusi 1) ja 2) rahuldavate transpordiplaanidega vor-
reldes.

Seega peab optimaalse transpordiplaani koostamiseks teadma
peale tehaste toodanguhulkade ja tarbijate noudmiste veel too-
dangu iihe ithiku veo maksumust igast tehasest iga tarbijani. Olgu
need andmed meie iilesande puhul niiteks sellised, nagu on too-
dud tabelis 1. Libtsuse mottes on siin toodanguiihikuks voetud 1000
tonni paneele.

Tabel 1
| Tehaste | Tarbijate vajadused ]
toodang | p, —2 | b, =3 | by=6| by=14 | bs=7 | be=8
a=5 | 2 1 5 | 2 | 1 l 3 ‘ 4
=10 | 5 3 | 1] 2 i + ] s ’
3= 15 | 4 2 | s | 3 | 8 ‘ 3 ;

Nii on niiteks toodangu iihe ithiku (s.t. 1000 tonni paneelide)
veo maksumus 1. tehasest 1. ehitusrajooni 2 véartusiihikut (néiteks
2000 rbl.), 1. tehasest 2. ehitusrajooni aga 5 vdartusiihikut jne.

Téhistades i-ndast tehasest (i =1, 2, 3) j-ndasse ehitusrajooni
(j=1,2, 3,4,5, 6) veetavate paneelide koguse (tuh. tonnides) x;
abil, voib optimaalse transpordiplaani leidmise iilesande sonastada
nii: leida mittenegatiivsed suurused x; ({=1,2,3;j=1,2,...,6),
mis rahuldavad tingimusi

x11 = X12 -+ X134 X14 + x15 + X16 =5,
X91 —F Xog —+ Xo3 — X24 ~ Xo5 — X26 =10, (1)
X31 ~+ Xap - X33~ X34 -+ X35 + X3 =15

(tehastest veetakse vilja kogu toodang),

X1t Yo X =2, XigF X Xagp =3, X3 X33+ X33 =6, (9)
Xpa+ Xos + Xsa=4, X154 X5 X35 =7, X156+ Xo6 | X36 = 8
(tarbijate noudmised rahuldatakse) ja minimiseerivad transpordi

kogukulud
2x11 + 5x12 + 2x13 4 1xy4 4 3x15 - 4x16 + :
+ Sxa1 - 3x22 4 1xos + 2x94 4 405 - 3x26 1 (3)
+ 4X31 —|— 2X32 + 5x33 —I— 3X34 '+' SX35 + 3x36.

Selle iilesande sonastusest ndhtub, et olulised on ainult too-
dangu mahud tehastes, tarbijate noudmised ja toodangu iihe ithiku
veo maksumused. Oluline pole aga nditeks kauba liik (paneelid,
tellised vms.), iihikute konkreetne suurus, samuti see, kas tootjad
on tehased, kolhoosid v6i veetakse kaup vélja hoopis ladudest.
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Seega vodime transpordiiilesande iildkujul sonastada jargmi-
selt:

- Olgu antud m tootjat, kes valmistavad teatavat kaupa vasta-
valt ay, as, ..., a, iihikut, ja n tarbijat, kes vajavad kaupa vasta-
valt by, by, ..., b, dhikut. Seejuures olgu toodetava kauba hulk
vordne koguvajadusega, s. t.

gai = an bj- (4)
i=1 j=1
Peale selle olgu antud veel kauba iihe ithiku transpordikulud
i-ndalt tootjalt j-nda tarbijani — suurused ¢; (i=1, 2, ..., m,
j=1,2, ..., n). Tahistades i-ndalt tootjalt j-ndale tarbijale vee-
tava kauba hulga x;; abil, voib iilesande sonastada nii: leida mitte-

negatiivsed suurused x; (i=1,2, ..., m; j=1,2, ..., n), mis
rahuldavad tingimusi

_ﬁ‘!xi,-zai (i=1,2 ..., m) (5)
(i-ndalt tootjalt \]r;eta'kse vilja kogu kaup),

gx,-,u:b,- (j=12 ..., n) (6)

i=1

(j-nda tarbija vajadus rahuldatakse) ja mis minimiseerivad
transpordi kogukulu

m ' n

Py EVC,‘,'X,','. (7}

i=1 j=1
Parema iilevaate saamiseks paigutame algandmed (ja samuti otsi-
tavad) tabelisse 2.

Tabel 2
) ' J
i
b | b | | 8,
a i X [ Cr2 Xj2 i 'Cln Xin
asz Ca1 Xz | Cop Xpp I ‘ Con Xop
qpn Cm1 *mi | Cm2 xm2 l e Cnn *mn

Suuruste x; summa tabeli 2 igas reas peab vorduma vastava suu-
rusega a; (tingimus (5)), nende suuruste summa igas veerus peab:
aga olema’ b; (tingimus (6)). Transpordi kogukulu (7) on vordne
samas ruudus asuvate suuruste ¢; ja x; korrutiste summaga.
Mirgime, et transpordiiilesanne on tegelikult iildise line-
aarse planeerimisiilesande erijuhtum. Seega on
seda iilesannet voimalik lahendada lineaarse planeerimisiillesande
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jaoks viljatootatud lahendusmeetoditega. Kuid selline lahendusviis

pole otstarbekohane, sest transpordiiilesande isedrasusi arvestades

c()in‘jelle ilesande lahendamiseks voimalik anda lihtsamaid meeto-
eid.

Esitamegi siin transpordiiillesande iihe lihtsaima lahendusmee-
todi — nn. optimiseerivate liidetavate meetodi
[1]. Lahendusmeetod tugineb jargmisele teoreemile.

Teoreem. Kui mingis reas voi veerus asuvatele kordajatele
Cif ltuta itks ja sama konstant, siis see ei méjusta plaani optimaal-
sust.

Seega, kui plaan x; on optimaalne esialgsete kordajate c; suh-
tes, siis on ta optimaalne ka pédrast konstantide liitmist (s. t. kor-
dajate ¢;; + 4; voi ¢;; + u; suhtes), ja timberpdordult.

Esitatud teoreemil on péris konkreetne tdhendus: optimaalse
transpordiplaani koostamisel voib alati arvestamata jitta mingi
tootja voi tarbija kodigi kaubaveoste puhul esinevad konstantsed
kulutused (nditeks kulutused meretranspordile, kui tarbija asub
saarel ja koik tootjad asuvad mandril, vms.).

Anname teoreemi tdestuse juhul, kui konstandid on liidetud
ridade kaupa. Olgu plaan x; optimaalne kordajate c¢;; + 4; suh-
tes. See tihendab, et {ihegi teise plaani y; korral ei ole transpordi-
kulu véiksem‘transpordikulust plaani x,-,~ puhul:

2’1 2 (cii + A x; < Z .2 (Cij 1 4i) Y.
i=1 j=1 i=1 j=1
Avades sulud saame

m n

2 2 ciixii -+ 2 2 lx; < 2 2 oy + 2‘ 2 AilYij. (8)

i=1 j=l1 i=1 j=1 i=l j=1 i=1 j=1
Naéitame, et summad

2 2 Z[)C;,' (9\’
i=1 j=1
ja
m n
2 2 Ay (10)

i=1 j=1
on vordsed. Toepoolest, x;; ja y; on plaanid ja peavad seega rahul-
dama vordust (5). Siis saame aga kirjutada

m
3 3 o= 3 A 2 Xp= 3 Ay

i=1 j=1 =1 j= i=1
ja analoogiliselt .

2 Z’ A= 2 Ai 2 Y= .2 Aia;,

i=1 j=1 i=1 Jj=t
millega on nididatud summade (9) ja (10) vordsus.
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Et plaan x; on optimaalne ka esialgsete kordajate ¢; suhtes,
ndeme siis, kui lahutame vorratuse (8) molemast poolest vastavalt
vérdsed suurused 9) ]a (10) ning saame vorratuse

m

2’ ch,x,, 2 Zc,,y,,

i=1 j=1 =1 j=I1

Teoreemi teiste juhtude tGestus on analoogiline esitatuga.

Transpordiiilesande lahendamisel toimime niiiild jargmiselt.
Rahuldame (formaalselt) iga tarbija vajaduse temale transpordi-
kulude seisukohalt kdige soodsama tootja toodangust. Sellejuures
osutuvad moned tootjad iilekoormatuiks (iilekoormatuse suuruse
paneme kirja miinusméirgiga), moned tootjad alakoormatuiks (ala-
koormatuse suuruse paneme kirja plussmargiga). Kui mingi tootja
toodangi hulga ja temalt vdljaveetava kauba hulga vahe on null,
siis tuleb omistada kindel mark ka sellele vahele 0. Nimelt omis-
tame nullile miinusmérgi siis, kui leidub i{ilekoormatud rida
(tootja), millest saab mingi kaubakoguse sellesse «nullilisse» ritta
iile kanda. Kaubakoguse dilekandmiseks peavad aga vastavates
ruutudes asuvad kordajad c; olema vordsed. Nii nditeks tabelis

tile- voi ala-

koormatus
Cpi = 7 3 —2
= 7 0

tuleb rea ! koormatuse nditaja 0 votta miinusmaérgiga. K01k1del
teistel juhtudel omistame nullile plussmargi.

Edasi vihendame ridade (tootjate) iilekoormatust sel teel, et
suurendame koikides iilekoormatud ridades kordajaid c;; teatava
konstandi vorra. Vastavaks konstandiks tuleb valida vdhim arv,
mis annab voimaluse kaubakoguse iilekandmiseks iilekoormatud
tootjalt (realt) alakoormatud tootjale (reale). Meenutame, et
kaubakoguse iilekandmine on voimalik ainult sel juhul, kui vasta-
vates ruutudes asuvad kordajad ¢;j on vordsed. Néiteks juhul

iile- voi ala-

koormatus
=12 5 -3
|y =12 +10

voib kaubakoguse 5 kanda k-ndalt tootjalt iile /-ndale tootjale,
millega ithtlasi korvaldatakse k-nda tootja iilekoormatus.
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Lopliku arvu sammude jdrel saame selliselt koikide tootjate
iile- ja alakoormatuse kaotada, kusjuures tekib loppkordajate
¢; + A; suhtes optimaalne ptaan (positiivsed kaubakogused esine-
vad alati iga veeru kdige vdiksemate kordajate c; juures). Teo-
reemi pohjal voime viita, et see plaan on optimaalne ka ldhtekor-
dajate ¢;; suhtes. Transpordi kogukulu arvutamisel tuleb kasutada
muidugi ldhtekordajaid cy;.

Demonstreerime esitatud meetodit niiiid paari néite varal.

Lahendame eespool esitatud transpordiillesande. Rahuldades
(formaalselt) koik tarbijad nendele kdige soodsamate tootjate too-
danguga, saame tabelis 3 toodud «transpordiplaani» (kui x;;=0,
siis seda me tabelisse ei kirjuta).

Tabel 3
iile- voi
lakoor-

by=2 “by=3 by=6 by—4 by=7 be=8  matas
a1—5\22 5 |2 | v a8 7|4 | —s
a2=10‘5 |3 [1é|2 4 3 4 | 4o
a3~15|4 f23|5 |3 ]'8 3 4| +8
42 — - 1 1 —

Selles «plaanis» esineb iillekoormatud tootja ja seega pole ta
tegelikult realiseeritav. Ulekoormatuse korvaldamiseks peame
suurendama esimese tootja (rea) kordajaid c,;. Et esimeses reas
on positiivsed kaubakogused ainult 1., 4. ja 5. veerus, siis saab
iilekoormatust korvaldada (v6i vihendada) ainult nendes veergu-
des olevate kaubakoguste filekandmise teel. Leiame nende veer-
gude jaoks vdahimad arvud, mis voimaldavad kaubakoguse iilekand-
mist (s. t. mis tekitavad kordajate vordsuse vastavates veergudes)
iilekoormatud reast alakoormatud 2. vdi 3. ritta. Need arvud on
toodud tabelis 3 vastavate veergude all. Minimaalne nendest (s. t.
1) ongi see konstant, mis tuleb liita 1. rea kordajatele ¢;;. Péarast
konstandi | liitmist esimese rea kordajatele ja kaubakoguste osa-
list iilekandmist saame jargmise tabeli 4. Margime, et iilekandmist
voime teostada mitmel viisil, mis aga pohimotteliselt ei mojusta
1opptulemust. :

Tabel 4
by=2 by=3 by=6 b,—4 by=7 by—=8
a=>5 32|6_ Is |2 43|5m_]—0
a=10]| 5 |3 1 6|2 4|4 43 —4
a3=15| 4 ’2 3 | s 3 8 3 8 |[+4
1 _ 4 1 4 —



Tabelis 4 on iilekoormatud ridu kiill juba kaks, kuid summaarne
iilekoormatus on vidhenenud. Leiame jille minimaalsed liidetavad
veergude jaoks (toodud tabeli 4 all). Minimaalne nendest arvu-
dest on 1, mille liidame 1. ja 2. rea kordajatele ¢;;. Pérast kons-
tandi 1 liitmist ja kaubakoguste iilekandmist saame tabeli 5.

Tabel 5
bi=2 by=3 by—6 by=4 bs=T bs=8
a=5 |4 2 l 7 4 3 5 3| 6 +0
a=10]| 6 |4 2 6 | 3 5 4 | 4 +0
a3=15l 4 | 2 3| s 3 4| 8 3 8|40

Selles tabelis pole ei iile- ega alakoormatud tootjaid (ridu). Igas
veerus on positiivsed kaubakogused kdige vdiksemate kordajate
¢”;; juures. Seega on tegemist plaaniga, mis tabeli 5 kordajate ¢”;
suhtes on optimaalne. Toodud teoreemi pohjal on see plaan siis
optimaalne ka esialgsete kordajate suhtes. Transpordi kogukulud
tulevad selle plaani puhul 77 iihikut.

Lahendame niiiid teise transpordiiilesande, mille algandmed on
esitatud tabelis 6.

Tabel 6
bi=26 by=12 b —92 b,=30 bs=2
a=33] 15 | 7 |”03 | 5 19 |
&=2| 17 3 ‘ 14 20 13
=0l 13 | ‘ 4 17 ’ 11
a=38, 1 4 ' 8 12 | 7

Et siin kogutoodang (136 ithikut) iiletab koguvajaduse (110 iihi-
kut) 26 iihiku vorra, tuleb juurde votta nn. fiktiivne tar-
bija, mis «vajab» seda kaupa just 26 iihikut. Selle vottega taan-
dame iilesande eespool vaadeldud kujule, mille puhul kehtis vor-
dus (4). Kordajad c; votame fiktiivse tarbija veerus kdik vordseks
nulliga. Et iilesande lahendus on eclmisega analoogiline, siis
toome selle ilma seletusteta (tabelid 7, 8 ja 9). Lahendamisel
kasutame asjaolu, et kui ithes veerus on minimaalseid kordajaid
mitu, siis voib kaubakoguse nende ruutude vahel jaotada suvalisel
viisil.
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Tabel 7
(fiktiivne)

=26 b;=12 by=22 b,=30 b=2 bs=26
a=33] 15 7 3 20| 5 3019 ’0 —19
4 =29 17 3 12|14 20 13 'o +13
as=40| 13 6 4 17 i io 2% | 414
a4=38. 11 26| 4 8 12 7 2|0 — 8
— 1 12 4 -
min (2 1, 12, 4) =1
Tabel 8
bi=26 by=12 b;=22 b;=30 bs=20 bs=26
o=33]16 |8 |4 3|6 30|20 |1 +0
0, =25 | 17 3 12 |14 20 ]13 0 5| +8
a; =40 13 6 4 1917 1 }o 21 | +0
a,=38{12 2|5 9 13 g8 201 —8
— — — 3 —
min (1,3) =1
Tabel &
by—=26 by—12 by=22 by=30 by=20 bs=26
a,=133 | 16 8 4 3|6 302 | +0
a=25|17 3 12 |14 20 13 0 13|40
=413 8|6 4 19|17 11 0 13 |40
a=38 |13 18]6 10 14 9 202 40

Tabel 9 annab meile optimaalse plaani. Transpordi kogukulud tule-

vad selle plaani puhul 713 dthikut.

Teise probleemina vaatleme niiiid kaubaveo marsruutide maa-
ramise iilesannet, mille sonastame jdlle konkreetse niite varal.
Olgu niiteks vaja vedada kaupu kuuel liinil (igal liinil mingis
kindlas suunas), kusjuures veetavad kaubakogused olgu vastavalt
300, 400, 500, 600, 400 ja 300 koormat. Eeldame, et kaupade veda-
misel kasutame iihetiiibilisi veokeid, mis vbivad vedada koiki neid
kaupu. Graafiliselt voib liine kujutada noolte abil (vt. joonis 1).
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Kuidas on koige moistlikum neid vedusid korraldad? Piris
kindlasti pole kaubaveo marsruute mitte alati otstarbekohane koos-

S5

Y

2

4

Joonis 1.

o~

a4

tada selliselt, et mingil liinil
koorma kohale vedanud veok:
samal liinil tithjalt tagasi soi-
dab (vt. joonis 2 a, so6it koor-
maga on kujutatud pideva joo-
nega, tiihisdit — punktiiriga).
Sageli osutub voimalikuks taga-
siteel tiihisditu oluliselt vdhen-
dada (vt. joonised 2 b ja 2 c).

Seda arvestades saamegi-
piistitada {ilesande: koostada
kaubaveo marsruudid nii, et
tithisoitude kogupikkus oleks
minimaalne. Selleks peame:
teadma teepikkusi iga liini 16-

pust iga liini algusesse. Olgu need andmed sellised, nagu on too-
dud tabelis 10. Selles tabelis tahendab néiiteks 1. rea ja 2. veeru

/
A

/\
R‘\:\’/\‘
b

Joonis 2.

/

/
Cc

16ikekohas olev arv 2, et teepikkus 1. liini 16pust 2. liini algusesse

on 2 km.

5.

6.

Tabel 10:

. 2 3 4 5 6
cuin | 10 2 | 14|15 8 | 10
iin | 4 | 8 |10 ] 3 | 12] 4
in | 12 | 4 |15 | 10| 12| 4
lin | 5 ’ 10 | 6 ‘ 10 ' 3 | 12
lin | 6 ‘ 1 ’ 10| 3 | 10] 4
in | 7 | 6| 9 |12 | m

Soovitud marsruutide leidmiseks tuleb meil lahendada eespool
kasitletud klassikaline transpordiiilesanne, kus kordajateks ¢;; om
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tabelis 10 toodud arvud. «Tarbijateks» on liinid, mis «vajavad», et
nendel veetaks vastavalt kaubakogused 300, 400 jne. koormat. Seega
peavad ka veokid neid liine Idbima 300, 400 jne. arv kordi. «Toot-
jateks» on siin samad liinid, mille 16pust veokid uuesti suundu-
vad (kas samale voi teistele) liinidele. Seega tuleb transpordi-
dlesande algandmed a; ja b; votta vastavalt vordsed iilaltoodud
kaubakogustega liinidel, s. t. a;=b;=2300, as= by=400,
a3 — b3 = 500, Ay = b4 ] 600, Qg ‘= b5 = 400, [ bs = 300. Saa-
dud transpordiiilesande optimaalne lahend on toodud tabelis 11.

Tabel 11
by =300 by—400 by=500 b,— 600 bs—400 bs= 7300
a, =300 10 2 30014 15 8 |0
a; =400 4 300| 8 10 3 10012 4
as = 500, 12 ’ 4 100]15 10 100]12 4 300
a,= 600 5 10 6 20010 3 40012
as=400| 6 11 10 3 40010 4
25 =300 7 6 ] 9 300[12 1 1

Marsruutide méaaramine transpordiiilesande lahendi (tabel 11)
pohjal toimub pohimdttel, et marsruut peab moodustama kinnise
teekonna ja et ithe marsruudi liinidel tuleb arvesse votta vordsed
kaubakogused. Koige lihtsama marsruudi saame siis, kui lahendil
on peadiagonaalil nullist erinev kaubakogus. See annab meile iihe-

liinilise marsruudi (vt. joonis 2 a). Jargmine lihtsam juhtum esi-
neb siis, kui lahendil on nullist erinevad kaubakogused peadiago-
naaliga siimmeetrilistes ruutudes. Sel korral saame kaheliinilise
marsruudi (vt. joonis 2 b). Niisuguseid marsruute sisaldab ka
antud lahend:

1. marsruut 1. > 2. > 1. > (300 koormat),
2. marsruut 3. > 6. > 3. > ... (300 koormat),
3. marsruut 4. > 5. > 4. > ... (400 koormat),
4. marsruut 3. > 4. > 3. > ... (100 koormat).

Viimase marsruudi mddrame tingimusest, et marsruut peab moo-
dustama kinnise teekonna: ‘
5. marsruut 2. > 4, > 3. > 2. ... (100 koormat).
Veokite mairamisel marsruutidele tuleb arvestada veel mars-
ruutide tabimise aegu. Olgu need nditeks jargmised: 1. ja 3. mars-
ruudil 50 min., 2. ja 4. marsruudil 80 min. ja 5. marsruudil 90 min.
Tahistame marsruutidele 1.—5. maddratavate veokite arvud vas-
tavalt x;, xp, X3, x4, x5 ning transpordi koguaja ¢ abil. Siis saame
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kirjutada, et 1. marsruudil veetakse aja ¢ jooksul 1. ja 2. liinil kaupa

t - : .
;Tl koormat. Analoogilised avaldised saame ka teiste marsruu-

tide ja liinide jaoks. Esitame need tabelis 12,

Tabel 12
1. liin 2. liin 3. liin 4.v1iir1 5. liin 6. liin

X, txy
1. marsruut 0 %
2. marsruut txy txy
80 80
3. marsruut txy txy
50 50
| T A
4. marsruut . - g
txs tx; tx;
5. marsruut = = i
ve}gt)le(nﬁge 300 400 500 600 400 300
liinidel -

Tabelist 12 ldhtudes voime leida ka tundmatud fx; Need tulevad
jargmised
tx; =15 000, Ixg =24 000, txs = 20 000, (1 l)
txy = 8000, txs = 9000.

Liites vordused (11), saame

t(xy -+ x2+ x3 + x4 + x5) = 76 000. (12)
Kui oletada, et veokite koguarv on néiteks 100 (s. t. x; -4 xo -+ x3 -+
—+ x4 -+ x5==100), siis saame vordusest (12), et { = 760 (min), ja
edasi vorduste (11) pohjal, et x; =~ 19,7, x; =~ 31,6, x3 =~ 26,3, x4 ~
== 10,5, x5 =~ 11,9 ehk, iimardades lahema tdisarvuni, x; = 20, xs ~
== 32, x3 =~ 26, x4 == 10, x5 &~ 12, Sellega ongi marsruutide leidmise
iilesanne lahendatud.
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PYTHAGORASE TEOREEMIST!

H. Espenberg

Matemaatikas on saanud traditsiooniks nimetada teoreeme
nende avastaja nime jargi ning voiks arvata, et ka Pythagorase
teoreemi nimetus on seotud selle traditsiooniga. Ent tdnapédeval on
koik matemaatika ajaloo uurijad veendunud, et Pythagorase teo-
reemi ei avastanud kreeka matemaatik ja filosoof Pythagoras,
kes elas VI sajandil e. m. a., vaid seda tunti varem. Osa ajaloo-
lasi arvab kiill, et Pythagoras andis esimesena selle teoreemi kor-
rektse toestuse, kuid teised eitavad sedagi.

Arheoloogilistel valjakaevamistel leitud kiilkirjaga savitahvlid
toendavad, et Babiiloonias tunti Pythagorase teoreemi juba 2000
aastat e. m. a. Olemasolevail andmeil tunti seda teoreemi (vihe-
malt monedel erijuhtudel) enne Pythagorast veel Hiinas, Egiptu-
ses ning arvatavasti ka Indias.

Peatume alljargnevalt Pythagorase teoreemi mitmesugustel
toestustel. Kuna Pythagorase teoreem véidab, et «tdisnurkse kolm-
nurga hiipotenuusile ehitatud ruudu pindala vordub kaatetitele
ehitatud ruutude pindalade summaga», siis paljudes toestustes
rakendatakse jargmist meetodit: nii hiipotenuusile kui ka kaateti-
tele ehitatud ruudud jaotatakse pindvordseteks osadeks. Sellele
meetodile tuginevaid tdestusi nimetatakse aditiivseteks
toestusteks. Vaatleme moningaid 19. sajandi matemaatikute poolt
antud toestusi.

Alustame Nielseni toestusega. Ta kasutab joonisel 1 esita-
tud jaotust. Samade numbritega tahistatud kolmnurkade pindvord-
suse toestamise jatame lugejale:

1 Toimetusele saadetud kirjas soovitasid Tapa I Keskkooli matemaatikud
muuhulgas avaldada Pythagorase teoreemi mitmesuguseid toestusi, mida tava-
listes opikutes ei leidu. Kédesolev artikkel ongi vastuseks sellele soovitusele. Et
Tapa matemaatikahuvilised soovitasid ka malemaatiliste sofismide avaldamist,
siis juhime mende tdhelepanu iihtlasi J. M. G aiduki artiklile kdesolevas kogu-
mikus k. 20—23.
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Oige vihe erineb eelnevast Epsteini toestus, mis baseerub
joonisel 2 toodud jaotusel.

6 7 5/'/ F
7 NNyl
2 8 2\ s |’
2\ 4 5 e 7 ,
1
A 1 8
>\ s
8§
6
/¢ d
(] 7 4
4 2
2 ;]
Joonis 1. Joonis 2.

Joonisel 3 on antud jaotus, mida Pythagorase teoreemi tdesta-
miseks kasutas Bottcher.

Soovitame lugejal toestada Pythagorase teoreem ka joonis-
tel 4—6 ndidatud jaotuste pohjal. Need jaotused on antud vasta-

valt Perigali, an-Nairizi (10. sajand) ning Gutheili
poolt.

2 2 3
o g
7 6 G 1 4 ’ 5 4
8
2\e
3 7
5/ !
65 4
Joonis 3. Joonis 4.

Vaadeldes kirjeldatud toestusi ndeme, et Nielseni, Epsteini ja
Bottcheri poolt antud toestustes jaotatakse hiipotenuusile ehitatud

4
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ruut kaheksaks kolmnurgaks. Perigal kasutab oma tdestuses viit
nelinurka (s. o. kiimmet kolmnurka), an-Nairizi kolme kolmnurka
ja kahte nelinurka (s. o. seitset kolmnurka) ning Gutheil kuut

Joonis 5.

3
<3
7 /6

Joonis 6.

kolmnurka ning iihte nelinurka (s. o. kaheksat kolmnurka). Hinna-
tes toestuskdigu lihtsust kasutatavate kolmnurkade arvu jargi,
tuleb koige lihtsamaks lugeda an-Nairizi toestust. Seoses sellega
kerkib kiisimus, kas ei saaks Pythagorase teoreemi aditiivse tdes-

X
H
C
G
A
F
£
Joonis 7.

tuse puhul] piirduda vdahem kui
seitsme kolmnurga kasutamise-
ga. Sellele kiisimusele andis ei-
tava vastuse Brandes, kes
toestas, et aditiivse toestuse
puhul tuleb hiipotenuusile ehita-
tud ruut jaotada vdhemalt seits-
meks kolmnurgaks.

Sageli kasutatakse Pytha-
gorase teoreemi tOestamiseks
nn. tdiendusmeetodit. Selgita-
me seda meetodit jirgmise néai-
te wvaral. Ehitame tidisnurkse
kolmnurga ABC kiilgedele ruu-
dud ning tdiendame saadud joo-
nist lahtekolmnurgaga ABC
vordsete kolmnurkadega CHK ja
EFD (joon. 7). Toestame, et
kuusnurgad ~ ABLKHG ja
AFEDBC on pindvordsed. Sel-
leks niitame esmalt, et ldoigud

GL ja CE jaotavad kummagi kuusnurga kaheks pindvordseks osaks.
Seejérel nditame, et nelinurk AFEC pérast poéramist 90° vorra
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iihtib: nelinurgaga ABLG. Lahutades niiiid saadud pindvordsetest
kuusnurkadest vastavalt vordsed kolmnurgad ABC ja CKH ning
ABC ja FED, jouamegi Pythagorase teoreemi vaiteni.

Terve rea huvitavaid ja lihtsaid Pythagorase teoreemi toestusi
saab anda, kui rakendada toestuskdigus korvuti geomeetriliste
meetoditega ka algebralisi meetodeid. Esitame koigepealt ajaloo-
list huvi pakkuva toestuse, mille andis india matemaatik Bhés -
kara (1174—1185). Joonisel 8 toodud nelja tdisnurkse kolmnurga

pindalade summa on 4 -% ning vdikese ruudu pindala on (b — a)2.
Seega
=454 (b—a),

millest
2= a2+ b2,

¢ A f c

Joonis 8. Joonis 9.

Paigutades kaks vordset tdisnurkset kolmnurka ABC ja DEA
joonisel 9 ndidatud viisil ning tdhistades BC=AE=a, AC =
=AD=VbjaAB= DE = ¢, saame trapetsi ACBD pindalaks

atb
5 . b.

Teiseit poolt (kuna DE | AB ning EC = b— a) saame, et neli-
nurga AEBD pindala on + ¢2 ning kolmnurga BEC pindala on

2
._I.érelikult
1 1
'——‘- =7c2+7(b—a)a,

millest
a+ b2 = c2

Sellise toestuse Pytﬁagorase teoreemile esitas Waldheim.
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Jédrgneva toestuse, mis tugineb joonisele 10, andis Herfield
aastal 1882. Joonisel 10 tekkinud kujundi pindala voime leida tra-
petsi pindalana voi kolme tdisnurkse kolmnurga pindalade sum-
mana. Seega

b b 2 b
a0 =F+5+5

millest
a? -+ b2 = c2

Toome niiiid inglise matemaatiku Hawkinsi poolt 1909.
aastal esitatud tdestuse. Paigutame vordsed tdisnurksed kolm-
nurgad ABC ja DEC joonisel 11 naidatud viisil. Arvutades neli-
nurga AEBD pindala S kolmnurkade BEC ja ADC pindalade sum-
mana, saame

S

__BC-CE | DC.-CA _b® | a*
— 32 + 2 _7'*'?'

Leides pindala S kolmnurkade BED ja ADE pindalade summana,
saame

S — ED . BF + ED-FA __ ED(BF+FA) _ED-BA _fi
- 2 2 - 2 - 2 -2
E i
‘l
: G
! B
0
B f A
Jponis 10. Joonis 1.

Nende tulemuste vorrutamisel saamegi
a2 b=

Lopuks veel iiks toestus, mille tegelikult esitas juba Euk-
leides (vt. Elemendid VI, teoreem 31).

Teatavasti sarnaste hulknurkade pindalad suhtuvad nagu nende
vastavate kiilgede ruudud. Meil on tarvis toestada, et taisnurkse
kolmnurga hiipotenuusile ehitatud ruudu pindala vordub kaateti-
tele ehitatud ruutude pindalade summaga. Siis peab aga sama vahe-
kord kehtima ka kolmnurga kiilgedele ehitatud igasuguste
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teiste sarnaste hulknurkade korral (vt. joonis 12 b), sest y(')r-
dused c?=a? 4 b% ja Ac® = Aa? + Ab% on samavéirsed. Jooniselt

a)

Joonis 12.

12 ¢ aga ndeme, et vihemalt ithel lihtsal erijuhul selle valemi keh-

tivus on ilmne;
Sasc == Scos + Sanc.

Jarelikult on valem kehtiv ka ruutude korral (joonis 12 a), s.t.
juhul A=1.

<>
] ';I
(=

¢
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MATEMAATIKA OPETAMISE REFORMIMISTAOTLUSI
AMEERIKA UHENDRIIKIDES

0. Prinits

Matemaatika areng, eriti tema rakenduslikes suundades, on
kaasajal pohjustanud matemaatika autoriteedi tohutu kasvamise.
Sellega seletubki fakt, et pea koigis riikides on pdevakorras mate-
maatika opetamise iimberkorraldamine.

Teatud méaédral on praegused reformitaotlused jatkuks kées-
oleva sajandi algul laialt levinud soovitustele muuta koolimate-
maatika kaasaegsemaks. Kui siis olid tulipunktis kiisimused funkt-
sionaalse soltuvuse, tuletise ja integraali moiste késitlemise voi-
malustest keskkoolis, siis niiid on kone all peamiselt moodsa
algebra ja statistika elementide koolimatemaatikasse paigutamine.
Rahvusvahelistel matemaatikute kongressidel on rohutatud mate-
maatika diferentseeritud Gpetamise vajadust. Ei peeta oigeks, et
koigile tuleb matemaatikat opetada samade programmide jargi.
Uhes suunas noutakse enam rakendusliku kiilje rohutamist ja tei-
ses trohkem aine struktuurile, tema abstraktsele esitusele tugine-
mist.

Pievakorras on vidga teravalt ka matemaatika Opetajate ette-
valmistamine, sest t66stus on neelanud mitte ainult suure osa vii-
mastel aastatel korgema kooli l1opetanud matemaatikutest, vaid ka
varem Opetajana t66tanud inimesi. Sellest tlingituna tuntakse aga
paljudes rtikides suurt puudust matemaatika opetajaist.

Jargnevalt peatume lithidalt monedel vooludel, mis iseloomusta-
vad matemaatika Opetamise reformimistaotlusi tdnapaeval Amee-
rika Uhendriikides. Samuti lisame moned néited uuenduslikust aine
esitusest.

Ameerika Uhendriikides on matemaatika Opetamise reformi-
taotlejad grupeerunud korgemate oppeasutuste juurde. Peamisteks
uurimisobjektideks on kujunenud matemaatilise loogika, toendo-
susteooria ja statistika, hulgateooria elementide ning arvutusmasi-
nate téotamise prmtsupnde opetamine.

Esimene nn. «uue matemaatika» projeki périneb 1111m0151 ili-
koolist, kus sellealast t66d alustas rithm matemaatikuid (Univer-
sity of Illinois Curriculum Study in Mathematics) dr. Max Be-
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bermani juhtimisel 1952. aastal. Peamine tdhelepanu suunati
seal vanemates klassides késitletavale materjalile. Nii tootatigi
esmajarjekorras vilja opikud 9.—11. klassile. Neid katsetas umbes
200 opetajat 25 linnas. Katsetamisele eelnes oOpetajate pohjalik
instrueerimine Illinoisi {ilikoolis. Opik 12. klassile lisandus 1963..
aastal. Need raamatud sisaldavad eespool loetletud uusi teemasid
ja, nagu ajakirja «The Mathematical Gazette» 1963. a. oktoobri-
kun numbris humoorikalt vdljendatakse, «takistavad vanemaid opi-
laste kodutdid tegemasts, sest see materjal on vanemaile uus.
Uuendusi ei rohutata aga mitte ainult materjali valikus. Ka aine-
esituse metoodilisele kiiljele on moeldud. On rohutatud opilaste ise-
seisva t60 vajadust, peetakse vajalikuks, et opilased jouaksid pohi-
printsiipide moistmiseni avastuste kaudu. Sealjuures astutakse
moningal méaaral vélja Ameerikas vdga levinud nn. tell-them-
and-test-them meetodi vastu.

Teine suur ja elujouline «uue matemaatika» propageerijate ja
elluviijate rithmitus (School Mathematics Study Group) alustas.
tood 1958. a. Yale’i iilikooli juures professor Edward G. Beg-
le’i juhtimisel. See riilhmitus taotles koolides matemaatika 6peta-
mise kaasaegsemaks muutmist. Selleks peeti vajalikuks parandada
kehtivaid programme, lisades sinna uut materjali koos selle kisit-
lemise instruktsioonidega. Samuti pandi rohku koolimatemaatika:
huvitavamaks muutmise vajadusele. Begle seadis eesméirgiks teha
iga opilane matemaatika kompetentseks kasutajaks, sdltumata sel-
lest, missuguse elukutse ta endale valib.

1958. a. tootasid Yale'i iilikoolis 40 matemaatikut ja matemaa-
tika opetajat vidlja 7. ja 8. klassi matemaatika programmi. Selles
loobutakse varem nii siigavalt juurdunud kontsentrilise 6petamise-
printsiibist (7. ja 8. klassis késitleti siivendatult 5. ja 6. klassi ma-
terjali), ndhakse ette kursuse jatkamist ja joutakse 8. klassis toe-
ndosusteooria ja statistika elementide juurde.

Seoses prof. Begle'i siirdumisega Stanfordi iilikooli juurde Kali-
forniasse (1961. a.) on ka tema rithmituse tédkeskus Yale'i iili-
koolist sinna iile toodud.

Katseopikud on see rithm vélja té6tanud juba 4.—12, klassini
ja neid katsetab praegu iile 400 opetaja 45 linnas.

Teised rithmitused, mis Ameerikas praegu té6tavad, ei ole nit
kaalukad nagu Bebermani-ja Begle'i riihmad. Nimetada voiks veel
Marylandi iilikooli juures tdoétava rithmituse poolt 7. ja 8. klassi.
jaoks vélja tootatud raamatuid, mida kasutavad umbes 100 opeta-
jat 10 linnas, siis Bostoni kolledZi matemaatika instituudi poolt
valja antud 8. kl. raamatut, Ball’i opetajate kolledZi eksperimen-
taalprogrammi, mis holmab 8.—10. klassi kursust, ja Louna-Iilinoi-
sis viljatéotatud keskkoolimatemaatika arendamise projekti.

Ei tule muidugi arvata, et k6ik ameerika matemaatikud uusi
ideid koolimatemaatikas kohe pooldavad. Eriti teravalt astub «uue
matemaatika» projektide vastu védlja professor Morris Kline.
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Esitame niiiid moned ndited ajakirjast «The Mathematics
Teacher» hulgateooria elementide ja matemaatilise loogika raken-
damise kohta koolimatemaatikas.

Teostatakse ruutfunktsiooni y = x> — x — 6 uurimist. Alusta-
takse siimboliga {(x, y)| y = x* — x — 6}; see kujutab x ja y vaar-
tuspaaride hulka, mis rahuldavad antud vordust. Nullkohtade hulga
méadramiseks tuleb leida :

{x](x —3)=0U{x]|(x+ 2)=0} = {3; —2}.
Positiivsuspiirkond méiratakse jargmiselt:
x|(x—3)>0Nn{(x](x+2)>0U{x|(x—3)<0IN
Nix|(x42)<<0={x[x>3n{x|x>—-2}U
Ulxjx<3nixix<—2={x[x>3U{xjx<—2}
Vorrandi

V7x+ 14— V2x+6:==vVx-+14
lahendamine toimub jargmiselt.
Olgu x* lahend. Kolm arvu V7+* 4- 14, V2x* 6 ja Vx* I 4
on reaalarvud, kui x* € V= {x|x on reaalarv ja x > —2}. Esi-
mese kahe arvu vahe peab sealjuures olema mittenegatiivne. See

on nii siis, kui x* e Vy = {x| x on reaalarv ja x > —g}. Lahend x*

peab jarelikult kuuluma hulka V, mis on hulkade V, ja V, l6ikeks,
s.t. V=1V;NnV, Kokkuvottes peab x* seega kuuluma hulka V
ja rahuldama antud vorrandit, seega selle vorrandi lahendite hul-
gaks on

S={x|(xeV)A(VIx+ 14 —V2x -+ 6= Vx-}4)) =
={x[(xe VA[(7Tx + 14)— 2V7x - 14 - V2x + 6 4+ (2x + 6)=
=x+4l=...={&|(xe VYA[(x —5)-(x + 2)= 0]} = {5}.
Toodud néited on seotud matemaatilise loogika siimbolite kasu-
tamisega traditsiooniliste teemade juures.
Korvuti opetamismeetodite moderniseerimisega ongi matemaa-
tika koolikursuse modernjseerimine paljudes maades praegu kat-

setamisel. Lihemad aastad peavad ndiftama, missugused teemad
voidavad endale eludiguse keskkooli programmis.
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ULELIIDULISE MATEMAATIKA OLUMPIAADE
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$.ESANDED !

® 8 klass
Kolmnurga kaks korgust ei ole vdiksemad kiilgedest, millele
nad toetuvad. Leida kolmnurga nurgad.
Toestada, et m(m - 1) ei ole ithegi naturaalarvulise m korral
taisarvu aste.
On antud arvud iihest miljardini, leitakse koigi nende arvude
ristsummad, seejarel saadud arvude ristsummad jne., kuni jou-
takse ithekohaliste arvudeni. Kas saadud 1 000 000 000 iihekoha-
lise arvu hulgas esineb rohkem numbrit 1 voi 2?
On antud 2k 4+ 1 tdisarvu d,, ds, . . ., dor+1. Neist moodustatakse
ditdy dytdy et
5 5 ce 5
reegli jdrgi uued arvud, jne., kusjuures koik saadud arvud on
tdisarvud. Toestada, et koik e51algu antud arvud on vordsed.
Kumeras kuusnurgas ABCDEF on koik sisenurgad vordsed.
Toestada, et AB— DE = EF — BC= CD — FA.

9.klass

Sama. mis 8. kl. {ilesanne nr. 1.
Lahendada antud vorrand tdisarvudes:

arvud . Viimastest saadakse sama

1/n+ Vn+ Vn+... —+ \/_ﬁ?z m.
1964 korda Ty

Kumera nelinurga tippudest on tommatud ristloigud nelinurga
diagonaalidele. Toestada, et ristldoikude ja diagonaalide ldike-
punktide iihendamisel saadud nelinurk on esialgsega sarnane.
Lzelda koik paaritud arvud n, millede korral (n— 1)J ei jagu
n?-ga.

Tasandile on joonestatud vork, mllle niidid moodustavad kor-
rapdrased kuusnurgad kul]eplkkusega 1. Putukas ronib modda
vorgu niite solmest A solme B, kasutades seejuures lithimat
teed. Osutub, et tee pikkus on 100 toestada, et poole kogu teest
péab putukas roomama iihes suunas.

1 Tolkinud K. Velsker (vt. artikkel lk. 84).
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10. klass

Umber ringjoone keskpunktiga O on joonestatud nelinurk

ABCD. Toestada, et / AOB + / COD = 180°.

a, b ja n on fikseeritud naturaalarvud. On teada, et mis tahes

naturaalarvu & (k=4 n) korral a—k" jagub vahega (b—k).

Toestada, et a = b".

Kuusnurga ABCDEF koik nurgaﬂ on vordsed. Toestada, et
2 FF — BC = CD — FA. Toestada ka vastup1d1 et

kuuest 10%gitst a,, as, as, a4, as, as, millede pikkused rahuldavad

seost a; — ay = as — a; = a3 — as, saab konstrueerlda vordsete

nurkadega kuusnurca

Avaldisse x;:x9:...: T Xy palgutatakse sulud tehete jérjekorra

méadramiseks. Tulemus kirjutatakse murruna

CX Xy e "X,

’

XJ Xj RN .xjn—k
kusjuures iga arv xy, xo, ..., X, esineb kas murru lugejas vai

nimetajas. Mitu erinevat murdu voib saada, kui sulge paigu-
tada koikvoimalikel viisidel?

Kui suur on minimaalne arv mitteléikuvaid tetraeedreid, mil-
leks saab jaotada kuubi?

11. klass

. Leida suurim tédisruut nii, et peale tema kahe viimase numbri

mahatdémbamist jddks jdrele uuesti tdisruut (seejuures eelda-
takse, et itks mahatommatavatest arvudest pole null).
Trapetsi ABCD koik kiiljed puutuvad ringjoont. Punkt E on dia-

.gonaalide AC ja BD loikepunkt, ry, rp, r3 ja ry on vastavalt

kolmnurkade - ABE, BCE, CDE ]a DAE 51ser1ngjoonte raadiu-
sed. Néidata, et—+—=—+—.

“'Sama mis 10. kl. ulesarme nr. 4.

Sama mis 10. lg. iilesanne nr. 5.
On antud suvalinehulk n (n >> 2) paarikaupa erinevaid talsarvb
a; + a_‘) i? -+ as

Rt TR e

ai, as, ..., a, Neist moodustatakse arvud

an+a1
coy Ty :
n uut arvu jne. Toestada, et mone sammu jdrel on saadud
arvude hulgas ka murdarve.

, millest omakorda moodustatakse samal viisil
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VANEMAST EESTIKEELSEST MATEMAATILISEST
KIRJANDUSEST

L. Vohandu

Moni aasta tagasi tolgiti vene keelest eesti keelde professor
Jaan D e p maniraamat «Jutustusi matemaatikast» [6]. Selle raa-
matu eestikeelse viljaande jaoks kirjutas professor Depman iihe
tdiendava peatiiki, kirjeldades selles viit matemaatikat sisaldavat
eestikeelset raamatut, mis ilmusid XVIII sajandi 1opul ja XIX sa-
jandi esimesel poolel. Seda lisa lugedes tekkis tunne, et kindlasti
oli neid matemaatikaraamatuid rohkem, ainult et prof. Depmanil ei
olnud oma raamatu populaarteaduslikust iseloomust tingituna voi-
malik nende juures peatuda. Vastavate otsingute ldbiviimine, mille
juures autorit abistas diplomand Silvia Leppik, nditas aga, et
tollal ilmunud matemaatikat sisaldavate raamatute arv oli toesti
nii vdike. Kdesolevas t60s antakse lithike iilevaade tolleaegsetest
haridusoludest, kirjeldatakse nende raamatute sisu ja metoodilist
kiillge ning tuuakse tabelina kokkuvote kasutatud terminoloogiast.
Lopuks vaadeldakse veel, kuidas nendes raamatutes kajastub tollal
valitsenud feodaalne iihiskondlik kord.

1. Haridusolud

Périsorjusliku korra ajal ei olnud Eestis rahvakoole. Kiriklik
voim ja moisnikud voitlesid talupoegadele haridase andmise vastu.

«Kool on uks», itles tiks tolleaegne moisnik, «mille 1abi talu-
poeg omast toast vilja ronib ja meie tuppa poeb, sellepidrast —
matame selle ukse hoolega kinni.» [7].

Alles XVII sajandi 80-ndad aastad olid eesti rahva hariduselus
pohjapaneva tdhtsusega. Sellal tekkisid Liivimaal ja hiljem nii
Eesti- kui ka Saaremaal kostrikoolid. Nende koolide tekkimine
ja lugemisoskuse levik eesti rahva seas oli seotud B. G. Forse-
liuse tegevusega, kes asutas 1684. a. Tartu ldhedale Piiskopi
moisa talurahva kooliopetajate ja kostrite seminari. See oli esimene:
rahvakoolmeistrite seminar kogu Rootsi riigis. Oppeaineteks olid
usudpetus, kirikulaulud, lugemine, kirjutamine ja rehkendamine.
Kostrikoolides aga opetati usuopetust, kirikulaule ja lugemist,
erandjuhtudel ka kirjutamist.
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1736. a. oli Liivimaal 78 kihelkonnakooli 850 lapsega, nendest
35 eesti kooli 484 ja 43 lidti kooli 366 koolilapsega. Oppet6o toi-
mus koolides 10. novembrist kuni 20. mértsini, kaks kuni kuus
pdeva nadalas. Eestimaal olid kooliolud. veelgi viletsamad. 1780-
ndate aastate paiku oli Eestimaal 44 kiilakooli, neist 29 Harju-
ja Jarvamaal (samal ajal oli aga Eestimaal umbes 100 moisat ja
itle tuhande kortsi).

XIX sajandi alguses, seoses parisorjusest vabastamise seadu-
sega, toimus rahvakoolide arengus seisak ja isegi tagasiminek.
Selle seaduse alusel anti maa moisnike omandiks. Moisnikud hak-
kasid seniseid koolimaid dra votma, mistottu maakoolide arv vihe-
Ees.}_lBl?. aastal oli Eestimaal ainulit 3 kihelkonnakooli ja 17 valla-

ooli.

Opperaamatuteks, mille jargi XIX sajandi esimesel poolel opiti,
olid: piibel, katekismus, O. W. Masingu «ABD ehk Luggemise-
Ramat Lastele» (1795) [1], P. H. Frey «Arropiddamisse ehk Arwa-
misse-Kunst . ..» (1806) [3], O. W. Masingu «Piithhapdewa Wahhe-
luggemised» (1818), «Luggemisse Lehhed» (1821) ja «Arwamisse-
Ramat» (1823) [4].

2. Esimesed eestikeelsed matemaatikat
sisaldavad raamatud

Esimene eestikeelne raamat, mis seletab matemaatilisi moisteid,
oli ABD ehk Luggemisse-Ramat Lastele kes tahawad luggema
oppida. Tartolinas triikkilud ja miia M. G. Grentsiuse jures. 1795.
Raamatu maht on 34 lehekiilge pluss iikskordiithe tabel. Kuigi see
raamat on ette ndhtud lugemisraamatuna, on seal peatiikk «Numri-
dest», kus antakse seletusi numbrite kiimnendsisteemi tarvitamise
kohta ning esitatakse iikskordiihe tabel. Selle raamatu autor Otto
Wilhelm Masing on hédsti tuntud, mistottu me siinkohal
tema tegevuse juures ei peatu.

XIX sajandi esimesel veerandil ilmus neli matemaatilisi mois-
teid kasitlevat eestikeelset raamatut.

1805. aastal ilmus Weikene oppetusse nink Luggemisse Ramat
Tarto ma-rahwa kooli laste tarbis. Selle raamatu autor Georg
Gottiried Marpurg siindis Thiiringenis 1755. aastal, oppis
Leipzigi iilikoolis, oli Rouges opetajaks. Marpurg oli mitmete sak-
sameelsete ja 10una-eestimurdeliste kiriklike ja Opetlike raamatute
autoriks. «Weikese oppetusse» raamatu eessonas Uks Juttusta-
minne kuidas se hd kiilla koolmeister Andre omma Koolmeistre
Ammetit drratallitap, kigille ma-Koolmeistrille Eenkojos annab
autor juhatusi kooliopetajatele. Seal on ka mainitud, mitu tundi
nadalas tuleks autori arvates matemaatikat 6petada: .

Katskord ndddalin oppetap Koolmeister ka neid suurembid
poisi sedda allustust sest arwo kunstisi. Sest temmal om ka siin
se wiis tttelda: iits ma-mees peap ka middake moistma rahhendada.
Sest kui temma middike, kus temma omma kde waiwa libbi om
sanu, lina wiip miwwa, siis tijap temma, kui temma moistap rih-
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hendada, kui paljo rahha temmale se eest peap sama, nznk lemma ei
lasse henda mitte petta ([2], k. 8).

Lehekiilgedel 77—115 (peatiikkides «Arwo-Kunsti EenoppuS» ja
«Arwo-Kunsti kige eddimanne Allustus») seletab autor nelja pohi-
tehet 10000 piirides. Seda raamatut kiitis Tartu {ilikooli kooli-
komisjon ja auhindas iiks Liivimaa moisnike iihing.

Jargmine raamat ilmus 1806. aastal. See on Arropiddamisse ehk
Arwamisse-Kunst. Katseks oppetud Eesti-Ma Rahwa heaks ja
kassuks. Raamatu maht on XXV 4 141 lehekiilge. Selle raamatu
autoriks oli Peter Hinrik Frey. Peter Hinrik Frey (1757—
1833) siindis Tartumaal Erastvere vallas. Oppis Halle iilikoolis
usuteadust. To6tas ithe aasta (1705) Kuressaares abi-kirikuope-
taja ja linnakooli juhataja kohal ning asus siis Piiha koguduse
-Opetajaks, kus toétas kuni surmani.

P. H. Frey raamatut voib oigustatult pidada esimeseks eesti-
keelseks matemaatika Opikuks. Raamatu eesmirgi kohta iitleb
autor eessonas jargmist: Se hea tarkus, mis siin antakse, ep olle
ithhestki Teie Ramatude seast tinnini mitte leida olnud. . . .

Agga sesinnatse Ramato selge tundmissega, ehk se tarkussega
keiksuggused tarwilissed asjad nende nimmede. arro méda ehk
teine teisega iihte, ehk teine teisest mahha arwada; nisugguse hea
tarkussega saab Teie lodud meel selgemaks ja ikka pitkemaks Teie
nou, ka aialikko 6nnet digel wisil otsida ning leida.

Samuti seletab autor eessonas, kuidas vanemad peavad oma
lapsi opetama: Arge agga ruttage iihhegi ue peatiikki kallale, enne
kui Teie selgeste moistate, mis iggaiiks endine peatiik éppetab . . ..
Keige joudsamad arroarwajad on wimaks need, kes mitte iille pea
iille kaela, waid haaw hawalt oppzwad arropiddamisse ehk arwa-
misse kunsti.

P. H. Frey raamat jouab tdisarvude vallas vilja kuni miljonini,
Opetab nelja tehet tdis- ja murdarvudega ning vordeliste suurus-
tega arvutamist. Muide, vordeliste suurusteni koolides ndhtavasti
kunagi ei joutud, sest jargmistes raamatutes need juba puuduvad.

Siis m66dus 17 aastat, ilma et oleks ilmunud iihtegi matemaa-
tikat sisaldavat eestikeelset raamatut. 1823. aastal ilmus korraga
kaks raamatut: Arwamise-Ramat, mis Otto-Willem Masing kool-
meisirite ja kolilaste kassuks wiljaandnud ning Abram Hol-
teri koostatud esimene matemaatikaiilesannete kogu Arwo ehk
Rehkendamise eksemplid.

Masingu raamatus seletatakse nelja tehet nimega ja nimeta
arvudega. «Arwamise-Ramatu» eessonas margib Masing, et ta ka-
vatseb sellest raamatust veel vdlja anda kolm osa, mis peavad si-
saldama vordeid ja tehteid murdudega, kuid sellest ei tulnud nah-
tavasti midagi vélja.

Holteri raamatus on 250 vastustega varustatud iilesannet (ek-
semplit) ning ta oli mdeldud kooliopetajatele kdsiraamatuks.
A. Holter siindis 1798. a. Saugas taluperemehe pojana. Aastatel
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1815—1818 olita Rosenplédnteri kasvandik, omandades rah-
vakooliopetajale vajalikud eelteadmised. Seejdrel oli ta Sauga
(Eametsa) kiila «Kirjutuse kooli» opetajaks kuni surmani 1851. a.

Need raamatud olid ka viimased matemaatikaraamatud, mis
ilmusid XIX sajandi esimesel poolel. Alles 1852. aastal ilmus
Meyeri «Koli-Ramatu Teine jaggo. Arwamisse Ramat».

3. Ulevaade raamatutes kdsitletavatest
pohiteemadest

Koikide raamatute- autorid alustavad arvusiisteemide
selgitamisega. Peaasjalikult vaadeldakse india-araabia numbreid
ja hindude positsioonilist siisteemi. G. G. Marpurg [2] toob sisse ka
rooma numbrid, kasutades neid peamiselt lehekillgede ja peatiik-
kide nummerdamisel. Erandina teistest autoritest on tal iga arvu
taha pandud punkt, kusjuures pole tegemist jargarvudega.

Positsioonilist arvusiisteemi kirjeldab kdige paremini P. H. Frey
[3], kasutades jargu moistena sona «liik». Esimeses liigis olev arv
tahendab iihelisi, seitsmendas liigis olev arv miljoneid jne.

Masing toob ka midagi numbrite definitsiooni taolist: Numrid
on tihhed, mis niitawad, kui paljo ithhest asjast luggeda. Nemmad
on nimmega, ehk nimmeta. Nimmega need, mis iiht ehk toist nim-
metatawad asja loewad, nenda kui: koppikaid, rublaid, wakke,
topi, ... Nimmetla need, kellele iihtigi nimme peale tehtud, egga
kelle jure tihfigi loeiawaks polle nimmetatud. ([4], k. 11).

Teiseks pohiteemaks, mille juures koik autorid véga pikalt
ja pohjalikult peatuvad,on mo6otude siisteemid. Tollal keh-
tisid erinevates kohtades erinevad mootude siisteemid, nii néditeks
olid erinevad siisteemid Tallinnas, Riias, Parnus, Narvas ja Tar-
tus. Eriti keeruliseks tegi olukorra veel see, et peaaegu iga asja
juures oli oma moodustik: sdllitus nisu voi otri sisaldas 48 riia
vakka, sallitus rukkeid aga 45 riia vakka.

Selle kirju pildi reguleerimiseks kehtestati 1. 1 1845. a. iilemaa-
liselt vene moddustik ja kaalustik, mille rakendamine jai kiill
alguses kaunis formaalseks.

Oma matemaatilise sisu poolest ei ulatu need kooli-
raamatud kaugemale neljast pohitehtest. Opetamine toimub ena-
masti kahekonede kaudu, kusjuures praegusaegsele lugejale pais-
tavad vdhemalt Opilastepoolsed kiisimused ja kostmised vidgagi
ebametoodilistena. (Muidugi méngib selles hinnangus oma osa
kiillaltki kauge ajalooline distants ja erinev motteviis).

Koige kaugemale tungib P. H. Frey, kes oma raamatus toob
sisse ka murdarvude modiste ja tehted nendega. Murdarve on sele-
tatud nditlikult ouna abil. Oun ldigatakse pooleks, neljaks jne.,
ning naidatakse, et mida rohkem on loikeid, seda védiksemad on
titkid. P. H. Frey on andnud ka nimetaja ja lugeja moisted, kasu-
tades nende kohta termineid «nimmetajas ja «arroandja». Peale
murdude on P. H. Frey késitlenud ka vordelisi suurusi (nn. «Pro-
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portsionaal-arropiddamine ehk iihtesiinniwa arrude arwamine.»).
P. H. Frey raamatus on vordelisi suurusi seletatud paaridena, mis
«stinnivad iihte». Ndidatud on ka seda, et vordeliste suuruste kor-
ral vordub vorde siseliikmete korrutis vélisliikmete korrutisega
(«Produkt on iiks» iitleb selle kohta P. H. Frey).

G. G. Marpurg [2] P. H. Frey [3] O. W. Masing [4]

arvutama rdhhendama arropiddama arwama

arvutamine arwo-kunst, arropiddaminne ehkjarwamine ehk
rikdndamine ehk |R4ddknungskunst |rehkendamine
rihhendamine

liitma kokko-arwama kokko-luggema ehk|kokkoarwama
kokko arwama
liitmine kokko-arwaminne |Addition kokkoarwaminé
ehk Addizion
summa summa summa summa
lakutama |mahhatombama ehk mahhaarwama mahhaarwama
subtrahirima |mahhatombama
lahutamine Subratzion ehk arravotmine ehk |mahhaarwamine
mahhatombamine |Subtraktion
vahe iitlejdnud Rest ehk iillejanud|jadaw
korrutama Multipliciren {ithhesuggused kaswatama
‘arrud teine teisega
kokkuluggema
korrutis ‘Produkt sadaw ehk Produkt
l i ’
jagama drrdjaggama 'mitto kord mahha- jaggama ehk
;arwama jautama
jagamine drrdjaggamine jaggaminne ehk Ijaggaminne
ehk Diwision Diwision
jagatis jaggo ehk jaggo ehk jaggu ehk
kozient kwotient Quotient
tehe arwo-luggu ehk Pezies
Pegzies
murdarv murtud arvud
murrujoon arromurdmisse
mark
nimetaja : nimmetaja
lugeja arroandja
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Eelmise] lehekiiljel asuvasse tabelisse on koondatud iilevaade
matemaatiliselt sisukamates raamatutes kasutatud terminoloo-
giast.

4. Kokkuvotteks

Millist huvi pakuvad need vdhesed raamatud meile ajaloolisest
aspektist?

Koigepealt tuleb mérkida, et nendes raamatutes kajastub suu-
reparaselt feodalismile omane killustatus. Seda just mo6dusiistee-
mide pika ja .pohjaliku késitlemise kaudu. Kindlasti véérib veel
uurimist iihes vOi teises maakohas toimunud moo6tude siisteemi
nihe iihe voi teise majandusliku tsentri suunas.

Ka raamatute ilmumisaastad pole pédris juhuslikud. Nad ilmu-
sid peaasjalikult talupoegade mitmesuguste liikumisperioodide
jérel ja pidid olema teatud méaéaral abiventiilideks, mis suunaksid
talupoegade tdhelepanu korvale sotsiaalsetelt kiisimustelt. Nii. néi-
teks vabandab G. G. Marpurg oma raamatu [2] eessdnas juba ette,
et ta avaldab selle mitte ainult koolmeistritele lastega té6tamiseks
sobivate ndpundidete andmiseks, vaid ka selleks, et pakkuda talu-
poegadele vihem kahjulikku jutuainet, sest tavaliselt tegelevad nad
kokkusaamisel ainult hirraste sGimamisega (Ruigi seda ei saa neile
eriti pahaks panna, sest nad ei oska ju millestki muust rddkida).

Ka kolmekiimneaastane paus (1823—1852) matemaatika raa-
matute ilmumises on tegelikult tingitud feodalistliku iihiskonna
edasisest peremehetsemisest, millesse 1816. ja 1819. aasta seadu-
sed olulisi muutusi ei toonud. Alles drkamisaegne liikumine muu-
tis olukorda tunduvalt paremuse poole.
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PROF. JAAN SARVE ELUST JA TEGEVUSEST
(Kiimnenda surma-aastapdeva puhul)

H. Epler

Kiesoleva aasta 23. augustil méédub kiimme aastat eesti the
vanima matemaatiku professor Jaan Hennu p. Sarve surmast.

J. Sarv siindis 21. detsembril 1877. a. endisel Vorumaal Saru
vallas Leeguste kiila Hanimie talus talurentniku pojana. Pérast
alghariduse omandamist Saru ja Moniste vallakoolides ning
Marienburgi (Aluksne) ap.-digeusu kirikukoolis astus J. Sarv
1893. a. Treffneri glimnaasiumi, millest lahkus aga juba iihe dppe-
aasta jirel, jatkates Oppimist iseseisvalt. Alles enne kiipsuseksa-
mite sooritamist 1899. a. oli ta jdllegi Gihe aasta Trefineri giimnaa-
siumi opilane. Valinud oma tulevaseks erialaks matemaatika,
oppis J. Sarv aastail 1899—1904 Tartu Ulikoolis, viibis 1906. a.
liihemat aega Sorbonne’is ja lopetas Tartu Ulikooli 1908. a., oman-
dades samal aastal keskkooliopetaja kutse. Tod6tanud matemaatika-
opetajana 1907. a. Poltsamaal Eesti Aleksandrikooli pollutéokur-
sustel ning seejirel Vitebski kubermangus VeliZi eranaisgiimnaa-
siumis, asus J. Sarv 1909. a. Tartusse Eesti Noorsoo Kasvatuse
Seltsi (ENKS) tiitarlastegiimnaasiumi matemaatika ja fiiiisika ope-
taja kohale, kuhu ta jai 1918. aastani. Alates 1918. aastast on
J. Sarv seotud Tartu iilikooliga.

Aastavahetusel 1918/19 oli J. Sarv noukogude ilikooli esime-
seks kuraatoriks. Tsaariaegse Tartu iilikooli oppejoud olid saksa
okupatsiooni eest evakueerunud VoroneZi, kus nad tootasid dsja-
asutatud iilikoolis. Seetdttu kerkis J. Sarve ette iithe esimese iiles-
andena iilikooli komplekteerimine uue kaadriga; seda asus ta
tegema temale omase energiaga. Kodanluse voimulepddsemise jarel
t6otas J. Sarv 1919/20. a. matemaatika-loodusteaduskonna esialgse
korraldajana (ajutise dekaanina), tehes sellel kohal dra suure t60
oppeprotsessi organiseerimisel. Neil ja jdrgmistel aastatel viibis
J. Sarv korduvalt vilismaal, tutvudes korgema hariduse korralduse
tundmaoppimiseks mitmete {ilikoolide matemaatika kateedrite
tooga.

Alates 1919. a. oli J. Sarv Tartu iilikooli korralise matemaatika-
professori kohusetéitja ja 1928. aastast korraline professor. Aas-
tatel 1919—1920 oli ta ka iilikooli fiilisika instituudi juhataja.

68



Tartu Ulikoolis t66tas J. Sarv pidevalt 33 aastat ja oli viimati
geomeetria kateedri juhataja. Pensionile 1dks J. Sarv 1. septembril
1951. a., kuid tema side iilikooliga ei katkenud. Vaatamata ras-
kele tervislikule seisundile kiilastas J. Sarv kuni oma surmani
geomeetria kateedri koosolekuid ja esines seal ka ettekannetega.

J. Sarve laialdase pedagoogilise, teadusliku ja iihiskondliku
tegevuse hindamisel tuleb koigepealt meenutada olukorda, milles
tal tuli matemaatikuna téotama hakata. Emakeelne opetus kesk-
koolides tegi tol ajal alles esimesi samme: teatavasti asutati esi-
mene eesti oppekeelega keskoppeasutus — ENKS tiitarlastegiim-
naasium — 1906. aastal. Eesti oppekeelega koolides puudus kaader,
puudusid opikud. Matemaatika alal ei olnud eestikeelset termino-
loogiatki. On arusaadav, et J. Sarvel kui iihel esimesel eesti rah-
vusest korgema haridusega matemaatikul tuli kaasa aidata ema-
keelse kooli iilesehitamisele.

1625 a. - 1950. a.
Proj. I. Sarv

J. Sarv asus t66le palju laiema haardega, kui seda tema kitsa
eriala jargi oleks vdidud oletada. Tema tdhelepanu ei olnud sel
ajal péoratud mitte iiksnes matemaatika, fiilisika ja astronoomia,
vaid koigi reaalteaduste Gpetamisele. J. Sarve mitmekiilgsust ise-
loomustab kas voi seegi, et tema esimene triikis ilmunud brosiiiir
(1904. a.) tutvustab lugejaid morfoloogia, fiisioloogia, patoloogia
ja liikide opetuse kiisimustega.

J. Sarve elav osavott hariduskiisimuste lahendamisest on osa-
liselt jaddvustatud rohkearvulistes arvustustes ja iilevaadetes
populaarteadusliku ja koolikirjanduse kohta. Nimetatud materja-
lidest, mis on avaldatud peamiselt Eesti Kirjanduse Seltsi ajakir-
jas ning aastaraamatutes, vaarib erilist esiletostmist 1908. a. ilmu-
nud artikkel «Mis. emakeelsete Opperaamatute kokkuseadmisel

69



‘mitte soovitav ei ole», milles J. Sarv kritiseerib tookordseid kooli-
kirjanduse autoriteete M. Kampmaad ja E. Petersoni, kes propa-
geerisid valisdppekirjanduse vahetut kopeerimist. J. Sarv rohutas,
et niiviisi ei ole voimalik viia Gpetamist ajakohasele tasemele, sest
opikute koostamisel tuleb arvestada uusimaid metoodilisi seisu-
kohti pedagoogikas ning neid kohe ellu rakendada, mitte aga
oodata, kuni need, juba osaliselt vananenutena, teiste rahvaste
koolikirjanduse kaudu meie juurde jouavad.

Miletatavasti oli J. Sarve ilheks iseloomulikumaks jooneks
piiiie mitte piirduda iildiste seisukohtade avaldamisega, vaid neid
alati ka praktiliselt teostada. Tunnistanud originaalsete opikute
vajalikkust, asus J. Sarv ise nende koostamisele. Temalt ilmusid
«Elekter» (1911) ja «Fiisika Spetus I» (1917), millest eriti teine
on kirjutatud tugevalt isikupédrases kisitlusviisis. Keskkooli vaja-
dusi pidas J. Sarv silmas ka siis, kui ta ise juba t66tas korgemas
oppeasutuses. Seoses iileminekuga tsaariaegses koolis kasutusel
olnud viiekohalistelt logaritmide tabelitelt neljakohalistele tabeli-

tele koostas J. Sarv 1921. aastal ise neljakohaliste logaritmide
tabelid.

Uus periood J. Sarve kui matemaatiku elus algab tema toéle-
asumisega Tartu {ilikoolis. Pole kahtlust, et matemaatika teadus-
likud probleemid olid J. Sarve koitnud juba iilidpilaspdlves, mida
nditab kas voi tema osavott 1908. a. Roomas toimunud rahvusvahe-
lisest matemaatikute kongressist. Kuid alles kérgemas dppeasutu-
ses t661 olles saab J. Sarv voimaluse piihenduda teaduslikule toole.

J. Sarve uurimist66 kogu ulatust on praegu raske kindlaks teha,
sest J. Sarv ei armastanud eriti 't66de publitseerimist. Niiteks
Tartu iilikooli toimetistes on J. Sarv avaldanud ainult kaheksa
t6dd, millest suuremad on kaks: doktoridissertatsioon «Geomeet-
ria alused» (1931) ja «Foundations of arithmetics» (1935). Oma
teadusliku t66 resultaate kasutas J. Sarv pohiliselt vahetus dppe-
t66s ning luges tulemused avaldatuks, kui ta oli oma seisukohad
oOpilastele esitanud. Seetdttu vois J. Sarve loenguid nimetada sona
tosises mottes teaduslikkudeks, sest nende iilesehituses kasutas
lektor alati rikkalikult isiklikke resultaate, ja moned loengutsiiklid,
nagu néiteks geomeetria aluste kursus, olid kogu ulatuses J. Sarve
originaalne uurimist66. Kahjuks on aga loengute iilestdhendusi
sailinud vaid iiksikutest oppeaastatest ning needki on kaunis puu-
dulikud, sest kuulajatel on esinenud sageli raskusi J. Sarve motte-
kdikude jdlgimisel tema esitusviisi raskeparasuse tottu.

J. Sarve uurimist66de pohiteemaks olid matemaatika voi isegi
teaduste aluste kitsimused. Muud J. Sarve poolt puudutatud teemad
on enamuses matemaatika aluste konkreetsete probleemide labi-
to6tamise korvalsaadusteks.

J. Sarve huvi teaduste aluste vastu on selgelt vilja kujunenud
Esimese maailmasoja ajaks ning on iildiste.seisukohtadena for-
muleeritud juba «Fiisika 6petuse» 41-lehekiiljelises sissejuhatuses.
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Hiljem on J. Sarv piiiidnud teaduste aluseid ka aksiomatiseerida,
kuid tehtud t66 kohta on sdilinud liiga vdhe andmeid. Ainukeseks
suuremaks kirjanduslikuks jdljeks nimetatud uurimistsiiklist on
vist kiill analiiiitilise geomeetria loengute iilestdhendused 1923.
aastast. Viimaste vaartus on aga kiillaltki kaheldav, sest vdhemalt
teadgste aluseid késitlevat osa ei ole J. Sarv ilmselt ise redigee-
rinud.

Matemaatika aluste osas on J. Sarvel esikohal geomeetria
aluste probleemid. Sajandivahetusel maailmas teostatud kapitaal-
seid uurimusi arvestades nagi J. Sarv geomeetria aluste alal kolme
olulist iilesannet: pohimoistete ;ja pohilausete arvu vdhendamine,
pohimbistete ja pohilausete sisu ldhendamine sellele, mida me otse-
kohe oma meeltega méarkame, ning geomeetria lausete toestamise
(s. t. pohilausetest ja definitsioonidest tuletamise) lihendamine.

TRU geomeetria kateedri koosolekul 1951. a.

Esimese kahe iilesande lahendamisele pithendas J. Sarv oma
doktorivditekirja, milles esitatud pohimdistete ja -lausete siisteem
on teatud siintees Paschi, Peano ja Vebleni (digemini Moore'i
poolt modifitseeritud Vebleni) aksiomaatikatest.

J. Sarve t66d geomeetria aluste alal jatkusid ka pérast doktori-
dissertatsiooni avaldamist, kuid niiiid hakkas peardhk kalduma
varem formuleeritud kolmanda iilesande lahendamisele — tuletus-
kdikude lihtsustamisele. J. Sarv ei tundnud siin huvi mitte ainult
itksikute toestuskdikude koondamise vastu, vaid tegeles rohkesti
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selliste meetodite propageerimisega, mis geomeelria thes voi tei-
ses harus rakendatutena voiksid anda vajaliku mugavuse. Nii val-
misid t66d «Punktarvutus analiiiitilises geomeetrias» (1946) ja
«YpaBHeHHe 1ipsiMO#t B mpocTpaHcTBe» (1948).

Sojajargsetel aastatel tekkis J. Sarve suhtumises geomeetria
alustesse teatav murrang. Piiidnud kogu aeg pohimoistete arvu
vdhendamise poole, veendus J. Sary, et vihemalt geomeetria esi-
meste elementaarsete jarelduste osas saavutatakse niiviisi toestus-
kdikude lihtsustamise asemel vastupidine efekt. Seoses sellega
esitab J. Sarv veel kaks aksiomatiseerimise katset. Neist tdhtsam
on kirjutis «Projektiivne geomeetria», mis oli iihtlasi 1949/50. oppe-
aasta projektiivse geomeetria loengute aluseks. T66s on iihendus-
ja lahutusaksioomid voetud kokku neljaks paarikaupa duaalseks
aksioomiks. Seejuures on ithendusaksioomid valitud vaga otstarbe-
kohasell: naiteks onnestub J. Sarvel Desargues’i teoreem toestada
juba kolmanda lausena, kusjuures tdestusele kulub kaheksa rida
teksti. Tuleb aga markida, et t60s esitatud aksiomaatika ei ole téie-
lik ja projektiivse geomeetria iilesehitamiseks nendest aksioomi-
dest ei piisa. Lahutusaksioomide vahesuse {ottu ei onnestu niiteks
{Oestada, et tdisnelinurga kolm diagonaalpunkti ei asu iihel sirgel.
Teiseks, nagu teada, ei ole projektiivse geomeetria pohilause jarel-
duv iiksnes {thendus- ja lahutusaksioomidest. Ka t66s toodud toes-
tuses kasutatakse varjatult Archimedese aksioomi projektiivses
kujus. Vaatamata neile liinkadele aksiomaatilises iilesehituses on
«Projektiivne geomeetria» J. Sarve sisukamaid t6id ning kujutab
endast rikkaliku sellealase kirjanduse hulgas iiht ilusamat sisse-
juhatust projektiivsesse geomeetriasse. Jdab ainult kahetseda, et
sellest kuues eksemplaris paljundatud (66st ei ole iihtegi arakirja
ei TRU Teaduslikus Raamatukogus ega geomeetria ja algebra
kateedris.

J. Sarve téodest nahtus alati tema isikupdrane teadlasepale.
Tema mottekdikudes viljendus teravalt analiiiitiline vaim, suur ise-
seisvus ja jdrjekindlus oma ideede teostamisel. Raske on Gelda,
missugune osa J. Sarve to6dest ja motetest leiab edasiarendamist.
Kaheldamatu on aga see, et J. Sarve elutodl eesti matemaatikute
kasvatajana ning nende teadusliku profiili kujundajana on pisiv
vaartus.

Oleks aga védar ndha J. Sarve kogu elut6dd ainult matemaati-
kute polvkonna kasvatajana. Eesti iildises kultuuriloos kuulub
J. Sarvele kindel koht. Vaieldamatult suured on tema teened mate-
rialistliku maailmavaate ja teadusliku ateismi propageerimisel
sajandi alguses ning hiljem eesti progressiivse intelligentsi kujun-
damisel. Kaesolevast lithikirjutisest jadvad need kiisimused parata-
matult vélja, kuid niigi peaks olema néaha, kui suureks osutus see
iilesanne, mida Jaan Sarv endale 1917, a. piistitades sonastas jarg-
miselt: «. .. joudu mééda kaasa aidata meie haridusolude paranda-
misele>». ‘
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V. M. GLUSKOV — LENINI P‘REEMIA LAUREAAT

U. Kaasik

Suureks tunnustuseks ndukogude
kiiberneetikateaduse saavutustele oli
Lenini preemia andmine Ukraina TA
Kiiberncetika Instituudi direktorile,
Ukraina TA akadeemikule Viktor
Mihhailovits Gluskovile te-
ma toode ceest numbriliste automaati-
de teooria alalt, mis ilmusid aastail
1960—1962.

V. M. Gluskov siindis 24. augustil
1923. a. Rostovis Doni dires. 1948. aas-
tal lopetas ta kodulinna iilikooli ja
asus siis oppejouna t6ole Uraali Met-
satehnilisse  Instituuti  Sverdlovskis.
Seal algaski V. M. Gluskovi pingeline
teaduslik tegevus uurimustega rihma-
teooria (eeskatt nilpotentsete ja bikom-
pakisete rithmade teooria) valdkonnas.
Uurimuste intensiivsusest ja viljaku-
sest annab tunnistust kas voi see, ct
Sverdlovskis téotamise kaheksa aasta
viltel avaldac ta ftrikis 18 uurimust
ning juba 1956. a. omistati talle fiii-
sika-matemaatikadoktori teaduslik
kraad. Oma selle perioodi uurimustes
lahendas V. M. Gluskov muuhulgas
D. Hilberti poolt 1900. a. piistitatud
probleemidest viienda: konstrueerida
Lie' rithmade niisugune teooria, milles
ei kasutata rithma méaravate funkt-
sioonide diferentsceruvuse eeldust.

Uus periood V. M. Gluskovi teadus-
likus tegevuses algab 1956. aastal, mil
ta siirdub toéle Kiievisse, Ukraina TA
Matemaatika Instituuti ja arvutus-
keskusesse (kui asutatakse Ukraina TA
Kiiberneetika Instituut, saab ta selle
direktoriks).  Siitpeale piihendub ta
tiielikult kiiberneetika teoreetiliste ning
praktiliste probleemide lahendamisele
ja tagajédrjed ei lase end kaua oodata.
Prof. Gluskovi vahetul osavotul ja
juhtimisel on Ukraina TA Kiiberneetika
Instituut saavutanud silmapaistvat edu

uute kiiberneetiliste seadmete (mitme-
suguste universaalsete juhtimismasina-
te) loomisel ja nende juurutamisel
praktikasse. Nende scadmete konstru-
eerimise kaigus tuligi V. M. Gluskovil
tegelikult vilja tootada terve wuus
teooria — diskreetsete (chk numbrilis-
te) automaatide teooria. Selles vald-
konnas saadud tulemusi on V. M.
Gluskov avaldanud reas artiklites ning
kahes monograafias («Teopus asro-
putMoB», Kiiev 1961. a. ja «CuHTes-
uudpoBbIX aBTOMaToB», Moskva 1962.
a.), millede eest talle méaratigi Lenini
preemia. :
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Automaatide teooria alged tekkisid
-enam kui 25 aastat tagasi (Pdhjapane-
va tadhtsusega olid V. L. Sestakovi ja
‘C. E. Shannoni t66d). Eriti aktiivselt
on automaatide silinteesi abstraktse
‘teooriaga tegeldud kogu maailmas vii-
mase kiimne aasta viltel, kuid alles
V. M. Gluskovil onnestus viia see

teooria niisugusele tasemele, et seda
saab efektiivselt rakendada automaati-
de tegeliku konstrueerimise juures.
Veelgi suurem tdhtsus on vahest tosi-
asjal, et V. M. GluSkovi uurimuste tule-
musena muutuski automaatide siinteesi
teooria tegelikult iildse teooriaks selle
sona matemaatilises mottes.

A. I. MALTSEV — LENINI PREEMIA LAUREAAT

Jevgeni Gabovits

Silmapaistev ndoukogude matemaa-
tik Anatoli Ivanovits Malt-
'sev siindis 27. novembril 1909. a.
Moskva oblastis MiSeroni klaasivabriku
toolise pojana, 15petas 1931. a. Moskva
Riikliku Ulikooli ning asus 1932. a.
tod6le Ivanovo Pedagoogilises Instituu-
dis. Aastal 1937 kaitses ta kandidaadi-
vditekirja, millele jidrgnevad doktori-
vditekirja kaitsmine (1941), professori
kutse omandamine (1944), NSVL Tea-
duste Akadeemia korrespondeerivaks
liikmeks valimine (1953) ning lopuks
1958. aastal TA tegevliikmeks valimine.
Ivanovos tootas A. I. Maltsev vahet-
pidamata 28 aastat, arendades energi-
list tegevust mitte ainult teadlasena,
vaid ka pedagoogina ja iihiskonnatege-
lasena. Tdnu tema tegevusele kuuluvad
Ivanovo Pedagoogilise Instituudi 16-
petajad oma matemaatilise taseme poo-
lest meie maa parimate hulka. Tema
initsiatiivil organiseeriti Ivanovos iiks
«simesi noorte matemaatikute koole
Noukogude Liidus. Kaks korda — aas-
tatel 1954 ja 1958 — on A. I. Maltsev
valitud NSVL Ulemnoukogu saadi-
kuks. Kiimne aasta jooksul (1951—
1960) oli ta Ivanovo oblasti rahukaitse
komitee esimeheks. Uhtlasi té6tas ta
alates 1942. aastast NSVL TA Mate-
maatika Instituudis. Aastast 1960 asus
A. 1. Maltsev té6le Novosibirski iili-
kooli professorina ning TA Siberi osa-
konna Matemaatika Instituudi algebra-
osakonna juhatajana. Tema algatusel
‘hakkas Novosibirskis ilmuma ajakiri
«AJjre6pa u soruka» ning loodi mate-
Anaatika-alane internaatkool.

Kuigi A. [. Maltsevi esimene tea-
duslik t66 (ilmunud 1936. a.) oli pii-
hendatud matemaatilisele loogikale, on
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tema pohiliseks huvialaks olnud alati
tldine algebra. Oma esimestes toodes
lahendas ta Van-der-Waerdeni tuntud
probleemid nulliteguriteta ringide kald-
korpuse ning taandamisega poolriih-
madesse sisestamise voimalikkusest.
(Maltsev niitas, et vastus molematele
probleemnidele on eitav.) Topoloogiliste
ja Lie' rithmade uurimisele piihenda-
bud toode tsiikli eest sai ta 1946. aas-
tal riikliku preemia.

Saavutanud rea siigavaid- tulemusi
algebra sellistes traditsioonilistes ha-
rudes nagu riithma-, ringi-, algebrate ja
jdrjestatud  algebraliste siisteemide



teoorias, poordus A. 1. Maltsev viie-
kiimnendate aastate algul universaal-
sete algebrate ning algebra ja mate-
maatilise loogika piiril asuva mudeli-
teooria poole. Juba kolmekiimnendate
aastate 16pul leidis ta iildise meetodi
rithmateooria nn. lokaalsete teoreemi-
de toestamiseks. Need teoreemid so-
nastatakse kujul: «Kui rithma igal 15p-
liku arvu moodustajatega alamriihmal
on omadus A, siis ka rithmal endal on
omadus A». Jitkates uurimisi selles

suunas ning kasutades iildist mudeli-
teooria keelt, arendas Maltsev oma
meetodi nii kaugele, et see voimaldab
algebralise siisteemi aksioomide kuju
jargi vahetult otsustada, kas selle
puhul kehtib lokaalne teoreem. Koos
teiste mudeliteooriale pithendatud t66-
dega, mille eest A. 1. Maltsev sai
tdnavu Lenini preemia, samuti mui-
dugi varasemate t66dega on see tule-
mus toonud talle illemaailmse tunnus-
tuse.

ESIMENE EESTIKEELNE DIFERENTSIAALGEOMEETRIA OPIK

K. Ariva, M. Rahula

Diferentsiaalgeomeetria ei kuulu
kehtivate oppeplaanide kohaselt tule-
vaste keskkoolidpetajate kohustuslike
Oppeainete hulka. Né&ib, et seda geo-
meetria haru loetakse kitsaks eriala-
teaduseks, millel puudub {ldhariduslik
tdhendus. Sellist vaatekohta saab kiill
vaevalt digustada. Teatavasti muutu-
vad matemaatilise analiiiisi ja diferent-
siaalvorrandite teooria abstraktsed tded
oppijale «ldbipaistvateks» alles geo-
meetria vahendusel. Teisest kiiljest on
kaasaegne diferentsiaalgeomeetria dér-
miselt laia ja mitmekesise uurimis-
valdkonnaga, arvukate rakendustega
tormiliselt arenev teadusala.

Eestikeelses dppekirjanduses puudus
viimase ajani diferentsiaalgeomeetria
opik. U. Lumiste «Diferentsiaalgeo-
meetria» ! ilmumisega on nimetatud
liink korvaldatud ja loodud alus selle
geomeetria haru ideede levikuks eesti
matemaatikute laiematesse hulkadesse.
Teos sisaldab klassikalise diferentsiaal-
geomeetria kursust, mis modnevarra
tiiletab iilikooli programmi raame. Ta
on kirjutatud sissejuhatusena diferent-
siaalgeomeetria mottemaailma, kuid
pakub huvi ka geomeetria vallas edasi-
joudnutele. Sest ilmunud raamat mitte
ainult ei tdida liinka, vaid on iihtlasi
sammuks edasi klassikalise diferent-

! Lumiste, U. Diferentsiaalgeo-
meetria Tln., 1963.

siaalgeomeetria moodsa kaasaegse
késitlemise suunas. Selles mottes ei ole
diferentsiaalgeomeetriale  pithendatud
oppekirjanduses seni uue Opiku kdrva-
le midagi asetada.

Kéesolevate ridade eesmairgiks on
juhtida dlmunud raamatule ka nende
geomeetriahuviliste  tdhelepanu, kes
ei ole iildse voi on vdhe kokku puutu-
nud diferentsiaalgeomeetriaga. Selleks
kirjeldame pOgusalt selle geomeetria
suuna moéningaid pohimoisteid.

Diferentsiaalgeomeetrias avarda-
takse analiiiitilise geomeetria uurimis-
vilja ja -meetodeid. Teatavasti uuri-
takse analiiiitilises geomeetrias, — mil-
le elementidega tutvutakse juba kesk-
koolis, — viga lihtsaid kujundeid, na-
gu sirge, tasand, teist jarku jooned
(ringjoon, ellips, hiiperbool, parabool)
ja teist jarku pinnad (sfédir, ellipsoid,
hiiperboloid, paraboloid). Diferentsiaal-
geomeetria uurimisobjektideks on palju
suvalisema kujuga koverjooned ja
koverpinnad. Molema geomeetria puhul
on uurimisvahendiks koordinaatmeetod.

Analiiiitiline geomeetria taandab
geomeetrilised seosed algebralistele
vorranditele; tdnu sellele avaneb voi-
malus kasutada lihtsaid algebralisi al-
goritme. Diferentsiaalgeomeetrias astu-
takse samm edasi: rakendatakse mate-
maatilise analiiisi vahendeid. Analiiit-
tilises geomeetrias saavutatakse suurt
lihtsustust vektorarvutuse esimese osa
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— vektoralgebra abil. Diferentsiaalgeo-
meetrias aga kasutatakse vektorana-
lidsi, s.o. muutuvaid vektoreid, vek-
torfunktsioone ja nende diferentseeri-
mist.

Klassikalist  diferentsiaalgeomeet-
riat, mis kujunes vilja méédunud sa-
jandil Mongce'i, Gauss’i, Dar-
boux’ jt. toddes, iseloomustab lo-
kaalne vaatlusviis: uuritavat
geomeetrilist  kujundit vaadeldakse
tema suvalise punkti vaikescs {imbru-
ses. Selline «mikroskoopiline» uurimis-
viis vdimaldab diferentsiaalarvutuse
abil asendada keerulisi soltuvusi liht-
satega ja sel teel leida komplitseeritud
geomeetrilistele  kujunditele lihtsaid
lahendeid. .

Sisuliselt jaguneb kolmedimensio-
naalse eukleidilise ruumi diferentsiaal-
geomeetria peamiselt kahte ossa; ko-
verateooria ja pinnateoo-
ria. Rangelt koneldes osutuvad kove-
ra ja pinna moisted oma néilisest liht-
susest hoolimata didrmiselt keerukaiks.

Joonis 1.

Vaadeldavas opikus rdédgitakse niiteks
sellisest koverast, mille punktid "téi-
davad terve ruudu tasandil (nn. Peano
kover). Klassikalises diferentsiaalgeo-
meetrias kitsendatakse uuritavate ku-
jundite hulka monevorra noudega, et
neid esitavad funktsioonid oleksid kiil-
laldane arv kordi diferentseeruvad ehk,
nagu oOeldakse, koverad ja pinnad olek-
sid kiillalt siledad.

Tasandilise kdovera uurimisel vorrel-
dakse teda lihtsaimate joontega —
sirge ja ringjoonega (vaadeldava
punkti imbruses). Vordlussirget nime-
tatakse kovera puutujaks,
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vordlusringjoont -— koverusring-
jooneks. Puutuja kdovera punktis A
defineeritakse loikaja AB piirasendina
punkti B lihenemisel punktile A m6o-
da koverat (joon. 1). Kdverusringjoone

Joonis 2.

punktis A saame aga kolme  punkti
A, B ja C labiva ringjoone piirasendi-
na punktide B ja C lahenemisel punk-
tile A moéoda koverat (joon. 2). Puu-
tuja ristsirget, mis ldbib puutepunkti,
nimetatakse kdvera normaa-
liks selles punktis. Niisiis, sileda ko-
vera igas punktis saab moodustada
puutuja, normaali ja kdverusringjoone.
Nende abil on vdimalik konstrucerida
uusi kujundeid. Nii on niiteks kovera
koverusringjoonte keskpunktide geo-
meetriliseks kohaks uus kover, mida

Joonis 3.

nimetatakse vaadeldava kovera cvo-
luudiks (vt. punktiir joonisel 3).
Kovera normaalid osutuvad evoluudi
puutujaiks.



Ruumilise kovera jaoks defineeri-
takse analoogilisel viisil puutuja, nor-
maal ja kdverusringjoon. Siin osutub
otstarbekaks siduda koveraga veel eri-
lised tasandid (joon. 4). Tasand e,
millel asub koverusringjoon, kannab
kooldumistasandi nimetust.
Tasand B, mis ldbib puutujat ja on
kooldumistasandiga risti, on kovera
sirgestustasand. Tasand p, mis [3bib
puutepunkti ja on risti puutujaga, on

Joonis 4.

normaaltasand. Ndidatud viisil
seotakse kovera iga punktiga tasandi-
te kolmik. Nendec tasandite 15ikejoo-
ni vaadeldakse kdvera punktiga seo-
tud teljestikuna ja kdverat uuritakse
vaadeldava punkti iimbruses selle tel-
jestiku abil. Kuna see teljestik on ildi-
selt kovera erinevais punktides erinev,
siis rddgitakse koveraga seotud 1ii-
kuvast teljestikust, Viimase
«liikumise» iseloom kirjeldab kovera
struktuuri. Teljestiku litkumist kirjel-
dab omakorda teatud diferentsiaal-
vorrandite siisteem (Bartels-Frenet' va-
lemid), mille kaks kordajat médaravad-
ki kovera ehituse. Neil kordajail, mida
nimetatakse koveruseksjavaidn-
deks, on lihtne geomeetriline tdhen-
dus. Néiteks koverus on koverusring-
joone raadiuse (mis iildiselt muutub
punkti liikumisel mooda koverat)
poordvaértus.

Tahtsaks probleemiks on geomeet-
riliste kujundite puutumisjirgu
(s. o. ldhedusastme) uurimine nende

tihise punkti Gmbruses. Selle erijuhuks
on juba margitud sirge ja kovera puu-
tumine. Uldisemalt vaadeldakse kahe
kovera, kovera ja pinna ning kahe pin-
na puutumist. Uues Opikus uuritakse
koiki puutumise erijuhte iihise definit-
siooni baasil. Uudsete momentide hul-
ka kuulub raamatus ka evoluudi uuri-
mine ruumis.

Analoogiline teooria ehitatakse iiles
ka pindade kisitlemisel. Uldiselt
csinevad pindade uurimisel juba tun-
duvalt suuremad analiiitilised rasku-
sed. Koordinaatkujus véljakirjutatuna
osutuvad pinnateooria valemid dirmi-
selt keerukaiks ja viheiilevaatlikeks.
Sellepdrast toimub diferentsiaalgeo-
meetrias (nagu kdikjal matemaatikas)
pidev siimboolika lihtsustamine kom-
paktsemate tdhistuste ja moistete sis-
setoomise teel. On ju iildtuntud, kui
suurt lihtsustust voimaldab vektor-
siimboolika néiteks analiiiitilises geo-
meetrias, tostes samal ajal reljeefselt
esile probleemide geomeetrilise sisu.
Selline osa on vektorarvutusel kahtle-
mata ka diferentsiaalgeomeetrias. Kuid
pinnateooria pohikiisimuste uurimisel
osutub ka vektormeetod kohmakaks.
Sellepédrast voeti (esialgu n-dimensio-
naalsete ruumide uurimisel; n > 3) ka-
sutusele nn. tensorarvutus, mis
on tegelikult vektorarvutuse ldistus
ja mille eesmirgiks on lihtsate operat-
sioonide abil selgitada koordinaa-
distiku valikust soltumatuid — invari-
antseid — geomeetrilisi seoseid. Ten-
sorsiimboolikat iseloomustavad kokku-
votlikud indekstdhistused. Néiteks sum-
mat

ax! + agx? + ayxd

tahistatakse stimboliga a ,x*.

Uhe ja sama indeksi samaaegset
esinemist antud avaldises kord iile-
mises ja kord alumises asendis mois-
tetakse seejuures summeerimiseeskir-
jana selle indeksi jirgi (kolmemoot-
melises ruumis a=1, 2, 3). Selline
eeskiri, mida nimetatakse Einsteini
summeerimisrcegliks, niib
algul kunstlik, kuid osutub moninga.
harjumise puhul endisest hoopis iile-
vaatlikumaks ja — lihtsamaks. Uues
opikus rakendatakse kaikjal niisugust
tahistusviisi.
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acat probleenide puhul on
“cosoramboalika indeksite rohkuse
ot tubikas Selles suhtes pakub  tun-
dinvat hibtsustust Cartani liiku-
va teljestiku meetod ja -
arvutus, mis on kasutusel uue opiku
yvinmastes peatiikkides.
Lincaarseiks
siaalvormideks e.
vormideks nimetatakse
kujul 2

diferent-
Pfaffi
avaldisi

(Pdx 4 Qdy + Rdz),

kus P, Q, R on mingid diferentseeru-
vad koordinaatfunktsioonid ja dx, dy,
dz — koordinaatdiferentsiaalid. Pfaffi
vormi tdhistatakse lithisiimboliga w.

Analoogiliselt koveraga seotakse ka
pinna iga punktiga kolm ristuvat telge,
millest kaks on pinna puutujatasandil
ja kolmandaks on pinna normaal vaa-
deldavas punktis. Uldiselt erineb igas
pinna punktis selline teljestik teljesti-
kust naaberpunktis, sellepirast rdigi-
takse pinnaga seotud liikuvast teljesti-
kust. Niisuguse teljestiku «liikumine»
kirjeldab pinna isedrasusi ja on miéira-
tud teatud diferentsiaalvorrandite siis-
teemiga. Sellel siisteemil on viis soltu-
matut kordajat, mis osutuvad koik
Piaffi vormideks; neid tahistatakse
o', 0?, 0? ©?% w? Pinna struktuuri

2 Selline avaldis esineb niiteks il-
distatud  joonintegraalis integraali-
maérgi all.

uurimine taandatakse nende vormide
uurimisele, milleks osutubki kasulikuks.
w-arvutus. Selles arvutuses on olulised
kaks operatsiooni Pflaffi vormidega:
véliskorrutamine ja vélisdiferentseeri-
mine, - vastavalt siimbolitega [ww] ja
[dw). Mérgitud siimboolikat on vdima-
lik kasutada ka matemaatilise analiiiisi
valemite lihtsustamiseks.

Seega iseloomustab vaadeldavat
opikut tihelt poolt kasitluse geomeetri-
lisus (lilkuva reeperi meetod), teiselt
poolt siimboolika ddrmine lihtsus, mis.
voimaldab autoril vaiksemahulises raa-
matus puudutada isegi programmi
mittekuuluvaid  kilsimusi.  Oppet66-
kogemused néitavad, et uudne siimboo-
lika ja meetod on kergesti omandata-
vad ning huvipakkuvad — peame sil-
mas, et lithidust ja selgust on alati
loetud matemaatilise arutluse voorus-
teks.

Mirgime veel, et autor meenutab
raamatu lugejale Tartu iilikooli tihtsat
osa klassikalise diferentsiaalgeomeetria
viljaarendamisel. Koverateooria ja pin-
nateooria moned pohilised kiisimused
lahendati esmakordselt nimelt Tartus.
M. Bartelsi (1830) ja K. Peter-
soni (1853) t6odes. Suure tdhtsusega
on opikus Petersoni valemitele antud
geomeetriline tolgendus — esmakord-
ne oppekirjanduse raames.

Uus diferentsiaalgeomeetria o6pik.
vaarib iga eesti matemaatiku tihele-
panu. ‘

MOTTEID UHE ARTIKLI LUGEMISEL

U. Kaasik

Lugesin suure huviga artiklit !, mil-
les O. Riink teeb ettepaneku praegu
kasutusel oleva matemaatilise termino-
loogia tdpsustamiseks. Kahjuks jaab
sm. Riink aga n.-6. poolele teele pea-
tuma, piirdudes vaid pédrdteoreemi ja
libaspéérandi moistete eristamisega.

' Riink, O., Arutlusi poordteoree-
mi moiste imber. — Matemaatika
metoodiliste artiklite kogumik, II. Tal-
linn, 1964, 1k. 16—20.
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Koigepealt nouab see eristamine ise
otsekohe omaetle terminit teoreemi p66-
ramise tulemuse jaoks tildse (kui me
veel ei tea, kas tegemist on poordteo-
reemi voi libaspo6randiga). Nahtavasti
voiks selliseks iildnimeks votta sona
péorand.

Elementaarne jirjekindlus nouab, et
lauset, mis ei véljenda iildkehtivat
tode, nimetatakse mitte feoreemiks, vaid
naiteks libandiks. Kui niiiid sona lause
soovitakse sdilitada selle praeguses



tdhenduses, siis tuleks luua uus iild-
nimi, mis holmab nii teoreemi kui
libandi. Teeksin siinkohal ettepaneku
kasutada selleks terminit koband (kuni
toesuse kiisimus pole selgitatud, on
tegemist lihtsalt kobamisega!). Uhtlasi
tuleb sealjuures laiendada moistet péd-
rand, andes talle kobandi pd6ramise
tulemuse tahenduse. Sona lause voiks
kasutada vaid sel juhul, kui tema paérit-
olu pole tarvis rohutada, seega lause
hoélmab nii kobandid kui ka nende
poorandid.

Koos pohimoistete eneste niisuguse
tdpsustamisega tuleb muidugi tapsus-
tada ka nende kasutamist. Naiiteks
senise «teoreemi tdeslamise» asemel
tuleb edaspidi «toestada, et koband on
teoreem». Analoogiliselt tuleb iitelda
mitte «kehtib teoreem», vaid «on ole-

mas teoreem»; mitte «seega on teo-
reem toestatud», vaid «seega on tege-
mist teoreemiga»; mitte «see teoreemr
ei kehti», vaid «see koband on liband»
jne.

Niiiid jouame jargmise astme juur-
de. Voib nditeks osutuda, et libandi
poorand viljendab iildkehtivat tode.
Kas saab seda siis nimetada p&ord-
teoreemiks? Nahtavasti mitte. Lausa
iseenesestmoistetavalt tuleks siin kasu--
tada nimetust péérdliband. Analoogili-
selt voib vaja tulla ka podrdkobandi
nimetust. Kui aga naidatakse, et
libandi voi iildse kobandi pdéérand on
liband, siis voiks vist kasutada lihtsalt
nimetust libandi libaspédrand voi vas-
tavalt kobandi libaspéorand (néiiteks-
kuij siiski peaks toestatama, et Fermat’
suure kobandi péérand on liband).

ULEVAADE TALLINNA MATEMAATIKASEMINARI TOOST
AASTAIL 1958—1964

S. Ulm

Tallinna matemaatikaseminar alus-
tas oma t6od 1958. a. tehn. tead. dok-
tori N. Alumée ja dotsent A. Sia-
revi initsiatiivil. Seminar seadis oma
eesmargiks nii Tallinnas elunevate
matemaatikute teaduslike téode kui ka
kaasaja matemaatika pohiliste saavu-
tuste  tutvustamise  asjahuvilistele.
Esialgu votsid seminari t60koosolekuist
osa Tallinna Poliitehnilise Instituudi
matemaatika kateedri Oppejoud ja
grupp TA Energeetika Instituudi juu-
res tootavaid matemaatikuid. Et eel-
kodige oli vaja ette valmistada kaadrit
elektronarvutil t66tamiseks, siis toimu-
sid 1958. a. 16pul ja 1959. a. kevadel
esimesed ettekannetetsiiklid teemal
«Elektronarvutite konstruktiivsetest ja
matemaatilistest alustest», kusjuures
lektoritena esinesid M. Sinisoo ja
U. Kaasik. Lisaks toimusid ettekan-
ded iteratsioonimeetodite teooriast ja
matemaatilisest loogikast.

Seminari tegevus intensiivistus aas-
tal 1960, millal asutati ENSV TA Kii-
berneetika Instituut. Sellest ajast peale
on seminari t66koosolekud toimunud

peaaegu regulaarselt kord nadalas a 2-
tundi Kiiberneetika Instituudi ruumes..
Seminari juhendajaks on arvutus-
keskuse juhataja I. Petersen. Kor-
vuti Kiiberneetika Instituudi ja Tallin-
na Poliitehnilise Instituudi téotajatega-
on seminari t6dst osa votnud ka Tea-
duste Akadeemia teiste instituutide ja
Elektrotehnika Teadusliku Uurimise-
Instituudi tootajaid.

Voib 6elda, et ligikaudu /5 ettekan-
netest on sisaldanud ettekandjate enes-
te teaduslikke tulemusi. Seminari t66-
koosolekutel on ettekannetega esine-
nud ka Tartu matemaatikud.

1960.—1961. a. peeti rida cttckan-
deid informatsiooniteooria, téenéosus-
teooria, majandusmatemaatika, mate-
maatilise loogika, programmeerimise-
jne. alalt. Ettckannctega esinesid
E. Pallum, U. Oper, P. Laufer, R. Pukk,.
M. Reigo, L. Liin, A. Lepamaa,
B. Tiikma, 1. Petersen, M. Kotli,.
I. Kull, U. Agur jt.

1962. a. jooksul  toimusid Tallinna
matemaatikaseminaris jargmised ette-
kanded:
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\". Kuusik, Harilike diferentsiaal-
vorrandite rajatilesannete lahenda-
mine iteratsioonimeetodil.

I, Ruubel, Uuest ruutjuure arvu-
tamise programmist.

I. Petersen, Funktsionaalide mii-

nimumkohtade otsimise algoritmi-

dest.
P. Laufer, Aritmeetilise seadme
testprogrammid.

. M. Kotli, Automaatsest program-

meerimisest.

I. Sormus, Harilike diferentsiaal-
vorrandite rajaiilesannete lahenda-
mine diferentsmeetoditega.

7. M. Sinisoo, Magnetlindil tootavate

10.
tl.
12.

13.

23.

24.
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arvutusmasinate konstrueerimisest.

. M. Tamm, Simpleksmeetodi modi-

fikatsioonidest lineaarse programi-

meerimise {iilesannete lahendami-
seks I, II.
1. Peterscn, Mittelineaarsete vor-

randite lahendamise méned algorit-
mid ja nende koonduvus Hilberti
ruumis.

T. Tobias, Wieneri moodu kasuta-
mine kvadratuurvalemite teoorias.
T. Tiits, Funktsionaalide optimaal-
sest aproksimatsioonist.

V. Kuusik, Interpreteeriv pro-
gramm arvutamiseks transformee-
ruva komaga.

V. Poll, Funktsioonide ldhendami-
ne poliinoomidega ja vastav stan-
dardprogramm.

. U. Oper, Regressioonanaliiiisi pro-

gramm.

. A, Minnil, Silumisprogrammidest.

H. Ruubcl, Uhest silumisprogram-
mist.

R. Pukk, Uhest mittelineaarse
programmecrimise meetodist.

M. Sinisoo, Viikesemootmeliste
ferriitelementide kasutamisest
arvutustehnikas.

. H. Salum, Ulevaade kaasacgsetest

elektronarvutitest.

. H. Salum, Analiiisiv testpro-
gramm.
. M. Levin, Kvadratuurvalemite

teooriast I, II.

I. Petersen, Algoritm mittelineaar-
se programmeerimise iilesannete la-
hendamiseks.

S.. Ulm, Interpolatsioonimeetodi-
test mittelineaarsete vorrandite
lahendamiseks Banachi ruumis.
M. Kotli, Programmeeriva pro-

grammi  valjatootamise

elektronarvutile M-3.
25. S. Ulm, Uhest interpolatsioonimee-

todite klassist Hilberti ruumis.

26. M. Levin, Kordsete integraalide

ligikaudsest arvutamisest I, II.
27. 1. Mauer, Ulevaade Novosibirski

konverentsi t66st.

Lisaks iilaltoodud ettekannetele vii-
di V. Kuusiku juhendamisel l&bi 16-
tunnine oppus teemal «Algoi-60».

1963. a. organiseeriti pikem ette-
kannetetsitkke! funktsioonide ldhenda-
misteooriast, kus ettekannetega esine-
sid M. Levina, M. Levin, A. Sirev.
Seminari t66kavas oli veel rida ette-
kandeid Wieneri imtegraali teooriast
(T. Tobias) ja ettekanne reguleerimis-
objektide diinaamiliste karakteristikute
mairamisest statistiliste meetoditega
(E. Lelumees). Aasta 16pul toimus
6-tunniline seminar programmeerimise
alal, kus M. Kotli ja V. Kuusik andsid
iilevaate nende poolt viljatootatud
automaatse programmeerimise siistee-
mist arvutile M-3.

Kédesoleval aastal on iihe suurema
iritusena organiseeritud (seoses uue
elektronarvuti saamisega) 20-tunniline
seminar programmeerimisest elektron-
arvutile Minsk-2, mille viisid 14bi
M. Kotli, A. Minnil ja A. Pihlak. Tei-
seks toimus mittelineaarse program-
meerimise seminar, kus tutvuti vasta-
vate meetoditega ja nende rakendus-
voimalustega. Seminari raames peeti
10 ettekannet (ettekandjad M. Levin,
M. Tamm, J. Kajari, H. Kaarlep,
E. Leinemann, I. Mauer, S. Ulm ja
A. Tavast). Lisaks nendele on kéies-
oleval aastal toimunud jirgmised ette-
kanded:

I. S. Ulm, Mittelineaarsete transtsen-
dentsete vorrandite ja vorrandisiis-
teemide lahendamisest I, II, IIL.

R. Jiirgenson, Diferentsiaalvorrandi
ligikaudse lahendi vea hindamisest.
V. Kuusik, Ulevaade automaatse
programmeerimise keeltest.

I. Petersen, Elementaarne iilevaade
katsete planeerimise teooriast.

L. Heinla, Integraalvorrandite la-
hendamisest I, 1.

Seminari ldhemas to6o6plaanis on
ettekannete ldbiviimine matemaatilise
statistika ja hiiperboolsete osatuletis-
tega diferentsiaalvdrrandite numbrilise
lahendamise meetodite alalt.

kaigust
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DOTSENT J. GABOVITS
50-AASTANE

30. augustil 1964. a. saab 50-aasta-
seks Eesti Pollumajanduse Akadeemia
matemaatika kateedri dotsent Jakob
Gabovits.

Juubilar siindis Tartus, kuid kas-
vas ja sai alghariduse Tallinnas. Pa-
rast keskkooli l0petamist 1932. aastal
ja sojavdeteenistust astus ta 1934. a.
siigisel Tartu iilikooli, algul keemia-,
hiljem matemaatikaosakonna iiliopila-
seks. Oppimist pidevalt jitkata tal ci
onnestunud, korduvalt tuli katkestada
opingud ja asuda toole (matemaatika
tundide andjana, panga arveametni-
kuna jne.).

Suure Isamaasdja aastail tootas
juubilar Kaasanis moodustatud eesti
toostuskooli opetajana. Pdrast Eesti
NSV-sse tagasipoordumist mddrati ta

Tartu téostuskooli direktoriks. Jargnes
iitikooli 1opetamine eksternina 1945.
aastal, aspirantuur (1946—1949) ning
kandidaadivditekirja kaitsmine 1950.
aastal: Ajavahemikus 1947—1952 luges
J. Gabovits terve rea kursusi TRU ili-
opilastele, alates 1952. aastast tootab
ta aga EPA-s matemaatika kateedrls
(1960. aastast dotsendina).

Juubilari teadusliku tegevuse voib
jagada kolmeks perioodiks. Esimene
periood (1935—1941) oli piihendatud
teoreetilisele astrofiitisikale. Uheksast
sel alal avaldatud uurimusest tuleks
eriti mainida kaht probleemi, kus

J. Gabovit$ osutus pioneeriks: orbiitide
paigutused kolmiktahtedes ning valgu-
sc neeldumine titaanoksiiiidis punaste
tihtede atmosfdaris.

Teine periood (1945—1950) kuulus
viiitekirjaga seotud uurimustele, mille
pohilise tulemusena

onnestus konst-

6 Matemaatika ja kaasaeg III
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reerida algoritm - kuupirratsionaalile
parimaid ratsionaalldhendeid andvate
perioodiliste «ahelmurdude» saamiseks.

Kolmandat perioodi, mis ulatub
tinaseni, iselcomustab véaga laiahaar-
deline temaatika. Enam kui kahekiim-
nes artiklis késitleb J. Gabovits Kkiisi-
musi arvuteooriast, analiiiitilisest geo-
meetriast, matemaatilisest analdiisist,
ldhendusmeetoditest ja mujalt.

Eriti tuleb mirkida dots. Gabovitsi
aktiivset tegevust teaduse popularisee-
rijana. Seda tdendab kas voi asjaoluy,
et ta -on praegu kahe matemaatilise
viljaande tegevtoimetajaks («<EPA Toi-
metised», «Matemaatika metoodiliste
artikilte kogumik»), kahe toimetus-
kolleegiumi liikmeks («Matemaatika ja
kaasaeg», «Loodus ja matemaatika»)
ning Tartu matemaatikaseminari
«isaks». Lopuks ei saa mainimata jat-
ta, et juubilar on ka tunnustatud male-
taja (eeskidtt probleem- ja kirimale),

voimekas muusik ja — mis peaasi —
alati- 16bus ning abivalmis seltsimees.
U. Kaasik

OPETAJA A. LEHIS 65-AASTANE

15. mail 1964. a. tdhistati ENSV
teenelise opetaja, Tartu Kaugdppekesk-
kooli . direktori A. Lehise 65. siinni-
péeva. )

Arvo Armini p. Lehis siindis 15.
mail 1899. a. Saaluse vallas Vorumaal.
Pérast keskhariduse omandamist
1918. a. tolleaegses Petrogradis tootas
juubilar opetajana Vorus ja Répinas.
1924. a. alustas ta Gpinguid Tartu Cli-
koolis, mille fiiiisika-matemaatikaosa-
konna lopetas 1928. a. Aastatel 1928—
1930 téotas Opetajana Voru Opetajate
Seminaris, 1930—1932 Rakvere Opeta-
jate -Séminaris ja 1932—1944 -Tartu
Opétajate Seminaris. 1929.—1940. a.
vottis osa lektorina kdigist matemaati-
ka Opetajate suvekursustest. Hiljem oli
mitmel korral Opetajate tdienduskur-
suste juhatajaks ja: lektoriks Tartus.
1945.—1950. a. tootas Tartus haridus-
osakonna inspektorina, seejdrel oOpeta-
jana Tartu keskkoolides. 1945.—1959. a.
oli Tartu matemaatika ainekomisjoni
esimees. Pikka aega t66tas ENSV
Haridusministeeriumi matemaatika ai-
nekomisjoni litkmena. Juubilar on Tar-
tu Kaugoppekeskkooli rajaja ja alates
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1959. a. selle kooli direktor. Aastail
1951.—1960. a. jagas A. Lehis oma rik-
kalikke pedagoogilisi kogemusi TRU
matemaatikaosakonna iilidpilastele, kes
olid tema juures pedagoogilisel prak-
tikal.

A. Lehiselt on ilmunud rida metoo-
dilisi artikleid ajakirjades «Teel Too-
koolile», «Noukogude Kool» ja «Nou-
kogude Opectaja». Ta on ka mitmete
matemaatikadpikute autor: 1934. a. il-
musid tema sulest «Matemaatika t66-
vihikud» V—VI kl., 1948. a. «Matemaa-
tika opik» IV kl., 1959. a. «Matemaati-
kas V kl. (kaasautorid J. Kallak ja
A. Kasvand).

A. Lehist on korduvalt autasusta-
tud aukirjaga. 1957. a. sai ta rinna-
margi «Haridust6é eesrindlane» ja
1959. a. omistati talle ENSV teenelise
opetaja aunimetus.

Nendest kuivadest biograafilistest
andmetest ilmneb juubilari pedagoogi-
lise tegevuse mitmepalgelisus. A. Lehis
on eesti koolimatemaatika veteran, kel-
le vdsimatu ja viljakas t66 on lahuta-
matult seotud meje hariduseluga. Kus-
tumatu mulje on jadtnud A. Lehise opi-
lastele — aga neid leidub kdigis Eesti
nurkades ja koigil tegevusaladel — te-
ma range pedagoogiline noudlikkus
ja printsipiaalsus, mis on harmoenili-



selt ithendatud inimeste siigava tund-
mise, siildamlikkuse ja huumorimeelega.
Koigile oma kasvandikele ja kolleegi-
dele on juubilar aastakiimnete jooksul
sisendanud kustumatut pedagoogilist
tuld. Jatkugu tal veel paljude aastate
jooksul temale omast visimatut ener-
giat selle tule jagamiseks!

"UUSI TEADUSTE KANDIDAATE

5. juunil kaitses Tartu Riiklikus Uli-
koolis kandidaadidissertatsiooni «Gal-
jorkini tiiiipi meetodite tdpsusest» ma-
temaatilise analiilisi kateedri assistent
Gennadi Vainikko. :

Toos kasitletakse diferentsiaalvor-
randite rajaiilesannete ligikaudset la-
hendamist. Tuletatakse . veahinnangud
lahislahenditele, mis on arvutatud
praktikas sageli kasutatavate (nn. Gal-
jorkini tdiipi) meetoditega. Dissertanti
juhendas dots. E. Tamme.

Molemad oponendid, prof. G. Kang-
ro ja prof. S. G. Mihlin, andsid toole
korge hinnangu ning TRU Fiiiisika-
Matemaatikateaduskonna noukogu ot-
sustas omistada G. Vainikkole fiilisika-
matemaatikakandidaadi kraadi.

6*

G. Vainikko on iiks nooremaid
teadlasi vabariigis, kes on joudnud
kandidaadi kraadini. '

Dissertant siindis 31. mail 1938. a.
Kondopoga linnas Karjala ANSV-s,
seejdrel aga siirdus perekond Eesti
NSV-sse. Huvi matemaatika vastu
tekkis G. Vainikkol tdnu isale juba
lapsepolves. Opingute viltel Kehra
keskkoolis siivendasid huvi tappistea-
duste vastu matemaatikadpetaja J. Kork
ja fiilisikadpetaja O. Vinkmann.

Aastail 1956—1961 oppis G. Vainik-
ko TRU matemaatikaosakonnas, seeja-
rel aastail 1961—1963 aspirantuuris;
kuna dissertatsioon valmis enne taht-
aega, asus G. Vainikko juba 1963. a.
siigisel t66le TRU matemaatilise ana-
liiisi kateedrisse.

!

19. juunil kaitses TRU Fiiiisika-Ma-
temaatikateaduskonna noukogu ees
kandidaadidissertatsiooni = «Korgemat
jarku diferentsiaalgeomeetriast»> algeb-
ra ja geomeetria kateedri vanemope-
taja Maido Rahula.

T66s uuritakse muutkonna poutuja-

vektorite kihtruume ja nende teisen
duste rithmi, lihtudes kujutuse dite
rentsiaali ja Lic' diferentsecrinise maois
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test, Dissertatsioon valmis dots. U. Lu-
miste juhendamisel.

Oponentideks olid prof. B. L. Lap-
tev (Kaasani iilikool) ja dots. L. J.
Jevtusik (Moskva ilikool). M. Rahu-
lale omistati fiiiisika-matemaatikakan-
didaadi kraad.

M. Rahula siindis 20. mail 1936. a.
Kirevere kiilas Paide rajoonis. Oppis
Ténnasilma algkoolis ja Tiiri keskkoo-
‘lis. Lopetas 1954. a. Krasnoturanski
keskkooli Krasnojarski krais. 1954.—
1959. a. oli M. Rahula Tomski Ulikooli
Mehhaanika-Matemaatikateaduskonna
iliopilane. Geomeetria vastu tundis
huvi juba esimesel kursusel. Ulikooli
l16petamisel suunati M. Rahula aspiran-
tuuri, mille ta 1opetas Tartus.

ULELIIDULINE MATEMAATIKA-
OLUMPIAAD

Kédesoleva aasta 11.—15. aprillini
toimus Moskvas iileliidulise matemaa-
tikaoliimpiaadi neljas voor. Selle orga-
niseeris Vene NFSV Haridusministee-
rium koos NSV Liidu ning VNFSV
korgema ja kesk-erihariduse ministee-
riumidega ning ULKNU Keskkomitee.

Vastavalt oliimpiaadi juhendile sag-
tis iga vabariik viimasele voorule nel-
jaliikmelise voistkonna. Meie vabariiki
esindasid Moskvas Tallinna IT kesk-
kooli 11. kl. opilased Oleg Kangur
ja Paul Tammelo, Tarfu [ kesk-
kooli 11. kl. 6pilane Tonu Haldre
ning Mirjamaa keskooli 11. kl. dpilane
Evald Ubi. Kimmet paremat viie-
teistkiimne vabariigi voistkondade hul-
gast ning parimaid iiksiklahendajaid
autasustati Moskva Riikliku Ulikooli
aulas toimunud loppaktusel diplomite
ja raamatutega. Eesti NSV voistkond
saavutas seitsmenda koha Vene NFSV,
Ukraina NSV, Armeenia NSV, Gruusia
NSV, Liti NSV ja Kirgiisi NSV jirel.
Oleg Kangur, Paul Tammelo ja Tonu
Haldre loeti 11 jargu kiituskirja vaari-
listeks.

Oliimpiaad ise toimus piihapéeval,
12. aprillil Moskva Riikliku Ulikooli
peahoones. Peale vabariikide vdistkon-
dade kogunesid sinna ka Vene NFSV
oblastite ning linnade oliimpiaadist
osavdtjad. Viimase korraldajaks oli
Moskva Riiklik Ulikool.

Oliimpiaadide iilesanded olid jaota-
tud klasside kaupa, igale klassile 5
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ilesannet. Lahendamisajaks oli ette
nihtud 5 tundi. .

Oliimpiaadide  tulemuste  péhjal
komplekteeritakse ka NSVL vaistkond
rahvusvahelisele matemaatikaoliim-
piaadile. See peetakse kdesoleva aasta
suvel Moskvas.

Oliimpiaadi iilesanded on avaldatud

rubriigis «Tdiendusi koolimatemaati-
kale» (lk. 60—61). ’

K. Velsker
MATEMAATIKAOSAKONNA

LOPETANUTE 10. KOKKUTULEK

1955. aasta mirtsis otsustasid TRU
matemaatikaosakonna tolleaegsed iili-
opilased korraldada kohtumisohtu oma
endiste kaasiiliopilastega, kes olid
opingud juba l6petanud. Kohtumisdh-
tule sditis esindajaid kodigist viiest so-
jajidrgsest matemaatikaosakonna lope-
tanute lennust. Osavotjate Ghine arva-
mus oli, et niihdsti méttevahetus vaba-
riigi erinevates paikades to6tavate kol-
leegide vahel kui ka kuulatud teadus-
likud ettekanded olid kasulikud: sellist
iiritust maksaks korrata.

Niiiid, iiheksa aastat hiljem, véime
matemaatikaosakonna  traditsioonide
hulgas lugeda iiheks populaarsemaks
nimelt osakonna lopetanute kokkutule-
kuid. Iga aasta mértsikuus saadavad
IIT kursuse {iliopilased kutsed laiali
koigile sojajérgseil aastail TRU lope-
tanud matemaatikutele (nende arv ula-
tub juba mitmesajani) ning moétlevad
pohjalikult 14bi kéik, mis on ohtu jook-
sul kavas. Ja maértsi viimasel laupdeval
toimubki traditsiooniline kokkutulek,
kus on tingimata kavas humoristlik
kroonika osakonna elus aasta jooksul
toimunud tdhtsamatest siindmustest,
mitmesugused «joukatsumised» iiksiku-
le lendude vahel — niihdsti matemaa-
tilise laadiga kui ka muid viartuslikke
oemadusi noudvad.

Kéesoleval aastal toimunud mate-
maatikute kokkutulek oli kiimnes.

Kokkutuleku teaduslikus osas esi-
nesid arvutuskeskuse tootajad A. Oja,
K. Pukk ja M. Krull iilevaatega TRU
arvutuskeskuses teostatavatest toodest,
TA Kiiberneetika Instituudi esindaja
U. Oper tutvustas liithidalt oma asutu-
ses lahendatavaid probleeme. J. Rei-
mand koneles matemaatika metoodika
alal tootavate oppejoudude probleemi-



dest, peatudes 1dhemalt majandusmate-
maatika oOpetamisel.

Kogumiku «Matemaatika ja kaas-
aeg» ithiskondliku toimetuskolleegiumi
nimel esines U. Kaasik, kes tutvustas
kokkutulnud matemaatikuid nii ees-
. markide ja iilesannetega, mis toi-
metuskolleegium on nimetatud kogu-
mikule piistitanud, kui ka ldhemate
perspektiividega. Koosviibijad kinnita-
sid védljaande vajalikkust ning aktu-
aalsust ja esitasid moningaid omapool-
seid ettepanekuid avaldamist véarivate
materjalide kohta.

Mbottevahetus jatkus kohvitassi juu-
res Tartu II keskkooli saalis, mida
dekoreerisid liopilaste valmistatud

sobralikud 3arzid matemaatikaosakon-

na populaarsematest oppejoududest.

111 kursuse iilidpilane Tombak luges
ette «aruande», mis seekord oli varsi-
vormis ja iile 3 meetri pikk (autoriks
matemaatilise analiifisi kateedri labo-
rant L. Karu).

Matemaatilise viktoriini voitis 1962.
aastal 1opetanud lend. «Teatejooksus»
oli aga vaja lahendada pahkel, mis
mitmele vdistkonnale kiis iile jou, —
kokku panna tiikkideks 16igatud male-
laud —, kuid arvukalt esindatud 1959.
a. l1opetajad said ka sellega toime ning
voitsid siin esikoha. Lopuks tosteti
klaas ka aktiivsemate matemaatikute
— E. Jiirim&e ja L. Luha terviseks, kes
olid koikidest kokkutulekutest osa vot-
nud, ning 6eldi koigile kunagistele
kaasiilidpilastele —  jallendgemiseni
1965. aasta maértsis!

AUHINNATOID

TROU matemaatikaosakonna iiliopilased esitasid 1963/64. Oppeaastal jargmi-

sed voistlustood.

1. Abel, Mati (Il k.). Summeeruvusteguritest Cesaro menetluseé puhul.

(Juhendaja dots. S. Baron.)

2. Sakkov, EImar-Oskar (V k). Ristkiilikukujulise plaadi pérast-
kriitilise staadiumi analiiiis silindrilisel 1dbipaindel. (Juhendaja prof. U. Lepik.)

3. Tirnpu,

Heino (V k.). Abstraktsed koonduvus- ja summeeruvus-

tegurid a-jdrku Rieszi menetluse jaoks. (Juhendajad prof. G. Kangro ja dots.

S. Baron.)

4. Vainikko, 1vi (V k). Notkete immarguste plaatide paine tempera-
tuuripingete ja materjali mittehomogeensuse arvestamisega elastilis-plastiliste
deformatsioonide piirkonnas. (Juhendaja prof. U. Lepik.)

Koik mainitud to66d tunnistati esimese auhinna vaariliseks.

TEADUSLIKE KONVERENTSIDE MATERJALE

Tartu Ri'iklikus. Ulikoolis toimus 26.—28. mairtsini 1964. a. XIX {ilidpi-
laste teaduslik konverents. Matemaatikasektsioonis peeti jargmised

ettekanded.

1. M. Abel (mat. 111 k.). Summeeruvusteguritest Cesaro menetluse puhul.

(Juhendaja dots. S. Baron.)
2. E. Sakkov (mat. V k).

Eléstilis-p]asti]iste plaatide pérastkriitilisc

staadiumi analiiiis. (Juhendaja prof. U. Lepik.)

3. H Tirnpu (mat. V k). Summeeruvusteguritest itereeritud menctlusc
puhul. (Juhendajad prof. G. Kangro ja dots. S. Baron.)

4, 1. Vainikko (mat. V k.). Muutuva paksusega ndtkete plaatide arvuta

mine. (Juhendaja prof. U. Lepik.)

Tallinna Poliitehnilises Instituudis
liiduvabariikide, Valgevene NSV ja

Balti

korraldati 20.—24. aprillim 1964
Kalininyrads

oblasti korgemate oppeasutuste Glidpilaste N teada-lih

P



tehniline konverents.

Konverentsi 26-s sektsioonis

peeti kuueteist-

kiimne korgema O6ppeasutuse iilidpilaste poolt 480 teaduslikku ettekannet. Eesti
NSV iilidpilastelf oli kokku 120 ettekannet; neist kisitlesid matemaatika ja teo-
reetilise mehhaanika probleeme jargmised.

1. M. Abel (TRU III k). O MHOXuUTENSAX CYMMHPYEMOCTH A% Metoaa

Yeszapo. (Juhendaja dots. S. Baron.)

2. S. Idnurm (TPI IV k.). Pacuer Mera//itueCKHX TOHKOCTEHHBIX 6asox
Ha npouHocTh H ycrpoituMBocth. (Juhendaja dots. J. Aare.)

3. 1. Joosepson

(TPI IV k.). l'eomerpuueckass MHTEpHIpeTanus BTOpPO-

ro Meropa JIsnyuwoma. (Juhendaja v.-6p. B. Tiikma.)

4. H. Kasemigi
{Juhendaja v.-6p. H. Relvik.)

(TPI III k.). IloBTOpHOE C/OXHOE IBH:KEHHE TOYKH.

5. A. Laur (TPI dipl). O pacuere Bucsluieli KOHCTPYKUHH Ha TPOCAX 3J-
nuncoo6£a3}|oro nnanosoro oueprauusa. (Juhendaja dots. V. Kulbach.)
6. A.

Remmel ja

NpOrpaMMHpPOBaHHOrO O6GyueHHs H OGyyawlIiHX

U. Agur ja v.-op. M. Jaagus.)
7

I. Kaasik (TPI III k.). O630op o mnpuMeHeHHn

mamwud. (Juhendajad dots.

J. Riima (TPI IV k.). PenaruBuctckuil pacueT KOCMHUECKOH paKeThi.

(Juhe}xdaja dots. O. Silde.)
8. E. Sakkov (TRU V k..

HccnenoBanve NOCJAEKPUTHUYECKOH CTaguH

ynpyro-nnactuuecknx muactud. (Juhendaja prof. U. Lepik.)
9. V. Sinjakov ja A Sobtsenke (TPI IV k.). Pacuer koHcTpyx-
nuil Ha KojsteGaHue maTpHunbiM MetomoM. (Juhendaja dots. L. Narets.)

10. H. Tiirnpu (TRU V k).

O MHOXKHTE/ISIX CYMMHPYEMOCTH HTepHpO-

BanHoro Merona Pucca. (Juhendajad prof. G. Kangro ja dots. S. Baron.)

1. L

Vainikko (TRU V k.). Pacuer ruOGKuX KPYI/bIX TJIACTHH Tepe-

meHHOl ToaunHel. (Juhendaja prof. U, Lepik.)

12. A. Vidljataga

(TPI dipl.).

[MporpaMma paJsi 3J€KTPOHHO-BBIUMCIIH-

TeNbHOM MaumiHHBl pacyera Hepaspe3unix OGasnok. (Juhendaja dots. A. Allikas.)

VABARIKLIK TAPPISTEADUSTE OLUMPIAAD

Vabariikliku tdppisteaduste oliim-
piaadi 1oppvoor toimus Tartus 20.—23.
martsini kiesoleval aastal.

Siia kogunes vabariigi 46-st kesk-
koolist 102 opilast, kes olid eelmistes
voorudes saavutanud parimaid tulemu-
si.

Kolme péeva jooksul lahendasid
osavotjad keemia, fiiiisika ja matemaa-
tika iilesandeid. Tulemused tehti teata-
vaks 23. mirtsil iilikooli aulas toimu-
nud pidulikul koosolekul, kus anti ka
voitjaile iile auhinnad.
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Matemaatikas osutusid tugevaimaks
Tallinna II keskkooli opilased (mate-
maatika Opetaja K. Kallaste), kes saa-
vutasid kolm esikohta. Nii jdi sellesse
kooli edasi ka Tartu Riikliku Ulikooli
rdnddiplom.

Hindamist vadrib ka Tartu I Kesk-
kooli (vabariigi parim kool fiiiisikas!y
opilase Tonu Haldre tubli esinemine,
kes joudis koigil kolmel alal esimese
kiimne hulka (fidsikas IT koht).

Individuaalselt osutusid matemaati-
ka alal parimaiks jidrgmised Opilased:

1. Oleg Kangur Tallinna 11 keskkooli 11. klass
2. Paul Tammelo Tallinna I1 " .,
3. Gunnar Kose Tallinna II " 1.,
4, Tonu Haldre Tartu I " .,
5. Evald Ubi Mirjamaa " .,
6. Jaan Tiba Tallinna X ,, 1. .,
7. Vello Nurmelo Tallinna II " .,
8. Taivo Arak Tallinna XXI " .,
9. Ants Ronk Tallinna XLVI . .
10. Irina Grinblat Tallinna XXIII " 1.



NSV-s ilmunud matemaatika-
alase kirjanduse nimestik

Jaanuar—aprill 1964

Eesti

(Koostanud E. Annus)
RAAMATUD

Harjutuste kogumik fiiiisika, keemia
§a matemaatika alalt. Trl., 1964. 60 1k.
{Tartu Riiklik Ulikool.) -~ Triikitud ro-
taprindil 1500 cks.

Kraizmer, 1. Bioonika. Tin,
ERK, 1964. 68 lk. --- Bibliogr. 1k. 67.

Kuldma, Il. Visimustugevuse ar-
vutamise alused masinaehituses. Tin.,
1964. 44 1k. (Tallinna Poliitchniline Ins-
tituut.) — Tritkitud rotaprindil 600 cks.

Kull, I. Matemaatiline loogika.
Tln., ERK, 1964. 221 Ik. :

Kiiberneetikast. Kirjanduse soovitus-
nimestik. Tln., 1964. 16 ik. (M. Gorki
nim. Tallinna Keskraamatukogu.)

Lumiste. U. Geomeetria alused.
1. Trt., 1964. 160 1k. (Tartu Riiklik Oli-
kool.) — Trikkitud rotaprindil 400 eks.

Matemaatika ja kaasaeg. Populaar-
teaduslik kogumik. 1. Trt., 1963. 91 1k.
(Tartu Riiklik Ulikool.)

Sisu: E. Jiirimdie. Hulgateoreeti-
listest paradoksidest. — Kuidas piiiida
korbes 1ovi? — A. A, Ljapunoyv,
S. V. Jablonski. Kiiberneetika teo-
reetilisi probleeme. (Jiargneb.) — R.
Palm. Kiiberneetika ja keeleteadus.
— U. Kaasik. Kuupvorrandi trigono-

meetriline lahendamine. — E. Tam-
me. Korgemat jdarku aritmeetilised
progressioonid. — Manda induktsioo-

nist. — U. Lumiste. Lehekiilgi mate-
maatika ajaloost Eestis. (Jdrgneb.) —
L. E. Maistrov. Piigalpulkadest ja
vanimatest numbrimérkidest. — E. Jii -

rimde [. N. Vekua — Lenini preemia
laureaat. — .I. Kull, E. Tiit. Konve-
rents «Kaasaegne matemaatika ja tema
rakendusalad». — A. Oja, K. Pukk.
Uus voimas elektronarvuti meie vaba-
riigis. — M. Rahula, E. Tiit. Tartu
matemaatikaseminar. — Kroonika. —
Bibliograafia. — Ulesandeid.

Merilo, H. Toendosusteooria ja
matemaatilise statistika elemendid. Trt.,
1964. 22 1k. (Eesti Pollumajanduse Aka-
deemia.) — Tritkitud rotaprindil 1500
eks.

Merilo, H. Analiiiitiline geomeet-
ria. Trt., 1964. 100 1k. (Eesti Polluma-
janduse Akadeemia.) — Triikitud rota-
prindil 1300 eks.

Riives, S.ja Ruubel, A. Kuju-
tava geommeetria kontrolltéode metoodi-
line juhend. Trt., 1964. 19 lk. (Eesti
Pollumajanduse Akadeemia.) — Triiki-
tud rotaprindil 600 eks.

9. klassi uue matemaatika opiku- kat-
setamisest. Tln.,, 1963. 20 lk. (Eesti
NSV Haridusministeerium.)

Mynnapu, P. P. Hccaenosanus
Nno TeOpHH MHOTOMEpPHLIX MOBEePXHOCTeH

eBKAMAOBAa npocTpaHcTBa. ApTopede-
par. Tapry, 1963. 8 c. (Taprycku#
roc. YH-T.)

IOprencon, P. P. 06 ouenke
NOTPEIIHOCTH NPUGIHKEHHHX METOH0B
npu pelIeHnH auntdepeHuHaTLHBIX
ypaBHenuii. Asropedepat. Tapry, 1964.
15 c. (TapTyckuii roc. yH-T.)

Paxyna, M. O. K anddepennu-
aJbHOl TeOMeTPHH BLICLIEro MNOpPAAKA.
Aptopedepart. Tapry, 1964. 7 c. (Tap-
TYCKHH roc. yH-T.)

Baiinukko, I M. O TounocTn
metonos Tuna [lasnepkuna. Asropede-
par. Tapry, 1964. 14 c¢. (Tapryckui
roc. YH-T.)

87



PERIOODIKAS JA KOGUMIKKU-
DES ILMUNUD ARTIKLID.

Eesti Pollumajanduse Akadeemia
teaduslike toode kogumik. Trt., 1963.

Nr. 31. Matemaatika-alased to66d
(venek., resiimeed eesti ja inglise voi
saksak.):

Espenberg, H. Jada summeeru-
vusteguritest Euler-Knoppi menetluse
puhul. — Ruubel, A. Projektsiooni-
tasandi mitteiihtlase vonkuva kokku-
surumise kasutamine pindade 16ikumis-
iilesannete lahendamisel. — Tiit, E.
Faktoranaliiisist. — Vallner, H.
Anisotroopsete rongasplaatide kande-
voimest. — Gabovits, J. Algebra-
lise arvu astmest. — Gabowvits, J.
Ruutjuurte arvutamisest iiheliikmelise
perioodiga ahelmurdude abil. — Ga-
bovits, J. Uhest diofantilisest kuup-
vorrandist. — Gabovits, J. Ghest J.
Nuudi iilesandest ja selle iildistusest.

*

Arvutuslitkati  9000-aastane? —
«Tehnika ja Tootmine», 1964, nr. 4,
k. 41.

Boreskov, G. ja Slinko, M.
Keemilised protsessid ja matemaatika.
— «Tehnika ja Tootmine», 1964, nr. 1,
k. 6—7.

Gabovits, J. A, Anuma opti-
maalsed méstmed. — «Tehnika ja Toot-
mine», 1964, nr, 4, lk. 40.

Inimorganismi soojamajanduse kii-
berneetika. — «Tehnika ja Tootmine»,
1964, nr. 1, 1k. 34—36.

Jiiriméae, E. Lenini preemia N.

Vekuale. — «Eesti Loodus», 1964,
nr. 1, k. 58—59.
Kosenkranius, H. ja Sii-

mann, U. Perfoplaat — lihtne seade
programmeeritud  Opetamiseks. —
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“miste

«Noukogude Kooly, ]964, nr. 3, lk.
192—196; nr. 4, lk. 293—297.

Kédrner, O. Funktsioonide graa-
fikute ehitamine valmisgraafikute abil.
— «Noukogude Kool», 1964, nr. 1, 1k.
75—79; nr. 2, k. 144—149.

Ling, H. Visuaalperfokaartide
lihest kasutamisviisist. — «Eesti Loo-
dus», 1964, nr. 2, k. 109—111.

Lumiste, U. Kujundid ja kine-
maatika. [Reuleaux’ kovera oma-
dustest.] —  «Tehnika ja Tootmines,
1964, nr. 1, 1k. 30—31.

Mitt, E. ja Prinits, O. Tead-
tase on tousnud. [Kont-
rolltéode tulemustest matemaatikas 9.
ja 11. klassides.] — «Noukogude Kool»,
1964, nr. 1, k. 56—62.

Povileiko, R. «Miistiline»
I, 618. [Proportsioonidest.] — «Tehnika

ja Tootmine», 1964, nr. 3, 1k. 34—35.
Preem, R. Universumi ehituse ja
arengu probleeme. — «Eesti Loodus»,
1964, nr. 1, 1k. 1—6.
Prinits, O. Seostada kooli-
matemaatika eluga. —  «Noéuko-
gude Kool», 1964, nr. 4, k. 316—319.

(Jérgneb.)

Rosenfeld, I
malet. — «Tehnika ja
1964. nr. 2, lk. 45—46.

ITanbM, B. A. Hekoropble mpak-
THYEeCKHe 1NpoOJeMbl  HCNOJb30BaHHA
KOppeJsilHOHHbLIX YypaBHenni. — Tpy-
bl KoHdepesllns no npo6aeMaM npuMe-
HEHHsl KOPPeJsUHOHHLIX YpaBHeHHH B
oprasuyeckoit xumud. T. 2.  Tapry,
1963, c. 136—141. PesoMe Ha aHra. s3.

Masin mnégib
Tootmine»,

To6uac, T. O CPelHEKBANPATHOM
npuOAMKEHHY JHHeHHBX ¢GYHKUHOHA-

jgoB. — MHaBectna Axan. nayk DCCP.
Cepusa ¢us.-Mat. n TexH. nayk, T. 13,
1964. Ne 1, c. 70—82. — Pesiome Ha

3CTOH. M aHrJja. f3.



A. Ulesandeid elementaarmatemaatikast

. Kolm kiimnest suuremat algarvu moodustavad aritmeetilise progressiooni.

Toestada, ct progressiooni vahe jagub kuuega.
Vorrandite x2 4+ Ax 4+ B=0 ja x24 Cx+ D=0 lahendid on reaalsed ning

A+4+C

absoluutvdartuselt vidiksemad iihest. Toestada, et vorrandi x’—l—T x -+
B+ D . s ..
-+ — = 0 lahendid on ka absoluutvdartuselt viiksemad iihest.

](;Qi]]ipseid korraparaseid hulknurki on voimalik saada kuubi 16ikumisel tasan-
iga?

. Kolmnurka on joonesiatud 3 ringjoont raadiustega r), rs, r3. Ringjooned puu-

tuvad kolmnurga kahte killge ja siseringjoont. Leida siseringjoone raadius.

B. Ulesandeid korgemast matemaatikast

. Toestada, et

16 arccot 19,8 4 48 arccol 21 + 12 arccot 239 = «.
2 2 :
Ellipsi % + Z_J = | mingist punktist on tommatud kaks fokaalkoodlu tousu-

dega & ja k; (vt. M. Rahula artiklit kdesolevas kogumikus). Leida niisuguse
kolmnurga pindala, mille kaheks kdiiljeks on need fokaalkoolud.
Ruudukujulise papititki nurkadest
16igatakse vidlja vordsed melinurgad

(vt. joon. 1). Ulejddnud osast val-

mistatakse tiivipliramiidikujuline .

ilma kaaneta karp, mille kiilgtah-
kude ja pohja vaheline nurk on 120°.
Millised peavad olema karbi moot-
med, et ta ruumala oleks maksi-
maalne?

Olgu antud naturaalarvude jada N,
naturaalarvude ruutude jada N2, na-
furaalarvude kuupide jada N? jne.
Dcfincerime operaatori  H,, mille
rakendamine jadale tidhendab selle
jada k-nda, 2k-nda jne. clemendi
valjajatmist. Peale selle olgu S ope-
raator, mis scab jadale vastavusse Joon 1
tema osasummade jada. Lihtne on

veenduda, et N2 S(H,(N)). Toestada, et

NOSHAS MM ga
NCCSUTAS Ha(S MMy




KOGUMIKU ESIMESE VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED
A. Elementaarmatemaatika

Olesande nr. 1 lahendus. 5 opilasel oli matemaatikas puudulik hinne,
dlejadnud 19 opilasel oli matemaatika hinne vdhemalt rahuldav. Kuna 16 4 13 4-
+-8==2-18 + 1, siis kbik need 19 opilast t66tavad ringides (neist 18 samaaeg-
selt kahes ringis ning iiks Opilane ainult {ihes ringis) ning nende hinneteks
matemaatikas on «hea» vbi «rahuldavs. Jdrelikult iikski Opilane ei saanud hin-
net «viga hea». Kuna-16 opilast t66tasid matemaatikaringis, siis 3 voi 2 opilast
on samaaegelt nii kirjandus- kui ka keemiaringi liikmed (vastavalt sellele, kas
6‘pile};1e, kes tdotab ainult Gihes ringis, kuulub matemaatikaringi voi monda teise
ringi).
Ulesande nr. 2 lahendus.. Kuna
A / BAC= / BAD ja / ABE = 4ACE siis

NABF ~ NACP  (vt. joonis). Nende kolmnur-

kade sarnasusest jareldub, et

AP _ AC

£ AF ~ 4B’
P Kolmnurkade sarnmasuse II tunnuse pohjal
AAFP~ AABC. Kuna: / ACB =90°, siis ka

D c / FPA =9(r.
Ulesande nr. 3 lahendus. Tingimuse
8 sm2—n,_0 pohjal x k.20 (k=0, +1, +2
+3, ...). Esitame antud vorrandi kujul
2% sin x = 21 cos f—'....'COS.i‘Siﬂ f—
2 P 2n

'}I(Qa‘kendades kahekordse nurga siinuse valemit n korda, saame vorrandile anda
uju

2% sin x = sin x, )
mille lahendeiks on x =Fkax (=0, +1, +2, ...). Arvestades aga iilaltoodud
kitsendusi, on ldhtevorrandi lahenditeks x = &z, kus & ei jagu arvuga 2.

Ulesande nr. 4 lahendus. Olgu linn O iihendatud linnadega A4, B,

, ... . Tahistame /OAB=ga, /OBA=p ja /AOB =y. Kuna OA < AB ja
OB < AB, siis y >a, p > B. Liites need vorratused vordusega p =p, saame
3p>a+B-+p 3p>180° p >60° Jirelikult punktis O saavad asuda ilimalt
viie kolmnurga tipud, mida oligi vaja tdestada.

Ulesande nr.5 lahendus. Olgu otsitav summa S. Siis
38=9-+99+...499...99

N et
50 numbrit
38 +50 =10+ 1024... 4 10%,
51 ___
38 + 50 = 10 9 2,

S =2370370... (370 kordub 16 korda).

Ulesande nr. 6 lahendus. Nullist erinevaks numbriks, millega taisruut
voib 16ppeda, on kas 1, 4, 5, 6 vdi 9. Kuna paarisarvu tdisruut jagub 4-ga, paa-
ritu arvu taisruut aga annab jagamisel 4-ga jaligi 1, siis ei saa tdisruut 15ppeda
numbritega 11, 55, 66, 99. Seega jddb selgitada, kas leidub (paarisarvude) tais-
ruute, mis lope»ad numbntega 4444. 1ga paarisarv on esitatav kas kujul 4%
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voi 4k + 2; nende ruudud on 16k? ja 16k2 4 16k 4 4, mis jagamisel kaheksaga
annavad vastavalt jddgid O ja 4. Et 44 annab kaheksaga jagamisel jdidgi 4, siis
vob otsitav tdisruut olla ainult kuju 4% 4 2 omava arvu ruut. Kuid 1642 - 16k
— 4 annab jagamisel 16-ga jddgi 4 ning numbritega 4444 loppev arv annab
jagamisel 16-ga jaddgi 12, seega iilesandes mainitud omadusega arve ei leidu.

B. Korgem matemaatika

Ulesande nr. 1 lahendus. Olgu avaldises
Ap= (.. ((x—2)2—2)2— .. —2)?

[P

£k sulgu

«? kordaja c,, x kordaja b, ja vabaliige a,. Toestame matemaatilise induktsiooni
abil, et

) 1
@ =4 by =—4 ja = k(42 —1). M)

# =1 puhul on kerge veenduda seoste (1) kehtivuses. Eeldame, et seosed (1)
kehtivad indeksi £ puhul. Siis
A=A —2)2 - (@, +bpx+cx®+ ... —2)2=

= (2__4kx+.%..4k—l(4k_])x2_l,_”_)2=
1
e p 422 — 4 dbx e dk L (g — )2 =

=4—<4k+lx+[42k+%-4’*(4'*-1) Jx2,+....

Siit saame, et

iy =4, by =—dklja

1 1
Chil :42k+.§.4k(4k._ 1) ;7.4/:(4/&1 —1,

mida oligi vaja naidata..

Ulesande nr. 2 lahendus. Olgu vaadeldava kolmnurga ABC alus BC.
Olgu tipu C koordinaadid (x, y). Nad rahuldavad antud ellipsi vorrandit
56x2 + 22542 == 225, millest '

e 1 -
y=+ % V225 B6x2. Kuna S = x ( I+ 5% \/225—56x2) :

L ————s 28
siis saame x leidmiseks vorrandi x(l + 11—5 V225 — 56x2) = 5 Lihtsustades

saame x* — 15x 4+ 14 =0, millel on kaks reaalset lahendit: x; =1, xa=2. Leci-

des vastavad y viirtused saame punkti C koordinaatideks(l,-:—g-). (1,—}—‘;),

1 1 .
(2,3), (2,—5), milledest ilesannet rahuldavad punktid (1,—}—2) ja (2%)

¢

(nagu niitab vahetu kontroll). Jirelikult kolmnurga koérgus Ix:i—,% on kas
28 14
hy == 5

5 voi hy =
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Ulesande nr. 3 lahendus. Funktsiooni méadramispiirkond on esitatav
tingimustega
< logx._, x+2)<1, x=-—-10 1

Lahendame esmalt vorratuse
logx2(x+2)<]. (13
Juhul x? < 1 saame x 4 2 >x2, millest
—I<x<2
Juhul x2> 1 saame x + 2 < x2, millest
x<—1, x>2
Lahendame niiiid vorratuse

< logxz (x+2). 2y
Juhul x2 <1 saame x + 2 < x~2, millest
x =L cxc ¥OL

Juhul x2 > 1 saame x 4 2 > x-2, millest

V541 v5—1

Kuna vorratused (1) ja (2) peavad olema samaaegselt rahuldatud (ning arves-
tades, et x = —1, 0, 1) saame funktsiooni eksisteerimispiirkonna kujul

"5;” <x<—1, —1<x<0, 0<x< Y2l oy

Ulesande nr. 4 lahendus. Arvestame, et
\/52: g 1= a-+1, kui a;—l ir
—a—1, kui a<—1

a—1, kui a>1,
1—a, kui a < x.

Kuna vaadeldaval

v——az_zam:{
avaldisel ei ole motet a =0 puhul, saame vastuseks

— 1 2 -1
im e—l=Va@taxr+1_J_ 1 o<y,
=254 1—Val—ax+1 a

—1, kui a>1l




ULESANNE ELLIPSI FOKAALKOOLUDEST
M. Rahula

1963. aasta 15pul esitas dotsent J. Gabovits oma &pilastele ja kolleegidele
jargmise lihtsa {ilesande: ndidata, et ellipsi fookust ldbivate kbolude keskpunk-
tide geomeetriline koht on antud ellipsiga sarnane ellips.

Ulesandele, mille lahendust seni kirjanduses ei olnud esitatud, saabus kohe
terve rida lahendusi, mis iiksteisest erinesid tdestusmeetodi ning tulemuse uni-
‘versaalsuse poolest.

Vahetu analiiiitilise lahenduse andsid H. Espenberg ja allaer]utanu

Libi ellipsi

;1'5+b—2=l (n

fookuse F (vt. joonis 1) voeti k&6l
y= k(x - C) 1 (2)

L

Joonis 1.

ning tema otspunktide L ja M abstsisside jaoks saadi ruutvdrrand
(a2k? + b2)x? — 2a2k2%cx + a?(kic — bY) mm= (.

Ruutvorrandi lahendite omaduste jargi on selge, et kddlu keskpunkti K abstsiss
on
X +xy _ whk%

2 @R

Punkti K ordinaati pole niiiid raske leida:

xk=

b2kc
yk = k(xk — C) = — _az‘kz'—’—ibia‘ .
‘Otsekohe mirkame, et x;, ja y, rahuldavad vorrandit
x | ky
=0 ®

See on diameetri OK vorrand. Elimineerides vorrandeist (2) ja (3) tousu &,
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wate teise astme vorrandi, mida voib tavaliste votete abil viia kujule
c\2
("_5) v (e)2 (4)
kus e on cllipsi (1) ekstsentrisus. Niisiis, punktide K geomeetriline koht on tde-

poolest antud ellipsiga sarnane ellips (sarnasuseteguriga %).

Lihtne on leida ka sarnasuse keskpunkti — selle abstsiss on 2 . Allakirju-

tanul dgnestus nididata, et see punkt jadb sarnmasuse keskpunktiks ka jargmise
cllipsipaari puhul (kui korrata sama iilesannet ellipsi (4) korral).

Hiljem néidati, et diameetri vorrandi (3) saab tuletada holpsamini, arves-
tades et ta on kaassuunaline kdoluga (2). Toepoolest, teist jarku joone kaas-
suundade tousud k& ja k£ * on omavahel seotud vorrandiga

ayn + a2 (k + k*) + apk*k =0,
ehk ellipsi (1) puhul
1 | k*k
+ bz —0

Avaldades siit tousu k* ja asendades selle vorrandlsse y = k*x, saamegi
vorrandi (3).

U. Lumiste néitas, et illesannet on lihtne lahendada ka polaarkoordi-
naatide abil. Koonuslongete ithine polaarvorrand on teatavasti

— P
‘ €= “ecos @
Jooniselt 2 nieme, et
R S
¢ l4ecosg
ja
_Qe—¢ _ _pecosg
FK= 2  1—ecos?y @
P
K
P
Joonis 2. Joonis 3.
Seega on <
_ _pecosq
O T " cos? @

otsitava geomeetrilise koha polaarvorrand.
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Teiselt poolt, koonusldike tippvorrand ristkoordinaatides on y? == 2px 1 (er 1)a?
chk polaarkoordinaatidele ile minnes

_ 2pcosp
= T et cos? @

(p on fokaalparameeter). Tahendab, otsitavaks geomeetriliseks kohaks on osutu-

nud koonusldige ekstsentrisusega e ja fokaalparameetriga Ez’;. Uhesuguse

ekstscntrisusega koonusloiked on aga sarnased. Me ndeme, et siin on toestatud
rohkem, kui ilesandes nduti: sama vidide kehtib ka hiiperbooli ja parabooli
fokaalkddlude puhul.

S. Zetel (Moskvast) tdestas, et iilesannet saab iildistada, vaadeldes koo-
lude selliscid kimpe, mille keskpunktiks pole tingimata fookus, vaid suvaline
punkt koonusloike teljel. Ka siis moodustavad kodlude keskpunktid koonuslike,
mis on sarnanc anluga. Siin me jdtame vastavad mottekdigud esitamata, kuna
loodame, et on olemas veel laiemaid iildistusi. Naiteks toestas R. Mullari,
et tasandi suvalist punkti 1abivate ellipsi koolude keskpunktid asuvad sellc ellip-
siga sarnasel ellipsil.

Olgu antud ringjoon s keskpunktiga O ja punk! N = O (vt. joonis 3). On
selge, et punkti N ]&bivate ringjoone s kddlude keskpunktid asuvad ringjoonel p,
mille diameetriks on NO. Paralleclprojektsiooni abil vdib ringjoone s kujutada
suvalise ekstsentrisusega ellipsiks. Sama ekstsentrisusega ellipsiks kujutub siis
ka ringjoon p, kusjuures kodlude keskpunktid siilivad.

R. Mullari poolt esltatud toestuse ilu seisneb selle siinteetilisuses (pole
tarvis valemeid), kusjuures artikli algul sonastatud véide jareldub siit eri-
juhuna, Vaib piistitada kl@isimusc, kuidas sellist tdestust saaks teostada ka hiiper-
booli ja parabooll pubul ning milliseid iildistusi voib siin veel tekkida? Monin-
gaid neist on juba teada, V8Ib-olla on ka lugejal midagi pakkuda?

* . =

JAOTAGE VARANDUS

Vana pdrimuse kohaselt olevat keegi pdirandanud oma kahele pojale varan-
duse ja noudnud, et selle jagamine toimuks diglaselt. Selleks pidi itks vendadest
jagama varanduse kaheks osaks ning teine valima, millise osa ta endale votab.
Uldistada see diglase jagamise printsiip kolme venna (ja dldiselt n venna)
juhule.

* ¥  *

Selles iilesandes tuleb tiihjad ruudud tdita numbritega nii, et veergude sum-
mad vorduksid vastavates ridades saadud tulemustega (iikski arv ei alga

nulliga):
(CTIx = [sPx [s]= [of |
|

TTT:-TTPXECT I+ 1T 1= [ 1]

((E_|—|_ m);ﬁﬁ)x | | 6l

Qaiv] | || | Px] o




SISUKORD

Jevgeni Gabovits. Oi)ereenmme hulkadega . . . 3
A. Tauts. Matemaatilise loogika rakendusi . . . 13
J. M. Gaiduk. Kui matemaatik teid ninapidi veab . 20
*
Aritmeetilisi {ilesandeid . . 23
KUBERNEETIKA
E. Tamme. Norbert Wiener (1894—1964) . . . 24

A. A. Ljapunov, S. V. Jablonski. Kiiberneetika teoreetilisi probleeme .- 27

*

Matemaatika kui kunst . 32
MAJANDUSMATEMAATIKA
U. Ennuste. Maatriksite teooria majandusteaduses . .33
L. Kull. Transport ja matemaatika . . . . . - .39
TAIENDUSI KOOLIMATEMAATIKALE
H. Espenberg. Pythagorase teoreemist . . . . . . . . . . . . 50
O. Prinits. Matemaatika Opetamise reformimistaotlusi Ameerika
Ohendriikides . . -
Uleliidulise matemaatika olumplaadn iilesanded . . . . . . 60
MATEMAATIKA AJALOOST
L. Vohandu. Vanemast eestikeelsest matemaatilisest klrjandusest 62
H. Epler. Prof. Jaan Sarve elust ja tegevusest . 68
MATEMAATILINE PAEVAKAJA
U. Kaasik. V. M. Gluskov — Lenini preemia laureaat . .. . . . . 73
Jevgeni Gabovits. A. [. Maltsev — Lenini preemia laureaat . . 74
K. Ariva, M. Rahula. Esimene eestikeelne dlferentsnaalgeomeetrm oplk 75
U. Kaasik. Motteid iihe artikli lugemisel . . 78
S. Ulm. Ulevaade Tallinna matemaatikaseminari toost aastail 1958—
1964 . . . . . Y
KROONIKA
Dotsent J. Gabovit§ 50-aastane . . . 81
Opetaja A. Lehis 65-aastane . . . . .. 82
Uusi teaduste kandidaate . . . . . . . . . .. 8
Uleliiduline matemaatikaoliimpiaad . . .. 84
Matemaatikaosakonna lopetanute 10. kokkutulek . 84
Auhinnatéid . . . . . 85
Teaduslike konverentside materJale .o . . 8
Vabariiklik tdppisteaduste oliimpiaad . . . . . 86
BIBLIOGRAAFIA (koostanud E. Annus) . 87
ULESANDEID . . . . . . . . . . . . . .. 89
Kogumiku esimese vihiku iilesannete lahendused 90
M. Rahula. Ulesanne ellipsi fokaalkddludest . . 93

*

Jaotage varandus . 95



	III0000
	III0001_2R
	III0002_1L
	III0002_2R
	III0003_1L
	III0003_2R
	III0004_1L
	III0004_2R
	III0005_1L
	III0005_2R
	III0006_1L
	III0006_2R
	III0007_1L
	III0007_2R
	III0008_1L
	III0008_2R
	III0009_1L
	III0009_2R
	III0010_1L
	III0010_2R
	III0011_1L
	III0011_2R
	III0012_1L
	III0012_2R
	III0013_1L
	III0013_2R
	III0014_1L
	III0014_2R
	III0015_1L
	III0015_2R
	III0016_1L
	III0016_2R
	III0017_1L
	III0018_2R
	III0019_1L
	III0019_2R
	III0020_1L
	III0020_2R
	III0021_1L
	III0021_2R
	III0022_1L
	III0022_2R
	III0023_1L
	III0023_2R
	III0024_1L
	III0024_2R
	III0025_1L
	III0025_2R
	III0026_1L
	III0026_2R
	III0027_1L
	III0027_2R
	III0028_1L
	III0028_2R
	III0029_1L
	III0029_2R
	III0030_1L
	III0030_2R
	III0031_1L
	III0031_2R
	III0032_1L
	III0032_2R
	III0033_1L
	III0033_2R
	III0034_1L
	III0034_2R
	III0035_1L
	III0035_2R
	III0036_1L
	III0036_2R
	III0037_1L
	III0037_2R
	III0038_1L
	III0038_2R
	III0039_1L
	III0039_2R
	III0040_1L
	III0040_2R
	III0041_1L
	III0041_2R
	III0042_1L
	III0042_2R
	III0043_1L
	III0043_2R
	III0044_1L
	III0044_2R
	III0045_1L
	III0045_2R
	III0046_1L
	III0046_2R
	III0047_1L
	III0047_2R
	III0048_1L
	III0048_2R
	III0049_1L
	III0049_2R
	III0050_1L
	III0050_2R
	III0051_1L

