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PROFESSOR HERMANN JAAKSON

28. augustil 1964. a. suri Kiidjarvel eesti vanema polvkonna
iiks silmapaistvamaid matemaatikuid, Tartu iilikooli kauaaegne
professor Hermann Jaakson.

Hermann Jaani p. Jaakson siindis 25. jaanuaril 1891. a. Vil-
jandi léhedal endises Uue-Voidu vallas. Alghariduse sai ta oma
stinnikoha naabruses asuvas Saarepeedi vallakoolis, keskhari-
duse aga Riias, kus elas tema onu. Riia Aleksandri giimnaasiu-
mis Oppides tdrkas Hermann Jaaksonis itha kasvav huvi mate-
maatika vastu. Siinjuures peab aga mairkima, et Hermann
Jaaksoni siigav kohusetunne sundis teda suure pdhjalikkusega
omandama ka neid aineid, mis pakkusid talle vdhemat huvi.
Parast giimnaasiumi 16petamist 1909. a. astus Hermann Jaakson
Tartu dilikooli fiilisika-matemaatikateaduskonda, mille ta Iope-
tas 1913. a. kandidaadi kraadiga. Esimese maailmasdja mojul
puudusid Hermann Jaaksonil voéimalused asuda teaduslikule
toole, mistottu ta tdiendas ennast algul iseseisvalt; alates 1915.
aastast aga todtas matemaatikadpetajana Tartu Kommertsgiim-
naasiumis. Seoses eestikeelse iilikooli organiseerimisega Tartus
mddrati Hermann Jaakson 1919. a. Tartu diilikooli juurde dot-
sendi kohale. Alates 1921. aastast tditis Hermann Jaakson
iilikooli sekretari iilesandeid. 1923/24. oppeaastal onnestus tal
vabaneda administratiivsest t60st ja saada teadusliku koman-
deeringu Pariisi. 1925. a. kaitses Hermann Jaakson esimese
eesti matemaatikuna doktorivditekirja «Lopmata paljude tund-
matutega lineaarsete vorrandisiisteemide moningatest tiiiipidest.
Interpolatsioonist».

Alates 1926. aastast tootas Hermann Jaakson professorina
matemaatilise analiiiisi alal. Juba kolm n&ddalat enne doktori-
vditekirja kaitsmist valiti ta matemaatika-loodusteaduskonna
dekaaniks, 1927. aastast alates aga kolm korda jirjest — kuni
1936. aastani — iilikooli majandusprorektoriks, hiljem liopi-
laskonna kuraatoriks. Pdrast Tartu vabastamist 1944. a. téotas
prof. H. Jaakson kuni 1959. aastani matemaatilise analiiiisi
kateedri juhatajana, hiljem aga — kuni 1961. aastani — sama
kateedri professorina. Aastail 1944—1947 taitis prof. Jaakson
ithtlasi matemaatika-loodusteaduskonna prodekaani kohuseid.



Prof. H. Jaaksoni pedagoogiline tegevus Tartu iilikoolis
oli vdaga ulatuslik. Ta on lugenud iile 15 pdhi- ja erikursuse,
peamiselt matemaatilise analiiiisi mitmesugustes distsipliinides,
nagu diferentsiaal- ja integraalarvutus, diferentsiaalvérrandid,
integraalvorrandid, matemaatilise fiitisika vorrandid, kompleks-
muutuja funktsioonide teooria jne. Erikursustest on ta lugenud
diferentsiaalvorrandite analiiitilist teooriat, valitud peatiikke
matemaatilisest analiifisist, elliptiliste funktsioonide teooriat,
kompleksmuutuja funktsioonide teooria tdiendavaid peatiikke jt.

Prof. H. Jaakson 1960. a. maikuul

Prof. H. Jaaksoni lihtne ja selge esitusviis, tema rangelt siis-
teemikindel ja siigavalt teaduslik késitlus on jddnud piisivalt
meelde kogu tema arvukale oOpilasperele. R66biti loengutega on
ta juhendanud paljusid eriseminare, siinhulgas ka ridade teoo-
rias, mis on hiljem saanud TRU matemaatilise analiitisi ka-
teedri pohiliseks teadusliku t66 suunaks. Samuti on prof.
H. Jaakson juhendanud diplomande ja aspirante. Tema juhen-
damisel on l6petanud aspirantuuri dotsent J. Gabovits.

Pedagoogilisest ja administratiivsest toost iilejddnud aja
pithendas prof. H. Jaakson téielikult teaduslikule téole. Oma
seisukoha teadusele on Hermann Jaakson vidga ilmekalt aval-
danud juba 1915. a. artikli «Teadus, tema arenemine ja {iles-
anded» [1] lopus:!

! Tsiteerimisel on arvestatud tinapdeva ortograafiat.



Nihtuste vallas on teadus tdielik peremees, ja sddl temale
clte kirjutada piire voi ddri on mottetu, asjatu tegu: ta sam-
mub neist ikskord iile!

Niisama on voimatu enesele kujutada ette seda aega, millal
wkskord loppema peaksid teaduse edu ja tdiusele tormaja tung. ..
I'emas leiame suursuguseid jooni, temas helgivad jumalikud
kiired ja peegelduvad vastu inimese vaimne suurus, tu motete
pohjatu sigavus, ja nagu meie motted ise on igavesti vdrsked
ja noored, taltsutamatud ja tormilised, dravoitmatud ja alati toe
poole piiiidvad, nii on ka nende kehastus — teadus!

Prof. H. Jaaksoni uurimused kulgesid kolmes peasuunas —
matemaatilise analiiiisi, arvuteooria ja topoloogia valdkonnas.

1. Matemaatilises analiiiisis olid prof. H. Jaaksoni
uurimisobjektiks lopmatud lineaarsed vorrandi-
sfisteemid

apXx;+ a4+ ... Faux+ ... =b

anX) -+ QgXo 4 ... - QopXn - ... =b, 0
a,”x,—}—aﬂng,— . *I— a,mxn—}— ... =by
lopmata paljude tundmatutega X1, Xoy vevy Xpy ...

Vajadus lopmatute lineaarsete vorrandisiisteemide uurimiseks
tekkis diferentsiaal- ja integraalvGrrandite teoorias, eriti aga
matemaatilise fiiiisika rajaiilesannete lahendamisel. Siisteemi (1)
lahendamiseks on Fourier’ poolt antud jargmine meetod: lahen-
datakse 10plik vorrandisiisteem (nn. taandatud siisteem)

anX; + apxe+ ...+ Qipxp =

QX1 QpoXo+ ...+ QopXn=10,

(2)
amX) + an2x2+ e +armxn=’bn
ja leitakse piirvadrtused
limxg™ =g, (k=12, ..)),
n—oo
kus x;™M, x,m .. x," on siisteemi (2) lahend. Teatavatel

tingimustel moodustavad piirvdartused &, (k=1,2, ...) 1opmatu
siisteemi (1) lahendi. Osutub aga, et paljudel praktikas esine-
vatel juhtudel, kus siisteem (1) on lahenduv, pole siiski vdima-
lik leida selle siisteemni lahendit Fourier’ meetodiga (néditeks
piirvdartused &, ei eksisteeri). Seepérast iildistas prof. H. Jaakson
oma doktoridissertatsioonis [3] Fouriér’ meetodit, moodustades
taandatud siisteemi (2) asemel nn. iildistatud taandatud siistee-
mide jada

S, So, ..., Sk, ., (3)

kus iga siisteem S, on lahendatav Fourier’ meetodiga. Lahenda-
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des siisteemid (3), konstrueeris prof. H. Jaakson nende lahen-
ditest siisteemi (1) lahendi. -

Oma meetodit rakendas prof. Jaakson kaheksat tiilipi 1opma-
tutele lineaarsetele vorrandisiisteemidele. Neist kuus esimest
tiilipi madravad teatavaid diferentsiaaltingimusi rahuldava

Dirichlet’ rea E'Oxke—lkz (iildisemalt i.?xke—lkZ), kusjuures
k=1 k=—00
nelja esimese tiilibi puhul a,,=24s". Kaks viimast 16pmatu vor-
randisiisteemi tiiipi madiravad interpolatsiooniprobleemi tingi-
[o.2]

musi rahuldava tdisfunktsiooni F(z) =XZx,2* kordajad x,. See-
£=0

juures eelviimase tiiiibi .korral a..= a,*, kus a, tdhendab kohta,
milles funktsioonil F(z) on etteantud véartus b,. Rakendades
oma meetodit viimase vorrandisiisteemi tiiiibi jaoks, on prof.
H. Jaakson saanud eriti tdhtsa tulemuse, mille jargi juhul

lim|a,|=oco leidub tdisfunktsioon F(x), nii et
n—oo

F(an) = bn’ F/(an) =bn(l), F”(an) - bﬂ(2)1 sy
F0) (ap) = ba®w) (n =12, ...),

kus suurused p, voivad olla mistahes naturaalarvud v6i nullid,
b, aga suvalised kompleksarvud. Erijuhul b, =0 saame siit
Weierstrassi tuntud teoreemi.

Lopmatute lineaarsete vorrandisiisteemide uurimisele innus-
tas’ Hermann Jaaksonit ungari tuntud matemaatiku F. Rieszi
suurepdrane monograafia «Legons sur les sysiémes d’équations
lineaires a une infinité d’inconnues», mis ilmus 1913. a; kui
Hermann Jaakson 16petas Tartu iilikooli. F. Riesz tutvus Her-
mann Jaaksoni dissertatsiooniga ja andis sellele tunnustava ret-
sensiooni. Uhtlasi tostis F. Riesz {iles kiisimuse, kuidas kindlaks
teha, kas Fourier’ meetoditega siisteemi (1) jaoks leitud suurused
& (kR=12, ...) moodustavad selle siisteemi lahendi, kui read

A&+ Apolo+ ... Famér ... (=12, ..))

absoluutselt koonduvad. Selle kiisimuse lahendamiseks tuletas
Hermann Jaakson tarviliku ja piisava tingimuse, mis meenutab
Cauchy kriteeriumit rea koonduvuse jaoks. Uhtlasi néitas ta, et
see tingimus on rahuldatud koigi tema dissertatsioonis esine-
vate tildistatud taandatud siisteemide (3) puhul. Oma suure taga-
sihoidlikkuse tottu avaldas prof. H. Jaakson vastavad tulemused
alles 20 aastat hiljem [4, 5}

2. Prof. H. Jaaksoni uurimused arvuteooria <alal on
pilhendatud teatavatele diofantilistele vorranditele,
s. t. tdisarvuliste kordajatega algebralistele vorranditele, mille
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puhul otsitakse tdisarvulisi lahendeid. Prof. H. Jaakson néitas
{6], ¢t diofantilisel vorrandil

on olemas siimmeetrilised lahendid (s. t. tingimust z >y >x
rahuldavad lahendid) parajasti siis, kui C</B-}A. Uhtlasi
andis ta meetodi nende slimmeetriliste lahendite leidmiseks.
Prof. H. Jaaksoni tdhelepanu on koéitnud eriti diofantiline vor-
rand '

2"=y" -} x" (n— naturaalarv), (4)

mis on etendanud tdhtsat osa algebraliste arvude teoorias. Vor-
randil (4) on juhul n=2 ilmselt tdisarvulisi lahendeid, néiteks
x=23, y=—4, z=0>5. Juba 17. sajandil viitis kuulus prantsuse
matemaatik P. Fermat, et vorrandil (4) pole juhul n >3 tiis-
arvulisi lahendeid. See viide on osutunud tdeseks viaga paljude
n vidrtuste korral, tema iildist kehtivust iga n > 3 puhul pole
aga senini suudetud toestada. Prof. H. Jaakson vaatles vor-
randi (4) asemel vorrandit

h=y" -+ x"u (m < n), (5)

kus u < y"™ mille lahendeid ta nimetas kvaasi-Fermat’ lahen-
deiks ehk lithemalt F,(™-lahendeiks. Nouded, mis on seatud
kvaasi-Fermat’ lahendite kohta, on norgemad kui vastavate Fer-
mat’ lahendite (s. t. vorrandi (4) lahendite) kohta, kusjuures
kvaasi-Fermat’ lahenditele seatud tingimused on seda range-
mad, mida suurem on m. Seepidrast on loomulik kiisida, kas on
olemas_kvaasi-Fermat’ lahendeid, kuigi vastavad Fermat' lahen-
did peaksid puuduma. Prof. H. Jaakson tbestas {6], et on olemas
Iopmatu hulk F3®@-lahendeid, kuigi vastavaid Fermat’ lahendeid,
nagu niitas juba Euler, pole olemas. Uhtlasi andis prof H. Jaak-
son Euleri vaitele toestuse, mis erineb Euleri toestusest.

3. Eriti suurt tdhelepanu on prof. H. Jaakson p6ééranud to -
poloogilisele nelja vdrvi probleemile, mille kal-
lal on to6tanud paljud tuntud matemaatikud enam kui saja aasta
véltel. On hésti teada, et iga topoloogilist kaarti kerapinnal
saab virvida viie vdrviga nii, et iga kaks riiki, millel on {ihine
piir, oleksid vérvitud eri virvidega. Samuti on teada, et suvalise
topoloogilise kaardi niisuguseks varvimiseks on vajalik vihemalt
neli vérvi. Siit tulenebki topoloogiline nelja varvi probleem ':
kas piisab neljast varvist mistahes topoloogilise kaardi varvimi-
seks nii, et kaks tihise piirjoonega riiki oleksid varvitud eri vir-
videga? Selle probleemiga tutvus prof. H. Jaakson 1928. aastal
tolleaegse dotsendi Jiiri Nuudi avaloengul Tartu iilikoolis.

' V. Gabovits, Jevgeni, Nelja vidrvi probleem. — Kéesolev kogumik
1k. 9—17.
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Prof. H. Jaaksoni suureks teeneks on nn. kahe varvi probleemi
piistitamine, lahendamine ja seostamine nelja. virvi probleemiga.
Kahe virvi probleemi voib sOnastada jargmiselt: kas piisab
kahest virvist mistahes topoloogilise kaardi varvimiseks nii, et
riigid, mille piirid jooksevad kokku iihisesse solmpunkti, poleks
varvitud koik iithe virviga? Kaarti, mille igas solmpunktis kohtub
ainult kolm piirjoont, nimetatakse normaalkaardiks. On hasti
teada, et nelja varvi probleemi uurimisel voib iildsust kitsenda-
mata piirduda normaalkaartidega. Prof. H. Jaakson nditas [7],
et iga normaalkaardi puhul on kahe varvi probleem lahendatav.
Samuti nditas prof. H. Jaakson, kuidas nelja virvi probleemi
lahendit teades, saab leida kahe vérvi probleemi lahendi ja
imberpoordult, kuidas teatavat spetsiaalset kahe varvi probleemi
lahendit teades saab selle abil konstrueerida nelja véarvi prob-
leemi lahendi. Prof. H. Jaaksoni viimane triikis avaldatud t66
[8] ongi pithendatud kahe vérvi probleemi spetsiaalsete lahendite
uurimisele, mis on samavédirsed nelja varvi probleemi lahendi-
tega. Selles t66s andis prof. H. Jaakson piisavad tingimused
niisuguste spetsiaalsete lahendite olemasoluks, kuid nende tingi-
muste tdidetus mistahes normaalkaardi puhul jdi lahtiseks.
Prof. H. Jaaksoni t66 nelja védrvi probleemi kallal 16petas oota-
matu surm.

Prof. H. Jaaksoni kiindumus teadusesse, tema suur ausus ja
humaansus, vankumatu kohusetruudus ja tagasihoidlikkus on
dratanud siigava lugupidamise koigis, kellel on olnud temaga
kokkupuutumist. Prof. H. Jaaksoni siiras isiksus, tema kindel
eeskuju jddb alatiseks meelde koigile tema kaastéotajaile ja

arvukale opilasperele.
G. Kangro

Prof. H. Jaaksoni triikitud toode nimestik

1. Teadus, tema arenemine ja iilesanded. — «llukirjandus ja Teadus», 1915,
12, lk. 46—48, 13, lk. 51--52, 14, lk. 55—58, 15, lk. 59—60.

2. Lopmatuse moiste matemaatikas. — «Loodus», 1923, nr. 3, lk. 149—164.

3. Sur certains types de systémes d’équations linéaires a une infinité
d’inconnues. Sur l'interpolation. — Tartu Ulikooli Toimetised, A VIII: 1,
1925, 181 I1k.

4. Fourier’ meetodi rakendavusest. TRU teaduslik sessioon 14.—16. VII
1945. a. Ettekannete kokkuvotted. Tartu, 1945, lk. 14—16.

5. Sur la légitimité d'une méthode de Fourier. — TRU Toimetised, Matem.
teadused, nr. 2, 1946, 14 lk. )

6. O cuMMeTpDHUECKMX pelleHusX onHoro juodaHToBa ypaBHenusa. — TRU
Toimetised, vihik 46, 1957, lk. 63—84.

7. O pemeHnsx TOMOJIOTHYECKOA mpoGaembl o AByX kKpackax. — TRU Toime-
tised, vihik 46, 1957, lk. 43—62.

8. O pellleHMAX TONOJMOrMYecKON 3afau¥ O uyeThipex Kpackax. — TRU Toime~

tised, vihik 102, 1961, lk. 263—274.



NELJA VARVI PROBLEEM

Jevgeni Gabovits

Voib kujutleda jargmist olukorda. Meie kosmonaudid kavat--
sevad lennata nditeks Marsile ning ldhtudes oletusest, et ka:
seal on olemas riigid, soovivad endale kohapeal koostada Marsi
poliitilise kaardi. Kerkib kiisimus: mitu erinevat varvi peavad
kosmonaudid kaasa votma, kui neil pole Marsi poliitilise kaardi.
kohta midagi teada.

On selge, et iilesande lahendamiseks voib kaardil iga riigi
territooriumi katta erineva vérviga. Vaevalt aga selline lahen-
dus meie kosmonaute rahuldab, sest voib osutuda, et Marsil on
védga palju riike. Ilmselt piiiavad kaardi valmistajad niisuguses
olukorras toime tulla voimalikult viikese arvu varvidega. Riike,.
millel on kas ainult moni iiksik {ihine punkt voi pole sedagi, voib
ju virvida ka ithe ja sama virviga. Kui veel lihtsuseks eeldada,
et iga riik koosneb ainult {ihest osast, siis saab erinevaid riike
niimoodi iiksteisest tdielikult eraldada. Seega vdime kilsimuse
tdpsustada: kui suur on kaardi selliseks virvimiseks vajalike eri-
nevate vdrvide minimaalne arv?

Uldsust "kitsendamata voib lugeda, et vaadeldav kaart on:
joonistatud tasandile, sest kogu Marsi pind on mingi suvalise-
riigi sisepunktist projekteeritav diametraalselt vastaspunktis voe-
tud Marsi puutujatasandile. Seejuures riik, milles me fikseeri-
sime projektsiooni tsentri, projekteerub tasandile «ookeaninas,.
mis fimbritseb tekkinud kaardi iilejddnud osa. Kuid ka «ookeani»-
voib vaadelda riigina ning varvida néditeks helesiniseks. Seega
on arusaadav, et Marsi pinnale ja tasandile joonistatud kaartide
vérvimiseks on vaja iihepalju varve.

Niiviisi tasandile joonistatud kaarti nimetatakse topoloo-
giliseks kaardiks, rohutades sellega, et vérvimise juures.
pole oluline iiksikute riikide geomeetriline kuju (suurus; piir-
joonte sirg- voi koverjoonelisus jms.), vaid iiksnes asjaolu, mitu
naaberriiki on igal vaadeldaval riigil ja milliseid servi (piir-
jooni) modda ta nendega kokku puutub. Seepdrast voime kaarti
pidevalt deformeerida, pidades vaid silmas, et kuskil ei toimuks:
servade katkemist ega kokkukleepumist. Seda me edaspidi tee--
megi, piiiides anda kaardile niisuguse kuju, et seal koik servad’

g



{piirjooned) koosneksid sirgloikudest ja ringjoonte kaartest. Néi-
‘teks Euroopa mandri koigile hésti tuntud poliitilist kaarti voib
parast pidevaid deformatsioone esitada nii, nagu on niidatud
joonisel 1 (moned riigid on sellelt kaardilt dra jdetud).

Norra =
Roolsi J

Soome

| 7aani | NSV List

Holland
Belgia Saxsa FV |Saksa DV{Poola RV

| Luxksemburg
Tsehhoslovakkia SV

Prantsusmaoa 5veifI Auslria LUngam RV,
ltaalic Jugoslaavia FSV

Rumeenia RV

Bulgaaria RV

His '
fspaania Albacnia RV

Porlugal Kreexa

7 J/'g /

Joonis 1.

Et kdesoleva artikli triikkimisel pole tehniliselt voimalik kasu-
‘tada virve, siis me «védrvime» riike numbritega vo6i viikeste
ladina tdhtedega. Seejuures riike, mida tuleb virvida sama var-
'viga, margime muidugi ihe ja sama numbri voi tdhega.

Joonis 2. Joonis 3.

Pidrast neid méirkusi votame jille kisile oma kosmonautide
“ilesande. Kui kaardil, millega neil tuleb tegemist teha, riikide
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koik piirid on tekkinud lopliku arvu sirgete voi ringjoonte l6iku-
misel (vt. joonised 2 ja 3) siis piisab kaardi vdrvimiseks kahest
viirvist. Kui aga kaart ndeb vélja nii, nagu on kujutatud jooni-
.l 4, siis kulub véirvimiseks juba kolm varvi. Joonisel 5 on

Joonis 4. Joonis 5.

seevastu esitatud lihtne kaart, mille vadrvimiseks ldheb tarvis
koguni nelja erinevat vérvi. Sama virvide arvuga saab ldbi ka
joonisel 6 toodud palju keerulisema kaardi korral (see kaart on
saadud dodekaeedri projektee-
rimisel tasandile}. Neljast vér-
vist piisab samuti Euroopa po-
liitilise kaardi varvimiseks (vt.
joon. 7).

Toodud néidetest selgub tosi-

asi: kui keeruliste kaardite pu- “
hul tahetakse voimalikult vai-
kese arvu vdrvidega toime
tulla, siis peab 'mitmed erine-
vad riigid vdrvima {ihe ning v b
3

sama varviga. Néiteks Euroopa
poliitilisel kaardil olime sunni-
tud védrvima Luksemburgi «var-

viga» | (helesinine), sest neli 4
riiki — Prantsusmaa, Saksa
FV, Belgia ja Luksemburg — Joonis 6.

paiknevad nii, et igaiiks neist
puudutab kolme {ilejddnut, kusjuures kolm esimest asetsevad
mere (helesinisega «vérvitud») aéres.

Joonistage moni topoloogiline kaart ning piiiidke teda vér-
vida ainult nelja virviga. On iisna kindel, et see teil onnestub,
sest keegi pole seni suutnud konstrueerida kaarti, mille varvimi-
seks ei piisaks neljast véarvist. Kahjuks pole aga ka kellelgi
onnestunud toestada, et toepoolest piisab igasuguse kaardi
viarvimiseks neljast vérvist. Kiill on aga toestatud, et alati pii-
sab viiest varvist. Kui kosmonaudid varustada viie virviga, siis
voime kindlad olla, et nad tulevad Marsi kaardi koostamisega
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toime. Et neil piisaks ka neljast vidrvist, selles me esialgu péris.
kindlad olla ei saa.

Tuntud nelja vidrvi probleem seisnebki kiisimuses:
kas piisab neljast erinevast wvdrvist igasuguse topoloogilise
kaardi vdrvimiseks?

2
1 4 l
3
HEN )
2 4 2 3
L+ |
4
3 1 l 3 I 2 5
2 4 2
° [ 2 ] .
3 B
Joonis 7.

On andmeid, mille kohaselt tuntud saksa geomeeter
A F. M6obius (1790—1868) olevat juba 1840. aastal vaitnud,
et tasandit pole voimalik jagada viide ossa nii, et igaiihel neist
oleks iga iilejddnud nelja osaga iihine piirjoon. Kahjuks selle
vdite toestamisest aga veel ei jareldu, et iga topoloogilise kaardi
varvimisel voib 1&bi saada nelja virviga. Moni aasta hiljem Kkir-
jutas inglise matemaatik A. Cayley (1821—1895), et
A Morgan (1806—1871) olevat toestanud nelja vérvi lause
(s. t. et probleemi vastus on jaatav).

Nelja varvi lause esimene kirjanduses ilmunud toestuskatse
kuulub saksa matemaatikule Kempele (1879. a.). Jargmisel
aastal teatas Frederic Guthrie, et tema vend Francis olevat
juba 1850. aastal lause toestanud ja teatanud sellest Morganile.

Nelja védrvi probleem sai kuulsaks pdrast 1879. aastat, kui
Cayley tegi sellest ettekande Inglise Kartograafia Seltsis. Tédna-
pdevani on ilmunud hulgaliselt probleemi «lahendusi», kuid koik
need on osutunud vigasteks!.

! Artikli autor tunneb iiht professorit, kes noorena on ise seda lauset
toestada piilidnud. Kui hiljem moni iiliGpilane esitas talle «tdestuse», milles
esineva vea leidmiseks kulus mitu péeva, siis sai see filidpilane professori
suure lugupidamise osaliseks.

12



Ka Tartu Riikliku Ulikooli professor J. Sarv (1877—1954)
prudis seda probleemi lahendada ning piihendas sellele 1927.
va-tal Tartu Ulikooli Toimetistes ilmunud artikli «Zum Beweis
Ades Vierfarbensatzes». Hiljem, kui ta veendus oma téestuse viga-
Anes, hoiatas ta iiliopilasi, et nad ei kulutaks nelja varvi prob-
lcemi lahendamisele liiga palju joudu ega aega. Umbes sama-
nguste soovitustega poérdub oma nooremate lugejate poole ka
itksa professor Gerhard Ringel, kellelt on pirit tinapéeva
parim nelja varvi probleemile ja selle {ildistustele piihendatud
monograafia «Fdrbungsprobleme auf Flichen und Graphens.

liesti matemaatikaprofessoritest on nelja vérvi probleemiga
legelnud veel J. Nuut (1892—1952). J. Nuudi 1929. aastal
munud t66s «Uber die Anzahl der Loésungen der Vierfarben-
aufgabes on antud iiksikasjalik iilevaade selle probleemi lahen-
dite arvu kohta.

Punkti, milles kohtuvad topoloogilise kaardi servad, nimeta-
lakse kaardi solmpunktiks. Kui igast sdlmpunktist véljub
ainult kolm serva, siis kaarti nimetatakse normaalseks.
Mistahes topoloogilist kaarti voib aga normaliseerida, iimbrit-
sedes iga solmpunkti, millest valjub enam kui kolm serva, uue
«riigiga» (nagu on tehtud joonisel 8). Kui normaliseeritud kaardi
jaoks on leitud nelja varvi probleemi lahend, siis sellest 1dhtudes
saab otsekohe konstrueerida nelja vérvi probleemi lahendi ka
lahtekaardi jaoks (vt. joon. 8). Seepdrast voibki nelja virvi
probleemi  kasitlemisel piirduda ainult normaalkaartidega.
J. Nuudi {ilalmainitud t66s leidub muuseas viide, et iikski nor-
maalkaart ei saa koosneda ainult kuusnurkadest, ning et ei leidu

Joonis 8.

normaalkaarti, mis ei sisalda iihtegi kolm-, neli- voi viisnurka.

Suure' osa oma elust pithendas nelja varvi probleemile ka
prof. H. Jaakson (1891—1964). Ta toestas oma 1961. aastal
ilmunud t66s «O peureHUsIX TOMOJIOTHUECKOH 3aMayH O YeTHIpPex
Kpackax», et ainult kolm-, neli- ja viisnurkadest saab koostada
vaid 16pliku arvu erinevaid normaalkaarte. Samuti tdestas ta, et
igal normaalkaardil, mis koosneb ainult viis- ja kuusnurkadest,
on alati tidpselt 12 viisnurka (vt. joon. 6).
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Juba 1880. aastal nditas matemaatik P. C. T ait, et topoloogi-
lise kaardi nelja vérvi probleem on samavaarne jirgmise kolme
varvi probleemiga: kas on véimalik vidrvida normaal-
kaardil riikide servad kolme vdrviga nii, et igast sélmpunktist
lédhtuvad servad oleksid virvitud igaiiks eri vdrviga?

On olemas ka kahe vdrvi probleeme, mis osutuvad
nelja vdrvi probleemiga samavdarseteks. Uks neist formuleeri-
takse jargmiselt: kas saab vdrvida normaalkaardi sélmpunktid
«vdrvidega» -1 ja —1 nii, et iga riigi juurde kuuluvate solm-
punktide «vdrvide summa» jaguks kolmega?

Prof. H. Jaakson soOnastas oma 1957. aastal ilmunud t66s
«O pelieHNAX TONOJOTHUECKOH mpobJaeMbl O JABYX Kpackax» jarg-
mise kahe varvi probleemi: kas saab védrvida topoloogilise kaardi
kahe vdrviga nii, et iikski sélmpunkt ei oleks tdielikult iimbrit-
setud iihe ja sama vdrviga vdrvitud riikidest? Sama probleemi
voib piistitada véliselt erineval, kuid sisuliselt eelmisega sama-
vdadrsel kujul: kas saab vdrvida normaalkaardi servad kahe
«vdrviga» 1 ja 2 nii, et iga serv oleks vdrypitud iihe ja ainult iihe
vdrviga ning kaardi mistahes solmpunktist viljuvast kolmest
servast oleks iiks vdrvitud «vdrvigas 1 ja mélemad iilejadnud
«vdrviga» 2? Prof. H. Jaakson tdestas, et iga normaalkaardi
korral eksisteerib selle probleemi lahend, kusjuures voib veel ette
nouda, et mingi konkreetne serv oleks véarvitud «véirviga» 1.
Esitatud toestus on konstruktiivne, s. t. annab vdimaluse prob-
leemi konkreetse lahendi tegelikuks konstrueerimiseks.

Joonis 9.

Joonisel 9 on toodud prof. H. Jaaksoni kahe varvi probleemi
lahend iihe konkreetse normaalkaardi jaoks (esimese vérviga
varvitud riigid on viirutatud). Joonisel on histi ndha, kuidas
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tulel varvida kaardi servad probleemi teise sonastuse korral::
-viirviga» 1 tuleb varvida need ja ainult need servad, mis lahu-
tavad sama viarviga vérvitud riike.

Kaardil koik servad, mis on varvitud «vérviga» 2, moodusta-
vad dldjuhul vdhemalt iihe iseendaga mitte l6ikuva Kkinnise
hovera. Need koverad annavad voimaluse jaotada normaalkaardi
kahte véondisse (joonisel 9 niiteks on iihte véondisse kuuluvad
riigid viirutatud). Véondid tekivad siis, kui lugeda «varviga» 2
viirvitud {ihise servaga riigid eri voondelsse ja «varviga» 1 varvi-
tud tiihise servaga riigid ihte véondisse kuuluvateks.

Kahe véarvi probleemi laherrdit nimetatakse heaks lahen-
diks, kui véonditevahelise joone iga kinnine osa labib paaris-
arvu sdlmpunkte. Selline on néiteks joonisel 9 esitatud lahend.
Siin koosneb voonditevaheline joon kahest kinnisest koverast,
milledest iiks 1dbib 12 ja teine 42 solmpunkti. Kui on tegemist
kahe vérvi probleemi hea lahendiga, siis saab esimesse voondisse
kuutuvad riigid védrvida vaheldumisi «vérvidega» a ja b, teise
voondisse kuuluvad riigid aga «virvidega» ¢ ja d. Nii saame-
nelja varvi probleemi lahendi kogu kaardi jaoks. Vastupidi, kui
kaardil on leitud nelja virvi probleemi lahend, siis, iithendades.
mingi kahe vérviga virvitud riigid {ihte ja kahe iilejdanud vér-
viga vérvitud riigid teise voondisse, saame kahe varvi probleemi.
hea lahendi. Seega nelja varvi probleem on vaadeldav kui heade:-
lahenditega kahe vérvi probleem.

Nelja vérvi probleemiga samavéirsete probleemide piistita-
mine ei ole aga kiisimust ennast kahjuks otsustavalt edasi vii-
nud, sest iikski neist pole seni veel 1opuni lahendatud.

Prof. H. Jaakson on palju dra teinud nelja varvi probleemi’
populariseerimiseks Eesti NSV matemaatikute seas. Aastail
1957—1960 kirjutati tema juhendamisel Tartu Riiklikus Ulikoolis
rida diplomitéid nii nelja kui ka kahe varvi probleemi kohta.

Kaardi varvimisel nelja vérvi abil pole alati véimalik rahul--
dada koiki lisandoudmisi. Sellisteks voivad olla niiteks: vérvida
meri ja jdrv sama varviga; varvida kahest osast koosneva riigi
(nditeks Pakistani) molemad osad sama virviga. Selleks, et
neid lisanoudmisi rahuldada, tuleb n&htavasti suurendada vaja-
likkude viarvide arvu. Seega vOib sOnastada nelja vidrvi
probleemi jargmise iildistuse: milline on varvide mini-
maalne arv niisuguse normaalkaardi vdrvimiseks, kus iga riik
koosneb iilimalt kahest osast (sealjuures peavad iihe riigi osad
olema vdrvitud sama vdrviga ja erinevad naaberriigid erinevate
vdrvidega)? Voiks oodata, et see probleem on nelja virvi prob-
leemist veelgi raskem, kuid tegelikult osutus vordlemisi lihtsaks
ning on tdielikult lahendatud. Vastus nimetatud- kiisimusele on:
12 véarvi. Et vidiksema vérvide arvuga toepoolest 1dbi ei saa,
seda néditab joonisel 10 toodud normaalkaart. See kaart koosneb-
kaheteistkiimnest kaheosalisest riigist, millel igaiihel on iilejda-
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nud iiheteistkiimne riigiga ithised servad. Seega iga riik tuleb
varvida eri varviga.

11
I ¢
7 8
| 12 |,
107 E 7
| 6 4 1|2
111 4 (9 |2
5
8 10
3
5
12
Joonis 10.

Nelja vérvi probleemi teine idildistus seisneb jargmi-
-ses. Oletame, et normaalkaart paikneb kahel tasandil, kusjuures
iga riik koosneb iilimalt kahest osast — iks itihel ja teine teisel
tasandil (selline probleem vo6ib kerkida nditeks Marsi asusta-
misel, kui Maa riigid ei suuda omavahel kokku leppida ning
Marsi territoorium tuleb nende vahel dra jaotada); milline on
minimaalne vdrvide arv niisuguse kaardi vdrvimiseks? Jooniselt
11 on naha, et see arv ei saa olla vdiksem kui kaheksa, sest

Joonis 11.

kaheksast sellel joonisel esitatud riigist on igaiihel ithine serv
iilejddnud seitsmega. Sonastatud probleemi kohta on kiill toes-
tatud, et kaheteistkiimnest varvist alati piisab, kuid tdnapéeval
pole sellest rohkem midagi teada. Prof. Ringeli arvates sobib
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arvudest 8, 9, 10, 11 ja 12, mis voivad praeguste andmete koha-
~clt olla selle probleemi lahendiks, kbige suuremal maéiral arv
kaheksa. :

Joonis 12.

Topoloogias vaadeldakse peale kerapinna veel selliseid pindu
nagu toor ehk rongaspind, «kringel» ning enam kui kahe auguga
«kringlid». Nende koigi korral voib samuti piistitada nelja varvi
probleemiga analoogilise probleemi. Selgub, et koikidel nendel
pindadel on olukord teatud mottes lihtsam kui kerapinnal. Nimelt,
kui antud pinnal leidub n riiki, milledest igaiiks on iga iilejda-
nud n-—1 riigi naabriks, siis otsitav virvide arv vordub sellise
n (s. o. rilkide arvu) maksimaalse. voimaliku vaartusega. Sel-
line maksimaalne n on vilja arvutatud jidrgmiste «kringlite»
jaoks (%2 on «kringli» aukude arv):

k12345678!9
|

n 7 8 9 10 11 12 12 13 13

Uhe auguga «kringel» on toor. Joonisel 12 ongi esitatud
ndide kaardist toori pinnal. Sellel kaardil oleva seitsme riigi véir-
vimiseks on vaja seitse erinevat virvi.

2 Matemaatika ja kaasaeg 1V 17



ELEKTRONARVUTID JA PROGRAMMEERIMINE

U. Kaasik

e

Elektronarvutite kasutamine muutub tdnapdeval scdavord
laialdaseks, et peaaegu iga eriala tootajatel tuleb nendega nii
voi teisiti kokku puutuda. Eriti kiiresti on kasvamas sclliste eri-
alade arv, mille esindajail tuleb arvuteid kasutada mille vahe-
tult, vaid «kaudselt»: vormistada vastavaid iilesandeid ning val-
mistada neid ette arvutil lahendamiseks.

Ulesannete vormistamise ja ettevalmistamise kaigus pole elekt-
ronarvutite konstruktsiooni ega isegi nendel to6tamise iiksikas-
jade pohjalik tundmine tavaliselt iildse vajalik — reeglina pii-
sab vaid pogusast illevaatest. Méirksa paremini on vaja tunda
elektronarvutite rakendamise voimalusi, aga eriti hdsti pcab
teadma, kuidas iilesandeid elektronarvutil lahendamiseks sobival
viisil esitada.

Kiisimusi niisugusest kiiljest kasitlevat kirjandust seni cesti
keeles kahjuks ilmunud ei ole. Sellepdrast alustamegi kéiesole-
vaga artiklite sarja, mis on kirjutatud just elektronarvuli «kaud-
sete» kasutajate vajadusi silmas pidades. Sarja esimeses arliklis
antakse sissejuhatav lithiiilevaade elektronarvuti tédtamispohi-
mbtteist ja nn. vahetust programmeerimisest. Kuigi arvuti «kaud-
sel» kasutajal tegelikke programme kunagi koostada ei tule, on
selles valdkonnas vahemalt moningate pohimoistete tundmine
talle siiski oluline. Sarja teises artiklis on kavas juba pohjali-
kumalt kirjeldada iilesande lahendamise algoritmi esitamist
programmeerimiseks sobival kujul, nn. blokk-skeemina, ning kol-
mandas — automaatse programmeerimise iihe konkreetse keele
kasutamist lahendusalgoritmide {ileskirjutamisel.

Sarja artiklite eesmérki arvestades on neis mitmed iiksik-
asjad esitatud meelega lihtsustatud kujul, paljust pole aga hoo-
piski rddgitud. Pohjalikuma {ilevaate saamiseks voib soovitada
artiklite lopus loetletud kirjandust.

* *
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Pohimotteline skeem, mille jargi toimub {ilesande lahenda-
mine elektronarvutis, meenutab teatud mdéiral inimese tegevust
«kdsitsi» arvutamisel. Kui inimene asub mingit ulatuslikumat
iillesannet lahendama, siis peab tal koigepealt kas kirjas voi peas
valmis olema t66plaan — programm, mis médrab iilesande
lahendamiseks vajalikkude operatsioonide jérjekorra. Selle pro-
grammi kohaselt teostabki arvutaja ettendhtud aritmeetilisi teh-
teid, peab meeles voi kirjutab iiles tulemusi, otsustab, millist voi-
malikku valemit kasutada, jne.

Sama t66 tegemiseks peab elektronarvuti jirelikult suutma
vajalikke tehteid sooritada ja algandmeid ning arvutustulemusi
«meeles pidadas, kuid. iihtlasi peab ta ka «oskama» pérast iga
sammu otsustada, mida teha edasi. Nende kolme peamise funkt-
siooni tditmiseks ongi méaaratud elektronarvuti pohiseadmed —
aritmeetiline seade, méiluseade ja juhtimisseade.

Aritmeetilise seadme otstarve on iseenesestmoiste-
tav — vajalike tehete sooritamine sellesse seadmesse elektri-
liste signaalide ndol antud arvudega. Peale tavaliste aritmeeti-
liste tehete sooritab see seade enamasti ka mitmesuguseid nn.
loogilisi tehteid: arvu mingi numbrikoha valjaeralda-
mine, uue arvu moodustamine viljaeraldatud numbritest, arvu
numbrite nihutamine vasakule vo6i paremale, arvude vordle-
mine jms. .

Suuremas osas olemasolevatest elektronarvutitest kasutatakse
arvude kujutamiseks ja muidugi siis ka teheteks nendega kahend-
siisteemi !, kuid {ilesannete piistitamise ning lahendamiseks ette-
valmistamise kaigus pole kahendsiisteemi aritmeetika tundmine
tavaliselt vajalik. Sageli pole sealjuures iildsegi oluline teada,
millist arvusiisteemi antud arvutis kasutatakse. Sellepdrast voime
rahulikult eeldada, et arvuti té6tab kiimnendsiisteemis (muide,
niisuguseid arvuteid ehitataksegi viimasel ajal iiha enam).

Midluseadme (ehk lihtsalt malu) iilesandeks on siili-
tada nii tlilesande algandmeid ja arvutustulemusi kui ka iiles-
ande lahendamise programmi. Tehniliste]l pohjustel jaguneb ma-
luseade enamasti kiirelt t6otavaks operatiiv- ehk sise-
miseks méiluks ja tunduvalt aeglasemalt tootavaks vali-
seks maluks. Viimast kasutatakse vaid siis, kui iilesande
lahendamisel vajalik informatsioon ei mahu operatiivmillu ira
ja tuleb vilisesse mallu (nagu lattu!) ajutiselt hoiule saata.
Ulesannete piistitamise ja ettevalmistamise kdigus peab niisu-
guse tagavaramilu olemasolu muidugi silmas pidama, kuid
pohiline on ikkagi see, et arvuti kogu t66 toimub eranditull
operatiivmélu baasil. Seetottu voib valise méluga seotud kiisi-
mused esimesel tutvumisel korvale jatta.

' Vi Tamme, E., Positsioonilised arvusiisteemid. — Kiesolev kogu
mik, 1k. 43—50.
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Kuigi arvutite mailuseadmete ehitamisel kasutatakse védga
mitmesuguseid fiiiisikalisi pohimotteid, on nende funktsio-
neerimine peaaegu koikides tdnapdeva arvutites tegelikult iihe-
sugune.

Malu pohiliseks koostisosaks on pesa — seade iithe arvu
salvestamiseks. Arvuti tiilibist ja otstarbest soltuvalt voib opera-
tilvmalu pesade arv olla monest sajast kuni mitme tuhandeni
(vdlise médlu pesade arv ulatub paljudel arvutitel miljonitesse).
Samuti on arvuti konstruktsiooniga maéaidratud pesade pikkus,
s. t. iihte pesasse salvestatavate numbrikohtade maksimaalne
arv (erinevates arvutites kuuest kuni neljateistkiimneni).

Milu igale pesale on omistatud kindel jarjekorranumber —
selle pesa aadress. Igal pesal on erinev aadress (nendeks
on jarjestikused naturaalarvud, alates 000-st kuni nditeks 999-ni),
mis vOimaldabki pesasid fiiksteisest eristada. Aadresside jargi
toimub ka pesade nimetamine. Ndiiteks oGeldes «pesa A» moel-
dakse sellega pesa, mille aadressiks on arv A.

Seega iga pesa puhul on meil tegemist kahe arvuga: iiks
on sellele pesale alatiseks omistatud aadress ja teine selles
pesas salvestatud arv, mida tavaliselt nimetatakse ka vastava
pesa sisuks. Viimast on arvuti t66 kdigus vdimalik tarbe
korral muuta, esimest aga mitte. Nende kahe arvu vahel vahe
tegemiseks kasutatakse elektronarvuteid késitlevas kirjanduses
isegi . erilist siimboolikat. Nimelt kui mingi pesa aadress on
tdhistatud néiteks tdhega A, siis selle pesa sisu tdhistatakse
stimboliga (A). Vastupidi, kui mingi arv on tihistatud tdhega a,
siis arvu a salvestamiseks kasutatud pesa aadressi margitakse
siimboliga <(a>. Nditeks kirjutis

<315>

tdhendab selle pesa aadressi, kus salvestatakse arvu 315.

Selleks, et mingit salvestatud arvu méiluseadmest kitte saada,
tuleb arvutile teatada vastava pesa aadress, s. {. peab olema
teada, millisesse pesasse see arv on salvestatud. Samuti tuleb
. muidugi ka arvu salvestamisel kindlaks maérata selle pesa aad-
ress, kuhu arvu soovitakse salvestada.

Juhtimisseadme iilesandeks on arvuti iiksikute sead-
mete koostdd koordineerimine ja juhtimine vastavalt iilesande
lahendamise programmile. Programm on jirjestikku teosta-
misele tulevate elementaaroperatsioonide loetelu. Selle loetelu
elementideks on kdsud. Kdsk on programmi selline osa, mis
salvestatakse malu iihte pesasse ja mille tditmine tdhendab iihe
arvutis ette nidhtud elementaaroperatsiooni teostamist. Nendeks
operatsioonideks on kdik aritmeetilises seadmes sooritatavad teh-
ted, aga samuti mitmesuguste abiseadmete poole p&ordumised
(nditeks arvu triitkkimine, arvu lugemine perfokaardilt jms.) ja
nn. juhtimisoperatsioonid.
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Enamikus tdnapdeva arvutites tadidetakse programmi késud
nende salvestamiseks kasutatud pesade aadresside jarjekorras.
Tarbe korral saab seda jarjekorda aga muuta eriliste juhti-
miskdskude abil. Lihtsaim juhtimiskdsk annab pesa aad-
ressi, milles paiknevast kdsust alates tuleb jdtkata programmi
taitmist (juhtimise nn. tingimusteta suunamine).
Enamik juhtimiskdske muudavad aga programmi kdskude tait-
mise jarjekorda soltuvalt mingi tingimuse tdidetusest (selliseid
kdske nimetatakse tingimuslikeks suunamisteks).
Niisuguseks tingimuseks voib mones arvutis olla eelmise késu
tditmise tulemusena saadud arvu mérk: kui see arv on posi-
tiivne, siis jdtkatakse programmi kdskude tditmist endises jarje-
korras, vastupidisel juhul aga alates teatud etteantud aadres-
siga pesas paiknevast kdsust. Teine sageli kasutatav voimalus
tingimuse saamiseks on kirjeldatud jadrgmisel lehekiiljel.

Iga kdsk kujutab endast arvu (ainult arve saabki malu
pesasse salvestadal!). Selle arvu paar esimest numbrikohta méé-
ravad dra sooritatava operatsiooni (need numbrikohad moodus-
tavad nn. operatsiooni koodi), iilejddnud méiravad aga
operatsioonist osavotvate arvude salvestamiseks ettendhtud
pesade aadressid (see on kdsu aadressiosa). Et arit-
meetilistes tehetes on "enamasti tegemist kolme arvuga (néiteks
kaks liidetavat ja summa), siis peab kdsk oma kdige loomuliku-
mal kujul sisaldama kolm aadressi. Seega jaguneb késku kuju-
tav arv neljaks osaks: operatsiooni koodiks ja kolmeks aadres-
siks. Kuigi médlu pesasse salvestamisel nende osade vahel mingit
eraldajat ei ole, on kisu iileskirjutamisel parema loetavuse huvi-
des siiski kasulik jatta vdikesed vahed. Uleskirjutatult ndeb kisk
seega vilja néiteks »

03 743 500 273,

mélus tuleb ta aga salvestamisele arvuna
03743500273.

Kui operatsiooni kood ja aadressid pole konkretiseeritud, vaid
on tidhtedega asendatud, siis kirjutatakse (nn. taheliste aadressi-
dega) kéask iiles néditeks kujul

aABC,

kus @ tdhistab operatsiooni koodi ja A, B, C aadresse (viimases
ndites oli @ =03, A= 743, B =500 ja C=273).

Elektronarvutis teostatavate elementaaroperatsioonide loetelu
on iga arvutitiliibi puhul erinev. Enamasti pole aga {ilesannete
piistitamiseks tingimata tarviski seda loetelu koikides iiksikas-
jades tundma oOppida, — piisab vaid pohiliste operatsioonide
tundmisest. Tabelis 1 ongi niitena toodud elektronarvuti moéned
koige olulisemad operatsioonid ja neile vastavad kisud. Tabeli
viimases veerus on {ihtlasi antud operatsiooni tulemus. Niiteks
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liitmise tulemusel saadakse pesasse C pesades A ja B salvesta-
misel olevate arvude summa (viimaste pesade sisu operatsiooni
kdigus ei muutu).

Tabelis 1 toodud tingimuslikes suunamistes voetakse tingi-
muse tdidetuse puhul jargmiseks tditmisele pesas C paiknev
kask (sel korral oeldakse ka, et juhtimine antakse pesasse C),
vastasel juhul aga jitkatakse programmi kdskude tditmist endi-
ses jdrjekorras. ‘Olgu madrgitud, et tingimusteta suunamisena
voiks kasutada ka néditeks kasku 22 AAC, kuid eelistada tuleb
operatsiooni koodiga 20, sest selle teostab arvuti kiiremini (jaib
dra tingimuse kontrolllmme)

Tabel 1

Operat- Ki
siooni Operatsiooni nimi ka§u Operatsiooni tulemus

kood wu

01 | liitmine 0l ABC (C) = (A) + (B)

02" |lahutamine 02 ABC (C) = (A) — (B)

03 korrutamine 03 ABC (€)= (A) - (B)

04 jagamine ‘04 ABC (C) = (A) : (B)

05 arvu iileviimine 05 A0C (C) = (4)

20 tingimusteta suunamine 20 00C jérgcmisena tdidetakse kask

(o)
21 tingimuslik suunamine I 21 ABC |kui (A) > (B), siis jargmi-
) sena tdidetakse kisk (C)
22 tingimuslik suunamine 11 22 ABC |kui (A) = (B), siis jargmi-
sena tdidetakse kidsk (C)

30 tritkkimine 30 A00 triikitakse arv (A)

31 periokaardilt lugemine 3100C loetakse perfokaardilt iiks
arv ja viiakse pesasse C

40 peatus 40 000 arvuti peatub

Mirkus Moningates kiskudes ei kasutata koiki aadresse: tabelis
on nende aadresside kohale kirjutatud nullid.

Po6rdume niilid juhtimisseadme funktsioneerimise juurde
tagasi. Juhtimisseade alustab oma tootakti sellega, et votab malu
teatavast pesast (selle pesa aadress on salvestatud juhtimis-
seadme spetsiaalses iihepesalises mélus, nn. kdskude loen-
dajas) kidsu ning jaotab selle operatsiooni koodiks ja aad-
ressideks. Vastavalt operatsiooni koodile annab ta aritmeeti-
lisele seadmele signaali valmistuda selle operatsiooni sooritami-
seks. Edasi kutsub juhtimisseade vastavalt kdsu aadressidele
malust vidlja vajalikud arvud, laseb aritmeetilisel seadmel soo-
ritada ettendhtud tehte ning saadab tulemuse kdsu kolmanda
aadressiga mdidratud pesasse. Seejdrel suurendab juhtimisseade
kdskude loendaja sisu ithe vorra, votab milust jargmise kdsu ja
seega alustab uut takti.
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Juhul kui jarjekordne kask osutub juhtimiskdsuks, jddb tule-
muse salvestamine muidugi dra. Selle asemel véljastab aritmee-
tiline seade operatsiooni tulemuse mingi tunnuse (tlnglmushku
suunamise I korral nditeks vahe (A) — (B) maérgi), mille jirgi
juhtimisseade tarbe korral lihtsalt muudab kdskude loendaja
sisu arvuks C.

Skemaatiliselt véib arvuti pohiseadmete koostéod kujutada
nii, nagu on tehtud joonisel 1.

Kéasw JUHImlsseOde QOperalsiooni lulemuse funnus
T i
.'f i
] Aadressid ! ! Operalsiocni xood -
" Q ral;ioom 1 osa véivad ucl : N
Mdluseade [--reretacens s Arilmeeliline seade
‘speraisiccm  lulemus
Joonis 1.

Ulesande lahendamine elektronarvuti abil algab tavaliselt
sellega, et vastav programm ning algandmed viiakse nende
jaoks ettendhtud pesadesse. Seejérel antakse kdskude loendajasse
(kasitsi) selle pesa aadress, milles paiknevast kidsust alates
tuleb programmi tditma hakata, ning arvuti kdivitatakse. Edasi
toimub kogu iilesande lahendamine juba automaatselt, ilma ini-
mese vahelesegamiseta.

Seega ainsaks pohiliseks tdoks, mis iilesande lahendamisel
jddb inimese teha, on programmeerimine, s. t. kdskude
jada moodustamine, mille tditmise tulemusena arvuti lahendab
seatud iilesande. Jargnevalt selgitamegi programmeerimise koige
lihtsamaid votteid paari elementaarse néaite varal. Sealjuures
eeldame, et iilesande lahendamise kdik on juba esitatud arvuta-
miseks sobiva algoritmi (lahendamiseeskirja) kujul.

Programmi koostamisele asumisel tuleb koigepealt leida
tehete sooritamise kdige otstarbekohasem jirjekord. Selle jarje-
korra selgitamise kdigus jaotatakse {ilesande lahendamine tava-
liselt voimalikult iseseisvateks osadeks — blokkideks. Need
blokid kujutatakse nditeks ristkiilikutena ja iihendatakse nool-
"tega, mis néditavad blokkide tditmise jarjekorda. Nii saame
programmi jaoks nn. blokk-skeemi. Edasi koostatakse
kdsud juba iga bloki jaoks eraldi ja iihendatakse nad siis pro-
grammiks nooltega mairatud jarjekorras.

Enne iiksikute blokkide programmeerimist tuleb veel kindlaks
madrata iilesande lahendamiseks vajaliku informatsiooni (pro-
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grammi, algandmete, vahepealsete tulemuste) paigutus arvuti
mélus. Sellega seoses kerkib iiles jargmine raskus: enne kaskude
koostamist ei ole voimalik malu otstarbekohaselt jaotada, sest
me ei tea programmi kiskude ega ka vahepealsete arvutustule-
muste salvestamiseks vajalike pesade arvu; kui me aga ei tea,
millistes pesades salvestatakse algandmeid, kdske ning vahepeal-
seid tulemusi, siis me ei saa vilja kirjutada ka programmi kas-
kude aadresse. .

Sellest raskusest iilesaamiseks kasutatakse programmeerimi-
sel pesade aadresside asemel, esialgu tdhelisi siimboleid (néiteks
suuri tdhti A, B, C, ...), mis alles 10puks asendatakse konkreet-
sete arvudega. Niisugune tdhistusviis holbustab iihtlasi saadava
programmi muutmist ning parandamist.

Elektronarvutit on otstarbekohane kasutada vaid siis, kui
iilesande lahendamine osutub vdga téémahukaks — nouab kiim-
nete voi sadade tuhandete tehete sooritamist. Et arvuti sooritaks
ithe tehte, selleks peab programmis leiduma vastav kask. Siit
voib jddda mulje, nagu peaks iilesande lahendamise programm
sisaldama vdhemalt samapalju késke, kuipalju tehteid on tarvis
sooritada selle iilesande lahendamisel. Oleks see tdepoolest nii,
siis kaotaksid elektronarvutid iildse motte: {the kdsu viljakirju-
tamine votab ju peaaegu sama palju aega kui vastava tehte soo-
ritamine késitsi v6i aritmomeetriga. Milleks siis veel tuhandeid
tehteid sekundis teostav arvutil 1

Programmi késkude arvu tunduvalt vahendada voimaldab
asjaolu, et iilesannete lahendamise algoritmid on praktiliselt koik
tsiiklilised, s. t. seisnevad korduvas arvutamises {ihtede
ning samade valemite jdrgi, kusjuures igakordsel arvutamisel
kasutatakse kiill iildiselt uusi ldhteandmeid. Tsiiklilise algoritmi
programmeerimisel koostatakse ka programm tsiiklilisena —
sellisena, milles kiskude teatud rithma tuleb tdita korduvalt.
Selleks, et arvutustest votaksid osa iga kord uued ldhteandmed,
tuleb enne kordamist tavaliselt muuta monede kidskude aadresse.
Kiskude aadresside muutmine on aga arvutis lihtsalt realisee-
ritav: kdsud on méilu pesades salvestatud ju tdpselt samuti nagu
arvud ja nendega voib teostada koiki aritmeetilisi ning loogilisi
tehteid. ,

Vaatleme tsiiklilise programmi koostamise kaiku ithe konk-
reetse ndite varal. Olgu meil edasiste arvutuste jaoks tarvis
koostada funktsiooni f(x) tabel argumendi védrtustel xo,, x1=
=Xq+h, Xo=1x9-+2h, ..., X,=Xxo-} nh. Et saadavat tabelit
oleks  hiljem lihtsam kasutada, paigutame ta jarjestikustesse
pesadesse C, C-}+ 1, C+ 2, ..., C-+ n nii, et kehtiks seos

(C i) = f(x) (i=0, 1,2 ..., n).

Koigepealt koostame programmi blokk-skeemi. Pohiliseks blo-
kiks on muidugi see, mis vastavalt mingis pesas salvestatud
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argumendile x arvutab suuruse f(x). Kui f(x) arvutamise pro--
gramm on iiheks blokiks kokku voetud, siis pole selle funktsiooni.
tegeliku avaldise teadmine oluline. See tahendab, et saadav
blokk-skeem kolbab igasuguse funktsiooni tabeli arvutamiseks.

Programmi t66 peab algama nidhtavasti sellega, et xo viiakse-
argumendi jaoks ettendhtud pesasse. Seejdrel arvutatakse f(xo)
ning salvestatakse see pesasse C. Niiiid tuleb argumenti h vorra.
suurendada ja hoolitseda, et funktsiooni jargmise védartuse sal-
vestamine toimuks juba iithe vorra suurema aadressiga pesasse-
(selleks peame ithe vorra suurendama vastava kdsu kolmandat
aadressi). Edasi voib lasta jille to6tada f(x) arvutamise blokil
ning korrata seda seni, kuni funktsiooni viimane véairtus f(x,)
on salvestatud pesasse C -+ n. Selleks et arvuti «teaks», millal
on paras aeg 106 lopetada, voib kasutada jargmist votet. Iga
kord pérast funktsiooni jarjekordse védartuse salvestamist kont-
rollitakse, kas see salvestamine toimus pesasse C--n. Eitaval
juhul jitkatakse tsiikli kordamist, jaatava vastuse korral agas
lopetatakse t66.

algus x, viimine fx) arvutamine argumendi suu-
— R . . .
argumendi pesasse pesasse C+i rendamine h vorma
lopp programmi Ja konlroll, ei i suurendamine
- . - " -
faaslamine kas i=n the vérra
Joonis 2.

Seega oleme saanud oma programmi blokk-skeemi joonisel 2’
naidatud kujul. Sellel joonisel on tehtud ainult veel iiks tdien-
dus — blokk «programmi taastamine». Nimelt tuleb vaadeldava
programmi tootamise kdigus pidevalt muuta {ihe kdsu iitht aad-
ressi. Jérelikult pérast t66 loppu paikneb arvutis juba pro-
gramm, mis pole enam identne esialgsega. Juhul kui sama pro--
grammi on aga hiljem vaja veel kord kasutada (nditeks kont-
rolliks), tuleb ta enne taastada, s. t. anda koikidele kasku--
dele nende esialgne kuju.

Saadud blokk-skeemist ldhtudes voibki alustada programmi’
enda koostamist. Enne tuleb vaid konkretiseerida funktsioon
f(x) (saadava programmi jdrgi arvutamiseks peavad muidugi
olema konkretiseeritud ka veel arvud xp, A ja n). Selleks, et esi--
mest naidet mitte tarbetult keeruliseks ajada, valime lihtsalt

3x3 4 4
f(X) = 2 F7°




. Programmi koostamisele asumiseks lepime kokku koigepealt
informatsiooni paigutamise suhtes. Paigutame saadava pro-
grammi nditeks pesadesse A, A+ 1, ..., algandmed pesadesse
B, B+ 1, ... ning arvutuste kdigus tekkivad vahetulemused
pesadesse D, D+ 1, ... (vastuste pesade aadressid C, C+1, ...,
C - n tdhistasime juba iilesande piistitamise kalgus) Monede
pesade sisu vOime kohe tdpsemalt dra méaidrata. Pesa D olgu
nimelt miidratud. argumendi x salvestamiseks, pohilised algand-
med aga paigutame pesadesse jargmiselt (arvu n paigutuse
jdtame esialgu lahtiseks, sest alles hiljem selgub, millisel kujul
on seda kasulik salvestada):

(By=1xy, (B+1)=h, (B2 =3, (B-+3)=4, (B4+4)=T.

Parast neid kokkuleppeid voime asuda kidskude viljakirjuta-
misele, kasutades tabelis 1 toodud operatsioonide koode.

Esimene blokk — «Xp viimine argumendi pesasse» — on rea-
liseeritav iiheainsa kdsuga
(A)y=105 B0D,

kus kisu ette kirjutatud aadress tdhendab, et see kisk ise tuleb
salvestada pesasse A.

Jargmine blokk — «f(x) arvutamine pesasse C—+i» — peab
esimesel korral salvestama vastuse pesasse C. Seda v0ib soo-
ritada jargmise kuue kdsu abil:

A+1)=03 D D D-+41 (x? pesasse D 1),
(A+2)=01 D+1 B+4 D-+2 (x2+ 7 pesasse D} 2),
(A 4-3) =03 D D+t D+ 1 (x3 pesasse D - 1),
(A+4)=03 D+1 B-+2 D+ 1 (3x3 pesasse D+ 1),
(A+4+5)=01 D+1 B-+43 D-+1 (3x3+4 pesasse D+ 1),
(A+6)=04 D11 D2 Cc (f(x) pesasse C).

Iga kdsu taha on siin kirjutatud selgitav méirkus, mille vilu-
nud programmeerija enamasti tegemata jitab, kuid mis algu-
ses on ipris kasulik. Paneme veel tdhele, et vahetulemuste sal-
vestamiseks on antud juhul kasutatud kaht pesa D +-1 ja D + 2,
kusjuures pesasse D -+ 1 vodis viia uue arvu, niipea kui sinna
-salvestatud x? enam vajalikuks ei osutunud (pesasse uue arvu
‘viimisel vana kustub).

Viimase programmiosa soltuvus jarjekorranumbrist i pole
iileskirjutatust kiill vahetult ndhtav, kuid nagu juba Geldud, sei-
sab i suurendamine siin lihtsalt selles, et suurendatakse viimase
kdsu viimast aadressi iihekaupa seni, kuni see kisk omandab
kuju 04 D4-1 D+ 2 C+n. Seega jirjekordse bloki — «kont-
roll, kas i=n» — voib realiseerida sel teel, et kontrollitakse,
kas pesas A 4 6 paiknev kdsk on juba omandanud niisuguse
kuju. Selle kontrolli teostamiseks tuleb koos algandmetega sal-
vestada ka arv

(B4-5) =04 D+1 D12 Cin
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Seda arvu kasutades voib vaadeldava bloki programmeerida
iiheainsa kasuga:

(A+7) =22 A+6 BL5 »

Selle kdsu viimane aadress tuleb esialgu jitta lahtiseks, sest
me ei tea veel, millistes pesades paiknevad programmi viimast
blokki realiseerivad kisud.

Jargmine blokk — «{ suurendamine iihe v0rra» — seisneb
kasu (A --6) viimase aadressi suurendamises iihe vorra. Sel-
leks peab jille koos algandmetega salvestama arvu

(B-6) =00001,
mille abil i suurendamine on teostatav jdrgmiselt:
(A+8 =01 A+6 BL+6 A-+6.

Bloki «argumendi suurendamine h vorra» saaks muidu rea-
liseerida iithe kédsuga, kuid peab arvestama, et pdrast tuleb juhti-
mine anda jalle f(x) arvutamise blokile. Seega saame kokku
kaks kasku:

(A4 9)=01 D B-4+1 D,
(A4 10)=20 0O 0 A+ 1.

Programmi viimases blokis — «programmi taastamine» —
tuleb anda kidsule (A 6) selle esialgne kuju tagasi. Kui see
esialgne kuju salvestada koos algandmetega:

(B4-7)=04 D1 D+2 C,

siis vaadeldav blokk on realiseeritav iiheainsa kdsuga
(A4 11)=05 B+4+7 0 A6

Alles niiiid saame vélja kirjutada kdsu (A 4 7) viimase aad-
ressi — selleks on A 4 11.

Saadud tédheliste aadressidega programmi iimberkirjutamine
nn. toelistes aadressides el valmista enam raskust.
Valides nditeks A =100, B=200, D =250 ja C=2300 saame
selle programmi tabelis 2 ndidatud kujul. Tabeli esimeses veerus
.on kirjutatud kadsu asukoht mélus — see ei kuulu kdsu koosseisu
ning on vajalik vaid programmi oigeks sisseviimiseks arvutisse.
Tabeli viimases veerus toodud selgitused on enamasti kasulik
programmi juurde mirkida: need abistavad programmi lugemist
ja selle vordlemist blokk-skeemiga. Et vaadeldud ndites xo, 4 ja
n polnud fikseeritud, siis on ka tabelis 2 nende kohale jéetud
tdhelised siimbolid.

Tsiiklilise programmi koostamise otstarbekohasus on toodud
naitest selgesti ndha. Selle asemel, et argumendi ‘suurendami-
seks ja funktsiooni {ihe véddrtuse arvutamiseks vajalikku seitset
kdsku n korda vélja kirjutada (n vbib olla iisna suur!), saime
‘me programmi, mis koos nn. imberadresseerimiskons-
tantidega votab enda alla vaid 15 pesa.
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Tabel 2

Pesa Pesas salvestatav kisk Selgitused

100 05 200 000 250 Xo viimine argumendi pesasse
101 03 250 250 251
102 01 251 204 252
igi 8% %?)(l) 35612 ggll f(x) arvutamine pesasse C-41i
105 01 251 203 251
106 04 251 252 300

107 22 106 205 111 kontroll, kas i=n

108 0l 106 206 106 i suurendamine iithe vorra
109 0l 250 201 250 argumendi suurendamine
110 20 000 000 101 h vorra

111 05 207 000 106 programmi taastamine
200 Xo

201 h

202 3

203 4

204 7 algandmed

205 04 251 252 300 +n
206 00 000 000 001
207 04 251 252 300

Toome veel iihe ndite tsiiklilise programmi koostamisest.
Olgu meil tarvis arvutada poliinoomi

p(x) =apx"4-ax" '+ ... 4+ apqx+a,

vaartus kohal xy (suurused aq, @, ..., as, a, ja X, on antud).
Eriti 6konoomse tsiiklilise arvutusprotsessi saame poliinoomi
vdirtuse leidmiseks siis, kui kasutamenn. Horneri skeemi?,
mille kohaselt

p(x) = (... (((@x—+ a))x+ a))x + az)x 4 ...+ any)x + as.

Horneri skeemi aluseks vottes v6ib poliilnoomi véértuse p(xo}
arvutamiseks kasutada valemeid

Pr= agXo+ oy,
P2 = P1Xo— Qy,
P3=P2Xo + a3,

Pro1= Pr—2%0 -+ Qn-y,
P (%0) = Pn = Pn1%0+ Qn.
Kui veel tdhistada pg = ay, siis omandavad koik need valemid
kuju pi=paxo+a; (i=1, 2, ..., n) ning arvutamine taandub
selle valemi n-kordsele rakendamisele. Et iga p; ldheb tarvis

2 Vt. niditeks Gabovitd J, Horneri skeem. — Matemaatika metoodi-
liste artiklite kogumik, 1. Tln,, 1963, lk. 31—A47.
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ainult jargmise arvutamiseks, laus
siis voime nende koikide sal- s
vestamiseks kasutada iihtainsat l
pesa. Seega, kuigi vastav va- a viimine
lem sisaldab indeksit i kolmes P, pesasse
kohas, peame me igal sammul ‘
muutma vaid dht aadressi:
kordaja a; tuleb igal kordami-
sel votta uuest pesast. Selle jérgmise p;
1imberadresseerimise lihtsusta- arvulamine
miseks on soovitav salvestada
kordajad a; jarjestikustesse pe- / \
sadesse, nditeks - : : i
(B4i)=a, (i=0,12,...,n). | jwereeme o
Poliinoomi vaartuse arvuta- .
mise programmi iiks voimalik /
blokk-skeem on toodud jooni-
sel 3, tédhelistes aadressides programmi
koostatud programm on aga laasfamine
jargmine (siin on eeldatud, et I
Xy paikneb pesas C, pesa C—+ 1
kasutatakse nii suuruste p; kui
ka vahetulemuste salvestami- Joonis 3.
seks, samasse saame 1opptule-
muse):

(A)=05 B 0
(A+1)=03 C CH+1
(A+2)=01C+1 BH1

A

lapp

(ao viimine p; pesasse),
} (jérgmise p; arvutamine),

(A1-3) =01 A+ 2

(A+d4)=21D+1 A
(A+5)=05D+2 0 A

Selles programmis on kasutatud abisuurusi

(kontroll, kas n-+1>1),

+1

+1

-1

—+2 (i suurendamine iithe vorra),
—+1

+2  (programmi taastamine).

(D) =00 0 1 0,
(D+1)=01 C+1 B+4n+1 CH+1,
(D+92) =01 C-+1 B-+1 C+1,

mis peavad ‘koos algandmetega olema salvestatud ettendhtud
kohtadele. .

Tsiikli kordamiste arvu kontrollitakse siin sel teel, et vor-
reldakse muudetavat kdsku sellise kdsuga, kus teine aadress on
maksimaalsest lubatavast iithe vorra suurem. See on vajalik sel-
leks, et aadressi B 4 n korral toimuks veel tagasipt6rdumine.

Toodud nédidetest muidugi ei piisa programmeerimise koikide
tiksikasjadega tutvumiseks, kuid suuremal osal elektronarvuti
tegelikest kasutajaist, nagu juba 6eldud, pole tarviski koostada
programme nende 16plikul kujul. Tavaliselt piisab vaid blokk-

29



skeemide koostamisest. Sellega seotud kiisimused votame aga
lahema vaatluse alla oma jargmises artiklis.

Elektronarvuti  t66tamispohimotete ja  programmeerimise:
iiksikasjadega veidi ldhemaks tutvumiseks voib soovitada jérg-
mist kirjandust:

1. Kaasik, U, Salum, H. ja Sinisoo, M. Elektron-arvutusmasinad.
Tln., 1960.

2. Jlanynos, A. A, u Ilecromaa, I'. A Hauanbube cBegeHus
O pelleHHH 3afay Ha 3JEKTPOHHKHIX BHIUMCJAHTENbHBIX MalinHax. — MareMatn-
yecKoe TnpocBellleHHe, Boim. 1. M., 1957, k. 57—74.

3. ApxaHreabckuii, H A wu 3aiiues, b. WU ApromatHueckue-
uupposbie mMamuabl. (IlonynasipHble snekuuu no Martemartuke, Bbinm. 28). M., 1958.

4. Kpuuuukui, H A, Mupouos, I A u ®ponos, I'. O Ilpo-
rpammuposanne. (CnpaBoyHas MaTeMaTuueckass 6uGiuoTeka). M., 1963.

5. Xoroanes, E. A, u Tpudounos, H. IIl. Kypc nporpaMmmupona-
Husa. M. 1964,

AUTOMAADID JA ELU!

1. Elu méaédratlemine «valguskehakeste eksisteerimise erilise vorminas-
(Engels) oli progressiivne ja dige seni, kuni meil oli tegemist ainult Maal
arenenud elu konkreetsete vormidega. Kosmonautika sajandil tekib reaalne:
voimalus kohata teisiti organiseeritud «mateeria liikumise vorme», millel op:
elusolendite ja isegi motlevate olendite pdhilised meie jaoks tihtsad omadu-
sed. Seetottu on elu moiste iildisema méératlemise probleemil péris olu-
line tdhtsus.

2. Kaasaegne elektrontehnika avab {isna avarad vodimalused elu ja mot-
lemise modelleerimiseks. Tidnapdeva elektronarvutite diskreetne (arit-
meetiline) iseloomn ei tekita selles suhtes olulisi kitsendusi. Nimelt viga
suurest arvust «puhtaritmeetiliselt> to6tavatest elementidest koosnevatel’
siisteemidel vdivad olla kvalitatiivselt uued omadused.

3. Kui mingi materiaalse siisteemi omadust «olla elus» v3i omada vbi-
met «moelda» méédratleda puhtfunktsionaalselt (niiteks tunnistada motlevaks.
iga materiaalne siisteem, millega saab maoistlikult arutleda tdnapdeva teaduse
ja kirjanduse probleemidest), siis tuleb tunnistada téiesti teostatavaks elus-
ja motlevate olendite kunstlik loomine.

4. Seejuures {uleb siiski meeles pidada, et kiiberneetika ja automaatika
tegelikud edusammud sellel teel on tunduvalt tagasihoidlikumad kui seda
populaarteaduslikes raamatutes ja artiklites monikord kujutatakse. Nditeks.
«isedppivate», muusikat «loovate» vbi luuletavate automaatide kirjeldamisel
ldhtutakse vahel inimese korgema nérvitegevuse ja eriti loomingulise tege-
vuse tegeliku iseloomu &darmiselt lihtsustatud ettekujutusest.

5. Toelised edusammud korgema nérvitegevuse — sealhulgas ka inim-
loomingu korgeimate avalduste — mehhanismi moistmisel ei saa loomulikult
mingil miéral vdhendada inimese loominguliste saavutuste vdirtust ja ilu.

A. Kolmogorov

1 Akadeemik A. Kolmogorovi ettekande «Automaadid ja elu» siin:
esitatud teesid on tdlgitud kogumikust «Bo3moxHoe u HepoaMoxHOoe B KHOep-
HeTHKe». M., 1963.
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OPERATSIOONIANALUUS

A, Jigel

Populaarteaduslikus kirjanduses on sageli rddgitud kiibernee-
tikast, kiiberneetilistest siisteemidest, kiiberneetika uurimisobjek-
tidest ja rakendusaladest. Peaaegu iildse pole aga juttu olnud
tthest olulisest kiiberneetika suunast — opratsioonianaliiiisist,
milleta ei ole moeldav. kiiberneetika paljude tulemuste rat-
sionaalne ja siistemaatiline rakendamine praktikas. Alljargnevas
piitiamegi lithidalt iseloomustada opratsioonianaliilisi ja tema
spetsiifikat. Uhtlasi valgustame ka moningaid pohimottelist laadi
kiisimusi ja vaatleme operatsioonianaliiiisi seost kiiberneetikaga'.
Nimelt on molemate rakendusobjektiks juhtimissiisteemid; seetottu
tuleb operatsioonianaliiiisi meetodite rakendamisel alati silmas
pidada ka teoreetilise kiiberneetika valdkonda kuuluvaid kiisi-
musi.

Alustame koige olulisemast — operatsiooni moistest. Ope -
ratsiooni all moistame mistahes konkreetset protsessi voi
ndhtust, mille korral voib tdheldada teatavat eesméargipdra ja
mille kulgemist saab vdhemalt osaliselt mojustada nii, et muutub-
selle eesmargi saavutatavuse aste. Operatsiooniana-
liiiisi iilesandeks ongi selliste juhtimis- ehk mojustamiseeskir-
jade leidmine, mille rakendamisel eesmirgi saavutatavus meie
poolt soovitud suunas voimalikult rohkem muutub.

Operatsiooni saab tavaliselt vaadelda koosnevana kahest
osast: juhtivast objektist ja juhitavast objek-
tist, kusjuures juhtimise all moistame juhitava objekti iga-
sugust mojustamist juhtiva objekti poolt. Uuritava protsessi jao-
tamine juhtivaks ja juhitavaks objektiks soltub suurel maéadral
sellest, missuguseid protsessi kiilgede vastastikuseid mojustusi
me uurime. Enamasti polegi selline jaotamine iildse mitte ope-
ratsioonianaliiiisi, vaid hoopis kiiberneetika iilesanne. Operat-

! Kiesoleva artikli lugemiseks on soovitav méningane eltekujutus kiiber-
neetikast. Selle saamiseks vaib kasutada néditeks brosiiiri Kaasik, U. ja
Oja, A. Kiiberneetika péhisuundadest. Tln.,, 1963. Vt. samuti Ljapunov
A A. ja Jablonski, S. V. Kiberneetika teoreetilisi probleeme. —
Matemaatika ja kaasaeg, I, lk. 14—20, II, 1k. 11—21, IIl, lk. 27—32.
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-sioonianaliiiisi iilesannetes on juhtiv ja juhitav objekt reeglina
juba eelnevalt selgelt piiritletud voi vdhemalt osutub nende
objektide piiritlemise moment operatsiooni uurimisel tunduvalt
vihem tdhtsaks kui piistitatud eesmargi saavutamine.

Rohuv enamus operatsioonianaliiiisi uurimisobjektiks oleva-
test protsessidest pdrineb inimeste majandusliku tegevuse vald-
konnast. Naiteks voib operatsioonianaliiiisi iilesandeks olla pol-
lumajandusliku ettevotte niisuguste juhtimiseeskirjade leidmine,
mis voimaldavad koige tdielikumal méiédral saavutada piistitatud
eesmidrke. Analiiiisitavaks operatsiooniks on siis ettevotte kogu
tegevus, juhitavaks objektiks tema toodang, juhtivaks objektiks
aga koik tegurid, millest toodang soltub (ilmastik, ettevotte
juhtkonna ja téotajate voimalikud aktsioonid, avariide sagedused,
kultuuride saagikused antud mullastikutingimustes jne.). Ilmselt
.pole selle operatsiooni puhul kiisimus mitte niivord selles, mis
on juhtiv ja mis juhitav objekt, kiill aga selles, kuidas ko&iki tin-
gimusi arvesse vottes tagada nditeks voimalikult suur toodang.

Operatsioonianaliiiisi sisuks ongi operatsioonide uurimine
eeskdtt matemaatiliste meetoditega, kusjuures eesmargiks on
vilja téctada varem olemasolevatest efektiivsemad juhtimisees-
kirjad (juhtimisviis). Efektiivsema juhfimisviisi all moistetakse
siin sellist, mis annab teatavale kollektiivile mingis mdéttes suu-
remat kasu,

Juhtimiseeskirjade véljatdotamisel tuleb vahet teha juhtimis-
viisi tdiustamise ja juhtimisviisi korrigeerimise vahel. Esimese
all moistetakse juhtimisviisi muutmist uue kvaliteedi tekkimise
-arvel, teise all aga selle parandamist kvantitatiivsete muutuste
nédol. Viimase kiisimusega tegelebki peamiselt operatsiooniana-
liiiis, esimene langeb aga tavaliselt kogu kiiberneetika osaks.
‘Naiteks arvutustehnika (elektronarvutite) laialdane kasutusele-
votmine juhtimistegevuses on kvalitatiivselt erinev moéédunud
sajandi juhtimisviisidest. Kuidas aga olemasolevat arvutustehni-
kat rakendada nii, et koik arvutuslikud vajadused oleksid rahul-
datud minimaalsete kulutustega ja digeaegselt — see on titiipiline
operatsioonianaliiiisi iilesanne. Vo5ib 1{ildse iitelda, et operatsioo-
mnianaliiiisi iilesannetes seisneb kiisimus just olemasolevate
‘vahendite ja voimaluste featud méttes parimas &drakasutamises.
Mirgime siinkohal, et operatsioonianaliiiisi iiks iilesandeid seis-
neb veel juhtimisviisi kvaliteedi muutmise vajaduse ja suuna
‘kéttenditamises.

Néahtuste uurimisel kiiberneetika seisukohalt ei ole tavaliselt
oluline, kas juhtiv objekt (v0i selle teatav osa) on vdimeline
kdituma eesmargipéraselt ja vastu votma teadlikke otsuseid. Kui
aga kerkib kiisimus juhtimisviisi korrigeerimisest, siis on tarvi-
lik (kuid mitte piisav), et vdhemalt {iks osa juhtivast objektist
ja selle kditumisest oleks juhtimine tavalises méttes. Juhtimine
tavalises mottes on juhitava objekti eesméirgipdrane ja teadlik
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mojustamine antud eeskirjade piirides. Sellistéks eeskirjadeks
voivad olla nditeks valitsuse mairused, ministeeriumide korral-
dused, juhtkonna otsused, iga liiki normatiivid, tehnilist ja loo-
duslikku laadi tingimused, ressursside piiratus jne. Torkab kohe
silma, et niisugustel kvalitatiivset laadi eeskirjadel on omadus,
et nad ei mdira tegelikult toimuvat juhtimist (s. t. juhtimise
kvantitatiivset kiilge) ilheselt iga konkreetse olukorra jaoks,
vaid piiritlevad ainult voimalike otsuste klassi, millest sobiva
valimine soltub vaid nn. juhtimiskeskuse suvast.

Juhtivast objektist tuleb nimelt eristada juhtimiskes-
kust, sest need ei lange alati kokku. Operatsioonianaliiiisi ees-
margiks ongi korrigeerida ithe voi teise konkreetse juhtimiskes-
kuse, mitte aga kogu juhtiva objekti tegevust. Paljude operat-
sioonide puhul ei ole kogu juhtiva objekti tegevuse korrigeeri-
misel iildse mingit motet. Niisuguse olukorraga puutume kokku
néditeks kahe vaenuliku leeri vahelises lahingus, kus juhtivaks
objektiks on molema poole koikvoimalikke aktsioone ldbiviivad
kollektiivid ja mitmed juhusest soltuvad tegurid, juhtimiskeskus-
teks aga kummagi voitleva poole aktsioonide juhtijad eraldi
voetuna. Ilmselt ei ole sellise operatsiooni puhul motet rddkida
lahingutegevuse parandamisest molema voitleva poole jaoks
samaaegselt, sest {ihe poole edukas tegutsemine tdhendab teisele
poolele litiiasaamist. Samuti pole eespool pollurnajandusliku ette-
votte tegevuse uurimise kohta toodud néites voimalik korrigee-
rida ilmastiku, avariide sageduste ja teiste juhusest so6ltuvate
tegurite moju. Juhtimiskeskuse tegevuse moodustavad selles
niites seega vaid ettevotte juhtkonna ja tootajate voimalikud
aktsioonid. .

Uldiselt koosneb juhtiv objekt kaht liiki keskustest: juhtimis-
keskustest ja statistilistest keskustest. Statistiline kes-
kus on niisugune, mille kditumises puudub eesmérgipdrasus,
mille aktsioonid on juhuslikku laadi ja esinevad vaid teatud
sagedustega. Toendosusteooria kohaselt vGib erinevaid juhuslike
véaartustega siindmusi alati kokku votta itheks juhuslikuks siind-
museks, seetottu voib eeldada, et statistilisi keskusi on iilimalt
iiks. Seega operatsiooni juhtiva objekti struktuur peab olema
jdrgmine: vdhemalt iiks juhtimiskeskus ning iilimalt {iks statis-
tiline keskus.

Teatavasti rajaneb suurem osa kiiberneetikast kujutlusel juh-
timisprotsesside ja juhtimissiisteemide ehituse diskreetsusest.
Vastavalt sellele toimub ka operatsioonianaliiiisis juhtiva ja
juhitava objekti kditumise iseloomustamine enamasti nn. seisun-
dite abil. Seisund on juhtiva objekti (vdi juhitava objekti)
kaitumisviis kindla pikkusega ajavahemikus, kusjuures kahte sei-
sundit loetakse erinevaks juba siis, kui neile vastavad kéitu-
misviisid selle ajavahemiku valtel erinevad kas vdi moneski
iiksikasjas. Seisundit vaatleme alati iihtse tervikuna ning eel-
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dame, et iileminek {ihelt seisundilt teisele toimub diskreetselt.
Seisunditeks jaotamine ei saa muidugi toimuda paris suvaliselt,
vaid tuleb silmas pidada seda, et juhtiva objekti igale seisundile
vastav juhitava objekti seisundite hulk koosneks terviklikest sei-
sunditest, mitte aga seisundite mingitest osadest. Teiselt poolt
peavad juhitava objekti seisundid olema niisugused, et nende
kaudu oleks voimalik operatsiooni tulemust meid huvitava ees-
maérgi suhtes hinnata. Et juhtimiskeskuse tegevust piiravad ees-
kirjad méadravad 4ra juhtimiskeskuse voimalikud kaitumisviisid,
siis nendega on sisuliselt madratud ka juhtimiskeskuse voimali-
kud seisundid. Seega juhtiva objekti seisund on juhtimiskeskuste
ja statistilise keskuse samaaegselt esineda vbdivate seisundite
kompleks. v

Mis puutub juhtiva objekti ja juhitava objekti seisundite
arvusse, siis tuleb kohe maérkida, et rohuva enamiku praktilise
vaidrtusega operatsioonide puhul on see vdga suur. Seetottu on
ka loomulik, et operatsioonide uurimisega seotud arvutuslikke
téid saab sooritada ainult elektronarvutite kaasabil. Matemaati-
liste meetodite rakendamisel operatsiooni uurimiseks on seisundi
moistel pohiline tdhtsus, sest uurimist6d jadrgmine etapp algabki
tavaliselt sellega, et nii juhtimiskeskuse kui ka juhitava objekti
igale seisundile seatakse vastavusse matemaatilist laadi suuru-
sed. Operatsiooni edasise uurimise oluliseks osaks on nende
matemaatiliste suuruste vaheliste seoste leidmine.

Enne operatsiooni tegeliku uurimise kirjeldamisele asumist
tuleb veidi peatuda veel iihel juhtimisviisi korrigeerimisega seo-
ses oleval kiisimusel. Nagu juba 6eldud, moistetakse antud ope-
ratsiooni juhtimisviisi korrigeerimise all olemasolevatest efek-
tiivsema kiitumiseeskirja valjatodtamist mingi konkreetse juh-
timiskeskuse jaoks, s. t. juhtimiskeskuse teatud mdottes parima
seisundi leidmist. Juhtimisviisi korrigeeritakse enamasti nn.
efektiivsuse kriteeriumi kaudu. Efektiivsuse kritee-
rium on sisuliselt eeskiri, mis defineerib juhtimiskeskuse sei-
sundite hulgas teatava osalise jdrjestuse, s. t. voimaldab véihe-
malt teatud osa seisundite korral otsustada, missuguseid nendest
tuleb eelistada.

Juhtimisviisi parandamise pohjalikkuse seisukohalt tuleb eris-
tada kolme korrigeerimise astet: juhtimisviisi lihtne korrigeeri-
mine, juhtimisviisi optimiseerimine ja prognooside koostamine
ithe voi teise juhtimisviisi arengu kohta. Esimest tiiiipi operat-
sioonide puhul véiljendatakse efektiivsuse kriteerium juhjtava
objekti seisundeid piiravate kitsenduste néol, s. t. vaatluse alla
voetakse koik teatud mottes head seisundid. Ulesande lahendiks
peetakse siin juhtimiskeskuse mistahes seisundit, millele vasta-
vad juhitava objekti seisundid rahuldavad piistitatud kitsendusi.
Matemaatiliselt tdhendab see paljulahendilise iilesande esimese
ettejuhtuva lahendi valimist. Optimiseerimise korral juhitava
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objekti seisundeid ei kitsendata, vaid piiiitakse efektiivsuse kri-
teerium avaldada niisuguse funktsioonina, mille argumentideks
on juhtimiskeskuse seisundid ja vaartusteks reaalarvud, kusjuu-
res suuremale reaalarvule vastab juhitava objekti parem seisund.
Optimiseerimine tdhendab seega matemaatilisell teatava ekst-.
reemumiilesande lahendamist (kui sama operatsiooni puhul piis-
titame molemad {iilesanded, siis optimaalne lahend peab olema
ka Kkorrigeerimisiilesande lahendiks, vastupidine olukord aga
peaaegu kunagi aset ei leia).

Tunduvalt keerulisemad on prognoosimise {ilesanded, kus
eelnevatele probleemidele lisandub veel juhtimisviisi arengujoone
oige ennustamise vajadus. Seetottu ei tegelda prognoosimise kor-
ral mitte ainult ihe tegelikkuses esineva operatsiooniga, vaid
vaatluse all on terve rida pohiliselt hiipoteetilist laadi operat-
sioone. Efektiivseks lahendiks loetakse siin operatsiooni, mis on
ennustatud arengujoonega koige paremini kooskolas.

Vaatleme néditena polevkivi transportimist podlevkivikaevan-
dustest Eesti NSV linnadesse. Kui eesmérgiks seada vedude nii-
sugune iimberkorraldamine, et koikide linnade aastased polev-
kivivajadused saaksid rahuldatud senisest 10% vorra madala-
mate veokuludega, siis on tegemist lihtkorrigeerimisiilesandega.
Kui aga nouda, et polevkivi veokulud oleksid minimaalsed, siis
saame optimiseerimise iilesande. Prognoosimise iilesanne voib
toodud néite korral kujuneda jargmiste kaalutluste tulemusel.
Polevkivi transportimine tdhendab sisuliselt linnadele teatud
kalorite hulga andmist. Seda arvestades voib aga osutuda hoopis
otstarbekamaks minna osa polevkivi gaasistamise teed ja ehitada
suuremate linnadeni gaasijuhtmed. Siit kerkib aga kohe uus
kiisimus: kuivord perspektiivne on polevkivi gaasistamine, sest
sama polevkivi varudele voib ju ehitada elektrijaama ja vedada
voi parandada elektrijuhtmeid mistahes linnani.

Mirgime kohe, et mitte kaugeltki koikide analiiiisitavate ope-
ratsioonide korral ei ole selge, mida tuleb seal muuta efektiiv-
semaks. Praktikast voetud operatsioonides peab nimelt juhtimis-
keskus oma pohieesmirkide korval sageli silmas pidama ka teisi
eesmirke, mis on esimestele kas enam voi vdhem vastandlikud.
Seetottu ei ole efektiivme juhtimisviis tavaliselt igas suhtes
parim juhtimisviis, vaid on mingis mbttes parim kompromiss
vastuoluliste eesmairkide saavutamisel. Seega efektiivsuse kri-
teerium on nagu moo6t, mis nditab, kui palju voib moningaid
eesmirke teiste eesmirkide saavutamiseks ignoreerida.

Vaatleme niiiid operatsioonianaliiiisi {ilesande piistitamise ja
lahendamise pohimottelist kdiku.

Sageli esitatakse operatsioonianaliiiisi iilesanne umbes jéarg-
mises sonastuses: «Kas — ja kui, siis kuidas — on véimalik
parandada nii-ja-niisuguse operatsiooni juhtimist?» Niisuguses
sonastuses pole viidetki nditeks sellele, kas tegemist on lihtsa
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korrigeerimise, optimiseerimise voi isegi prognoosimise iilesan-
dega. Samuti ei sisalda see sonastus enamasti ka ldhemalt maa-
ratletud efektiivsuse kriteeriumi (pole tdpsustatud, mida tadhen-
dab termin «parandada»). Koik need kiisimused tuleb selgitada
juba operatsiooni analiilisimise kdigus.

Analiliis algab tavaliselt operatsiooni kvalitatiivse uurimi-
sega — eraldatakse juhitav objekt, juhtiv objekt ja viimases
juhtimiskeskused ning statistiline keskus. Edasi toimub juba
kvantitatiivne analiiiis, mille esimese etapina piiiitakse koostada
operatsiooni pohimotteline kvantitatiivne kirjeldus. Selle Kkirjel-
duse peamised koostisosad on jargmised.

1. Juhitava objekti, juhtiva objekti (sealhulgas ka juhtimis-
keskuste ja statistilise keskuse) seisundid.

2. Seosed juhtimiskeskuste, statistilise keskuse ja juhitava
objekti seisundite vahel.

3. Meid huvitava juhtimiskeskuse tegevuse efektiivsuse kri-
teerium.

Koige suuremat raskust valmistab siinjuures teisena nimeta-
tud seoste leidmine. See on ka arusaadav, sest nende seoste siis-
teem moodustab ju vaadeldava operatsiooni nn. loogilis-
matemaatilise mudeli Vihegi keerulisema struktuu-
riga ndhtuse kulgemist rahuldavalt kirjeldava mudeli konstruee-
rimine on aga peaaegu alati raske iilesanne: sobiva mudeli leid-
mine moodustab tegelikult koikide tdppisteaduslike uurimuste
pohiprobleemi.

Operatsiooni mudeli niisugust olulist osa arvestades peatume
selle moiste juures veidi ldhemalt. Pealegi on mudeli struktuur
operatsioonianaliiiisi iilesannete klassifitseerimise ja seega ka
nende edasise uurimise aluseks.

Operatsioonianaliiiisis ldhtutakse mudelite klassifitseerimisel
kahest seisukohast: juhtiva objekti sisesest konfliktist ja mude-
lit moodustavate matemaatiliste seoste iseloomust (konflik-
tiliseks olukorraks nimetame niisugust, milles esineb
mitu vastandlike vOi osaliselt vastandlike huvidega poolt, kus-
juures olukorra 16pptulemus soltub koikide poolte tegevusest).
Konfliktilisus juhtivas objektis mé&irab dra juhtimisviisi kvali-
tatiivse kiilje pohilised isedrasused, mudeli matemaatilised seosed
aga mdiiravad kvantitatiivse kiilje olulised omadused. Operat-
sioonide klassifitseerimisel peetakse neid kahte pohimotet silmas
alati samaaegselt. Pealegi pole praktikast voetud operatsiooni-
dele n.-6. «otsa ette kirjutatud», missuguseid matemaatilisi seo-
seid nad endas kannavad, kiill aga on tavaliselt paremini néhtav
selles operatsioonis esineva konflikti tiiiip ja iseloom.

Konfliktiliste olukordade matemaatiline analiiiis néitab, et
konflikti kvalitatiivsete isedrasustega piiritletakse kiillalt sel-
gesti ka teatud hulk juhtiva objekti struktuuri ja kditumist
madravaid loogilis-matemaatilist laadi suhteid. Konflikti tiiiibist

36



soltub see, kas juhtiva objekti kui terviku jaoks eksisteerib ees-
marki (seega ka efektiivsuse kriteeriumi) voi mitte. Just juhtiva
objekti kditumise eesméirgipdrasuse aste aga annabki suunitluse
operatsioonide matemaatilisele kisitlusele.

Soltuvalt statistilise keskuse olemasolust jagunevad operat-
sioonide mudelid (seega ka operatsioonid) veel kahte pohimotte-
liselt erinevasse klassi: stohhastilisteks ja deterministlikeks.
Seos juhitava objekti ja juhtimiskeskuste seisundite vahel on
deterministlik siis, kui statistiline keskus puudub, sest
sel korral vastab juhtimiskeskuste mistahes fikseeritud seisun-
deile juhitava objekti kindel seisund voi seisundite jarjekord.
Niipea kui aga juhtivas objektis esineb statistiline keskus, ei
madra juhtimiskeskuste fikseeritud seisundid veel iiheselt 4ra
juhitava objekti seisundeid. Sel korral 6eldakse, et seos juhitava
objekti ja juhtimiskeskuste vahel on stohhastiline.

Vastavalt operatsioonide mudelite niisugusele klassifitseeri-
misele on védlja kujunenud ka operatsioonianaliiiisi pohilised
suunad koos neile omaste uurimismeetoditega. Omaette matemaa-
tilisteks distsipliinideks on kujunenud sellised suunad nagu
ménguteooria, massilise teenindamise teooria ja matemaatiline
planeerimine. h

Minguteooria valdkonna tiiiipilisemad operatsioonid
on niisugused, milles juhtiva objekti tegevus on juhtimiskeskuste
vaheline voitlus, kusjuures statistilise keskuse osatdhtsus voib
olla vdike (s. t. suhete ja seoste iseloom voib olla ka pohiliselt
deterministlikku laadi). Manguteooria mudelite puhul on juhtiva
objekti kui terviku kéitumine reeglina véaikese eesméargipédrasu-
sega. Mianguteooria probleemid périnevad enamasti sbjaasjandu-
sest. Majanduslikest {ilesannetest kuuluvad siia eeskitt need,
mis on seotud ettevotete voi riikide vahelise konkurentsiga.

Massilise teenindamise teooria holmab niisu-
guste nédhtuste klassi, mille puhul on teatud mottes tegemist
jdrjekorraga (vastavalt sellele kasutatakse monikord ka nime-
tust jdrjekorrateooria). Seisunditevahelised seosed on
siin pohiliselt stohhastilist laadi, samuti ka seisundite eneste
struktuur. Konflikt teenindajate ja teenindatavate vahel ei kujune
eriti teravaks, sest kummagi poole iihiseks eesmargiks on tava-
liselt tellimuse tditmine voimalikult kiiresti ja hasti. Kuigi kii-
rest ja paremast teenindamisest saavad kasu molemad pooled,
avaldub konflikt siiski selles, et kummagi poole kasude kvalita-
tiivse erinevuse tottu on vastavad efektiivsuse kriteeriumid osa-
liselt vastuolulised. Seoste stohhastilisus tuleneb siin sellest, et
ei ole voimalik kindlaks mdéérata, kui palju ja kui suuri telli-
musi saabub ning mis ajal tellimused saabuvad, samuti ei saa
alati ette Gelda, kui pikaks voib kujuneda tellimuse tditmise aeg.
Juhtiva objekti kditumine on selle teooria mudelites tunduvalt
eesmirgipdrasem kui ménguteoorias.
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Matemaatiline ©planeerimine haarab operat-
sioone, kus juhtiv objekt on pohiosas iihtsete taotluste ja eesmair-
kidega kollektiiv, mistottu ka operatsioonil kui tervikul on enam-
vihem kindel eesmirk. Matemaatilise planeerimise mudelid on
nii stohhastilised kui ka deterministlikud, vastavalt sellele rda-
gitakse ka stohhastilisest ja deterministlikust planeerimisest.
Mudelit moodustavate seoste iseloomu (eeskidtt nende matemaa-
tilise struktuuri) ja piistitatud eesméirgi jirgi jaotatakse vaadel-
dava suuna probleeme lineaarse planeerimise, mittelineaarse
planeerimise, diinaamilise planeerimise ja majandusliku tasa-
kaalu mudelite teooria iilesanneteks.

Uksikasjalikult koigil nendel teooriatel peatuda pole siin voi-
malust, margime vaid, et enamasti pole nad iiksteisest sugugi
isoleeritud, vaid on isegi iisna tihedasti seotud. Naiteks statis-
tiliste madngude teooriat (ehk «midngu loodusega») tuleb lugeda
pigem stohhastilise planeerimise kui minguteooria valdkonda
kuuluvaks, sest sisuliselt on siin tegemist kiillaltki iihtse kéiitu-
misviisi planeerimisega.

Operatsioonianaliiiisi {ilesannete niisugune klassifitseerimine
pole muidugi tdielik. Toodud klassifikatsioonis on loelletud vaid
sellised probleemide tiiiibid, mille korral on vélja to6tatud enam
voi vdhem iildised lahendusmeetodid. Seega, kui onnestub kind-
laks teha analiiiisimisele voetava operatsiooni kuuluvus mingi
tuntud tiiiibi alla, siis on raskem osa iilesandest sellega lahen-
datud. Kahjuks ei holma olemasolevad teooriad aga kaugeltki
koiki praktikas kerkivate {ilesannete tiiiipe. Sellepdrast tuleb
pdrast mudelit moodustavate seoste selgitamist sageli asuda
spetsiaalse lahendusmeetodi viljatootamisele.

Kui mudeli puhtmatemaatiline uurimine osutub seoste keeru-
lisuse tottu voimatuks, siis kasutatakse operatsioonianaliiiisis
tihti nn. kiiberneetilist eksperimenti. See seisneb
analiilisitava operatsiooni (tdpsemalt tema mudeli) k&itumise
imiteerimises elektronarvuti jaoks koostatud programmi abil.
Niisugust imiteerivat programmi (kiiberneetilist mudelit) mitme-
suguste algandmetega tootada lastes kogutakse «katseandmeid»
vaadeldava operatsiooni kohta, vorreldakse mitmesuguste juhti-
misviiside -tagajargi jne.

Soltumata mudeli uurimiseks kasutatavatest meetoditest voib
operatsiooni analiiiisimise kiiku kokkuvdtlikult vaadelda jirg-
mise kolmeetapilise protsessina.

I. Piistitatud filesande selgitamise staadium.
Operatsiooni tiiibi ja iseloomu kindlakstegemine.
Operatsiooni eesmirkide ja voimalike tulemuste selgita-
mine.

Efektiivsuse kriteeriumi maaratlemine.

Ulesande formuleerimine vastavalt piistitatud eesmérki-
dele.

B Mo
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II. Uurimise staadium. ,
1. Vaatlemine ja andmete -kogumine piistitatud iilesande
analiiiisimiseks.
Hiipoteeside ja matemaatiliste mudelite koostamine.
Hiipoteeside 0igsuse kontroll lisavaatluste ja katsete teel.
Kogu olemasoleva informatsiooni ning operatsiooni
mudeli matemaatiline uurimine ja analiiiis (sealhulgas
efektiivsuse kriteeriumi kaitumise analiiiis).
5. Operatsiooni vboimalike tulemuste ennustamine, soovi-
tuste ja ettepanekute formuleerimine, iilesande tdienda-
vate lahendusmeetodite ldbivaatamine.

III. Uurimistulemuste rakendamise staadium.
1. Ettepanekute ja soovituste esitamine tehtud uurimuste
pohjal.
2. Otsuste tegemine operatsiooni vahetuks juhtimiseks
(enamasti nende poolt, kes iilesande esitasid).

Kuigi operatsioonianaliiiis on rakendatav viga laiale n&h-
tuste klassile, asuvad tema podhilised rakendusobjektid kaasajal
siiski just iihiskonna majandusliku tegevuse sfairis. Selle pdh-
juseks on iihelt poolt tootmise arengu vajadused (tooviljakuse
revolutsiooniliselt kiire kasv nouab ka juhtimismeetodite radi-
kaalset parandamist) ja teiselt poolt matemaatiliste meetodite
suhteliselt hea rakendatavus majanduslike eesmiarkide enam-
vahem selge piiritletuse tottu. Uksikasjalikel nédidetel peatumata
nimetame moningaid majandusalasid, kus operatsioonianaliiiis
on leidnud eriti laialdast kasutamist. Siia kuuluvad: tootmise
juhtimine ja majanduselu planeerimine -suurtes mastaapides,
toostusettevotetesisese tootmise organiseerimine, pollumajandus-
like ettevotete tegevuse planeerimine ja juhtimine, ehitustegevuse
juhtimine, mitmesuguste transpordiliikide organiseerimine ja
operatiivne juhtimine, kaubanduse ja varustuse organiseerimine.

Nagu sellest loetelust ndhtub, on operatsioonianaliiiisi mee-
todid kasutatavad iihiskondliku tootmise peaaegu koikidel oluli-
sematel aladel. Seetottu on nende meetodite laialdane raken-
damine ja praktikasse juurutamine perspektiivikas iilesanne,
mida saab aga edukalt lahendada vaid suurte ja hésti organi-
seeritud kollektiivide iihiste pingutuste tulemusena.

B wh
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TEENINDUSOBJEKTI OPTIMAALSEST PAIGUTUSEST
ELAMUKVARTALIS

M. Levin

Majanduslike iilesannete matemaatiliseks uurimiseks on vii-
masel ajal vilja tootatud terve rida spetsiaalselt selleks maara-
tud meetodeid. Korvuti nendega saab aga sageli edukalt kasu-
tada ka klassikalisi votteid. Jargnevas ongi demonstreeritud iiht
sellist voimalust.

A. Feinsilber! vaatles teenindusobjekti voimalikult otstarbe-
kat paigutamist elamukvartalisse, valides selle objekti asukoha
optimaalsuse kriteeriumiks kvartali elanike minimaalse sum-
maarse kauguse objektist. Olgu AB kvartal pikkusega [, kusjuu-
res piki kvartalit on tommatud f-telg algusega punktis A. Kui
elanikkonna tiheduse jaotus kvartalis on p(f) >0, siis osutub, et
objekti optimaalse paigutuse koordinaadiks x tuleks votta vor-
randi

Frdi=fp(nyds

lahend.

Vaatleme seda iilesannet veidi {ildisemal kujul. Olgu C kvar-
talis juba funktsioneeriv objekt, mis asub punktist A kaugusel h.
Sellesse kvartalisse ehitatakse uus teenindusobjekt D, millel ei
ole objektiga C iihiseid iilesandeid. Tahistame p,(f) selle toe-
ndosuse, et kvartali elanik punktist ¢ kiilastab objekti C aja-
vahemikul, mille jooksul ta peab kiilastama objekti D. Ulesanne
seisneb jargnevas: arvestades objekti C olemasolu, leida objek-
tile D kéige kasulikum paigutus (tema koordinaat x).

Arutlused selle iilesande lahendamisel pohinevad jargmisel
faktil: kui eeldada, et objekt D on juba ehitatud ning kvartali
elanik teel objekti C juurde moéédub objektist D, siis elaniku
teed objektini D voib lugeda vordseks nulliga, sest see teeosa
tuleb niikuinii ldbida teel objektini C.

Leiame koigepealt objekti D parima asendi 16igul AC. Tehtud
markust arvestades moodustame elanike summaarse kauguse
objektini D:

I QaftH3uabb6ep, A. M, 3DkcrpeMalbHbHe METOAH B 3KOHOMHYECKHX
HCCJeJOBaHHAX MO Hanauronﬂef«'xmeMy PaCnoJIOXKEHHIO o6bekToB. — MaTeMaTH-

YeCKHe MeETOJAB B MJAHHPOBAHHM H 3KCNJyaTauuu Ha Ttpadcnopre. M., 1961,
k. 86—92.
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S1(x) = p(t) (1 — py (1)) (x— t)dt + [ p(t) (1 — %) di +
0 x

+ PO (1) (h— ) + (1= p1 (1)) ()1,

Suurust S;(x¥) minimiseeriva vairtuse x=x; leidmiseks:
saame vorrandi
0S(x
1(x) —0,
ox

ehk
ofxp(t) (1—pi(2))dt =xf’p(t)dt.

Selle vorrandi lahend muudab suuruse S;(x) toesti minimaal--
seks, sest

az.g;gx) =p(x) (1 —pi(x)) +p(x) >0.

Kui saadud lahend x; asub loigul AC, s. t. x;€[0, A, siis-
peame ta meeles.

Edasi otsime objekti D parimat asendit 1oigul CB. Selleks.
moodustame summaarse kauguse avaldise

Sa(x) = PO (x— 1) — pi (1) (h— 1))t +

+ /() (x— 0t p(t) (1 —pi (1) (¢ — ).

Suurust Sp(x) minimiseeriva védartuse x=ux, leidmiseks.
lahendame vorrandi

05, (x) _
o =0

ehk
x 4
Jp(ydt=[p(t) (1 —pi())dt.
Miinimum toepoolest jillegi eksisteerib, sest

a’gzx(;ﬂ:.p(x) + p(x) (1—=pi(x)) >0.

Kui saadud lahend x, asub 16igul CB, s. t. xpe[h,{], siis fik-
seerime ka selle ning arvutame summaarsed kaugused S;=
:SI(X|) ja Sz’;‘SQ(XQ).
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Niiiid arvutame summaarsed kaugused objektini D eeldusel,
et D asub vastavalt punktides A, C, B:

Ss=S(0) = [ p()tdt -+ [ p(1) (t—pi(8) (t—h))dt,
Se=S(h) =/ p(1) (1 —pr()) (h— 1) di +
+1p(®) (1 —pi(0) (t—h)at,

Ss=S() = p(t) {—t—pi(®) (h—1))dt+ [ p(t) (1 — byt

Saadud voimalike koordinaatide xi, x;, ¥3=0, x4=nh ja x5=
=1 hulgast valime sellise, millele vastab vihim suurustest
S1, Sy, S3, Sy ja Ss. Valitud vddrtus ongi objekti D optimaalse
.asendi koordinaat. )

Kui on tarvis arvestada enam kui {ihe funktsioneeriva objekti
olemasolu kvartalis, siis voib talitada analoogiliselt; sel puhul
tuleb vaid lahendada rohkem vorrandeid.

Kui esitatud probleemis mitte arvestada objekti C olemasolu,

s. t. lugeda, et p;(f) =0, siis saame A. Feinsilberi poolt kisit-
letud juhu.

Mirgime veel, et koik eespool vaadeldud vorrandid kujul
x 1
Ji(dx =] g(x)dx

;osutuvad iitheselt lahenduvateks.

TUHMUNUD KASIKIRIAD

Jargmistes tehetes on osa numbreid kustunud (asendatud tﬁrnikesfega).
Taastada kustunud numbrid.

a) X*7* b) * x ¥ ¥ x * * % %
L % ¥ % g
T* % 3 % N
L I ® ok %
3 k& Tk % x %
* ]k x| % ® g % €
* ¥ d * ok ¥ % ¥ ® ¥
©) X % ok ) ® % ] K
* K ok E
**4 ® ¥
* * 01 * 8 %
* & ®
42 (jadk)
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POSITSIOONILISED ARVUSUSTEEMID

E. Tamme

Arvude mirkimiseks kasutame peamiselt nn. kiimnend -
siisteemi, mis vdimaldab ainult kiimne erineva numbriméargi
" abil kirja panna koiki meie igapdevases elus vaja minevaid arve,
iikskoik kui suured voi vdikesed nad on: viljendagu need kaugust
vaevunihtavate tdhtedeni voi pisimate elementaarosakeste kaalu.
Kiimnendsiisteemi nimetatakse positsiooniliseks!, sest
soltuvalt numbri asukohast (p051t51oomst) arvus v01b ta tihis-
tada iihelisi, kiimnelisi, sajalisi jne. Niiteks klrjutls 3807 téhen-
dab kiimnendsiisteemis arvu

3-10°+8-102+0-1047.

Arvul 10 on selles siisteemis eriline koht, teda nimetatakse

stisteemi aluseks. Arvusiisteeme saab aga konstrueerida ka

kiimnest erineval alusel.

Vaatleme néitena positsioonilist arvusiisteemi alusel 8. Arvu

2.824+7.84+5=189

kirjutame selles nn. kaheksandsiisteemis? kujul 275.
Arvude maérkimiseks kaheksandsiisteemis on ilmselt vaja ainult
kaheksat numbrimarki, milleks kasutame siimboleid 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6 ja 7. Arvud 8 ja 9 avalduvad vaadeldavas siisteemis aga
juba vastavalt kujul 10 ja 11.

Kiimnendsiisteemis kirjutatud arvude (lithidalt kiimnendar-
vude) teisendamisel kaheksandarvudeks voib kasutada jark-jar-
gulist jagamist siisteemi alusega 8. Teisendame néiitena kiim-
nendarvu 797 kaheksandarvuks. Jagamine

797 :8 =99
72
77
)
5

! Mittepositsioonilise numeratsioonisiisteemi néiteks on rooma numbrid,
milles igal numbrimargil on kindel arvuline viéartus.

2 Kaesolevas artiklis kirjutame kiimnest erineva alusega siisteemides

numbrid poolpaksus kirjas. Seejuures tuleb muidugi alati niidata, milline on
siisteemni alus.
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naitab, et
797 =99.8 4 5,

s. t. otsitava kaheksandarvu viimaseks numbriks on 5. Kahek-
sandarvu iilejddnud numbrite leidmiseks jagame jagatist uuesti
kaheksaga, korrates seda operatsiooni seni, kuni viimane jagatis
on kaheksast vdiksem:

99 : 8=12 12:8 =1
8 8

19 4

16

3

Seega
797 =(12-8+3)-8+5=((1-84+4)-8+3)-8+5=
=1.-8-44.843.8+45,

s. t. arv 797 avaldub kaheksandsiisteemis kujul 1435. Moninga

vilumuse korral suudame kaheksaga jagamist teostada peast,

mis voimaldab teisendamisel kasutada jargmist {ilevaatlikku
arvutusskeemi:

797 | 5

99 | 3

12 | 4

111

Selles skeemis on vasaku tulba igast arvust paremale (joone
taha) kirjutatud jaak, mis tekib tema jagamisel kaheksaga, arvu
alla aga jagatise tdisosa.

Analoogiliselt kiimnendmurdudega voib kasutusele votta ka
kaheksandmurrud. Kimnendmurd 0,2056 tdhendab tea-
tavasti arvu

2.10'+0-10245-10°%+6-10
Kaheksandmurru 0,2056 all moistame aga arvu
i} y _ .2, 5 6
2.8 '\—}—0-8’—|—5~83—{—6-81".~§-|—m-1-4—09?5 =0,2612.

Kiimnendmurru saab teisendada kaheksandmurruks tema
murdosa jéark-jargulise kaheksakordistamise teel. Néiiteks kiim-
nendmurru 0,2612 teisendamisel kaheksandmurruks korrutame
ta koigepealt kaheksaga:

0,2612- 8 = 2,0896.

Seega
0,2612 =2 .8+ 0,0896 - 8-'.

Jarelikult kaheksandmurru esimeseks kaheksandkohaks peale
koma on 2. Jirgmise kaheksandkoha leidmiseks korrutame murru
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0,0896 uuesti kaheksaga jne. Arvutused on sobiv koondada tulpa

0,2612

2,0896

0,7168

5,7344

5,8752

7,0016,
kus iga jargmine arv on saadud eelmise murdosa kaheksakordis-
tamise teel. Arvude tdisosad kujutavad otsitava kaheksandmurru
jérjestikuseid numbrikohti. Seega 0,2612 avaldub kaheksandmur-
runa 0,20557.

Kui soovime teisendada kaheksandarvuks kiimnendarvu, mil-
lel on nii tdis- kui ka murdosa, siis tuleb neid osi eraldi tei-
sendada.

Aritmeetilised tehted kaheksandarvudega on teos-
tatavad samasuguste ‘algoritmide abil nagu kiimnendarvudegagi.
Tuleb vaid kasutada selle siisteerni jaoks koostatud liitmis- ja
korrutamistabeleid, mis sisaldavad iihekohaliste arvude summad
ja korrutised (arvutuste kiireks teostamiseks peab need tabelid
pdhe oppima).

+ 1 2 3 45 6 7 X1|1 2 3 4 5 6 7
1] 2 3 4 5 6 710 1/1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 71011 212 4 61012 14 16
3 4 5 6 71011 12 3i3 6 11 14 17 22 25
4 5 6 7101112 13 414 10 14 20 24 30 34
5 6 71011 12 13 14 515 12 17 24 31 36 43
6 7 10 11 12 13 14 15 6|6 14 22 30 36 44 52
7| 10 11 12 13 14 15 16 717 16 25 34 43 52 61

Toodud tabelitest on vilja jdetud liitmine ja korrutamine nul-
liga, sest igas arvusiisteemis
04+a=a+0=aq, 0.a=a-0=0
Toome néidetena moned arvutused kaheksandsiisteemis:

173 731,6 436 - 23
! 56 ~ 145,31 1532

251 564,27 1074
12472

Samavdiéarselt kiimnend- ja kaheksandsiisteemiga voib kasu-
tada arvusiisteeme mistahes iihest suuremal tdisarvulisel alusel &.
Niimoodi saadavas 2-ndsiisteemis moistame kirjutise

abced, ef
akd + bk? 4 ck +d ekt L[R2,

kusjuures a, b, ¢, d, e ja f on numbrid, mis tdhistavad arve
0,1,2 ..., k—1. Ilmselt ldheb k-ndsiisteemis vaja parajasti &

all arvu
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erinevat numbrimérki. Siisteemi alus % aga avaldub igas arvu-
siisteemis kujul 10. Arvude teisendamine iihest arvusiisteemist
teise toimub tegelikult tdpselt samasuguste algoritmide abil, nagu
me kaheksandsiisteemi puhul kirjeldasime?3.

* ES *

Kerkib kiisimus, miks on arvutuspraktikas eludiguse voitrud
just kiimnendsiisteem. Sellel siisteemil pole sisuliselt erilisi eeli-
seid, vorreldes naiteks kaheksand- voi kaheteistkiimnendsiistee-
miga. Lihtsamana tundub arvutamine kiimnendsiisteemis vaid
seetottu, et selles siisteemis arvutamist oleme juba maast mada-
last oppinud. Kiimnendsiisteemi kujunemise ja leviku itheks poh-
juseks on ndhtavasti asjaolu, et inimese primitiivseimal arvutus-
masinal — kahel kdel — on kokku kiimme sorme. Seetottu ongi
meie esivanemad viga laialdaselt kasutanud esemete rithmita-
mist just kiimnekaupa. Kiimne ja temaga ldhedased alused om
eelistatavad ka seetottu, et vidikeste aluste korral on arvude kir-
jutised pikad ja ebaiilevaatlikud, suurte aluste korral aga ldheb
vaja palju erinevaid numbrimarke ning vajalikud liitmis- ja
korrutamistabelid on suured. Alus kiimme on seega iihtlasi kom--
promisslahenduseks, mille korral praktikas esinevate arvude kir-
jutised pole eriti pikad ning liitmis- ja korrutamistabelid on ker-
gesti meelespeetavad. .

Positsiooniline kiimnendsiisteem kujunes vilja Hiinas ja
Indias vastavalt umbes 2200 ja 1500 aastat tagasi, kusjuures
kummalgi maal kasutati hoopis erinevaid siimboleid numbrite
tdhistamiseks. Indiast levis kiimnendsiisteem araabia matemaa-
tikute té66de kaudu X sajandil Euroopasse, mistottu tegelikult
Indiast périnevaid numbreid hakati ekslikult nimetama araabia
numbriteks. Kiimnendmurrud vdeti Euroopas kasutusele aga alles
XVI sajandil.

Kiimnendsiisteem pole aga sugugi mitte ainus kasutatav ja
isegi mitte ajalooliselt vanim positsiooniline arvusiisteem. Vani-
maks positsiooniliseks arvusiisteemiks on nimelt kuuekiimnend-
siisteem, mis voeti Babiiloonias kasutusele juba ligi 4000 aastat
tagasi. Seda siisteemi ja temale tuginevaid kuuekiimnendmurde
on inimkond kasutanud vidga pika aja viltel Eriti suur on kuue-
kiimnendsiisteemi tdhtsus olnud astronoomias. Veel tdnapdevalgi
kasutatavad nurga- ja ajamooduiihikud vastavad ju kuuekiim-
nendsiisteemile (kraadi voi tunni jaotamine 60-neks minutiks,
minuti jaotamine 60-neks sekundiks). Kiimnendsiisteemis on
nende ithikutega opereerimine {isna tiilikas.

Seoses elektronarvutite kasutuselevotmisega on viimasel ajal
leidnud rakendamist {isna mitmed kiimnest erineva alusega arvu-
siisteemid nagu kahend-, kolmend-, kaheksand-, iiieksand- ja

3 Vt. nditeks Kaasik, 0O. jt, Elektronarvutusmasinad. Tln.,, 1960, lk.
18—23.
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kuuteistkiimnendsiisteem. Koigi nende siisteemide ldhemal késit-
lemisel pole aga ndhtavasti vajadust peatuda. Moningate iseéra-
sustega tutvumiseks peaks piisama jargmiste iilesannete lahen-
damisest.

Ulesandeid.

1. Teisendada arvud 37, 0,1, 0,345 ja 468,31 kaheksand- ning kolmend-
siisteemi.

2. Teisendada kaheksandarvud 21, 16370, 0,4 ja 11,27 kiimnendsiisteemi..

3. Teostada kaheksandsiisteemis arvutused

4365 - 707 + 1262; 3,702 — 1,655:
372 . 163; 623 : 37.
4. Teostada kolmendsiisteemis arvutused
1202 + 20121 — 1020; 2102 - 121;
22211 : 21; 2,121 : 1,012,

Kontrollida tulemusi arvutustest osa votvate arvude ja tulemuste teisendamise:
teel kiimnendsiisteemi.
5. Millistes arvusiisteemides kehtivad vordused

T 2.2=11, 1:2=10,2, 10 4+ 10 = 100?
6. Millises arvusiisteemis on teostatud jidrgmine korrutamine?
3+ *.3 =
* 3 * %
* 3 * %
3*¥*x*3
Taastada tidrnikestega asendatud numbrid.
7. Ndidata, et arv 12321 on tdisruut igas arvusiisteemis, mille alus on
suurem kolmest.

Positsioonilisest  arvusiisteemidest on eriti  huvipakkuv
kahendsiisteem?® mistottu peatume sellel eraldi. Selles
siisteemis tdhendab néditeks kirjutis 1101 001 arvu

1.264+1.2540-2¢41-2940:-2240:-2+1=
=64+32+8-+4+1=105.
Kirjutised 0,1 ja 101,011 aga tdhendavad vastavalt arve
21'=% ja 22414224 238=5-+ 1% §=15,375.

797 1 Kiimnendarve saab  teisendada kahendarvu-
398| 0 deks eespool kirjeldatud algoritmide abil. Néitena
1991 1 on korvalolevas tulbas kiimnendarv 797 teisen-
99| 1 datud kahendarvuks 1 100 011 101.
49 1 Toodud néidetest ilmneb kahendsiisteemi koi-
241 0 ge olulisem puudus: arvude kirjutised on selles
121 0 siisteemis pikad ja ebaiilevaatlikud. Kuid kahend-
6|0 siisteemil on teiste arvusiisteemidega vorreldes
311 ka tdhtsaid eeliseid, mis avavad talle mitme-
11 suguseid rakendusvdimalusi. Eriti leiab kahend-

siisteem rakendamist elektronarvutites, sest

4 Mirgime, et kahendsiisteemis on antud ka kiesoleva véljaande vihikute
jarjekorranumbrid kaanel (tavalises kirjaviisis ja peegeldatult).
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-kahendkohti saab kujutada lihtsate elektronskeemide abil,
millel on ainult kaks erinevat seisundit, nditeks: juhib ja ei juhi -
-elektrivoolu. Kirjutiste lithiduse saavutamiseks esitatakse nii-
sugusesse elektronarvutisse viidavad kahendarvud tavaliselt
kaheksandsiisteemis, millest {ileminek kahendsiisteemi toimub
viaga lihtsalt. Nimelt kaheksandarvu teisendamisel kahendarvuks
tuleb lihtsalt iga kaheksandnumber asendada temaga vordse kol-
:mekohalise = kahendarvuga. Néiteks kaheksandarvu 6373
niisugusel teisendamisel saame temaga vordse kahendarvu
110 011 111011, Vastupidine teisendamine toimub analoogiliselt,
néiteks kahendarvus 1 100 011 101 jaotame kolmenumbrilisteks
riihmadeks ja nende asendamisel saamegi ldhtearvuga vordse
kaheksandarvu 1435.

Viga lihtne ja Sabloonne on aritmeetiliste tehete sooritamine
‘'kahendsiisteemis (see on muide peamine pohjus, miks enamik
elektronarvuteid t66tab just selles arvusiisteemis). Arvutusteks
vajalikud liitmis- ja korrutamistabelid on ddrmuseni lihtsad:

040—0, 0+1=1+0~1 14 1= 10,
0.0=0, 0-1=1.0=0 1.1=1.

Liitmine ja lahutamine teostuvad peaaegu automaatselt s:

1111011 111 011 001, 11
101 110 ~  1100101,011 001
10 101 001 101110100, 010 111

Mitmekohaliste kahendarvude .korrutamine taandub peamiselt
liitmisele, sest korrutamine nulliga annab nulli ja korrutamine
ithega arvu enese:

100011 110 - 10 011

100 011 110
1000111 10
1000 111 10

1010100111010

Ulesandeid.

8. Teisendada arvud 3471, 0,25 ja 61,379 kahend- ja kaheksandsiisteemi.
9. Teostada kahendsiisteemis arvulused

10110 110 4- 11 010 011; 111001 — 10 010;
110 010 - 10 001 - 11 100; 1010 111 : 110 001.

‘Teisendada koik esitatud arvud ja saadud tulemused kaheksandsiisteemi.

Korrutamise lihtsus kahendsiisteemis viib mottele, kas ka
kiimnendarvude korrutise leidmiseks pole otstarbekohane koige-
pealt teisendada tegurid kahendsiisteemi, korrutada nad selles

5 Arvud niidetes on samad, mis eespool kaheksandsiisteemi korralgi.
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siisteemis ning teisendada tulemus tagasi kiimnendsiisteemi.
Seda ideed ongi osaliselt kasutatud korrutamisvottes, mida kirjan-
duses nimetatakse «<vene talupoja korrutamismee-
todiks». Selle abil korrutise leidmiseks tuleb ainult osata liita
ja kahega korrutada ning jagada, millega tulid toime ka vdhese
arvutamisoskusega talupojad. Mairgime, et sisuliselt samal teel
teostasid korrutamist egiptlased juba umbes 4000 a. tagasi.
Tutvume vene talupoja korrutamismeetodiga néite

c 163275

varal. Korrutise leidmiseks kirjutame tegurid korvuti. Jagame
nitiid esimese teguri kahega (jittes arvestamata jdigi), teise
aga korrutame kahega. Sama operatsiooni kordame seni, kuni
vasakus tulbas jouame arvuni 1. Edasi tombame parempoolsest
tulbast maha need arvud, millele vasakus tulbas vastavad paa-
risarvud (s. t. mille jagamisel kahega tekkis jddk 0). Paremas
tulbas alles jddnud arvude summa annabki otsitava korrutise.

163 275
81 550
10 | +H66
20 | 2266
10 | <66+

5| 8800
2 | +7666-
b 135200

44825

Votte pohjendamiseks paneme tédhele, et 163 avaldub kahend-
siisteemis kujul 10 100 011, Seega

163 =927 252+ |

163275 =27.275+425.275 + 2.275 4275 =
=35 200 4~ 8 800 4 550 - 275 =144 825.

Kahendsiisteemi omadustele tuginevad ka mitmed matemaati-
lised trikid ja mangudS®. Kirjeldame neist kahte. .

Méeldud arvu moistatamine. Seltskonnas moeldakse arv, mille
enne toast lahkunud isik A lubab moistatada tingimusel, et kaas-
maéngijal B lubatakse teda iiksteise korvale asetatud metallra-
hade abil «juhtida Gigetele jdlgedele». Seejuures A ja B maini-
vad saladuslikult, et informatsioon so6ltub rahade paiknemisest.

Tegelikult esitab méngija B mdeldud arvu rahade abil kahend-
slisteemis, olles méangijaga A enne kokku leppinud, et vapp
tdhendab nditeks numbrit 1 ja kiri numbrit 0.

ning

6 Vt. néiteks Bepman, I'. H, Uucno u Hayka o Hem. M. 1954, Samuti
ka Jlutuman, B. Becenoe n sanuMaresbHoe 0 uucaax u ¢urypax. M., 1963.
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Tabeli meelespidamine. Uks miangija A palub teisel joonistata
nditeks 55 ruudust koosneva tabeli ning tdita osa ruute iiks-
koik millisel viisil ristikestega. Seejdrel vaatab A poole minuti
viltel tabelit ning annab selle tagasi. Umbes 5 minuti pérast,
kui koigil kohalolijatel on tabel ununenud, taastab A mélu jargi
esialgse tabeli.

«Fenomenaalse méilu» saladus peitub selles, et méingija A
tolgitseb tabeli iga rida kahendarvuna, lugedes néiteks iga ris-
tikest iiheks ja selle puudumise nulliks. Meeles tuleb pidada
vaid viis kahekohalist arvu, mis moninga harjutamise jarel iisna
kergesti onnestub.

Olgu néiteks esitatud tabel:

XIX]
X| IX] X
X1 IXIX
IX| X
| XXX

Tolgitseme selle ridu kahendarvudena 110, 10 101, 10011, 1010
ja 111, mis kiimnendsiisteemis tidhendavad 6, 21, 19, 10 ja 7.
Meeles voime neid pidada kahe telefoninumbri kujul: 6—21—19
ja 10—7.

ARVUDEST JA ARVUTAMISEST

Méte uviljendada kGik arvud moéne iksiku tdhise abil, andes neile peale
kujust oleneva vddrtuse veel kohast oleneva vddrtuse, on niivdrd lihtne, et just
selle lihtsuse t6ttu on raske hinnata, kui imetlemisvddrne ta on. Kuivérd raske
oli selleni jouda, seda ndeme kreeka teaduse suurimate geeniuste Archimedese
ja Apolloniose naidetest, kellele see mote jdi suletuks.

P. S. Laplace.

* *
*
Koige tihtsam number on null. See oli geniaalne idee teha midagi mitte-
millestki, anda sellele mittemillelegi nimi ja leiutada tema jaoks siimbol.
B. L. van der Waerden

* ]
*®

Arvude hulgas valitseb selline taiuslikkus ja kooskéla, et voime 066d ja
pdevad mdétiskleda nende imepdrasest siisteemist.
S. Stevin.

& *
*

Juhtusin ihel pdeval ndagema, kuidas keegi auvadrt teadlane asus keset
akadeemia koosolekut kaht juhuslikult véetud tohutupikka arvurida korrutama,
ja avaldasin talle oma imestust. «Te unustate», vastas ta kéhkluseta, «te
unustate selle suure monu, mida ma varsti tunda saan, kui ma hakkan kor-
rutise oigsust jagamise teel kontrollimals

D. F. Arago.
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ALGARVUD
L. Kivistik

Algarvudeks nimetatakse teatavasti niisuguseid naturaalarve,
mis jaguvad vaid arvuga 1 ja iseendaga (kusjuures arvu 1 alg-
arvuks ei loeta). Tdnu nendega seotud huvitavatele probleemi-
dele on algarvud paelunud matemaatikute tdhelepanu juba antiik-
ajast alates. Ka esimesed tidhtsad tulemused algarvude kohta on
saadud antiikajal. Nii toestas vana-kreeka matemaatik Euk-
leides juba III saj. algul e. m. a., et algarve on 16pmata palju
(tema tdestuse esitame allpool), Eratosthenes (samuti

“vana-kreeka opetlane III sajandist e. m. a.) andis aga lihtsa ja

veel praegugi kasutatava meetodi algarvude tabeli koostami-
seks. Algarvudega seotud probleemidest on nii monedki alles
lahendamata ja seepdrast pole huvi nende vastu kadunud ka
tdnapdeval. Kiesolevas kirjutises puudutame moningaid algar-
vudega seotud kiisimusi, mis voiksid huvi pakkuda keskkooliopi-
lastele, iilidpilastele, aga voib-olla ka teistele lugejatele..

1. Algarvude hulga lopmatus. Téestame (Eukleidese jargi),
et algarve on lopmata palju. Selleks oletame viitevastaselt, et
algarve on 16plik hulk ja kirjutame nad koik kasvatavas jarjekor-
ras vilja:

® Pi, P2, Pa, -..y Pn (1
(siin-py =2, ps=3, p3 =25, py =17, jne.). Moodustame naturaal-
arvu

a=pps ... pnt1 (2)
Et a>p, ja p, on oletuse kohaselt suurim algarv, siis a ei saa
olla algarv. Jérelikult on a kordarv, mistottu ta jagub vahe-
malt the algarvuga p; loplikust jadast (1). Et ka korrutis
PiPePs ... P, jagub arvuga p; siis seosest (2) jdreldub, et

l=a—pps ... pn
jagub ! algarvuga p;. Kuid naturaalarv 1 on vdiksem koigist alg-
arvudest ja ei saa seepdrast jaguda iihegagi nendest. Saadud

vastuolu tuli oletusest, et algarve on 16plik hulk. Jarelikult on
algarve l1opmata palju.

! Kasutame asjaolu, et kui summas v&i vahes koik komponendid jaguvad
mingi arvuga, siis jagub selle arvuga ka summa voi vastavalt vahe.
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2. Kordarvu vidhim tegur. Juba aritmeetika kursusest on
teada, et iga naturaalarv lahutub algarvude korrutiseks. Samuti
on teada, et iga naturaalarvu algtegureid (s. o. algarvulisi tegu-
reid) voib leida 10pliku arvu- proovimiste teel, kusjuures asja
lihtsustamiseks voib kasutada teadaolevaid ‘jaguvustunnuseid.
Niisugune meetod on aga praktiliselt kasutatav vaid suhteliselt
védikeste naturaalarvude korral. Senini polegi leitud efektiivset
meetodit, mis lubaks iga antud arvu kohta Gelda, kas ta on alg-
arv voi kordarv, ja viimasel juhul teda teguriteks lahutada.
Naturaalarvu teguriteks lahutamise iilesanne on arvuteooria iiks
raskemaid lahendamata probleeme.

Toestame jargmise teoreemi.

Teoreem. Kordarvu a vdhim iihest erinev tegur ei iileta arvu
Vv oa.

Toestus. Olgu p arvu a vdhim iihest erinev tegur; siis
a=pb, kus b > p. Korrutades viimase vorratuse molemat poolt
arvuga a = pb, saame

ab > p?b,
millest jdreldubki teoreemi viide
p<Va.

Niisiis selleks, et teha kindlaks, kas antud arv N on algarv
voi kordarv, ja selleks, et viimasel juhul leida tema algtegu-
reid, tuleb kontrollida, kas N jagub monega algarvudest
P, P2 ..., Pn, Kus p, on suurim algarv, mis ei iileta v N
(p; tdhendagu siin ja edaspidi i-ndat arvu koigi algarvude kas-
vavas jadas). Kui osutub, et N ei jagu iihegagi nendest, siis on
ta algarv. Nii on niiteks arv 223 algarv, sest 14 < 1/223<15
ja 223 ei jagu ihegagi algarvudest 2, 3, 5, 7, 11, 13. Kui aga
N ei jagu algarvudega py ps, ..., Pe-1, kuid jagub algsvuga
pr (kus & < n), siis on vidhim algtegur leitud. Edasi voib sellega
arvu N 14bi jagada ja otsida juba arvu N1=lk vahimat algte-
gurit p, mis juhul, kui N, on kordarv, peab ilmselt rahuldama
tingimust p, < p < Vv Ni. Kui osutub, et vV N, < pr, siis Ny on
juba algtegur ja N=puN, enam edasi ei lahutu. Vastupidisel

juhul voime mottekdiku korrata. Nii nditeks tuleb arvu 1853
puhul véimalike algteguritena votta vaatluse alla vaid algarvud

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 ja 43, sest 43 <
< V1853 < 44. Jarjestikuse proovimise teel leiame, et 1853 jagub

17-ga, kusjuures 1853 =17-109. Et /109 < 17, siis on tegur 109
juba algarv. Jaguvust iilejddnud algarvudega 19, 23, ..., 43 ei
tule muidugi enam proovida.
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3. Algarvude tabelid ja nende koostamine. Selieks et arvu N
eelmises punktis kirjeldatud meetodil teguriteks lahutada, on

tarvis teada koiki algarve, mis ei tileta vV N. Siin tulevad appi
algarvude tabelid. Vanimaks ning {ihtlasi lihtsaimaks meetodiks
sedalaadi tabeli koostamiseks on Eratosthenese meetod, mis
seisneb jdrgnevas? Olgu tarvis leida koik algarvud, mis ei
iileta naturaalarvu N. Kirjutame koigepealt vilja naturaal-
arvud

2, 3,4,56,7,8 9 10,....N—1, N. (3)

Selle jada esimene arv on 2, mis jagub ainult arvuga 1 ja ise-
endaga. Jérelikult on 2 algarv. Kriipsutame niiiid jadas (3)
1dbi koik arvu 2 kordsed peale tema enda. Pérast arvu 2 on esi-
merne ldbikriipsutamata arv 3. Ta ei jagu algarvuga 2, sest
muidu oleks ta 1dbi kriipsutatud. Jarelikult 3 jagub vaid arvuga
1 ja iseendaga ning on seega algarv. Kriipsutame jadas (3) labi
koik arvu 3 kordsed peale arvu 3 enda. Jirgmine lébikriipsuta-
mata arv on 5. Ta ei jagu arvudega 2 ja 3 (muidu oleks ta
1dbi kriipsutatud). Jéarelikult jagub 5 vaid arvuga 1 ja ise-
endaga ning on seega algarv. Niiiid kriipsutame 1dbi koik arvu
5 kordsed jne.

Jadas (3) ldbikriipsutamata jddnud arvud annavadki koik
algarvud vahemikus 1 kuni N. Eelmises punktis toestatud teo-
reemist jareldub, et kui koigi algarvust p vidiksemate algarvude
kordsed on juba ldbi kriipsutatud, siis koik allesjddnud arvud,

mis on viiksemad kui p?, osutuvad algarvudeks. Toepoolest, iga
kordarv a < p? on juba ldbi kriipsutatud kui tema vahima algar-

vulise jagaja kordne, sest see jagaja pole suurem kui Va<(p.
Siit jareldub, et :

1) jdrjekordse algarvu p kordsete libikriipsutamist véib alus-
tada arvust p? ja

2) arvu N mitte iiletavate algarvude tabeli koostamine on

lopetatud, kui on [dbi kriipsutatud arvu / N mitte iletavate
algarvude koik kordsed.

Niiteks algarvude tabeli koostamiseks saja piires tuleb vélja
kirjutada koik naturaalarvud 2, 3, ..., 99, 100 ning nende hul-
gast 1dbi kriipsutada algarvude 2, 3, 5 ja 7 kordsed, s. o. koik
paarisarvud alates arvust 4, iga kolmas arv alates arvust 9
(loendada tuleb sealjuures ka juba labikriipsutatud arve), iga
viies arv alates arvust 25 ja iga seitsmes arv alates arvust 49.

Lugeja voib endale ise holpsasti koostada algarvude tabeli
nditeks 1000 piires. Selleks ei tarvitse isegi koiki naturaalarve
2-st kuni 1000-ni vélja kirjutada, piisab, kui joonestame ruudu-

2 Uhest teisest huvitavast meetodist algarvude leidmiseks voib lugeda
raamatust Kordemski, B, Matemaatilisi pahkleid. Tln., 1960, 1k. 336.
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lisele vihikulehele jargmise tabeli (tabelit voib jiatkata mitmel
lehel):

o1} 21345 (6|78 ]9
w0 | —|— x| Ix X | X
10 | X X XXX X
20 |[X|x|X XIX|IX|Ix|X
3 IX XIXIX|IX[%| 71X | X
s
B0 | X |X|X XIX|IX|XIX | X
J oo X XIXIXIXIX X | X

Igale ruudule vastab tabelis parajasti iiks 1000-st vdiksem natu-
raalarv. Arvu labikriipsutamist voib markida ristikesega vasta-
vas ruudus. Tiihjaksjddnud ruutudele vastavad niiiid algarvud
(nendesse ruutudesse voib hiljem joonestada néiteks punased
rongakesed).

Kéesolevaks ajaks on algarvude tabelid viidud vordlemisi
suurte arvudeni. Juba 1909. a. andis ameeriklane D. H. Leh-
mer vilja tabeli, kus on toodud vdhimad jagajad koikide kord-
arvude jaoks, mis ei iileta 10700000 ning ei jagu {ihegagi alg-
arvudest, 2, 3, 5, 7. Muuhulgas sisaldab see tabel ka koiki alg-
arve, mis ei iileta nimetatud arvu. Juba varem koostas J. F. Ku-
lik (1793—1863) tabelid, mis sisaldasid koiki 100 000 000-st
viaiksemaid algarve, kuid need tabelid jaid triikis avaldamata
(ja nagu hiljem selgus, on neis ka moningaid vigu). Praegu
siilitatakse seda kisikirja Viinis Austria Teaduste Akadeemias.
1959. a. koostasid C. L. Baker jaF.J.Gruenberger mik-
rofilmi, mis sisaldab ko6ik algarvud kuni arvuni ps ooo 000 ==
=104 395301. Niisiis voiks praegu proovimise teel teguriteks
lahutada kindlasti koiki naturaalarve, mis ei iileta viimati nime-
taiud algarvu ruutu3. Mirgime, et on teada ka iiksikuid algarve,
mis on palju suuremad Kkui psocoooo, kuid sealjuures pole teada
nende algarvude jirjekorranumbreid. Kolmveerand sajandit oli
suurimaks teadaolevaks algarvuks

2127 __ ] =170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727.

Alates 1952. aastast, millal algarvude kindlakstegemiseks
hakati kasutama elektronarvuteid, on leitud palju suuremaid eri-
kujulisi algarve. Nditeks 1952. a. toestati Kalifornia Ulikooli
elektronarvuti abil, et 2521 —1 ja 2807 — ] on algarvud, seejdrel

3 Praktiliselt on selline teguriteks lahutamine teostatav vaid elektronar-
vuti abil, sest kdige halvemal juhul vdib iihe naturaalarvu N < p% 000 000
teguriteks lahutamine ndouda suurima algarvude tabeliga ja isegi elektrilise
klaviatuurarvutiga varustatud isikult mitu aastat.
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sama arvuti abil, et ka 227 — 1 ja 22?8 — ] on algarvud. 1957. a.
ndidati Rootsis, et 23217— 1 on algarv. Kéesolevate ridade autori
kdsutuses olevatel andmetel on praegu suurimaks teadaolevaks
algarvuks 242 — 1, mis kiimnendsiisteemis esitatuna koosneb
1332-st numbrist (kiesoleva kogumiku triikikirjas {ihte ritta trii-
kituna votaks see arv enda alla iile 2 meetri)®.

4. Algarvude paiknemine naturaalarvude jadas. Algarvud
paiknevad naturaalarvude jadas ilma igasuguse nahtava seadus-
pédrasuseta. Kuigi see seaduspédrasus on tegelikult olemas, pole
veel kellelgi onnestunud leida valemit, mis v6imaldaks n-ndat
algarvu p, lihtsalt arvutada.

Algarvude tabeli vahetu uurimine niitab, et leidub viga
suuri algarve, mis erinevad {iksteisest vaid kahe vdrra. Selliste
algarvude paare nimetatakse «kaksikuteks». Niisugusteks
«kaksikuteks» on néiteks 3 ja 5, 5 ja 7, 71 ja 73, 3929 ja 3931,
10016957 ja 10016 959. Algarvude seas, mis ei iileta 30 000 000,
leidub 152892 paari «kaksikuid». On teada ka «kaksikuid», mis
asuvad kaugel véljaspool olemasolevate tabelite piire. Arvatakse
et leidub 16pmata palju «kaksikuid», seda toestada pole aga seni
onnestunud. Oletatakse isegi, et ka nn. «<nelikuid», s. 0. alg-
arve kujul p, p +2, p+ 6 ja p—+ 8 leidub I6pmata palju’. «Neli-
kud» on néditeks 5, 7, 11 ja 13; 101, 103, 107 ja 109; 299471,
299 473, 299477 ja 299479. Esimese 10 miljoni naturaalarvu seas
leidub 899 «nelikut», esimese 15 miljoni seas 1209. Koige kau-
gema teadaoleva neliku esimeks liikmeks on p =2863 308 731.

Teiselt poolt leidub aga naturaalarvude jadas ka kuitahes
pikki vahemikke, milles pole {ihtki algarvu. Toepoolest, arvud

(n+D!1+2, (n+D!+3, ..., (n4 1! 4n, (4)
(n4 DI+ (n+1)
on koik kordarvud, sest esimene jagub 2-ga, teine 3-ga, ..., eel-
viimane n-ga ja viimane (n-4- 1)-ga. Mirgime, et jada (4) ei
tarvitse anda esimest sellist vahemikku, mis sisaldab n jarjes-
tikust kordarvu: niisugune vahemik v0ib naturaalarvude jadas
esineda ka tunduvalt eespool. Nii on niiteks algarvude 370261
ja 370373 vahel 111 jéarjestikust kordarvu, jada (4) annaks aga
n=111 korral tohutult suuremad arvud.

Kuigi oleme niiiid algarvude paiknemises naturaalarvude
jadas kindlaks teinud kaks d4drmust (leidub vdga suuri algarve,
mis erinevad teineteisest vaid kahe vorra, ja leidub jarjestiku-
seid algarve, mille vahe on suurem igast etteantud arvust n),

4 Nagu niha, on koik esitatud arvud kujuga 2P — 1. Selliseid arve nime-
tatakse Mersennei arvudeks prantsuse matemaatiku M. Mersen-
ne’i (1588—1648) nime jirgi, kes neid arve uuris. Mersenne'i arvudel on téhtis
osa nn. tdiuslike arvude teoorias.

5 Arvudest p, p+2, p-+4, kus p>>3, ei saa koik olla algarvud, sest
iiks neist jagub 3-ga.
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viib algarvude tabeli vaatlemine meid jareldusele, et mida kau-
gemale naturaalarvude jadas minna, seda «harvemini» kohtame
seal algarve (niisugust jdreldust kinnitavad ka teoreetilised uuri-
mused, millest tuleb moningal maéairal juttu allpool). Arusaada-
valt ei leidu aga naturaalarvude jadas sellist kohta, millest edasi
enam iihtki algarvu ei esine, sest nagu me toestasime, on algarve
I6pmata palju.

5. Funktsioon sz (x). Tahistame siimboliga s(x) arvu x mitte
iletavate algarvude arvu. Nii on z(l) =0, #(2) =1, #(3) =
=2, #n(4) =2, w(10) =4 jne. Siimbolit zx(x) voib vaadelda
funktsioonina, mille vaartusteks on tdisarvud. Arusaadavalt ei
tarvitse argument x olla tingimata naturaalarv, vaid ta vaib
omandada suvalisi reaalarvulisi vaartusi; seega x(3,1) =2,

n(Vvb0) =4, =x(12,5) =5 jne. Miargime, et z(x) definitsiooni
kohaselt @ (p.) =n, seda aga, et algarve on Iopmata palju, voib
iilles markida jargmiselt:

lim 7 (x) = oo.

X—>00

Funktsiooni y==m(x) graafik on kujutatud juuresoleval joo-

nisel. Nooled graafiku katkevuspunktides tdhendavad seda, et
funktsiooni vdartusi kohtadel 2, 3, 5, 7, 11 jne. tuleb lugeda
mitte noole otsalt, vaid graafiku jargmiselt loigult (s. t. noole
otsal asuv punkt ei kuulu graafikule).

Yy
10
9
s —_—
7 —_—
6 -,
5 / —
4 _
3 —_
2 —
1 —
. ) M
01 2 3 5 7 1 13 17 19 23 29

Funktsiooni z(x) jaoks on saadud mitmeid valemeid. Péris
lihtne on niiteks kontrollida, et
[x]

n—|
x) =1 1—[1— 221])
7(%) +23‘( [1— L sim
n=

Lugejale, kes pole veel koikide valemis esinevate tdhistustega

m
tuttav, iitleme, et siimboliga 3 @, méargitakse summat

n=1i

a4 ay+ ... F Apog - Ay,
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m
simboliga II b, korrutist® biby, ... bmib,, siimboliga [x] aga
k=i

reaalarvu x tédisosa, s. o. suurimat tdisarvu, mis ei iileta reaal-

arvu x (nii on niiteks [1,7]=1, [2] =2, {V 10]= 3 jne.). Paneme
tdhele, et viimases valemis esinev tdisosa

n—I1
[l — [ sin? %]
k=2 .

vordub nulliga siis, kui n on algarv, ja ithega siis, kui n on
kordarv.

Esitatud valemist pole x(x) vaartuste praktiliseks arvutami-
seks siiski suuremat kasu. Teatud maiéral praktilise valemi annab
Eratosthenese meetod. Nimelt kui reaalarvu x mitte iiletavate

naturaalarvude jadas maha kriipsutada koik algarvud p, <V x
koos nende kordsetega, siis jddb jadas esitatud naturaalarvudest

jarele vaid z(x) — (Vv x) algarvu (need, mis on suuremad kui
V x) ja arv 1. See protsess viib valemini?

n

a(x) —a(Vx)+1= [x]_Z[E]_*.

i=1]

g

1gi<ign ) li<j<kgn

kus n on suurim jirjekorranumber, mille korral p, <V x (tei--
siti deldes n=am(V/ x)).

Toepoolest, naturaalarve on jadas kokku [x]. Algarvu p; kord-
sete mahakustutamise tottu tuleb sellest jadast dra jatta iga ¢

¢ Simbolitest ¥ ja II vo6ib lugeda artiklist Kaasik, U, Simbolid

2 ja I ning nende omadusi. — Matemaatika metoodiliste artiklite kogumik,
1. Tin, 1964, 1k. 21—40.

7 Siimboliga X a; tahistame koikide liidetavate a; summat, kus
Iigjgn

i ja j omandavad vaartusi 1, 2, ..., n, nii et sealjuures [{<(j. Seega

Doy £ Y Y[ I ) P AR

1<1<}<n
Analoogiliselt tuleb moista valemis esinevaid {ilejidnud summasid. Viimane

summa koosneb vaid ihest liikmest I X ]
PPz ... P,
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*korral [l—f—] arvu (vaatluse all olevas jadas on p; kordseteks

P, 2pi, 3pi, ..., [%] p;, mida on arvult [%]) Seejuures p; ja

.p; ithiskordsed, mida on arvult [ﬁ], arvatakse mah\g kahe-

iy
X x ]
PP PiPiPy
.arvu, mis on arvu p;pjp, kordsed, lisatakse juurde kahekordselt
_ja seepédrast tuleb nad uuesti dra jiatta jne. Summa (5) on 1op-

lik, sest alates teatud kohast on koik liidetavad voi lahutatavad
-nullid. ’

Selleks, et arvutada valemi (5) jargi a(x) vadrtust, on tarvis
‘teada koiki algarve, mis ei iileta arvu / x. Leiame niiteks
7 (100). Et v100= 10, siis & (100) arvutamiseks tuleb teada alg-

arve py =2, py=3, p3=>5 ja py=17. Seega n=4, n (\/100) =4
ja valem (5) annab '

4
a(100)—4+1=100—2[%)]'+ > [1,0,01] - [,7:;)3;k]+

i=1 1IKi<jg4 lgi<j<kgd
| 100

T [ P1P2P3P4]'= 100 — (50 + 33 4- 20 + 14) +-

+ (16+10+7+4+6-+-4+4+2) —(3+2+1+40) 0=
=100 — 117 + 45 — 6 = 22,
millest z(100) = 25.

1870. a. toestas saksa matemaatik D. F. E. Meissel teo-
reemi, mis voimaldab s(x) arvutamist tunduvalt lihtsustada:

Teoreem. Olgu ¢(x,r) reaalarvu x mitte iiletavate ja algarvu-
dega py=2, ps=3, ..., p, mitte jaguvate naturaalarvude arv.

kordselt. Seepirast tuleb lisada [ ] arvu. Sealjuures [

3__ P
Kui tahistada w(V x) =m, g(\/ X) =n ja n —m =35, siis

$

a(x) =g mfms+1) 470 1 Fa(-E) (e

Pk
k=1

Huvitav on markida, et Meissel leidis selle teoreemi abil
r(108) =78 498, (10%) = 5761 455 ja «(10°) = 50 847 478. Vale-
mis (6) esineva suuruse ¢(x, m) arvutamiseks on tuletatud tea-
tud seosed, mida me aga siin ei esita, sest see nouaks eelnevalt
uute abitulemuste tutvustamist.
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6. Funktsiooni x(x) ligikaudne avaldis. Funktsiooni s (x)
tdpsete vaidrtuste leidmine suurte x vdidrtuste korral on seotud
mahuka arvutustodga. Sealjuures tuleb teada koiki algarve, mis

ei iileta v/ x. See aga tdhendab, et argumendi kiillalt suurte
vaartuste puhul ei saa w(x) vdartusi isegi pohimotteliselt leida
enne, kui algarvude tabel on viidud vajalike arvudeni.

Hea iilevaate funktsiooni z(x) kditumisest annavad mitmed
teadaolevad ligikaudsed, nn. asiimptootilised valemid,
millest iihte (kuigi mitte koige tdpsemat) vaatleme allpool. Mar-
gime, et mistahes antud funktsiooni f(x) asiimptootiliseks aval-
diseks nimetatakse iga funktsiooni g(x), mis rahuldab tingimust

g(x)
% Ao b "
Kui vordus (7) on rahuldatud, siis kirjutatakse f(x) ~g(x). Vii-
mast seost voib tolgendada kui ligikaudset vordust, mille rela-
[(x) —g(®)
f(x)
suurem on x (absoluutne viga [f(x) —g(x)| vdib aga x kasva-
des kasvada) 8.
1896. a. tOestasid prantsuse matemaatik J. Hadamard ja
belgia matemaatik de la Vallée Poussin teineteisest sol-

tiivse vea absoluutviartus on seda vidiksem, mida

tumatult, et eksisteerib piirvdrtus lim (ﬁ:n(x)), mis vordub
x> 00

ithega®. Seega kehtib asiimptootiline valem
(8)

Valemi (8) kehtivust oletati mitmete matemaatikute poolt juba

a(x) ~ ﬁ .
palju varem ja niidati isegi, et kui piirvaartus lim (l;f—x :at(x))
X—>00

eksisteerib, siis ta vordub iihega; piirvddrtuse olemasolu ei onnes-
tunud aga varem toestada.

- im 1) —g) _ g(*) ) _ ;
8 Toepoolest, xl;n; BT _xl;g (1 —}W)_ 0 ja seega ka
im [[*) —&®
1
el 1w |

® Siimbol Inx tdhendab naturaallogaritmi arvust x, s. o. arvu x loga-

ritmi alusel e=lim (l—l— ) =2,7162818... (arv e,mis on transtsendentne

x> @
samuti nagu koolimatemaatikast tuntud arv s, leiab korgemas matemaatikas
-laialdast rakendamist). Seega Inx =log,x. Kasutades uuele alusele file-

mineku valemit, voib kirjutada, et Inx = i—g%—é = (log x) - 2,3025850 .
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Ulevaade funktsioonide s (x) ja 1—:;; kasvamisest ning valemi

(8) tédpsusest annab jargmine tabel.

Valemi (8)
] x Suhe relatiivse |1
x 7 (%) —_— X vea abso- |
Inx x| luutvasrtus
Yo-des
10 4 4,34 1,086 8,6 .
100 25 21,7 0,868 13,2 5
1 000 168 145 0,863 13,7
10 000 1 229 1086 0,884 11,6
100 000 9592 8 686 0,906 9,4
1 000 000 78 498 72 382 0,922 7.8
10 000 000 664 579 620 421 0,934 6,6
100 000 000 5761 455 5428 681 0,942 58
1 600 000 000 50 847 478 48 254 942 0,949 5,1
10 000 000 000 455052 512 434 294 482 0,954 4,6
(e} e's) co 1 0

Tabeli viimast rida tuleb moista nii, et x piiramatul kasvamisel

kasvavad piiramatult ka z(x) ja suhe 17 (x) saab

X

Tnx’ Inx
vordseks iihega, relatiivne viga vordseks nulliga.

Tabeli kahe esimese veeru vordlemisel paneme téhele, et esi-

mese 10 naturaalarvu hulgas on 40% algarve, esimese 100 natu-

raalarvu hulgas 25%, esimese 1000 naturaalarvu hulgas
16,8% jne. Suhet @, kus x on naturaalarv, nimetatakse alg-

arvude keskmiseks tiheduseks naturaalarvude 1, 2, ..., x hulgas.
Tabelist ndeme, et x kasvades algarvude keskmine tihedus kaha-
neb 19, Teeme kmdlaks mida voib selle suhte kohta Gelda x pii-
ramatul kasvamisel. Valemist (8), mis on samavididrne vordus-
tega

lim—*— =1 ja lim 2@ ¢
x>0 T(X)Inx > oo 1
jareldub, et
lim M:lim ! =0.
i>w X X oo I X
10 See kahanemine ei ole monotoonne. Nimelt on x( D <ﬂ(x) kui

x on algarv, ja ﬂx——£>w kui x on kordarv. Lugeja voib seda lihtsalt.

kontrollida, arvestades et esxmesel juhul z(x — 1) =a(x) — 1 ja teisel juhul
a(x —1) =a(x).
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Seega koigi naturaalarvude hulgas on algarvude keskmine tihe-
dus null, teisiti oeldes, «peaaegu koik» naturaalarvud on kordar-
vud.
Valemist (8) jareldub ka asiimptootiline valem n-nda algarvu
Pn jaoks:
pn~nlnn. (9)

Lugeja, kes on tutvunud matemaatilise analiiiisiga iilikooli
-esimese semestri ulatuses, voib jargneva mottekdigu kaasa teha.

Lihtume vordusest

lim Mi =1,
x> x
mis on samavdirne seosega
&)x‘f‘i=1+a(x), (10)

kus a(x) on lopmata viike suurus (s. t. limea(x) =0). Logaritmides vordust
(10) saame

Inz(x) +Inlnx —Inx=In(l + a(x)),

millest
Inm(x) |- Inl+a(x)) Inlnx
Inx Inx In x
ja
fim BE(x)
x> ® In x
Inln x

=0, voib veenduda L’'Hospitali votte abil). Niiid

(selles, et lim T
X

leiame
lim x = lim x -lim In x =1.
x> T(x) INA(X) x>0 7w(X)INnX o INA(R)

Kui votame siin x = p,, siis viimane vérdus omandab kuju

. Pn
,,ellgl ninn

mis ongi samavidirne valemiga (9).

Arvutame néiteks valemist (9) algarvu pPsosoooo ligikaudse
vidartuse. Naturaallogaritmide tabelitest leiame

In6=1,791 75947,
In 108 =461n 10 = 13,815 510 56.

Seega In 6000000 =1In6-4-1n108=15,60727003 ja
nlnn=93643620.

Vorreldes saadud tulemust eespool toodud peooooco tdpse vaartu-
sega ndeme, et relatiivne viga on ligikaudu 10%.
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TAISARVUDE JAGUVUSTUNNUSEID

E. Sary ’

Koolides tutvutakse tavaliselt vaid koige lihtsamate jaguvus-
tunnustega (jaguvus 2-ga, 4-ga, 8-ga, 3-ga, 9-ga jne.). Et aga
elementaarsete meetoditega on tuletatavad koik praktiliselt olu-
lised tdisarvude jaguvustunnused, siis on nende siivendatud
kisitlemine tédiesti moeldav juba algkooli matemaatikakursuse
baasil. See pakuks iihtlasi ka materjali iseseisvaks jidrelemotle-
miseks Opilastele, kellel esimesed matemaatilised probleemid ker-
kivad enamasti just aritmeetika ja arvuteooria valdkonnas. Kéies-
olevas vaatlemegi ndidete varal kaht pohilist meetodit jaguvus-
tunnuste tuletamiseks ja meenutame iiht jaguvustunnuste prak-
tilist kasutamisvéimalust.

Koigepealt meenutame, kuidas on saadud iildiselt tuttav rist-
summareegel 9-ga jaguvuse midramiseks. Mirkame, et kiim-
nendarvu koigi jirkude iithikud (iihelised, kiimnelised, sajali-
sed jne.) annavad jagamisel 9-ga jadgi 1. Seega tekib suvalise
arvu 9-ga jagamisel maksimaalselt jdak, mis vordub arvu koigi
numbrite vddrtuste summaga ehk arvu ristsummaga. Jérelikult
jagub arv 9-ga, kui 9-ga jagub tema ristsumma.

Seda mottekdiku iildistades saame elementaarsel viisil kéitte
jaguvustunnused 7, 11 ja 13 jaoks. Eelkoige veendume selles, et
kiimnendarvude iga jidrgu iihikud annavad jagamisel 7-ga, ll-ga
ja 13-ga jargmised jéagid (vt. tabel).

Jagatav Jadk jagamisel
7ga | ll-ga 13-ga
1 1 1 1
10 3 —1 —3
100 2 1 —4
1 000 —1 —1 —1
10 000 —3 1 3
100 000 —2 —1 4
1 000 000 1 1 1
10 000 000 3 —1 —3
jne. (perioodiline
kordumine)
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Tabeli pohjal on lihtsalt tuletatav jaguvustunnus 11 jaoks..
Et kiimnendarvu iga jadrgu iihiku jagamisel 11-ga on jaidk -1
voi —1, siis saame iga jargu arvel jaidgi, mille absoluutvdartus.
vordub sellele jiargule vastava numbri véddrtusega. Seega on
ilmne, et suvalise arvu jagamisel 1l-ga vordub maksimaalne-
jddk jagatava iiheliste, sajaliste ja teiste (paremalt lugedes)
paaritutel kohtadel asuvate numbrite vdirtuste summaga, mil--
lest on lahutatud paariskohtadel asuvate numbrite vadrtused..
Kui selliselt leitud arv ehk nn. alterneeruv ristsumma
on null voi jagub 11-ga (s. t. kuj jdaki tegelikult ei ole), siis.
jagub 1l-ga ka esialgne arv. Oluline on silmas pidada, et alter-
neeruva ristsumma arvutamise protsessi saab tunduvalt lihtsus--
tada. Et iga kahe korvuti asuva numbri vdirtused tulevad votta
erinevate markidega, siis voime enne liitmiste-lahutamiste soori-
tamist koiki naaberarve paarikaupa koondada. Teiseks voime-
arvutusprotsessi igal sammul meelevaldselt liita ja lahutada
arvu 11 voi selle kordseid.

N&dide. Veendume arvu 1359457 jaguvuses ll-ga, kasutades -alternee--
ruva ristsumma arvutamisel eraldi kumbagi lihtsustusviisi.

I viis: IT viis:

1 359 457, Paaritud: (7+4—11) +54+1=6.
1 300 057, Paaris: (54+9—11) +3=6.
0200 002, 6—6=0.

2—2=0.

Analoogiliselt on tuletatav iihine algoritm 7-ga, 1l-ga ja:
13-ga jaguvuse médramiseks. Eespool toodud tabelit uurides.
markame, et kiimnendarvus saab numbrikohti jaotada kolme-
kaupa rithmadeks, milledes igaiihes vastavalt esimesele, teisele-
voi kolmandale kohale sattunud kiimnendjirgu iihikud annavad:
absoluutvddrtuselt vordsed jddgid niihdsti 7, 11 kui ka 13 jirgi..
Sealjuures on naaberrilhimades vastavad jaddgid mérgilt erine-
vad. Iga jargu lihiku jagamisjddki voib iseloomustada vastaval
kiimnendkohal asuva numbri «kaaluna». 9-ga jagamisel on koigi
numbrite «kaalud» vordsed ja saime lihtsa ristsumma, 11 puhul
lisandus margivaheldus, mistottu saime alterneeruva ristsumma..
Niiiid voime iihesuguse «kaaluga» numbrid jidlle kokku votta,
arvestades muidugi veel margivaheldust, ja seega kuitahes pikka-
uuritavat arvu iseloomustada teatava lihtsa arvukolmikuga.
Pirast kolmiku iga arvu korrutamist jagajale vastava «kaaluga»-
ja korrutiste liitmist saame jille n.-6. «ristsumma, mille jaguvus
vastavalt 7-ga, 11-ga voi 13-ga maédirab esialgse arvu jaguvuse..

Eelnenud mottekdigust jareldubki eeskiri jaguvuse kontrolli-
miseks: )

1) Jaotada arv paremalt vasakule 3 numbri kaupa rithma-.
deks, tdiendades viimast (koige vasakpoolsemat) kolmikut vaja-
duse korral eestpoolt nullidega.
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2) Muuta arvus voimalikult rohkem numbrikohti nullideks
'sel teel, et igas kahes naaberriihmas viiakse labi sama jarjekor-
ranumbriga arvude koondamine (s. o. vordsete arvude paari-
kaupa kustutamine ning iga vastava paari suuremast arvust
‘vihema lahutamine koos vdhema arvu kustutamisega).

3) Uhendada koik riihmad iiheks arvukolmikuks; selleks liita
rithmades jarjestikku koik sama jarjekorranumbriga arvud, luge-
des rithmasid paremalt vasakule kordamoédda positiivseteks ja
negatiivseteks.

4) Esialgse arvu jaguvuse méaravad nitiid jargmised reeghd

a) Jaguvus 7-ga: liita saadud arvukolmiku (paremalt)
esimesele arvule teise arvu 3-kordne ja kolmanda arvu
2-kordne; kui tulemus on 0 voi jagub 7-ga, siis jagub ka esi-
algne arv. »

b) Jaguvus 1l-ga: lahutada esimese ja kolmanda arvu
summast teine arv ning kontrollida tulemuse jaguvust 11-ga.

c) Jaguvus 13-ga: lahutada paremalt lugedes esimesest
arvust teise arvu 3-kordne ja kolmanda arvu 4-kordne; kont-
rollida tulemuse jaguvust 13-ga.

Arvutuste lihtsustamiseks ja soovi korral ka negatiivsustest
vabanemiseks voib punktis 4) kirjeldatud reeglite rakendamisel
parast iga tehte sooritamist muidugi suvaliselt liita voi lahu-
tada vastavalt arvude 7, 11 voi 13 kordseid.

Ndide. Kontrollida arvu 14619642128 jaguvust 7-ga, ll-ga ja 13-ga.

1. samm: 014 619 642 128,
p— N
2 samm: -004 609 622 108,

000 603 620 108,
N
000 003 020 108,

3. samm: —0 +3 —0 8= 1l
—0 40 —2 40=— 2
—0 40 —0 +1= 1,
4. samm: I1+3-(—2)+2-1=7; arv jagub 7-ga.

It +142=14; arv ei jagu ll-ga.
1 —3-(—2)—4-1=13; arv jagub 13-ga.

Algoritmi tegelikul rakendamisel teostatakse 2. samm endast-
moistetavalt arvude vastava mahakriipsutamisega ja enamik teh-
teid sooritatakse peast.

Monevorra kergemini meelespeetav, kuid iildiselt voib-olla
pisut rohkem t66d noudev on eelmise algoritmi modifikatsioon,
milles sammud 1 ja 2 on samasugused, kuid sammud 3 ja 4
asenduvad jargmistega:

3) Liita paremalt lugedes paaritud rithmad ning lahutada
neist paarisrihmad, vaadeldes iga rithma kolmekohalise arvuna.
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4) Korrata samme 1 kuni 3, kuni tulemuseks on iilimall
kolmekohaline arv. Kui tulemus jagub 7-ga, 11-ga voi 13-ga, «iiv
jagub ka esialgne arv.

Nidide Kasutades eelmist ndidet saame modifitseeritud meelodil

3. samm: —000 - 003 — 020 - 108 = 91

4. samm: 91 jagub 7-ga, 13-ga, ei jagu 1l-ga; samuti ka esialgne arv.

Modifitseeritud algoritmi tuletamisel on silmas peetud asjaolu,
et arvudel 1, 103, 108 109, ... tekivad jagamisel 7-ga, ll-ga ja
13-ga jaagid 1, —I1, 1, —1, ... ning et suvalise kiimnendarvu
jaotamisel kolmikuteks viljendavad kolmikud paremalt vasakule
iheliste, tuhandete, miljonite jne. arvu.

Samal pohimottel on muide leitav ka 37-ga jaguvuse tunnus.
Arvude 1, 10%, 105, ... jagamisel 37-ga on nimelt igakordne jadk
1; seetdottu jaguvuse kindlakstegemiseks tuleb kiilmnendarv jao-
tada kolmikuteks, liita omavahel koik kolmikud ning korrata
seda protsessi, kuni on saadud kolmekohaline arv; selle jaguvus
37-ga méadrab ka esialgse arvu jaguvuse.

Koiki eespool kirjeldatud algoritme saab iildistada mitte iiks-
nes igasugustele tdisarvulistele jagajatele, vaid ka kdikvoimalike
alustega arvusiisteemidele. Vastava meetodi néditas kétte juba
XVII sajandi prantsuse matemaatik Blaise Pascal. Pascali
tunnuse tdestus pole enam elementaarne!, mistottu jatame selle
siinkohal korvale. Pealegi muutuvad eelmistega analoogilised
eeskirjad enamiku puudutamata jdetud algarvude jaoks niivord
keeruliseks, et tavaliselt on kasulikum kontrollida jaguvust otsese
labijagamisega.

Paljude kahekohaliste ja monede suuremate algarvude puhul
nouavad tihti vdhem t6okulu pisut erinevat tiiiipi meetodid,
mida asume edasises kisitlema.

Alustame jille iildtuntud juhust, nimelt jaguvusest 8-ga.
Sageli 6eldakse, et arvu jaguvuse 8-ga méidrab kolmest viimasest
numbrikohast moodustatud arvu jaguvus, kuid tegelikult piisab
teatava kahekohalise arvu vaatlemisest. Tahistades sajaliste arvu
a ning kahest viimasest numbrikohast moodustatud arvu b,
voime iga kolmekohalist arvu esitada kujul 100a-}-b6. Kui see
arv jagub 8-ga, siis ja ainult siis jagub 8-ga ka vahe (100a--
+-b0) —96a=4a+ b (lahutatav jagub siin 8-ga oma kordaja
tottu). Kui niiid a on paarisarv, siis jagub alati 8-ga ka 4a
ning me voime selle liidetava arvestamata jédtta ja uurida iiks-
nes arvu b jaguvust. Kui aga a on paaritu, siis tekib 4a jagami-
sel 8-ga jddk 4; kasutades veel kord asjaolu, et véime siin arvu 8
kordseid suvaliselt lahutada, saame tulemuse, et niisugusel
juhul piisab arvu b —4 jaguvuse uurimisest.

Ndide. 1732 ei jagu 8-ga. sest 32 —4 =28 ei jagu; 37 688 jagub 8-ga,
sest 88 jagub.

! Vt. néditeks Byxmra6, A. A, Teopns uncen. M., 1960, lk. 198.

5 Matemaatika ja kaasaeg IV 65



Samu tdhistusi kasutades voib analoogilisel viisil toestada,
et 100a-+b jagub 7-ga parajasti siis, kui sama omadus on
arvul 2a-+b; kui jagaja on 13, siis tuleb kontrollida arvu
b—4a jaguvust; kui 37, siis kontrollime arvu b— 1la. Need
jaguvustunnused on kasutatavad eespool kirjeldatud iildiste al-
goritmide tdienduseks.

Nédide 547 ei jagu 13-ga, sest 47— 4-5=27 ei jagu.

Asjatoodud jaguvustunnuste kasutamine on vdhegi suurema
(naiteks kahekohalise) a korral tiilikas. Seetdttu anname 16puks
veel {ldise jaguvuse kontrollimise algoritmi paaritute jagajate
jaoks, mis ei l0pe arvuga 5. Selleks tdhistame edaspidi arvu
viimase koha vairtust m ja pérast viimase koha kustutamist
tekkivat arvu M. Sellistes tdhistustes avaldub iga kiimnendarv
kujul 10M + m,

Esialgu vaatleme jaguvust 19-ga. Kui 10M -+ m jagub 19-ga,
siis (ja ainult siis) on sama omadus ka arvul 20M -+ 2m. Lahu-
tades siit 19-ga jaguva arvu 19M saame tarviliku ja piisava tin-
gimuse, et arvu 10M - m jaguvuseks 19-ga peab jaguma ka arv
M+ 2m, mis on lahtearvust ithe numbrikoha vorra lithem. Kir-
jeldatud protsessi voime jdtkata, kuni saame kahekohalise arvu,
mille jaguvus 19-ga on juba silmaga kontrollitav.

Nédide. Arvu 3086379 jaguvust 19-ga uurides saame esmalt 308 637 4
—+2-9=2308655 seejdrel 308654 2-5=230875 jne., kuni Iopuks jouame
arvuni 38, mille jaguvus 19-ga garanteerib ka esialgse arvu jaguvuse.

Kui jagaja on nditeks 31, siis analoogilist mottekdiku kasu-
tades taandame arvu 10M -+ m jaguvuse probleemi ithe koha

vorra liihema arvu 3IM — (30M + 3m) = M — 3m uurimisele.

Nidide Et miidrata 47396 jaguvust 31-ga, moodustame koigepealt arvu
4739 —3.6=472l, seejdrel saame 469 ja lopuks 19, s. t. esialgne arv ei
jagu 31-ga. Jaguvuse korral oleksime siin saanud 1opptulemuseks nulli.

I. N. Sapgir on selle meetodi fildistanud suvalisele paari-
tule jagajale, mis ei 16pe 5-ga? Uuritav arv 10M —m muude-
takse alati ithe koha vorra lithemaks arvuks M -+ nm, kus kor-
daja n soltub jagaja kiimneliste ja iiheliste arvust. Koige liht-
sama kuju omandab n siis, kui jagada on tiilipi 10k 11 voi
10k~ 9 (k tdhistab siin jagaja kiimneliste arvu). Nimelt 102 41
korral n=—Fk ja 10k+ 9 korral n==Fk -+ 1.

Kui jagaja iiheliste arv on 3 voi 7,.siis on Sapgiri poolt
pakutud valemid n arvutamiseks raskemini meelespeetavad. Neil
juhtudel on hdlpsam uurida arvu jaguvust jagaja kolmekord-
sega, millel on niiild kuju 102-+9 voi 10k 1. Alles viimasel
sammul, kui oleme saanud vidikese jagatava, kontrollime selle
jaguvust meid tegelikult huvitava jagajaga. Toepoolest, kui
10M 4~ m jagub arvuga p, siis (ja ainult siis) jagub 30M 4 3m

2 V. Canrup, U H. [Ipa npuaHaka IneJuMMOCTH Ha Jiio6oe HeyeTHOE
uHCJIO, He OKaHuMBaloileecs Ha 5. — MareMaTHueckoe npocBellleHHe, BHIL 4.
M., 1959, lk. 209.
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arvudega p ja 3p, samuti jagub ka 3M - 3nm, kus n on jagajale
3p vastav kordaja; siis aga M+ nm jagub arvuga p (kuid ei
tarvitse jaguda arvuga 3p).

Néidide. Kontrollime 2278 jaguvust 17-ga. Kasutades b51-le vastavat
n= —5 saame esimesel sammul 227 —5.8 =187, edasi 18 —5:7=—17,
mis jagub 17-ga.

Néites kasutasime tegelikult iihte Sapgiri poolt jagaja 17
jaoks antud valemit, ainult et meil polnud seda tarvis otseselt
teada. Seega Sapgiri tabelis® toodud 8-st valemist osutuvad
praktiliselt vajalikuks ainult kaks eespooltoodut.

Hinnates koiki kirjeldatud jaguvuskriteeriume on oluline veel
silmas pidada, et mitmesugust tiiiipi ristsummade moodustami-
sele tuginevad algoritmid annavad mittejaguvuse korral 1opp-
tulemuseks ‘jddgi, mis tekib arvu jagamisel vastava jagajaga.
Teised kidsitletud meetodid vdoimaldavad méidrata ainult arvu
jaguvust.

Arvude jagamisel tekkivaid jéddke kasutatakse praktikas eel-
koige mitmesuguste arvutuste kiireks kontrollimiseks, sest korru-
tamisel, liitmisel ja lahutamisel saadud tulemuste jadgid mingi
arvu jirgi peavad teatavasti vorduma vastavalt tegurite jadkide
korrutise voi liidetavate jddkide summa voi vihendatava ja lahu-
tatava jddkide vahe jaagiga sama arvu jidrgi. Jagamise tehte
puhul analoogiline reegel iildjuhul ei kehti, kuid jagamistulemuse
kontrollimiseks voib korrutada jagatise jddki jagaja jddgiga,
kusjuures peame saama jagatava jaadgi, mis on voetud sama
arvu jargi.

Kui kontrollitava tulemuse jdak kirjeldatud nouet ei rahulda,
siis on kohe selge, et arvutustes oli viga. Vastasel korral on aga
kaks voimalust: 1) tulemus on 6ige, 2) tulemuse viga vordub
mingi kordsega sellest arvust, mille jargi jddgid leiti. Tulemuse
oigsus muutub toendolisemaks, kui kontrolli korratakse mingi
teise arvu jargi voetud jadkidega.

Nidide Kontrollime jagatise 26629 788:5476 = 4 863 digsust 9- ja 11-
jadkide abil. Jagatise jddk 9 jérgi on (4 4+8—9) 4 (6-+3 —9) =3, jagajal
(5+4—9) + (74+6—9) =4 ja jagataval (2+6+6—9) - (2+9+7—
—2:9) 4+ (8-4-8—9) —9=23. Et toepoolest ka 3-4—9=23, siis kas tule-
mus on Gige voi viga vordub arvu 9 mingi kordsega. Lisakontroll 11-jdikidega
annab jagatise jddgiks (3+8)— (4-4-6) =1, jagajal (6+4)—(7+
+5—11) =9 ja jagataval 9. Et 1-9=09, siis saime ka 11-jaikide kontrolli
abil positiivse tulemuse ning seega on jagatis kas dige voi tema viga vordub
arvu 99 mingi kordsega. Soovi korral on darmiselt lihtne teostada veel 4-jaa-

kide kontrolli: 3-0=0, mis niitab, et viga (kui seda iildse on!) vdib olla
ainult mingi kordne arvust 396.
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KUUES RAHVUSVAHELINE MATEMAATIKA OLUMPIAAD!

Jevgeni Gabovits

Kéesoleva aasta 4. ja 5. juulil toimus Moskva Riikliku Uli-
kooli peahoones jdrjekordne rahvusvaheline koolinoorte matemaa-
tika oliimpiaad, millest votsid osa iiheksa sotsialistliku riigi —
Bulgaaria, Jugoslaavia, Mongoolia, NSV Liidu, Poola, Rumeenia,
Saksa DV, TsSehhoslovakkia ja Ungari voistkonnad. Iga vbist-
konna koosseisus oli kaheksa noort matemaatikut. Oliimpiaadist
osavotjatel tuli lahendada kokku kuus iilesannet, neist kolm esi-
mesel ja kolm teisel pdeval. Lahendamiseks oli kummalgi péeval
aega neli tundi.

Jargnevalt toome dra koigi kuue {ilesande tekstid selles jarje-
korras, nagu nad oliimpiaadil lahendamiseks esitati.

Ulesanne 1. 1) Milliste naturaalarvude n korral jagub arv 27 — 1 seits-
megar

2) Toestada, et arv 27 41 ei jagu ithegi naturaalarvu n korral seits-
mega.

Ulesanne 2. Toestada vorratus
a2(b+c—a)4b%(c+a—b)+ c2(a -+ b — c)< 3abe,
kus a, b ja ¢ on mingi kolmnurga kiilgede pikkused. Millal on siin tege-
mist vordusega?

Ulesanne 3. Kolmnurga kiilgede pikkused on a, b ja c¢. Selle sisse joo-
nestatud ringjoone puutujad, mis on paralleelsed kolmnurga kiilgedega, eral-
davad ldhtekolmnurgast kolm véiiksemat kolmnurka. Nende sisse on jillegi
joonestatud ringjooned. Leida kdigi nelja ringi pindalade summa.

Ulesanne 4. Igaiihel 17-st teadlasest on kirjavahetus koigi tilejidnud 16-ga.
Kirjavahetuses kisitletakse kokku kolme erinevat teaduslikku teemat, kusjuu-
res iga teadlaste paar kisitleb omavahelises kirjavahetuses vaid tihte nen-
dest teemadest.

Toestada, et leidub vihemalt kolm teadlast, kes késitlevad omavahelises
kirjavahetuses {iht ja sama teemat.

Ulesanne 5. Tasandil on antud viis punkti. Iga punktide paar on iihen-
datud sirgega, kusjuures iikski paar nendest sirgetest ei lange kokku, ei ole
teineteisega risti ega paralleelsed. Igast antud punktist on tdmmatud rist-
sirged kbikidele seda punkti mitte ldbivatele sirgetele.

Kui suur on nende ristsirgete 1ikumisel tekkivate ja antud viiest punk-
tist erinevate loikepunktide maksimaalne arv?

I Ulevaade eelmisest viiest oliimpiaadist on toodud artiklis: Prinits, O.,
Rahvusvahelised koolinoorte matemaatika oliimpiaadid. — Matemaatika ja
kaasaeg, II. Trt., 1964, lk. 51—58.
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Ulesanne 6. Olgu D, tetraeedri ABCD tahu ABC raskuskese. Libi punk
tide A, B ja C on tommatud sirgega DD, paralleelsed sirged, mis lothav.ail
tetraeedri tahkude jitke vastavalt punktides A;, B, ja Ci.

Toestada, et tetraeedri A;B,C;D; ruumala on voérdne kolmckordse ABCDH
ruumalaga.

Kas ruumalade suhe jdib endiseks, kui D; on kolmnurga ABC suvaline
sisepunkt?

Uheksandal juulil tehti teatavaks oliimpiaadi tulemused.
Absoluutseks voitjaks osutus Moskva koolinoor D. Bernstein
maksimaalse punktide arvuga (42). Ziirii poolt véljaantud seits-
mest esimesest preemiast langes veel kaks Noukogude Liidule
(G.ArhipovjalJ Matijasevits), iiks Poolale (T. Figel)
ja kolm Ungarile (J. Pelikan, L. Gerents$ir ja L. Le-
vas).

NSV Liidu Korgema ja Kesk-erihariduse ministri kiskkirja
kohaselt voetakse kdik Noukogude voistkonna liikmed eksamiteta
vastdu NSV Liidu iikskoik missuguse {ilikooli matemaatikaosa-
konda.

VANAAEGSEID ULESANDEID!

1. «Utle mulle, kuulus Pythagoras, kuipalju Opilasi kidib sinu koolis ja
kuulab sinu vestlusi?» — «Arva ise,» vastas filosoof, «pooled Gpivad matemaa-
tikat, neljandik muusikat, seitsmendik vaikib, aga peale selle on veel kolm
naisterahvast».

(Kreeka)

2. Miiidi 2 pithvlit, 5 oinast, osteti 13 siga, j&i {ile 1000 juani. Miidi
3 piihvlit, 3 siga, osteti 9 oinast, jatkus tdpselt. Miiiidi 6 oinast, 8 siga,
osteti 5 piihvlit, tuli puudus 600 juani. Kiisitakse, kui palju maksab piihvel,
lammas ja siga.
(Hiina)

3. Utle mulle, kuipalju ahve oli karjas, kui nendest viiendik vidhendatuna
3 vorra ruudus puges peitu koopasse ning nahtavale jdi ainult ilks, kes oli
roninud puu otsa.
(India)

4. Zaidile lubati autasuks suurem kahest osast, mille summa on 20, aga
korrutis 96. Kui suur oli autasu?
(Araabia)

5. Sodurile anti autasuks esimese haava eest 1 kop., teise eest 2 kop.,
kolmanda eest 4 kop. jne. Peale teenistuse ldppemist selgus, et sodur oli
iildse saanud autasu 655 rubla 35 kopikat. Kiisitakse tema haavade arvu.

(Vene)

1 Ulesanded on voetud raamatust Umcrtsaxkos, B. Jl., C60pHHK cTapHH-
HBIX 3aJay MO0 3JEeMEHTapHOW MaTeMaTHKe C HCTOPHYECKHMMH 3KCKYPCaMH H MNOJ-
poOHBIMH pewlennsiMH. MuHck, 1962.
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LEHEKOLGI MATEMAATIKA AJALOOST EESTIS

U. Lumiste -

Kiesolev kirjutis on jirg iilevaate varasematele osadele!.
Viimased heitsid valgust matemaatika arengule Eestis aegadel,
mil vihegi tohusam haridus oli siin muukeelne ja kattesaadav
liksnes valitsevate klasside esindajatele ja nende ideoloogidele.
Polatud maarahvas oli aastasadadeks surutud modisa majandus-
liku rohumise ja kiriku vaimse ikke alla.

Tosisemad nihked rahvahariduse alal toimusid XIX sajandil,
kui hakkas aegamdodda tekkima eestikeelne koolikirjandus. Tea-
dusliku t66 rinne avanes eesti haritlaste ees aga alles pérast
Suure Sotsialistliku Oktoobrirevolutsiooni murrangulisi siind-
musi. Médrava tdhendusega oli iileminek eestikeelsele Oppetdole
koikides koolitiilipides, kaasa arvatud ilikool. Siit sai muu hul-
gas alguse ka eesti matemaatikute kollektiivi kujunemine, mis
toelise hoo saavutas pdrast Suurt Isamaasoda ja jétkub praegu
itha kasvava tempoga. Sellest koigest piiliame alljargnevate
ridadega anda podgusa iilevaate.

Esimesed sammud matemaatika emakeelses Opetamises

Talurahva lastele mddratud eestikeelsetel koolidel oli esialgu
itksainus kindel iilesanne — siivendada kiriku mdju rahva hul-
gas. Sel eesmérgil asutasid iiksikud pastorid XVII sajandi algul
kirikukoole, selle iilesande teenistuses olid ka sama sajandi
Iopul tekkinud kdéstrikoolid. Viimastes Opetati «piihakirja» ette-
lugemise korval lastele ka lugemist, aruharva isegi kirjutamist.
Nagu nahtub esimestest kostrikoolide jaoks triikitud aabitsaist
(sdilinuist vanim 1694. a-st, esitritkk tdendoliselt 1686. a.), mille
autoriks arvatakse noort B. G. Forseliust (1660—1688),
piirdus aritmeetika pohitddede Opetamine kostrikoolides heal
juhul vaid araabia ja rooma numbrite tutvustamisega ning loen-
damisega. Voib arvata, et monevorra ulatuslikumaid teadmis.

! Matemaatika ja kaasaeg, I. Trt, 1963, lk. 47—61. Matemaatika ja
kaasaeg, II. Trt, 1964, lk. 64—76.
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aritmeetikast said need 160 eesti noormeest, kes oppisid Forse-
liuse poolt 1684. a. Tartu ldhedale Piiskopi moisa (praeguse
Tartu 8. keskkooli vastu) asutatud kostrite-koolmeistrite semina-
ris. Numbrimérgid ilma i{ihegi kasutamisjuhiseta on toodud ka
esimestes XVIII sajandist sdilinud aabitsais. Alles. O. W. Ma-
singu (1763—1832) «ABD ehk Luggemise-Ramat Lastele...»
(Tartu, 1795) sisaldab esmakordselt selgitusi numeratsiooni ja
nulli tarvitamise kohta ning iikskordiihe tabeli.

Laastavast Pohjasojast tingitud moonaajale jargnenud aasta-
kiimned toid endaga kaasa moningaid nihkeid rahva hariduslikus
seisundis. Seni eranditult vaimulik «maakeelne» lugemisvara
tdienes iiksikute ilmalike jutukestega ja kiiresti populaarseks
saanud kalendriga (vanim séilinuist péarineb 1731. aastast),
milles ilmusid esimesed eestikeelsed loodusndhtusi, taime- ja
loomariiki ning maailma maid ja rahvaid tutvustavad kirjuti-
sed?. Laiemalt hakkas levima laste kodune lugema oOpetamine
kiila drksamate meeste poolt. Nii tekkisid kiilakoolid, mis said
eludiguse 1765. a. Liivimaa maapdeval vastuvoetud koolikorral-
duses. Vaatamata sellele, et neis oli lubatud ainult lugemise
opetamine, tutvustati iiksikutes kohtades (Vastseliina, NOo,
Nigula jt.) talurahva lastele ka kirjutamis- ja rehkendamis-
oskust. Vastseliina pastori, Saksamaalt Tiiiringist périt
G. G. Marpurgi (1755—1835), sellesuunalistest katsetest
saigi alguse tema <«Weikenne oppetusse nink luggemisse
Ramat...», mis ilmus Tartus 1805. a. ja milles esmakordselt
eesti keeles Opetatakse nelja tehet 10000 piires. Iseloomulikud on
16igud raamatu eessonast, milles voimalikke siiiidistusi ette
nagev autor piiiab kujukalt digustada nende osade sissevotmist
raamatusse?’.

Juba jargmisel aastal ilmus Piiha koguduse pastori P. Frey
(1757—1833)  koostatud «Arropiddamisse ehk Arwamisse-
Kunst .. .» (Tartu, 1806), milles numeratsioon on viidud miljonini
ning tutvustatakse arvutamist ka murdudega ja vordeliste suu-
rustega. P. Frey raamat on esimeseks tdies ulatuses matemaa-
tilise sisuga triikiseks eesti keeles. ‘

Peale paarikiimneaastast vaheaega ilmusid 1816—1819. a.
talurahvaseadustega ametliku aluse saanud vallakoolide tarvis
0. W. Masingu <«Arwamise-Ramat .. .» (Tartu, 1823) ja Sauga
«kirjutuse kooli» opetaja, talurahva seast vorsunud A. Holteri
(1798—1851) koostatud «Arwo ehk Rehkendamise eksemplid»

2 Vohandu, L., Mirkmeid loodusteadusi populariseeriva eestikeelse
kirjanduse algpdevist. — «Eesti Loodus», 1958, nr. 3, lk. 166—168.

3 Depman, J., Jutustusi matemaatikast. Tln., 1956. Lisa: Eestikeelse
matemaatilise kirjanduse tekkimisest, lk. 132—135. Vohandu, L., Vane-
mast eestikeelsest matemaatilisest kirjandusest. — Matemaatika ja kaasaeg,
111, Trt., 1964, lk. 62—67.
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(Tallinn, 1823), mis jaid jallegi kolmeks aastakiimneks ainu-
kdibivaiks.

XIX sajandi 40-ndail aastail puhkesid uue jéuga talurahva
rahutused, millega kaasnes massiline vene oigeusku iileminek.
Agaralt kihelkonnakoole rajavate vene vaimulike moju tasakaa-
lustamiseks olid ka balti moisnikud ja pastorid sunnitud seni-
sest rohkem tdhelepanu pithendama rahvakoolile. Avati esimesed
seminarid Opetajate ettevalmistamiseks valla- ja kihelkonnakoo-
lidele, mis 1849. a. talurahvaseaduse ndol olid saanud mone-
vorra kindlama aluse. Polva pastori J. G. Schwarzi toimetusel
ilmus kaheksast raamatust koosnev kihelkonnakoolidele moeldud
«Koli-ramat», Teisena selles sarjas triikiti 1852. a. Tartus
F. Meyeri «Arwamisse ehk rehkendamisse ramat...», mida
voib pidada juba téielikuks aritmeetika opikuks. Meyeri Opiku
lisaks on maamootja Braschi abiga koostatud 23-lehekiiljeline
«Wilja-moédust ehk Ma-modimissest ja Ma-arwust», milles
esmakordselt eesti keeles tutvustatakse ka lihtsamaid geomeet-
rilisi moisteid.

Vallakoolide jaoks ilmus Tallinnas 1854. a. neljast vdiksema
ulatusega raamatust koosnev sari «Koliramat» ja selles viima-
sena Gebhardti koostatud «Arwamisse ehk rehkendamisse
ramat . ..»

Jargnevad edusammud matemaatika Opetamise alal eesti koo-
lis on tihedalt seotud rahvusliku liikumisega 1860—1880-ndail
aastail. Haridustaotluste elluviimiseks alustas 1872. aastal tege-
vust Eesti Kirjameeste Selts, mille liikmeskonnast {ile poole
moodustasid koolmeistrid. Uheks oma tdhtsamaks iilesandeks
seadis selts eestikeelse koolikirjanduse soetamise ja "kirjasta-
mise. Jirgneva aastakiimne jooksul ilmuski suur hulk ajakoha-
seid Opikuid eesti koolidele. Esimesteks neist olid R. G. Kallase
aritmeetika opik «Mdistlik rehkendaja» (1874), ning tema «Ules-
annete kogu» 1, 11, 111 (1875) koos «Waljarehkenduste koguga»
(1875) ja «12'/, toopi pdhklid wirgemaile rehkendajatele meele-
jahutuseks dra ndrida» (1878). Jargnevalt ilmusid J. Kapi «Geo-
metria kihelkonnakoolidele ja iseGpetuseks» (1878), edasi J. Tiilgi
«Kerged ja lithikesed Geomelria opetused» (1879) ja «Maamébet-
mise juhatus» (1879) ning viimastega samaaegselt J. Kurriku
aritmeetika opikud «Laste arwuwald» [, 11, 11T (1879, 1880, 1884)
ja algebra opikud «Arwuwald»> 1 (1879), «Arwuwald» 11 (1880).
Need eelnevaist hoopis korgema tasemega matemaatika Opikud
koos C. R. Jakobsoni «Kooli lugemise raamatuga» 1, II, 1II
(1867, 1875, 1876), J. Kunderi «Looduse opetusega» 1, I (1877,
1885), J. Bergmanni «Uleildise ajalooga» (1878), J. Tiilgi «Wii-
sika opetusega» (1881) jt. seadsid kindla aluse eestikeelse kooli-
kirjanduse kujunemisele. Autoreiks olid teenekad koolimehed,
kes loid innukalt kaasa rahvusliku liikumise aja iiritustes ning
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kelle tegevus on vaart, et seda siinkohal kasvoi pogusalt valgus-
tada *.

Noorimaks nende seas oli Rudolf Gottiried Kallas
(1851—1913), Kaarma kostri poeg Saaremaalt, kes peale Kures-
saare giimnaasiumi ja Tartu elementaarkooli Opetajate seminari
lopetamist 1871. aastal t6dtas jargneval neljal aastal algkooli-
opetajana Tartus. Sellal ta avaldaski 23-aastase noormehena

Rudolf Kallas Juhan Kurrik

oma esimese ja fiihtlasi parima opiku. Selle ulatuslikust ees-
sonast, mis on esimeseks matemaatika Opetamise metoodika
eestikeelseks kasitluseks, leiame iillatavalt varskeid ja lopsakalt
esitatud motteid oppetdd nditlikustamisest ja seostamisest iga-
pédevase eluga, samuti vadrtuslikke metoodilisi markusi. Aritmee-
tika {ilesannete korval pakub R. Kallas ka algebralise iseloo--
muga «keerd-iilesandeid», tutvustades nende lahendamist arit-
meetiliselt ilma vorranditeta. Rohkestl selliseid ulesandeld koon-
dab tema «/21/, toopi pdhklid ..

R. Kallase eakaaslane Juhan Kurrik (1849—1922) paéri-
nes Viljandimaalt talupidaja perekonnast, 10petas Viljandi
kihelkonnakooli ja todtas seejirel vallakoolmeistrina Tarvastus
ja Rouges. 1873. aastal kutsuti J. Kurrik Tartusse opetajaks

4 Uksikasjalikuma iilevaate on andnud S. Suuroja oma diplomitéds
(TRU geomeetria kat., 1961). Mirgime siinkohal ka V. P&lli diplomit6od
(TRU geom. kat., 1961), milles on toodud eestikeelse matemaatilise kirjan--
duse bibliograafia kuni 1917. a-ni.
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vastavatud vallakooli opetajate (Hollmanni) seminari. Toole
'selles eelnes aastane enesetdiendamine matemaatika alal Preisi-
maal Kalleni seminaris. Tartus kirjutaski J. Kurrik aritmeetika
ja esimesed eestikeelsed algebra opikud. Viimase neist 10petab ta
ruutvorrandite lahendamisega ning aritmeetilise ja geomeetrilise
progressiooni késitlemisega.

Molemad noored matemaatikadpetajad liilitusid agaralt Eesti
Kirjameeste Seltsi tegevusse, olid valitud seltsi peakomiteesse,
kus tegutsesid kirjatoimetajatena, Kurrik ajuti koguni aseesi-
mehena. Esialgu toetasid molemad C. R. Jakobsoni suunda, ter-
vitades «Sakala» ilmumist, kuid 1881. aastal, kui seoses Jakob-
soni valimisega seltsi esimeheks tekkis 1ohe tema ja J. Hurda
poolehoidjate vahel, lahkus R. Kallas, kes oli vahepeal "alustanud
teoloogiadpinguid, nii eestseisusest kui ka seltsist ja kaldus hil-
jem pastorina tegutsedes tdielikult- kodanlik-klerikaalsesse leeri.

J. Kurrik jai truuks kodanlik-demokraatlikule suunale. Seltsi
kirjatoimetajana tekkis tal huvi kiirkirja vastu ja 1882. a. ilmuski
tema sulest «Sfenografia opelus» — esimene omalaadne eesti
keeles. Veel varem oli J. Kurrik avaldanud «Turnimise raamatus
(1879), milles ta andis esimesed eestikeelsed voimlemise oskus-
sonad. Tema huvid ulatusid isegi keele- ja kirjanduspollule.
Rahvusliku liikumise allakdigu ajal 1dks aga Kurrik, kaotanud
1887. a. oppejou koha seoses seminari sulgemisega venestus-
poliitika tagajarjel, samuti kiriku teenistusse kostrina.

Monevorra tagasihoidlikum, eriti matemaatika oOpetamise
alal, on olnud Joosep Kapi (1833—1894) tegevus. Périt
on ta Poltsamaa ldhedalt koolmeistri perekonnast. Parast Tartu
kreiskooli lopetamist ja lithiajalisi 6pinguid Tartu giimnaasiumis
siirdus J. Kapp Valka, kus astus J. Cimze kihelkonnakooli ope-
tajate seminari. Samaaegselt oppis seal C. R. Jakohson, kellega
-J.. Kapil kujunes soprus, mis kestis aastaid ja katkes alles peale
Eesti Kirjameeste Seltsi Iohenemist 1881. aastal. Seminari ldpe-
tamise jarel sai J. Kapp 1853. aastal Suure-Jaani késtriks ja
kihelkonnakooli opetajaks ning peatselt ka kohaliku seitskond-
liku elu hingeks. Siin koostaski ta esimese eestikeelse geomeetria
-opiku, milles 1dbimoeldult esitas kogu planimeetria kursuse olu-
lise osa ja moningaid andmeid ka stereomeetriast.

J. Kapp vottis algul innukalt osa iildrahvalikest iiritustest,
kuuludes Aleksandri-kooli peakomiteesse ja kassapidajana Eesti
Kirjameeste Seltsi eestseisusse. Kuid seltsi l1ohenemisel ilmnes
J. Kapi kui kirikuga seotud isiku piiratus — ta jai J. Hurda
pooldajate hulka ja astus seltsist vélja. Siitpeale piirdus ta oma
tegevuses Suure-Jaaniga, asutades seal haridusseltsi, laulu- ja
pasunakoore.’ '

5 Mirkigem, et J. Kapi perest vorsus kolm eesti tuntud heliloojat. Tema
‘nooremaks pojaks on Artur Kapp, kes on Eugen Kapi isa, tema pojapojaks on
ka Villem Kapp.
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Jloosep Kapp Jakob Tiilk

Koige tohusamad teadmised Opikute koostamisel olid kasu-
tada vanimal mainitud autoreist — Jakob Tiilgil (1830—
1918). Siindinud Pédrnumaal Uulu mbisas aidamehe pojana, siir-
dus ta Tartusse maalriopilaseks ja seejidrel Létimaale maa-
mootja abiliseks. 1867. aastal sooritas ta maamodotja eksami,
olles enne’seda kuulanud loenguid Tartu iilikoolis. Maamdootja
ametit pidas J. Tiilk elu 16puni. Esialgu andis see talle ainelise
kindlustatuse, mis voimaldas moelda haridustee jdtkamisele ja
teadusejanu kustutamisele. Nii siirdubki J. Tiilk 1873. aastal
iile 40-aastase mehena védlismaale peaasjalikult matemaatilisi
teadusi Ooppima. Kolme aasta jooksul kiilastas ta Strassburgi,
‘Genfi ja Pariisi {ilikoole, kuulates neis loenguid korgema mate-
maatika mitmetest valdkondadest. Tartusse tagasi joudnud, liili-
tus J. Tiilk aktiivselt Eesti Kirjameeste Seltsi tegevusse ja aval-
das seltsi kirjastusel oma eespool loetletud 6pikud. Neis kajastub
J. Tiilgi suhteliselt lai silmaring ja teadmiste ulatus. Nii on tema
geomeetria Opik paljuski pohjalikum Kapi omast, korgema mate-
maatika tundmist ilmutab ta oma fiilisika ja maamdodu opikuis.
Kuid teiselt poolt ei jita moju avaldamata koolit6é kogemuste
puudumine, millele juhib tdhelepanu ka J. Kapp nende vahel are-
nenud kohati tisna teravas poleemikas. Tahelepanu vaéarib
J. Tiilgi poolt Eesli Kirjameeste Seltsi koosolekul 1878. aastal
peetud ja seltsi aastaraamatus avaldatud eestikeelne kone. Sel-
lesse on ta populaarses vormis poiminud mitmeid korgema mate-
maatika moisteid, sealhulgas isegi integraalarvutusse kuuluvaid.
Hiljem on J. Tiilk pohit6o korval tegutsenud Treffneri eragiim-

75



naasiumis matemaatikadpetajana, ajalehe «Eesti Postimees»
toimetajana ja Eesti Pollumeeste Seltsi kauaaegse esimehena.

Nagu ndeme, kajastuvad rahvusliku liikumise aja juhtivate
matemaatikute-koolimeeste elus ja tegevuses ilmekalt selle mur-
rangulise perioodi piifidlused ja vastuolud. T66 ajakohaste &pi-
kute koostamisel seostus neil iildrahvaliku liikumisega hariduse
ja kultuuri poole, voitlusega mdisnike ja pastorite ikkest vaba-
nemiseks. On iseloomulik, et rahvusliku liikumise allakdiguga
kaob ka 1870-ndail aastail ilmnenud hoog eestikeelse koolikir-
janduse soetamisel.

Esimesed Eesti teadlased-matemaatikud

Esimeseks eestlaseks, kes 1dbi raskuste on omandanud iili-
koolides matemaatikaalaseid teadmisi ja piliidnud neid emakeel-
ses triikisonas viia ka laiema lugejaskonna ette, on nahtavasti
J. Tiilk. Tolleaegseis oludes ei leidnud ta aga voimalusi ulatus-
likumaks tegutsemiseks oma huvialal. Eestikeelsele korgemale
matemaatilisele haridusele panid aluse 1920-ndail aastail J. Sarv,
H. Jaakson, G. Rigo ja J. Nuut®,

Vanim eesti matemaatikaprofessor Jaan Sarv? (1877—
1954) périneb Vorumaalt talurentniku perekonnast Lopetanud
1907. aastal Tartu ilikooli, millesse astumise Giguse ta sai kiip-
suseksamite sooritamisega Treffneri glimnaasiumis 1899. aastal,
todtas J. Sarv seejirel puswamalt Eesti Noorsoo Kasvatusseltsi
titarlastegiimnaasiumi matemaatika- ja fiiiisikadpetajana. Samal
ajal avaldas ta fitiisika &pikuid, populaarteaduslikke brosiiiire
ja hariduselu kéasitlevaid kirjutisi 1907. aastal rajatud Eesti Kir-
janduse Seltsi viljaannetes. Tema agaral eestvottel sai teoks
esimene eesti matemaatika- ja fiilisikaopetajate kongress, mis
toimus 1917. aasta augustikuul Tartus.

Uheaegselt 1913. a. lopetasid Tartu iilikooli Hermann
Jaakson (1891—1964) ja Gerhard Riago (siind.
1892. a.). Viljandimaalt Uue-Voidu vallast périt H. Jaakson,
kes oli enne iilikooli astumist 1909. a. 16petanud Riia Aleksandri
giimnaasiumi, jdi Tartusse kommertsgiimnaasiumi matemaatika-
opetajaks. Rapinast Tartusse reaalkooli tulnud G. Rdgo aga siir-
dus peale iilikooli 1dpetamist aastaks end tdiendama Gottin-
geni, oli seejdrel monda aega Tartus kommertsgiimnaasiumi
opetaja ning asus 1915. aastal t6dle NovotSerkasskisse Doni
Poliitehnilise Instituudi oppejouna, hiljem professorina.

6 Tamme, 3. 3., Maremaruka B TaprtyckoM yHuBepcutete B 1920—
1940 romax. — Martepuann V KoHbepeHUUH NO HCTOPHM Hayku B [IpuGantuxe.
Tapry, 1964, lk. 26—28. E. Tamme andis autori kdsutusse ka {iksikuid teisi
tema kogutud andmeid, mida nididatud kirjutis veel ei sisalda.

7 Epler, H, Jaan Sarve elust ja tegevusest. — Matemaatika ja kaas-
aeg, III. Trt, 1964 k. 68—72.
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Kui Suure Sotsialistliku Oktoobrirevolutsiooni murranguli-
sed siindmused Eestis avasid tee eestikeelsele korgemale hari-
dusele, siis kavandatud plaanide peamiseks elluviijaks mate-
maatika osas kujunes J. Sarv, kes hiljem, parast saksa okupat-
sioonivigede véljakihutamist Tartust t6o6liste voitlussalkade ja
Punaarmee videosade poolt 1918. a. detsembris, tegutses iihtlasi
noukogude {ilikooli esimese kuraatorina. Kodanluse voimule-
tuleku jdrel nimetati 1919. aastal J. Sarv professori kohusetéit-
jaks, ning H. Jaakson dotsendiks. Kolmandaks matemaatika-
lektoriks kutsuti J. Sarve initsiatiivil Soomest K. Vidisdli
(stind. 1893. a.), kes oli 1914. aastal lopetanud Helsingi iili-
kooli ja 1916. a. omandanud doktorikraadi. K. Vaisdlad ei toota-
nud siin kaua — 1922. aastal podordus ta tagasi kodumaale
Turus sellal avatud soome iilikooli matemaatikaprofessori kohale.
1920. aastal opteerus Eestisse G. Rago, kes kinnitati Tartusse
professori kohusetditjaks. Peatselt ilmusid esimesed eestikeelsed
korgema matemaatika oOpikud: G. Rdgo «Tasapinnalise analiiii-
tilise geomeetria pohijooni» (1921) ja «Matemaatilise analiiiisi
elemendid» (1922) ning J. Sarve «Analiiiitilise geomeetria alg-
kursus» (1924), milledest eriti viimane vaarib veel praegugi
tdhelepanu sisuka ainekasitluse poolest.

Teadusliku enesetdiendamise eesmairgil ldhetati 1923/24 oppe-
aastaks Pariisi H. Jaakson, kellel aasta pérast valmis prantsus-
keelne doktoriviitekiri «Lopmata paljude tundmatutega lineaar-
sete vorrandisiisteemide moningatest tiiiipidest. Interpolatsioo-
nist», mida ta edukalt kaitses Tartus 1925. aastal. See oli esi-
mene tdhelepanuvddrne teaduslik uurimus eesti matemaatikult.
Selles kisitletakse Dirichlet’ .ridadega ja interpoleerimisiiles-
andega seotud I0pmatute siisteemide lahendamist reduktsiooni-
meetodiga. H. Jaaksonist sai 1926. aastal iihtlasi esimene eesti
korraline matemaatikaprofessor. Sellesse ametisse kinnitati ka
J. Sarv 1928. a. ja G. Rédgo 193l. a.

Vilismaal (Gottingenis) kéis end tdiendamas Tartu iilikooli
1917. aastal lopetanud Edgar Krahn (siind. 1894. a.). Ta
omandas seal R. Couranti mojutusel kirjutatud t66 eest «Kolme-
ja mitmemootmelise kera minimaalsuseomadustest» 1926. a.
-doktorikraadi ning asus 1928. aastal t6ole Tartu iilikooli eradot-
sendina. E. Krahn on avaldanud Tartu Ulikooli Toimetistes ja
saksa iihes keskses ajakirjas «Mathematische Annalen» monin-
gaid artikleid, mis on pdlvinud viimasel ajal mitmete uurijate
tdhelepanu. 1941. aastal lahkus E. Krahn Eestist, siirdudes Sak-
samaale.

Tartu iilikoolis kaitses 1926. aastal doktorivditekirja «Lineaar-
ruum kui arvu mbiste topoloogiline alus» tolleaegne giimnaa-
siumiopetaja Jiiri Nuut (1892—1952). Peterburi malmivala-
mismeistri pojana lopetas J. Nuut 1914. a. Peterburi iilikooli
fitlisika-matemaatikateaduskonna ning to6tas peale sojavidest

77



vabanemist aastatel 1921—1928 oOpetajana Narva reaalgiimnaa-
siumis ja Tartu ENKS Tiitarlastegiimnaasiumis. 1928. a. valiti
ta Tartu iilikooli dotsendiks ning 1936. a. sellal avatud Tallinna
Tehnikainstituudi matemaatikaprofessoriks. Tema kolleegiks Tal-
linnas sai Petrogradi {ilikooli 1917. a. I6petanud ja Tartus 1922. a.
magistritood kaitsnud Albert Borkvell (1890—1963), kes
koostas hiljem mitmed korgema matemaatika opikud.

1931. aastal omandas Tartus doktorikraadi J. Sarv 166 eest
«Geomeetria alused». Sellega alustas ta itht vdhestest eesti mate-
maatikute poolt arendamist leidnud uurimissuundadest. Peale
teda avaldasid seejdrel uurimusi geomeetria jirjestusaksioomi-
dest J. Nuut ja Tartu iilikooli 1930. a. lopetanud Arnold
Tudeberg (1936. a-stt Humal; siind. 1908. a.). Teadus-
liku stipendiaadina Géttingenis ja Viinis valmistas A. Tudeberg
ette ja kaitses 1934. a. Tartus oma doktorivéitekirja «Kvadra-
tuur-ridade teooriast ja rakendusmeetoditest», ning asus peale
J. Nuudi Tartust lahkumist vabanenud dotsendi kohale.

30-ndate aastate l6pul ilmus Gunnar Kangro (siind.
1913. a.) ndol voimekas jitkaja H. Jaaksoni poolt alustatud
suunale matemaatilise analiiiisi valdkonnas. Pérast iilikooli lope-
tamist 1935. aastal to6tas Tartu ehitusinseneri perekonnast péri-
nev G. Kangro Tallinna Tehnikainstituudis (1938. aastast Teh-
nikaiilikool) assistendina. 1938. a. kaitses ta Tartus magistri-
(kandidaadi-) vditekirja «Poliincomide ridadest ja nende raken-
dusvdimalustest», millega pani aluse oma hilisematele viljakatele:
uurimistele hajutavate ridade teoorias.

Uldse publitseerisid eesti matemaatikud aastatel 1920—1940
iimmarguselt 25 matemaatika-alast teaduslikku uurimust8. Ees-
pool mainitud toddes esinevate teemade korval koéitis nende
tahelepanu tanaseni lahendamata topoloogiline nelja varvi prob-
leem, mida uurisid J. Sarv, J. Nuut, E. Krahn ja H. Jaakson.

Tosisemast uurimissuunast neil aastail voib vahest konelda
aritmeetika ja geomeetria aluste valdkonnas, kus to6tasid
J. Nuut, J. Sarv ja A. Humal. Siit ldhtusid J. Nuudi esimesed
téod (1935) LobatSevski geomeetria ja selle rakenduste alal
ruumi ja aja teoorias, mis koos tema hilisemate sellealaste uuri-
mustega ® on silmapaistval kohal eesti matemaatikute teadusli-
kus loomingus.

Teadusliku t66 arengut matemaatika alal Eestis kodanluse
voimu aastail pidurdasid tunduvalt selleaegsed kitsad tingimu-
sed. Puudusid voimalused noorte teadlaste ulatuslikumaks ette-
valmistamiseks ja toolerakendamiseks, mistottu wuurijate arv
kasvas vidga aeglaselt. On iisna iseloomulik, et matemaatika

8 Xymaua, A. K., Pa6ornl 3CTOHCKHX MaTe€MaTHKOB 3a TPHAUATbL JeT. —
Maremarnka B CCCP 3a tpuauath Jetr 1917—1947. M., 1948, lk. 1031—1034.

9 Hyr, 10. 10, TeoMerpuss Jlo6aueBCKOro B aHA/JHTHYECKOM H3JI0XKEHHH.
M., HUsn. AH CCCP, 1961.
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korraliste oppejoudude arv Tartu iilikoolis jai muutumatuks kogw
kodanliku perioodi véltel, piirdudes kolme professori ja {ihe dot-
sendi kohaga. Rohkesti tdhelepanu noudis iilikooli oppejoududelt.
tollal matemaatilise hariduse korraldamine. Sellealaste iirituste-
eesotsas seisid G. Rago ja J. Nuut, kes on tuntud ka heataseme-
liste kooliopikute autoritena !°. Mitmeid administratiivseid kohus-
tusi tuli ilikoolis tdita H. Jaaksonil. Teaduslik -uurimist66 pidi
pahatihti jddma tagaplaanile.

1940. aasta murrangulised siindmused toid kaasa mitmeid.
muudatusi ka eesti matemaatikute ellu. J. Nuut sai Tallinna
Poliitehnilise Instituudi esimeseks noukogudeaegseks rektoriks..
TPI matemaatika kateedrisse asusid téole Tartu iilikooli kas-
vandikud A. Garsnek (siind. 1911. a.) ja A, Sdrev (siind.
1902. a.). Tartu iilikooli juures asutati Teadusliku Uurimise
Instituut, moodustati kateedrid, rajati aspirantuur. Kujunesid
eeltingimused teadusliku uurimistéé kiireks kasvuks. Koige selle-
katkestas jarsult faSistliku Saksamaa reeturlik kallaletung Nou-.
kogude Liidule.

Matemaatika sojajirgses Noukogude Eestis

Avarad arenguperspektiivid korgema hariduse ja teaduse ees.
vabariigis avanesid parast Eesti NSV territooriumi vabastamist
Saksa okupatsioonist, kui osutus voimalikuks tédies ulatuses ellu
viia juba varem noukogude voéimu poolt kavandatud samme.
Tartu iilikoolis asutati noore teadusliku kaadri ettevalmistami-
seks aspirantuur, kujunesid voimalused vahetuks kontaktiks
Noukogude Liidus kiiresti areneva teaduse saavutustega. Rahva-
majandus ja haridusvork vajasid {iha rohkem korgema haridu-
sega spetsialiste.

Teiste teadusharude korval hakkas ENSV-s kiiresti arenema
ka matemaatika. Pidrast Tartu vabastamist 1944. a. augustis.
alustasid taastatud iilikoolis uuesti t66d juba korgeealised pro-
fessorid G. Rago, J. Sarv ja H. Jaakson. Kuu aega hiljem
vabastati pealinn, kus Tallinna Poliitehnilises Instituudis asusid
oppetdole selle varasemad oppejoud A. Borkvell ja A. Sdrev ning-
matemaatika kateedri juhatajana A. Humal, kellele 1945. a.
omistati professori kutse. Noukogude Liidu tagalast poérdusid
tagasi J. Nuut, G. Kangro ja A. Gars$nek. Neist asus J. Nuut
ENSV haridusministrina juhtima vabariigi hariduselu, G. Kangro-
ja A. Gar8nek aga siirdusid Oppet6ole, esimene Tartu Riikliku
Ulikooli, teine tagasi Tallinna Poliitehnilisse Instituuti.

1 Prinits, O. Korgema matemaatika algmete kisitlemisest eestikeel-
seis matemaatika Opperaamatuis aastatel 1920—1940. — Loodus ja mate-
maatika, 1. Trt., 1959, lk. 142—-158. Prinits, O. Matemaatika Opetamise
reformimistaotlusi méédunud sajandi 16pul ja kidesoleval sajandil. — Loodus
ja matemaatika, I1I. Trt., 1963, lk. 125—136.
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Senine kaader osutus védheseks Oppetdd korraldamisel uues
avaramas olukorras. Nii kutsuti TPI juurde tdole lisaks senistele
-oppejoududele K. Ratassepp (1898—1960), O. Silde
(stind. 1900. a.), H. Roos (siind. 1906. a.), B. Tiikm a (sfind
1908. a.), O. Rink (siind. 1914. a.) ning monevorra hiljem
N. Paluver (siind. 1910), kes koik on Tartu iilikooli varase-
mad kasvandikud. TRU juures jatkas t66d A. Ruubel (siind.
1899. a.), esialgu assistendina, 1949. aastast dotsendina. Esi-
mesel sOjajdrgsel Oppeaastal l1opetasid TRU S. Riives (siind.
1919. a.) ja J. Gabovits§ (siind. 1914 a.), kes jdid modlemad
iilikooli juurde, S. Riives assistendina ja J. Gabovit$ esimese
.aspirandina.

Tédhtsaks siindmuseks vabariigi teaduslikus elus oli Eesti
NSV Teaduste Akadeemia asutamine 1946. aastal. Esimeseks
akadeemikuks matemaatika alal valiti J. Nuut. 1951. aastal sai
akadeemikuks ka A. Humal.

Tartu iilikoolis kujunes matemaatika-alase teadusliku t66 juh-
‘tijaks G. Kangro, kes 1948. a. omandas doktori kraadi todde
eest hajuvate ridade summeerimismenetluste teooria alal ning
kinnitati 1951. a. professoriks. 1961. aastal valiti prof. G. Kangro
ENSV Teaduste Akadeemia korrespondentliikmeks.

Alates 1950-ndaist aastaist hakkas eesti matemaatikute kol-
lektiiv kiiresti tdienema noorte TRU I16petanud pedagoogide ja
teadlastega, keda ootas avar t66pold. Uha laienevate TRU ja
"TPI kateedrite korval vajasid matemaatikuid 1951. a. asutatud
Eesti Pollumajanduse Akadeemia, teaduste akadeemia siisteemis
1960. a. loodud Kiiberneetika Instituut ning muidugi vabariigi
‘koolivork. Uusi kaadreid ndudis elektronarvutitega varustatud
arvutuskeskuste rajamine TRU juurde 1959. aastal ja Kiibernee-
tika Instituudi juurde 1960. aastal.

Ainsaks matemaatikute kaadri sepikojaks ja ka matemaatika-
alase teadusliku té6 juhtivamaks keskuseks vabariigis on kies-
oleva ajani endiselt jadnud Tartu iilikool. Manalasse varisenud
teenekate professorite J. Sarve, H. Jaaksoni ja pensionile siir-
dunud G. Rdgo asemel korraldavad siin niiiid oppetéod prof.
‘G. Kangro korval teoreetilise mehaanika professor U. Lepik
ning arvukalt noori matemaatikuid eesotsas dots. U. Kaasiku,
dots. U. Lumiste, dots. O. Prinitsa, dots. E. Tamme,
dots. L. Vohandu, dots. I. Kulli, dots. E. Reimersi,
dots. S. Baroni ja teistega. Tunduvalt on laienenud TPI
matemaatika-alased kateedrid, kus vanemate oppejoudude prof.
A. Humala, dots. A. Séirevi, dots. A. Gar3neki, dots. O. Riinga,
dots. N. Paluveri, dots. k. t. O. Silde jt. kérval tootab arvukalt
‘nende noori kolleege Eesti Pollumajanduse Akadeemiasse on
t6ole siirdunud dots. A. Ruubel, dots. J. Gabovits, S. Riives jt.
TA Kiiberneetika Instituudi kollektiivis téotavad fiilisika-mate-
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maatikakandidaadid I. Petersen, M. Tamm ja terve rida
veelgi nooremaid matemaatikuid.

Ulatuslikult on kasvanud matemaatika-alase teadusliku
t66 maht vabariigis. Eesti NSV matemaatikud on aastatel 1944—
1963 avaldanud iimmarguselt 320 uurimust!'. Juhtivamateks
suundadeks on olnud 2 prof. G. Kangro ja tema opilaste 1. Kulli,
E. Reimersi, S. Baroni, E. Jiirimde, T. Sormuse, F. Vichmanni,
E. Tiidu jt. téodes arendatud ridade teooria, samuti prof.
G. Kangro suunamisel tema opilaste L. Vohandu, U. Kaasiku,
E. Tamme poolt viljeldud arvutusmeetodite suund, milles on tei-
nud uurimusi ka Tallinna matemaatikud A. Humal, N. Paluver,
I. Petersen, S. Ulm, M. Levin jt. ning Tartus J. Gabovits,
L. Kivistik, R. Jiirgenson, G. Vainikko jt.

Sojajargseil aastail on Noukogude Eestis edukalt arenenud
ka kujutav geomeetria, mille teoreetilisi probleeme on uuritud
nii Tallinnas (A. Humal, O. Riink, N. Paluver jt.) kui ka Tartus
(A. Ruubel, S. Riives). Viimastel aastatel on laienenud uurimu-
sed mitmemoodtmeliste ruumide diferentsiaalgeomeetria (U. Lu-
miste, R. Mullari, M. Rahula, L. Tuulmets) ja selle rakenduste
(O. Silde, B. Tiikma jt.) alal, samuti algebras (varem M. Tamm,
I. Petersen, viimasel ajal J. Hion, Jevg. Gabovit$ jt.).

Koige nooremaks uurimissuunaks vabariigis on kiibernee-
tika. Automaatse tolkimise probleeme on uuritud TRU arvutus-
keskuses (U. Kaasik, A. Korjus jt.) ning TA Keele ja Kirjanduse
Instituudis (R. Palm, T. Tobias). Programmeerimise meetodite
alal tootatakse nii Tallinnas kui Tartus. Usna noor on majan-
dusmatemaatika suund, milles on uuritud transpordi probleemide
lahendamist (I. Kull jt.), optimaalsete kiilviplaanide koostamist
(U. Kaasik, T. Akkel) ning tehase t66 planeerimist (U. Kaasik,
R. Mullari jt.).

Eeltoodust ndhtub kédesolevale ajale koikjal iseloomulik mate-
maatika kiire areng nii siigavuti kui laiuti, mis Eesti NSV-s
paistab varasema perioodiga vorreldes eriti silma. On minevikku
vajunud need ajad, mil iilikooli l6petanud matemaatikut ootas
kitsas toopold, heal juhul koolis voi kindlustusseltsis. Matemaa-
tiku elukutse on meie vabariigis tousnud ausse, eesti matemaati-
kute ees on rida olulisi iilesandeid, mille lahendusi ootavad nii
teadus kui rahvamajandus.

11 Vt. Maremaruka B CoOBeTCKOH DCTOHMHM 3a MOC/AefHWe ABaAlaTb JeT. —
TRU Toimetised, vihik 150, 1964, lk. 12—52 (sisaldab biobibliograafia aastate
1944-—1963 kohta).

12 Vi, eelmine allviide; samuti Kangro, G, Matemaatika arengust
Tartus aastail 1917—1957. — Téppisteaduste sektsiooni esimene . konverents.
Trt., ENSV TA Loodusuurijate Selts, 1959, lk. 5—14.
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ARVUD EESTI RAHVALUULES
E. Laugaste

Eriline koht rahvaluule poeetikas on arvudel. Arv maérgib
seda, mis on iihist koigil juhtudel, kus on tegemist mitme voi
hulgaga. Arvud baseeruvad inimest {imbritsenud esemete, olen-
dite ja nahtuste arvestamisel ja loetlemisel (ka need, mis on
seotud maagiaga, sest seegi on vilja kasvanud omaaegse ini-
mese arusaamisest ja oma iimbruse télgitsemisest, tasemest,
millel inimene vastaval momendil asus). Arvudega voidakse vél-
jendada nii ndhtuste konkreetsust kui suhtelisust, viimase hulka
kuulub ka rahvaluules nii sagedane hiiperbool.

Enamasti on arvud rahvaluules ikka seotud mingite konk-
reetse esemetega, sest inimene motleb konkreetselt. Jargmine
rahvalaul kinnitabki, kuidas arvud realiteedist vilja kasvavad:

Uks ei ole iihtegi,

kaks silma kassil peas,
kolm jalga vokil all,
neli nisa lehmal,

viis sorme mehe peos,
kuus naela hobuse rauas,
seitse tdahte taeva soelas.

Arve kasutati, nagu 6eldud, suhteliste olukordade (naiteks:
suurem, viiksem, palju jms.) iseloomustamiseks. Eri funktsioon
oli sealjuures suurtel ja viikestel arvudel. Kui vdikesed arvud
enamasti ldhtuvad inimest {imbritsevatest konkreetsetest olukor-
dadest, siis suurematel arvudel on suhtelisuse osa iildiselt palju
suurem. Jargnevalt vaatlemegi iiksikute arvude kasutamist
rahvaluules veidi ldhemalt.

Uks on rahvaluules sagedasti kasutatav arv. Kui aga tege-
mist on selgesti ithe esemega, voi kui iiht pole eriti réhutatud,
jdetakse ta sonalises viljenduses ara, eriti lauludes: Korra (kuu)
touseb, teise lopeb, | korra kasvab, kaks kahaneb.

Arvu iiks mainimine rohulises asendis on paratamatu: Meil
ks, teil aks, igas peres iiks. (Ahjuroop.)

Arvu iiks vbidakse kasutada terviku ja osa suhete markimi-
seks: Tiadruk ihe silmaga. (Noel.) — Must lehm, its kérv, iits
nisa. (Teekann.) — Uks kala, kaks saba. (P0ll.)
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Arvul iiks on ka vastandav sisu: Uks kuusk kullamacl, teised
kuused kummardavad. (Pastor ja kirikulised.) Samuti ka-ufa
takse teda loeteludes: Uks auk, kolm v6dd, kaks korva. (Pany.)

Kaks on tavaliselt seostatud kooskdivate esemetega. Inime:cl
voi loomal on kaks silma, korva, jalga, kidtt: Kaks rebast, fcine
teisel pool mdge. (Silmad.) Esemetel on ikka kaks poolt (kiilge,
kanti), kaks otsa. Kiigele asetuti: Teene teese otsa peale. Kiige
katsumisel kiisiti: Kas see kannab kahte noorta? Ema hauale
astuvad kaks vaeslast. Mone muinasjutu peategelaseks on kaksik,
kaks vastastega vorreldes norka last, kes tdidavad iihesugust
osa. Seesugust tegelaste paigutust nimetab taani uurija A. Olrik
kaksikute seaduseks. Ka mees ja naine voivad koos moodustada
peategelase, neist iiks on siis formaalne peategelane, nagu mui-
nasjutus «Kalamehest ja kalakesest». Klassikaline muinasjutu
seadus on tegelaste asetumine dialoogivahekorda ainult kahe-
kaupa (A. Olriki poolt nimetatud "lavalise kaksuse seaduseks).
Kaks on iihtlasi vastandav arv. Eepilistes teostes on tegelasel
vastane. Ka kontrasti seadus baseerub ju arvul kaks.

Arv kaks esineb vahel veel maagilistes vormelites (naiteks
jédra taltsutamise sonu saadab 2 160ki jdédrale) ja moningates
teistes olukordades: siinnitav emis s66b dra kaks porsast. Mois-
tatus: Kaks kord sinnib, itks kord sureb. (Lind.)

Rohkemat kui kaks viljendatakse sonadega «kaks ja peale
ka»: Haudus kuu, haudus kaksi, | peale kuu pdeva kaksi.

Kolm esineb rahvaluule koigis liikides (A. Olrik formuleeris
isegi muinasjuttude kolmarvu seaduse). Arv kolm tdhendab
tavaliselt kolme kokkukuuluvust, eseme vo6i nahtuse vaatamist
eri aspektidest, loetlemist ja gradatsiooni. Kolm on hulk, mida
inimene suudab eksimatult meeles pidada. Kolme eseme kombi-
natsioone tunneme ka etnograafias: naistel on kolme topiga
miits, hang on kolmeharuline jne.

Lauludes, moistatustes ja muinasjuttudes esineb kolm venda,
tegelast, tegevust, katset, neidu, kosilast, hdrga, lehma, metsa,
jarve, aita: Kolm neitsit seisavad ilhes riides suvel kui ka tal-
vel. (Kuusk, mind, kadakas.) — Meri kolme tulba otsas. (Kalja-
astja.) Kolm voib olla vahel ka vastandavas tdhenduses. Mui-
nasjuttude kolmest vennast kaks vanemat on koigiti dhesugu-
sed, neile vastandiks on noorim, kes on eepilise tegevuse seisu-
kohalt koige tdhtsam ja kujunebki jutu peategelaseks, dhtlasi
vanemate vendade vastandiks ning konkurendiks.

Mitmesugustes taigades on kolm erakordselt sagedane: kolm
160ki vastu ahjunurka, vastu maad, vastu mond kehaosa; kas-
takse kolm korda siilitada, aevastada, issameiet lugeda, liigu-
takse kolm korda iimber eseme, tehakse kolm piiramisringi pari-
voi vastupdeva, kolm risti, loetakse kolm teksti; lehmale, kes
pulliga ei lepi, antakse kolm 166ki jahukotiga jpm.
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Kolm voib olla kombineeritud kolmega, nagu jargmises mois-
tatuses: Teil kolm, meil kolm, igas peres kolm. (Ahjuroop, luud,
labidas.) Samuti voib ta kombineeruda teistegi arvudega, néit.
iitlemises: «3 X 9 penikoormat», voi terviku ja osa suhetes: Uks
hirg, kolm sarve. (Kolmeharuline hang.)

Kolm esineb tihti ka konekdindudes: Ei oska kolmeni lugeda
(= rumal). Ei oska kolme kah lugeda (= kohkunud, illatunud).
Ei ole aru kolme kopika eest.

Nelja eseme kombinatsioone pakub inimese iimbrus palju:
toal on neli nurka ja neli seina, lehmal neli nisa ja neli jalga,
voodil ning toolil on neli jalga, laud on neljakandiline, naistel
nelja sopiga miits, toaaknal on enamasti neli ruutu, kuus on neli
nddalat jne. Sellele vastavalt neli méargibki eseme voi organi
iiksikosi: Liha tantsib nelja raudtaldriku peal. (Hobune.) — Ait
nelja tulba pddl. (Loom.) — Enne mind siindis, aga alles nelja-
nddalane. (Kuu.) — Neli toas, kaheksa 6ues. (Maja nurgad.) —
Neli jalga, kaks jdlge. (Regi.) — Neli neidu, kiimme peigu.

(Labakindad.) — Uks ait, neli nurka, iga nurga all nael rauda.
(Hobune.) — Neljajalgne kasvatab, kahejalgne katkestab.
(Kasukas.) — Miiiidud tiitar neab laulus oma ema lehma: Nisa
verda, teine wvetta, | kolmas piimada punasta, | neljas véida
ruugeeta.

Monikord kasutatakse arvu neli ka teistes kombinatsioonides:
laps kidib neljakdpukil, joomar neljatoliakil; maagilist toimingut
tehakse vahel neli piihapdeva jérjest.

Viis on pool kiimnest. Inimesel on viis sorme ja varvast,
reherehal viis pulka: Valge hdrg, viis pddd. (Jalg ja varbad.) —
Vabadiku saun, viis meest sees. (Kinnas.) — Uks uks, viis tuba.
(Sormkinnas.)

Muistendeis nouab kodukiija oma eluaegselt volgnikult tagasi
viit kopikat (vrd. konekddnd: Tagasi nagu viis kopikat). Algriimi
tottu koneldakse viiest vennast. Oues on viis aita, mis maérgib
rikkust. Viie kombinatsioonidest mirgitagu viis korda viit: Mul
on kodo viisi vendd, [ igdl venndl viisi kirvest.

Kuus kodarat on reel (kelgul), kuus naela hobuse rauas:
Kuus jalga, kaks jilge. (Kelk)) — Vana hobune, kuus Fkiilje-
luud. (Lootsik.)

Arvu kuus esineb rahvaluules siiski iisna vahe, vahel veel
rahvajuttudes.

Seitse on pédevade arv nddalas, seitsmesilmakiri on kindakiri,
vikerkaares on seitse vérvi, seitse tdhte taeva Soelas: Seitse linti
iile ilma seatud. (Vikerkaar.) — Uhel emal seitse last. (Nidal.)
— Siidikeral seitse auku sees. (Pea.) — Must koer, valge kurgu-
alune; kuus pdeva magab, seitsmendal haugub. (Pastor.) Kui
umbkaudselt véidetakse, et nditeks vesi kusagil tousis seitse
jalga, siis ldhtub see vist kiill siillast.
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Mida suuremaks muutuvad arvud, seda suuremat relatiivsust
nad viljendavad. Nii ka seitse vastab juba mbistele «mitux:
Seitse pdeva kannatust ja kolm tosinat taskurdtikuid. (Nohu.) —
Uks seljali maas, seitse segavad sees. (Leemekauss ja lusikad.)
Nendes niidetes on voimalik liikumine seitsme piirides, ei ole-
tata aga tdpselt seitset (pdeva, lusikat). Suurema hulga korral
voib seitse monikord tdhendada ka «palju». :

Laenuline niib olevat konekddnd: vbta oma seitse asja ja
mine (= vota oma asjad). Pilkealusest {iteldakse: Suu oli
seitsmesopiline. Kui kellegi kohta iiteldakse, et fema jutt on
seitsmetahuline, siis tdhendab see: mitmest kohast kokku lapi-
tud, segane. Samuti esineb seitse maagilistes vormelites: kas-
takse lugeda mingit teksti seitse korda eespidi, seitse taaspidi.

Tuntud on muinasjutu seitse venda v06i kalendri seitsme
venna ja seitsme magaja pdev. Seitse venda voib reflekteeruda
ka moistatustes, tdhenduses «palju» voi «mitus: Seitse venda
ithes kindas. (Hernekaun.)

Kaheksa on rahvaluules vidhe esinev arv. Teda kasutatakse
iildiselt koos teiste arvudega: Uks kass, kaheksa jalga. (Regi.) —
Kaheksa jalga, kaks jdlge. (Regi.)

Uheksa esineb vidga harva konkreetses tdhenduses: Uheksa-
keeleline kéis. Uheksast lapsest saab kolm poissi ja kolmest poi-
sist itks tugev mees. Torjemaagia tunneb iiheksat s6lme.

Peamiselt esineb itheksa tdhenduses «palju, mitu»: Hdrg
magab iiks aasta, ase seisab tiheksa aastat. (Heinakuhi) —
Uhel mehel iiheksa silma. (Pajakook.) — Uhe mehe moistus,
itheksa mehe joud. (Karu.) — Uks ema, itheksa last. (Kartul.)

Kiimme esineb konkreetses tdhenduses seetdttu, et inimesel
on kiimme sorme, varvast. Koneldakse inimese kiimnest kiiiinest,
mille varal ta on enese iles t66tanud. Kiimme meest kiigutavad,
mida rohkem kiigutad, seda rohkem laps nutab. (Lootspill.) —
Kaks valda, kiimme teopoissi. (Kied.) Ka on moningail esemeil
kiimme osa, néiteks rattal kiimme kodarat.

Rohkem kasutatakse kiimmet aga suhtelises mottes, niiteks
konekddnus: Kimme korda lubab, aga kordagi ei tiida. Sama
tiiipi on ka moistatus: Kimme hkurge kiiiirutavad tihe vaagna
veere peal. (Lusikad kausi serval.) Kiireks peastlahendamiseks
on tuntud iilesanne kahe kiisimusega: Uks inimene, mitu sérme?
Vastus 10. Kimme kdlt, mitu sorme? Eksivastus 100.

Tegelikus rahvapérases arvutuses esineb kiimnelist grupeeri-
mist: suitsusilke miliidi kiimnekaupa, samuti kapsataimi.

Kaksteist kuud on aastas: Mees 12 nioga. (Aasta.) Kaksteist
moodustab tosina, aga tosinakaupa osteti poest nédpe, haake,
omblusnodelu jm.

Suhtelise tdhendusega on 12 jargmises moistatuses: Uits
tamm, kaitstbist ossa, egdh ossah kaitstéist muna. (L&its))
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Kolmteist kuud olnud vanasti eestlaste aastas (vt. Abriss der
estnischen Volkskunde. Tallinn 1964, lk. 236.) !. Usk kolme-
teistkiimnesse kui onnetusearvusse on rahvusvaheliselt laialt levi-
nud, eriti nn. suurlinna-rahvausundis. Eesti rahvauskumustes on
seda viahe kasutatud.

Suured arvud leiavad kasutamist oluliselt ikka relatiivses
mottes, nad vidljendavad suurt defineerimata hulka. Selles funkt-
sioonis on arvud juba umbes kahekiimnest alates. Siitpeale
tabame peaaegu ainult kiimneid. Erinevaist kombinatsioonidest
toome jargnevalt vaid moned olulisemad. :

Seitsekiimmend dlikonda, koik ilma haakideta. (Kapsas.) Eba-
maiidrase ajaloolise tagasivaate korral iiteldakse — see oli 70
aasta eest (voib-olla on selle arvu kasutamist mojutanud tradit-
sioonis oletatav inimese eluiga).

Uheksakiimmend iiheksa esineb vaid tdhenduses «palju»: 99
istuvad laudas, isi tulijad, isi minijad. (Raibe ja kaarnad.)

Sada esineb nii konkreetses kui suhtelises tdhenduses. Saja-
kaupa loeti kalapiiiigiartellis kalu, linakitkujad ja -raatsijad
lugesid linapeosid ja sajaga arvestati vist muudki (kapsataimi).

Huvitavaid andmeid on Saaremaalt kalade arvestamise ja
lugemise kohta. Toome vastava iileskirjutuse tervelt.

«Sorulased miisid vanasti ning midvad praegugi veel kalu (rdimid)
ikka sadade kaupa. ‘Tulgu miiddav arv mitme tuhande peale, kuid
siiski kestab sadade lugemine ikka edasi, nditeks: 10 sada, 15, 20, 30 sada
ja nénda edasi, kuna tuhandeid arvesse ei vddta. Mitte itksi miiimise korral
ei arvesta kalurid kalu sadade kaupa, vaid ka rannas oma keskel. Niiteks
kui keegi tuttav kalurilt kisib: «Noh, kudas tina é66se kalapiiiik oOnnistas
kah?» vastab see, kui kalasaak keskmine: «Ei véi nuriseda, saime oma paar-
kiimmend sada mehe pdilt.» Kaladeks kutsutakse ainult rdimed, kuna teised
ddrkalad kala nime ei kanna, nagu tursad, lestad, haavid jne.; neid kutsutakse
ikka nimepidi.

Kalu loeti miiiigi ajal vanasti jargmiselt: véoti kaks kala korraga pihku
ja alustati peale: iihest kuni kahekimneni loeti harilikul wviisil, kuid siis
algas: iiks kolmat, kaks kolmat, kolm kolmat, neli kolmat, viis kolmat, kuus
kolmat, seitse kolmat, kaheksa kolmat, iheksa kolmat, kolmkiimmend, iiks nel-
jat jne. — kuni neljakiimneni, iiks viiet — kuni viiekiimneni. Niidd oli (ks
sada juba loetud, ja kui kalu suuremal arvul sai védtud, siis pandi ks kala
eraldi kdrvale ja alustati uut sada lugema, mis niisama ka toimetati, ning
jillegi itks kala korvale pandi, esimese juure. See kordus seni, kuni néutav
kalade arv tdis sai, kusjuures eraldi pandud kalade jirgi sai loetud kalade
arvu kontrollitud.» (E 66874/6 (13) < Jiamaja, Torgu — A. Kuldsaar 1930).

! See arvamus on vaieldav. L. E. Maistrov kirjutab oma veel avalda-
mata uurimuses «Puukalendritest FEestis» (kisikirja siilitatakse ENSV TA
Loodusuurijate Seltsis): «Ma kuulsin Eestis korduvalt, et muistne eesti kalen-
der oli kuukalender ja sisaldas 13 kuud. Kuid iihtki kalendrit 13 kuuga mul
ei o6nnestunud leida. Minu arvates see eksiarvamus voib tekkida seoses asja-
oluga, et ruunikirjas kalendreid oli sageli sobiv valmistada 13 lauakesel
mirkides igale kiiljele kaks nddalat. Kuid me ndgime, et ruunikirjas kalend-
reid valmistati ka teistsugusel arvul lauakestel (6, 7 jne.). See ei tihenda
aga sugugi, et aasta jagunes 6 vdi 7 perioodiks. Samuti ei jagunenud ta ka
13 kuuks.» (Toim.).
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Rohkem esineb sada kiill suhtelises arvestuses. Niiteks rahva-
laulus «Laisk kalamees» on virsipaar: Sain ma sada siiakesta, |
viiskiimmend vimmakesta. Kui tahetakse viita «palju aastaid
tagasi», iiteldakse tihti: saja aasta eest. Esemeist, millel on palju
eraldatavaid osi, kuid nende arvuline tabamine vidga raske,
antakse ainult iseloomustav i{ildmulje i{immarguste arvudega:
Keha amar, sada silma peas. (Soel.) — Uks sant, sada mantlit.
(Kapsapea.) — Uks saun, sada akent. (Puuriit.) Siia kuulub ka
kézekéiéind: Olen sulle seda sada korda (= palju kordi) iitel-
nud|

Tuhat esineb peaaegu ainult suhtelises mottes, harilikult mit-
mesugustes kombinatsioonides, nagu tdnuavaldus: Ole sa fuhan-
dest (= tuhat korda) ferve! Suure kiiruse arendamise puhul
iiteldakse: fuhat ja nelja kihutama. Kirumissénana kasutatakse:
tuhat ja tuline ~ tuline fuhat. Kui mingi asi (raha) on lopukor-
rale joudmas, tteldakse: see on viimase tuhande peal. Siia kuu-
luvad ka mitmed moistatused: Tuhat toomelehte, sada saarelehte,
kaks kaanelauakest. (Raamat.) — Uks linn, tuhat akent. (Sorm-
kiibar.)

Ebaméiraste arvuliste moistete véljendamiseks on rahva-
luules rohkesti voimalusi.

Paar tihendab iildiselt kahte. On paarisrahvas ehk abielu-
paar; loomi voi linde voib olla paar jne. Paar on ka kiinnihargi:
Sealt saab paari ikkehirgi, | teise paari karjahdrgi, | kimme
paari kinnihdrgi. Samuti on paar kdibel kaubanduses: paar
mune, paar Kingi, pastlaid; paar kiddre, lambaraudu jm.

Kui aga iiteldakse: ootasin paar tundi, kdisin paar korda,
mul on paar rubla raha, siis ei ole kindel, et tegemist on kahega.

Rahvaluule tunneb ka paaris- ja umbarvu (paarituarvu).
Kombestikus (ndit. pulmakommetes) on mones situatsioonis nou-
tud paaris-, mones paarituarvu.

Palju tdhenduses kasutatakse enamasti suuri arve. Samas
tahenduses voib olla aga ka arvude alanev rida: Hunt séi 1000
tutanit, 100 sarvikut, 50 vibunina, 60 kompajalga (= lambad,
lehmad, sead, hobused).

Lugematult suure hulga tihenduses leiavad kasutamist mois-
ted must tuhat, must miljon. Eriti suure arvu méarkimiseks kasu-
tatakse veel sama arvu kordamist (nagu rahvaluules iildse sel
teel viljendatakse superlatiivsust): Tuhat-tuhat, sada-sada, iihe
korraga 166b maha. (Heinaniitmine.) Sama tulemus saavutatakse
loetlemisega: Uks tuhat, kaks tuhat, jumal teab mitu tuhat soit-
vad siidi silda moédda raudsesse linna. (Herneid valatakse
patta.)

Jirgarvude reastamine on rz.ahvaluules sagedane, seda kasu-
tatakse viga mitmesugustes kombinatsioonides (eriti lauludes).
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Suhteliselt harva aga leidub reastamist iithest kiimneni vaélja:
Mullu join murekarika, | tdnavu joon teese tdie, | kolmat tdita
tdidetdsse, | nellis laanib laua pedle, | viies pilgub piekerissa, [
kuues kuormale sdetud, | seitsmes liigub linnassisse, | kahessa-
mat kallatasse, | ithessdmdt iirjitdisse, | kitmnemdt maha kilvd-
tasse.

Enamkasutatavaid reakombinatsioone on palju, koige sage-
damini esinevad siiski jargmised: 1—3; 1—4; 1—5; 1—6; 1—7;
5—10; 6—10; 10—9, 2; 10—S5.

Murdarvudega tegeleb rahvas védhe. Nendest esinevad vaid
pool (pool muna; teeme pooleks! Poolkuu. Parem pool muna kui
tihi koor. Kolm tuhat ja iiks pool) ja veerand (veerandtoopi —
kortel, veel kdib kortel pikkusemooduna = veerand kiiiinart;
kuuveerand (Kreutzwaldi «Kalevipojas» kortel)), vahel ka osa
(tahenduses: terviku jagatis selle arvuga, mitu jagajat osa votab;
niiteks kolmas osa).

Tuleb silmas pidada, et arvude kasutamist tingib paljudel
juhtudel algriim (peaaegu koigis liikides) ja arvud omakorda
tingivad moningaid sonu kontekstis. Vanasonas «Parem kaks
kargamas kui viis vingumass on arvsonad tingitud sonadeks,
sest tdhtis oli litelda, et paremad on roomsad kui virisejad.

Laulus, mis koneleb moisapodllust, on iiteldud: Viis on vaimu
vdlja pealla, | kuus on kubjasta jdrella, | kiimme kiljemdétijada.
Ka siin on primaarsed just vaim ja kubjas. Samuti tuleb algriimi
moju otsida tekstides, kus koneldakse kolmest kiitinrast, viiest
vaksast jms.

Peale arvude leiavad ka koik aritmeetilised tehted rahvaluu-
les selle- voi teistsuguse véljenduse.

Liitmise niiteid voib kohata moistatustes: Kolm jalga, kaks
korva, kuues on koht. (Astja.) Samuti liitmisega seotud naljan-
dites: Mulgi peremehel on laisk poeg. Kord peidab poiss end
aida alla, kust isa ta lopuks kitte leiab ning kiisib: «Mis sa seal
teed?» — «Ma piiilan hiiril» — «Palju kdtte said?s — «Kui ma
selle kitte saan, keda ma piiiian, ja veel kaks, on kolm kdes.»

Lahutamist esineb arvmoistatustes, mis aga niivad hilist
algupdra olevat. Niiteks jargmine: Tits seisab piisti, seitse jalga
korge. Seatigu ronib iga pdev kolm jalga iilespoole, d0si vajub
kaks tagasi. Mitmendal pdeval saab tigu tiku otsa?

Korrutamist on eriti palju lauludes ja vanasonades. Toome
siin néite jatkuvarssidest: Pold on kolmenurgeline, | igas nurgas
kolmi napra, | igas nabras kolmi vihku, | igas vihus kolmi
korta, | igas kérres kolmi peada, | igas peas kolmi ivada. Jirg-
nev vanasona asjade ja olendite eluea kohta on samuti {iles ehi-
tatud kolmekordsusele: Aed seisab kolm aastat, koer kolme aia
iga, hobune kolme koera iga, inimene kolme hobuse iga.
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Jagamiseks voib lugeda rahvaluules esinevat arvude reasta-
mist vdhenemise suunas (antikliimaks), nagu nditeks «Suure
hirja laulus» kasutatav rida 1000 — 100 — 10: Tuhat vaksa turja
paksu, | sada siilda sarved pikad, | kiimme kiiiinart kiiljekonti?.
Rohkelt niiteid on saja jagamisest kahega: Sada siilda panin
sangaleppa, | viiskiimmend visa pddakat. Sama esineb ka nal-
jandeis: Hirmunud poiss on ndinud metsas sada hunti, teised ei
usu, kdsivad vdhendada. Poiss vdhendabki jdrjekorras 100 —
—50—25—10—5—1—0. (Algul jagatakse kahega, 25 kahega.
ei jagu, kiill aga 10, 1opuks jagatakse juba viiega.)

Rahvasuus leidub ka moningaid péris keerukaid mitme teh-
tega iilesandeid, mis osalt kiill voivad pédrineda kirjandusest,.
aga nad on rahva hulka iisna tugevasti juurdunud. Toome jirg-
nevalt moned néited.

Isa, ema ja kaks poega pidid minema iile joe. Paat vitlis peale 70 kilo,.
isa ja ema kaalusid kumbki 70 kilo, pojad kokku 70. Kuidas saadi iile?

Uks hani oli maas, suur kari lendas iilal. Hani kiisis lendavate hanede
kdest: «Kuhu te lihete, sada hane?» Ulalt vastati: «Meid ci ole sada. Kui
meid oleks iiks kord rohkem ja pool kord rohkem ja veerand kord rohkem..
sa ise hulka ka, siis saab sada.» Mitu hane oli?

Arvusiisteemidest tldluntud ja vana on kiimnendsiisteem.
Selle algeid tabame vist kiill mé6dunud aastatuhandesse kiiiin-
divas, eespool tsiteeritud «Suure hirja laulus» (moodud on kiill
hiljem substitueeritud). Vanas «Miiiidud neiu laulus» on juttu
neiu eest saadud naturaalhinnast: Kimme matti k6omenida, |
sada salve rukki’ida, | tuhat tinderit nisuda. Soome-ugrilastel
iildse on muinasajast peale valitsenud kiimnendsiisteem. Selle-
slisteemi suure vanuse toeks voib olla ka iidne s6naiihend lugu.
tdais tdhenduses kiimme téis, sest lugu tdhendas juba ca 3000 a..
tagasi kiimmet. Tlivest lugu tuletub ka lugema.

Arvudest eesti rahvaluules voiks veel paljugi rddkida. Kies-
olev kirjutis on aga moeldud vaid selle huvitava teema uurimi-
sele virgutamiseks ja koigepealt tdiendavate andmete kogumisele:
juhtimiseks, mis koik on alles eelduseks adekvaatsele kasitlu-
sele.

2 Sild on igivana pikkusemdodl, mida kasutati ndé6ri jm. modtmiseks-
ning saadi laialisirulatnd kite vahest iile rinna. Vana moodt on ka kiiiinar:
poidla dmbert kuni kiiinarnukini ja tagasi. Ametlikus moédodustikus Tsaari-
Venemaal olid kasutusel molemad kindlas pikkuses, esimene 2,1336 m, teine
0,5334 m. Laulus vaisid moodud acgade jooksul muidugi asenduda.
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UUS TAIENDUS ULIKOOLI

PERELE

E. Tiit

Igal suvel ja siigisel huvitab koiki
matemaatikuid jdrelkasvu  kisimus.
Heidamegi pilgu tdnavusele mate-
maatikutepere tdiendusele.

Avaldusi matemaatikaosakonna
viiekiimnele kohale astumiseks lae-
kus 80 tiimber, sealhulgas ligi paar-
kiimmend (neist 8 medaliomanikku!)
véljastpoolt meie vabariiki. Erinevalt
eelmistest aastatest ei tehtud ténavu
vastuvotul vahet arvutusmatemaati-
kute ja kiiberneetikute vahel. Spet-
sialiseerumine algab III kursusel, kui
iiliopilastel on juba tekkinud ette-
kujutus ainetest, millega neil tuleb
tegelda. Toepoolest, viga paljud ili-
opilaskandidaadid ei osanud ka sec-
kord tdpsemalt maédratleda, milline
matemaatikavaldkond neid eriti huvi-
tab (keskkoolimatemaatika pdhjal on

seda ka kiillaltki raske teha). Siis-
ki oli moningatel noortel kindel
huvisuund vélja kujunenud: suhte-

liselt palju leidus <«arvutihuvilisi», oli
‘ka neid, kes soovisid oppida biofiiii-
sikat, kiiberneetikat, teoreetilist meh-
haanikat, algebrat ja geomeetriat.
Jdab vaid loota, et need huvid jda-
vad pisima ning siivenevad, sest
individuaalplaani alusel on voimalik
spetsialiseeruda  koigile  nimetatud
aladele, aga ka reale teistele (ma-
jandusmatemaatika, matemaatiline
loogika, matemaatiline statisti-
ka jne.).

Umbes veerand iliopilaskandidaati-
dest tuli tootvalt too6lt, omades véahe-
malt kaheaastast toostaazi, kuid ai-
nult dksikutel vastas see erialale.
Noored, kes tulid tlikooli otse kooli-
pingist, olid peaaegu eranditult saa-
nud koolidest soovituse matemaatika
(iildiselt matemaatiliste ainete) oppi-
‘miseks; matemaatiliste ainete hinded

90

nende kiipsustunnistusel olid neljad-
viied, 30% vastuvoetud iiliopilastest
olid medaliomanikud. Kahju on sel-
lest, et osakonda ei tulnud seekord
edasi Oppima tugevaimad noored
matemaatikud — vabariiklikul oliim-
piaadil esikohti saavutanud kooliopi-
lased.

Sisseastumiseksamid toimusid kahes
profileerivas aines — matemaatikas
(suuline ja kirjalik) ning fiiiisikas
(suuline) ja taiendavalt veel eesti
keeles (kirjand). Iga eksamiga vi-
henes kandidaatide arv 1-—3 vorra;
onneks polnud aga kadu suurem ka
kiillaltki keerulise kirjaliku cksami
puhul (vt. kidesolev kogumik, lk. 105,
variandid I—IV). Olgu maérgitud, et
hinde «5» saavutamiseks oli tarvis
lahendada téiesti korrektselt ja koigi
seletustega neli iilesannet, kusjuures
viies (jdrjestus ei ole oluline) vais
olla lahendatud poolikult. Sellega
said hakkama 13 iilidpilaskandidaati,
hindele «4» sooritas kirjaliku eksami
17 tulevast matemaatikut. Profileeri-
vate ainete kdigil eksamitel said hin-
de «b» Kaarel Allik, Sirje Kirsi-
m d e, Mihhail L anin, Peeter Milk,
Silvi Noomen, Olavi Pihkva ja
Ants Riescn.

Halvem oli aga kahjuks lugu eesti
keele kirjandiga. Ei tohi nimelt unus-
tada, et ka matemaatikutel on kirja-

oskust paris hadapdrast tarvis: ei
saa ju matemaatilisi todesid kirja
panna  ainult siimbolites. Veelgi
enam: siimbolite kasutamisel on eriti

tarvis oskust motteid tabavalt, loo-
giliselt ja okonoomselt viljendada —
need on aga samad pdhinéuded, mis
on vajaliknd ka hea kirjandi kirjuta-
misel! Uks matemaatikukandidaat
pidi kehva kirjaoskuse péirast koguni



iilikooli ukse taha jddma, oige lidhe-
-dal oli see saatus veel paarile tei-
-selegi, kellel matemaatilistes ainetes
hinded olid péris head. Parimad «kir-
jamehed» pirinesid aga saartelt:
Viivi Ojasaar Kingissepast ja
Toivo Leiger Kirdlast.
Paralleelselt arvutusmatemaatikute-
ga valmistatakse iilikoolis ette ka
matemaatika ja fiilisika pedagooge.
Millegipdrast on see ala aga noorte
hulgas vdhem populaarne: 75-le koha-
le laekus esialgu koigest 50 soovi-
avalduse iimber. Tosi, tdiendava kon-
kursi ajaks oli terve rida noori {imber
moéelnud ning vadistlus osutus siis
juba iisna tosiseks. Olukorda ei saa
siiski heaks lugeda, sest niiviisi voib
pedagoogilise haru {iliopilaste ja hil-
jem matemaatikaopetajate hulka sat-
tuda ka selliseid noori, kellel pole
‘tegelikku huvi voi isegi eeldusi oma
;elukutseks. Tulemuseks oleksid edas-

pidi keskkooli lopetajad, kellesse pole
osatud sisendada huvi ja armastust
niisuguste kaasajal vajalike ning
paeluvate teadusharude wvastu nagu
matemaatika ja fiiiisika.
Pedagoogika osakonda astuvatel
iiliopilastel  tulid sooritada -samad
eksamid (matemaatika kirjalikul ek-
samil variandid V—VIII, jidrelkon-
kursil IX wvariant, vt. 1lk. 106—108.
Edukamad sisseastujad olid U. Kiitt
ja U. Fels. Lisaks nimetatud kahte
osakonda astujaile voeti vastu veel
matemaatikat  Oppima  tootmistodd
katkestamata mittestatsionaarses osa-
konnas 20 noort. Nende hulgas oli
terve rida Tartu I Keskkooli mate-
maatikaklassi 16petanuid, kes iihtlasi
asusid toole TRU arvutuskeskuses.
Seega kasvas tulevaste matemaati-
kute pere kidesoleval aastal 145 noore
vorra. Loodame, et koigist neist ka
toepoolest maternaatikud saavad.

TEADUSE AJALOOLASTE KOKKUTULEK

Jakob Gabovits

Alates 1958. aastast toimuvad va-
heldumisi Riias, Tartus ja Vilniuses
‘Baltimaade teaduse ajaloo konve-
rentsid. Sealjuures on kujunenud
traditsiooniks, et mnende konverent-
side toost votavad aktiivselt osa ka
Moskva, Leningradi, Valgevene ning
Ukraina teadlased.

Ajavahemikus 18.—21. juunini
1964. a. toimus Tartus Baltimaade
teaduse ajaloo V konverents, kus
peale plenaaristungite tootati jarg-
mistes sektsioonides: 1) fiiiisika ja
matemaatika, 2) keemia ja tehnika,
:3) meditsiin ja tervishoid, 4) bioloo-
-gia ja geograafia.

Anname liihikese iilevaate f{iilisika-
matemaatika sektsiooni t66st. Suurim
ary ettekandeid (9) oli piihendatud
tiappisteaduste ajaloole meic vabarii-
-gis. Oma sisukas ettekandes «Mate-
maatika Opetamine ja matemaatika
-opikud Eestis XVII sajandil» tutvus-
tas U. Lumiste esimeste matemaa-
tikaprofessorite G. Himseli, H.J. Wol-
temate, J. Scheleni jt. tegevust Tal-
linna giimnaasiumis ja 1632. a. Tar-
tus avatud rootsi iilikooli Academia
Gustaviana juures.

Onnestunud  «dueti» moodustasid
E. Tamme ettekanne «Matemaatika
Tartu Ulikoolis aastatel 1920—1940»
ning-U. Lumiste ja E. Tamme
ettekanne «Matemaatika areng Nou-
kogude Eestis». Need ettekanded néi-
tasid ilmekalt matemaatiliste teaduste
virelemist kodanlikus Eestis (vaata-
mata {iksikute matemaatikute joupin-
gutustele) ja nende teaduste tormi-
list arengut Noukogude Eestis. Oi-
gustatult rohutati meie vabariigi iihe
juhtiva matemaatiku —  professor
G. Kangro tihtsat osa matemaatika
igakiilgses arengus Eesti NSV-s.

Uksikute matemaatikute teadusli-
kule tegevusele olid piihendatud jérg-
mised ettekanded: P. Miiiirsepp
ja H. Epler «Professor Jaan Sarve
elust ja to6st», G. Zelnin «W. Stru-
we ja Tartu Téhetorn», S. Soko-
lovskaja (Moskva) «Vega paral-
laksi mdaramisest W. Struwe poolt»,
E. Straut (Moskva) «J. Midleri
téodest selenograafia alal», H. Eel-
salu «Professor T. Rootsmie tea-
duslikust tegevusest».

P. Miiiirsepp rohutas oma
ettekandes «Astronoomiline muuseum
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vanas Tartu tdhetornis» meie tihetor-
nis asuva muuseumi suurt ajaloolist
tahtsust ning selle osa astronoomia
propageerimisel ja populariseerimi-
sel.  Muuseumis on eksponeeritud
unikaalsed astronoomilised instru-
mendid, milledest on eriti hinnata-
vad W. Herscheli viike peegelteles-
koop ja kuulus J. Fraunhoferi 9-tol-
liline omaaegne maailma suurim ref-
raktor.

Lati ja Leedu tédppisteaduste aja-
loole olid pithendatud V. Ivanovs-
ki, I. Rabinovit§i N. Bes-
pamjatnohhi, P. Slavenase
ning J. Kubiliuse ettekanded.
Erilist tdhelepanu é&ratas viimati ni-
metatud teadlase esinemine teemal
«Matemaatika Noukogude Leedus».
Vilniuse iilikooli rektor akadeemik
J. Kubilius on silmapaistev eritead-
lane arvuteooria alal. Tema siigavad
uurimused  analiiiitilise  arvuteooria
valdkonnas on dratanud tédhelepanu
nii Noukogude Liidus kui ka vilis-
maal. Kuulsa leedu matemaatiku
huvi teaduse ajaloo probleemide vas-
tu on muidugi vidga teretulnud.

Rida konverentsil peetud ettekan-
deid késitlesid Baltimaade tdppistea-
duste ajaloo iildkiisimusi ning tihedat
kontakti Baltimaade ja teiste Vene-
maa keskuste teadlaste vahel. Mai-
nime siinkohal O. LeZnevi (Mosk-

va) ettekannet «Baltimaade tead-
LOODUSUURUJATE
E.

Loodusuurijate pidevi on seni ikka
Tartus peetud. Ega olegi nii lihtne
sellist ~ suurt  teaduslik-populaarset
iiritust  organiseerida:  asjahuvilisi
koguneb mitusada, esindatud on koik-
vdimalikud loodusteadused, - istungid
toimuvad kiimneskonnas eri sektsioo-
nis... Omapédraseks on siinjuures
veel «kirju» auditoorium — teaduste
doktoritest ja akadeemikutest kooli-
opilaste, koduperenaiste ja pensioni-
rideni. Ettekanded on toeliselt tea-
duslikud, kuid kiisimusi voivad esi-
tada koik. Nii toimubki pérast ette-
kandeid teaduse aabitsatdodede selgi-
tamine paralleelselt koige kirgliku-
mate ja printsipaalsemate diskussioo-
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laste osatdhtsus fiiiisika arengus:
Venemaal XIX sajandi esimesel poo-
lel», L. Maistrovi (Moskva) ette-
kannet «Sélkkalendrid ja piigalpul-
gad Baltimaade muuseumides astro-
noomiliste ning aritmeetiliste tead-
miste . mélestusmérkidena», J. Gai-
duki ja S. Dahhia (Harkov) hu-

vitavat ettekannet «Matemaatilised
seosed Ukraina ja Baltimaade va-
hel ajaloolises minevikus». Suurt
huvi &dratas ka Kaasani professori
B. Laptevi esinemine (véljaspool
konverentsi programmi). Ettekandja
koneles suure vene matemaatiku

N. LobatSevski ja Tartu professori
F. Mindingu panusest mitteeukleidi-
lise geomeetria arengusse mning selgi-
tas pohjusi, miks LobatSevsii ise ei
avastanud tema poolt loodul une
geomeetria matemaatilist mudelit
(selle mudeli leidis palju hiljem itaal-
lane Beltrami ja andis niiviisi 10p-
liku touke LobatSevski suure avas-
tuse tunnustamiseks matemaatikute
poolt).

Voib odelda, et Baltimaade teaduse
ajaloo V konverenls tditis tdiel maa-
ral oma iilesande. Meie kiilalised jdic
rahule nii -konverentsi hea organisee-
rimisega kui "ka mitme -ekskursioo-
niga mooda Tartut ja tema iimbrust.

Jargmine, VI konverents on otsus-
tatud korraldada Vilniuses 1955, a.
kevadel.

PAEV KAARIKUL
Tiit

nidega uusimate teaduslike tulemuste
pohjal (nagu néiteks kidesoleval aas-
tal biokeemia sekisioonis vaidlus elu
kunstliku loomise {imber). Iseloomu-
lik on ka see, et siin vGib ndha geo-
loogi ornitoloogia sektsioonis v6i ma-
temaatikut mikrobioloogia-alaseid et-
tekandeid kuulamas ning vaidlustes
kaasa 166mas.
Vil

Jarjekordne, Loodusuurijate

pdev aga toimus Kaidrikul 18.—20.
juulini. Hotellitoad asusid seekord
suurelt osalt heinakiiiinis, auditooriu-
mid — méiendlvakutel. Ettekannete

vaheaegadel supeldi ja korjati marju.
Koik muu oli aga nii, nagu varemgi
loodusuurijate pdevadel on olnud;



-osavotjate ning ettekannete arvu poo-
lest oli kédesolev aasta isegi rekordi-
line.

Ka tédppisteaduste sektsioon tundis
end vabas o6hus mugavasti. Esimesel
pideval toimusid fiitisika-astronoomia-
teemalised ettekanded: U. Mulla-
maa koneles optilistest nihtustest
merel (nahtusi demonstreeriti «audi-
tooriumist» hdsti ndhtaval Kaéiriku
jarvel) ja V. P6ldmaa hdmariku-
nahtustest (samuti olid olemas de-
monstratsioonivoimalused). Edasi
raakisid U. Uus hiigelplahvatustest
kosmoses ja U. Veismann kaas-
aegsetest astronoomilistest teleskoopi-
dest (sealhulgas ka Toraveres asuva-
test). V. Rossi ettekande «Aikese-
vaatlused Eesti NSV-s» pidas autori
asemel sektsiooni juhataja H. Too-
ming kaugeneva dikesemiirina saa-
tel veel vihmast mairjal rohul.

Jargmisel pédeval esinesid malemaa-
tikud. Prof. G. Kangro koneles di-
Jerentsiaalide viliskorrutise kasuta-.

misest matemaalilises analiiiisis,
A. Laumets jousédoda optimaalsete
retseptide arvutamisest ja A. Korjus
automaatsest programmeecrimisest.

Eraldi tuleks markida veel sisu-
kaid ettekandeid plenaaristungitel
(Ch. Villmanni «Kaasaegse loo-
dusteaduse iildine arengutendenis»,
prof. E. Kumari «Rahvasliku kasv,
tehniline progress ja looduskaitses jt.)
ning lopp-plenaaristungil vasluvoe-
tud resolutsiooni, milles muuhulgas
rohutati populaarteaduslike triikiste
(ka «Matemaatika ja kaasaja») tihi-
sust. Koigil osavotjail jdid meeldi-
vad muljed ka meeleolukast 16kkeoh-
tust ja huvitavatest matkadest.

Seekordsel loodusuurijate pédeval
oli kahjuks suhteliselt vdhe matemaa-
tikuid. Téppisteaduste sektsiooni toost
vOttis osa umbes 50 inimest, kuid
matemaatikute pdeval oli koigest 20
kuulaja iimber. Piinlikkust valmistas
ka kahe ettekandja-matemaatiku tule-
matajéddmine.

EKSTRALINGVISTILISTE MODELLEERIVATE SUSTEEMIDE
ALANE SUVEKOOL KAARIKUL

L

Teatavasti voib koiki teadusalasid
jaotada kahte suurde rithma: téppis-
teadusteks ja mittetdppisteadusteks
(ehk nn. humanitaarteadusteks). Tép-
pisteaduste, nditeks fiiiisika puhul ka-
sutatakse mingi ndhtuse uurimisel
jargmist meetodit: eraldatakse ning
‘Tikseeritakse selle ndhtuse olulised
kiilijed ja momendid, mitteolulised
jaetakse aga vaatlusest tiiesti vilja.
‘Seejdrel esitatakse oluliste momenti-
de vahekord mingi matemaatilise va-
lemi, vorrandi vms. abil. Nii naiteks
voib vertikaalselt iiles visatud keha
korgust maapinnast (ajamomendil f)
iseloomustada jdrgmise valemiga

g’
- ot -,
s=8y-}v 9

‘'kus s; on keha algkdorgus maapin-
nast, v — {ileviskamise algkiirus ja
g — raskuskiirendus. Arvestamata on

siin jdetud nditeks keha kuju ja sel-
sest olenev ohkkonna takistus.

Kull

Uuritava ndhtuse kdiku kirjeldavat
matemaatilist valemit, vorrandit vms.
nimetatakse selle ndhtuse matemaati-

liseks mudeliks, mis analoogiliselt
materiaalse mudeliga imiteerib tde-
list objekti voi looduses kulgevat
protsessi.

Eeskatt just sellist kisitlusviisi ra-
kendades ongi tappisteadused saavu-
tanud otse hdmmastamapanevaid tu-
lemusi. Humanitaarteaduste saavutu-
sed on seevastu mirksa tagasihoidli-
kumad. Nendes teadustes kasutatakse
pohimeetcdina siiani peamiselt faktide
kirjeldamist ja nende korvutamist,
matemaatilisi meetodeid aga suhteli-
selt vdhe. Et aga sel viisil pole sii-
gavamate iildistuste loomine vdima-
lik, siis on ka humanitaarteadlaste
hulgas tekkinud veendumus matemaa-
tilis-modelleeriva uurimisviisi vaja-
likkuses. Muide, humanitaarteadustes
nimetatakse sellist uurimisviisi veel
strukturaalseks voi semiootiliseks.

Humanitaarteaduste teiste aladega
vorreldes on sellesuunalist t66d kai-
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ge rohkem tehtud keeleteaduse vald-

konnas. Seda arvestades otsustati
Kairiku  suvekoolis  peatidhelepanu
poorata just teistele humanitaartea-

duse aladele, eeskdtt kunsti- ja kir-
janduse probleemidele.

Vastavatele kiisimustele piihenda-
tud. suvekool toimus TRU Ooppebaasis
Kairikul 19.—29. augustini TRUO

vene kirjanduse kateedri organiseeri-
misel. Suvekooli t66st vottis osa iile
40 inimese Moskvast, Leningradist,
Sverdlovskist, Lvovist, Tartust ja
mujalt. Osavétjad olid peamiselt kee-
le- ja kirjandusteadlased. Kuid oli
ka teiste alade esindajaid, niiteks
matemaatikuid, kellest voiks esma-
joones nimetada Moskva Riikliku
Ulikooli oppejoudu V. Uspenskit.

Et suvekoolis peeti iile 30 ettekan-
de, siis on raske koigist neist iile-
vaadet anda. Alljirgnevas nimetame
peamiselt neid ettekandeid, mis paku-
vad rohkem huvi matemaatilis-semi-
ootilisest seisukohast. '

Probleeme seadvateks tuleb lugeda
prof. J. Lotmani (TRU) ettekan-
deid, kus ta analiilisis méngu (laias
mottes), kunsti ja elu vahekordi ning
mudelite loomise voimalusi kirjan-
dusteaduses.

I. Revzin selgitas oma ettekan-
des keele ja motlemise vahekorda
ning struktuuri. Ta avaldas arvamust,
et nende kilsimuste selgitamisel on
voimalik kasutada ka telepaatiakat-
seid. Moningatest sellealastest katse-
test voib nimelt jireldada, et tele-
paatilisel teel antakse edasi esemete
diferentsiaalseid tunnuseid. Muide,
moningates katsetes anti telepaatilisel
teel korraldusi inimesele, kes infor-
matsiooniandja keelt {ildse ei osa-
nud. Muidugi nduavad vaslavad kat-
sed veel hoolikat kontrollimist, enne
kui nende pohjal oleks vdimalik teha
mingisuguseid kindlapiirilisi jareldusi.

G. Lesskis koneles teadusliku ja
ilukirjandusliku teksti grammatilistest
erinevustest. Ettekandja oli statisti-
liste meetoditega 14bi t66tanud suure
hulga tekste ja toi huvitavaid and-
meid lausepikkuse, liht- ja liitlausete

vahekorra, sonaliikide vahekorra ja
kddnete sageduse kohta vastavates
tekstides.
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E. PadutSeva selgitas teksti-
16igu (teksti osa iihest taandreast tei-
seni) struktuuri, kasutades algmater-
jaliks A. TSehhovi jutustusi. Prob-
leem on huvipakkuv just seetgttu, et
tekstiloigu analiiils on ndhtavasti
ithendusliiliks {ileminekul keele gram-
matikalt kirjanduse (vdi motlemise?)
«grammatikale».

A Pjatigorski esitas ja ana-
liiisis miitoloogiliste elementide siis-
teeme erinevate rahvaste ja rahva-
gruppide miitoloogias. Miitoloogiliste-
elementide aluseks on ettekandja ar-
vates teatavad &didrmuslikud vastan-
did, nagu tdielik onn voi selle puudu-
mine, nauding voi kannatus jne. Ette-
kandja uudne vaatenurk kutsus esile
elava diskussiooni.

I. TSernov (TRU) analiiisis
vene folkloori iihe alaliigi — armu-
loitsu — struktuuri. Ta selgitas vas-

tavate palade pohiosad ning elemen-
did ja nendevahelised seosed.

I. Levin analiiisis luuletustes.
esinevaid asjaolusid, mis tekitavad
nn. poeetilise efekti. Analiiisi alusef
sonastas ta rea formaalseid reegleid,.
mida voib lugeda teatud mottes luu-
letuse «monteerimise» voteteks.

S. Genkin piiidis iseloomustada
kino viljendusvahendeid (nn. kino-
keelt) matemaatiliste meetodite abil.
Ettekanne tekitas huvitavaid motteid
eriti veel seetottu, et S. Genkin kone-
les ka matemaatiliste moistete (punkt,

16pmatus) esitamise voimalustest
kinokeele abil.

- Kédesolevate ridade autor esitas.
moningaid méotteid sellest, kuidas
semiootikast ldhtudes on voimalik:
analiiiisida  Oppimis- ja oOpetamis-

protsessi struktuuri.

Huvipakkuvad olid V. Toporovi
ettekanded mitmesuguste Aasia rah-
vaste kommete, parimuste ja kunsti
kohta, aga ka A Zaliznjaki,
T. Jelizarenkova, L. Malli,
Z. Mintsi, B. Jegorovi, B. Us-
penski, A Sorkini ja mitmete
teiste esinemised.

Suvekoolist osavotjate arvates tu-
leb suvekooli t66d lugeda tdiel maa-
ral kordaldinuks. Avaldati soovi, et
ka edaspidi voiks Kairikul korral-
dada selliseid kokkutulekuid.



PROFESSOR HERMANN JAAKSONI VIIMNE TEEKOND

2. septembril loimusid Tartu Riik-
likus  Ulikoolis 1964/65. oppeaasta
esimesed loengud, mis matemaatika-
osakonnas olid seekord pithendatud
eesti esimese matemaatikadoktori pro-
fessor H. Jaaksoni malestusele.

Samal ajal soitis Oppejoudude de-
legatsioon kadunu kodukohta Kiid-
jérvele, et tuua tema porm Tartusse,
kus see jumalagajituks paigutati iili-
kooli aulasse. Professor Jaaksoni
puusirgi juures seisid auvalves tema
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eakaaslased — Tartu - Riikliku Uli-
kooli vanimad professorid, lema opi-
lased — koik matemaatikaosakonna
oppejoud ning matemaatikud vaba-
riigi teistest oppeasutustest, tema opi-
laste opilased — iiliopilased ja kesk-
kooliopilased matemaatika klassidest.
Lahkunule  iitlesid hiivastijatusonu
teadusala prorektor dots. J. Tam-
meorg, professor G. Kangro,
dekaan A. Mitt, professorid H. Ke -
res, A. Linkberg, J. Kaarde
ja iiliopilaste esindajad. Leinamuu-
sika saatel kanti puusdrk vilja; ili-
.Opilased ning Oppejoud saatsid oma
armastatud opetajat tema viimsel
teekonnal Raadi kalmistule.

Lahtise haua juures lausus viima-
sed lahkumissonad professor Jaak-
-soni vanim kolleeg-matemaatik pro-
fessor G. Rédgo, endised kateedri-
kaaslased ~heitsid hauda punaseid
roose ning peagi. kattus virske
kalmukiingas lillede ja pirgadega,
millede asetajad meenutasid lahkunu
siigavat humaansust, o6iglust ning
tookust, mis on eeskujuks koigile
tema arvukatele opilastele.

E. Tiit

DOTSENT ALMA RUUBEL
65-AASTANE

28. septembril s. a. tdhistas EPA
‘matemaatika kateedri kollektiiv oma
-oppejou  dotsent Alma Ruubeli 65.
siinnipdeva ja 45-aastast pedagoogi-
list ja teaduslikku tegevust.

Alma Johannese t. Ruubel siindis
‘28, septembril 1899. a. Paistu vallas
Viljandi rajoonis. Juba lapsena oli
Alma Ruubelil suur huvi teadmiste
-omandamise vastu. Ta lopetas Vil-
jandi tiitarlaste glimnaasiumi 1919. a,,
omades seejuures aga ka juba lea-
tavaid . pedagoogilisi kogemusi ja
toostaaZi oma nooremate koolikaas-
‘laste Gpetamise kaudu samas koolis.
Giimnaasiumi lopetamise jarel todtas
ta iihe aasta matemaatikadpetajana
Pirnu kaubanduskoolis, siis aga
‘kuue aasta jooksul sama aine Ope-
tajana Viljandi tiitarlaste giimnaa-
siumis.

1926. a. astub A. Ruubel oma ha-
ridust tdiendama Tartu iilikooli mate-
maatika-loodusteaduskonna matemaa-
tikaosakonda. Peatselt ilmneb uue
iiliopilase andekus ja 1929. a. paku-
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takse talle, kuigi kolmanda kursuse
iiliopilasele, assistendi asetditja kohta
tolleaegses Matemaatika ja Mehhaa-
nika Instituudis. Alates iilikooli lope-
tamisest (1937. a.) kuni tdnaseni
tdidab A. Ruubel mitmesuguseid op-
pejou kohti kdrgemates oppeasutustes,
esialgu TRU-s, hiljem EPA-s. 1936. a.
kaitseb ta edukalt magistri véitekirja
«J. C. Adamsi meetod harilikkude
diferentsioonivérrandite  numbriliseks
integreerimiseks», mille alusel 1946. a.
TRU Opetatud Noéukogu omistab
A. Ruubelile ka filiisika-matemaatika-
kandidaadi teadusliku kraadi ja
1949. a. dotsendi kutse.

Pedagoogina on juubilar alati sil-
ma paistnud, parimast kiiljest. Loen-
guteks ettevalmisamisel on dots.
A. Ruubelile iseloomulik otsida ja
leida uusi metoodilisi votteid selleks,
et loengud oleksid alati huvitavad ja
uudsed.

Suure koormuse korval oppetdd alal
on dots. A. Ruubel intensiivselt ra-
kendunud ka teaduslikku tédsse, mis
on peamiselt kulgenud kahe problee-
mi kisitlemisel: numbriliste ja graa-
filiste meetodite rakendamine ning
arendamine, viimasel ajal aga pro-
jektsioonimeetodite iildistamisviisid
ning nende analiiitiline késitlus.

Teadusliku t66 tulemuste teatavaks



moodupuuks on kindlasti avaldatud
artiklite arv ja juubilaril pole see
kaugeltki tagasihoidlik: eriti viima-
seil aastail on ilmunud rida artik-
leid, mille vastu tuntakse huvi mitte
ainult meie vabariigis, vaid ka dile-
liidulises ulatuses. Kéoverjoonse pro-
jekteerimise uurijate kollektiiv hak-
kab aasta-aastalt kasvama — see on
meeldiv hinnang probleemi piistita-
jale ja esmasele uurijale.

Dots. A. Ruubel teab oma koge-
muste pohjal, et hea tahtmise juures
leidub iiliopilasel alati aega monin-
gate vidiksemate probleemide iseseis-
vaks uurimiseks ja lahendamiseks,
seepiarast on ta piiidnud nii TROU
kui ka EPA iiliopilasi juba esimesest
kursusest peale UTU ringide to0sse
kaasa témmata.

EPA matemaatika kateeder hindab
oma eluroomsa kolleegi  aktiivset
to6d pedagoogina, teadusliku toola-
jana ja inimesena, kes elab siiralt
kaasa kollektiivi milmekiilgset elu.
Sm. A. Ruubel on palju aega piihen-
danud ihiskondlikule toole, olles
aastaid TRU-s naiskomisjoni juhti-
jaks ning mitmesuguste muude iiles-
annete tiitjaks ametiithingu liinis.
Ta on iihtlasi Ghingu «Teadus» te-
gevliige ja Eesti Loodusuurijate Selt-
si tappisteaduste sektsiooni liige.

Soovime juubilarile jatkuvat indu
kodigis tema ettevotmistes, palju, pal-
ju edu teaduslikus tegevuses ja roo-
mustavaid tulemusi pedagoogilises ja
metoodilises to6s.

S. Riives

DOTSENT O. RUNK 50-AASTANE

Meie vabariigi inseneride pere tun-
neb hésti Tallinna Poliitehnilise Ins-
tituudi joonestamnise ja kujutava geo-
meetria kateedri dotsenti Oott
Jaani p. Riinka, kes 23 juulil
k. a. sai 50-aastascks. Jooneslamis-
alaste opikute autorina voi kaasauto-
rina on ta tuntud ka jooncstamisope-
tajate peres. 25 aastat oma clust,
sellest 20 aastat TPI oppejouna, on
ta piihendatud pedagoogilisele ja ica-
duslikule to6le. :

Juubilar siindis 23. juulil 1914. aas-
tal Tallinnas, kus mo6dusid ka tema
noorusaastad. Pérast Tallinna
I reaalkooli lopetamist asus ta &pin-
guid jidtkama Tartu iilikooli, mille

7 Matemaatika ja kaasaeg IV

matemaatika-loodusteaduskonna  ma-
temaatikaosakonna 1opetas ta 1938.
aastal, omandades keskkoolidpetaja

kutse matemaatika, fiiiisika ja astro-
noomia alal. Pérast ilikooli lopeta-
mist té6tas O. Rink kuni 1944. aas-
tani o6petajana Tallinna keskkooli-
des. 1944, aastal asus ta todle
TPI-sse, kus oli esialgu assistendiks,
seejirel aga graafika kateedri va-

nemopetajaks. 1947. a. mdidrati ta
graafika kateedri juhataja kohuste-
tiitjaks. Raske haigus sundis teda

aga 1952. aastal sellest ametikohast
loobuma.

Vaatamata raskele tervislikule
seisukorrale ei katkestanud dots.
O. Riink siiski teaduslikku téod ja

1956. aastal valmis tal tsentraalakso-
nomeetria alal vdiitekiri, mille Kkaits-
mine andis talle tehnikateaduste kan-
didaadi  kraadi. Seejirel omistati
talle ka dotsendi kutse.

Dotsent O. Riink on pidanud loen-
guid  peaasjalikult  kujutava geo-
meetria alal. Ta on nelja geomeetria-
ja jooneslamisalase Opiku autor voi
kaasautor. Pcale selle on tema sulest
ilmunud terve rida teaduslikke uuri-
musi, mis kisillevad kujutava geo-
meetria probleeme. Hinnatavat t66d
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on ta teinud ka kujutava geomeetria
alase cestikeelse terminoloogia taius-
tamisel.

Dots. O. Riinka {untakse suure-
parase pedagoogina, kes on ndudlik
mitte ainult {liopilaste, vaid ka
enese vastu. Tema visimatu energia
ja andumus oma -erialale on olnud
eeskujuks paljudele noortele.
~Soovime juubilarile 6nne edaspidi-
ses elus ja hdid kordaminekuid ar-
mastatud t66pollul.

N. Paluver

DOTSENT O. PRINITS 40-AASTANE

3. sept. 1964 sai 40-aastaseks TRU
teoreetilise mehhaanika kateedri dot-
sent pedagoogikakandidaat Olaf Pri-
nits.

O. Prinits siindis Tiiri linnas. Ha-

riduse’ omandas Tiiri keskkoolis ja
Tallinna Gpetajate seminaris. Peale
kooli 16petamist td6tas monda aega
matemaatikadpetajana Padise mitte-

tiielikus  keskkoolis ja  Tallinna
II Kkeskkoolis. Pirast matemaatika-
alaseid opinguid TRU-s aastatel

1947—1952 asub ta téole TRU teo-
reetilise mehhaanika kateedrisse,
algul assistendi ja vanemopetajana
ning alates 1960. aastast dotsendina.
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Juba ilikoolipdevil ilmutas sm. Pri-
nits elavat huvi matemaatika Opeta-
mise metoodika vastu. Eriti on teda
paelunud koérgema matemaatika ele-
mentide kéasitlemise probleem kesk-
koolis. Sellelt alalt kaitses ta 1959. a.
kandidaadiviijtekirja. To66  pohilised

tulemused on voetud kokku mono-
graafias  «Funktsionaalne  soltuvus,
tuletis ja integraal keskkoolis», mis

ilmus tritkist 1963. a.

O. Prinits on vdtnud osa peaaegu
koikide keskkooligpilaste matemaa-
tika olimpiaadide organiseerimisest
ja ladbiviimisest. Tema initsiatiivil
alustasid meie vabariigis t66d nn.
matemaatika klassid. Alates 1958. a.
kuulub ta ENSV Haridusministee-
riumi matemaatika komisjoni, olles
1961. aastast selle komisjoni esi-
meheks. Arvestades sm. Prinitsa tee-
neid matemaatika opetamise paremus-
tamisel meie vabariigis, on teda au-
tasustatud ENSV  Ulemnoukogu ja
Tartu linna TSN aukirjadega ning
rinnamérgiga «Haridust6é eesrind-
lane».

U. Lepik

ULIKOOLI LOPETANUD
MATEMAATIKUID

23. juunil lopetas Tartu Riikliku
Ulikooli jarjekordne lend matemaati-
kuid. Lopetanute, eriti aga arvutus-
matemaatikute arv jdi sedapuhku
suhteliselt vidikeseks, sest Oppeaja
pikendamise tottu tuleb matemaatika
teoreetilise osakonna viimasel kur-
susel iilikoolis viibida veel pool aas-
tat. Enamik lopetanuid oOppis fiilisika-
matemaatikateaduskonna  pedagoogi-
lises osakonnas. Vastavalt uuele Io-
petamise korrale voisid nad diplomi
saamiseks valida riigieksamite soori-
tamise ja — kui nende &ppetulemu-
sed seda oigustasid — diplomit6d
kaitsmise vahel.

Arvutusmatemaatika erialal
TRU matemaatikaosakonnas
sed diplomitéod.

1. Laane, Luule. Programmide
sisteem tehaste optimaalse paiguta-
mise iilesande lahendamiseks. (Juhen-
daja ENSV TA Kiiberneetika Insti-

UusSI

kaitsti
jargmi-

tundi  vanem  teaduslik  tddtaja
M. Tamm.)
2. Rahendi, Maie. Tuuma mag-

netilise resonantsi spektrite lahenda-



mine elektronarvutil M-3. (Juhen-
daja ENSV TA Kiiberneetika Insti-
tuudi  noorem  teaduslik  tootaja
M. Kotli.)

Matemaatika pedagoogilises osakon-
nas kaitsti jargmised diplomitodd.

3. Kukk, Astra. Geomeetria Ope-
tamisest 6. ja 7. Oppeaastal. (Juhen-
daja dots. O. Prinits.)

4. Kuremaa, Kadri . Matemaa-
tilise statistika elementide késitlemine
koolikursuses  mootmisvigade  aine
baasil. (Juhendaja prof. G. Régo.)

5. Niidas, Ellu. Keskkooli 1ope-
tanute matemaatiliste teadmiste tase-
mest. (Juhendaja van.-6p. J. Rei-
mand.)

6. Peegel, Iida. Mbningaid
probleeme 6. klassi matemaatikas.
(Juhendaja dots. O. Prinits.)

7. Raudpuu, Ene Ligikaudse
aryvutamise kiisimusi 8-klassilises
koolis. (Juhendaja dots. O. Prinits.)

Riigieksamite sooritamisega oman-
dasid matemaatiku ja matemaatika-
opetaja kutse jdrgmised pedagoogi-
lise osakonna Idpetanud:

1. Lindsalu, Tonu

2. Mets, Malle

3. Sarapuu, Marvi

4, Teiva, Elvi

Kaugodppe Pedagoogilise Instituudi
Iopetasid  matemaatika erialal ja
omandasid keskkooli matemaatikaope-
taja kutse:

5. Kornet, Oie

6. Tenno, Minda

7. Valk, Oilme

Lisaks eespool nimetatuile 16petas
fiiisika-matemaatikateaduskonna  pe-
dagoogilise  osakonna fiifisikaharu
ning omandas fiilisikadpetaja kutse
veel 10 inimest.

MATEMAATIKALABORATOORIUM

TORAVERES
1964. aastal tiitus 100 aastat Tarlu
Tahetorni rajaja W. Struve sur-

mast ning 150 aastat astronoomilisle
vaatluste algusest Tarlus. Aastapiie-
vale pithendatud teaduslik konverents
toimus k. a. 14.—16. sept. Toravere

7%

vastvalminud . observatooriumis, mis
iihtlasi ametlikult. avati ja nimetati
W. Struve nimeliseks Tartu Astro-
fiilisika Observatooriumiks.
Uués observatooriumis
ENSV TA Fiiiisika
Instituudi Matemaatikalaboratoorium
(loodud 1962. a.). Annamegi niiiid
sona selle laboratooriumi juhatajale
R. lJiirgensonile,

tootab ka
ja Astronoomia

Nagu enamikus teadusharudes, nii
kerkib ka astronoomias esile hulgali-
selt matemaatilisi probleeme. Nende
probleemide lahendamiseks ongi
W. Struve nim. Tartu Astrofiiiisika
Observatooriumis [oodud matemaatika-
laboratoorium.

Kesksel kohal laboratooriumi téés
on osavdtt astronoomiliste wvaatluste
ning vaatlusandmete matemaatilise
toétlemise autormatiseerimisest, samuti
observatooriumi mitmete téorithmade
uurimisobjektiks olevate fiiiisikaliste
protsesside matemaatiliste mudelite
loomine.

Matemaatikalaboratooriumi  teiseks
oluliseks iilesandeks on astronoomi-
liste, aktinomeetriliste jt. vaatlusand-
mete vormistamine perfokartoteekide
kujul ja nende andmete matemaati-
line tootlemine. Seda iilesannet uvoi-
maldab lahendada matemaatikalabo-
ratooriumi kisutuses olev perfokaart-
arvutite komplekt (perforaatorid, rep-
roduktor, sorteerimismasin, lugev per-
foraator, jaotusmasin, tabulaator).
On juba loodud teatud liiki tdhtede
perfokartoteegid. Alustatud on roh-
kem kui kimne aasta jooksul Eesti
NSV-s kogutud aktinomeetriliste and-
mete ja rahvusvahelise rahuliku pdi-
kese aasta raames helkivate 60pilvede
vaatlemisel saadavate andmete kand-
mist perfokaartidele ja nende tdétle-
mist. Helkivate é&opilvede uurimise
osas on observatoorium muide nime-
tatud NSV Liidus koordineerivaks
asutuseks.

Matemaatikalaboratooriumil on ole-
mas ka vdike elektronarvuti, mis vdi-
maldab lahendada suhteliselt lihtsaid
(eriti statistilisi) matemaatilisi iiles-
andeid.
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ilmunud matemaatika-
alase kirjanduse nimestik

Mai—august 1964
(Koostanud E. Annus)

RAAMATUD

Eesti NSV-s

Eesti NSV entsiiklopeedia mirkso-
nastik. Matemaatika. Tln., ERK, 1964.
14 lk.

Elektronarvuti «Ural-4». Abiks pro-
grammeerijaile. Trt,, 1964. 96 1k
I eraldi leht. (Tartu Riikliku Ulikooli
arvutuskeskus.) —  Tritkitud rota-
prindil 500 eks.

Espenberg, H.
tus. Trt, 1964. 52 1k
majanduse Akadeemia.) —
rotaprindil 1500 eks.

Keres, H. Matemaatilise fiiiisika
meetodid I. Kompleksmuutuja funkt-
sioonid. Tln., ERK, 1964. 543 1lk.

Tartu Riikliku Ulikooli Fiiiisika-
Matemaatikateaduskond. Trt.,, 1964.
72 k. (Tartu Riiklik Ulikool). —
Tritkitud rotaprindil 500 eks.

Opik keskkooli matemaatikakursuse

Integraalarvu-
(Eesti Pollu-
Tritkitud

kordamiseks. Abimaterjal sisseastu-
jale. Il osa. Geomeetria ja trigono-
meetria. Koostanud: E. Etverk,

A. GarSnek, A. Kass jt. Tin,
1964. 128 1lk. (Tallinna Poliitehniline
Instituut.) —  Tritkitud rotaprindil
2000 eks.

Bcecolo3Hoe HAY4YHO-TEXHHUYECKOEe co-
BelllaHHe N0 NPUMEHEHHI0 KapT ¢ nepdo-
pHpoBaHHLIMM KpasMH. Teausn [OK-
JagoB. Tasanuu, LleHTp. 610po TexH.
uapopm. CHX SCCP, 1964. 34 crp.

Poroeckasa JL Mpumenenne
nephoKapT B NOMCKOBHIX ¢oOHAAX AJA
CO31aHHA CNEUHAJNbHbIX KapTOueK no
naTeHTHbIM Bonpocam. Taasun, 1964,
11 crp. (I Tlpubanruiickas merod. KoH-
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¢depeHUHs ... no BONpocaM MATEHTHOI
skcneptH3bn.) — Trikitud rotaprindil
1050 eks.

KOGUMIKKUDES JA
AJAKIRJADES ILMUNUD

ARTIKLID
Matemaatika. Metoodiliste  artik-
lite kogumik. II. Tln., 1964. 84 lk.
(ENSV Ministrite Noukogu Riiklik

Korgema ja Kesk-Erihariduse Komi-
tee. Teaduslik-metoodiline kabinet.)

Sisu: O. Prinits. Opetades kasvatame.
— 8. Baron, Moningatest vigadest kesk-
kooli matemaatika opetamisel. — O. Riink.
Arutlusi poordteoreemi mdiste (mber. —
U. Kaasik. Siimbolid ¥ ja J7 ning nende
omadusi. — A. Ruubel. Pédrdkeha ruum-
ala graafilisest miadramisest. — E. Jiri-

mie  Kompleksarvud ja murdlineaarne
teisendus, — J. Gabovit§ Hiperbooli
konsirueerimisestt — H. Espenberg.

Poordvorrandid.

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika oOpetajatele ja oppi-
jatele. II. Trt. 1964. 94 1k. (Tartu
Riiklik Ulikool.)

Sisu;: A. Tauts.
pohimdisteid. — E. Tamme.
integreerimisest. — Arvamusi matemaati-
kast. — A. A. Ljapunov, S. V. Jab-
lonski. Kiiberneetika teoreetilisi prob-
leeme. — H. Tiirnpu. Masin dpib méan-
gima. — L. Vohandu. Kauguse mdiste
rakendusi. — U. Kaasik  Lineaarsed
planeerimisiilesanded. — U. Kaasik,
R. Mullari, E. Saareste Majandus-
matemaatika-alaseid t6id Tartu Riikliku
Ulikooli arvutuskeskuses. — O, Prinits.
Rahvusvahelised koolinoorte matemaatika
oliimpiaadid. — J. Gabovits Trigono-
meetriliste funktsioonide tapsete viartuste
arvutamisest. — U, Lumiste, Lehekiigi
matemaatika ajaloost Eestis. A, N. Kol-
mogorov. Kuidas minust sai malemaa-

Matemaatilise loogika
Numbrilisest

tik. — E, Jurimie Uks vajalik raa-
mat («Matemaatika, Metoodiliste artiklite
kogumik», I, 1963) — J. Gabovits Al-
gebra suvekool Kidarikul. — E. Tiit Tartu
matemaatikaseminar, — . Soonets.
Noorte matemaatikute kool. — P.-E. Rum -
mo. Prof. Kangro juubel. — Uusj teaduste

kandidaate (R. Mullari ja R. Jiirgenson), —
Esimene lend keskharidusega matemaati-
kuid. — E. Annus, Bibliograafia. —
T. Roosinupp. Uusi tulemusi arvu-
teoorias. — Suitsetajate loogika.



Tartu Riikliku Ulikooli Toimetised.
150. vihik. Matemaatika- ja mehhaa-
nika-alaseid toid. IV. Trt, 1964.
240 1k. (Resimeed eesti ja inglise
voi saksa keeles.)

C. Bapon, 2. IOpumsas, 3 Peit-
mepc, T. CmpMyc. K natulecatune-
THI0O cO NHA poxnenusa npod. I'. Kaurpo. -—
Tpyam npod. I'. Kaurpo. -— Bapomn,
1. TaboBuuy, 10. Kaaauwk #u 2p.
MaTtematnka B CoBeTckofl DCTOHHH 3a TmoO-
cnepuue mBaxuath Jet. (Ipun.:) BroGu6-
mvorpadus. (Tpyaw. oOny6AHKOBaHHble B
Actouckon CCP B 1944—1963 rr. nmo Mare-
maTtHke)., — X. dnaep. O cBAKM JNO-
KaJlbMO BBLIMYKJABIX NPOCTPAHCTB C TNOJYHOP-
MHDPOBaHHBIMH NpocTpaHcTBamMH. — 0. JIy-
MucrTe. K ocHoBauusM riao6ajbHOit TEOpHH
cBsnocTH. — JI. Tyyamertc. Hopmanb-
Hule KBa3UKONTPY3HUHH V3 B Ry — M. Pa-
xyana. K nubpdepeHunannHolf reoMerpuu
BHICIIErO  nopsanika. — 3 IOpumsas.
HexoTopbic BONPOCH! BKJIOYEHHA H COBMECT-
HOCTH MeTOHOB aGCOJIIOTHOTO CYMMHpPOBa-
Huss. — . KOpumsa 3. 3aMeTKH O KOHY-
JIeBbIX MeToAaX cyMMHpoBaHHA. — M. TwiH -
HOoB. O CBA3M MeXAY MHOXHTEJNAMH CYyM-
MHpyeMocTH, KosdduuueHramn @Pypbe R
MyabTunIHkatopaMd. — C. B a po H. O nph-
sHakax THna Befins 1aa a6conoTHOH - CyM-
MHPYEMOCTH OPTOrOHaJbHBIX pANOB., —
B. Oxcros. HirterpansHoe npencrabJie-
HHE TMNOCJeA0OBATCJIbHOCTH 0606l.l.lBHHHK no-
nnoHos Annens xsacca A4(?). — I'. Batfi-
HEKOTO})HQ OllelIXH TMOTPellHOCTH
ByGuopa-Tanepkuua I—-11. —
3. Tamme, U. Caapuuhrt. O6 ano-
CTEPNIOPHOH  OleHKe 1NOrpelINocTH NpHEIH:
MeHHbX pemwleHH#  auHeHubx  AHdbdepen-
UMAJBbHBIX ypaBHeHH#t. — . PIbiru. Cum-
MeTpHUHas nedhOpMaUHA YNPYronJaacTHYEeCKOH
noJIOTOl KPYroBOH apKH.

Marepraan  V  KondepeHunH mno
ucropun Hayku B IlpuGanTuxe.
Tapry, 1964. 199 crtp. (Taptyckuii roc.
yuusepcuter.) — Potanpunt 300 3ka.

PesioMe  nOKJAaOB N0 MaTeMaTHKe:
H. O Becnmamatubx. O TBOopueckod
LesITCNAbIIOCTH qu’enei’{ MaTeMaTHKH JIMTBbI
¥ Benopyccnu XIX B. — A. H. Boroniw-
60B. O nonroroBke H3anawus «Hcrtopua
oTeuecTBeHHOH MaTeMaTHKH». — Q. M. T a it-
Ayx, C. A, Taxusa M3 npowsoro Ma-
TeMATHYeCKHX cBA3eHd MexAay IIpu6antuHkoil
H YKkpaunoit. — U. d. Il enwman. K HcTo-
PHH npenonaBaHdsd MaTeMaTHKH Ha TEepPpPHUTO-
pun IcToHcKo# CCP. — M. Ky6u-
A1 c. Marematnka B Cosetckoit Jlntee. --
10. T. JlymucrTe. Ilpenonasanve mare-
MAaTHKH H MaTeMaTHUeCKHe PYKOBOJACTBA
B 3ctouun B XVII Beke — 10. T. Jy-
MHCTe H 2. Tamme. Pa3BuTHe
MaTeMaTHKH B CoBeTcKoil IOCTOHHN, —

B. Miopcenn u X. TI. Bnaep.
O MH3HH M JeSTeJLHOCTH npogdeccopa fana

,

Cappa. — H. B. INorpeb6uckuit. Ile-
IarorHyeckas M  HaydyHas  JAeATeJbHOCTb
npodeccopa MateMaTHKH TapTyckoro YHH-
BepcHTeTa Il. Xeabmanura. — 3 Tawm-
Me. Maremathka TapTycKOM YHHBepcHTeTe
B 1920—1940 romax —

*ox

Agur, U. Opetamismasinad. —
«Tehnika ja Tootmine», 1964, nr. 9,
k. 29—32.

Kaste, V. Arvude maailmas.
(Aritmeetika {ilesandeid.) — «Tehni-
ka ja Tootmine», 1964, nr. 7, lk.
46—47.

Kosenkranius, H. Opetavad
masinad tdnapdeval ja tulevikus. —
«Noukogude Kool», 1964, nr. 7., lk.
543—548. :

Linnuse, H. Periokaardid igasse

kodusse. (Uleliidulisest teaduslik-teh-
nilisest noupidamisest perfokaartide
kasutamise kiisimustes Tallinnas

1964. a. juunis.) — «Tehnika ja Toot-
mine», 1964, nr. 8, 1k. 2—5.

Mereste, U. Suhtarvude tunne-
tuslikud funktsioonid ja klassifikat-
sioon., — Tartu Riikliku Ulikooli Toi-
metised, vihik 146, 1964, 1k, 132—157.
— Kokkuvote vene keeles.

Prinits, O. Seostada koolimate-
maatika eluga. — «Noukogude Kool»,
1964, nr. 5, lk. 356—360. — Lopp,
algus nr. 4.

Puistama, 1. Elektronarvuti ka-
sutamisest kaubanduslike keskladude
arvestus- ja arveldustédde automati-
seerimiseks. — «Uut Kaubanduses»,
1964, nr. 2, lk. 17—19.

Telgmaa, A Vorrandi ja vor-
randisiisteemi ligikaudse - lahendi
graafiline parandamine — «Nou-
kogude Kool», 1964, nr. 6, lk. 456—
459.

Tédiuslikud arvud. (Otsingute aja-
loost.) —- «Tehnika ja Tootmine»,
1964, nr. 6, lk. 45—46.

Usai, M. Algebraliste valemite
opetamise metoodika. — «Nodukogude
Kool», 1964, nr. 8, lk. 621—628.
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Alljargnevate tlesannete lahendused palume dra saata poolteise kuu
jooksul pirast .iilesannete ilmumist aadressil: Tartu, Eesti Poéllumajanduse
Akadeemia, matemaatika kateeder, H. Espenberg. Seejuures varustage iimbrik
mirgusonaga «Ulesanded». Lahenduste saatmisel pole ndutav, et oleksid
lahendatud koik {ilesanded; voib piirduda ka tksikute viéljavalitud {ilesannete
lahendamisega.

A. Ulesandeid elementaarmatemaatikast
1. Kas leidub kolmnurki, milles nii kiiljed kui ka nurgad moodustavad
aritmeetilise progressiooni?

2. Leida seos kolmnurga kiilgede vahel, kui kolmnurga nurkade vahel
kehtib seos

) Lo . 1 .
sina -+ smzﬁ—smﬁa-sin?ﬁ—{—Tan 2a sin 28 =

sin?a-sin? g

i .
2 sin? @ sin? § — 5 sin 2a sin 28

3. Kolmnurgas ABC leida nurgapoolitaja AD, kui AC+CD=m ja
AB — BD =n. '

4. Leida kolmekohaline kiimnendsiisteemi arv, mille kirjutamisel itheksand-
siisteemis saame arvu, mis koosneb samadest numbritest vastupidises jarje-
korras.

‘5. Toestada, et
2x — 1
2

2x — 1

_1 arctan (tan n) = [x],
n

kus [x] on arvu x tdisosa.

-B. Ulesandeid kérgemast matemaatikast

1. Toestada: kui arvud x, y, 2, 4, mis ei ole kdik nullid, rahuldavad tin-
gimusi x=by+cz+du, y=ax+4cz+du, z=ax+by+du, u=ax-
+ by -+ cz (kusjuures a, b, ¢, d = —1), siis

a b c d

et Tt

TFr e TiTa— b

2. Naiidata, et
22y —x(x — D (x+3)+ (x—12Bx — 1)<C0, kui 1 <Tx<oo.

'
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KOGUMIKU TEISE VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED

A. Elementaarmatemaatika

i ‘Ulesande nr. 1 lahendus. Olgu minu ja mu venna vanus vastavalt x ja y.
Ulesande tingimuste podhjal saame koostada vorrandisiisteemi
{ Xy =63
x=2y  (x—y))
millest leiame, et x =36, y-=27.

Ulesande nr. 2 lahendus. Olgu otsitav arv x ja tema ristsumma y. Kuna
100 < 22 <108, siis 7y 15 (sest sel juhul 10* < y® < 108). Et aga tédisruut
16peb numbriga 0, 1, 4, 5, 6 voi 9, siis y vaartuseks on kas 9, 10, 11, 14 voi
15, Vahetu kontroll niitab, el nendest ainult 95 kujutab tiisruutu: 95 = 2432
Seega otsitav arv on 243.

Ulesande nr. 3 lahendus. Olgu kolmnurga kiilgede pikkused a,a+d ja
a + 2d ning kiiljele a -{-d tommatud korgus h. Et siseringjoone raadius vor-
dub kolmnurga pindala S ja poole iimbermdddu p jagatisega, siis
S_(atdyh _(atdyh _ h

P 20 T B3a+3d 3

Ulesande nr. 4 lahendus. Esimesest vorrandist
X242+ 2xy =49 + 14z + 22
Arvestades, ¢t tleisc vorrandi péhjal x? 4 y2 = 22+ 37, saame siit
xy=6+ 7z (1)
Esimese ja teise vorrandi korrutamisel saame
x3 4+ xy? + x%y |- y3 = 259 + 37z | 722 4 2.
Arvestades kolmandat vorrandit, saame siit
xy(x + y)=258 + 37z 4 722,
millele esimese vorrandi. ja vérrandi (1) pohjal saab anda kuju
(6 -+ 72) (7 + 2) = 258 - 37z + 722.
Siit leiame, et z=12. Tundmatute x ja y leidmiseks saame niiiid esimese
vorrandi ja vorrandi (1) pohjal siisteemi
[x+y=19
1 xy = 90,
millest x, =9, y; =10 ja i, =10, yo=09.
Seega siisteemil on 2 lahendit:

.\.’|=9 X2=10
Y= 10 ja y2=9
2] = 12 22=12.

Ulesande nr. 5 lahendus. Olgu ringjoone raadius R, kolmnurga ABC
kiiljed a, b, ¢ ning tipust B tommatud korgus A. Taisnurksest kolmnurgast
BCG leiame, et

a= V2R -BF = V2Rq.
Analoogiliselt

¢ = V2Rp.
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Kolmnurga pindala valemi

o abe 0 B £
shial R q 9
pohja
Clrhbm -2

abe _ 1o o /" g

4R T 27
millest

ac —

h=— = Vpq. A
oR = VPa A

B. Korgem matemaatika

Ulesande nr. 1 lahendus. Tahistame
a2nte |
—_— U,
a(@n—1) "

Toestame vorratuse matemaatilise induktsiooni abil. On kerge kontroilida, et

241
ulza;}_ >2
ning et uk>k—:——1 puhul
o 1 k k42
e = P T T T R

Ulesande nr. 2 lahendus. Vaadeldava murru lugejas ja nimetajas on
3. jdrku aritmeetilise jada (mdlema jada kolmandat jarku vahed on vordsed
kuuega) n liikkme summa. Teostades summeerimise saame

1-22—|—2-3’+...—|—n(n—]—])2:%n4+%n3+—z-n2+-%n
ia )
1 5 3 1
12.24+22.34 ...+ n2n+ )=—nl4+ —nd+ —n? 4+ —n.
4 6 4 6
Jérelikult otsitav piirvdartus on 1.

Ulesande nr. 3 lahendus. Votame a=1. Koosinusteoreemi pohjat

b%+c2—1 . . -
@ = arccos 2be Seega suurima kiilje a vastasnurga e minimaalse
_— T L - L . L
vidrtuse leidmine {aandub funktsiooni TR relatiivse maksimumi leid-

misele lisatingimusel 53 -} c¢®=1. Lagrange'i mcetodiga saame maksimumi
leidmiseks siisteemi:

B2 — b3 = c? (B
{b3+c3= 1.
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Teisest vorrandist

=1—8, |—be== —ca——
! 14+ b4 b2
ja
3
b8=1—C3, l_c=i_—l%—i‘7 .
Asendamisel esimesse -vorrandisse saame
b2c? b3c?
140362 1Fctc’
b6+ =c+H 24 s

Liites selle vorrandi siisteemi esimese vorrandiga saame

b+ 262 = ¢+ 22,
2(c2—b?) =b ¢,

millest b=c¢ véi 2(b-}c¢) =—1, mis on vastuolus {ilesande eeldustega..
3___
Jérelikult b =c= V0,5. Secga

a = arccos 2—\/—02—5: == arccos(l — \/0 ,5).

2\/025

1 1 1 1 ..
Ulesande nr. 4 lahendus. Et =~ <m ;<5, siis x>m, y>m..

Lahendid on avaldatavad kujul x=m +p, y=m-}g¢q, kus p ja g on natu-
raalarvud. Antud vorrand taandub peale asendamist kujule m? = pg. Jarelikult
vorrandil on 7(m?) naturaalarvulist lahendit (siimboliga 7(a) on tahistatud:
arvu a jagajate arv). -

MATEMAATIKA KIRJALIKE VASTUVOTUEKSAMITE ULESANDED
TARTU RIIKLIKUS ULIKOOLIS 1964. a.

1 variant

1. Ujuja labis joes asuva 50 m pikkuse basseini edasi-tagasi 96 sekundil
jooksul, kusjuures pirivoolu ujumiseks kulus aega 20 sekundi vorra vihem..
Leida joe voolu Kiirus.

2. Lahendada vorrand

(1 4 cos 4x)sin 4x = cos? 2x.

3. Kolmnurk, mille 60°-lise nurga lahiskiilied on 8 c¢cm ja 15 cm, pddrleb-
selle nurga suurema ldhiskiilje iimber. Arvutada tekkiva podrdkeha ruumala:
ja pindala.

4. Leida aritmeetiline progressioon, kui ta n liikkme summa on 2n?—3n-
(iga n korral).

5. Leida ristkiiliku kiiljed, kui nende vahe on 1 ja kaugus tipust diago--
naalini on 2,4.

I1 variant

1. Rong oli sunnitud jaamas peatuma ¢ minutit. Kaotatud aja -tagasi--
voitmiseks suurendati kiirust a km/t vorra ja hilinemine likvideeriti b km jook--
sul. Kui suur oli rongi kiirus enne jaamas peatumist?

2. Korrapirase kuusnurga tippudest 1digati dra kolmnurgad nii, et tekkis.
korrapirane kaksteistnurk. Mitu % kuusnurga pindalast 16igati éra?
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3. Kolmnurk kiilgedega 10 cm, 17 cm ja 21 cm p6orleb  oma suurima
-kiilje {imber. Arvutada poordkeha ruumala ja pindala.
4. Lihtsustada avaldis
3 (sin* x 4 cos* x)— 2(sin® x 4 cos® x).
5. Lahendada vorrandisiisteem
{ logsx +y=7
x'— 52,

fIl variant

1. Paaki taidetakse kahe kraani kaudu. Ainult esimese kraani kaudu tiites
kulub selleks 22 minutit rohkem kui ainult teise kraani kaudu tidites. Kahe
kraani kaudu tditub paak ihe tunniga. Millise aja jooksul .tdidavad paagi
kraanid iiksikult?

2. Lahendada vorrand

x—1 :
3 3x—1
V 2x-1 = |/ 8x-3

3. Teisendada korrutiseks
1 4 sin x 4 cos x + tan g.
4. Piistkoonuse moodustaja on m ja-pohja raadius r. Leida sissekujunda-
tud kera raadius R.
5. Korrapirase kolmnurga kiilg on a; tema keskpunkti imber joonesta-

takse ringjoon raadiusega r = %. Leida kolmnurga nende osade pindala, mis
_jadvad viljaspoole ringjoont.

IV variant

1. Kaks keha liiguvad tdisnurga haaradel tipu poole kiirusega 3;_11': ja

~4s%mk—. Mingil ajamomendil oli esimene keha tipust 21 cm ja teine keha
tipust 28 cm kaugusel. Mitme sekundi parast on kehad teineteisest 5 cm
kaugusel?

2. Kaks samal tasandil asuvat vordset ringjoont lGikuvad tdisnurga all.
Leida nende {ihise osa pindala suhe ringi pindalasse.

3. Lahendada vorrand

sin X 4- sin 2x + sin 3x + sin 4x = 0.

4. Korraparase nelinurkse tilvipiiramiidi iillemise pohja diagonaalide iga
-otspunkti 1dbib tasand, mis on risti selle diagonaaliga. Leida tiivipiiramiidist
nende tasanditega eraldatud osa ruumala, kui tivipiiramiidi korgus on 4,
pohiservad a ja b tingimusel, et tasandite 16ikejooned ei ldbi tiivipliramiidi.

55. Lahendada vorrandisiisteem

{ xy =40
xlog y = 4.

V varjant

1. Nooruk sbitis paadiga mo6da joge asulast A asulasse B ja tagasi,
‘kulutades selleks 10 tundi. Asulatevaheline kaugus oli nii 20 km. Leida voolu
‘kiirus, teades et paat soitis 2 km vastuvoolu sama ajaga kui 3 km péri-
“voolu.

2. Lahendada vorratus

106



3. Roopkilliku ABCD kiiljel BC on vdéetud punkt E nii, ot B ¢
Sirged DE ja AB l6ikuvad punktis F. Leida 1oigu BF pikkus, kut 1H
=14 cm.

4. Toestada sarnasus

cos22x —4cos?x 43

— tan*x
cos?2x 4~ 4 cos? x — 1 tan®x.

5. Leida korrapirase nelinurkse tiivipiiramiidi ruumala, kui selle -
rema pohja serv on a, vdiksema pdhja serv b ja kiillgtahu teravnurk «.

VI variant

1. Kaks erineva vodimsusega fraktorit kiindsid. 4 pdevaga ?/; kolhoow
pollust. Mitu pdeva kuluks kogu pdllu kiindmiseks kummalgi traktoril crald,
kui esimesel traktoril kulub selleks 5 pdeva vdhem kui teisel.

2. Lahendada vorratus

4 2 _bSx—1
x—|—3+x——3\x2—9'

3. Arvutada vordhaarse trapetsi pindala, kui tema alused om 10 cm
ja 26 cm ning diagonaalid on risti haaradega.

4. Korraparase kuusnurkse prisma koige pikem diagonaal d mooduslab
prisma killgservaga nurga . Leida prisma ruumala.

5. Lahendada vorrand

cos 2x + tan?x = 1.

VII variant
1. Tédisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 3V 5 m. Leida selle kolmnurga

1
kaatetid, kui on teada, et ithe suurendamisel 1333% vorra ja teise suuren-

damisel 16 %% vorra nende summa oleks 14 m.

2. Lahendada vorratus
x—3 _ x—2
x—2 > x—1
3. Kolmnurga siseringjoone raadius on 4 cm. Uks kolmnurga kiilg on
puutepunktiga jaotatud osadeks pikkusega 6 cm ja 8 cm. Leida telste kiil-

gede pikkused.
4. Toestada samasus

92—

1
cos 2x

tan 2x + = tan(45° + x).

5. Romb pindalaga S poorleb teravusega tipust kiiljele tommatud risl-
sirge iimber, kusjuures rombi teine teravnurk asetseb sirgest kauguscl R.
Leida tekkinud poérdkeha ruumala.

VIII variant

1. Veduri esiratas teeb 18 m pikkusel teeldigul 10 péoéret rohkem kui taga-
ratas. Kui esiratta iimbermootu suurendada 6 dm vorra ja tagaratta dmber-
mootu vihendada. samapalju, siis teeb esiratas samal teeldigul 4 pdoret roh-
kem kui tagumine. Leida rataste i{imbermdoodud.

2, Lahendada vérratus
3_ 26— 17 _ x— 5
x—5 x4-2°
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3. Kolmnurga alus on 60 cm, korgus 12 cm ja alusele joonestatud
nediaan 13 em. Leida kolmnurga kiiljed.
4. Lahendada vorrand

V3sin2x 4 2sin? x = 0.

5. Piliramiidi pohjaks on vordhaarne kolmnurk, mille alus on 6 cm ja:
k()rgusi 9 cm. Piiramiidi kiillgservad on igaiikks 13 cm. Leida piiramiidi
ruumala.

IX variant

1. Kahe vastastikku sditva veoauto kaugus teineteisest on 180 km. Esi-
mene soidab tunnis 6 km rohkem kui teine; teise tunnikiirust kilomeetrites
viljendav arv on kaks korda suurem tundide arvust, mis kulub kohtumiseni.
Mitu km tunnis sdidab kumbki auto?

- 2. Lahendada vorrand

AVt gy oV 5+
3. Lihtsustada avaldis
cos (—150°)  tan 510°- sin 300°
cos 330° cos
4. Lihtsustada avaldis
sin (¥ + y)cos (x — y) + cos (¥ + y)sin(x — y).

5. Ringi raadiusega R on ehitatud vordkiilgne kolmnurk, sellesse oma-
korda ring-jne. Leida koigi ringide ja. kolmnurkade pindalade summa.

6. Labi vordhaarse tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusi ¢ on paigutatud
tasapind P, mis moodustab kolmnurga tasapinnaga nurga a. Leida kolm-
nurga projekteerimisel tasapinnale P saadava kujundi pindala ja iimbermodt.

—+ tan 70° . tan 20° - sin 270°.

RISTARVUD

Taita tithjad ruudud numbritega nii, et veergude summad vorduksid vas-
tavates ridades saadud tulemustega. Seejuures -itkkski arv ei alga nulliga
ning tehted tuleb sooritada nende esinemise jérjekorras.

|
|
|

[+ e Flx [O=ELL
CL 0 Dx [+ D=l 1
I e L et SN L

S+ [lx Bl-I T -0
L L P [ =] Te]s
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TEEDRAJAVAID AVASTUSI MATEMAATIKA ALUSTES
T. Roosinupp !

Koik reaalarvud on vordsed.
Toestus: Lidhtume integraalist
I={dx. !
Et exex=1, siis
I = [ e—xexdx.

Rakendame sellele integraalile ositi integreerimise votet, mille kohasell

Judv =uv — fovdu.
Seejuures votame u = e—*, dv =eXdx. Siis du= —e*dx, v=-ex ja jarelikult

| = e—xex - [ e—xexdx
ehk
I=1-1-1

Lahutades viimase vorduse molemast poolesl [/, saamc
0~=1.

Et vordus jddb oigeks tema mdlema poole korrutamisel iihe ning sama
arvuga ja 0-r =0, siis

=r',

kus r on mistahes reaalarv. Seega vérduvad koik reaalarvud arvuga 0 ja on
jéarelikult omavahel vordsed, m.o.t.t.

Jareldused: 1) Et koik arvud on vordsed, siis kaotab mbotte mate-
maatika iilesannete lahendamine — nagunii on iga {ilesande vastuseks 0.

2) Vottes r=2 ja r=>5, saame vastavalt 2=0 ja 5=0. Jdrelikult 2 =25.

Opilased, kas teil on motet vaeva ndha matemaatika eksamiks ettevalmis-
tumisega?

Koik sirged on paralleelsed.

Toéestus: 1) Iga sirget voib vaadelda IGpmata suure raadiusega ring-
joonena;

2) koik ringjooned ldbivad lopmata kauget tsiiklilist? punkti;

3) seega koik sirged ldbivad iiht ning sama Iopmata kauget punkti;

4) koik sirged, mis. ldbivad iiht ning sama Iopmata kauget punkti, on
paralleelsed;

5) ‘jarelikult kdik sirged on paralleelsed, m.o.t.t.

! Matemaatika Reformimise Teadusliku Uurimise Instituudi aspirant Toe-
leid Roosinupp, kelle pooreltekitavad tulemused arvuteoorias esitasime «Mate-
maatika ja kaasaja» teises numbris (lk. 92), on seekord joudnud veelgi hdm-
mastavamate resultaatideni.

2 Lopmata kaugeks ({siikliliseks punktiks nimetatakse lopmata kauget
imaginaarset punkti, mida libivad koik ringjooned, s t. punkti, mille homo-
geensed koordinaadid rahuldavad vorrandeid

(24?0
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