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KAASAEGSE MATEMAATILISE ANALUUSI
MONED ISELOOMULIKUD JOONED

G. Kangro

Matemaatilise analiiiisi arvukatest harudest on kaasaegse ana-
lifisi arengule koige enam moju avaldanud reaalmuutuja
funktsiooniteooria ja funktsionaalanaliiis.
Kéaesoleva sajandi esimesel veerandil moistetigi kaasaegse mate-
maatilise analiilisi all pohiliselt reaalmuutuja funktsiooniteooriat,
tdnapdeval aga tdhendab kaasaegne analiiiis eeskatt funktsio-
naalanaliiiisi. Tekib kiisimus, miks ei ole kaasaegsele analiiiisile
saanud iseloomulikuks moni teine analiidisi haru, nagu kompleks-
muutuja funktsiooniteooria, integraalvorrandite teooria, diferent-
siaalvorrandite kvalitatiivne teooria, funktsioonide ldhendamise
teooria voi operaatorarvutus, mis kujunesid véalja ligikaudu sama-
aegselt reaalmuutuja funktsiooniteooriaga. Vastus sellele kiisi-
musele on lihtne: viimati nimetatud distsipliinid ei ole kaasa
aidanud funktsiooni moiste kui analiiiisi pohilise uurimisobjekti
laiendamisele nii suurel mdidral kui reaalmuutuja funktsiooni-
teooria, eriti aga funktsionaalanaliiiis. Tutvume kbigepealt reaal-
muutuja funktsiooniteooria pohiliste isedrasustega.

1. Reaalmuutuja funktsiooniteooria. Matemaa-
tilises analiiiisis tekkis tema olemasolu esimese kahe sajandi val-
tel rida probleeme, millele klassikalise analiifisi raamides polnud
voimalik saada vastust. Esitame moned néaited nendest.

1) Uheks raskemaks probleemiks diferentsiaalarvutuses on
kiisimus funktsiooni [(x) tuletise olemasolust ehk, geomeetrili-
selt koneldes, joone y = f(x) puutuja olemasolust. Tekib nditeks
kiisimus: missugustes punktides on sirgestuval (s. t. pikkust
omaval) pideval joonel olemas puutuja?

2) Mille poolest erineb Riemanni mottes integreeruv funkt-
sioon pidevast funktsioonist?

3) Teatavasti ristkiilikus [a, b; ¢, d] pideva funktsiooni
f(x,y) korral kehtib valem

b d d b
[dx [[(x,y)dy= [dy [[(x, y)dx,
a < c a
s. t. on lubatav integreerimiste jarjekorra muutmine. Missuguste
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integreeruvate funkisioonide korral on lubatav integreeri-
miste jdrjekorra muutmine?

4) On teada, et igal pideval funktsioonil f(x) on olemas alg-
funktsioon, s. t. niisugune funktsioon F(x), mille puhul F’'(x)=
= [(x). Missugustel integreeruvatel funktsioonidel on olemas
algiunktsioon?

5) Mille poolest erineb funktsionaaljada {f,(x)} harilik koon-
duvus 16igus [a, b] sisuliselt selle jada iihtlasest koonduvusest
16igus {a, b]?

Otsides vastust nendele ja paljudele teistele taolistele Kkiisi-
mustele, rajas prantsuse matemaatikute kool eesotsas Boreli,
Bairei ja Lebesgueiga moéddunud sajandi vahetusel
reaalmuutuja funktsiooniteooria. Missugused uued ideed ja mee-
{Odld toi siis reaalmuutuja funktsiooniteooria klassikalisse ana-
iifisi?

ESIteks reaalmuutuja funktsiooniteooria vaidab, et funktsi-
oonide vallas jddvad mitmed seaduspidrasused varjatuks seetdttu,
et nad ei kehti funktsiooni kogu méaramispiirkonnas, vaid aval-
duvad alles siis, kui eraldada méadramispiirkonnast iiks teatavas
mottes mitteoluline osa, nn. hulk moodduga null. Mis
on hulk moédoduga null?

Oeldakse, et arvsirgel asetsev punktihulk E on méoduga null,
kui vastavalt igale positiivsele arvule ¢ leidub arvsirgel jada
vahemikke 6, Oy, ..., On, ..., mille pikkuste summa ei iileta
arvu ¢ fa mis katavad hulga E (selles mottes, et E iga punkt kuu-
lub mingisse vahemikku d,). Néiteks iga loenduv hulk (s. t. hulk,
mille elemente saab jirjestada 16pmatu jadana) on moodduga
null. Toepoolest, kui E={x, x5, ..., %, ...}, siis vottes

dnz(xn—2—n€ﬁ, x,,+2n%) (n=1, 2, ...) ndeme, et vahemiku

€ )_ £
ontt| — < ontt

8 pikkus £, avaldub kujul = x, | g5 — [x, —

= % ja seega

21 =822n =

n=1

Et x, kuulub vahemikku d,, siis hulk £ on modduga null.

Kui funktsioonil f(x) on teatav omadus niisuguse hulga igas
punktis, mis saadakse [(x) méaramispiirkonnast D pérast mingi
nullmoéduga hulga E eraldamist, siis 6eldakse, et funktsioonil
f(x) on see omadus peaaegu koikjal hulgal D. Niiteks,
kui funktsiooni f(x) katkevuspunktide hulk on méoduga null, siis
oeldakse, et [(x) on pidev peaaegu koikjal.
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Teiseks, reaalmuutuja funktsioeniteooria vdidab, et funktsioo-
nide vallas mitmed seaduspidrasused, mis avalduvad integraa:
lide kaudu, jddvad sageli markamatuks seetottu, et need integraa:
lid ei eksisteeri. Seepdrast reaalmuutuja funktsiooniteooria iiheks
pohiliseks iilesandeks on laiendada klassikalise Riemanni
integraali maoistet nii, et uus integraal oleks {ildisem ja paremate
omadustega kui Riemanni integraal. Uheks niisuguseks Rie:
manni integraali koige enam tuntud iildistuseks on Lebes:
gue’i integraal, mille puhul funktsiooni tokestatus ei ole
integreeruvuse eelduseks, funktsioon ja tema absoluutvdirtus on
itheaegselt integreeruvad, piirile -iileminek integraali méargi all
on lubatud palju avaramatel eeldustel kui Riemanni integraali
puhul jne. Lebesgue’i integraali eelised Riemanni integraali ees
on niivord suured, et kaasaegse analiilisi seisukohalt osutub
Riemanni integraal liigseks  koormaks matemaatilise analiiiisi
kursuses, omades pohiliselt vaid ajaloolist tdhtsust. Oma nega-
tiivset suhtumist Riemanni integraali teooriasse avaldab viga
ilmekalt prantsuse silmapaistev matemaatik Dieudonmné [1}:
«Voib olla veendunud, et kui see peatiikk ei kannaks nii autori-
teetset nime, oleks ta ammugi valja liilitatud analiiiisi kursusest,
sest igale tootavale matemaatikule (koige austuse juures Rie-
manni geeniuse vastu) on péris selge, et meie pievil see «teoo-
ria» voib pretendeerida vaid mitte liiga huvitava harjutuse
kohale moodu ja integraali {ildises teooriass.

Toetudes nullmdoéduga hulga é&rajdtmise ja Riemanni inte-
graali Lebesgue’i integraaliga asendamise ideedele, saab eespool
tostetud kiisimustele anda jadrgmised vastused {2].

1) Sirgestuval pideval joonel on olemas puutuja peaaegu
koikjal.

2) Riemanni mobttes integreeruv funktsioon on pidev pea-
aegu koikjal.

3) Integreerimiste jédrjekorra muutmine on lubatav koigi
Lebesgue’i mdttes integreeruvate funktsioonide puhul.

4) Koigil Lebesgue’i mottes integreeruvatel funktsioonidel on
olemas algfunktsioon peaaegu koikjal.

5) Kui funktsionaaljada {f.(x)} koondub 1digus [a,b], siis
saab sellest 16igust eraldada kuitahes vidikese mooduga! hulga
nii, et jada {f.(x)} koondub 16igu [a, b] iilejiinud osas iihtlaselt.

Viimane tulemus on antud Moskva matemaatiku Jegorovi
poolt 1911. a. See on iiks neist tulemustest, mis panid aluse
reaalmuutuja funktsiooniteooria Moskva koolile.

Nullmododuga hulga éirajéitvmise ja Riemanni integraali

' Hulga E mooduks nimetatakse integraali [ dx. Seega niiteks loigu
F

[a, 5] modt tdhendab selle 16igu pikkust & -—a.
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Lebesgue’i integraaliga asendamise ideed on reaalmuutuja
funktsiooniteooria kaks iseloomulikku joont. Nende ideede jérje-
kindel teostamine ndudis analiiiisi iilesehitamist kindlale hulga -
teooria Dbaasile. Hulgateoreetilise seisukoha valitsevaks
muutumine on iiks kaasaegse matemaatika isedrasus iildse.
Peale hulgateooria hakkasid matemaatilise analiiiisi arengut olu-
liselt mojutama algebra ja geomeetria, tuues ana-
liitisi kaasa aksiomaatilise meetodi. Et aksiomaati-
lise meetodi sisu ja rakendusvidli on kaasajal oluliselt laienenud,
mille tulemusena kaasaegse matemaatika mitmed iseloomulikud
jooned on seotud just aksiomaatilise meetodiga, siis peatume
selle meetodi juures ldhemalt.

2. Aksiomaatiline meetod. Kaasajal pole aksio-
maatiline meetod ainult selleks, et loogiliselt rangel ja iilevaat-
likul kujul esitada iihte voi teist ($ageli juba valmisolevat teoo-
riat), vaid aksiomaatiline meetod, iihendatuna nn. struktuuri
moistega, on saanud kvalitatiivselt uued rakendusvoimalused
keerukate matemaatiliste probleemide uurimisel. Mida t&hendab
struktuur matemaatikas? '

Vastavalt filosoofiast tuntud tildise vastastikuse seose ja sol-
tuvuse seadusele on reaalsuses esinevate hulkade elementide ja
nende mitmesuguste moodustiste? vahel viga mitmesugused
seosed, mille matemaatiliseks abstraktsiooniks ongi struktuur.
Tédhendab, hulgas R on defineeritud strukiuur, kui selle hulga
elementide voi nende moodustiste (nditeks alamhulkade) vahel
on mddrailud iiks voi mitu seost. Kui R on abstraktne hulk (s. t.
pole teada hulga R elementide konkreetne tdhendus), siis need
seosed antakse aksioomide kaudu, mida peavad rahuldama hulga
R elemendid v6i nende moodustised. Aksioome, mis miidravad
antud struktuuri, nimetatakse selle struktuuri aksioomi-
deks. Antud struktuuri aksioomide loogilised jdreldused moo-
dustavad selle struktuuri teooria. Struktuuri moiste on
antud Nicolas Bourbaki pseudoniiiimi all esinevate
prantsuse ja USA silmapaistvate matemaatikute pooll, kelle
hulka kuulub toendoliselt ka Dieudonné [3].

Matemaatikas esinevad koige sagedamini kolme tiiiipi struk-
tuurid, nn. pohistruktuurid: 1) algebraline struktuur,
2) topoloogiline struktuur, 3) jérjestuse struktuur. Peatume
nende juures lihemalt.

1) Algebraline struktuur hulgas R méédratakse
sellega, et defineeritakse hulgas R {iiks voi mitu algebralist
operatsiooni ehk tehet, ndudes neilt tehetelt teatavate
arvutusseaduste rahuldamist. Need arvutusseadused moodusta-
vadki algebralise struktuuri aksioomid. Selle jargi, missugustele

2 Kui hulk koosneb naiteks aatomitest, siis viimaste moodustisteks on
molekulid. '
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arvutusseadustele alluvad hulgas R defineeritud tehted, saame
ithe voi teise algebralise struktuuri: riihma, ringi, kor-
puse, poolriithma, poolringi integriteetkonna,
vektorruumi, algebra? struktuurid mudelij,
kategooria jne. Néiteks poolriihm on {ihe tehtega struk-
tuur, mis allub assotsiatiivsuse seadusele, s. o. seadusele
(ab)c=a(bc) (kui nimetada tehet korrutamiseks); rithm on sel-
line poolrithm, kus vorrand bx==a on alati lahenduv; ring on
kahe tehtega struktuur, mis iihe tehte — liitmise suhtes kujutab
rithma, teise tehte — korrutamise suhtes aga poolriihma, kus-
juures molemad tehted on seotud distributiivsuse seadustega
(a-t-byc=ac - bc, c(a-+ b)=ca- cb; jne. {4].

Algebraline struktuur, mis kdige sagedamini esineb matemaa-
tilises analiiiisis, on vektorruum. Vektorruum on kahe tehtega
struktuur, mis ithe tehte — liitmise suhtes kujutab kommutatiiv-
set rithma (s. t. riihma, kus kehtib kommutatiivsuse seadus
a- b=1>b-a), teise tehte — arvuga korrutamise ehk, nagu 6el-
dakse skalaariga korrutamise suhtes aga rahuldab
assotsiatiivsuse ja distributiivsuse seadusi ning tingimust
1. a=a. Vektorruumi moodustavad nditeks koik vektorid euklei-
dilises ruumis, millest tulenebki vektorruumi nimetus. Vektor-
ruumi moodustavad ka koik mingis piirkonnas D defineeritud
funktsioonid, koik piirkonnas D pidevad funktsioonid, kdik piir-
konnas™ D diferentseeruvad funktsioonid jne., kui mbdista funkt-
sioonide liitmist ja korrutamist skalaariga tavalisel viisil.

2) Topoloogiline struktuur hulgas R miaratakse
sellega, et hulga R iga punktiga (s. t. elemendiga) seotakse
teatavad R alamhulgad, mida nimetatakse selle punkti @mb -
rusteks. Siinjuures peavad need iimbrused rahuldama jarg-
mist kahte aksioomi, mis on hésti tuntud juhul, kui R on euklei-
diline ruum:

a) punkti a iga kahe tGmbruse U ja V puhul leidub kolmas
iimbrus W, mis sisaldub molemas {imbruses U ja V;

b) kui punkt & kuulub punkti a {imbrusesse U, siis leidub b
iimbrus V, mis ka kuulub iimbrusesse U.

Hulka R, milles on defineeritud topoloogiline struktuur, nime-
tatakse topoloogiliseks ruumiks. Ndiiteks eukleidiline
ruum on topoloogiline ruum, kui moista punkti e {imbruse all
iga kera, mille keskpunktiks on a. Kui hulk R on vektorruum,
siis médratakse iimbruse moiste sageli nn. normi moiste abil,
mis iildistab vektori pikkuse moistet eukleidilises ruumis. Vektori
a norm ||a]l defineeritakse kui mittenegatiivne reaalarv, mis

3 Sonad «algebra» ja «struktuur» esinevad algebras peale iildise tihen-
duse veel eritdhenduses kui teatavad konkreetsed algebralised struktuurid.
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rahuldab jargmist kolme aksioomi:
1) |la|] = 0 parajasti siis, kui a==0,
2) llaal| = [aflla]l,
3) lla+ bl <llaf] 4 115},

kus A tdhendab skalaari. Vektorruumi, milles on defineeritud topo-
loogiline struktuur, nimetatakse lineaarseks ruumiks.
Kui lineaarse ruumi topoloogiline struktuur on méiératud normi
abil, siis koneldakse lineaarsest normeeritud ruu-
mist. Lineaarses normeeritud ruumis nimetatakse punktihulka,
mis koosneb koigist punktidest x, mille puhul [[x — a|| <r (r > 0),
keraks keskpunktiga a ja raadiusega r. Punkti a imbruse
all moistetakse siis (nagu eukleidilises ruumiski) iga kera, mille
keskpunktiks on a. Naiteks vektorruum, mis koosneb koigist kin-
nises piirkonnas D pidevatest funktsioonidest f(f), muutub line-
aarseks normeeritud ruumiks, kui defineerida funktsiooni f()

norm [|fll valemiga |[|f]| = max|f(f)|. Topoloogilisi ruume uurib
teD
iiks geomeetria harusid — topoloogia, topoloogilisi algeb-

ralisi siisteeme aga topoloogiline algebra (algebra
seisukohalt) ja algebraline topoloogia (topoloogia
seisukohalt).

3) Jédrjestuse struktuur hulgas R méiéaratakse sel-
lega, et hulga R teatavate (mitte tingimata koigi) elementide
paaride puhul lepitakse kokku, et iiks element jargneb teisele,
markides seda néiteks siimboliga a< b (b jargneb a-le). Siin-
juures noutakse jargmise kahe aksioomi tdidetust:

a) kui a<b ja b<c, siis a<cg,

b) kui a<(b, siis az#£b.

Hulka, milles on defineeritud jarjestuse strukiuur, nimetatakse
jadrjestatud hulgaks. Naiteks koigi kompleksarvude
hulk osutub jirjestatud hulgaks, kui lugeda seos a < b kehtivaks,
kui @ moodul on védiksem b moodulist. Samuti mingi antud hulga
koigi alamhulkade siisteem muutub jirjestatud hulgaks, kui
lugeda alamhulkade A ja B ‘vahel kehtivaks seos A < B siis,
kui A sisaldub hulgas B, aga ei iihti viimasega.

Siisteemides, mida uurib kaasaegne analiiiis, esinevad ena-
masti mitmed struktuurid korraga. Kui need struktuurid pole
koos uuritava siisteemiga ette antud, siis on matemaatiku {iles-
andeks avastada struktuurid, mis voivad esineda uuritavas siis-
teemis. Kuidas seda teha?

Siin ilmnebki aksiomaatilise meetodi suur tdhtsus kaasajal.
Matemaatik avastab uuritavas siisteemis varjatult esineva struk-
tuuri, kontrollides, kas siisteemi elemendid voi nende moodusti-
sed rahuldavad oletatava struktuuri aksioome. Siinjuures etendab
olulist osa uurija intuitsioon, mis voimaldab tal ligikaudu ette
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ndha otsitava struktuuri titibi. Kuid intuitsioon voib ka vahel
osutuda petlikuks. Niisugusel juhul voib matemaatik varem ooda-
tud struktuuri asemel sattuda uuele, ootamatule struktuurile.
Selle ootamatu struktuuri ilmumine aga annab kasulikku infor-
matsiooni uurija intuitsiooni suunamiseks ldhemale tegelikule
olukorrale.

Kui uuritavas siisteemis on kindlaks tehtud mingi struktuur
(ootamatu voi intuitiivselt ettendhtud), siis avaneb kohe voima-
lus rakendada uuritavale siisteemile avastatud struktuuri kogu
teooriat ja seega kiiresti edasi jouda probleemi lahendamise suu-
nas. Matemaatik, kes ei oska uuritavast siisteemist vélja eral-
dada iiksikuid struktuure, on sunnitud uurima neid struktuure
koiki koos ja seetottu mitte suutes 1dbi ndha probleemi tuuma,
satub ebaolulistele iiksikasjadele ja pikkadele, visitavatele arvu-
tustele. Kokkuvottes vbime 6elda, et aksiomaatiline meetod koos
stlzuktuuri moiste teadliku kasutamisega voimaldab matemaa-
tikul:

1) intuitiivselt sitigavamini ldbi ndha probleemi lahendamise
kiiku ja oma intuitsiooni vajaduse korral leadlikult suunata;

2) teostada nn. mdtte Okonoomia printsiipi, s. t. jouda prob-
leemi lahenduseni métiekdikude kaudu, mis, olles maksimaalselt
seotud probleemi olemusega, kasutavad maksimaalsell dra ole-
masolevad teooriad;

3) asendada klassikalisele matemaatikale omased pikad arvu-
tused tdestuskdikudes sisuliste arutlustega.

Nendes aksiomaatilise meetodi kvalitatiivselt uutes rakendus-
voimalustes peituvadki kaasaegse matemaatika koige iseloomu-
likumad jooned.

Aksiomaatilise meetodi niisuguse rakendamise selgitamiseks
toestame kaasaegse analiilisi meetoditega the teoreemi Fourier’
ridade teooriast, mis kannab Kkiiberneetika looja Norbert
Wieneri nime.

3. Wieneri teoreem. On teada, et kui funktsioonid
f(f) ja g(tf) on arendatavad koikjal absoluutselt koonduvateks
Fourier’ ridadeks !

f (i) — ZH' aneint, g (t) S Zﬂ ﬂnemt’

siis ka korrutis f(Z)g(?) on arendatav absoluutselt koonduvaks
Fourier’ reaks X pne™, kusjuures p, =2 an fnr. Tekib kiisimus,
n k

kas juhul, kui f(t) on arendatav kéikjal absoluuisell koonduvaks

Fourier’ reaks, ka funkitsioon arendub samasuguseks Fou-

1
f(t)
rier’ reaks, kui eeldada, et [(x)z5£0 kbéikjal.

4 Lithiduse mottes kasutame Fourier’ ridade komplekskuju, kusjuures
summeerimisindeks n omandab koik tdisarvulised viirtused.



Olgu R koigi nende funktsioonide hulk, mille Fourier’ read on
absoluutselt koonduvad koikjal. Defineerides hulga R funktsioo-
nidega tavalisel viisil liitmise ja korrutamise, ei ole raske néha,
et R osutub kommutatiivseks ringiks® (s.t. ringiks,
milles korrutamine on kommutatiivne), kusjuures selles ringis
on olemas iihikelement — konstantne funktsioon f(x)=1.
Seega uuritav probleem taandub kiisimusele, kas ringi R suva-

lisel elemendil [(f{) on olemas poordelement 'f_(% selles ringis.

Vastuse sellele kiisimusele annab ringiteooriast tuntud lihtne
teoreem, mille jargi ringi R elemendil a on olemas pddrdelement
a! selles ringis parajasti siis, kui a ei kuulu ringi R iihessegi
maksimaalsesse ideaali. Siinjuures ideaaliks
mistahes ringis R nimetatakse niisugust ringist R erinevat alam-
hulka, mis koos iga kahe elemendiga a ja b sisaldab ka nende
summat a--b, aga koos iga elemendiga a ka korrutist ar, kus r
on ringi R suvaline element. Néiteks eespool defineeritud funkt-
sioonide ringis R moodustavad ideaali koik need funktsioonid
f (1), mille vairtus mingil kindlal kohal 7, on null. Toepoolest,
kui f(f)=0 ja g(f)==0, siis ka

[(to) -+ &(l)=0, (o) (l)=0

iga I1(1) korral ringist R. Ringi niisugust ideaali, mis ei sisaldu
selle ringi iiheski teises ideaalis, nimetataksegi maksimaalseks
ideaaliks.

Eespool toodud ringiteooria teoreemi rakendamine funktsioo-
nide ringile R porkub aga tosistele raskustele, sest ringiteooria
ei anna mingit meetodit antud ringi maksimaalsete ideaalide
kirjeldamiseks. Seepédrast tekib vajadus otsida ringis R uusi
struktuure. Osutubki, et ring R saab topoloogilise struktuuri,

kui defineerida funktsiooni f(?) norm |[Ifll valemiga ||f|| = > |axl.

Saadud topoloogilist ringi nimetatakse normeeritud rin-
giks. Noukogude matemaatikud Gelfand, Neumark
jt. on arendanud viga sisuka normeeritud ringide
teooria, mis kujutab funktsionaalanaliiiisi 1{ihte tdht-
samat haru. Selles teoorias naidatakse, et kommutatiivse nor-
meeritud ringi R igale elemendile saab seada vastavusse tea-
tava kompleksarvu nii, et ringi R elementide summale vastab
vastavate kompleksarvude summa ja korrutisele — korrutis, kus-
juures ringi R elemendile a vastava kompleksarvu moodul ei
tleta elemendi a normi [|a]|. Ringi R need elemendid, millele

 Siinjuures tuleb silmas pidada, et rea 3 a,einf absoluutsest koonduvu-
n

sest koikjal -jareldub rea Egan| koonduvus.
=

10



vastab arv null, moodustavadki maksimaalse ideaali. Raken-
dades seda tulemust absoluutselt koonduva Fourier’ reaga funkt-
sioonide ringile R, saame lihtsa arutluse teel kindlaks teha,
et eespool nditena toodud ideaalid, mis koosnesid ringi R nendest
funktsioonidest f(¢), kus f(f{)=0, kujutavadki koiki maksimaal-

seid ideaale ringis R. Tdhendab, kuulub ringi R parajasti

1
7(@)
siis, kui f(£)s40 koikjal. Sellega on Wieneri teoreem toestatud.

Vorreldes siin esitatud Wieneri teoreemi toestust Wieneri
originaalse toestusega [5] ndeme, et viimane, kui klassikaline
téestus sisaldab rohkesti kunstlikke arvutusi. Toestuskdikudes
arvutuste asendamine arutlustega iseloomustabki aga, nagu juba
nimetatud, kaasaegset matemaatikat.

Aksiomaatilise meetodi rakendamisega seotud isedrasused on
iseloomulikud kaasaegsele matemaatikale {ildse, mitte ainult mate-
maatilisele analiiiisile. Et kindlaks teha, missugused struktuuride
pohitiiiibid peavad tingimata esinema kaasaegses analiiiisis, hei-
dame pogusa pilgu funktsionaalanaliiiisi olemusse.

4. Funktsionaalanaliiiis. Funktsionaalanaliiiis kuju-
nes vilja kdesoleva sajandi kolmekiimnendateks aastateks ees-
kédtt saksa matemaatiku Hilberti, ungari matemaatiku
Rieszi ja poola matemaatiku Banachi wuurimuste
tulemusena  klassikalise analiiisi, geomeetria ~ja algebra
ideede ning meetodite iihendamisel. Funktsionaalanaliiiis eri-
neb klassikalisest analiilisist eeskidtt selle poolest, et siin
on saanud funktsioon kvalitatiivselt uue, erakordselt avara sisu:
klassikalise funktsiooni moiste on {ile kasvanud kaasaegseks
operaatori moisteks. Olgu R ja R’ mingid suvalised hulgad.
Kui hulga R igale elemendile vastab hulga R’ kindel element,
siis oeldakse, et hulgal R on defineeritud operaator, mille vaar-
tused kuuluvad hulka R’. Tahistades operaatori tdhega F, mér-
gime siimboliga F(x) hulga R elemendile x vastava elemendi
hulgast R” (analoogiliselt klassikalisele funktsioonile, mis kuju-
tab operaatorit, mille maaramispiirkonnaks R on mingi hulk
eukleidilises ruumis ja muutumispiirkonnaks R’ mingi hulk arv-
sirgel). Ka reaalmuutuja funktsiooniteoorias on funktsiooni
moiste oluliselt avardunud vorreldes temale eelneva ajastu klas-
sikalise funktsiooni moistega, kuid mitte sel méairal nagu funkt-
sionaalanaliiiisis. Nimelt sel ajal, kui klassikaline analiiiis piir-
dub pohiliselt pidevate (tdpsemalt peaaegu koikjal pidevate, s. o.
Riemanni mottes integreeruvate) funktsioonide uurimisega, vaat-
leb reaalmuutuja funktsiooniteooria nn. moodtuvaid funkt-
sioone, mis, nagu nditas Moskva matemaatik Luzin juba
1912. a., erinevad pidevatest funktsioonidest kuitahes viikese
(aga siiski nullist erineva) mooduga hulgal.
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Et operaatorite -uurimisel oleks voimalik rakendada piirvaar-
tuste meetodit kui matemaatilise analiiiisi pohilist meetodit, peab
hulkadesse R ja R’ tooma i{imbruse moiste, teiste sonadega, hul-
kades R ja R’ tuleb defineerida mingi topoloogiline struktuur.
Siin peitubki iks kanal, mille kaudu geomeetrilised ideed ja
meetodid jouavad kaasaegsesse analiiiisi. Teine kanal (mille juu-
res me kdesolevas artiklis ei peatu), peitub mitmemodtmeliste
pindade diferentsiaalgeomeetrias. Hulkades R ja R’, mis esine-
vad operaatori F mdadramis- ja muutumispiirkondadena, peab
aga olema defineeritud ka algebraline struktuur. Millest see
nahtub?

Funktsionaalanaliilisi esimene iseloomulik joon avaldub sel-
les, et siin on &darmiselt suur tidhtsus nn. lineaarsetel
probleemidel, s. o. probleemidel, mis on kirjeldatavad
lineaarsete operaatoritega. Siinjuures nimetame
opertaatorit F lineaarseks, kui F rahuldab jargmist kahte tingi-
must:

Fx - x0) = F () ++ F(xa), F(ix) =aF(x),

kus x;, x, ja x on suvalised elemendid hulgas R, aga 1 — suva-
line skalaar. Nditeks nn. diferentseerimisoperator

siooni, on lineaarne operaator. Lineaarsuse tingimustel on mote
vaid siis, kui hulkades R ja R’ on defineeritud liitmise ja ska-
laariga korrutamise tehted. Need tehted aga toovad hulkadesse
R ja R’ vdhemalt vektorruumi struktuuri. Seega lineaarse ope-
raatori F korral peavad hulgad R ja R’ olema vahemalt lineaar-
sed ruumid. Oeldu kdib aga ka mittelineaarse operaa-
tori F kohta, kui nouda selle operaatori diferentseeru-
vust. Nimelt analoogiliselt funktsiooni difercntseeruvuse mois-
tega nimetame operaatorit F diferentseeruvaks, kui operaatorit F
saab lokaalselt (s. t. antud punkti {imbruses) kuitahes tédpselt
ldhendada pideva lineaarse operaatoriga. Tdpsemalt, operaator
F on diferentseeruv kohal x, kui leidub niisugune pidev lineaarne
operaator A, et kehtib seos

F(x - h) —F(x) —A(h) 1 a

kus « on korgemat jiarku lopmata vidike kui /1 protsessis h—>0
(0 tdhendab siin R kui vektorruumi nullelementi). Ope-
raatorit A nimetatakse operaatori F tuletiseks kohal x.
Seega kui F on mittelineaarne operaator, siis tema tuletis ikkagi
on lineaarne operaator, millel on mote ainult siis, kui hulkades
R ja R’ on olemas vektorruumi struktuur.

Siit ilmneb vektorruumi suur tdhtsus kaasaegses analiiiisis.
Liialdamata voib Gelda, et vektorruum on iiks koige pohilise-
maid moisteid kaasaegses matemaatikas iildse. Sellest ilmneb ka
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lineaaralgebra suur osatdhtsus tdnapdeva matemaatikas.
Klassikaline analiiiis aga teatavasti ei kasuta mitme muutuja
funktsioonide teoorias esinevate teisenduste (nditeks muutujate
vahetuse) kui operaatorite tuletise moistet, milleks on mitme
muutuja funktsioonide teoorias aluseks oleva eukleidilise ruumi
kui vektorruumi teatav lineaarteiséndus. Selle lineaarteisenduse
asemel kasutab klassikaline analiiiis ainult tema determinanti —
nn. funktsionaaldeterminanti. Seet6ttu klassikalisel
mitme muutuja funktsioonide diferentsiaal- ja integraalarvutusel
puudub see moistete ja meetodite selgus ning algebraline ja geo-
meetriline 1dbindhtavus, mis on omane funktsionaalanaliilisi vas-
tavatele moistetele ja meetoditele (muidugi sellele, kes funkt-
sionaalanaliiiisi tunneb).

Nagu nédgime, peavad siisteemides, mida uurib funktsionaal-
analiiis, esinema tingimata topoloogiline ja algebraline struk-
tuur. Seega, kui reaalmuutuja funktsiooniteooriat saab siigavalt
moista ainult see, kes tunneb hiasti hulgateooriat, siis funktsio-
naalanaliiiisi siigavaks sisuliseks moistmiseks on vaja peale hul-
gateooria veel hésti tunda topoloogiat ja kaasaegset algebrat.
Selles peitub funktsionaalanaliifisi teine iseloomulik joon.

Lopuks olgu rohutatud, et kdesolevas artiklis ei ole puuduta-
tud kaasaegse analiiiisi neid iseloomulikke jooni, mis on seotud
nn. konstruktiivse meetodiga, kuna konstruk-
tiivne matemaatiline analiiiis pole veel vdlja joud-
nud oma kujunemise faasist. Ei ole aga midagi voimatut selles,
kui konstruktiivne analiilis saab kord funktsionaalanaliiiisi ase-
mel tuleviku kaasaegsele analiiiisile iseloomustavaks osaks.
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MIS ON PLASTILISUSETEOORIA?

0. Lepik

Kiire tehniline progress kahekiimnendal sajandil on moju-
nud viljastavalt teaduse arengule. Peamiselt just tehnika vaja-
duse tottu on tekkinud mitmed uued teaduseharud nagu kiiber-
neetika, informatsiooniteooria, magnetohiidrodiinaamika, plas-
mateooria, iileheliliste kiiruste mehhaanika, kvantkeemia jt. Sel-
lesse loetellu tuleks paigutada ka plastilisuseteooria. Ehkki esi-
mesed t66d sellelt alalt on périt juba 1870. aastast, oli neil esi-
algu vaid puhtteoreetiline tdhtsus. Laiaulatuslik plastilisuse-
teooria areng koos rakendamisega tehnikasse algas alles moni-
kiimmend aastat tagasi. Tdnapaeval on see teaduseharu aga
muutunud kiillaltki ulatuslikuks distsipliiniks, mille tundmiseta
poleks voimalik mitmete kaasaegsete seadmete ja konstruktsioo-
nide projekteerimine. Arvestades plastilisuseteooria «noorust» on
tema problemaatika ja rakendused laiemates ringkondades veel
suhteliselt vdhe tuntud. Selle liinga osaline tditmine ongi kies-
oleva kirjutise iilesandeks.

1. Materjali tombediagramm. Vaatleme silindrilist varrast,
mis on valmistatud terasest, vasest, puust voi monest muust
materjalist ja mis on asetatud tombemasinasse. Vardale raken-
datud koormust P suurendatakse pidevalt. Olgu F varda rist-
16ike pindala; suurus ¢ ==?/p iseloomustab siis vardas mojuvat
tombepinget. Téhistame varda algpikkuse [-ga, tema pikene-
mise antud koormuse mdjul Al-ga; relatiivne pikenemine on seega
e =Al/l. Vaatame, kuidas oleneb relatiivne pikenemine varda
pingest. Selleks koostame tombekatse andmete pohjal joonisel 1
kujutatud diagrammi. Diagrammi osas OA on pinge vordeline
deformatsiooniga; see on nn. elastsete deformatsioonide piirkond.
Puutuja tdusu punktis O nimetatakse elastsusmooduliks ja tahis-
tatakse siimboliga E, seega E =tan a. Pérast suhteliselt liihi-
kest tileminekupiirkonda AB jdrgneb meie diagrammil 16ik BC,
mille ulatuses pinge ¢ ei muutu. Sel korral 6eldakse, et toimub
materjali plastiline voolamine ning piirkonda BC nimetatakse
voolavuspiirkonnaks.. Pinget voolavuspiirkonnas tihistame siim-
boliga ¢,. Edasi jédrgneb graafikul uuesti tousev osa CD (nn.
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kalestumispiirkond), kuni lopuks punktis D varda tugevusvaru
on ammendatud ja toimub purunemine.

Joonisel 1 esitatud diagrammi kuju soltub olulisel maaral
varda materjalist. Nii naiteks v8ib monedel juhtudel puududa
voolavuspiirkond, teistel kalestumispiirkond jne. Kui lihtsuse
mottes jatta arvesse votmata kalestumispiirkond, siis saame dia-
grammi, mis vastab- nn. ideaalselt plastilisele materjalile
(joon. 2). Moningate probleemide korral osutub vajalikuks liht-

6 D 6

F
B
q;——ﬁ 7 I B._./q ——P
1
|
| 6,
|
o x &
3 WK € 5 €
Joonis 1. Toonis 2.

sustada saadud diagrammi veelgi. Kuna iildiselt on elastsus-
moodul E iisna suur arv (niit. terase korral E= 2,1 . 10¢ kg/cm?),
siis voib votta E > oo ning diagramm joonisel 2 koosneb niiiid
kahest ristuvast sirgest OB .ja BD. Diagrammi osas OB on
£=0 ning seega mingeid deformatsioone ei toimu (materjal on
jdik), sellele jargneb aga plastiline voolamine konstantse pinge
os juures. Niisugust nn. jdik-plastilisele materjalile vastavat dia-
grammi kasutatakse tdnapdeval {isna sageli.

Siiani oletasime, et varda tombekatsel kasvab koormus mono-
toonselt. Vaatleme aga niiiid juhtu, kus mingis diagrammi punk-
tis F (joonisel 1) hakatakse koormust vdhendama. Katse naitab,
et sel korral me liigume diagrammil modéda sirget FH, mis on
roobiti  elastsete deformatsioonide piirkonnaga OA. Koormuse
tdielikul mahavotmisel jddb iiks osa deformatsioonist (16ik OH)
piisima; seda nimetame jddkdeformatsiooniks ehk plastiliseks
deformatsiooniks. Tagasiminev osa HK kannab aga elastse de-
formatsiooni nimetust. Kui koormuse langus teostada 16igul OA,
siis. kogu deformatsioon on elastne ja parast koormuse mahavot-
mist vardas mingeid jddkdeformatsioone ei ilmne.

Elastsusteoorias kasutatakse diagrammilt joonisel 1 dra ainult
piirkond OA. Selge, et niisugune tee pole kuigi 6konoomne, sest
siin ei ammendata materjali tugevusvaru taielikult. Kui votta
arvesse ka plastiliste deformatsioonide piirkond AD, siis voime
(eriti just suure kalestumisega materjalide korral) sama detaili
koormata tunduvalt enam. Viimase asjaolu tottu leiab plastili-
suseteooria inseneride hulgas jarjest enam tdhelepanu.
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2. Peapinged ja peadeformatsioonid. Eespool kisitlesime suh-
teliselt lihtsat iilesannet, kus pinge- ja deformatsiooniseisundid
olid ithedimensioonilised. Vaatleme niiiid, kuidas maéaéirata pin-
geid ja deformatsioone meelevaldse kujuga kehas, millele on
peale pandud mingid véliskoormused. Kujutleme, et oleme vaa-
deldava keha 1abi 10iganud tasandiga ja eemaldanud sellest {ihe
poole (joon. 3).

Lisaks rakendatud koor-
mustele F,, Fy jne. peavad 16i-
kepinnal mojuma mingid tun-
gid, mis kompenseerivad é&ra-
16igatud osa moju. Nende tun-
gide suurust pinnaiihiku kohta
nimetamegi pingeks vaadelda-
val loiketasandil. Pingevektor
o ildiselt ei iihti loiketasandi
normaaliga », vaid on nii nor-
maalkomponendiga o» kui ka
loiketasandis asetseva tangent-
siaalkomponendiga t». Molemad suurused soltuvad valitud loike-
pinna orientatsioonist. Vo6ib toestada, et keha igas punktis saab
ndidata kolme ristuvat tasandit, mille puhul kogupinge on nor-
maalne (s. t. 7» = 0). Niisugustele tasanditele vastavaid pin-
geid o), 02, 03 nimetatakse peapingeteks; tasandid ise
kannavad peatasandite nimetust. '

Voib pistitada veel teistsugusegi probleemiseade: leida tasan-
did, milledel tangentsiaalpinged omandavad ekstremaalsed vaar-
tused. Saab néidata, et niisugusteks tasanditeks osutuvad pea-
tasanditevahelisi nurki poolitavad tasandid. Neile tasandeile
vastavaid tangentsiaalpingete ekstremaalseid
vadrtusi tdhistame siimbolitega ;, 12, 73; kehtivad vordused

1

T =y (0y — 03), Ty =

Joonis 3.

—l (03 — a1), r3=-—21—(0,—ag). (1)

Asume niiiild deformatsiooniseisundi analiiiisimisele. Selleks
eraldame vaadeldavast kehast vélja eclementaar-risttahuka ja
uurime selle muutumist deformatsiooni kaigus. Siin tuleb eris-
tada kahte asjaolu. Uhelt poolt 'muutuvad deformeerimisel rist-
tahuka kiilgede pikkused, teiselt poolt voivad aga muutuda ka
nurgad risttahuka kiilgservade vahel (niisugust deformatsiooni
nimetatakse nihkedeformatsiooniks). On alati voimalik keha
igas punktis naidata kolm niisugust ristiseisvat sihti, et nende
sihtidega roobiti voetud risttahuka kiilgservad ei allu nihke-
deformatsioonidele (s. t. muutuvad wvaid risttahuka mootmed,
kuid nurgad killgservade vahel jddvad endiselt tdisnurkadeks).
Niisuguseid sihte nimetatakse deformatsiooni peasih-
tideks; nende sihtidega ristiseisvaid tasandeid — defor-
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matsiooni peatasandeiks. Peasihtidele vastavaid
relatiivseid deformatsioone nimetatakse peapikenemiseks
(neid tdhistame siimbolitega &), &, &3). Analoogiliselt sellele,
mida ndgime eespool pingeseisundi uurimisel, voib ka siin otsida
tasandeid, millel nihkedeformatsioonid oleksid ekstremaalsed.
Sellised tasandid kannavad peanihketasandite nime ja
osutuvad deformatsiooni peatasandite vaheliste nurkade pooli-
tajateks. Peanihketasandeile vastavad nihkekomponendid (need
on risttahuka tahkude vaheliste tdisnurkade muudud) kannavad
nimetust peanihked. Peapikenemistega on peanihked p;, ps,
ps seotud valemitega

Yr=8& — & Pa—E — &, P3=—¢& — & (2)

Mboningatel juhtudel kasutatakse plastilisuseteoorias defor-
matsioonide (s. o. relatiivsete pikenemiste ning nihete) asemel
vastavate suuruste muutusi .ajaithikus (muutumiskiirusi). Koik,
mis on eespool Geldud deformatsiooniseisundi kohta, jddb keh-
tima ka siin, kui vaid asendada sonad «deformatsioon», «pea-
pikenemine», «peanihe» nimetustega «deformatsioonikiirus»,
«peapikenemiskiirus» ja «peanihkekiiruss.

3. Plastilisusetingimused. Vaatame niilid, missugustel tin-
gimustel ilmnevad keha mingis punktis plastilised deformatsioo-
nid. Uhedimensioonilise pingeseisundi korral (niit. varda veni-
tus) on probleemi lahendus védga lihtne — plastilised deformat-
sioonid tekivad siis, kui pinge vardas iiletab elastsuspiiri (punkt
A joonisel 1). Kuna aga elastsuspiir tavaliselt vaid vdhe erineb
voolavuspiirist o, siis voime plastilisuse tingimuseks antud juhul
votta o= g,. Hoopis keerukam on saada plastilisusetingimusi
iildise (s. o. kolmedimensioonilise pingeseisundi) juhuks.

Ajalooliselt esimese plastilisusetingimuse esitas B. de Saint-
Venant 1871. a. Aluseks olid prantsuse inseneri H. Tresca
katsed. Surudes metalle suure rohu all 1dbi vdikese avause pani
Tresca tédhele, et plastiline voolamine algab antud metalli juures
alati siis, kui maksimaalne tangentsiaalne pinge omandab véir-

tuse —; os. Kandes selle tulemuse iile iildise pingeseisundi juhule
formuleeris Saint-Venant oma plastilisusetingimuse kujul

!Tl|<%, |72[<%s, |T3f<%- (3)

Niikaua, kui nendes kolmes valemis figureerivad vorratus-

méargid, on deformatsioonid keha antud punktis elastsed; kui

aga kas voi iikski vorratusest asendub vordusega, siis ilmnevad
plastilised deformatsioonid.

Kuna Saint-Venant’i plastilisusetingimuse puhul tuleb kogu

aeg opereerida kolme vorratusega, siis tegi R. Mises 1913. a.
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ettepaneku tingimused (3) asendada lihtsama noudega

1 .
72+ 12?2 13?2 < 5 os2. (4)

Mises luges Saint-Venant’i tingimust tapseks, enda oma aga
ligikaudseks. Hilisem analiliis ja vastavad katsed naiitasid aga,
et Misese tingimus on tegelikkusega koguni paremini kooskélas
kui Saint-Venant’i vorratused. Teoreetilise pohjenduse sellele
esialgu paradoksaalsele tulemusele andis H. Hencky 1924, a.

Saint-Venant’i ja Misese tingimused esitatakse tavaliselt tel-
jestikus, kus koordinaattelgedeks on pingete peasuunad. Liht-
suse mottes piirdume vaid juhuga, kus o3 =0 (tasandiline pin-
geseisund). Arvestades valemeid (1), (3) ja (4) ndeme, et
Misese tingimus on o,0s-tasandil esitatav ellipsina, Saint-Venanti
tingimus aga selle sisse joonestatud kuusnurgana (joon. 4.).

6 Erinevus molema plastilisuse-
: tingimuse vahel on suhteliseit
vdike ning kiisimus, kumba
neist kasutada, pole praktika
f seisukohalt tavaliselt kuigi olu-
6, line. On huvitav markida, et
' viimase aja uurimustes on
i 6, uuesti hakatud kasutama Saint-
Venant'i tingimust. Pohjuseks
on siin asjaolu, et Saint-Ve-
nant’i tingimus on pingekom-
ponentide suhtes tiikati line-
aarne, mis moningate problee-
Joonis 4. mide puhul (néditeks kande-
véime méadramine) lihtsustab

lahenduskdiku tunduvalt.

Olgu meil antud mingi plastilisusetingimus (nditeks Misese
tingimus). Ideaalselt plastilise (s. o. kalestumiseta) materjali
korral ei saa ellipsi kuju ja mootmed deformatsiooni kaigus
muutuda. Kui pingeseisundit iseloomustav punkt (o1, o2) aset-
seb ellipsi sees, siis deformatsioonid on elastsed, kui see punkt
aga asetseb ellipsil, toimub keha vastavas punktis plastiline
voolamine. Kalestumisega materjali korral muutub plastiliste
deformatsioonide kasvades iildiselt nii ellipsi kuju kui ka asend.
On ette pandud mitmesuguseid kalestumishiipoteese, mida ske-
maatiliselt esitab joonis 5. Jocnisel 5a on toodud nn. isot-
roopne kalestumine (ellips jidb oma esialgse kujuga
sarnaseks ning on sarnasusasendis); joonisel 5b ndeme nn.
kinemaatilist kalestumist (muutub ellipsi keskpunkti
asend). Moned viimase aja uurimused annavad pdhjust oletada,
et plastiliste deformatsioonide kdigus vdib muutuda ka ellipsi
kuju: ellips oleks nagu kummikelme, mis venitatakse vidlja min-

6 —]
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gis oma punktis (tekib nn. nurkpunkt — joon. 5c}. Kiisimusele,
missugune koigist esitatud kalestumismehhanismidest peegeldab
tegelikkust koige tdpsemini, voivad vastuse anda vaid eksperi-
mentaalsed andmed. Neid on aga tdnapdeval kahjuks veel véhe,
et teha 16plikku otsust ilhe voi teise hiipoteesi kasuks.

Joonis 5.

Isotroopse kalestumise korral voib Misese tingimusele anda
praktilisteks rakendusteks sobivama kuju, kui sisse tuua pin-
geintensiivsuse ¢ ja deformatsiooniinten-
siivsuse e moisted valemitega

0i=V2Vu? + 12 + 7o,

2.
e; == V—g‘ V2 p? - pat.

(5)

Ideaalselt plastilise materjali korral on Misese tingimuseks
niiid valemi (4) pohjal o; < o,. Kalestumise korral on pinge-
intensiivsus  deformatsiooniintensiivsuse funktsiooniks: ;=
= @(e;). Rohkearvulised katsed on nédidanud, et funktsiooni @
kuju praktiliselt ei sdltu koormamisviisist. See asjaolu annab
voimaluse funktsiooni @ méiaramiseks nédit. tombediagrammilt
(joon. 1).

4. Deformatsiooni- ja voolutiiiipi plastilisuseteooriad. Plasti-
lisuseteooria iilesannete formuleerimisel ning lahendamisel ei
saa piirduda iiksnes plastilisusetingimustega, vaid on {tarvis
teada ka seoseid pingete deformatsioonide (resp. deformatsiooni-
kiiruste) vahel. Nende seoste konstrueerimisel voib kasutada mit-
mesuguseid ldhtehiipoteese, mis viivad erinevatele plastilisuse-
teooriatele.

Uheks tdnapdeval enam kasutatavaks plastilisuseteooriaks on
m. vaikeste elastilis-plastiliste deformat-
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sioonide teooria (ehk lithemalt «deformatsiooniteooria»),
‘mille loojaks loetakse H. Hencky't (1924. a.) ja millele kaas-
aegse kuju on andnud A. A. Ilju8in. Deformatsiooniteooria
baseerub hiipoteesil, mille kohaselt ekstremaalsed tangentsiaalsed
pinged on keha igas punktis vordelised peanihetega, s. t.

Tt __ 2 B
ynoor: s’ (6)

Teistes nn. «voolutiiiipi» plastilisuseteooria-
tes seotakse pinged deformatsioonikiirustega, vottes néiteks
maksimaalsed tangentsiaalsed pinged vordelisteks peanihete
kiirustega, s. t.

71 T2 T3
T v @
kus 91, p2, ps on peanihete kiirused.

Esimene «voolutiiiipi» plastilisuseteooria esitati jéik-plastilise
materjali jaoks B. de Saint-Venanti ja M. Levy poolt
juba 1871. a. Hiljem on seda korduvalt tdiendanud R. Mises
(1913), L. Prandtl (1924), A. Reuss (1930) jt.
Hilisematest sellealastest uurimustest vddrib tdhelepanu
W. Prageri to6 1953. aastast. Prager andis voolavusseadu-
sele (7) geomeetrilise -interpretatsiooni, ndidates, et deformat-
siooni kiiruse vektor on risti pinnaga, mis esitab plastilisuse-
tingimust o10:03-teljestikus. Seda nn. assotsieeritud voo-
lamisseadust on plastilisuseteoorias viimase aastakiimne
viltel laialdaselt rakendatud. :

Asudes deformatsiooni- ja vooluliiiipi teooriate hindamisele
méargime eelkdige, et deformatsiooniteooria sisaldab eneses eri-
juhuna ka elastsuseteooriast tuntud valemid (iildistatud Hooke’i
seaduse); vooluteooriaid seevastu voib aga vaadelda kui hiidro-
diinaamika valemite iildistamist plastilise voolamise juhule.

Plastilisuseteoorias tuleb eristada nn. liht- ja 1iit-
koormamist. Esimese all moistame niisugust koormamis-
viisi, mille puhul koik véalistungid kasvavad vordeliselt iithe para-
meetriga (nditeks ajaga). Liitkoormamise juures voib muutuda
koormamise iseloom (néiit. paindele voib lisanduda védane), osa
viliskoormusi voib kasvada, teised aga samaaegselt viheneda
jne. A. A. TIljusinil onnestus néidata, et lihtkoormuse korral
koik deformatsiooni- ja voolutiiiipi plastilisuseteooriad annavad
ithtelangevad tulemused. Et aga deformatsiooniteooria on voo-
luteooriatest matemaatiliselt tunduvalt lihtsam (viimasel juhul
saadud diferentsiaalvorrandite jark on ithe vorra korgem), siis
on loomulik lihtkoormuse juhul kasutada deformatsiooniteoo-
riat. Deformatsiooniteooria kasutamine on lubatav ka juhul, kus
koormus védhe erineb lihtsast. Uldiselt aga tuleb markida, et
liitkoormuse korral deformatsiooniteooria voib anda tulemusi,
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mis tunduvalt kalduvad korvale eksperimentaalsetest. Teiselt
poolt ei saa tdielikult rahulduda ka tulemustega, mille annab
vooluteooria lihtsaim variant (7). Keerulisemate voolutiiiipi teoo-
riate rakendamisel Onnestub kiill parandada kooskdla teoreeti-
liste ja eksperimentaalsete andmete vahel liitkoormamisel, kuid
saadud diferentsiaalvorrandid on sedavord keerulised, et konk-
reetsete iilesannete lahendamine porkub sageli iiletamatutele
matemaatilistele raskustele. Ilmselt on siin tarvis vélja téotada
mingi vahepealne lihtsustatud lahendusvariant, mis garanteerib
siiski praktikas vajaliku tdpsuse. See on probleem, millele tdna-
pédeva plastilisuseteooria pole veel suutnud anda 16plikku vastust.

Mirgime, et korvuti deformatsiooni- ja voolutiiiipi plastilisu-
seteooriatega eksisteerib ka kolmas riilhm — nn. liugumis-
teooriad. Sellele riihmale panid aluse S. Batdorf ja
B. Budiansky (1949. a.), ldhtudes kristallide mikrostruktuu-
rist. NSV Liidus on seda laadi teooriate propageerijaks olnud
[.dti NSV akadeemik A. Malmeister.

5. Moningaid plastilisuseteooria rakendusi. Plastilisuseteoo-
ria rakenduslik osa on viimase 15—20 aasta jooksul eriti ula-
tuslikult kasvanud, kusjuures suur osa lahendatud iilesannetest
on voetud kasutusele inseneripraktikas. Et kdesoleva artikli napp
ruum ei voimalda anda kuigi ammendavat iilevaadet plastilisuse-
teooria rakendustest, siis piirdume jargnevas vaid mone oluli-
sema filesannete riihma maéarkimisega.

Nagu juba eespool 6eldud, teostades arvutused elastsusteooria
valemitega, ei kasuta me materjali tugevusvaru kiillaldaselt;
leiste sonadega — me kulutame materjali enam, kui see oleks
vajalik. Siit tulenebki iiks plastilisuseteooria pohiiilesannetest:
kui palju voib koormata mingit konstruktsiooni voi selle osa
(nait. varrast, plaati, koorikut) ilma, et oleks karta tema puru-
nemist. Selle nn. kandevoime probleemi lahendamisel
on olulist edu saavutatud eriti just viimasel ajal: on formulee-
ritud teoreemid, mis voimaldavad piirkoormusele leida alam- ja
ilemtokke; Saint-Venant’i plastilisusetingimuse ja assotsieeritud
voolamisseaduse kasutamine lihtsustas suurel médral probleemi
matemaatilist killge ja vdimaldas lahendada rea praktikale olu-
lisi {ilesandeid. On huvitav méirkida, et kandevdimeteoorias val-
jatootatud meetodeid on hakatud rakendama ka matemaatilises
planeerimises.

Ehkki plastilisuseteooriat voib vaadelda kui elastsusteooria
lildistust jadvate deformatsioonide juhule, on tema probleemide
ring tunduvalt laiem — plastilisuseteooria voimaldab formulee-
rida ja lahendada ka mitmeid niisuguseid iilesandeid, mis elast-
susteooria kursuses ei esine, Siia kuuluvad néiteks tehnoloo-
gilised iilesanded, nagu metallide valtsimine, stantsimine,
tombamine. Illustratsioonina vaatleme siinkohal seadet, mida
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kasutatakse traadi tombamiseks. Seadme pohiosaks on eriti tuge-
vast materjalist matriits, mille 14bimo6t tema iihe otsa poole
aheneb (joon. 6). Ldbi matriitsi tommatakse traati. Tombepinge
o peab olema sealjuures niivord suur, et matriitsi vahel olevas
traadi osas toimuks plastiline voolamine. Sellise seadme pro-
jekteerimisel tuleb lahendada rida probleeme, nagu kui suur
peaks olema tombepinge o, millise kujuga peaks olema matriitsi
avaus, kui suured pinged ilmnevad matriitsis (kas pole nditeks
nende tagajdrjel karta matriitsi purunemist) jne. Koikidele nen-
dele kiisimustele annabki vastuse plastilisuseteooria.

Matriits
/7 —

-

Joonis 6.

Intensiivselt areneb tdnapdcval plastilisuseteooria osa, mida
tuntakse reoloogia nime all. See on distsipliin, kus uuri-
takse keha deformatsiooni- ja pingeseisundi muutumist ajas.
Kujutlegem néditeks tdommatud varrast. Kui témbekatse katkes-
tada ning jiatta varda otsa konstantne koormus, siis voib tahel-
dada tdiendavat varda pikenemist aja funktsioonina. Seda lisa-
deformatsiooni tuntakse elastse jdrelmoju nimetuse all.
Tavalistel tingimustel elastne jarelmoju on suhteliselt viike ning
seda ei pruugi arvestada. Erinev on olukord seadmetega, mis
tootavad korges temperatuuris (gaasiturbiini labad, aatomi-
reaktorid, kosmilised raketid jne.) Siin on deformatsiooni kas-
vamine ajas niivord intensiivne, et see teatud aja méodudes voib
kutsuda esile isegi vastava konstruktsiooni purunemise. Niisugu-
sel juhul koneldakse materjalide roomavusest. On huvitav
maérkida, et moningatel materjalidel (niit. betoon, pigi, seatina)
ilmneb roomavus juba tavaliste temperatuuride juures. Rooma-
vusnidhtuste silistemaatiline uurimine algas alles kéesoleva
sajandi neljakiimnendatel aastatel. Esialgsed t66d olid pdhiliselt
eksperimentaalsed (koige pikema katse kestusega 100 000 tundi
tegi E. Robinson; katse 1oppes 1943. aastal). Eksperimentaal-
setele tulemustele jargnesid teoreetilised {ildistused ning téna-
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paeval on vilja tootatud juba rida meetodeid roomavusdefor-
matsioonide arvestamiseks.

Viimase aja uurimused on néidanud, et ajast soltuvaid néh-
tusi ei saa ignoreerida ka mitmete plastmassist konstruktsioonide
juures. Arvestades plastmasside iiha suurenevat osatdhtsust meie
rahvamajanduses ja tehnikas, on asutud uue teadusharu —
plastmasside mehhaanika aluste valjatodtamisele.

6. Ajaloolisi markmeid. Esimesed plastilisuseteooria-alased
t66d on périt Prantsusmaalt (B. de Saint-Venant ja
M. Levy 1870—1871). Sellele jargneb neljakiimneaastane vahe-
mik, kus ei ilmu iihtki kaalukamat t66d. Kédesoleva sajandi teisest
aastakiimnest alates kandub plastilisuseteooria-alane uurimistoo
iille Saksamaale: T. Karmani, R. Misese, L. Prandtlj,
H. Hencky, A. Nadai, A. Reussi ja mitmete teiste tead-
laste t66del on suur tdhtsus plastilisuseteooria teoreetiliste aluste
véljakujundamisel. Konkreetsete probleemide osas. tegeldi sel
ajal pohiliselt plastilisuseteooria tasapinnalise {ilesandega (ldh-
tuti vooluteooriast ning jaik-plastilise materjali kontseptsioo-
nist). Esimene plastilisuseteooria-alane uurimus Noukogude
Liidus ilmus 1935. a. praeguselt akadeemikult S. L. Sobole-
vilt. Kéesoleva sajandi neljakiimnendatest aastatest algab in-
tensiivne plastilisuseteooria areng NSVL-is ja USA-s. Kui USA-s
lahtutakse pohiliselt voolutiiiipi plastilisuseteooriatest, siis
NSVL-is pannakse pearohk deformalsioonitiifipi plastilisuseteoo-
riate viljatootamisele ja rakendamisele; suuri teeneid selles osas
on NSVL TA korrespondentliikmel A. A. I1jusinil. Olulist
edu saavutatakse ka mitmete konkreetsete probleemide lahen-

damisel (tasapinnaline iilesanne — S. A. Hristianovits
ja V. V. Sokolovski, vidne ning paine — L. A. Galin,
plaatide . ning koorikute kandevoime ja stabiilsus — A. A. I1-

jusin, V. V. Sokolovski jne). Reoloogia ning roomavus-
teooria alal on meil suurimaks autoriteediks akadeemik
J.N. Rabotnov (esimesed selle-alased t66d 1948. aastast).
Ameerika Uhendriikide teadlastest on suurima panuse plastili-
suseteooriasse andnud W. Prager. Plastilisuseteooria mate-
maatiliste aluste véljatéotamise osas on suured teened inglasel
R. Hillil.

Téanapdeval on plastilisuseteooria iilesannete lahendamisele
suunatud juba iisna suurearvulised uurijate kollektiivid. Tartu
Riiklikus Ulikoolis on plastilisuseteooriaga tegeldud 1950. a.
alates; on uuritud varraste, plaatide ja koorikute stabiilsust ja
ldbipaindeid.
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o . A

ALGORITMIDE BLOKK-SKEEMID

U. Kaasik

Ulesande ettevalmistamine elektronarvutil lahendamiseks
seisneb tavaliselt selle {ilesande lahendusalgoritmi blokk-skeemi
koostamises !. Tegeliku programmi véljakirjutamine niisuguse
skeemi jargi jadb.siis juba kutselise programmeerija hooleks.

Kuigi algoritmide blokk-skeeme on praktikas tarvis peamiselt
just vastavate programmide koostamiseks, ei tule siiski unus-
tada blokk-skeemide teisi voimalikke rakendussuundi ja eeskatt
nende {ildhariduslikku ja tunnetuslikku vairtust. Nimelt on
blokk-skeemid kasutatavad vdga mitmesuguste protsesside kulge-
mise tdpseks ja iilevaatlikuks kirjeldamiseks ning nende koos-
tamine osutub seetottu heaks vahendiks keeruliste ndhtuste struk-
tuuri siistemaatilisel tundmaodppimisel ja iildse loogiliselt jarje-
kindla motlemise harjutamisel. Seega voivad blokk-skeemid abis-
tada ka oOpetajat ja opilast koige erinevamate distsipliinide esi-
tamisel ja aine omandamisel.

Kaesoleva artikli eesmargiks on kirjeldada méningaid ildisi
pohimotteid, mida blokk-skeemide koostamisel on kasulik silmas
pidada. Peamine tdhelepanu on sealjuures p6éoratud matemaatilist
laladi algoritmide blokk-skeemide koostamisega seotud kiisimus-
tele.

Kogu jargnevas on celdatud, et vaadeldavaid algoritme reali-
seeritakse seadmel, mis saab operatsioone sooritada vaid iiks-
haaval.

Mingi iilesande lahendusalgoritmi (v6i protsessi kulgemist)
kirjeldava blokk-skeemi saamiseks tuleb vaadeldav algoritm
(protsess) jaotada teatavateks elementaaroperatsioonideks ning
médrata nende sooritamise jarjekord. = Elementaaroperatsiooni

! Paar lihtsat blokk-skeemi koostamise niidet, samuti iilevaade elektron-
arvuti tootamispohimotteist ja programmeerimise alustest on toodud autori
eelmises artiklis; vt, Kaasik, U.,, Elektronarvutid ja programmeerimine. —
Matemaatika ja kaasaeg, IV, lk. 18—30. Mitmeid seal defineeritud maisteid
kasutatakse kiesolevas artiklis. '
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moiste tipsemat méaadratlust ei saa siin anda, sest see soltub olu-
liselt seadmest, millel vaadeldavat algoritmi realiseerida kavat-
setakse, ja samuti sellest eesmirgist, milleks blokk-skeemi koos-
tatakse. Koige tiiksikasjalikumalt vélja kirjutatud blokk-skeemis
moodustabki iga elementaaroperatsioon ithe bloki. Paberil on
blokki otstarbekohane kujutada néditeks ristkiilikuna, mille sisse
on margitud vastava operatsiooni kirjeldus.

Operatsioonide sooritamise jdrjekorda on sellise kirjutusviisi
korral mugav markida nooltega. Uhest blokist teise suunduv
nool tahistab seda, et vahetult pdrast esimesele blokile vas-
tava operatsiooni lopetamist tuleb hakata sooritama teisele blo-
kile vastavat operatsiooni. Kui mingisse konkreetsesse blokki
ihtki noolt ei suubu, siis tdhendab see, et vastavat operatsiooni
ei tule kunagi sooritada — ta on blokk-skeemis liigne. Kui
mingist blokist {ihtki noolt ei vélju, siis peaks see olema skeemi
viimane blokk, millega algoritmi t66 1opeb. Uhtluse mottes
lepime kokku, et kirjutame ka skeemi viimase bloki juurde vil-
juva noole ning varustame selle sonaga «lopp». Samuti kirju-
tame skeemi esimese bloki juurde sinna suubuva noole koos
sonaga «algus». (Olgu mérgitud, et skeemil voib olla mitu. vii-
mast blokki, kuid iiksainus esimene blokk.) Neid kokkuleppeid
arvestades ndeme, et korrektselt koostatud skeemis peab igasse
blokki suubuma vihemalt iitks nool ja igas! blokist véiljuma vdihe-
malt itks nool.

Kui iihte blokki suubub mitu noolt (s. t. mitmest teisest blo-
kist), siis tdhendab see, et vastav korduvalt sooritatav operat-
sioon voib otseselt jidrgneda mitmele erinevale operatsioonile.
Niisuguse olukorra voimalikkus on arusaadav ning ei noua
idiendavaid seletusi. Kiillalt sageli esineb aga ka vastupidine
olukord: iihest blokist valjub enam kui iiks nool. Esimesel pilgul
ndib see olevat vastuolus eespool tehtud eeldusega, et algoritmi
realiseeriv seade ei saa mitut operatsiooni korraga sooritada.
Tegelikult osutuvad niisugused blokid aga valtimatuks igas
hargnevat voi tsiiklilist algoritmi (protsessi) kirjeldavas blokk-
skeemis.

Blokk-skeemide koostamisel tuleb sooritatavate operatsioonide
iseloomust soltuvalt teha vahet kaht liiki blokkide vahel. T &i -
desaatvaks blokiks nimetame niisugust, millest valjub
tiksainus nool, s. t. millele vastava operatsiooni 10opetamise jarel
tuleb alati asuda iihes ja samas kindlas blokis paikneva operat-
siooni sooritamisele. Oma iseloomult on tdidesaatvale blokile
vastav operatsioon alati niisugune, et selle sooritamine annab
vihemalt iihe tulemuse, mis on kas vaadeldava protsessi lopp-
resultaadiks, v6i mida kasutatakse algoritmi edasises t66s. Kui
ldidesaatvale blokile vastav operatsioon niisugust tulemust ei
anna, siis on see blokk skeemis liigne.
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Kontrollivaks blokiks nimetame sellist, millest val-
jub enam kui iiks nool ja millele vastava operatsiooni ainsaks
iilesandeks on otsustada, missugust nendest nooltest valida.
Uhtki hiljem vajalikku tulemust seda tiiiipi blokile vastav ope-
ratsioon vélja ei anna. Isegi kui mingi tulemus leitakse, siis
kasutatakse seda ainult sellessamas blokis ettendhtud wvaliku
teostamiseks.

Valikut mitme voimaluse vahel saab alati jaotada niisugus-
teks etappideks, et igal etapil on tegemist vaid kahe voimalu-
sega?. Seda arvestades saab blokk-skeemid alati koostada nii,
et koik nende kontrollivad blokid teostavad valikut vaid kahe
véljuva noole vahel. Niisuguseid kontrollivaid blokke tuleb eelis-
tada eeskitt selleparast, et valik kahe voimaluse vahel on tehni-
liselt lihtsamini realiseeritav (néiiteks elektronarvutis). Kuid ka
blokk-skeemi ennast on niisugusel juhul tavaliselt lihtsam kirja
panna. Sellepédrast lepimegi kokku, et igast kontrollivast blokist
peab blokk-skeemis vdljuma tdpselt kaks noolt.

Kui kontrolliv blokk peab valima kahe voimaliku véljuva
noole vahel, siis tehakse seda praktikas alati nii, et kontrollitaksc
mingi tingimuse tdidetust. Jubhul kui see tingimus osutub téide-
tuks, siis valitakse ilks olemasolevatest nooltest, vastasel korral
teine. Nende noolte eristamiseks kirjutatakse blokk-skeemis sclle
noole juurde, mida moédda toimub edasiminek tingimuse téide-
tuse korral, néiteks sona «ja» voi mark «--». Teise noole juurde
kirjutatakse siis vastavalt «ei» voi «—>».3

Kontrolliv blokk sisaldab alati iiheainsa elementaaroperat-
siooni, mille sisuks on vastava tingimuse taidetuse kontrollimine
ja valiku teostamine selle kontrolli tulemuse pohjal. Tdidesaa-
tev blokk voib aga sisaldada ka mitut soltumatut operatsiooni.
Blokk-skeemi lihtsustamiseks on isegi soovitav koondada iihtc
tdidesaatvasse blokki kdik operatsioonid, mis kuuluvad algorit-
mis alati jarjest sooritamisele. Selle pohimotte jarjekindel raken-
damine vdimaldab blokk-skeemis alati véltida niisuguseid nool-
tega iihendatud tdidesaatvate blokkide paare, milles teise biokki

2 Soovitame lugejal kontrollida, et valik m erineva voimaluse vahel on
samaviddrne m — 1 niisuguse valikuga, kus iga kord on tegemist vaid kahc
erineva voimalusega. Taandades aga sama probleemi niiteks wvalikutele koline
voimaluse vahel, tuleks /m erineva voimaluse olemasolu korral teostada kokku
[ﬂ] valikut ([Zn—] tdhendab arvu r_‘n_ téisosa).

2 2 2

3 Tahistusviisi valikul soovitab autor kasutada jargmist pohimolel: kui
kontrollitav tingimus on sonaliselt kirja pandud, siis tdhistada viiljuvaid
nooli sonadega «ja» ning «ei»; kui tingimus on antud matemaatilises stimboo-
likas, siis kasutada mérke «--» ja «—». Olgu muide maérgitud, et kui kont-
rollitava tingimuse esitame sonaliselt, siis on ta kiisimus, mis algab tavaliselt
sonaga «kas» ja lopeb kiisimirgiga. -Tdidesaatvasse blokki kuuluva operat-
siooni sonaline iileskirjutus on alati kidsk midagi teha ja algab {avaliselt
da-tegevusnimega. ’
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suubub ainult iiks nool. Segaduste viltimiseks tuleb sel juhul
aga kokku leppida, et tdidesaalvas blokis kirjeldaiud operai-
sioone teostatakse alati selles jdrjekorras, nagu nad blokki on
kirjutatud.

Vaatleme kirjeldatud iildiste pohimotete realiseerimist koige-
pealt iihe héasti lihtsa ndite varal. Olgu meie iilesandeks konst-
trueerida mehhaaniline ndérivana. Ulesande lahendamisele asumi-
sel tuleb kdigepealt selgitada, mida iiks ndidrivana iildse feeb,
milline on tema tegevuse algoritm. Niisuguse algoritmi iithe voi-
maliku variandi blokk-skeem ongi esitatud joonisel 1. Selle blokk-

:.'/gus

| 11 )

Qodalta 2i| Kas xell on | jo Siseneda ruumi;
Sxs minul vébemall 18227 pidada xéne nr1

|

Valida wolisT nr.1

Kos nimelalu ya| Kas nimefalu

el

on ndérivanal

ei

Kufsudo nimelalu
endao juurde;
néuda pola
esilamis?

Kas palo |ei

on xohal?

1Ei

juhuslicull ks
paxx ; vélla vali-

tud paxk walle B

Panna kces ofev
paxk xollinr 2

esilalaxse ?

Valida jubuslult
ks kdne
nimesticust P

F

l

lugeda efle
paxil olev nimi
o
Kos xolis nr.1
leidub veel paxil =
Pidada Pidada
xSne nr2; xéne nr 3; ]
panna xdes lohxuda
olev pakk ruumis?

Pidada valitud kéne; ti e
dks xdne anda xd&es olev Kol nr
nimestixust H paxk rulsulule

- ‘opp

Valida juhuslixult

Joonis 1.

skeemi koostamisel on eeldatud, et ndidrivana peab saabuma
kohale kell 18.00 (itheminutilise tdpsusega). Tal peab olema kaa-
sas: kingituste kott (kott nr. 1), tithi kott {ilejddvate kingituste
mahutamiseks (kott nr. 2), panipaik nédirivanale mééaratud kin-
gituse jaoks (kott nr. 3) ja peetavate konede tekstid (kone nr. 1
— algtervitus; kone nr. 2 — tdnu saadud paki eest; kone nr. 3 —
lahkumissonavotlt; konede nimestik H — paki kdtteandmist saat-
vad sonad. neile, kes oma pala histi esitasid; konede nimestik
P — enne paki kitteandmist 6eldavad manitsussonad neile,
kes pala esitamisega toime ei tulnud). Peale selle on eeldatud,
et kotis nr. 1 kaasatoodud kingituspakid on koik varustatud
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nimedega. Nime puudumisega kaasnevad komplikatsioonid on
vaadeldava ndite puhul lihtsuse huvides dra jaetud. Samuti on
dra jéetud nditeks traditsioonilise vitsakimbuga seotud operat-
sioonid. Konede juhuslik valik nimestikest H ja P on sisse too-
dud selleks, et valtida monotoonsust nddrivana tegevuses.

Joonisel 1 esitatud blokk-skeemi tdhelepanelikult vaadeldes
voib veenduda, et seal on arvestatud koiki i{ilalsonastatud pohi-
motteid (jdtame selle kontrollimise lugeja hooleks). Skeemist
saab iihtlasi vilja lugeda, milliseid operatsioone peab konstruee-
ritav «nddrivana» olema voimeline sooritama (ka selle loetclu
koostamise jdtame lugejale).

Uldtuntud protsesse kirjeldavate algoritmide iiksikasjalik
lahtimotestamine ja vastavate blokk-skeemide koostamine on loo-
giliselt jarjekindla motlemisviisi omandamisel viga sobivateks
harjutusiilesanneteks. Nendel pikemalt peatumata soovitame luge-
jal iseseisvalt koostada nditeks blokk-skeem, mis kirjeldab liik-
lu?vahendi juhi tegevust ristteele ldhenemisel ja selle ldbimi-
sel 4

Blokk-skeemide pohiliseks rakendusalaks on siiski arvulus-
algoritmide iileskirjutamine programmeerimiseks sobival kujul.
Arvutusalgoritmide blokk-skeemide koostamisel tuleb muidugi
silmas pidada koiki iilalesitatud pohimotteid Niisugustes algo-
ritmides esinevate operatsioonide standardset iseloomu ja nende
kasutamise viisi arvesse vottes saab siin aga anda veel rea
tdiendavaid reegleid ning népunditeid.

Arvutusalgoritmide blokk-skeemide koostamiseks sobiva siim-
boolika valikul on otstarbekohane arvestada, et neid skeeme on
praktikas vaja eeskatt just programmeerimisel. Sellepdrast voibki
soovitada tdhistusviisi, mis elektronarvuteid kisitlevas kirjandu-
ses on fiisna laialdaselt kasutusel.

Algoritmi realiseerimisel elektronarvutis tuleb koik 160ks
vajalikud arvud salvestada mélu pesadesse. Seetottu kaasneb
iga algoritmis endas esineva arvulise suurusega alati veel lcine
arv — selle suuruse salvestamiseks médratud pesa aadress.
Arvestades sellise arvupaari komponentide taiesti erinevaid
tahendusi algoritmi realiseerimisel, votame nende jaoks tarvitu-
sele ka eraldi nimetused ning stimboolika. Nimelt tuleb blokk-
skeemide (samuti ka programmide) koostamisel teha selget
vahet nn. arvuliste suuruste ja aadresside vahel
Muidugi on ka koik aadressid arvud ning arvulisi suurusi voib
kasutada aadressidena, kuid iga konkreetse arvu puhul peab
siiski olema voimalik otsustada, millises tdhenduses ta parajasti
esineb.

4 Selle iilesande lahendamisel on (peale liiklusmiarustiku) kasulik tutvuda
artikliga: 3aauanak, A. A, Onur aHalHW3a OJHOIl OTHOCHTEJNBHO MPOCTONl
3HAKOBOIT cHcTeMbl. — CTPYKTYPHO-THIOJNOTAYECKHe HcclemoBanrs. M., 1962,
k. 172—187.
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Algoritmis esinevaid arvulisi suurusi tdhistame edaspidi iildi-
selt viikeste tahtedega (a,b,c,...), arvuti pesade aadresse aga
suurte tdhtedega (4, B, C,...). Lisaks sellele lepime kokku, et
kui mingi arvuline suurus on tédhistatud nditeks tdhega a, siis
tema salvestamiseks méddratud pesa aadressi tdhistame siimbo-
liga < a>>. Analoogiliselt, kui mingi pesa aadressi tdhiseks on A,
siis selles pesas salvestatud arvu tdhistame siimboliga (A). Eriti
ettevaatlik tuleb blokk-skeemide koostamisel olla just viimase
siimboli kasutamisega. Néiteks kirjutis (A -+ 1) tdhendab pesasse
A -1 salvestatud arvu, kirjutis ((A)-+ 1) aga pesasse A salves-
tatud arvust ithe vorra suurema aadressiga pesasse salvestatud
arvu. Eristada tuleb samuti kirjutisi (4) ja ((4)).

Arvutusalgoritmides esinevate operatsioonide (ning vastavate
blokkide) jagunemine tdidesaatvateks ja kontrollivateks (ehk
kontrollimisoperatsioonideks) on eriti selgelt piiritletav. Nimelt
saab arvutusalgoritmi tdidesaatvaid operatsioone alati rithmi-
tada nii, et iga rithma sisuks on mingi aritmeetilise voi loogilise
avaldise arvulise véirtuse leidmine ja selle vairtuse omistamine
teatavale muutujale (aritmeetilisteks avaldisteks tuleb siinjuures
lugeda ka niiteks konstandid ja iihestainsast muutujast koosne-
vad avaldised). Niimoodi ithendatud operatsioonide rithmi nime-
tame edaspidi omistamisoperaatoriteks.

Téhistagu
fla,b,c, ..., gl

niisugust muutuvatest voi konstantsetest suurustest a,b,¢,..., g
moodustatud avaldist, mille arvuline vairtus tuleb omistada
pesasse H salvestatavale muutujale. Kasutades nn. omista-
mise siimbolit® > vdib vastava omistamisoperaatori iiles
kirjutada kujul

fla,b,c, ..., g]>H.
8

Paneme tahele, et omistamisoperaatori niisuguses iileskirju-
tuses peab omistamise siimbolist vasakul seisma arvuline suurus,
paremal aga aadress. Seega iga omistamisoperaator iitleb, mida
arvutada ja kuhu see salvestada.

Eriti peab rohutama, et omistamisoperaatori iildkujus voib
muutuja (H) kokku langeda ithega muutujaist a,b,¢,..., g. Sel-
list operaatorit tolgendatakse nii, et avaldise f arvutamisel tuleb
kasutada muutuja (H) senist vaidrtust ja alles 16puks omistada
talle saadud uus vidirtus. Usna tiilipiliseks omistamisoperaato-
riks arvutusalgoritmide blokk-skeemides on nditeks (X)4- 1> X,
mis tdhendab, et muutuja (X) viirtust tuleb suurendada iihe
vorra.

5 Omistamine siimbolina on kasutusel veel mirk «=:». Samuti kirju-
tatakse omistamisoperaatorit vahel ka vastupidises jarjekorras: H =<
~<fla, b, ¢, ..., g (teise siimboli kasutamise korral H:=fla, b, ¢, ..., g).
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Toome veel moned omistamisoperaatorite niited:
A >R tihendab, et muutuja. (R) véirtuseks tuleb votta arv A,
mida kasutatakse aadressina:
(B -} 1)>(C) tdhendab, et -muutujale, millele vastava pesa aad-
ress on (C), tuleb anda muutuja (B - 1) véirtus;
(C)>(F)-}-(E) tdhendab, et muutuja (C) vairtus tuleb anda
muutujale, millele vastava pesa aadress on arvu
(E) vorra suurem kui pesas F olev arv;
((F)-+(E))> C tdhendab eelmise nditega vorreldes vastassuu-
nalist omistamist;
[(A)-+(Y)]-(P)> U4 2 tdhendab, et vasakul kirjutatud avaldise
vadrtus tuleb anda muutujale (U 2).
Ka kontrollimisoperatsioonid on arvutusalgoritmides tegeli-
kult koik iihte tiiiipi. Nimelt kontrollib iga selline operatsioon, kas
kahe- antud aritmeetilise (v0i loogilise) avaldise védartuste vahel
leiab aset iiks fikseeritud seos jargmistest:
>’ >i :, <)< vf)i %‘
Tahistagu siimbol % ajutiselt itkskdik millist nende kuue

seosemdrgi hulgast ning olgu
f{alb,cuf“)g] ja h[[’j’k""’m]
vorreldavad avaldised. Kontrollimisoperatsiooni iildkuju on siis
ab,c, ..., = hli,j B, ..., m]?
.f[ ’ 1 ’ g] < [ ] ] '
mida loetakse kiisimusena: kas avaldiste f ja h vdartuste vahel

leiab aset seos %?. Paneme tdhele, et kontrollimisoperalsioonis

peavad mélemal pool seosemdrki olema arvulised suurused. Uks
nendest arvulistest suurustest voib olla konstant (tavaliselt kirju-
tatakse see seosemargist paremale), kuid védhemalt iiks peab
olema muutuv suurus. Toepoolest, kahe konstandi vahelise seose
kontrollimisel (nditeks operatsioonil: 5 < 3?) pole ju mingit
motet, sest kontrollimise tulemus on juba ette iiheselt dra mai-
ratud ning vastava kontrolliva bloki voib skeemis asendada liht-
salt iihe noolega.

Toome moéned nédited arvutusalgoritmides sagedamini esine-
vatest kontrollimisoperatsioonidest.
(P)y=7? tdhendab: kas suuruse (P) védirtus on seitse?;
[(S)—(T)]-[(U)— (V)] > 0? tdhendab: kas Kkirjutatud avaldise

vidrtus on positiivne?;
[(X)— 1P s£(Y)}(Z)? tdhendab: kas kirjutatud avaldiste véar-
tused on erinevad?;

(B) > (F)? tahendab: kas muutuja (B) vaiartus on suurem-
vordne muutuja (F) véaidrtusest?.
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Blokk-skeemi koostamisel peab jdlgima, et igas kontrollivas
blokis oleks tdpselt {iks kontrollimisoperatsioon ja et sellest blo-
kist valjuks tapselt kaks noolt (vt. néiteks joonis 2). Noolt, mida
moodda tuleb edasi minna kontrollitava tingimuse tédidetuse kor-
ral, tdhistame margiga «74», teist noolt margiga «—».

|

[(9)+ () = (on_l
_1 I+

Joonis 2. Joonis 3.

Ulaltoodud loetelus on kiill kokku kyus kontrollimisoperat-
sioonides esineda voivat seosemdrki, kuid praktikas pole vaja
neid koiki korraga kasutusele votta. Ndiiteks joonistel 2 ja 3
kujutatud kontrollivad blokid on oma sisult tdiesti identsed ning
ilma skeemi muutmata voib iithe neist alati teisega asendada.
Uldse voib loetletud seoseméirke rithmitada paarideks nii, et iga
paari iiks mark kujutab teise suhtes vastupidist seost. Niisugus-
teks paarideks on

=ja 4 > ja <, > ja <

Neid paare arvestades voib koik algoritmis esinevad kont-
rollimisoperatsioonid esitada néditeks seosemirkidega == > ja
>. Kontrollimisoperatsioonis esinevate avaldiste jarjekorda tarbe
korral muutes voiks loobuda ka seosemdrgi > kasutamisest
(kirjutades néditeks operatsiooni (4)>(B)? asemele vastupidist
tingimust kontrolliva operatsiooni (B)>(A)?). Seda enamasti
siiski ei tehta, sest soovitakse viltida iihestainsast konstandist
koosnevat avaldist seoseméirgist vasakul.

Suhteliselt lihtne on veenduda, et iga arvutusalgoritm koos-
neb tegelikult ainult asja kirjeldatud kontrollimisoperatsiooni-
dest ja omistamisoperaatoritest. Seega nende algoritmide blokk-
skeemides on iga tdidesaatva bloki sisuks {iks vdi emam omis-
tamisoperaatorit ja iga kontrolliva bloki sisuks {iks iilaltoodud
kujuga kontrollimisoperatsioon. Kui blokk-skeemi jédrgi soovi-
takse koostada vastavat algoritmi realiseeriv programm, siis
tuleb tdidesaatvates blokkides lisaks omistamisoperaatoritele
kasutada veel moningaid spetsiaalseid operatsioone. Pohilise-
mad nende hulgast on jargmised: «viia iiks arv perfokaardilt
pesasse A», «triikkkida arv (A)» ja «jatta triikkimisel reavahe».
Spetsiaalseid operatsioone omistamisoperaatoritega {ihte blokki
tavaliselt ei kirjutata.

Vaatleme niiiid paari ndite varal arvutusalgoriimide blokk-
skeemide tegelikku koostamist.
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Vorrandite ligikaudse lahendamise iiheks pohimotteliselt liht-
saimaks votteks on nn. «vahemiku poolitamise
meetod». Nimelt, kui onnestub leida argumendi x vaartused
a ja b (b>a) nii, et f(a) ja [(b) on erimédrgilised (ehk
f(a)-f(b)<C0), siis on vorrandil

f(x)=0
vahemikus (a,b) vdhemalt {iks lahend ning selle leidmiseks
voib kasutada jargmist lihtsat algoritmi.

Arvutame oma funktsiooni vaidrtuse vahemiku keskpunktis
¢= (a - b) :2. Kui osutub, et f(¢) =0, siis on vérrandi lahend
leitud. Vastasel juhul kontrollime, kas f(c) ja f(a) on samamaér-
gilised. Kui ja, siis peab otsitav lahend paiknema vahemikus
(¢, b); kui mitte, siis vahemikus (a,c). Vastavalt selle kontrolli
tulemusele asendamegi kas arvu a voi b arvuga ¢ ning kordame
vahemiku poolitamist. Protsessi kordame seni, kuni kas funkit-
siooni vaadrtus vahemiku keskpunktis osutub nulliks voi pooli-
tatava vahemiku pikkus muutub vidiksemaks teatud etteantud
arvust v (noutud tdpsusest).

algus (6pp

| 1 —{ (8)-(a)> T ={imene x|
a— A Trixeida
bLb—8 arv {(X); (—
a—X Trixkxida (9-5
7 —R arv lg) 0—R

I L1028 6028
fLO01—Y o (9=01] 5

(Y)9(v)>07?

18pp

G)(v)>0?

(Y)—V
6 —X
(R)+71—R

Joonis 4.

Koostame selle algoritmi blokk-skeemi nii, et funktsiooni
f(x) tdpne kuju jadb fikseerimata (skeem on siis kasutatav mis-
tahes vorrandi korral), kirjutades vastavates blokkides esine-
vate aritmeetiliste avaldiste kohale lihtsalt f(x). Selleks, et saa-
dava skeemi - tegelikku kasutamist lihtsustada, pliiame siimbolit
f(x) kasutada vaid iihes blokis. Konkreetse vorrandi korral tar-
vitseb siis vaid vastav blokk asendada funktsiooni f(x) véaar-
tust arvutava skeemiga.

Joonisel 4 ongi toodud vaadeldava algoritmi iiks voimalik
blokk-skeem. Ldhtudes etteantud arvudest a,b ja v (tarbe korral
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voivad ka need teatud pesadesse salvestatud olla) triikitakse
toodud skeemi kohaselt vdlja vorrandi lahend ja funktsiooni vaar-
tus sellel kohal. Skeemis on ette nahtud ka voimalus, et f(a)
ja f(b) osutuvad samamérgilisteks. Sel juhul triikitakse vélja
arv null, mis on selle asjaolu tunnuseks, et antud a ja b korral
pole meetod vaadeldava vorrandi lahendamiseks kasutatav, Pesa
R on skeemis tarvis selleks, et teha vahet f(a), f(b) ja f(x) teiste
védartuste arvutamise juhtude vahel. Selle pesa kasutamlse ja
iildse kogu skeemi iiksikasjalikuma analiifisimise jdtame - lugeja
enda hooleks

Teise nditena koostame blokk-skeemi lineaarsete planeerimis-
iilesannete lahendamise nn. simpleksmeetodi jaoks®.
Olgu nimelt tarvis lahendada lineaarne planeerimisiilesanne:
leida vorrandisiisteemi *

QX - QpeXo —+ . oF QupXy - Xngr = Gy
o Xy~ QgoXo .. .~ QapXy - Xpto == Gy
amlxl amsz . *‘L amnxn -+ xn+m — amo

mlttenegatnvsete lahend1te hulgast see, mis muudab maksimaal-
seks funktsiooni
Xo = Qop — Qg1 X1 — QopXp — ... — QonXp.

Eeldades, et selle vorrandisiisteemi vabaliikmed a4
(i=12,...,m) on koik mittenegatiivsed, voib kohe vilja kir-
jutada nn. alglahendi

Xo=Qgy, X} = Xy=...= X =0,
Xni1 = Qro, Xp+2 == dg0, ..., Xptm = Ajno.

Lahendusalgoritm seisneb niiiid lithidalt selles, et otsitakse
maatriksi

-

Qoo Qg Qe ...q, 0 0...0
ao an a4 ...a, 1 0...0
Gy @y G ...Gy, 0 1...0
Cmo A1 Apo - - Qnn 0 0...1

esimesest reast negatiivne element a, (1 <! < n), mairatakse
indeks % seosest

6 Simpleksmeetodi iiksikasjalik kirjeldus on toodud artiklis: Kaasik, U, .
Lineaarsed planeerimisiilesanded. — Matemaatika ja kaasaeg, 11, lk. 31—46."
Nimetatud artiklis kasutatud tahistus on siinesitatavast kiill veidi erinev, kuid’
mitte oluliselt.

3 Matemaatika ja kaasaeg V 33



algus 1épp 16pp
l L 1
Viia &xs orv perfo- I (1)+ 71— IH (1) > (M)?J Triicwida 1
xoordill pesasse N; arv s;

viio Uxs arv perfo-
xaardi// pesosse M

il

T

N)+ 1= R
A =0
0 —1

Tréxwrdo

orv (B+(1)),

lrixkido
arv (D)

jallo reovabe

! (D)+(R)=D I

Jdlla reovahe,
jallo reavahe;!
Iréikwida ary

(v+(L)

[0—7 o+ wm-0]

Viia dxs arv
perfckaordil]
pesasse (0)*(])

(7> (N)?
+

(1y+1—1

(]) — V+(J)
(J)+1—]

—{ > (M)HX):5 7]

(1+1—1

((0):((C))-X

(n-K

1

[ (cy> v;J-*-a[(u:»:ac»aoo?]

)

(DY+(R)=D A+ (K)-(R)~D |
T owr-c|H sy | corwi—x
T —O?_J
A—D
A+ (L)~C ((D)+(IN:(XY—~G+(])
s— X 0 —(D)+()
1—1 (N+1—7
1:(X) = G+ [(ON—=F+(D)
A+L)-d = o0—)
0—1] (D+1-1
-1— F+(K) (D>(M) =
A—D
F—E
o=1 (D)+(R)— D
(E))—X (€)r1—EF
0—J (D)+(R) =D
1

(@ ()-(G+ (IN-(X) — (D)+(])

0—B (B+(7)— X
7—1 (j)7_.L (7)+1—7J
L L ‘[—"{ ( )%(Nﬁ}-’r—.[ (D+7—1 |
(N)+ (1) — Be(]) (B+(J) 2 (X)? J -
(1+1—1 : ,
(V+(L)— X : 1
-v—X (8 +(k)— V+(L) (1> (M=
(1) >(M)7 =+ 1—17 X — B +(K)
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ja teostatakse maatriksi teisendamine valemitega
.11
Ay

a,.
-3 P g
Q;; — E; Qi kui ¢ ;é k.

, kui i==#k
a,i] (==

L

Kui esimeses reas negatiivset elementi ag ei leidu, siis on ole-
masolev lahend optimaalne; kui toodud reeglist ei saa leida
indeksit & (koik a; < 0), siis pole iilesanne iildse lahenduv. Algo-
ritmi korratakse seni, kuni joutakse iiheni nendest juhtudest.

Lehekiiljel 34 on toodud selle algoritmi blokk-skeem pro-
grammeerimiseks sobival kujul.

Skeem algab lahteandmete salvestamisega arvuti malusse
(skeemi vasakpoolne serv). Sealjuures eeldatakse, et need and-
med on perforeeritud jdrgmises jarjekorras:

n, m, Qg, Qoy, Qo2, - - - , Xon, Q10, A11, A1z, . . ., A1, Agg,
Qyy, Ao, . . ., Qon, 30, .« « 4 A—1,11, An0y A1y Amgy « .+« 5 Apne

Milus salvestatakse n pesasse N, m pesasse M ja iildiselt a;
pesasse A+ i(n+1)4j (i=0,1,...,m;j=0,1,...,n). Peale
selle salvestatakse pesadesse V-1, V4 2,...,V -+ n alglahen-
dis nulliga vorduvate. vabade tundmatute indeksid ning
pesadesse B,B 4 1,...,B -+ m nullist erineda vdivate baasi-
tundmatute indeksid (indeksite ldhtevddrtused moodustab
skeem ise, neid pole tarvis perforeerida).

Salvestatavad indeksid on vajalikud selleks, et voiks loobuda
maatriksi iihikvektoritest koosneva osa salvestamisest. Vabade
tundmatute indeksid néditavad lihtsalt, missugused veerud ja mis
jarjekorras on maatriksis sdilitatud. Baasitundmatute indeksid
aga nditavad, milliste tundmatute vaartused (ja mis jarjekorras)
paiknevad maatriksi esimeses veerus. Algoritmi iga sammu puhul
tuleb ithe baasitundmatu (esimesel sammul x,..) ja iihe vaba
tundmatu (esimesel sammul x;) indeksid omavahel vahetada.

Skeemi koostamisel on silmas peetud, et arvuti sooritab teh-
teid ligikaudselt (seetottu on voimalik, et arvutuste tulemusel
saadud arv, mis peaks néditeks vorduma nulliga, on sellest pisut
erinev). Néditeks negatiivse ao; otsimise asemel otsitakse esitatud
skeemis selline, mis on viiksem kui ——v, kus v on mingi etteantud
vaike arv (sest —uv ja nulli vahel paiknev arv vdib tegelikult
null olla). 7

Maatriksi teisendamise valemeid on skeemis kasutatud iilal-
toodust veidi erineval kujul, kuid selle erinevuse pohjuste
kindlakstegemine ei tohiks tdhelepanelikule lugejale raskusi val-
mistada.

Algoritmi t66 lopeb optimaalse lahendi véljatriikkimisega.
See lahend koosneb arvupaaridest, millest esimene on baasitund-
matu indeks ja teine selle tundmatu vaartus. Juhul kui {ilesanne
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pole lahenduv, triikitakse valja suurim arv, mida -arvutis iildse
saab salvestada (seda arvu s kasutatakse ka skeemis endas) ja
selle tundmatu indeks, mis on piiramatult suurendatav.

Koiki algoritmide blokk-skeemide koostamisega seotud kiisi-
musi pole voimalik liihikeses artiklis valgustada. Pealegi ei saa
skeemide koostamist ainult vastava kirjelduse lugemisega sel-
geks oOppida. Sellepdrast 1opetamegi niidete esitamise ja: soovi-
tame lugejal endal asuda blokk-skeemide: koostamisele.

Algoritmide blokk-skeemide koostamist selgitavat kirjandust
on seni ilmunud vdga napilt. Rohkem on siiski kirjutatud algo-
ritmidest {ildse. Téienduseks kéesolevale artiklile voiks neist
soovitada jargmisi.

. Tpaxteu6por, B. A, AJ‘II‘OpHTMbl u MaL!]MHHOE peulenue 3agay. —
HOHW‘lﬂpHHe JeKIuH 1o MaTeMaTHke, BHM. 26. M., 1957.

2. Janyuos A A n Wlecronaa I. A, 06 aJITOPUTMHYECKOM ONK-
CaHHM NpOUECCOB ynpanJeHusi. — MaremarHueckoe npocpem_el-me,_1957, Ne 2

MATEMAATIK LOEB MIKROJUTUSTUST

Hiljuti ilmus eesti keeles (vt. «Sirp ja Vasars nr. 50) t3ehhi kirjaniku
Gabriel Laubi jidrgmine mikrojutustus.

Uhel ‘maal. kuulutati vilja voistlus kéige targema inimese fiitlile ja mdd-
rati preemiaks kolm tuhat kuldnat. Eranditult k6ik tdiskasvanud inimesed
registreerisid end vbistlusest osa vlima.

Pgev hiljem kuulutati vilja voistlus selle maa koige suurema idioodi
tiitlile ja mddrati preemiaks kiimme tuhat kuldnat. Koik registreerisid end
otsekohe iimber sellest véistlusest osa vdtma.

Véilja arvatud kolm meest.

lgaiiks neist kolmest sai kiimme tuhat.

Kui seda mikrojutustust lugeda matemaatiku pilguga, siis kerkib terve
rida kiisimusi, néiteks:

— kas preemlad anti vélja diglaselt (s. t. loogiliselt jérjekindlalt)?

— kas preemia saanud mehed olid idioodid vdi targad?

— kas selleks, et tdestada oma idiootsust, peab olema tark?

— kuidas on lugu vdistluste korralda]ate tarkusega?

— miks ei antud voitjatele preemiaks kolmteist tuhat kuldnat igafihele?

— kas preemia saanud mehed votsid raha vastu?

Kiisimuste rida jitkamata juhime ainult tdhelepanu veel {ihele olulisele
kiisimusele:

— kas kéesoleva kirjutise lugejat saab pidada targaks, kui ta koike
loetut votab naljana?
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DUNAAMILINE PLANEERIMINE

I. - Kull.

Tanapaeva uhlskonnas puutume peaaegu 1ga1 sammu] kokku
planeérimisega. See on ka iarusaadav, sest ilma plaanita polé
moeldav {ikski vahegl ulatuslikiim, slh1parane ja kOOrdmeerxtud
tegevus. Kuni viimase: ajani koostati plaane pohiliselt planeeri-
jate isiklikele kogemustele tuginedes — puudus planeerimisé
iildine teooria. Alles kdesoleva sajandi 30-ndatel aastatel selgitati,
et paljud planeerimisiilesanded taanduvad lisatingimustega eks-
treemumiilesannetele ja anti ka efektiivsed meetodid nende {iles:
annete lahendamiseks. Planeerimise matemaatilise teooria inten-
siivsem uurimine ja rakendamine algas aga 50-ndatel aastatel,
sest suuremate planeenmlsulesannete “matemaatiline lahendamine
nouab ulatuslikku arvutust6éd ning on teostatav vald kaaSJ
aegsete elektronarvutite kasutamise l\orral

Planeerxmme matemaatlllst teooriat voib ]aotada kolrne suurde
0ssa:’

1) lineaarne planeeriminie, kus nii hsatmglmu
sed kui ka ekstremaliseeritav avaldls (nn. 51hifunl\ts1oon) on
koik lineaatsed; i

2) mittelineaarne planeerxmme 1\us kas vahe
malt iiks lisatingimustest voi sihifunktsioon pole lineaarne; -

3) diinaamiline planeerimine, milles kisitletakse
mitmeetapilisi planeenmlsulesandeld kus eelnevate ‘etappide
tulemused muudavad jargnevate etappide lahteandmeld Etapld
ei tarvitse sealjuures tingimata olla just ‘ajalised.

Diinaamilise planeerimise selle lithikese iseloomustuse pohjal
voib juba moista tema suurt rakenduslikku vaartust. Toepoolest;
sigavamal analiiisimisel markame, et; énamik planeerimisiiles-
andeid on just mitmeetapilised. Ainult iilesande teatava lihtsus-
tamisega saab sellest mitmeetapilisusest monikord loobuda.

Kéesolevas artiklis vaatlemegi moningaid nditeid diinaamis
lise planeerimise {ilesannetest ning esitame ka meetodid niid
suguste {ilesannete lahendamiseks — nn. tabelmeetodi ja rekur{
rentsete funktsioonide meetodi. |
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Naide 1. Olgu mingi tammi ehitamisel kruusaveoks kasu-
tada 10 isekallutajat. Kruusa voib vedada kolmest karjdarist
A, B ja C. Tekib kiisimus, mitu isekallutajat suunata karjdéari-
desse A, B ja C, nii et toopdevas veetavate koormate arv oleks
kdige suurem. Ilmselt ei saa kiisimust lahendada lihtsalt sel teel,
et suunata koik isekallutajad kdige lahemasse karjairi. See jao-
tus ei tarvitse olla kaugeltki optimaalne vastava karjairi iile-
koormatusest tekkivate tooseisakute tottu. Andmed karjddridest
veetavate koormate arvu kohta so6ltuvalt karjdédridesse suunatud
isekallutajate arvust on toodud tabelis 1.

Tabel 1

B Isekallutajate arv o o
Karjaar =577 [2] 3| ¢« [ s [6 |7 8] 9]0
A o |8 15|22 2 | 82 | 30 | 43 | 46 | 48 | 50
B o|5 11|18 2 | 38 | 43 | 50 | 55 | 60 | 63

0|6 |13] 2 | 30 34 | 37 40 45 50 55 |

Koigepealt selgitame, kuidas sbltub veetavate koormate arv
isekallutajate arvust, kui veaksime kruusa ainult karjdiridest
A ja B. Vastavad arvutused on esitatud tabelis 2.

Tabel 2

0 | 1 2 | 3 | 4 | 5 | 6
o || o* | g | 15+ |22* | % | 32 | 39

7 8 9 | 10

43 | 46 | 48 % 50

1§ 5 [13 |20 o7« | a1 | a7 | 44 | a8 | 51 ‘ 53 }

2 {n 19 |26 |33 | 37 | 43 | s0 | 54 | 57

3 |18 |26 |33 |40 44 50 57 61

4 26 |34 |41 |48 | 52 | 58 | 65

5 |35t | a3 |50 |57 | 61 | 67 |

6 | 43% {'51* [ 58* | 65* | 69

7 || 50 [ 58* | 65* | 72%

8 |55 |63 | 70

10 | 63
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Tabeli 2 igale diagonaalile vastab kindel isekallutajate arv. Nii
naiteks vastab diagonaalile elementidega 8 ja 5 isekallutajate
arv 1, jargmisele diagonaalile isekallutajate arv 2 jne., viima-
sele diagonaalile (elementidega 50, 53, 57 jne.) isekallutajate
arv 10. Peale selle vastab tabeli igale ruudule veel kindel ise-
kallutajate jaotus karjddridele A ja B vahel. Nii vastab elemen-
dile 40 (tabelis triikitud poolpaksult) isekallutajate arv 6, kus-
juures 3 isekallutajat on suunatud karjdari A ja 3 isekallutajat
karjaari B. Arv 40 tdhendab sellele isekallutajate jaotusele vas-
tavat veetavate koormate arvu. See arv on saadud tabeli 1 kar-
jdarile A ja B ridades veeru «3» all olevate koormate arvude 22
ja 18 liitmisel. Et tabeli 1 kaks esimest rida on toodud ka tabe-
lis 2 (esimene rida ja esimene veerg), siis saame arvu 40 &éir-
mise vasakpoolse ja iilemise arvu liitmisel. Samal viisil leitakse
ka tabelis 2 koik teised arvud (peale esimese rea ja esimese
veeru arvude). '

Mingi kindla isekallutajate arvu puhul huvitab meid isekal-
lutajate optimaalne jaotus karjddride A ja B vahel, kus opti-
maalsus tdhendab veetud koormate suurimat arvu. Et kindlale
isekallutajate arvule vastab tabelis 2 kindel diagonaal, siis tuleb
igas diagonaalis vélja otsida suurim element (v6i suurimad
elemendid). Tabelis 2 on need elemendid tdhistatud tarnike-
sega (*). Tabeli 2 tdrniga tdhistatud elemendid on koondatud
itherealisse tabelisse 3:

Tabel 3

Isekalluta-
jate koguarv 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10

Karjaaridest
A ja B vee- .
tavate koor- 0 8 15 | 22 | 27 | 35 | 43 | 561 58 | 65 72
mate maksi-
maalne arv

Analoogiliselt tabeliga 2 koostame niiiid tabeli 4, kus alg-
andmetena kasutame tabelit 3 ja tabeli 1 rida C.

Tabelis 4 tdhistame jdlle tdrniga iga diagonaali suurima ele-
mendi, millega koik iilalesitatud iilesande lahendamiseks vajali-
kud arvutused ongi sooritatud.

Lahenduse saame sel teel, et otsime tabeli 4 viimase diago-
naali (see vastab isekallutajate arvule 10) suurima elemendi.
See element 73 niitab maksimaalset koormate arvu, mida saab
vedada isekallutajate optimaalse jaotuse korral karjdaride A, B
ja C vahel. Uhtlasi annab ta ka isekallutajate jaotuse: karjdari
C tuleb suunata 4 isekallutajat, karjddridesse A ja B aga 6 ise-
kallutajat. Edasi leiame juba tabelist 2, kuidas tuleb need 6 ise-
kallutajat optimaalselt jaotada karjaaride A ja B vahel. Selle
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méairab 6-nda:diagonaali maksimaalne element. Niisuguseid ele-
mente 43 leidub kaks ning nendele vastavad jaotused on: 0 ise-
kallutajat karjdari A ja 6 isekallutajat karjddri B voi 1 isekallu-
taja karjdari A ja 5 isekallutajat karjdari B.

Tabel 4
c : o Aa B
o | 12| 3] 4] 6] 7] 8] 9] 10
o o e s oo [ or | a5 | a3 | 51 | ser | oesr| 72

16|14 for |28 | 88 | a1 faor] 57 | 64 | T

3 Jl.21 |29 |36 |43 48 56

|

|

l

1

|

. |
2 | 1321 128 |3 | 40 48'56 64|71

64 72|

4 30%*

38* | 45 | 52¢ | 57 | 65 | 73+

'5“34]42 49‘56 61 69’

6 |37 |45 |52 1,59 64

C 7 a0 |48 “55 | 62

8 45]53 ]60[

9 50?_i 58“

10 55:|

— i

Naide 2. Vaatleme tihte energiasiisteemi kuuluvate soojus-
elektrijaamade optimaalse koormuse miiramise iilesannet. Opti-
maalse koormuse all moéistame siinkohal nende elektrijaamade
sellist koormust, mis vdimaldab saada elektrienergia noutava
koguhulga koige viiksemate kulutustega.

Olgu meil tegemist kolme soojuselektrijaamaga A, B ja C,
kus andmed koormuse (toodetav elektrienergia hulk ‘iihes aja-
iihikus) ja vastava elektrlenergla hulga omahinna kohta on too-
dud tabehs 5

Tabel 5
ST : , Koormused
E!ekt_n:]aamad‘ 2 3 T ! 5 | 3 I 7
A ‘ 3 | s l |1 ( 16
B |4 | s | s | 1 | 8|
e ' ’ 6 | 1 ‘ 2|
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Nii néiteks tdahendab iilemises vasakpoolses ruudus olev arv
3 seda, et 2 iihiku elektrienergia tootmine (ajaiihikus) ldheb
jaamas A maksma 3 véaértusiihikut. Tabelist 5 nahtub, et jaamad
A B ja C vbivad tdotada jargmiste koormustega: 2 <A <7,

<B K6, 3 C 7 (tithi ruut tabelis tahendab et sellise
ikoormusega ei saa vastav elektrijaam iildse to6tada). Neid koor-
muste piire arvestades on selge, et piistitatud illesannet saab
lahendada vaid siis, kui kogukoormus K rahuldab tingimus’f
7 <K <20.

Ulesande lahendamisel vaatleme taas koigepealt koormuse
jaotamise voimalusi kahe jaama A ja B vahel. Jaotatav koormus
voib sealjuures muutuda 4 ja 13 vahel. Vastavad kogukulud esi-
tame tabelis 6, kus igale kogukoormusele vastab jidlle oma dia-
‘gonaal (tabeli mingile elemendile vastava kogukoormuse saame
esimeses veerus ja esimeses reas olevate arvude liitmisel).
Tabeli 6 koostamine toimub tdpselt samuti nagu tabelite 2 ja 4
puhul kirjeldatud, ainsaks erinevuseks on niiiid tabeli ristkiiliku-
kujulisus. -

Tabel 6

i | A koormus 2| 3] 4| 5| 61 7
. B koormus kulud 4 3 5 8 11 13 16 -
. 2 4 AR EEEAE
| 3 5 | e 10|13 |16 | 18 | 2
! 4 6 | o] ||| 2

5 7 e 12| 15 |18 | 20 | 2
| 6 8 len*_ 1| 16| 1or] 21e | 2w

Leiame tabeli 6 igal diagonaalil Iminimaalse etemendi ja
mérgime selle tdrnikesega. Madrgitud elementidest moodustame
omakorda tabeli 7.

Tabel 7
| lhoormusH \5|6"7!8’9'10|11\12|13
IA]BB ‘ - " T B
| | kulud "7|8‘9_‘1 “11 ]13116\19'21 ’24

Tabeli 5 viimase rea ja tabeli*7 abil- koostame nuud kogu-
kulude tabeli 8.

. Tabelis- 8 leiame jalle igal dlagonaalll (mis vastab teata-
va]e kindlale kogukoormusele) mintmaalse elemendi, méarkides
selle tédrnikesega.
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Tabel 8

AjaB koormus | 4 | 5 | 6|7 ] 8 | 9 w0 | n i |

roe | kulud (7l s ] ol |n s |6 |10 |2 | o
3 | 6 [ s |1ar | 15% [16% |17+ |19 |22 |25 |27 | 30
4 7 |l aae | ase |16+ | 17% | 18 | 20% | 23¢ |26 | 28 | a1
5 10 |17 |18 |19 |2 |21 |23* 2% |20 |31 | 34
6 12 |19 |20 |21 |22 |23+ | 25% | 28 ’31 l33* 36

LT 14 | = | 22 | 23 | 21 | 95+ | 27% | 30% | 33+ | 35% | 38*

Sellest tabelist on lihtne leida koormuse optimaalset jaotust:
nditeks tuleb kogukoormus 16 jaotada sel teel, et 7 iihikut voe-
takse jaamast C ning 9 ihikut jaamadest A ja B. Tabelist 6
saame niiiid koormuse 9 optimaalse jaotuse: 3 jaamast A ja 6 jaa-
mast B. Mone kogukoormuse korral on optimaalseid jaotusi mitu.
Tabelis 9 ongi (lisaks &sjaleitule) toodud kaks sellist lahendit.

Tabel 9

Kogukoormus O;timaagle jlaoéus Kogukulud

10 2 | s | 3 6

10 2 | 4| 4 16

14 4 6 | 4 ‘ 23
Y 3| 6| s | o3

14 2 | 6 | 6 | 23

16 3 | 6 | 7 | 27

Nidide 3. Vaatleme tee-ehituse iilesannet, kus tuleb maéaa-
rata, missuguseid geograafilisi punkte peab tee labima. Uldiselt
on olukord muidugi selline, et kahe geograafilise punkti vahe-
line tee piiiitakse teha voimalikult sirgjooneline, kuid kaugeltki
alati pole see voimalik ja otstarbekohane (veekogud, sood, mied
jne.). Koige otstarbekohasem on tee optimaalne kuju vilja arvu-
tada. See toimub jirgmiselt. Kodigepealt eraldame vaadeldava
geograafilise piirkonna punktid, mida ehitatav tee voiks labida
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(vt. joonis). Tee fuleb ehitada punktide 3 ja 23 vahel, kus-
juures ta peab ldbima koéik 4 riba.

ribad 1. 2. % 4.
® © @ @ @)
® a——a_, @

~
P A I L
® ® @ © @
® ® @© @ @

Olgu andmed tee ehitamise maksumuse kohta ribades
1.—4. jargmised:

1. ribas 2. ribas 3. ribas 4. ribas
3. 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20. 23
l7]6. 6 | 3|a|8|olw|in. [a4]e6|ofo|i2fte [8]
5|7 7 | 4\4|5|8| 912 |6 46l 8017 |6
618 8 —7_6—\?T_9 13. | 8| 6| 4] 6 818, 5
8|9 9 |9ls|7|6| 714 |10 8| 6| 4| cf1o |4
9010 10 |10 _9_1? 7| 5|15, [12|10|10| 6] 4 20. 6

Letame niiiid kdoige odavama kaheribalise tee ehitamise mak-
sumused punktist 3 punkti 11, punktist 3 punkti 12 jne. kuni
punktist 3 punkti 15. Need saame leida 1. ja 2. riba tabelite
pohjal. Néiteks punktist 3 punkti 11 saab minna kas 1dbi punkti
6, 7, 8, 9 voi 10. Vastavalt nendele voimalustele leiame punktide
3 ja 11 vahelise kaheribalise tee ehitamise maksumused:

Labi missuguse punkti Maksumus
6. 74+3=10

7. l S54+4= 9

8. h 6+7=13
——-_—9—_ - I 8+49=17
10. | 9+10=19
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Seega punktist 3 punktini 11 ehitatav optimaalne tee 1dbib
punkti 7 ja selle ehitamine maksab 9 ithikut. Tahistame selle siim-
boliga F,(3,11;7) = 9. Analoogiliselt leiame, et F2(3,12;7) =9,
Fy(3,13;7)= 10 Fy(3,14;7)= 13 ja Fo(3 15; 7)= F5(3, 15 10)—
=14

Edasi leiame koige odavamad kolmerlballsed teed punktist 3
vastavalt punktidesse 16, 17, 18, 19 ja 20. Nende leidmisel eel-
dame, et kui meil on tegemist kdige odavama kolmeribalise
teega néditeks punktist 3 punkti 16, siis selle tee kaheribaline
osa eraldi vottes peab olema ka optimaalne.

Libi missuguse punkti ‘ Maksumus
1. | 944—13
12, [ 91 6=15
13. ] 104+8=18
14, | B+10=2
A 15. ] 14 119 =26

ueega saame, et Fj(3, 16 11) - 13. Analoog1llselt leiame

F3(3,17;12) =13,
F3(3,18;13)= 14,
Fy(3, 19; 13)= 16,
F5(3, 20; 13)= F(3, 20; 15)= 18.

- Et jouda punkti 23 (16pp-punkti) tuleb ldbida iiks punktidest
16 17, 18, 19 voi 2_0 Vastavad maksumused, on:

Lébi missuguse punkti I Maksumus
6 3-F8—21
17, | 134-6=19
18. " 144 5-=19
19, i 16 + 4 = 20
2. lW”18+6=24

Seega ldbib optimaalne tee kas punkti 17 voi 18. Edasi
leiame, et optimaalne 3-liililine tee punktide 3 ja 17 vahel labib
punkti 12 (sest F3(3, 17; 12) = 13); F.(3, 12; 7) =9 iitleb, et
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optimaalne 2-liilliline tee punktide 3 ja 12 vahel 1dbib punkti 7
Seega saame {iihe optimaalse tee 3>7~> 12>17->23 ja ana-
loogilisel viisil teise tee 3>7-> 13> 18 >23. Molemate mak-
sumus on 19 iihikut.

Ndide 4. Olgu mingis ettevottes iga aasta algul vaja
muretseda teatava summa ulatuses toormaterjali. Toormaterjali
on kolme liiki (4, B ja C) ning nad asendavad lopptoodangu
suhtes fiksteist tdielikult. Kuid nende omadused on erinevad:
kui materjali A ostuks kulutada x rbl., saame sellest materjalist
toodangut f,(x) rbl. eest; materjali B ja C ostmisel vastavalt
y ja z rbl. eest saame aga toodangut vastavalt f,(y) ja f3(z) rbl.
eest. Erinevad on ka materjali jddkide realiseerimisel saadavad
summad: kui materjali'A osta x rbl. eest, siis saame selle mater-
jali jadkide realiseerimisel ax rbl., materjalide B ja C puhul on
vastavad arvud by ja cz. Materjali jadkide realiseerimisest saa-.
dav summa ldheb jdrgmise aasta ldhtematerjalide muretsemi-
seks, millele lisandub teatud osa p 0pD antud aasta too-
dancu vaartusest. Seega saame jargmise aasta materjalide ostuks
summa,

ax -+ by + cz 4 plfi(x) + f2(y) + [:(2)]. (1)

Ulesandeks on médidrata aasta alguses materjalide A, B ja C
ostusumma nii, et toodangu koguvdidrtus N-aastase perioodi
jaoks oleks maksimaalne, arvestades seda, et materjalide ostu-
summa algvdidrtus vaadeldava N-aastase perioodi algul en u.

Selgitame {ilesande lahendust téhelisel kujul. Koigepealt
leiame toodangu maksimaalse vdirtuse {theaastase perioodi jaoks.
See tuleb ilmselt jargmine:

Fi(v) =, max. 1[fl()d + F2(y) +T1:(2)] (2)
Vastav toodangu maksimaalne vidartus F,(v) soltub ilmselt o
vaiartusest. Peale F,(v) on meil oluline teada ka maksimum-
punkti (x, y, z), mis iildiselt soltub samuti v véirtusest. Mak-
simumpunkt médrabki materjalide ostusumma optimaalse jao-
tuse.

Edasi vaatleme 2-aastast perioodi algsummaga v. Parast esi-
mese aasta toodangut vaidrtusega fi(x) - f2(y) +‘f3(z) avaldub
teise aasta materjalide ostusumma kujul (1), mis maksimaalse
toodanguhulga saamiseks tuleb jaotada optimaalselt. Maksi-
maalne toodanguhulk {iheaastase perioodi jaoks etteantud alg-
summaga on aga leitav vordusest (2), kus v tuleb asendada
avaldisega (1), Seega avaldub kaheaastase perioodi toodangu
maksimaalne védirtus algsummaga v kujul

Fy(v) =+mfzx:ﬂ{f1(x) + f2(y) +-Ta(2) + Fi(ax + by 4 cz -
+ plfi (%) 4 T2(9) +13(2)) 3, (3)
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kus Fp(v) so6ltub suurusest v. Peale Fi(v) vairtuste on jalle
oluline teada ka maksimumpunkti (x, y, 2).
Edasine arvutuskidik kulgeb analoogiliselt, kuni 1opuks saame

Fy(u) = max {f1(x) + [2(y) 4 [a(2) + Fy=(ax 4 by + cz -

T AR () - R) + BE@D) (4)

Avaldis (4) annab kindla & korral kindla maksimumpunkti
(%, y, 2). Sellest 1dhtudes saame avaldisest (1) arvutada mater-
jali ostusumma jargmiseks aastaks, mille asetame Fy_(v) argu-
mentavaldisse. Edasi leiame vastava maksimumpunkti, arvutame
avaldise (1) jne. kuni leiame viimase maksimumpunkti avaldi-
sest (2). Sellega ongi leitud materjali ostusumma optimaalne
jaotus iga aasta algul (maksimumpunktid (x, y, 2)). Toodangu
koguvddrtus N-aastase perioodi ja algsumma u puhul tuleb
lihtsalt Fu(u).

Mairgime, et funktsioonide F;(v) konstrueerimise meetod on
naidetes 1 ja 2 kasutatud tabelimeetodi iildistus. Meetodite pohi-
mote on aga seesama: n-etapilise protsessi optimaalse tulemuse
saamiseks kasutatakse (n— 1)-etapilise protsessi optimaalseid
tulemusi.

Selguse mottes lahendame esitatud niite 1dbi veel konkreet-
sete arvuliste andmete korral. Olgu néiiteks

f1(x) =52, [a(9) =4y, [3(2) =32, a=103, b=08, c =08,
p=0,1, u=100, N=25.

Avaldis (1) tuleb siis

0,3x - 0,6y - 0,82 +- 0,1[5x -L- 4y 4 32] == 0,8x 4+ y -}- 1,1z (5)
ja valemist (2) saame

Fy(v) = max [5x 4- 4y -}- 32] = 50, (6)
x+y+z=v

kus maksimum realiseerub x = v, y =2z=0 Kkorral.

Kasutades avaldist (6) saame jatkata:
Fy(v) = max [6x -4y 4 3z -} F1(0,8x {-y |- 1,12)] =

x+ytz=v
= max [5x4y + 32 -+ 5(0,8x -+ y -+ 1,12)] =
x4y+z=v
= max [9)6 -~{— 9y -—] - 8152] == 9u, (7)
X+y+z=v

kus maksimum realiseeritakse x -]- y = v (suvalises vahekorras)
ja z==0 korral;

Fy(v) = max (52 44y + 32+ F,(0.8% +y + 1,12)] =

x+4y+z=v
= n:Lax [5x + 4y -+ 32+ 9(0,8x +y 4 1,12) ] =
X +tytz=v
= max [12,2x 4- 13y 4 12,92] == 13v, (8)
Ltytz=v
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kus

kus

maksimum realiseeritakse x =10, y=1v ja =0 korral;
Fy(v) = max [5x 4 4y 4 3z 4 F3(0,8x -y 1,12)] =

x+y+z=v
== max {5% -{- 4y 4 32 4- 13(0,8x + y - 1,12)] =
x4yt+z=v
= max [15,4x +- 17y 4 17,32] = 17,30, (9)
1tytz=0v
maksimum realiseeritakse x ==y =0 ja z = v Korral,
F5(100) = max [5x+4y—i—32—{—F4(08x—}—y+ 1,12)] =
*tytz=
== max [bX + 4y +3z2--17,3(0,8x -y -+ 1,12)] =
x+4y+2=100
= max [18,84x 4 21,3y -+ 22,03z] = 2203,
X+4-y+4+2=100

kus maksimum realiseeritakse x=y =0 ja z==100 korral.

Viimane maksimumpunkt x=y=0, 2= 100 annab mater-

jali ostusumma optimaalse jaotuse 5-aastase perioodi esimese
aasta algul, iihtlasi ka toodangu maksimaalse koguvdartuse

Optimaalne jaotus

Juhuslik jaotus

Tabel 10
Aastad || o2 | s ] 4 | s
Materjali ostusumma }
aasta alguses 100 110 121 121 i 109
Materjali ostusumma ’
jaotus x=u=0|x=y=0{x=0 x=60 I|x=109
z=100 [z=110 |y=121 [y=61 [y=2z=0
lz2=10 z2=10
Toodangu suurus an-
tud aastal 300 330 484 544 545
Toodangu suurus pe- !
rioodi algusest kuni
antud aastani (incl.) 300 630 1114 1658 2203
Materjali ostusun{ma?
aasta alguses i 100 100 100 80 64
Materjali ostusumma,
jaotus X = x=0 x=100 |[x=280 |x=064
y=100 (y=100 |[y=2=0|y=2=0|y=2-0
o 2= z=0
Toodangu suurus an-
tud aastal 400 400 500 400 320
i Toodangu suurus pe-
© rioodi algusest kuni
_antud aastani (incl.) | 400 | 800 | 1300 | 1700 | 2020 |
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5-aastase perioodi jooksul. Edasi leiame avaldistest 5x 4 4y - 3z
ja (b) vastavalt esimese aasta toodangu suuruse ja jargmise
aasta materjalide ostusumma. Need arvud tulevad 300 ja 110.
Viimase summa optimaalsel jaotamisel tuleb kasutada F4(v)
avaldist (9), kus v=110. Jargmistel etappidel kasutame jarje-
korras vordusi (8), (7) ja (6), millega iilesanne ongi lahenda-
tud. Arvutuste tulemused esitame kokkuvotliku tabelina 10, kus
paralleelselt on toodud ka iiks juhuslik materjali ostusummade
jaotus.

Diinaamilise planeerimise teooriat on arendatud vidga palju-
des suundades: vaadeldakse mittedetermineeritud (stohhastilisi)
protsesse, loenduvaetapilisi protsesse, pidevaid protsesse jne.
Samuti on selle teooria rakendusvoimalused viga ulatuslikud:
ressursside optimaalne jaotamine, kapitalimahutus, metsamajan-
dus, karjakasvatus, optimaalsete trajektooride leidmine, skee-
mide stabiilsuse teooria jne. Teatava {ilevaate nendest rakendus-
test voib leida R, Bellmanni raamatust [3]. Populaarse {ilevaate
diinaamilisest planeerimisest annab A. Vazsonyi raamat {1], poh-
jalikumaks uurimiseks voib aga soovitada t6id [2] ja {3]. Méargime,
et 1965. a. algul ilmub venekeelses tolkes R. Bellmani ja S. Drey-
fusi darmiselt huvitav ja sisukas raamat [4].
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RANDKAUPMEHE ULESANNE

Tanapdeva matemaatikas tuleb tegelda viga mitmesuguste praktikast
kerkinud 1{ilesannetega. Oma sonastuse lihtsusele vaatamata osutuvad nad
sageli iisna rasketeks. Selliseks on ka nn. «rindkaupmehe iilesanne» (vene k.
3adawa o kommusosscepe, ingl. k. travelling salesman problem), mille iiks
voimalikest sonastustest on jirgmine: on antud n punkti (asulad, linnad
jne.) ja kaugused nende vahel; tuleb leida «rdndkaupmehe» selline teekond,
mis 1) labiks koiki neid punkte, 2) oleks iihise algus- ja 1opp-punktiga,
3) oleks niisuguste teekondade hulgas koéige liihem.

Seda iilesannet on voimalik lahendada néiteks diinaamilise planeerimise
meetodi abil, kuid punktide suure arvu korral osutub arvutustéd maht &ér-
miselt suureks. Ulesande niilisest lihtsusest hoolimata pole efektiivset algo-
ritmi tema lahendamiseks seni veel dnnestunud leida.
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OPERATSIOONIANALUUSI KASUTAMISEST
LINNA GENERAALPLAANI KOOSTAMISEL

H. Aben, J. Kajari

1. Ulesande seade

Suure linna generaalplaani koostamine on keerukas komp-
lelsne filesanne, mille lahendamisel peab arvestama nii sotsio-
loogilisi ja arhitektuurilisi kui ka tehnilisi ning majanduslikke
faktoreid. Seejuures iseloomustab mairgitud iilesannet voimalike
lahendite, s. t. generaalplaani voimalike variantide suur arv.

Kuivord sotsioloogiliste ning arhitektuuriliste nouete tditmine
on suures osas mdidratud linnaehituse normidega, siis kujuneb
linna generaalplaani optimaalsuse peamiseks kriteeriumiks tema
majanduslikkus. Seega voib generaalplaani koostamise iilesande
lihidalt formuleerida jargnevalt: fagada elamuehiiuse programmi
tiaitmine lealud perioodi jooksul minimaalsete kuludega', jdlgi-
des seejuures linnaehiluse norme ning (diendavaid lisatingi-
musi.

Peatugem lihidalt ithel linna planeerimise iseloomulikul joo-
nel. Linna generaalplaan? peab maidrama kindlaks linna arengu
ildsuunad teatud perioodi jooksul (tavaliselt umbes 25 aastaks)
ning tdpse ehitamise programmi ldhemaks perioodiks (tavaliselt
5 aastaks). Sisuliselt on pikema perioodi vaatlemine vajalik sel-
leks, et Oigesti midrata esimese perioodi ehitusi. Kuivord linna
arengu prognoosimine pikemaks perioodiks ette on moningal
méadral ligikaudne, siis tuleb pdrast esimese perioodi ehituspro-
grammi realiseerimist linna generaalplaani korrigeerida, et
tdpsemini méédrata jargmise perioodi ehituste programm. See-
ga on meil linna planeerimise puhul tegemist nn. liikuva inte-
graalse planeerimisega®, kus esimese perioodi ehituste digeks

I Elamuehituse planeerimine on arusaadavalt tihedalt seotud to6stuse
ning thiskondlike asutuste planeerimisega. Késitluse lihtsustamiseks vaat-
leme kédesolevas artiklis elamuchituse planeerimist isoleeritult.

2 Suurte linnade planeerimisel eclneb generaalplaani koostamisele gene-
raalplaani tehnilis-6konoomiliste aluste viljatéotamine. Just viimase probleemi
lahendamist peetakscegi silmas kiesolevas artiklis. ‘

3 Vt. lyrauen, B. @, O xpurepuu onTHMaabHOCTH 3IKOHOMHKH. -— KO-
HOMHKO-MaTeMaTHucckue Meroisl, Buim. I, M. 1963, k. 63—106.
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planeerimiseks on vajalik vaadelda linna arengut integraalselt
pikema perioodi jooksul. Samal ajal linna véljaehitamise kdigus
liigub edasi ka generaalplaani perioodi 1opp.

Tekib kiisimus: millised kulud peaksid optimaaise generaal-
plaani puhul olema minimaalsed? Nihtavasti on otstarbekas
nouda, et generaalplaani perioodi jooksul oleks minimaalne
kapitaalmahutuste ja ekspluatatsioonikulude summa. Generaal-
plaani perioodiga piirdumine on pohjendatud sellega, et reeglina
ei ole olemas andmeid elamuehituse programml kohta pérast
generaalplaani perioodi -10ppu.

Kuivord linnaehituses kokkuhoitud summad investeeritutena
teistesse rahvamajandusharudesse voivad anda tdiendavat aku-
mulatsiooni, siis on esimestel aastatel tehtud kulutustel suurem
kaal kui hilisematel kulutustel. Seega on vajalik tuua iilesande
sihifunktsiooni sisse ajast sb6ltuv kaalufunktsioon [(¢), millega
tuleb korrutada erinevatel perioodidel tehtavad kulutused.

Kuna erinevatel ajamomentidel tehtavate kulutuste vordle-
mine mittetootlike objektide ehitamisel on majandusteaduses
lahendamata probleem, siis peame funktsiooni f({) tédpsema
kuju jdtma esialgu lahtiseks. Selleks, et soodsamad chitusrajoo-
nid tuleksid kasutusele esimeses jarjekorras, piisab, kui f(¢{) on
aeglaselt monotoonselt kahanev funktsioon. Lisame veel, et kapi-
taalmahutuste efektiivsuse koefitsiendi abil médratud ajateguri
kasutamine ei ndi vaadeldava probleemi puhul olevat digustatud.

Eeltoodu pohjal voime késitletava iilesande optimaalsuse kri-
teeriumi siimboolselt kirjutada kujul

T
[ Q(x, t)[(t)dt = min, (1)
0

kus Q(x, ) tdhendab kulutusi ajaiithikus momendil {, olenevalt

lahendusvektorist x ja T — generaalplaani perioodi pikkust.

Mirgime, et vaadeldava iilesande sihifunkisioonil véib olla
ka teistsugune majanduslik tidhendus.

2. Generaalplaani lineaarne maicmaatiline
mudel

Kirjeldame lithidalt kirjandusest tuntud' generaalplaani
lineaarset matemaatilist mudelit.

Olgu g; ithe m? elamispinna ehitamise maksumus rajoonis i
hoonestustiiiibi j puhul (=12, ..., §; j=12, ..., m). Voima-
like ehitusrajoonide all motleme nii vabu territooriume linna
lahemas iimbruses kui ka vanade hoonetega kaetud territoo-
riume, mille rekonstrueerimine generaalplaani perioodi jooksul

4 Vt. Tepexun, B, Enbxuna, B, CeBoctbsiHoBs, /1., BuGop arax-
HOCTH 3aCTPOMKH NPH DEKOHCTPYKHMHM FODOICKHX MHJBX paioHoB. — ApXurex-
typa CCCP, Ne 6, 1964, 1k. 9—13.
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tuleb kone alla. Viimasel juhul peab g; arvutamisel arvestama
ka lammutamiskulusid, lammutatavate hoonete jadkvaartuse
kompenseerimist jne. Hoonestustiiiipide arv m on tavaliselt
vdike — néiteks 5-, 9- ja 14-korruselised hooned. Voib aga osu-
tuda vajalikuks arvestada hoonestustiiiipide puhul ka konstrukt-
siooni — nditeks paneel-, suurplokk- ja telliselamud.

Olgu s; ehitusrajooni pindala, mis on vajalik ilhe m? elamis-
pinna jaoks j-nda hoonestustiiiibi puhul; h; — uue elamispinna
ruutmeetrite hulk, mis saadakse i-ndas rajoonis ithe m? elamis-
pinna ehitamisel hoonestustiiiibi j puhul (h; erineb iihest vaid
rekonstrueeritavates rajoonides); S;—i-nda rajooni pindala;
H — summaarne vajalik elamispind; x; — elamispinna ruut-
meetrite hulk, mis ehitatakse i-ndasse rajooni, kasutades selleks j
tiiiipi hooneid. ;

Linna planeerimise iilesanne on niilid formuleeritav jargne-
valt: leida suuruste x; sellised véddrtused, mis rahuldavad tin-
gimusi:

xi; 2 0, (2)

m
2 x8; < S, (3)

j=1

! v
S I xhy=H, (4)

ning mille puhul funktsioon
13 m
=23 23 gijx; (5)
=1 j=1
saavutab minimaalse vaddrtuse. Olgu margitud, et tingimus (3)
arvestab fiiksikute ehitusrajoonide suuruse piiratust, tingimus
(4) aga tagab elamuehituse vajaliku mahu taitmise.
Praktikas voib esineda ka jadrgmine iilesande seade: fagada
etteantud kulutusie z juures elamispinna maksimaalne juurde-
kasv. Seda iilesannet kirjeldab matemaatiline mudel:

x> 0, (6)
m
ZX[]‘S,‘<S;, (7)
j=1
1 m
S 3 gixij= 2= const,, (8)
i=1 j=1
! m
S 3 x;hy; = max. (9)

i=1 j=1

Toodud matemaatiliste mudelite puuduseks on, et nad ei
arvesta ekspluatatsioonikulusid. Setlest puudusest saaks osali-
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selt {ile, interpreteerides suurusi g; taandatud kuludena®. Oluli-
semaks puuduseks on aga mudelite staatilisus, mis ei luba kiil-
lalt detailselt kidsitleda rekonstrueerimise efektiivsust. Nimelt on
vanade elamurajoonide rekonstrueerimine kapitaalmahutuste
seisukohalt seda efektiivsem, mida hiljem me rekonstrueerimist
teostame, kuivord hoonete jaddkviaartus vdheneb monotoonselt. Et
aga vanades hoonetes on kapitaalremondi ning ekspluatatsiooni-
kulud reeglina korgemad, siis sellelt seisukohalt on rekonstrueeri-
mine seda efektiivsem, mida varem ta toimub. Need kaks vastu-
kdivat aspekti iilaltoodud mudelites ei kajastu.

3. Taiustatud lineaarne mudel

Monevorra adekvaatsemaks voib lugeda jargmist generaal-
plaani matemaatilist mudelit.

Linna véljaehitamise diinaamika paremaks kirjeldamiseks
jagame generaalplaani teostamise aja T perioodideks !
(t=1,2,,...,n). Kasutame jiargnevaid tahistusi:

S; — I-ndal perioodil vajalik elamispinna juurdekasv (m?-tes);

Qj — hoonestustiiiibi j detaile tootvate tehaste maksimaalne
voimsus perioodil ¢ (m?2-tes);

li — olemasolev m?-te hulk /-ndas rajoonis, mis ei lange vilja
kuni perioodi f 1opuni;

k; — elamispinna m?-te hulk, mis saadakse i{-nda rajooni vélja-
chitamisel j-nda hoonestustiiiibi puhul;

e; — olemasoleva elamispinna ekspluatatsiooni- ja kapitaal-
remondikulud (rbl/m2) aastas rajoonis i perioodil ¢;

&;; — summaarsed kulud rajoonis i ithe m? viljaehitamiseks ja

ekspluatatsiooniks alates ehitamise momendist ¢ kuni
generaalplaani teostamise aja lopuni, kasutades hoones-

tidipi j;
ft — kaalufunktsiooni f(f) (vt. p. 1) vdirtus perioodil Z;
Xz — tegur, mis nditab, milline osa /-ndast rajoonist tuleb hoo-

nestada perioodil ¢ hoonestustiiiibiga ;.
Ulesanne on niilid formuleeritav jargnevalt: leida sellised
X védrtused, mis rahuldavad tingimusi

xijt 2 0, (10)

n

<1l (i=1,2....], (11)
t=1

!

1

L
fs"lk[jxijl<th (]: 1’27"',,71’; = 112v"'3’1)1 (12)

I

t

5 Taandatud kulude N all métleme avaldist N =e 4 E_ - K, kus e == aas-
tased ekspluatatsioonikulud rbl/m?, K = erikapitaalmahutused rbl/m?, £ = nor-
matiivne kapitaalmahutuste efektiivsuse koefitsient (linnaehituses soovitatakse

votta E, =0,1).
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:\, R (k[]'—l[t)xiﬂ:S[ (1:1,2,...,71) (13)

! n
2=3 . N s Flkiiugije - (1 —2 Xijr) Lieir]. (14)

Tingimus (11) arvestab siin {iksikute rajoonide maksimaalsel
voimalikku hoonestamise mahtu, tingimus (12) — ehitusmaterja-
lide tehaste maksimaalseid tootmisvoimsusi. Tingimuse (13)
tditmine tagab aga vajaliku elamispinna juurdekasvu {iksikutel
perioodidel.

Sihifunktsiooni (14) esimene osa sisaldab kulud, mis on seo-
tud uute hoonete ehitamise ning ekspluatatsiooniga. Teine osa
votab arvesse vana elamispinna sdilitamisega seotud elkspluatat-
siooni- ja kapitaalremondikulud.

On voimalik, et kirjeldatud iilesande lahendiga méiratud 6ko-
noomseimad hoonestustiifibid iiksikutes rajoonides ei taga vaja-
likku arhitektuurilist mitmekesisust. Sellisel juhul saab lahendit
muuta vastuvoetavamaks, asendades lksikutes rajoonides {ihe-
tiliibilise hoonestuse segahoonestusega, ldhtudes arhitektuurilis-
test kaalutlustest. Seejuures peab arvestama ka vastavat ela-
mispinna suuruse muutust iiksikutes rajoonides. Arhitektuurilis-
test kaalutlustest tingitud lisakulutusi on lihtne vidlja arvutada.

Teiseks ja monevorra korrektsemaks véimaluseks on juba
iillesande piistitamisel opereerida arhitektuuriliselt vastuvoeta-
vate segahoonestustiilipidega.

Kirjeldatud matemaatilistes mudelites on eeldatud, et suu-
rused gi on konstandid ja fiiksikute rajoonide kohta kiillaldase
tdpsusega mairatavad. Tdnu sellele kuuluvad toodud planeeri-
misiilesanded lineaarsete planeerimisiilesannete klassi ning on
lahendatavad vastavate hésti tuntud meetoditega 6.

Praktikas soltuvad aga suurused g;; osaliselt sellest, millisel
madral hoonestatakse teisi rajoone, s. t. linna generaalplaanist
tervikuna. See pohjustab vaadeldava iilesande mittelineaarsuse.
Mairgitud raskusest iilesaamiseks on moeldav kasutada jarkjér-
gulise ldhenemise meetodit. Eelkoige tuleb piistitada hiipotees
linna optimaalse generaalplaani lxohta ning sellest ldhtudes arvu-
tada suurused gy, Juhul kui {ilesande lahendamisel mairatav
nn. tinglikult optimaalne generaalplaan oluliselt erineb ldhte-
hiipoteesist, tuleks arvutada uued g;,; vdédrtused ja protseduuri
korrata, kuni kaks jarjestikust plaani on teineteisele kiillalt 1dhe-
dased.

6§ Vt. Kaasik, U, Lineaarsed p]amerlmlsu]esandcd -— Matcmaatika
ja kaasaeg II, 1k 31—46.
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4. Generaalplaani mittelineaarne mudel

Generaalplaani iilalkirjeldatud matemaatiliste mudelite puhul
oli eeldatud, et {ihe m? ehitusmaksumus ja ekspluatatsioonikulud
ei soltu sellest, millises ulatuses antud rajooni hoonestatakse.
Planeeritava territooriumi jagamisel kiillalt vaikesteks rajooni-
deks on selle eelduse kasutamine pohjendatud. Olenevalt linna
planeerimise konkreetsest iilesandest voib ehitusmaksumuse sol-
tuvus hoonestusmahust monikord siiski osutuda oluliseks. Nai-
teks voib selline olukord esineda juhul, kui ehitusmaht tuleb
jaotada mitme suure rajooni vahel, millest koigi véljaehitamine
tidies ulatuses ei ole ilmselt otstarbekas.

Seega on vaadeldav iilesanne n.-6. kahekordselt mitte-
lineaarne — summaarsed kulud iithele m?2-le iiksikutes rajooni-
des soltuvad ehitusmahust nii antud rajoonis kui ka teistes rajoo-
nides.

Vaatleme iilesande seadet kujul, mis vodimaldab arvestada
esimest margitud mittelineaarsustest. Kasutame jargnevaid
tahistusi:

X; — ehitusmaht rajoonis i (m?2-tes);
A — maksimaalne vdimalik ehitusmaht rajoonis i (m2-tes);
gi(x;) — iihe m? ehitamise kulud rajoonis ¢ ehitusmahul x;;

— vajalik summaarne uus elamispind (m2-tes).

Ulesanne on niiiid sdnastatav jargmise mittelineaarse pla-
neerimisiilesandena:

0 < X< p, (15)
4
«Z}_IXI.:H’ (16)
3

ZI:.S‘ g,»(x,-)xi == min. (17)

=

Olgu margitud, et selle iilesande lahendamisel saab kasu-
tada diinaamilise planeerimise” meetodeid.

Kuivord adekvaatselt esitatud mudel kirjeldab generaalplaani
koostamisega seotud problemaatikat, soltub sellest, kuidas on
madratud suurused x; ja g:(x;). Rekonstrueeritavates rajoonides
tuleb suuruse x; all moelda elamispinna juurdekasvu. Suuruse
g:(x;) arvutamisel tuleb iga x; puhul valida 6konoomseim hoo-
nestustiiiip. Vajaduse korral vdib g;(x;) arvutamisel arhitektuuri-
listel kaalutlustel opereerida ka segahoonestusega. Lisaks peab
suuruses g;(x;)) avalduma lammutatava elamispinna jddkvairtus.
Néhtavasti on seet6ttu otstarbekas moelda g;(x;) all taandatud
kulusid.

Esitatud mudelis pole arvesse voetud rajoonide véljaehita-

7 Vt. eelmine artikkel.
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mise alustamise aegu, mis on aga kiillalt olulised generaalplaani
realiseerimise ning summaarsete kulude méiramise seisukohast.
Mudeli moningase komplitseerimisega on aga kirjeldatud puudu-
sest vdimalik vabaneda. Selleks anname ette rajoonide vilja-
ehitamise jirjekorra ja lahendame eelmisega analoogilise iiles-
ande. Lahendis on ehituse alustamise ajad iiksikutes rajoonides
juba lihtsalt méaratavad. Et aga valitud ehitusjérjekord ei tar-
vitse olla parim, siis tuleb iilesanne lahendada mitmete moel-
davate ehitusjarjekordade puhul ja valida nendest soodsaim.

5. Musta kasti meetod

Linna generaalplaani koostamisel on iiksikute kulukomponen-
lide arvutamisel peamiseks raskuseks mitmete rajoonidega iihe-
aegselt seotud kulude Gige jaotamine rajoonide vahel. See prob-
leem kerkib nditeks insener-tehniliste kommunikatsioonide ja
teede rajamisega seotud kulude arvutamisel. Teiselt poolt on vii-
mati margitud kulude leidmine iiksikutele rajoonidele aga viga
vajalik, et oOigesti médrata okonoomset elamuehituse mahtude
jaotust.

Mirgitud raskuse tottu piirdutakse praktikas sageli linna
véljaehitamisega seotud summaarsete kulude arvutamisega vaid
monede (peamiselt intuitsioonile tuginedes koostatud) generaal-
plaani variantide puhul. Kuigi see meetod vihegi tosisema iiles-
ande puhul ei taga soodsaima lahenduseni joudmist, vdib tema
kasutamine metoodilise vottena siiski olla pohjendatud.
tud.

Kéisitleme linna generaalplaani maksumuse kujunemist kui
iihtset siisteemi, mille seaduspdrasusi me optimaalse generaal-
plaani méiramiseks piilame avastada. See siisteem kujutab
endast sisuliselt kiiberneetikast tuntud «musta kasti». Tema
sisenditeks on generaalplaani iiksikud variandid ning valjundi-
teks nende variantide realiseerimise maksumused. Koostades
teatud arvu generaalplaani variante (varieerides seejuures ela-
muehituse mahte iiksikutes rajoonides) ning méaédrates iga
variandi maksumuse, saame informatsiooni vaadeldava siisteemi
kditumise kohta. Selle informatsiooni matemaatiline t66tlemine
voimaldab teatud usaldusvidrsusega selgitada generaalplaani
maksumuse soltuvust iiksikute rajoonide hoonestusmahtudest
ning seega anda aluse generaalplaani optimaalse variandi koos-
tamiseks.

K&ik eespool kirjeldatud matemaatiliste mudelite sihifunkt-
sioonid (5), (14), (17) sisaldasid kordajatena iiksikutes rajoo-
nides ehitatava elamispinna m? maksumuse. Nende suuruste
leidmine on aga iilalmainitu tottu kiillaltki keeruline ja osali-
selt meelevaldne. Musta kasti meetod voimaldabki ligikaudselt
miidrata 1iilesande sihifunktsiooni, minnes moddda iga rajooni
elamispinna m?> maksumuse leidmisest.
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Olgu eelnevalt koostatud m generaalplaani  varianti
(j=1,2,...,m). Téhistagu x;; generaalplaani variandis | ectte-
ndhtud ehitusmahtu rajoonis i ja z; — generaalplaani realisee-
rimise summaarseid kulusid variandi j puhul.

Oletame, et summaarsed kulud z soltuvad iiksikute rajoonide
ehitusmahtudest x; lineaarseit:

v

=0y X
=1

i

Juhul m >1 saame siit vihimruutude meetodil méaidrata koefit-
siendid ao, ai,...,a;. Generaalplaani optimaalse variandi leid-
miseks voib niiiid sihifunktsioonina kasutada lineaarset aval-

dist (18).

ax;. (18)

6. Kokkuvote

Nagu iilaltoodust selgub, on linna generaalplaani matemaati-
liseks modelleerimiseks mitmeid voimalusi, millest igal on oma
puudused ja eelised. Millist nendest praktikas kasutada, soltub
konkreetsest iilesandest.

Nende ridade autoritele tundub praegusel momendil koige
vastuvéetavam punktis 3 kirjeldatud tdiustatud lineaarnc mudel.
Koost6ds ENSV TA Majanduse Instituudi ja RPI «Eesti Pro-
jektiga» tehakse Teaduste Akadeemia Kiiberneetika Instituudis
praegu ettevalmistusi selle mudeli kasutamiseks Tallinna gene-
raalplaani koostamisel. Moningale probleemide lahendamisel on
arvatavasti otstarbekas kasutada ka punktis 4 kirjeldatud mitte-
lineaarset mudelit.

Musta kasti meetodil on analiisilud RPI «[esti Projektis»
koostatud "Tallinna generaalplaani 12 varianli, mis voimaldas
saada moningaid hinnanguid korruste optimaalse arvu kohta
iiksikutes rajoonides. Algandmete ebatidpsuse {ollu ei olnud
selle meetodi kasutamine generaalplaani lopliku variandi koos-
tamiseks oigustatud.

Lopuks maérkigem, et operatsioonianaliilisi mecctodite kasuta-
mine linnade generaalplaanide koostamisel astub alles oma esi-
mesi samme. Seetottu on ka esitatud tulemused esialgsed. Arves-
tades linnade véljaehitamisega seotud kapitaalmahutuste suu-
rust, on siin operatsioonianaliiiisi spetsialiste ootamas viga
tdnuvéddrne toopold.
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VEIDI KOLMNURGA ARITMEETIKAT

Jakob Gabovits

Olgu antud kolmnurk kilgedega «, b ja ¢. Juba keskkooli-
kursuses tuletatakse suurem osa valemeist, mille abil antud kiil-
jepikkuste jdrgi saab arvutada kolmnurga mitmesuguseid teisi
clemente. Toome need valemid siin ilma toestusteta.

Pindala S arvutamiseks kasutatakse nn. Heroni vale-
mit

S=/p(p—a)(p—0b)(p—oc), (1)
kus p-ga on tdhistatud kolmnurga pool iimbermootu:
a-}-b-c
/] ciono- 9 -

Kolmnurga sise- ning iimberringjoone raadiused r ja R saab
arvutada valemitest
S abe
reos—, = .
p R 48
Téhistame killgede a, b ja ¢ vastasnurgad vastavalt «, f ja 7.
Nende nurkade siinused voib arvutada valemitest
s ¢
T2R 2R °
Moénikord on kolmnurga nurki aga kasulikum leida poolnurkade
tangensite kaudu:
« r B r 3 r
—— Tn — n—— ———- B —
tan 2 p—a’ ta 2 p—=6’ tan 2 n—c
Tahistame kiiljele a (voi killgedele b, ¢) tommatud korguse siim-
boliga 1, (vdi vastavalt iy, 1), Siis teatavasti
28 28 28

ha:'a_y /lb':"b—, /‘lc :;T-

sin « sin f == 55 sin p ==

Sageli on kolmnurgas tarvis leida ka nn. kiilgejoonesta-
tud ringjoonte raadiusi rq rp ja r. (nditeks r, on kiilje
a ning kiilgede b ja ¢ pikendusi puuiuva ringjoone raa-
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dius; vt. joonis 1). Nende arvutamine toimub jédrgmiste valemite
abil:

S
p—c’

—— fb ==

ru"—p_ay

}’c =

S
p—0b’

Olgu veel ko, ky ja k. imberringjoone keskpunkti O kaugused
kolmnurga vastavatest kiilgedest (joonis 2). Ka need suuru-
sed voib leida lihtsatest valemitest:

ko=Rcosa, hky=Rcosf, kc=Rcosy
(mirgime, et nende valemite jdrgi arvutamisel saame negatiivse
kauguse siis, kui tegemist on kaugusega niirinurga vastaskiil-
jest).

Joonis 1. Joonis 2.

Kolmnurga vaadeldud elementide vahel kehtib mitmeid huvi-
tavaid seoseid. Toome neist siinkohal jargmised:
Y PR SRR BT B
hahohe =T gt tac =0

.
fa--ro+re=r—44R, k- ky |- ko=r-|-R.

Jéargnevas piirdume vaid niisuguste kolmnurkade vaatlemi-
sega, mille kiilgede pikkused a, b ja ¢ on idisarvud. Sellist kolm-
nurka tdhistame edaspidi siimboliga (a, b, ¢).

Kui a, b jaconihisjagajata tdisarvud, siis kolmnurka
{a, b, ¢) nimetatakse primitiivseks. Sellised kolmnurgad
meid aga peamiselt huvitavadki, sest iga milteprimitiivne kolm-
nurk! (ma, mb, mc) on ju sarnane primitiivse kolmnurgaga
(a, b, c). Seega kolmnurga (rna, mb, mc) elementide saamiseks
voime leida lihtsalt kolmnurga (a, b, ¢) vajalikud lineaarsed
elemendid ja korrutada need teguriga m, pindala aga teguriga
m? (vastavad nurgad on molemas kolmnurgas muidugi vord-
sed). .
Tabelis 1 on arvutatud monede vdhimate mootmetega primi-

reeps, L L1
ralolc == pS, 7:“}—7—{— i

1S, t. kolmnurk, mille kiilgede pikkused on tdisarvud, kuid iihest suu-
rema {ihisjagajaga m.
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Tabel 1.

a 1 1 2 2 3 4
b 1 2 2 3 4 5
c 1 2 3 4 5 6
p 15 2,5 3,5 45 6 7.5
S V3[4 V15 /4 3V T/4 3V15 /4 6 15V 7 /4
r 05/V 3 V0,15 1,5/V 7 1/v24 1 05V 7
R 1/V3 Yvis 4v7 8/V15 | 25 8/V7T
sina 05V 3 V15/8 V74 V15 /8 0,6 V7 /4
sin B 05V 3 V15/4 V7/4 3v15/16 | 08 V7 /3.2
siny 05V 3 V15 /4 3V'7/8 V15 /4 1 3V7/8
tan—g ) 1/V15 1/V7 1/ V15 1/3 1yv7
tan g 1/V 3 V0.6 T V54 | 05 | 02V7
tan % 1/V3 V0,6 3V T 1/V06 1 VT3
hy, 05V 3 0,5V 15 3V'7/4 3V 15 /4 4 15V 7/8
hy 05V 3 V15 (4 3V 7 /4 05V15 3 1,5V 7
A, 05V 3 V15 /4 0,5V 7 3VI5/8 | 24 V7/08
T, 05V 3 1/V2,4 05V 7 03V15 2 75/V 7T
ry 05V 3 05V15 05V 7 05V15 3 1,5V 7
r, 05V 3 05V15 15V 7 1,56V15 6 25V 7
k, 05V 3 3,5/V15 3/V7T 7/V15 2 6/V7
k, 05V 3 1/V15 3V T 55/VIs | 15 45/V 7
kg 05V 3 1/V15 —05/V7 | —9/vis | o0 1/VT

tiivsete kolmnurkade elemendid. Tabeli esimeses veerus paik-
nevad ainsa vordkiilgse primitiivse kolmnurga elemendid.
Teine veerg vastab minimaalsele teravnurksele ja kolmas veerg
minimaalsele niirinurksele vordhaarsele  primitiivsele
kolmnurgale. Jdrgnevas kolmes veerus on toodud minimaalsete
isekiilgsete primitiivsete kolmnurkade (vastavalt niiri-
nurkse, taisnurkse ja teravnurkse) elemendid.

Tabelist ndeme, et suuremal osal esitatud kolmnurkadest on
koik arvutatavad elemendid (peale p) irratsionaalsed. Erandiks
on vaid tdisnurkne kolmnurk (3, 4, 5), mille kdik elemendid
avalduvad just ratsionaalarvudena. '

Jatkates jarjest kasvavate mootmetega primitiivsete kolm-
nurkade, néiteks kolmnurkade (2, 3, 3), (3, 4, 4), (3, 4, 6) jne.
vaatlemist, veendume kergesti, et nende elemendid on reeglina
jalle koik irratsionaalsed, kuid vahetevahel leiame selles kolm-
nurkade reas ka uuesti mdne ratsionaalsete elementidega kolm-
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nurga. Viimaste hulka kuuluvad néditeks kolmnurgad (5, 5, 6),
(5, 12, 13), (4, 13, 15) jne. Asja lahemal vaatlemisel tekib veen-
dumus, et irratsionaalsete elementidega kolmnurgad esinevad
primitiivsete kolmnurkade hulgas palju sagedamini kui ratsio-
naalsete elementidega kolmnurgad. Viimased moodustavad seega
teatud mottes erandliku ndhtuse.

Sageli huvitavad meid aga just ratsionaalsete elementidega
kolmnurgad. Nende tundmine on tdhtis mitte ainult «mugavate»
iilesannete koostamiseks, vaid ka mitmesuguste konstruktsioon-
lilesannete lahendamisel, mudelite ehitamisel ja paljude teiste
rakenduslike probleemide puhul. Seetottu ongi motet votta vaat-
lusele ratsionaalsete elementidega primitiivsete kolmnurkade
leidmise {ilesanne.?

Ulaltoodud valemitest ndhtub vahetult, et vaadeldavate ele-
mentide ratsionaalsuse piisavaks tingimuseks on primitiivse
kolmnurga iiheainsa elemendi — pindala S — ratsionaalsus
(suuruste kg, k5 ja k. arvutamise puhul meenutagem, et koosinus-
lausest jareldub iga primitiivse kolmnurga sisenurkade koosinuste
ratsionaalsus). Sellega ongi seletatav, et tabelis 1 kéik arvu-
tatud elemendid osutusid iga kolmnurga korral kas irratsionaal-
seteks voi ratsionaalseteks.

Ratsionaalsete kiilgede ja ratsionaalse pindalaga kolmnurka
nimetatakse ratsionaalseks kolmnurgaks. Erista-
takse kolme liiki ratsionaalseid kolmnurki: 1) tdisnurksed (nn.
Pythagorase kolmnurgad), 2) vordhaarsed ja 3) ise-
kiillgsed, “mis kannm ad Heroni kolmnurkade nimetust.

Pythagorase kolmnurkade leidmisega tegelesid juba kuulsad
antiikaja matemaatikud Pythagoras, Euklmdex ja eriti 3. sajan-
dil (m. a. j.) Aleksandrias ¢ lanud Diophantos. Viimane andiski
reegli Pythagorase kolmnurkade arvutamiseks. Selle reegli vdib
iiles kirjutada valemitena

=2mn, b=m2—n2 c-=m2-! n? (2}

kus a ja b on kolmnurga kaatetid ning ¢ hiipotenuus.

Nendest valemitest (nagu seda hiljem {oestatli) saame koik
primitiivsed Pythagorase kolmnurgad, kui positiivsed tdisarvud
m ja n (m>n) on ihisjagajata ning iiks nendest paarisarv.
Leidub vaid 16 niisugust primitiivset Pythagorase kolmnurka,
mille koik kiiljed on Viiksemad kui 100. Need kolmnurgad on
loetletud tabelis 2; samas on nididatud ka m ja n vé’értused,
mille korral vastavad a, b ja ¢ valemitest (2) saadakse.

2 Juhime lugeja tidhelepanu asjaolule, et juttu on mitte kolmnurga ko1~
kidest elementidest, vaid ainult nendest, mis on toodud tabelis 1. Kolm-
nurga iilejddnud elemendid (nagu niiteks mediaanid, nurgapoolitajad jne,)
voivad sealjuures osutuda irratsionaalseteks, kuwid neid me siin vaatlusele
ei vota.
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Tabel 2

m n a b c m n a b c
|
2 1 4 3 5 6 5 60 11 61
3 2 12 5 13 7 4 56 33 65
4 1 8 15 17 8 1 16 63 65
4 3 24 7 25 8 3 48 55 73
S 2 20 21 29 9 2 36 77 85
6 1 12 35 37 7 6 84 183 1 85
5 4 40 9 .41 8 5 80 39 89
7 2 28 45 83 9 4 72 65 ;97

Vordhaarsete ratsionaalsete kolmnurkade moodustamine on
hoopis lihtne: koiki neid voib saada kahe vordse Pythagorase
kolmnurga «liitmise» teel (kolmnurkade liitmise all mois-
tame nende niisugust korvutiasetamist, et tekkinud kujund on
jalle kolmnurk; viimase pindala vordub «liidetavate» kolmnur-
kade pindalade summaga; joon. 3). Igast Pythagorase kolm-
nurgast voib sealjuures moodustada kaks vordhaarset ratsionaal-
set kolmnurka. Ndiiteks ldhtudes tabeli 2 esimesest kolmnurgast
(4, 3, 5) saame vordhaarsed kolmnurgad (5, 5, 6) ja (5, 5, 8),
tabeli teise kolmnurga (12, 5, 13) liitmine iseendaga annab tule-
museks (10, 13, 13) ja (13, 13, 24) jne.

Joonis 3. Joonis 4.

Asume niiiid Heroni kolmnurkade leidmise juurde. Nimelt
nditame, et iga Heroni kolmnurga voib saada kas kahe Pytha-
gorase kolmnurga liitmise voi «lahutamise» teel (kolmnurkade
lahutamiseks nimetame nende niisugust iilestikku ase-
tamist, mille korral iihekordselt kaetud kujund on kolmnurk;
viimase pindala vordub «lahutatavate» kolmnurkade pindalade
vahega; joon. 4).

Olgu antud isekiilgne ratsionaalne kolmnurk kiilgedega a,
b ja ¢ (kusjuures a<b < c) ning pindalaga S. Et ¢ ja S on
ratsionaalsed, siis alusele a tommatud korgus i, on samuti rat-
sionaalne, sest I, = 2S/a. Vaatleme eraldi teravnurkse (p < 90°)
ja niirinurkse (p > 90°) kolmnurga juhtu.
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Esimesel juhul (joonis 3) avalduvad haarade b ja ¢ pfojekt—
sioonid alusele a (tdhistame neid b’ ja-¢’) teatavasti kujul
e el VR bl
b o= ¢ = o
ning on jdrelikult samuti ratsionaalsed. Seega vaadeldav kolm-
nurk on moodustatud Pythagorase kolmnurkade (h,, b’, b) ja
(hg, ¢/, ¢) liitmise teel.
Teisel juhul (joonis 4) on samad projektsioonid

pro Emerbr L @
J 2a

jille ratsionaalsed ning kolmnurk (a, b, ¢) on moodustatav
Pythagorase kolmnurkade (A4, ¢/, ¢) ja (ha, b7, b) lahutamise teel.

Asja toestatud teoreem annab meile praktilise votte Heroni
kolmnurkade leidmiseks. Selleks valime kaks suvalist Pythago-
rase kolmnurka (ai, by, ¢1) ja (@, by, cy), laiendame neid nii, et
iiks paar kaateteid muutuks vordseks (sellest saab konstruee-
ritava Heroni kolmnurga korgus) ning teostame laiendatud
kolmnurkade liitmise voi lahutamise. Et kaatetite vordsustami-
seks on neli voimalust (me voime selleks valida neli paari:
(a1, as), (ai, by), (a» b)) ja (b, b)), siis igast Pythagorase
kolmnurkade paarist voib moodustada kaheksa Heroni kolm-
nurka.

Tabelis 3 on néditena antud lahtekolmnurkade (3, 4, 5) ja
(5, 12, 13) abil moodustatud Heroni kolmnurgad (a, b, ¢). Arvud
my ja m, on vastavad laiendustegurid; paaride valik on teos-
tatud iilal margitud jarjekorras, kusjuures kolmnurkade liitmine
eelneb iga kord nende lahutamisele.

Tabel 3.

mp ny myay | by | mycy | moas | maby MyCy i a b C.
5 3 15 20 25 15 36 39 25 39 56
16 25 39

4 1 12 16 20 5 12 13 13 20 21
11 13 20

5 4 15 20 25 20 48 52 1 25 52 63
i 25 33 52

3 1 9 12 15 5 12 13 13 14 15
4 13 15

Ei tule arvata, nagu saaks Heroni kolmnurki moodustada
ainult erinevate Pythagorase kolmnurkade abil. V6ib nimelt 13h-
tuda ka vordsetest Pythagorase kolmnurkadest, kuid nende kaa-
tetid peavad siis olema paigutatud erinevas jirjekorras.

Olgu tegemist niisuguse paariga, mis koosneb vordsetest
Pythagorase kolmnurkadest (a, b, ¢) ja (b, a, c¢). Laiendamise
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tulemusena saame kolmnurgad (ab, b2, bc) ja (ab, a?, ac). Vii-
maste liitmine annab ratsionaalse kolmnurga

(ac, bc, a? -~ b?) = (ac, bc, c?).

See ei ole aga Heroni kolmnurk, vaid ldhtekolmnurgaga sarnane
Pythagorase kolmnurk. Laiendatud kolmnurkade lahutamine see-
vastu annab Heroni kolmnurga (ac, be, b2 — a?). Olgu margitud,
et niiviisi saadud Heroni kolmnurk on alati niirinurkne. Naiteks
kolmnurgast (3, 4, 5) ldhtudes saame laiendamise ja lahutamise
teel Heroni kolmnurga (7, 15, 20); kolmnurgast (5, 12, 13) lah-
tudes kolmnurga (65, 119, 156) jne.

Kuigi kirjeldatud meetodiga voib moodustada koik primitiiv-
sed Heroni kolmnurgad, mille mootmed ei iileta teatud piiri,
osutub nende tabuleerimine (jdrjestamine kindla tunnuse
jargi) siiski iisna raskeks iilesandeks. Peamiseks raskuseks on
siin asjaolu, et Pythagorase kolmnurkade liitmisel voi lahutami-
sel vbime saada mitteprimitiivse Heroni kolmnurga. See
aga tdhendab, et koikide teatud piiri mitle iiletavate kiilge-
dega Heroni kolmnurkade leidmiseks peame selle piiri arvutus-
tes kaugelt iiletama: saadava mitteprimitiivse Heroni kolmnurga
killgede taandamisel voime jouda noutud piirkonda kuuluva pri-
mitiivse kolmnurgani.

Toome vastava ndite. Lihtudes Pythagorase kolmnurkadest
(33, 56, 65) ja (13, 84, 85) ning valides laiendusteguriteks
my == 3, my==2, saame kolmnurgad (99, 168, 195) ja (26, 168,
170). Viimaste liitmine annab mitteprimitiivse Heroni kolmnurga
(125, 170, 195). Kui eesmdirgiks on koostada niisuguste primi-
tiivsete Heroni kolmnurkade tabel, millede kiiljed ei ole pikemad
kui 40, siis peaksime dsjatoodud arvutused siiski teostama, vaa-
tamata sellele, et ldhtekolmnurkade kiilgede pikkused {iletavad
noutud piiri. Saame ju parast taandamist iihe otsitavatest kolm-
nurkadest: (25, 34, 39).

Teiseks «liitmis-lahutamismeetodi» paheks on saadavate
kolmnurkade kordumine (iga primitiivne Heroni kolmnurk saa-
dakse kolm korda, vastavalt erinevate korguste arvule). Nii nii-
teks kolmnurkade (33, 56, 65) ja (42, 56, 70) liitmisel saame
kolmnurga (65, 70, 75), ehk pérast taandamist (13, 14, 15). See
kolmnurk aga juba esines tabelis 3.

Mainitud raskusi arvestades ongi otsitud teisi meetodeid
Heroni kolmnurkade tabuleerimiseks. Uhe markimisvdirseima
meetodi esitas nditeks noukogude matemaatik I. TSistjakov ?,
kuid siiski ei saa probleemi veel [6plikult lahendatuks lugeda
(huvitav nédide sellest, et ka elementaarmatemaatikas leidub
tdnapédevani lahendamata probleeme!).

S Uucrtaxkos HW. U, O pauHOHaNbHEIX TPeYroNbHHKAax. Marematn-
uyeckoe mpocpellieHHe (crapas cepusi), Buin. 1, 1934, 1k. 10—16.
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Tabelis 4 on antud koik (arvult 127) primitiivsed Heroni
kolmnurgad, millede kiiljed rahuldavad tingimust a < b <c¢ <
< 100. Tabuleerimise printsiibiks on valitud suurima kiilje ¢
kasvamise jédrjekord. Kui suurimad kiiljed on vordsed, siis kolm-
nurgad on jéarjestatud keskmiste kiilgede jargi ja kui ka need
on vordsed, siis lithimate killgede kasvamise jarjekorras.

Tabeli andmeid jilgides paneme tédhele, et iiks kolmnurga
kiilgedest on alati paarisarvuline, kaks tilejddnut aga paaritu-
arvulised. See pole muidugi juhuslik. Juba méédunud sajandil

Tabhel 4.

' ' | |

i ; | ;
a b | ¢ a i b | ¢ a b | oc a . b c

| i | \’
4 13 Lz {2t Laros0f 20 |65 les| 38 | 65 | 87
13 0 14 | 15 | 39 ¢ 41 | 50 | 57 | 65 | 68 | 44 | 65 | 87
9 10 ; 17 f 2 | 35 51 { 29 | 52 |69 [ 31 | 68 | 87
113 b2 |2 (37 51| 9| e 70| 61 | 74 | 87
7 | 1512 | 2 | 38 [ 51|41 ;50 ;73| 6 | 76 | 87
100 17 © 21 f 13 ' 40 ! 50| 26 | 5l 173 | 53 | 75 | 88
13 020 21 |27 | 29 | 52| 3 . 52 73| 65 | 8 | 88
12 17 2 | 25 | 33 52| 19 60 ;73 | 41 | 50 | 89
3 125 ; 2 | 37 | 39 | 52|50 | 60 | 73| 28 | 65 | 89
17 | 25 ;2 | 15 41 52 [ 2 | 51 74 21 | 8 | 89
17 | 25 1 28 5 ) 51 | 52| 25 | 63 |74 [ 57 | 8 | 89
6 1 25 1 29 [ 25 " 51 52| 3 |44 | 75| 17 | 8 = 9
1002 | 30 | 20 35 83| 29 | 52 | 75|37 | 72 | al
512 ! 30 4 05l 53 [ 32 053 75 feo |73 0 9l
8 © 29 | 3 [ 51 | 52 53| 3461 (75 2 | 75 9l
15 0 3 ¢ 3 | 2 . 51 | 55 [ 36 61 [ 75> | 22 | 8 | 9l
25 29 | 36 | 20 5 55| 13 1 68 |75 | 48 | 8 . 9l
19 | 20 ' 37 [ 2 ! 30 56| 52 73 | 75|20 | 75! o
15 | 26 | 37 | 33 | 4l | 58| 40 0 51 77 | 39 | 8 | 92
13 030 | 37 | 4 ;51 ;38|92 74 77| 3 0 6 | 93
16 0 2 39 | 17 | 55 60 | 68 | 75 | 77 [ 39 58 | 9
17 | 28 1 39 | 15 0 32 | 61 | 17 ! 65 {8 | 41 | 60 | 95
25 | 34 1 39 | 25 ' 32 | 63 9 | 73 80 | 68 | 8 | 95
10 | 35 | 39 | 33 | 34 ‘ 65 | 39 1 55 | 8 | 37 | 91 | 9
13 1 37 | 40 | 20 | 51 [ 65| 35 | 65 | 82| 51 | 52 | o7
25 039 " 40 ) 12 | 55 65 | 33 | 58 | 8 | 26 | 73 | 97
15 028 41 [ 14 | 61 65| 20 60 | 8 | 44 | 75 | 97
17 | 40 | 41 | 36 | el 65| 30 62 '8 |3 78 97
15 | 37 ' 44 [ 35 | 53 [ 66 | 41 66 {85 | 75 | 8 - o7
17189 L4t ool |6l 68| 41 | s |85 | 11| 9 | o7
13 {40 | 45 | 43 | 61 | 68 | 34 | 55 | 87 [ 78 | 95 | 97
29 | 35 | 48 71 65 1 68| 32 | 61 | 87 |

toestas tsehhi matemaatik W. Simerka?® jidrgmise teoreemi:
igal primitiivsel Heroni kolmnurgal on iiks
kiilg paarisarvuline ja kaks killge paaritu-
arvulised. Selle teoreemi jireldusena saab kergesti tbes-

+ Archiv fiir Mathematik und Physik, Bd. 51, 1870, lk. 503.
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tada, e iga primitiivse Heroni kolmnurga
pindala avaldub 6-ga jaguva tdisarvuna.

Omaette iilesandena pakub veel huvi kiisimus niisuguste pri-
mitiivsete Heroni kolmnurkade leidmisest, millede kiilgede pik-
kused avalduvad kolme jirjestikuse tdisarvuna. Tabelist 4 nideme,
et vihemalt kaks niisugust kolmnurka eksisteerib: (13, 14, 15)
ja (51, 52, 53). Sellega seoses tekib kohe rida kiisimusi. Kas
sddraseid kolmnurki on veel olemas? Kas nende arv on 1oplik voi
on neid lopmata palju? Millise meetodiga voib neid saada?
Piiiiame anda nendele kiisimustele vastused.

Kolm jédrjestikust tdisarvu saab alati kirjutada kujul (b —1,
b, b4 1). Simerka teoreemi pdhjal vo6ib ainult iiks nendest
.olla paarisarv; see aga tdhendab, et paarisarv peab olema just
keskmine arv b. Seega voime kirjutada b = 2x, kus x on tiisarv,
ning saame kolmnurga kiilgedega

a=2x—1, b=2x, c=2x-41
Edasi leiame ,
p'=3x’ p_a'(:x+1s p_b:xv p——C=x—l
ja arvutame valemi (1) jdrgi kolmnurga pindala:
S=xv3(x*—1).

Et me otsime Heroni kolmnurki, siis juuritav avaldis peab olema
tdisruut. Selleks aga on tarvilik ja piisav, et kehtiks vordus
X2 — ] = 3y2,
l\us y on samuti tdisarv. Kolmnurga pindala avaldub siis kujul
S =3xy (siit muide selgub suuruse y geomeetriline tahendus:

Yy=S[3x=prjp=r).
Selgus, et piistitatud probleemi tdielikuks lahendamiseks
tuleb leida médidramata (ehk nn. diofantilise) vorrandi
x?— 3y? = | (3)

koik positiivsed tédisarvulised lahendid.

Vorrandi (3) vdhim lahend (tdhistame seda x,, y,) torkab
otsekohe silma: xo=2, yo=1. Sellele lahendile vastav kolm-
nurk (3, 4, 5) on tdisnurkne. Kuid on kerge veenduda, et vor-
randi (3) koik teised lahendid annavad meile Heroni kolm-

nurgad: vorrandi ,
(b—1)2 4 b2 = (b 1)?
ainsaks positiivseks lahendiks on b=4.

Naitame, et vorrandil (3) on lopmata palju tdisarvulisi lahen-

deid ning need vdib saada irratsionaalarvu 24 V'3 astenda-
mise teel. Koigepealt paneme tédhele, et selle irratsionaalarvu
ruut ja kuup

(2+V3)2=744V3 ja (24 V3)*=26-}15V 3
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annavad meile kaks arvude paari (7,4) ja (26,15), mis osutu-
vad +vorrandi (3) lahenditeks (sest 72—3:4?2=1 ja 262 —
— 3.152=1). Tahistame neid lahendeid x; =7, yy =4 ja x, =
=26, y, = 15. Vastavad Heroni kolmnurgad on (13, 14, 15) ja
(51, 52, 53), s. t. just tabelis 4 esinenud kolmnurgad.
Olgu iildiselt

(2 V3)™ = x4 4V 3. (4)
Kaasirratsionaalsuse sama astme arvutamine annab siis

(2— V3)™ =X, — yaV 3.
Nende vorduste korrutamisel saame

Xn? — 3Yp2 = (22 — 3)"H =1, '
millega ongi toestatud, et arvude paar (x,, y») annab iga natu-
raalarvulise n puhul vorrandi (3) iithe lahendi.’

Suurte n viirtuste puhul liheb binoomi 2 4 V/ 3 astendamine
tilikaks. Seepdrast leiame rekurrentsed valemid lahendite jark-
jarguliseks arvutamiseks. Vordusest (4) jareldub:

Ko +YanV3=(2+ V3™ =2+ V3) 2+ V3™ =
=(2+ V' 3) (¥ + ynV 3)= (2% + 3Yn) -+ (¥ + 24) V 3.
Siit saamegi ,
Xnp1 = 2%n -} 3Yn, Ynsy = Xy - 24,. (5)
Teades juba, et x, =26, y, = 15, voime arvulada (n=2 puhul)
jne.

Tahistame lahendile (x,, y,) vastavat Heroni kolmnurka
(aﬂy bﬂ) Cﬂ), nii et
ap = 2X, — 1, bn = 2%, Cp=2X, —l_ 1.
Nagu ndeme on kiilgede arvutamiseks vaja teada vaid suurusi x,
(Y, esineb pindala arvutamisel: S, = 3x,y,). Seetdttu leiame

rekurrentse valemi ainult suuruste x, arvutamiseks. Siisteemi (5)
esimesest vorrandist jareldub, et

Xni) — 2xn. : Xpto — 2xn+1
Yn=—"73 ja seega Ynpyy = ——3— -

Asendades need avaldised siisteemi (5) teise vorrandisse, saame
otsitud valemi

Xnto = 4Xp4y) — Xp (n=20,1, 2 3, ..).

5 Et vorrandil (3) peale arvude (x,, y,) teisi lahendeid ei ole, toestatakse
arvuteooria Opikutes. Vi. niditeks Aprnoasn U. B, Teopusa uucen. M., 1939,
k. 209.
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Arvutuste teostamiseks selle valemi jargi tuleb ldhtuda varem
leitud alglahendeist xo=2 ja x, =7. Tabelis 5 ongi toodud esi-
mesed kiimme x, vdidrtust ja nendele vastavad Heroni kolm-
nurgad.

Tabel
|
n | xn ‘ an bn Cl’l
o ,A( o i _ L }
. 7 : 13 14 15
2 | 26 i 51 52 53
30 97 | 193, 194 195
4 362 \ 723 724 725
5 1351 | 2701 2702 2703
6 5042 | 10083 10084 10885
7 18817 | 37633 37634 37635.
g8 70226 140451 140452 140453
9 262087 524173 524174 524175
0| 978122 , 1956243 1956244 1956245
| |

Palju huvitavat materjali nii d4sja lahendatud iilesande kui ka
iildse Pythagorase ja Heroni kolmnurkade kohta voib lugeja leida
raamatus: Cepnunckuit B., Iludaroposn Tpeyronnunku. M., 1959,

KAHE ARVU KESKMISE OMADUSI

Arvude a ja b a-jirku keskmiseks nimetatakse arvu
1
aa+bu -
ey~ (£

Lihtne on veenduda, ct naiteks ¢ (q, b)=%(a -+ b) (aritmeetiline kesk-

) 11 . )
mine), c¢_,(a,b) = aiib_b: ¢,~1 (;, —b—) (harmooniline keskmine), c¢,(a, b) =

21 p2
= Va__; b (ruutkeskmine).

Toodud definitsiooni vo6ib laiendada ka juhule c¢y(a, b) = limcg(a, b) =
a->0

= V ab (geomeetriline keskmine).
Definitsiooni niisuguse laienduse otstarbekohasusele viitavad kasvéi jarg-
mised huvitavad omadused:
colce (a,b), c—q(a, b)) =co(a, b},

¢ (ca(a, b), ca—l‘%, %)) = ¢o(a, b).

Nende omaduste toestused voib leida artiklis: I'enbrdang M. -C, HBa
CBOMCTBA CPeJHETO CTENMEHHOro AByX uncea. «Maremarnka B mkoge», Ne 6, 1964,
k. 60.
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AUTOMEDIAANSED KOLMNURGAD

S. 1. Zetel!

Kolmnurga kiilgedele a, b ja ¢ tommatud mediaanid
(ehk kiiljepoolitajad) tdhistatakse tavaliselt siimbolitega m,, m,
ja m.. Teatavasti avalduvad nad kolmnurga kiilgede kaudu jérg-
miselt:

my = % V202 - 2c2 — a?,

my = - /262 - 207 — 7, (1)

m, = —:l!— V2a? 4 2b — ¢2,
Valemid (1) voib kirjutada kujul
My = 5 V4 — 38, my= 5 Vq— 3B, m.=- \/q— 3¢,

kus g=2(az+4 b2 c?). Siit jdreldub vahetult, et kolmnurga
mediaanide suuruste jarjekord on vastupidine kiilgede suuruste
jdrjekorrale. Teiste sonadega:

kui

a<bge, )
siis
mg > ny > me.

Edaspidi eeldamegi, et kolmnurga kiiljed on tdhistatud nii-
suguses jarjekorras.

Esitame niiiid kiisimuse: kas mistahes kolmnurga mediaani-
dest saab konstrueerida kolmnurga? Kiisimus ei ole sugugi tri-
viaalne, sest leidub selliseid kolmnurgaga seotud samatiitibilisi
16ikude kolmikuid (nagu korgused, kiilgejoonestatud ringjoonte
raadiused jne.), mille korral analoogilise kiisimuse vastus on
eitav. Nditeks voib lugeja iseseisvalt kergesti veenduda, et kolm-
nurga? (2, 4, 5) korgustest kolmnurka konstrueerida ei saa,

! Dots. S. Zetel (Moskva) on elementaargeomeetria silmapaistvaim
spetsialist NSV Liidus. Kéesolev artikkel moodustab esimese osa ulatusliku-
mast késikirjast, mille ta saatis kogumiku «Matemaatika ja kaasaeg» toime-
tusele. Artikli on tolkinud ja mone tdiendusega varustanud J. Gabovits.

2 Sjin kasutatakse eelmise artikli tdhistusi (vt. lk. 58).
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Niisugust olukorda arvestades pakubki huvi jirgmine teo-
reem, mis annab vastuse esitatud kiisimusele: mistahes kolm-
nurga mediaanidest saab alati konstrueerida kolmnurga.

Toestus. Olgu AA,, BB, ja CC, kolmnurga ABC mediaa-
nid (vt. joonis 1). Pikendame kolmnurga keskjoont C,B, tema
pikkuse vorra ja iihendame saadud punkti A4, punktldega A ning
A;. Niitame, et tekkinud kolm-
nurga AA Ay kiiljed vorduvadki A
ldhtekolmnurga ABC mediaa-
nidega (kiilje AA, puhul on see 4
iseenesest moistetav). 0 N

Et ByAy—BA, ia B, | 7~ %
|| BA;, siis nelinurk A;A,B,B
on réopkiilik ning seega 4,4, = ,
= BBy, s. t. 4,4, vordub lihte-  # Ar ¢
kolmnurga teise mediaaniga. Joonis 1.

Et BC = C1A2 ja BC ” C]Az,

siis nelinurk BCA,C, on samuti roopkiilik. Jdrelikult CA; =
=BC;=CA ja CA,|CiA tottu osutub ka nelinurk AA,CC,
roopkiilikuks. Seega AA,=C,C, s. t. AA, vordub ldhtekolm-
nurga kolmanda mediaaniga.

Antud kolmnurga mediaanidest konstrueeritud kolmnurgal
(edaspidi nimetame seda mediaankolmnurgaks) onrida
huvitavaid omadusi. Vaatleme moningaid neist.

Tahistame mediaani AA, ja keskjoone C,B; 16ikepunkti tihega
D (vt. joonis 1). Teatavasti poolitab see punkt nii mediaani kui
ka keskjoone. Jarelikult on 10ik A,D mediaankolmnurga mediaa-
niks ja tema pikkus avaldub jargmiselt:

AQD = A2Bl + BID ‘:%——I——:}-:
Analoogiliselt voime toestada, et mediaankolmnurga kiilgedele m,,

my ja m. toetuvate mediaanide pikkused on vastavalt%a, gb ja

gc‘. Siit saame huvitava jarelduse: kui konstrueerida kolmnurk,

mille mediaanideks on ldhtekolmnurga kiiljed a, b ja c, siis konst-
rueeritud kolmnurga kiiljed on vastavalt - ma, gm,, ja 4m,;, kus

Mg, my ja m, on lahtekolmnurga medlaamd

Edasi vaatleme mediaankolmnurga pindala S,. Et AD = DA,,
siis kolmnurga ADA, pindala on pool mediaankolmnurga AA,A,
pindalast S,,. Kolmnurga ADA, korgus on sealjuures kaks korda

vaiksem ldhtekolmnurga korgusest h, ja ta alus A,D ==-—‘2a. Seega
Sn=28, (3)
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s. t. mediaankolmnurga pindala vordub kolme neljandikuga ldhte-
kolmnurga pindalast.

Rakendades mediaankolmnurga pindala arvutamiseks Heroni
valemit saame

Sm= Vm(m—mg) (m —my) (m—m), (4)

kus 2m tdhendab mediaankolmnurga {imbermootu. Valemitest
(3) ja (4) jareldub niiiid, et

S-_—_—%\/m(m—ma) (m— my) (m —m,).

Saadud valem annab vastuse kiisimusele: kuidas avaldub kolm-
nurga pindala tema mediaanide kaudu?

Kolmnurka, mis on sarnane oma mediaankolmnurgaga, nime-
tatakse automediaanseks kolmnurgaks. Tingi-
mustest (2) jdreldub, et automediaanses kolmnurgas peavad keh-
tima vorded

”ltl . mb —ﬂ
== (5)

Et sarnaste kolmnurkade pindalad suhtuvad nagu vastavate

kiillgede ruudud, siis seostest (3) ja (5) saame
m2 my?  om? 3 (6)
& T b T a4 '

Kui siia asendada mediaanide vairtused valemitest (1), siis
vbib kergesti veenduda, et kolm tingimust (6) annavad tegeli-
kult iiheainsa tingimuse, mille kehtivus on ldhtekolmnurga auto-
mediaansuseks tarvilik:

a? 12— 22, (7)

Nditame, et vordus (7) osutub ka piisavaks tingimuseks, s. t.
et tingimuse (7) kehtivusest jdreldub l&hiekolmnurga autome-
diaansus.

Olgu antud kolmnurk kiilgedega a, b ja ¢, mis rahuldavad
tingimust (7). Viimast arvestades leiame valemitest (1) kolm-
nurga mediaanid:

My = 0,50\/@, my == O,E)b \/‘37, me, = 0’5[1\/_3—

Siit saamegi vordused (5) ja jdreldame, et mediaankolmnurk on
ldhtekolmnurgaga sarnane, s. t. tegemist on automediaanse kolm-
nurgaga. .

Moodustagu kolmnurga kiilgede ruudud a2, b2 ja ¢? aritmeeti-
lise progressiooni. Viimase pohiomadusele toetudes voime siis
viita, et

b2 — % = 2 — b2,

See aga langeb iihte vordusega (7). Jérelikult selleks, et antud
kolmnurk oleks automediaanne, on tarvilik ja piisav, et tema
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kiillgede ruudud moodustaksid aritmeetilise progressiooni. Siit
jareldub otsekohe, et vordhaarne kolmnurk ei saa olla autome-
diaanne 3, sest tema kiilgede ruudud ei moodusta aritmeetilist
progressiooni. Automediaanne kolmnurk saab seega olla kas
vordkiilgne, mis on muidugi triviaalne, voi isekiilgne.

Kolmnurga automediaansus tdhendab tema {ihe elemendi ette-
andmist: kui iildiselt kolmnurk on maédratud oma kolme ele-
mendiga, siis automediaanse kolmnurga méadramiseks piisab vaid
kahe elemendi etteandmisest.

Lahendame néitena jdrgmise iilesande: avaldada autome-
diaanse kolmnurga pindala S tema keskmise kiilje b ja selle vas-
tasnurga B kaudu. Koosinuslause kohaselt on

b2 = a® 4 ¢2 — 2ac cos .
Valemit (7) arvestades on aga a® -+ ¢2=2b? ja asendades saame

Selle valemi abil leiamegi
1 . 1
S = 5 acsin f=—b*tan p.

Iseseisvaks lahendamiseks pakume Ilugejale jargmise iiles-
ande. On antud automediaanse kolmnurga lithim kiilg a =1 ning
selle vastasnurk q = 30°. Leida kiiljed b ja ¢ ning pindala S.

Eriti lihtne on automediaanse kolmnurga kolmanda kiilje
leidmine kahe antud kiilje jargi. See toimub valemi (7) abil, kus-
juures vastus ei ole muidugi {ihene ja oleneb kiilgede jérjestu-
sest. Niiteks leidub kolm auto-
mediaanset kolmnurka kiilge-
dega 6 ja 8. Need on kolmnur-

gad (6, 8, 2v23), (6, 5V2, 8)

ja (2v 2, 6, 8). Kuid autome-
diaanseid kolmnurki kiilgedega
2 ja 3 leidub vaid kaks: (2, 3,

VI4) ja (2, V6,5, 3).
Automediaanse kolmnurga

keskmise kiilje b etteandmisega Joonis 2.

ei ole see kolmnurk Kkiill veel

madratud, kuid voib niidata

lihtsa votte koikide niisuguste kolmnurkade konstrueerimiseks.

Selleks konstrueerime koigepealt vordkiilgse kolmnurga ABC kiil-

jepikkusega b (vt. joonis 2). Olgu A; kiilje BC keskpunkt. Selle

punkti iimber tombame ringjoone raadiusega 4,4 = 0,5bv/3. Va-

3 Selles on lihtne veenduda ka valemi (7) abil. Niipea kui kolmnurga
kaks kiilge on vordsed, on ka kolmas kiilg nendega vordne ja tegemist on
vordkiilgse kolmnurgaga.

71



lides ringjoonel suvalise punkti 4, saamegi automediaanse kolm-
nurga A,BC. Automediaansuse toestamiseks rakendame kolm-
nurkade A;4;B ja A;A;C puhul koosinuslauset:

A= ()4 (75 ) = 3 v Beose

2 1 2 -—
A4,C? = (%) +(%3-) + 5 by B eos a.
Nende vorduste liitmisel saame
A,B2 - A,C2 =.2b2,
's. t. tingimus (7) on tdidetud ja seega on kolmnurk A.BC auto-
mediaanne.

Kolmnurga geomeetrias toestatakset, et mistahes kolmnurga
ortotsenter (korguste 10ikepunkt), raskuskese, mis teatavasti lan-
geb iihte mediaanide ldikepunktiga, ja iimberringjoone keskpunkt
asuvad f{ihel sirgel, mis kannab Euleri sirge nimetust.

Toestame, et igas autome-
diaanses kolmnurgas on Euleri
sirge risti pikkuse poolest kesk-
mise mediaaniga. Olgu O au-
tomediaanse kolmnurga ABC
iimberringjoone  keskpunkt ja
G selle kolmnurga mediaanide
Ioikepunkt (vt. joonis 3). Pi
kendame keskmist mediaani
BB, =m, kuni Ioikumiseni
imberringjoonega punktis B..
Ulies punktis loikuvate koolude Joonis 3.
tuntud omaduse pohjal

my - BBy — BB, - B\B,— AB, - B,C =%,

sest B, on kiilje AC = b keskpunkt. Asendades siin b? vidirtuse
valemist (6) saame B,B,= my/3. Kui seda tulemust vorrelda tun-
tud seostega BG—me/3 ja B,G = m,/[3, siis selgub, et BG =
= B,G. Et koolu poolitav raadlus on temaga risti, siis ongl
Euleri sirge OG risti kooluga BB, ja seega ka medlaamga Mp.

Osutub, et kehtib ka dsja tGestatud teoreemi poéérdteoreem
(see on lihtsalt toestatav): kolmnurk, mille Euleri sirge on risti
keskmise mediaaniga, on automediaanne.

Vaatleme 16puks tdisnurkset: automediaanset kolmnurka kaa-
tetitega a ja b ning hiipotenuusiga c. Selle kolmnurga kiilgede
vahel kehtib juba kaks seost:

a? _’_ b2 — 02' a? + c2 — 2b2'
Siit saame, et b =aV/ 2, ¢ = av/ 3. Kuid kolmnurk (a, a\/ 2, ay/ 3)

4 Vt. C. M. 3etreas. Hosas reomerpus TpeyronbHuka. M., 1962.



on sarnane kolmnurgaga (1, Vv 2, \/?). Seéga iga tdisnurkne.
automediaanne kolmnurk on sarnane tdisnurkse kolmnurgaga,

mille kaatetid on 1 ja \/ 2 ning hiipotenuus \/ 3.

Téisnurkse automediaanse kolmnurgaga on muide seotud iiks
iilesanne, mis esineb peaaegu igas diferentsiaalarvutuse opikus:
«On antud silindrikujuline palk diameetriga ¢, millest tuleb tahuda
risttahukakujuline tala. Millised peavad olema tala mootmed,
et tema tugevus oleks maksimaalne (tala tugevus on vordeline
tema laiusega ja korguse ruuduga)?»

Selle iilesande lahendamiseks tuleb leida tdisnurkne kolm-
nurk, mille hiipotenuus on ¢ ja iihe kaateti korrutis teise ruuduga
maksimaalne. Tédhistades selle korrutise z ning kaatelid x ja y
voime vilja kirjutada seosed x2 4 y? = c?, 2= xy2 Asendades y?
vdartuse esimesest seosest teise saame iithe muutuja funktsiooni
z==¢2x — x3. Maksimumi korral peab selle funktsiooni tuletis
vorduma nulliga. See annab vorrandi ¢?— 3x2=0, kust x=

— ¢/v/ 3 ja jarelikult y = ¢V 2 /v 3. Seega iilesande nduet rahul-
dab tdisnurkne kolmnurk (c¢/v/ 3, ¢V 2/v/ 3,¢) mis on sarnane

kolmnurgaga (1, \/ 2, V/ 3) ja seega automediaanne.

Siin me leidsime funktsiooni z maksimumi tuletise moistet kasu-
tades, kuid vaadeldud iilesanne on lahendatav ka elementaarselt
(vt. C. U. 3erens. 3anaun Ha MAKCHMYM H MHHHMYM).

JUHTUB KA NII ...

Uks dliagar aspirant tiiitas oma juhendaja niivord dra, et see iitles: «<Minge
ja todtage vilja korrapdrase 65 537-nurga konstruktsioons. Aspirant liks ja tuli
20 aasta pdrast tagasi vastava konstruktsiooniga (seda sdilitatakse Géttingeni
tlikooli arhiivis).

J. E. Littlewood kirjutab oma mdilestustes, et 1917. aastal ta koostas Ballistika
Valitsusele ettekande, mis loppes lausega: «Siin tuleb ¢ muuta nii viikeseks kui
voimaliks. Ettekande triikitud tekstis see viimane lause puudus. Selle asemel oli
loppu triikitud punktikene, mis tihelepanelikumal vaatlemisel osutus dlivdikeseks
sigmaks.

(Voetud raamatust: dx. JIutasyn. Martemartnueckas cMmech. M. 1962)
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PIERRE FERMAT
JA XVII SAJANDI MATEMAATIKA

E. Tamme

12. jaanuaril 1965. a. mo6ddub 300 aastat geniaalse prant-
suse matemaatiku Pierre de Fermat’ surmast. P..Fermat’ elu-
kdigust teame me iisna vdhe. Ta slindis 17. augustil 1601. a.
Louna-Prantsusmaal Beaumont de Lomagne’is (vdikses asulas
Toulouse’i ldhedal) kaupmehe perekonnas, oppis Toulouse’i {ili-
koolis oOigusteadust, téotas seejarel advokaadina ning oli alates
1631. aastast kuni surmani — 12. jaanuarini 1665. a. — Toulouse’i
parlamendi nounik. Seega oli P. Fermat elukutselt mitte mate-
maatik, vaid jurist. Kuid teenistus jittis talle vaba aega, mille
ta pithendas matemaatikale ja loodusieadustele, saavutades era-
kordset edu. Sellele vaatamata moodus P. Fermal® elu viga
tagasihoidlikult.

P. Fermat’ loominguline parand paneb meid himmastama oma
mitmekiilgsuse ja siigavuse poolest. Tema t66d on etendanud
tahtsat osa esimeste korgema matemaatika distsipliinide — ana-
liiitilise geomeetria ja matemaatilise analiiiisi —, aga ka arvu-
teooria ja toendosuseteooria kujunemisel. P. Fermat oli siigava
eruditsiooniga, ta valdas mitmeid Euroopa keeli, samuti ladina
ja kreeka keelt, tundis suurepéraselt nii vana-kreeka kui ka oma
kaasaja Opetlaste t6id ning oli paljudega viimastest elavas kirja-
vahetuses. Reale uutele suundirajavatele tulemustele joudis Fer-
mat just vana-kreeka matemaatikute to66de uurimise ja nende
varjatud juhtmotete lahtimotestamise kdigus.

Kahjuks ei armastanud P. Fermat oma toid tritkkida. Temalt
parineb {ile 3000 matemaatilise kdsikirja, milledest ainult iiks on
tema elu ajal ilmunud (ja seegi anoniilimne). Enamiku Pierre
Fermat® toid avaldas triikis tema poeg Samuel Fermat alles
1679. a. pealkirja all Varia opera mathematica. Suur osa Fermat™
tulemustest said aga tuntuks nii prantsuse kui ka vélismaa mate-
maatikute seas juba hoopis varem tdnu tema laialdasele kirja-
vahetusele, mida ta eriti innukalt pidas selle aja teadusliku
keskuse Pariisi matemaatikutega. Oma arvukatest suurepdrastest
teaduslikest saavutustest teatas ta neile osalt kirjade, osalt vii-
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keste kasikirjaliste artiklite vormis. Just kirjavahetus voimaldas
Fermat’l provintsilinnas Toulouse’is olla kursis sellel ajal kii-
relt arenevate loodusteaduste, eriti matemaatika saavutustega.
Perioodika tédieliku puudumise tottu etendasid kirjad Fermat’
ajal iildse kiillaltki suurt osa teaduslike tulemuste levitamisel.
Alles 1665. a. (P. Fermat’ surma-aastal) hakkasid ilmuma esi-
mesed teaduslikud ajakirjad — Journal des Savants Pariisis ja
Philosophical Transactions Londonis. Seetdttu pidid opetlased
oma saavutuste levitamisel kasutama kas isiklikku kontakti, kir-
javahetust voi raamatute védljaandmist. Kirjastajate vahesuse
tottu oli aga matemaatiliste teoste avaldamine seotud iisna suurte
raskustega.

XVII sajand pakub viga suurt huvi loodusteaduste ajaloos.
Kasikdes to6stusliku tootmise, transpordi ja tehnika suurte edu-
sammudega arenesid sellel sajandil joudsalt ka loodusteadused,
eeskatt astronoomia ja matemaatika. Erilist tdhtsust omas mate-
maatiliste meetodite rakendamine loodusndhtuste kirjeldamisel
ja uurimisel, mis sai voimalikuks tdnu rea loodusseaduste mate-
maatilisele formuleerimisele. Ulatuslikum matemaatilise apara-
tuuri rakendamine oOnnestus esialgu peamiselt mehhaanikas ja
optikas, millega kaasneski nende hoogne areng.

Kuid loodusteaduste probleemid seavad uusi noudeid ka
matemaatikale. Kui varem olid matemaatikute uurimisobjektideks
peamiselt konstantsete arvude ja geomeetriliste kujunditega seo-
tud kiisimused, siis seoses vajadusega uurida looduses tfoiniu-
vaid protsesse, liikumist ja arengut hakkab matemaatikute huvi
jarjest rohkem koéitma vastav matemaatiline abstraktsioon —
muutuv suurus. Eriti tdhtis on vaadelda ithe muutuva suuruse
soltuvust teisest, mida matemaatiliselt kirjeldab funktsioon. Seo-
ses funktsioonide abil kirjeldatavate ndhtuste uurimisega kuju-
nes XVII sajandil terve rida uusi matemaatilisi distsipliine ees-
otsas analiiiitilise geomeetria ja matemaatilise analiiiisiga, mida
hiljem hakati nimetama korgemaks matemaatikaks. Uute mate-
maatiliste moistete ja meetodite loomisel on oma panuse and-
nud peaaegu koik XVII sajandi matemaatikud.

Korgema matemaatika kujunemine on kdige tihedamalt seotud
tdppisteaduste ja tehnika probleemide lahendamisega. Viimane
asjaolu véljendub kasvoi selles, et enamik XVII sajandi mate-
maatikutest olid dhtlasi loodusteadlased ja wvastupidi. Toome
selle kohta paar ndidet. Silmapaistev saksa astronoom Johan -
nes Kepler (1571—1630) on tuntud planeetide liikumise
seadusie avastajana. J. Keplerile kuuluvad aga ka tulemused
seoses pindalade ja ruumalade arvutamisega, mis on peale
Archimedest (IIl saj. e. m. a.) esimeseks tdsisemaks sam-
muks teel integraalarvutuse loomisele. Inglise opetlane Isaac
Newton (1643;1729) oh nii klassikalise mehhaanika kui ka
diferentsiaal- ja integraalarvutuse rajajaks. Ka Fermat on sonas-
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tanud tema nime kandva geomeetrilise optika pohiprintsiibi
(umbes 1660. a.), mis véidab, et mittehomogeenses keskkonnas
liigub valguskiir iihest punktist teise mooda sellist teed, mille
ldbimiseks kulub koige vdhem (v0i rohkem) aega, vorreldes
iiksk6ik millise teise geomeetriliselt v&imaliku naaberteega.
Fermat printsiibist jdrelduvad geomeetrilise optika
pohiseadused — murdumis- ja peegeldumisseadused.

Peatume jdrgnevas moningatel Pierre Fermat’ tdhtsamatel
matemaatilistel saavutustel.

Analiiiitilise geomeetria loomine

Analiiiitilises geomeetrias uuritakse geomeetrilisi objekte
(punkte, jooni jne.) algebra vahenditega tuginedes koordinaatide
meetodile. Esimeseks nurgakiviks selle matemaatilise distsipliini
alusmiiiiris on Fermat viike t66 «Sissejuhatus tasaste ja keha-
liste kohtade teooriasse» (Ad locos planos et solidos isagoge),
mis Pariisi matemaatikute teatavates ringkondades sai tuntuks
juba 1636. a., kuid triikis. ilmus alles peale autori surma 1679. a.
Varia operas. Selle t66 sissejuhatuses iseloomustab Fermat
koordinaatide meetodit ja analiiiitilise geomeetria pohilisi uuri-
misobjekte — sirgeid ja koonilisi 106ikeid jargmiselt.!

Pole kahtlust, et vanaaja épetlased on viga palju kirjutanud kohiadest.
Selle tunnistajaks on Pappos, kes 7. raamatu algul kinnitab, et Apollonios on
kirjutanud tasastest, Aristaios kehalistest kohtadest? Kuid kohtade uurimine
polnud neil ausalt Gelda sugugi lihtne.

Seetottu rakendame ka selles teadusharus erilist ja talle eriti sobivat ana-
laiisi, millega on avatud tulevikus iildine ldhenemisviis kohtadele.

Kui l6ppvdrrandis esineb kaks tundmatut suurust, siis on tegemist kohaga
ning iithe suuruse Iopp-punkt kirjeldab sirget vdi koverat joont. On olemas
ainult dks lihine sirgjoon, seevastu [Gpmatult palju kbverate liike: ringjoon,
parabool, hiiperbool, ellips jne.

Kui kohta kirjeldava tundmatu suuruse lopp-punkt jookseb sirgel voi ring-
joonel, siis tekib tasane koht, kui aga kulgeb paraboolil, hiiperboolil voi ellip-
sil, siis on tegemist kehalise kohaga, kui teistel kdveratel, siis kohta nimeta-
takse lineaarseks® Viimast juhtu me siin ei vaatle, sest sobival faandamisel
saab tulemusi lineaarsete kohtade kohta iisna kergesti tuletada tasaste ja keha-
liste kohtade uurimisest.

! See ja jiargnevad katkendid on télgitud saksakeelsest valjaandest
I;ermat, P., Einfithrung in die ebenen und kérperlichen Orter. Leipzig, 1923,
k. 22.

2 Vana-kreeka matemaatiku Pappose Aleksandriast (IV saj.) kahek-
sast raamatust koosnev «Matemaatiline kogu» sisaldab vairtuslikku materjali
paljude tema eelkiijate, sealhulgas ka Aristaiose ja Apolloniose kadumaldinud
matemaatiliste t66de kohta, Aristaioselt (IV saj. e. m. a.) pole midagi
sdilinud. Appolloniose Pergest (Il s. e m. a) siilinud peatdod
«Koonuseldiked» kujutab vana maailma koige silmapaistvamat t66d koonuse-
16igetest. Pappose kommentaaride pohjal on Fermat teatava mairani taastanud
Apolloniose kaks kadumaldinud t60d  tasastest kohtadest.

3 P. Fermat esitab siin joonte iganenud liigitelu, ‘mis péarineb Vana-
Kreekast.
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Vorrandit saab monusalt tolgendada, kui mbélemad tundmatud suurused
asetada antud nurga (mille me tavaliselt votame tdisnurgaks) all kokku ja
anda ithe suuruse asend ja teise lopp-punkt. Kui siis kummagi suuruse aste
ei ileta kahte, on koht tasane vGi kehaline, nagu jargnevast selgelt nahtub.

Nideme, el Fermat toob koordinaadid
sisse jargmiselt (joon. 1). Vorrandiga —
maaratud joone punkti [ iihe koordi-
naadi NZ moodab ta fikseeritud sirgel,
lahtudes kindlast punktist N. Teise
koordinaadi Z[/ asetab ta loigu 1opp-
punkti Z kindla nurga (tavaliselt tiis-
nurga) all. Seos suuruste* NZ=x ja
ZI =y vahel méairab geomeetrilise
koha (joone), mille kirjeldab loigu ZJ
1opp-punkt 1.

Toos «Sissejuhatus» esitab Fermat sirge ja koigi koonuseldi-
gete vorrandid. Need osutuvad tundmatute x ja y suhtes vasta-
valt esimese ja teise astme vorranditeks. Fermat’ t66 iitheks ees-
margiks on ndidata, et kehtib ka vastupidine: lineaarne vorrand

ax -+ by=c
mddrab sirge, teise astme vérrand

ax? - bxy 4 cy?+dx + ey =f

sirgele paari, parabooli, hiiperbooli, ringjoone voi ellipsi. Tosi,
viimast véidet ei pohjenda ta péris iildjuhul, vaid real enam voi
vidhem konkreetsetel erijuhtudel. Kovera liigi uurimise holbus-
tamiseks rakendab Fermat koordinaatide teisendusi (rooplitket
ja pooret) vorrandi viimiseks lihtsamasse kujju.

Fermat’ kirjavahetusest ndhtub, et ta valdas koordinaatide
meetodit juba aastaid enne mainitud t66 ilmumist. Seda, kuidas
Fermat jark-jargult joudis nende tulemusteni aitab moista ka
tema varasem to6 «Apolloniose Pergest kaks taastatud raamatut
tasastest kohtadest» (Apollonii Pergaei libri duo de locis planis
restituti)y. Ta nimelt veendus, et koordinaatide kasutuselevotmi-
sega on algebra abil hoopis lihtsam jouda Apolloniose tulemus-
teni. P. Fermat kirjutab «Sissejuhatuse» 13pul:

Kui see avastus (s. t. koordinaatide meetod. E. T.) oleks saadud enne,
kui koostati kaks tasaseid kohti kdsitlevat raamatut, mis me hiljuti taastasime,
siis oleksid kohti puudutavad laused tulnud kindlasti elegantsemad. Kuid ometi
ei kahefse me tdnaseni neid olgugi enneaegseid ja mitte pdris kipseid tule-
musi. Toepoolest, on ju ménel mddral teaduse enda huvides mitte varjata
jareltulevate pblvede ees inimmobistuse mitte pdris valminud vilju, sest tdnu

N

N

Joonis 1.

4 Fermat kasutab nii selles kui ka kdigis teistes to6des oma kaasmaala-
selt Francois Vietalt (1540—1603) péarinevat algebralist siimboo-
likat, milles suurused tdhistatakse suurte ladina tdhtedega — tundmatud tais-
hiilikutele ja tuntud kaash’dlikutele vastavatega. Nditeks x ja y asemel esi-
nevad Fermat'l A ja E.
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uutele avaslustele lcaduses tugevneb ja kasvab see, mis on esialgu loores ja
lihtne. Ka Oppijate huvides on enesele mdistuse varjatud edusammudest tiie-
liku ettekujutuse loomine.

Analiiiitilise geomeetria {iks peamisi koostisosi — koonuse-
loigete teooria — oli vana-kreeka matemaatikute, eriti Apollo-
niose téddes juba sedavord viélja arendatud, et sellesse olulisi
uusi  tulemusi polnud vo6imalik tuua ei Fermat’l ega
tema jarglastel. Oieti sellepdrast nimetabki Fermat oma kokku-
votlikku t66d «Sissejuhatuseks tasaste ja kehaliste koh-
tade teooriasse» ning seab selles peaeesmirgiks uue lahenemis-
metoodika andmise. Isegi siin ta suurelt osalt ainult kirjutab
Apolloniose tulemusi {imber algebralise siimboolika abil. Peale
koonuseloigete vorrandite esitamist Fermat ‘margib:

Me oleme lihidalt ja selgelt jagu saanud sellest, mis vanaaja Gpetlastel
jdi ebaselgeks tasaste ja ruumiliste kohtade puhul. Niiidsest peale on ilm-
ne, milliseid kohti annavad Apolloniose | raamatu viimase lause kéik juhud,
ning koik, mis dldse selle juurde kuulub, on leitav ilma igasuguse vaevata.

Koordinaatide sissetoomise idee tundub meile vdga lihtsana
ja loomulikuna. Seetottu voib kerkida kiisimus, miks vana-kreeka
opetlased veel ei rakendanud koordinaate joonte uurimisel ning
miks toimus see just XVII sajandil. PeapGhjus seisneb asjaolus,
et Vana-Kreekas polnud arenenud algebraline aparatuur, polnud
algebralist siimboolikat. Seevastu saavutas tollal otse hdmmas-
tava oitsengu geomeetria, mille vahenditega uuriti koonuseldi-
keid ning lahendati viga mitmesuguseid iilesandeid, mille korral
tdnapdeval kasutatakse algebralist aparatuuri. Olulised nihked
algebra arengus toimusid Euroopas XVI sajandil, mil itaalia
matemaatikud N. Tartaglia, G. Cardano jaL. Ferrari
leidsid eeskirjad 3. ja 4. asime vorrandite lahendamiseks ning
F. Vieta vottis kasutusele tdhed arvude siimbolitena ja rajas
siimboolse algebra alused. Algebra hoogne areng viis iisna loo-
mulikul teel selle kasutamiseni geomeetriliste kujundite uurimi-
sel koordinaatide meetodi vahendusel.

Et need ideed n.-6. rippusid ohus, ndhtub kasvoi sellestki, et
peaaegu samaaegselt joudis nendeni ka prantsuse filosoof, mate-
maatik ja fiiisik René Descartes (1596—1650). Descartes’i
«Geomeetria» (1637) on esimeseks triikis ilmunud téoks, milles
tasandil vOetakse kasutusele analiiiitilise geomeetria vahendid.
Pole kahjuks teada, kas R. Descartes tutvus enne selle t66 ilmu-
mist Fermat’® «Sissejuhatusega» voi mitte. Igal juhul erineb
Descartes’i késitlus suurel méaidral Fermat’ omast. Tal pole nii-
vord siistemaatilist teist jarku joonte kéasitlust nagu Fermat’l,
kuid seevastu on ta rohkem tdhelepanu pithendanud pohimatte-
listele kiisimustele, on vaadelnud joonel liikuva punkti koordi-
naate muutuvate suurustena ning on tunduvalt tdiustanud algeb-
ralist stimboolikat ja aparatuuri vorreldes Vieta omaga, viies
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selle vdga lahedale tanapdeval kasutatavale. Descartes’i «Geo-
meetria» avaldas matemaatika edasisele arengule hoopis suure-
mat moju kui Fermat’ «Sissejuhatus», sest viimane ilmus triikis
alles 1679. a. ning oli raskemini loetav, kuna kasutas monevorra
kohmakat Vieta algebrat. Analiiiitilise geomeetria loojateks loe-
takse tdie digusega nii Fermat’d kui ka Descartes’i.

Nailiselt lihtne koordinaatide sissetoomise samm noudis siiga-
vat matemaatika meetodite ja probleemide tundmist. See tdhistas
korgema matemaatika siindi. Uus metoodika lihtsustas temale
alluvate iilesannete lahendamist ja avardas matemaatika raken-
dusala. F. Engels kirjutab:

Pdéérdepunktiks oli matemaatikas Descartes’i muutuv suurus. Seetdttu pdd-
sesid matemaatikasse litkumine ja dialektika ning sai otsekohe paratamatult
vajalikuks diferentsiaal- ja integraalarvutus, mis tekkis viibimata ja mille

viisid dldjoontes lopule — mitte aga el leiutanud — Newton ja Leibniz.
(«Looduse dialektika», TIn., 1962, 1k. 197).

Edasine analiiiitilise geomeetria areng toimus iisna aega-
moodda. Kolm koordinaati ruumis votab kasutusele alles jargmi-
sel sajandil prantsuse matemaatik A. C. Clairaut (1713—
1765) (kuigi juba Fermat ja Descartes kasutasid uut metoodi-
kat moningal mairal ka ruumiliste objektide uurimisel, niiteks
uuris P. Fermat pindu ruumis nende tasandiliste 10igete jérgi).

Enam-vdhem lopliku struktuuri, mis vastab tdnapieval loe-
tavate lithikursuste sisule ja iilesehitusele, andis uuele distsiplii-
nile Leonhard Euler (1707—1783) oma 1748. a. ilmu-
nud «Sissejuhatuses lopmata véikeste analiiiisi». Nimetus «ana-
liiitiline geomeetria» aga périneb alles XVIII sajandi 16pust
prantsuse matemaatikult S. F. Lacroix’lt (1765—1843).

Diferentsiaal- ja integraalarvutuse kujunemine

XVII sajandi matemaatika suurimaks saavutuseks oli kaht-
lemata matemaatilise analiiiisi (diferentsiaal- ja integraalarvu-
tuse) loomine. See korgema matemaatika keskne distsipliin, mida
vaadeldaval sajandil nimetati 16pmata viikeste analiiiisiks, annab
vahendeid muutuvate suuruste uurimiseks ning on seega baasiks
matemaatika rakendustele loodusteadustes. Diferentsiaal- ja
integraalarvutuse moisted ja meetodid kujunesid vilja arvukate
loodusteaduses ja matemaatikas kerkinud probleemide lahenda-
mise kdigus paljude matemaatikute poolt. N. Bourbaki tuntud
traktaadist loeme:

Avastus toimus peaaegu mdrkamatute muutuste tulemusena ning vaidlus
sel puhul prioriteedi iile oleks samavadrne wviiuli ja trombooni vaidlusega
teatava meloodia simfooniasse ilmumise tipse momendi ile. TGepoolest, samal
ajal, kui teised avastused matemaatikas nagu nditeks Fermat’ arvuteooria ja
Newtoni diinaamika kannavad individuaalsuse pitserit, meenutab [6pmata vdi-
keste arvutuse areng XVII sajandil siimfoonia jdrkjdrgulist ja vddrama-
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tut arendamist, milles «Zeitgeist» (ajavaim), olles samaaegselt heliloojaks ja
dirigendiks, juhib muusikalist ritmi. Igaiiks tdidab iseseisvat osa wvastavalt
oma muusikalisele timbrile, kuid mitte keegi pole selle teema loojaks, mis
on peaaegu lootusetult sassi aetud keerulise kontrapunkti sissetoomisega.
(H. Byp6akn, Ouepku no ucropuu Matematuku. M., 1963, lk. 176).

Esialgu arenesid integraal- ja diferentsiaalarvutusega seotud
meetodid iiksteisest 1ahus. Kummaski suunas on vigagi silma-
paistval kohal Fermat’ siigavad uurimused.

Integraalarvutuse meetodid kujunesid vilja seoses
pindalade, ruumalade, raskuskeskmete ja kaarepikkuste leid-
mise iilesannete lahendamisega. Selles suunas on suurepiraseid
tulemusi saavutanud juba III saj. e. m. a. vana-kreeka suurim
matemaatik ja mehhaanik Archimedes, kes leidis rea koverjoo-
nega piiratud kujundite pindalade ja poO6rdkehade ruumalade
arvutamise eeskirjad, jaotades need kujundid vastavalt kitsas-
teks ribadeks vG6i ohukesteks kihtideks. Kuid Archimedese mee-
todid ei leidnud edasiarendamist ligi 19 sajandi jooksul.

Sammuks edasi Archimedese meetodi olemuse mdistmisel ja
temale uute rakendusvdoimaluste leidmisel on J. Kepleri 1615. a.
ilmunud 166 «Veinivaatide uus ruumalaarvutus» (Nova stereo-
metria doliorum vinariorum). Peale Archimedese tulemuste tut-
vustamist leiab Kepler selles ohukesteks kihtideks jaotamise
meetodil terve hulga (umbes 90-ne) uue, peamiselt kooniliste
Ioigete poéorlemisel i{imber mitmeti asetatud telgede saadud
poordkeha ruumala. Vastavalt vilisele kujule nimetab ta neid
poordkehi sidruniteks, ounteks, tiirgi turbaniteks jne. Mainitud
to6 iiheks eesmairgiks oli muuseas ka nouannete andmine veini-
kaupmeestele: millise kujuga veinivaatide valmistamiseks 1dheb
sama mahtuvuse korral koige vdhem materjali.

Kui Archimedese ja Kepleri to6des lahendati peamiselt konk-
reetseid iilesandeid, siis itaalia matemaatiku Bonaventura

Cavalieri (1598-—1647) ning prant-

suse matemaatikute Blaise Pas-

cali (1623—1662) ja Pierre Fermat’

fx toodes hakkavad vélja kujunema iihtsed

integraalarvutuse meetodid, kuigi geo-

meetrilises vormis. Jarjest enam koéidab

| matemaatikute tidhelepanu maératud
a b x integraali

Joonis 2.

afbf(x)dx

arvutamisele vastav iilesanne: leida joontega y={f(x), y=120,
X=a ja x=2> piiratud koverjoonse trapetsi (joon. 2) pindala.
Selleks jaotatakse koverjoonne trapets paralleelsete ordinaatide
abil iilikitsasteks (lopmata véikesteks) ribadeks. Viimaste
pindalad arvutatakse kui ristkiilikute pindalad ning tulemused
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Ainus seni teadaolev [oto Piers Bohliga. Selielt on kopeeritud mitmes

viljaandes (seehulgas ka Matemaatika ja kaasaeg, 1I, lk. 73) auvaldatud

P. Bohli portreed. Fotol, mille leidis A. Bunga ihest Riia vdhetuntud

nidalalehest, on P. Bohl Moskva—Riia telegraafimale matsist (1900. a.)
osa votnud vdiduka Riia meeskonna koosseisus (ees vasakul).
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summeeritakse. Poolintuitiivselt joutakse niiviisi otsitava pind-
alani.

Uksteise jdrel leiavad XVII sajandi matemaatikud terve hulga
koverjoonsete trapetsite pindalade (tdnapdeva seisukohalt: méaa-
ratud integraalide) valemeid. Niiteks Cavalieri leidis valemid
pindalade jaoks, mis vastavad integraalidele

a

i antl

\ Xdx = —— (a > 0)
. n—+1

0

naturaalarvulise n korral. Samale tulemusele joudis iseseisvalt
ka Fermat. Hiljem (vahemalt 1644. a.) iildistab ta tulemuse ka
murruliste ja negatiivsete astendajate juhule. Viimasel juhul
leiab ta 16pmatusse ulatuvad pindalad, mis vastavad integraali-
dele

tdx 1

Vo= wpen (@>0 n>1).

Tosi, Fermat jouab nende tulemusteni kiill ainult n moningate
konkreetsete védrtuste korral, kuid tema meetod on kergesti
rakendatav ka iildjuhul. T&htsaks uuenduseks Fermat’ motte-
kdikudes on koverjoonse trapetsi jaotamine ebavordse laiusega
ribadeks. Seejuures valib ta ribade laiused nii, et summeeri-
mine oleks teostatav geomeetrilise progressiooni valemi abil.

Keerulisema struktuuriga koverate poolt piiratud pindalade
leidmisel kasutab Fermat teisenduseeskirju, mis vastavad nai-
teks summa integreerimise valemile ja ositi integreerimise vale-
mile. Nende geomeetrilises vormis véljendatud integreerimis-
eeskirjade abil arvutab Fermat mitmesuguste kujundite pindala-
sid, ruumalasid ja raskuskeskmeid.

Paralleelselt integraalarvutuse metoodikaga arenevad ka
diferentsiaalarvutuse meetodid seoses eeskdtt maksi-
mumide ja miinimumide, kovera puutujate ja mitteithtlase liiku-
mise kiiruse leidmise iilesannetega. Nende {ilesannete lahenda-
misel ei kujune vélja niivord iihtset metoodikat nagu integraal-
arvutuses.

Ka selles suunas kuuluvad iihed varasemad ja kiillalt sisu-
kad tulemused TFermat’le. Ta to6tas vélja ithtse meetodi mii
maksimumide ja miinimumide kui ka puutujate leidmiseks. Kirja-
vahetusest selgub, el la on vastava meetodini joudnud juba
1629. a. Kirja on sce pandud 1638. a. vidikeses t66s «Meetod suu-
rimate ja vdhimale vaidrluste leidmiseks» (Methodus ad disqui-
rendam maximam e! minimam), mis ilmus trikist aga alles
1679. a. Varia operas. Laialdasell tuntuks sai Fermat’ meetod
siiski juba varem P. Hérigone'i raamatu «Tdiendusi mate-
maatika kursusele» (1642) kaudu.
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Mainitud t66 algul néditab Fermat, et ~funktsiooni?® [(x)
ekstremaalseks muutuva vdartuse x leidmiseks saame vorrandi,
kui moodustame vorduse

f(x+/l)—f(x_)?_0
h —

ja votame selles A= 0. Tuletise siimboli abil voime viimase vor-
randi kirjutada kujul [/ (x)= 0.

Niitena lahendab Fermat jargmise maksimumiilesande. Jao-
tada 10ik AC=a kaheks osaks pikkustega x ja a—x, nii et
nendest osadest moodustatud ristkiiliku pindala f(x)=x(a — x)
oleks maksimaalne.

Lugedes avaldise

JEHh—[() _th@—x—h—x@—-x) _ . o

h h
vordseks nulliga ning vottes 1 =0, saame
a
a—2x=0 x= R

s. t. maksimaalse pindalaga vaadeldavate ristkiilikute seas on
ruut.

Puutuja koverale mdiras Fermat kui sirge, mis loikab kove-
rat kahes «lopmata ldhedases» punktis. Osutub, et ka puutuja
leidmisel etendab pohilist osa sama suhe, mis ekstreemum-
iillesandeski. See suhe — praegune tuletis — ongi keskseks mois-
teks diferentsiaalarvutuses. Oma meetodit rakendas Fermat mit-
mete taoliste iilesannete lahendamisel.

Nieme, et Fermat joudis vdga ldhedale nii integraal- kui ka
diferentsiaalarvutuse loomisele. Jai astuda nailiselt iisna viike
samm — tuua sisse integraali ja diferentsiaali moisted, anda
simbolid nende jaoks ning selgitada nende omadused. Selle era-
kordselt tdhtsa sammu sooritasid XVII sajandi 70-ndatel aasta-
tel iiksteisest soltumatult ja monevorra erinevas vormis kaks
suurt opetlast: inglane Isaac Newton ja sakslane Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646—1716). Molemat loe-
takse oigusega matemaatilise analiiiisi loojateks.

Arvuteooria probleemidest

Arvuteooria on matemaatiline distsipliin, mis uurib ees-
katt tdisarvude mitmesuguseid omadusi. Juba vana-kreeka opet-
lased joudsid mitmete arvuteooriasse kuuluvate tulemusteni, nai-
teks seoses naturaalarvude jaguvuse, algarvude ja taiuslike

5 Jargnevas kasutame tanapaeva sumboollkat Fermat' t60s esineb vaid
Vieta algebraline siimboolika.
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arvude ® kohta kédivate probleemide uurimisega. Eriti vadrib madr-
kimist t66 «Aritmeetika», mille autoriks on Diophantos
Aleksandriast (IIT saj.) ja milles korvuli tavaliste vorranditega
lahendatakse ka nn. maéaramata ehk, nagu neid praegu tihti
nimetatakse, diofantilisi vorrandeid. Need on vorrandid ja vor-
randisisteemid, milles tundmatuid on rohkem kui vorrandeid,
kuid mille tahendeid otsitakse ainult kas tdis- voi ratsionaal-
arvude hulgast. Kui diofantilisel vorrandil iildse leidub taisarvu-
lisi (voi ratsionaalarvulisi) lahendeid, siis on neid tavaliselt
palju.

Fermat’ t60d avavad uue epohhi arvuteooria arengus, pane-
vad aluse kaasaegsele arvuteooriale. Kahjuks pole ta aga ka
neid toéid publitseerinud. Fermat’ suurepdrased arvuteooriasse
kuuluvad tulemused sisalduvad tema kirjades, paljud neist on
mérgitud Diophantose «Aritmeetika» temale kuuluva eksemplari
lehekiilgede dartele. Viimased kirjutas peale Pierre Fermat’ surma
vdlja tema poeg Samuel ning avaldas uues Diophantose «Arit-
meetika» valjaandes 1670. a. Suure osa Fermat’ sonastatud
arvuteooria teoreemide jaoks pole aga sdilinud tema toestus-
kdike. Fermat’ tulemused on pdlvinud paljude silmapaistvate
matemaatikute tdhelepanu, nende uurimise kaigus on vidlja kuju-
nenud kaasaegse arvuteooria probleemistik. Enamikule Fermat’
stigavatest teoreemidest on leitud toestused XVIII ja XIX sajan-
dil. Uldse on paljudele arvuteooria tulemustele omane lihtne
sonastatavus, aga raske toestatavus, mistottu neid on viga palju
uuritud, sealhulgas ka suurimate matemaatikute poolt. Ka téna-
paeval on veel lahendamata rida ammugi piistitatud arvuteooria
probleeme.

Fermat’ «dareméarkustest» on kdige tuntum jargmine.”

Pole siiski véimalik jaotada kuupi 2-ks kuubiks, biruutu 2-ks biruuduks ja
ildse iihte astet, mis on korgem kahest, 2-ks astmeks sama astmenditajatega.
Ma leidsin selle jaoks tdepoolest imeteldava toestuse, kuid see ddr on tema
jaoks liiga kitsas.

Selle mérkuse on Fermat kirjutanud iilesande korvale, mil-
les Diophantos vaatleb ruudu esitamist kahe ruudu summana,
s. t. diofantilise vorrandi

x2 ;,Ia yZ —_ 22
lahendi leidmist. Viimasel vorrandil on lopmata palju naturaal-
arvulisi lahendeid (ndit. x=3, y=4, 2=2>5). Nende nn. Pyth a -
gorase arvude kiillaltki ulatuslik tabel leidub juba {ihel
muistsel babiiloonia savitahvlil. Pythagorase arvud on parajasti
sellised naturaalarvud, mis voivad olla tdisnurkse kolmnurga
kiilgedeks.

6 Téaiuslikeks arvudeks nimectatakse naturaalarve, mis vorduvad oma
pédrisjagajate summaga, néit. 6= 1-4+2--3, 28=1-42+44-§-7- 14

7 Tolge on tehtud saksakeelsest viljaandest Fermal, P, Bemerkun-
gen zu Diophant. Leipzig, 1932, 1k. 3.
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Fermat’ véite sisuks on, et diofantilisel vérrandil
xll _|_ yn =z

pole n>2 korral naturaalarvulisi lahendeid. Seda tulemust,
mida nimetatakse ka Fermat suureks teoreemiks,
pole tdnaseni onnestunud iildjuhul ei toestada ega ka timber
liikkata.

Fermat’ suure teoreemi 0igsus on aga toestatud viga paljudel
erijuhtudel. Selle kehtivust n =3 korral teadsid araablased juba
X sajandil. Véorrandi x*- y*=2* naturaalarvuliste lahendite
puudumine jareldub Fermat' tulemusest, et ei leidu tdisnurkset
kolmnurka, mille kiiljed on tdisarvud ja pindala taisruut. Vii-
mase viite jaoks esitab Fermat ka toestuse. Fermat’ suure
teoreemi toestuskatseid on teinud paljud matemaatikud. M6odu-
nud sajandil onnestus saksa matemaatikul E. Kummeril
(1801—1893) toestada selle teoreemi kehtivus paljude astenda-
jate n korral, sealhulgas koigi 3 < n < 100 korral. Need uuri-
mused viisid tdhtsatele tulemustele algebraliste arvude teoorias.
Kummer rakendas aga matemaatilist aparatuuri, mida toenéoli-
selt ei suutnud kasutada Fermat. Viimasel ajal toestasid D. H. ja
E. Lehmer ning H S. Vandiver Fermat’ suure teoreemi
kehtivuse koigi naturaalarvude 2 <7 n <4002 korral, seega ka
koigi n korral, millel on vihemalt iiks iihekordne 4002-st viiksem
paaritu jagaja. Selle teoreemi Oigsus on nididatud ka moéningate
teiste naturaalarvude n korral. Arvatavasti Fermat’ suure teo-
reemi l0plik toestus nouab uusi siigavaid uurimusi diofantiliste
vorrandite teoorias. Koik see sunnib meid arvama, et Fermat’
leitud tdestuses oli mingi loogiline liink.

Fermat’ suurele teoreemile on esitatud ka palju vigaseid toes-
tusi, enamikus mitte eriti siigavalt matemaatika meetodeid val-
davate inimeste poolt, kes piitidsid toime tulla elementaarsete
vahenditega. Seda ebatervet huvi Fermat’ teoreemi toestamise
vastu suurendas 1909. a. Saksamaal viljakuulutatud suur raha-
line preemia (100000 marka) sellele, kes toestab teoreemi voi
nditab selle mittekehtivust vdhemait iithe ndite varal. Nimetatud
preemia tiihistati peale Esimest maailmasoda.

Toome veel paar ndidet tulemustest, mis Fermat on kirja
pannud Diophantose «Aritmeetika» dértele.

Iga algarvu kujul 4n -1 ja tema ruudu saab esitada ainult
ihel viisil kahe ruudu summana, selliste arvude kuubid ja neljan-
dad astmed on esitatavad kahel viisil kahe ruudu summana, viien-
dad ja kuuendad kolmel viisil jne. Naiteks

S=12+4-22 25=32- 42
126 =22 + 112= 5%+ 102, 625 =72+ 242 = 152 4} 202,
3125 =102 + 55% = 252 4 502 = 382 + 412,
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Iga naturaalarvu, mis ise pole ruut saab esitada 2, 3 voi 4
ruudu summana. Niiteks
2=1-+1, 3=1-+1+41, 5=4-41, 6=4-F+1-+1,

7=4-+1+14+1  8=4-4, 10=9--1.

Uheks tdhtsaks diofantiliseks vorrandiks on nn. Pelli

vorrand
ax? - 1=y?

(¢ on antud naturaalarv, mis pole tdisruut), millele tdisarvu-
liste lahendite leidmise probleemi esitas Fermat avalikus kirjas
koigile matemaatikutele. P. Fermat ndhtavasti oskas leida selle
tildlahendi ning arvatavasti ka toestada lahendi olemasolu iga
mittetdisruudu a korral. Inglise matemaatiku J. Pelli (1610—
1685) nime andis sellele vorrandile L. Euler mingi arusaama-
tuse tottu, sest Pell pole selle uurimisega iildse tegelnud. Hil-
jem selgus, et juba india Opetlaselt Bhaskaralt (1114—
1185) périneb algoritm Pelli vorrandi lahendamiseks.

Kirjas B. Frenicle'ile 1640. a. esitas Fermat jargmise tulemuse
lTga arv kujul nP' — 1 jagub arvuga p, kui p on algarv ning
naturaalarv n > 2 ei jagu p-ga. Naiteks

2 —-1=3, 20—1=5-3, 26—1=7.9, 3*—1=5-16,
36 —1:-=7.104, 42 — 1 =3.5=15.

Sel tulemusel, nn. Fermat vidikesel teoreemil, on
rida tdhtsaid rakendusi. Ta on iiheks keskseks teoreemiks arvu-
teoorias. Toestuse Fermat’ viikesele teoreemile andis XVIII saj.
Leonhard Euler, kes esitas ka selle teatava iildistuse.

Viimase teoreemi avastamine on arvatavasti seotud Fermat’
otsingutega leida naturaalarvust n soltuv avaldis, mille vaér-
tused on algarvud. Selleks uuris ta arve kujul 274 I ning piis-
titas vaited, et need on kordarvud, kui naturaalarv m pole kahe
aste ja algarvud, kui m=2" (n=20, 1, 2, ...). Esimene viide
on kergesti pohjendatav. Teisele viitele ei donnestunud Fermat’l
anda loplikku toestust, kuigi ta oli veendunud selle kehtivuses.
Veendumus pohines mitte ainult tosiasjal, et nn. Fermat’
arvudest

F,=2"1]
esimesed viis

on algarvud, vaid Fermat nditas ka, et paljud algarvud ei saa
olla arvude F, jagajateks. Fermat piiiidis korduvalt toestust
leida sellele «teorcemile» ning esitas selleks iileskutse ka teis-
tele matemaatikutele.

Kuid Euler nditas 1732, a., et juba jadrgmine Fermat’ arv
Fs==4294 967 297 pole algarv, vaid jagub 641-ga. XIX sajandi
Iopul ja XX sajandi algul toestati, et Fermat’ arvud on kordarvud
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ka n=26, 7, 8,9, Il, 12, 15, 18, 23, 36, 38 ja 73 korral. 1957. a.
teatati, et ameerika matemaatik J. L. Selfridge leidis elekt-
ronarvuti abil veel 14 uut Fermat’ kordarvu, mis vastavad vaair-
tustele® n+=39, 55, 63, 117, 125, 144, 150, 207, 226, 228, 268,
284, 316 ja 452. Neist suurim Fy5= 2" sisaldab vdhemalt 103
numbrit,® {iks tema jagaja 27 -245-4 1 koosneb 139-st numbrist.
Vastupidiselt P. Fermat’ véitele pole n > 5 korral seni leitud
iihtki algarvu. Tdnapdevani on lahtine kiisimus, kas nende hul-
gas iildse algarve leidub, ja kui leidub, kas siis loplikul voi
Iopmatul hulgal. Mé6dunud sajandil piistitas saksa matemaatik
G. Eisenstein (1823—1852) hiipoteesi, et Fermat’ arvude
hulgas on 16pmatu palju algarve.

Osutub, et algarvuliste Fermat' arvudega on tihedalt seotud kiisimus,
milliseid korrapdraseid hulknurki on voimalik konstrueerida sirkli ja joon-
laua abil. Juba antiikajal tunti korrapirase 3-, 4- ja 5-nurga konstrukt-
sioone. Kasutades nurga poolitamist ja nurkade lahutamist saab nende baasil
konstrueerida ka néiteks korrapirased 6-, 12-, 24, 8-, 16-, 10- ja 20-nurgad
aga ka 15-nurga. Kuid sirkli ja joonlaua abil ieostatavate konstrukisioonide
otsingud niiteks 7-ja 1l-nurga jaoks loppesid edutult. Nii ei onnestunud
ligi 2000 aasta jooksul leida seda tiilipi konstruktsioone iihegi uue korra-
parase hulknurga jaoks.

1796. a. hdmmastas kogu maailma malemaalikuid 19-aastane Gottin-
geni tliopilane Carl Friedrich Gauss (1777—1855) teatega, et
korrapdrane 17-nurk on konstrueeritav sirkli ja joonlaua abil. Viis aastat
hiljem avaldas ta {ildise tulemuse: sirkli ja joonlaua abil on konstrueeritavad
need ja ainult need algarvuliste tippude arvuga korrapdrased hulknurgad,
mille tippude arv on Fermat’ algarv. Oma meetodi abil leidis Gauss ka korra-
pédrase 257-nurga konstrueerimise volte, kuid ei avaldanud seda.!® Korra-
piarase 65537-nurga konstruktsiooni andis O. Hermes (1826—1909), seda
sdilitatakse mahuka késikirjana Goltingenis (vt. ka lk. 73).

Gaussi tulemusest jireldub, et sirkli ja joonlaua abil on konstrueeritavad
need ja ainult need korrapirased hulknurgad, mille tippude arv n=

=2MFy Fpye o oFp o kus m=0,1,2,... ja F . Fpv oo, Fy on crinevad

Fermat’ algarvud. Seega on sirkli ja joonlaua abil konstrueeritavad nditeks
korrapédrased 3-, 4-, 5-, 6-, 8-, 10-, 12-, 15-, 16-, 17- ja 20-nurgad, aga pole konst-
rueeritavad niiteks korrapédrased 7-, 9-, 11-, 13-, 14-, 18- ja 19-nurgad.

# *

8 Viimastel aastatel on toestatud, et kordarvud on ka Fjo, Fia, Fis, Fi6, Fsg,
F77, Fsy, Faso, Fagr ja Fios.

9 Mirgime vordluseks, et kaugus Maalt Andromeeda udukoguni on
umbes 1,5 miljonit valgusaastat ehk 1,5-10% mm. Seega arvu Fu, tritkkkimi-
sel 1 mm laiuste numbritega oleks tema pikkus vordne ligikaudu 10'1%-kordse
Andromeeda udukogu kaugusega. -

10 Kuni viimase ajani loeti selle konstruktsiooni autoriks F.J.. Richelo t’'d
(1808—1875). Hiljuti aga selgitas I. M. Rabinovits§ (vt. Mas. AH Jlat
CCP, 1960, Ne 11, 153—156), kasutades Jelgava matemaatikaprofessori, Tartu
iilikooli kasvandiku G. Pauckeri poolt sama konstruktsiooni kisitleva artikli
lisana avaldatud Gaussi kirja, et konstruktsiooni andis siiski juba Gauss ise
1796. aastal.
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Me ei suutnud puudutada kaugeltki koiki olulisi tulemusi
Fermat’ matemaatilisest loomingust. Tdnu oma aja matemaatika
siigavale moistmisele suutis ta jouda tdhtsatele tulemustele pea-
aegu koigis selle aja matemaatika arengusuundades.

Mainime lithidalt veel monda Fermat’ saavutust. Fermat esi-
tas votte tundmatute elimineerimiseks algebralistest vorrandi-
siisteemidest ning vaatles meetodeid korgema astme algebraliste
vorrandite graafiliseks lahendamiseks. Uurides hasartmangudega
seotud kiisimusi méédratlesid P. Fermat ja B. Pascal stindmuse
toendosuse kui siindmuste esinemiseks soodsate juhtude arvu
suhte koikvoimalike juhtude arvusse, astudes sellega esimesi
samme toendosusteooria loomisel. Toendosusteooria probleemide
uurimisega on seotud ka mainitud matemaatikute kombinatoori-
kasse kuuluvad tulemused.

Kuid Pierre Fermat’ huvide ring ei piirdunud mitte ainult
matemnaatika ja loodusteadustega. Ta tundis héasti klassikalist
kirjandust ja kirjutas ise ladinakeelseid luuletusi ning poeemi
Cede Deo. Fermat’lt pdrineb ka uurimusi vana-kreeka opetlaste
kohta.

BACHET DE MEZIRIAC! ULESANDEID

C. G. Bachet de Méziriac (1587—1638) on prantsuse matemaatik, kes
1621. a. andis vilja Diophantose t66d kreeka keeles koos ladinakeelsete tol-
gete ja kommentaaridega. Selle viljaande Fermat’ eksemplarist périnevadki
Fermat’ «didremarkused». Bachet de Méziriac arendas vilja lineaarseé dio-
Tantilise vorrandi ax--by--1 (a ja b on ihistegurita tidisarvud) dldise
teooria.

Esjtarne jdrgnevas moned iilesanded tema raamatust «Lobusad ja meel-
divad iillesanded» (1612).

1. Vaene naine kandis turule korvi munadega. Keegi toukas feda koge-
mata, korv kukkus ja munad purunesid. Siiidlane tahtis hivitada kahju ja
kiisis, palju mune oli korvis. Seda aga naine ei teadnud, kuid iitles, et
munade jaotamisel 2-, 8-, 4-, 5- ja 6-kaupa oli alati iks muna ile jadnud,
aga 7-kaupa jaotamisel polnud iihtegi “file jddnud.

2. Seliskond, inis koosnes 41 inimesest, tellis louna ja tasus selle eest
40 soud, iga mehe eest 4 soud, iga naise eest 3 soud ja iga lapse eest
Yy soud. Kuipalju oli mehi, naisi ja lapsi?

3. Kahel sobral on 8 liitrit veini anumas, mille mahtuvus on 8 Litrit.
Nad tahavad veini jaotada omavahel vordselt, kuid selleks on neil kasutada
veel ainull kaks anumat, millest ithe mahtuvus on § ja teise 3.liitrit. Kuidas
jaotada vein? :

4, 15 kristlast ja 15 tirklast asuvad merel laeval. Téuseb kohutav ‘torm.
Kapten teatab, ¢f 15 inimest tuleb heita iile parda selleks, et pddsta 15 iile-
jadnut. Vastavall kokkuleppele asuvad koik reisijad ringi ning iga iheksas
heidetakse iile parda seni, kuni jdaab jdirele 15 inimest. Kuidas tuleb paigu-
tada kristlased ju tirklased, et pddsta koiki kristlasi?
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EESTIST VORSUNUD MATEMAATIKAKLASSIK
(100 aastat Piers Bohli siinnist)

I. Rabinovits!

Tartut kiilastava teadusesobra silma roomustab alati tart-
laste hool tlikooliga seotud tuntud teadlaste mélestuse jdddvus-
tamise eest. Sellest annavad tunnistust opetlaste arvukad skulp-
tuurportreed, mis kdéidavad ka teadusest kaugemal seisvate isi-
kute tdhelepanu. Seejuures ei jd4 markamata, et eelistatud on
seni kirjanduse, arstiteaduse ja bioloogia esindajaid, tdppistead-
lased, seehulgas matemaatikud, on aga varju jadnud. Pohjus on
siin arvatavasti iipris lihtne — mittekiillaldane informeeritus.
Tartu elanikud lihtsalt ei tea, missugune osa matemaatika aren-
gus on olnud nende kodulinnas oppinud ja téétanud teadlastel.
Uhele neist — silmapaistvale matemaatikule Piers Bohlile —
ongi pithendatud alljdrgnevad read.

Spetsialistide kitsas ringis teati P. Bohli juba kédesoleva
sajandi algusest peale esmajoones kui kvaasiperioodiliste funkt-
sioonide esimest uurijat ja rakendajat. Laiemalt tuntuks sai
P. Bohli nimi aga alles kiimnekonna aasta cest. Toukeks kujunes
Moskva Matemaatikaseltsis 1955. aastal toimunud ettekanne,
milles me prof. A. Moskisega néilasime, el esimene tdestus ana-
liiiisi tihele kesksele teoreemile piisipunkti olemasolust kera pide-
val kujutamisel iseendaks kuulub Picrs Bohlile. Pdrast ettekan-
net markis seltsi president akadeemik P. S. Aleksandrov: «Nii-
siis on meil niiiid uus matemaatika klassiks.

Kédesoleva artikli autori ette kerkis tilesanne: koguda ja kor-
raldada andmeid selle silmapaistva matemaatiku elust ja tege-
vusest. Tuli tuhnida arhiivides, lugeda vanu ajakirju, uurida
P. Bohli t6id, otsides neis biograafilisi andmeid, ja pikapeale
poimuski kogutud materjalidest tema elutee ja teadlasepale.

Piers Bohl siindis 28. oktoobril 1865. aastal Valgas kaupmehe
perekonnas. Peale alghariduse omandamist Valga linnakoolis
astus ta 1878. aastal Viljandi klassikalisse glimnaasiumi ehk
«riiiitlikooli» (pohikirja jargi oli kool «Liivimaa riiiitelkonna
cestkoste ja jarelvalve all»). Esimestel aastatel oli P. Bohl klas-

! Autoriks on Liti NSV TA Astrofiiiisika laboratooriumi teaduslik t66-
taja. Artikli on venekeelsest késikirjast tolkinud U. Lumiste.
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sis Ooppeedukuselt iiks viimaseid. Pdore tuli eelviimasel kooliaas-
tal ning giimnaasiumi Iopetas P. Bohl juba esimese opilasena.
On alust arvata, et nii selle péorde toimumist kui ka huvi arka-
mist matemaatika vastu mojutas giimnaasiumi selleaegne mate-
maatika- ja fiilisikadpetaja, Tartu iilikooli kasvandik Hugo Wei-
demann.

Giimnaasiumi l0petamise jadrel astus P. Bohl 1884. aastal
Tartu iilikooli fiilisika-matemaatikateaduskonda. Sellal opetasid
siin juba eakas professor P. Helmling ja Rootsist tulnud noor
astronoom-teoreetik A. Lindstedt. Viimane oli silmapaistva saksa
matemaatiku K. Weierstrassi ideede tuline propageerija. Kuid
juba 1886. aastal ldks A. Lindstedt tagasi kodumaale ja tema ase-
mele kutsuti Tartusse teise kuulsa saksa matemaatiku F. Kleini
opilane ja jdrelkdija E. Staude. Nagu teada, olid Weierstrass ja
Klein moédunud sajandi 10pul matemaatikas valitsenud kahe
suuna tuntuimateks esindajateks. Esimene viljeles abstraktset
teoreetilist suunda, omistades erilise tdhenduse matemaatiliste
toestuste rangusele, F. Klein aga orienteerus enam rakenduslike
iilesannete lahendamisele. Niiviisi oli noorel Bohlil juba iiliepilas-
aastail voimalik tutvuda nii {the kui teise suuna esindajatega.

Opingud {ilikoolis kulgesid P. Bohlil edukalt. Juba 1887.
aasta augustis andis ta viimased kursuseeksamid. Tema uuri-
mus «Lineaarsete diferentsiaalvorrandite invariantide teooria ja
rakendused», mille ta kirjutas prof. Helmlingi té6de vaimus,
tunnistati kuldmedali vaéariliseks ja arvestati kandidaaditéona.
Seda kiésikirjalist t66d, mida ei ole senini veel véirikalt uuri-
tud, séilitatakse praegu Tartus Ajaloo Keskarhiivis. P. Bohli
iillikooliaastatest on iildse vihe teada, vahest ainult seda, et ta
iisna rohkesti aega veetis Werneri kohvikus, kus pidas edukalt
lahinguid ruudulisel laual ja oli tuntud tugeva maletajana.

Lopetanud iilikooli kandidaadidiplomiga ning keskkooli mate-
maatika- ja fiiiisikaopetaja kutsega, sai P. Bohl esialgu koduope-
taja koha Leevi moisas, hiljem aga oOpetaja koha Irlavi opeta-
jate instituudis Kuramaal. Sellest ajajdrgust parinevad tema esi-
mesed teaduslikud publikatsioonid. Ajakirjas «Annalen der Physik
und Chemie» ilmus 1889. aastal Bohli artikkel «Molekulaarse
tombejou scadus». Aasta pérast jargnes Schlomilchi ajakirjas
«Zeitschrift fiir Mathematik und Physik» artikkel «Kepleri kol-
manda seadusc {ldistus». Viimane t66 4dratas veel 50 aasta
parast ameerika astronoomi A. Wintneri tahelepanu, kes valgus-
tas artikli originaalseid ideid oma tuntud monograafias. Esimest
publikatsiooni aga tabas ebaedu — peatselt said tuntuks hol-
landi fiiiisiku Van der Waalsi tulemused, millede valguses sel-
gus Bohli jédrelduste paikapidamatus. See ebadnnestumine jattis
siijgava jdlje noore tcadlase loomingusse. Tal tuli loobuda meh-
hanistliku filosoofia naiivselest etlekujutustest, mille moju on
ilmselt tajutav tema esimeses avaldatud 166s. Siitpeale sai Bohli
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edasiste uurimuste iiheks erijooneks kriitiline suhtumine {ld-
tunnustatud kujutlustesse ja meetodeisse.

Opetajatoo Irlavis ei kestnud kaua. Peatselt p6ordus Bohl
tagasi Valka, kus asus lopule viima vditekirja ja ette valmis-
tuma magistrieksameiks.

Tema tdhelepanu oli kéitnud jargmine probleem. Teoreetilises
flitisikas ja astronoomias vaadeldakse mitmeid nahtusi kui peri-
oodilisi ja uuritakse neid vastavate matemaatiliste meetodite
abil. Alati ei voi aga olla veendunud selles, et ndhtus, mis esi-
mese! pilgul nidib perioodiline, on seda tdepoolest. Kui esineb
teatav, olgu kasvdoi vdga viike korvalekaldumine perioodilisu-
sest, siis pohimotteliselt koneldes ei saa enam olla kindel, et
kasutalavad meelodid viivad rangelt toepédrasele tulemusele.
Bohl seab oma iilesandeks tdiustada olemasolevaid matemaatilisi
vahendeid selliselt, et nendele voib kindel olla ka siis, kui nahtus
ei ole rangelt perioodiline. Nii joudis ta suurusteni, mida nime-
tas «perioodilisteks laiemas mottes».

Siit sai alguse P. Bohli magistrivditekiri, mille ta kailses
edukalt Tartu iilikoolis 1893. aastal, pannes sellega aluse mate-
maatilise analiiiisi iihele uuele harule. Monevorra hiljem andis
prantsuse astronoom Esclangon Bohli poolt uuritud suurustele
nimetuse «kvaasiperioodilised funktsioonid». Bohli ja Esclangoni
t6odest 1dhtudes arendas taani matemaatik H. Bohr 1920-ndatel
aastatel vélja peaaegu perioodiliste funkisioonide teooria, millel
on tahtis koht matemaatilises analiiiisis ja selle rakendustes.

Kuigi magistrivéitekiri andis tunnistust noore {eadlase silma-
paistvatest voimetest, ei leidnud Tartu {ilikooli reaktsiooniline
juhtkond talle kohta tiilikoolis. Uheks pohjuseks olid nidhtavasti
P. Bohli progressiivsed vaated, mida ta kiillalt selgelt ilmutas
oma vene keele eksamitoods, vidljendades stimpaatiat Turgenevi
romaanis «Uudismaa» kirjeldatud noorlele revolutsiondéridele.

Raske oelda, milliseks oleks kujunenud noore matemaatika-
magisiri edasine saatus, kui Riia Poliitehnilise Instituudi direk-
tor poleks teda Tartu professori A. Kneseri tungival soovitusel
kutsunud oma oppeasutuse korgema matemaatika kateedri juha-
tajaks. Peale kaheaastast viibimist kodulinnas Valgas siirduski
P. Bohl 1895. aastal Riiga, kus vollis vastu talle pakutava koha.
Siin moé6édus kogu tema jargnev leaduslik ja pedagoogiline tege-
vus. 25 aasta kestel oli ta pisivalt instituudi professor ja ka-
teedri juhataja. Tema metoodilisi vaateid kajastavad analiiiitilise
geomeetria ning diferentsiaal- ja integraalarvutuse litograafilisel
teel paljundatud kursused, mis ilmusid 1921. aastal. Isiklikus
elus oli P. Bohl iiksik ja endassetombunud, pithendudes jaagitult
teaduslikule ja pedagoogilisele toole. Harvaks vahelduseks ja
puhkuseks oli talle male, maletajate seast olid ka tema véhesed
sobrad. Teda peeti Riia iiheks esimaletajaks, hispaania avangu
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"tema poolt arendatud varianti nimetatakse malekirjanduses tdna-
seni Riia variandiks.

P. Bohli edasised teaduslikud uurimused Riias olid seotud
kvaasiperioodiliste funktsioonide rakendustega teoreetilises meh-
haanikas. Liihikese ajaga sai ta tdhtsaid tulemusi: ta iildistas
prantsuse matemaatiku H. Poincare moningaid teoreeme, avas-
tas vaieldavaid kohti tuntud matemaatiku ja astronoomi P. Lap-
lace’i uurimustes, osutas defektidele saksa fiilisiku H. Helmholzi
kombineeritud toonide teoorias. Koik need saavutused tulenesid
P. Bohli poolt arendatud meetodist mittelineaarsete diferentsiaal-
vorrandite — matemaatilise analiiiisi darmiselt raske valdkonna
uurimiseks. Bohl esitas oma t66d Tartu {ilikoolile doktoridisser-
tatsioonina, mida ta kaitses siin 1900. aastal. Peale A. Kneseri,
kellega tal olid {ihised huvialad ja tihe kontakt, oponeerisid talle
noor T. Molien ja P. Grave. Kiimne aasta pérast tolgiti tema
viitekiri vene keelest prantsuse keelde ja avaldati Prantsuse
Matemaatika Seltsi ajakirjas — au, mis on osaks saanud vihes-
tele vélismaalastele.

Oma doktorivéditekirja, mis oli, samuli nagu magistritéo, tri-
kitud Tartus Mathieseni juures, lilitas P. Bohl kolm iilejddnud
peatiikkidega vahe seotud paragrahivi. Prantsuskeelses tolkes olid
need paragrahvid dra jdetud. Kuid just need védirivad erilist
tdhelepanu. Nad sisaldavad algkujul niinimetatud «piisipunkti
printsiibi», mis hiljem sai diferentsiaalvorrandite kaasaegse
teooria itheks pohiliseks meetodiks.

Piiiiame jiargnevalt selgitada selle printsiibi ideed, eeldamata
lugejalt erilisi eelteadmisi. Kujutleme, et me venitame kummi-
paela iiht otsapidi paremale, teist otsapidi vasakule. Osa punkte
paelal liiguvad seejuures paremale, osa vasakule. On iisna ilmne,
et leidub ka punkt, mis jddb paigale — selleks on paremale ja
vasakule nihkuvaid punkte lahutav punkt.

Kujutleme niiiid kummipaela asemel kummikelmetl, mida
samuti dartest teatud viisil venitatakse. Siin ei ole enam sugugi
ilmne, et tingimata leidub punkt, mis jddb paigale. Ulalméirgitud
paragrahvid Bohli vaitekirjast annavadki muu hulgas matemaa-
tilisell range toestuse sellise punkti olemasolule. See ei ole
muide aga Bohli peamine teene nimetatud kiisimuses, sest pai-
gale jddva punkti leidumine niisugusel puhul, ehk matemaatili-
selt viljendudes, piisipunkti olemasolu kahemootmelise muut-
konna tcalavat laadi topoloogilisel kujutamisel on jareldatav
juba I. Poincare ja L. Kroneckeri toddest. Bohli pohimine saa-
vutus scisneb selles, et ta esimesena taipas piisipunkti ole-
masolu teorcemi tdhtsust diferentsiaalvorrandite teoorias. Talle
kuulub ka prioriteel piisipunkti printsiibi kasutamise alal meh-
haanikas.

Doktorividitekirjas andis Bohl piisipunkti olemasolu teorcemi
toestuse ainull tasandilise juhu jaoks. Mone aasta pirast onnes-
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tus tal aga toestada teoreem tdiesti iildisel kujul. Vastava toes-
tuse liilitas ta artiklisse, mille avaldas 1904. aastal Crelle poolt
viljaantavas saksa tuntud matemaatilises ajakirjas. Artikkel oli
pithendatud tdhtsale, kuid {isna spetsiaalsele teoreetilise meh-
haanika kiisimusele, ning seetottu poorasid matemaatikud talle
vahe tahelepanu. Juhtuski nii, et hollandi matemaatik L. Brou-
wer, mitte teades Bohli tOestust, avaldas nelja aasta pérast
uuesti sama teoreemi toestuse. Pikka aega kandis see teoreem
«Brouweri teoreemi» nime. Alles kiimnekonna aasta eest, nagu
juba miérgitud, taastati Bohli prioriteet ja niiiid nimetatakse
teoreemi noukogude ja iiha enam ka vélismaa matemaatikute
poolt «Bohli-Brouweri teoreemiks».

Enne kui asuda P. Bohli jidrgnevate teaduslike saavutuste
tutvustamisele pililame moéne sonaga iseloomustada teadusala,
millele on pithendatud tema peamised t66d — taevamehhaanikast.

Taevamehhaanika tiheks pohiprobleemiseks on «sekulaarsete
hédirete» arvestamine. Probleemi monevorra lihtsustades voib
asja kujutada jargmiselt. On teada, et koik taevakehad tombu-
vad iiksteise poole iilemaailmse gravitatsiooniseaduse pohjal.
Niiteks Pédikese ja Maa puhul kutsub see esile Maa pooérlemise
Péikese tumber elliptilist orbiiti mo6éda. Kuid planeete tombab
enda poole mitte ainult Pdike. Nad tombavad ka iiksteist. Pai-
kese tombejouga vorreldes on planeetide moju iiksteisele muidugi
adarmiselt vaike, kuid pika aja jooksul annab ta end siiski
tunda — planeedid kirjeldavad Piikese {imber mitte ellipseid,
vaid monevorra keerulisemaid koveraid. Neid trajektooride
korvalekaldumisi elliptilisest kujust nimetataksegi «sekulaarse-
teks héireteks». Nende ettearvutamine mitme aasta peale osutus
teoreetiliselt ja praktiliselt {pris keerukaks iilesandeks. P. Lap-
lace ja J. Lagrange tuletasid kill koik selleks vajalikud diferent-
siaalvorrandid, kuid neid ei ole kaugeltki lihtne lahendada.
Sekulaarsete héirete diferentsiaalvorrandite lahendamisega seo-
tud probleemidele ongi pithendatud Bohli pohilised uurimused.

1906. aastal avaldas ta Crelle ajakirjas memuaari «Uhest
sekulaarsete haéirete teooria diferentsiaalvorrandist». Selles ta
arendas tunduvalt kvaasiperioodiliste funktsioonide teooriat, mil-
lele ta oli aluse pannud oma magistrivaitekirjas. P. Bohl néitas,
et Lindstedti leitud meetod iihe olulise diferentsiaalvorrandi
lahendamiseks ei ole laitmatu.

Sekulaarsete hédirete teooria probleemide hulka kuulub ka
kiisimus planeediorbiitide muutuste iseloomust. Taevamehhaanika
termineis sai see kiisimus nimeks «keskmise litkumise probleem».
Tuntud astronoomid-teoreetikud — Cavallin, Stockwell, Tisse-
rand, Hilden — piitidsid mitmeti 1dheneda selle raske probleemi
lahendamisele, kuid ei saanud rahuldavaid tulemusi. Viimaks
vottis probleemi kisile Bohl. Crelle ajakirjas 1909. aastal aval-
datud memuaaris néitas ta oma eelkaijate ebatdpsused, arenda-
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des vilja oma meetodi ja niitas, et Laplace’i-Lagrange’i klas-
sikaliste meetoditega on probleemi voimatu lahendada. Oma
uurimuses tugines Bohl enda leitud «teoreemile murdjaakide
ithtlasest jaotumisest». Hiljem andis Sveitsi matemaatik
H. Weyl iildisema teoreemi, mida loetakse praegu kaasaja mate-
maatilise analiilisi iiheks pohiteoreemiks.

Bohli tulemused keskmise liikumise probleemi alal pakkusid
suurt huvi Berliini matemaatikule F. Bernsteinile. Bohli téddele
tuginedes joudis Bernstein tdhtsatele metoodilist laadi pohi-
mottelistele jireldustele matemaatika ja reaalse maailma vahe-
korra kohta. Kuid Bohl ei ndustunud Bernsteini filosoofiliste
pohimotetega; nende vahel tekkis diskussioon, mis kajastus aja-
kirja «Mathematische Annalen» veergudel.

Selle diskussiooni otsese jareldusena ilmus 1913. aastal Crelle
ajakirjas Bohli t60 .«Diferentsiaalvorratustest», milles ta uuris
darmiselt tdhtsat kiisimust diferentsiaalvorrandite lahendite sta-
biilsusest. Lihtsustatult seisneb probleemi sisu jdrgnevas. On
teada, et iiheks pohiliseks, voib-olla koguni peamiseks matemaa-
tilise uurimise vahendiks on diferenisiaalvorrandid, mis peegel-
davad loodusnédhtustevahelisi seoseid. Selliste vorrandite koos-
tamisel eeldab uurija, et mitmete suuruste vdirtused ja monin-
gate lihtsate seaduste iseloom on {dpselt teada. Kuid tegelikult
see ei ole nii. Eksperimendist saadud andmed ja lihtsad seadus-
parasused on meile iildreeglina teada vaid teatava veaga. Tekib
kiisimus: missugune moju on‘nendel vigadel diferentsiaalvorran-
dite lahendamisel saadud tulemustele?

Oma tdhelepanuvédarses uurimuses eraldas Bohl vilja iihe
erilise klassi diferentsiaalvorrandeid, mille lahendid on vihe
tundlikud ldhteandmete vigadele.

Esimene maailmasoda katkestas Bohli viljakad uurimused.
Riia Poliitehniline Instituut evakueeriti Moskvasse, seejirel Iva-
novosse. Moskvasse soitis ka P. Bohl.

1919. aastal pdrast Noukogude Liati valitsuse moodustamist
P. Studkasega eesotsas tuli Bohl Riiga tagasi ja asus uuesti
loenguid pidama tollal organiseeritud Léati Ulikoolis. Kuid sdja-
aastate raskused olid murdnud tema tervise. P. Bohl suri 25. det-
sembril 1921. aastal verevalumist ajju.

Tema kolleeg Riia Poliitehnilises Instituudis keemiaprofessor
M. Zeninerschwer andis kord teravmeelse vordluse fundamen-
taalsele leaduslike t66de ja ehituskunsti loomingu vahel: «Taoli-
sed t66d on vorreldavad suurepédrase ehituse vundamendiga:
kondija mooédub, podrates tdhelepanu tornidele ja viliskaunistus-
tele. Uudishimulikum vaatab ka sisse. Vundament jadidb aga inim-
silmale ndgemaluks. Alles aastakiimnete pidrast, imberehitamiste
kidigus joutaksc vundamendini. Ja siis saavad ndhtavaks temasse
peidetud t66 ja talendi véddrtused». Neid sonu vdime Gigustatult
kasutada Tartu iilikooli kasvandiku Piers Bohli puhul.
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15 AASTAT AKADEEMIK N. N. LUZINI SURMAST

A. Palge

28. veebruaril 1965. a. méddub 15
aastat valjapaistva noukogude mate-
maatiku, funktsiooniteooria Moskva
koolkonna rajaja Nikolai Nikolajevits
Luzini surmast.

N. Luzin siindis 9. dets. 1883. a.
Tomskis. Alghariduse sai ta Tomski
linna iihes erakoolis, keskhariduse
Tomski ja Irkutski giimnaasjumis.
Kooliaastail luges N. Luzin palju koi-
ge erinevamat kirjandust, kusjuures
eriti huvitasid teda mitmesugused
filosoofilised kiisimused. Matemaati-
kat ta kuni glimnaasiumi viimaste
klassideni ei armastanud, vaid pidas
seda koguni cbameeldivaks. Seda
pohjustas asjaolu, et matemaatikat
opetati tollal kui ainet, milles tuli
tdpselt, raamatu tekstist korvale kal-
dumata pédhe oppida {eoreemide $0-
nastusi ja toestusi. Luzinile oli see
viljakannatamatuks piinaks, sest tal
puudus tédielikult mehhaaniline mélu.
Samal pohjusel olid talle rasked ka
ajalugu, geograafia ja keeled. Asjad
matemaatikaga ldksid iiha halvemini
ja nii voltis isa talle «jireleaitaja».
Onneks sai selleks andekas iiliopilane
Tomski Polittehnilisest Instituudist.
Ta niditas N. Luzinile, et matemaa-
tika pole mitte mehhaanilise paheop-
pimise, vaid arutluste siisteem, mida

suunab clav  kujutlus. Tdnu temale
kadus Luzinil vaen matemaatika
vastu.

1901. a. lopetas Luzin giimnaa-

siumi ja astus Moskva Ulikooli Fiii-
sika-Matemaatikateaduskonna mate-
maatikaosakonda: {a soovis saada in-
seneriks ja selleks eelnevalt omandada
kiillaldaselt matemaatilisi teadmisi.
Hiilgavad matemaatikaloengud iili-
koolis avaldasid N. Luzinile {ohutut
mdju. Ta avastas, et matemaatika ei
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ainult  keerukate todede
ammu teadaolevate
vaslusiega {lesannete lahendamises,
vaid on didretu vili loovaks t6oks.
N. Luzin vordles hiljem teadlase olu-
korda alati Kolumbuse omaga, kes
suundub otsima uusi maid ja voib
igal momendil 1eha tidhtsa avastuse.
Tema ees avanes matemaatika kui

mitle
iiraoppimises  ja

seisne

loominguline teadus, tdis veetlevaid
saladusi.
1905. a. revolutsiooniliste siind-

musile ajal oli iilikool suletud. Pro-
fessor D. F. Jegorov, kelle juhenda-
misel N. Luzin toéotas, soovitas tal
sdoita Oppima monda vilismaa iili-
kooli. Jegorovil onnestuski leida iili-
opilane, kes koneles prantsuse ja
saksa keelt ning detsembris soitsid
Luzin ja tema kaaslane Pariisi.



Kogu vilismaal viibimise aeg
moodus N. Luzinil visa ja siistemaa-
tilise t66 tdhe all. Loenguid kuulas
ta vidhe, pohiliselt téotas raamatuko-
gudes. Venemaale po6rdus ta tagasi

1906. a. suvel, sooritas sama aasta
1opul riigieksami ja jdeti dilikooli
juurde «professori nimetuse saami-

seks». Niiid hakkas N. Luzin kuula-
ma loenguid arstiteaduskonnas, kuhu

ta kavatses astuda, et siis minna
rahva sekka. Sellest pidi ta peagi
loobuma, sest tédtamine anatoomi-

kumis polnud talle norga tervise tottu
joukohane. Seejdrel kuulas N. Luzin
loenguid filosoofiaosakonnas, mille
samuti aasta pédrast lopetas. Alles
parast koike seda po66rdus ta mate-
maalika juurde tagasi, sooritas
1909. a. nn. magistrieksamid, kuid
ilikoolis loenguid pidama hakata ei
joudnud — talle otsustati anda tea-
duslik komandeering Gottingeni ja
Pariisi.

Gottingeni  soitis Luzin 1910.  a.
sligisel. Eriti hindas ta seal isiklikke
kokkupuuteid professoritega, sest siis
oli selgesti ndha {ihe voi teise pro-
fessori ldhenemisviis mingile problee-
mile, nende suhtumine sellese. Got-
tingenis uuris Luzin trigonomeetriliste
ridade teooriat ja avaldas (1911. a))
oma esimese iseseisva t00.

1912, a. soitis N. Luzin Gottinge-
nist Pariisi, kus vottis osa J. Hada-
mard’i seminari t6ost, tutvus isikli-
kult veel E. Picard’i, E. Boreli,
H. Lebesgue’i jt. vdljapaistvate mate-
maatikutega. Et Luzini komandecerin-
gul pikendati aasta vorra, siis oli ta
Pariisis ka veel 1913/14. &.-a., kuu-
lates muu hulgas M. Bécheri loen-
guid uutest tulemustest harilike line-
aarsete {eist jarku diferentsiaalvor-
randile {eooriast ja Picard’i loenguid
kompleksmuuluja funktsioonide teoo-
riast. Endiselt vottis ta osa Hada-
mard’i seminari tdost. Peale koike
seda jiatkas Luzin ka iseseisvat uuri-
mistood reaalmuutuja funktsioonide
teooria vallas. Neil aastail avaldas ta
10 teaduslikku t66d vene ja vilismaa
matemaatilistes keskajakirjades.

1914. a. siigisel poordus Luzin
tagasi Venemaale ja asus lole Mosk-
va Ulikoolis. Ajavahemik 1914--1924. a.
oli Luzinile hiilgava j

teadusliku  ja
pedagoogilise  tegevuse  perioodiks,

Ta luges iilikoolis analiiitilise geo-
meetria ja korgema algebra kursust,
reaalmuutuja funktsioonide teooria fa-
kultatiivkursust ja juhendas spetsiaal-
set uurimisseminari. Vaatamata sel-
lele, et Luzini loengud ci jarginud
didaktika iildtunnustatud printsiipe,
olid nad koige enam hinnatud. Ja
seda ajal, mil Moskva iilikoolis oli
terve rida viljapaistvaid lektoreid.
Luzini loengute edu oli tingitud sel-
lest, et nendes ndidali teadusliku
motte tekkimise protsessi ning anti
kuulajaile karastust nendest raskus-
test iillesaamiseks, mille poolest tea-
duslikud otsingud nii rikkad on. Just
sec aastasl aastasse tema poolt loe-
tav fakultatiivsursus ja seminar olid-
ki tsentrumiks, kust kasvas vilja
funktsiooniteooria Moskva koolkond.

1915. a. viis Luzin lopule funda-
mentaalse t66 «Integraal ja trigono-
meetriline ridas, mida ta 27. aprillil
1916. a. kaitses Moskva Ulikooli Fiiii-
sika-Malemaatikateaduskonna Opeta-
tud Noukogu ecees magistri kraadi
saamiseks, Opetatud Noukogu otsus-
tas anda Luzinile matemaatikadok-
tori kraadi, jittes vahele magistri
kraadi. See oli vdga harv juhtum
vene iilikoolide praktikas.

Aastad 1916—1930 toid uut kuul-
sust Luzini koolkonnale. Tema enda
166de korval ilmusid itha sagedamini
ka ta opilaste 166d. Neil aastail olid
lema opilasteks hilisemad viljapaist-
vad noukogude teadlased  akad.
P. Aleksandrov, prof. N. Bari, proi.
A. Hint8in, akad. M. Keldds§ (NSVL
TA praegunc president), akad. A. Kol-
mogorov, akad. M. Lavrentjev (prae-
gune NSVL TA Siberi osakonna juha-
taja, NSVL TA viitsepresident), akad.

A. Ljapunov, prof. L. Ljusternik,
prof. D. Men3ov, akad. P. Novi-
kov jt.

1927. - a. kevadel toimus Moskvas

Ulevenemaaline Matemaatikute Kong-
ress. Mitmed Luzini opilased esinesid
juba kui véljapaistvad teadlased.
Luzin ise tegi iihe kongressi pohi-
cttekannetest: «Reaalmuutuja funkt-
sioonide teooria kaasaegsetest ({iles-
annetest». 1927, a. oktoobris véltis
Luzin osa Poola Matemaatikule
Kongressist Lvovis, 1928, a. augustis
aga Rahvusvahelisest Matemaatikuie
Kongressist Bolognas.



Neil aastail olid Luzini ja tema
poolt juhendatava koolkonna teadus-
likud tulemused saanud juba {ile-
maailmse tunnustuse. Kui varem oli
reaalmuutuja funktsioonide teooria
pGhiliseks  uurimiskeskuseks  Pariis,
siis mendest aastatest alates kujunes
teiseks tahtsaks tsentrumiks Moskva.
Luzinile omistati Krakovi Teaduste
Akadeemia tegevliikme austav nime-
tus, Kalkuta ning Belgia Matemaatika
Uhingute auliikme nimetus, Rahvus-
vahelisel Matemaatikute Kongressil
Bolognas 1927. a. oli la viitsepresi-
dendiks, samal aastal valiti N. N. Lu-
zin NSVL Teaduste Akadeemia kor-
respondentliikmeks, 1929. a. aga juba
tegevliikmeks.

1930. a. hakkas Luzin juhatama
NSVL TA juures oleva V. A. Stek-
lovi nimelise Fiiiisika-Matemaatika
Instituudi funktsiooniteooria osakonda
ja oli sellel kohal kuni oma elu
16puni. Luzini' teaduslikud huvid olid

sel ajal mitmekesised. Ta uuris dife-
rentsiaalvorrandite teooriat ning di-
ferentsiaalgeomeetriat, kus sai mit-
meid olulisi tulemusi. Ka matemaa-
tika ajalugu huvitas Luzinit: ta aval-
das mitmeid  artikleid Newtoni, Eu-
leri jt. matemaatikute kohta.

Luzin ei olnud oma eriala kitsas
spetsialist. Lisaks malemaatikale tun-
dis ta hdésti fiiiisikat, loodusteadusi,
ajalugu, huvitus elavalt vene kirjan-
dusest, arhitektuurist, maalikunstist.

Elu viimastel aastatel segasid
N. N. Luzini teaduslikku t66d siida-
inetegevusehdired.  Siiski jatkas ta
uuringuid, isedranis diferentsiaalgeo-
meetria vallas. N. Luzin suri 28. veeb-
ruaril 1950. a.

Siigava motlejana, silmapaistva
teadlasena ja pedagoogina, kes kas-
vatas iiles terve plejaadi iilemaailm-
selt tunnustatud matemaatikuid, on
Luzin jétnud kustumatu jilje nou-
kogude matemaatikasse.

75 AASTAT PROF. ALBERT BORKVELLI SUNNIST

A. Vihman

Eesti silmapaistev malcmaatikape-
dagoog professor Albert Aleksandri
p. Borkvell siindis 19. jaanuaril
1890. a. Vosul meremehe pojana. Lap-
sepolve veetis ta Vosul ja Loksal.

A. Borkvelli haridustee oli 1i{ipi-
line sajandite vahetuse eesii haritlasc
voitlustee kooliharidusele konarlikul
ja aegaviitval rajal, kus peamisteks
toketeks olid fiihtluskooli puudumine,
koolide vahesus ja sageli ka majan-
duslik kitsikus. Ta oppis Loksa mi-
nisteeriumikoolis (1899—1904) ja Tar-
tus Hugo Treffneri eragiimnaasiumis
(1906—1909). Et viimasel polnud
«kroonukooli» 0igusi, siis Ciendas 1la
kiipsuseksamid 1915. a. Tallinna Alek-
sandri giimnaasiumis. Samal aastal
astus A. Borkvell Petrogradi iilikooli
fuiisika-matemaatikateaduskonda. Aas-
tatel 1916 ja 1917 oppis ta ka Petro-
gradi sojakoolides.

Esimese maailmasoja tottu Petro-
gradi {likoolis katkestatud matemaa-
tika oppimist jatkas A. Borkvell
1920—1922. a. Tartu dlikooli mate-
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maalika-loodusteaduskonnas, mille 16-
peatamisel omistali talle 1922. a. t66
«Binoomvorrandi zn-=1 algebraline
lahendamine» eest magistri kraad.
Aaslatel 1924—1929 oppis A. Borkvell
166 korval Tartu ilikooli digustea-
duskonnas, mille ka Iopetas.

Albert  Borkvelli panuseks mate-
maatika alal oli ta t66 pedagoogina
ja opikule autorina.

Aastatel 1909—1914 t66tas ta kodu-
opetajana Tallinnas ja Petrogradis ja
1914—1917 lektorina meremehhaani-
kute kursusel Peterburis. Eestis on ta
olnud lektoriks korgemas sbjakoolis
(1922—1927), Narva [ iihisgiimnaa-
siumi  inspektoriks (1927—1928) ja
selle direktoriks (1928—1931), hari-
dusministeeriumi  koolivalitsuse abi-
direktoriks (1931—1936). 1923—1937
vottis ta osa Matemaatika Opetamise
Komisjoni téost.

1936. a. asus A. Borkvell tédle
sellal avatud Tallinna tehnikainsti-
fuudis matemaatika- ja mehhaanika-
laboratooriumi dotsendi ametikohal.



1939. a. wvaliti ta erakorraliseks pro-
fessoriks. Aastatel 1940—1941 oli A.
Borkvell Tallinna Poliitehnilise Insti-
tuudi matemaatka ja teoreetilise meh-
haanika kateedri professoriks, hiljem
ka selle juhatajaks. Peale Suurt Isa-
maasdda jitkas prof. A. Borkvell pe-
dagoogilist t66d sama kateedri juu-
res. 1946. a. atesteeriti A. Borkvelli
magistrikraadi imber filiisika-mate-
maatikakandidaadi kraadiks ning kin-
nitati  professori  kutse.  Aastatel
19471952 tootas proi. A. Bork-
vell TPI stalistika ja raamatupidami-
se kateedri juhataja kohustetiitjana.

1947, a.
Instituul ning 1952. a. selle baasit
Tallinna Pedagoogiline Instituut. Sel-
le oppeasuluse matemaatika kateedri
juhatajaks sai prof. A. Borkvell. Ala-
tes 1952. a. kuni pensionile siirdumi-
seni 1960. a. pithendas ta end téieli-
kult t66le viimascl ametikohal. Prof.
Albert Borkvell suri Tallinnas 14. juu-
1il 1963. a.

Pirandina on prof. A. Borkvell
meile jatnud mitukiimmend {ildhari-
duslike koolide, kutsekoolide ja kérge-
mate koolide jaoks kirjutatud opikut
ja kasiraamatut.

loodi Tallinna Opelajate

7 Matemaatika ja kaasacge V

A. Borkvelli opikud
keskkoolidele:

I.  Matemaatilise analiiiisi p6hi-
moisted ja rakendused. Opperaamat
kesk- ja kutsekoolidele. Trt., 1927,
216 1k.;

2. Stercomeetria.
kesk- ja kutsekoolidele.
52 1k;

3. Matemaalika, Tiiisika ja kos-
mograafia tabelid ja valemid kesk-
koolidele. Trt., 1927, 116 Ik.;

4. Trigonomeetria. Opperaamat
kesk- ja kutsekoolidele. Trt, 1929,
128 1k.;

5. Analiiiitiline geomeetria. Oppe-
raamal  keskkoolidele.  Trt.,, 1931,
150 1k.;

lkaasaulorina

Opperaamat
Trt.,, 1927,

(koos A. Kasvandi,

F. Laarensi, K. Maasiku, O. Paasi
ja A. Vihmaniga):
6. Keskkooli geomeetria. I1—III.

Trl., 1936; 2. ir. (I) Trt.—Tin. 1940;
3. ir. (I), Tin. 1940;

7. Keskkooli algebra. I—II. Trt.,
1936-—-1937;
-arilmeetika. Trt.

8. Keskkooli
1936;

9. Kontrolloid keskkoolidele. I—
IV. Tri., 1936—1937;
korgematele koolidele:
1. Logarilmiline liineal. Trt., 1929,
64 Ik,
2. Tasapinnalise ja ruumilise ana-

liiitilise geomeetria pohijooni. Trt.,
1937, 357 1k.;

3. Matemaatilise analiilisi  pohi-
jooni. Trt., 1939, 492 Ik.;

4. Sfadriline trigonomeetria. Trt.,

1940, 76 1k.;

5. Harilikud _ diferentsiaalvérran-
did. ‘Trt., 1941, 263 1k.;

6. Analiiiitiline geomeelria.
1949, 573 lk.;

7. Arvutuslitkati teooria ja kisit-
semine. TIn., 1. tr. 1950, 136 Ik.; 2.
iimbertd6t. ja tdiend. tr. 1956, 159 1k.;
3. tr. 1963, 160 1k

8. Toeniosusteooria
Tln., 1958, 132 1lk;

9. Matemaatilise analiiiisi kursus.
I. Tln., 1958, 456 1k.; IL. Tln., 1960,
180 Tk.

Trt,,

pohijooni.
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«MINSK-2»> — ESIMENE POOLJUHTIDEL ELEKTRONARVUTI

VABARIIGIS
J. Pukk

Cha suurenev arvulustéode maht Suhteliselt suur tootlikkus, korge
teaduslike, tehniliste ja majandus- téokindlus, suur méluseadmete maht,
probleemide lahendamisel nduab jar- paindlik ja kiire andmete sisseviimine
jest taiuslikumat ja tookindlamat ja vdéljatoomine, liikuva koma reZiim,
elektronarvutite parki. Kaesoleva  arvuti vdike gabariit ja eriliste nduete
ajani tO06tas meie vabariigis kolm  puudumine ruumi suhtes, kuhu arvuti
elektronarvutit — «Ural-1» ja  illes monteeritakse, teevad arvuti
«Ural-4» TRU arvutuskeskuses ja  «Minsk-2» kasutamise mugavaks ja
«M-3» TA Kiiberneetika Instituudis. Okonoomseks. Kuma arvutis on efte
Koik need arvutid on ehitatud aga  ndhtud alfabeetilise informatsiooni

elektronlampidel, millel on piiratud
tootamisaeg ja mis tarvitavad palju
elektrienergiat.  Seetottu on nende
arvutite ekspluateerimine tiilikas ning
ebakindel. Lamparvutid néuavad iga-
paevast profiilaktikat, mistottu nende
keskmine kasulik aeg (s. o. aeg, mille
viltel arvutit saab kasutada arvutus-
t66deks) on umbes 18 tundi &6péevas

sisseviimine ja véaljatoomine, siis on
arvutil «Minsk-2» hea lahendada ka
majandusiilesandeid ning muid {iiles-
andeid, mis on seotud tdhelis-numb-
rilise informatsiooni t66tlemisega.

Arvuti on konstrueeritud selliselt,
et seda on vdimalik komplekteerida
vastavalt konkreetsetele vajadustele.
Niiteks on kiillaltki viikeste lisakulu-

ehk 75%. tustega voimalik muuta arvuti
Viimastel aastatel on kogu maa- «Minsk-2»  suureks informatsiooni
ilmas suurt tdhelepanu podratud t66- iimbertootlevaks — siisteemiks, millel
kindlate pooljuhtelektronarvutite  oleks vdimalik rahuldada rahvama-
konstrueerimisele. -Noukogude Liidus  jandusndukogu vajadused arvestus-,
toodetakse todstuslikult mitut tiiiipi  planeerimis- ja tootmise juhtimise
pooljuhtarvuteid. Kdesoleva aasta au-  t66de osas.
gustis sai ka TA Kiiberneetika Insti- «Minsk-2» pohiseadmete koost6od
tuut pooljuhtarvuti, mis kannab ni- v6ib kujutada jdrgmise lihtsustatud
metust «Minsk-2», blokk-skeemiga:
i J :
voo¥ R T N :
U 2 —)l FERRIITMALU |.......> | LINTMALUD :
JUHTSEADE I i 5 e e
N T 2 | ) :
P e ~| ARITMEETILINE SEADE |
: 1 [ :
v ‘ v : :
! SISENDSEADEI | VALJUNDSEADMED l """""""""""
T
lahendustulemused

programm ja
lihteandmed

informatsioonivahetuse ahelad

juhtimisahelad



Arvuti  on 37-jarguline, kasutab
kahendsiisteemi. Arvusid voib esitada
kas fikseeritud v4&i litkuva komaga.
kusjuures kiske tdidetakse loomulikus
jarjekorras. «Minsk-2» sooritab sekun-
dis 5000—6000 tehet teaduslikel ja in-
senertehnilistel arvutustel (liikuv koma)
ning umbes 10000 tehet majandus-
vbi loogikaiilesannete (pohiliselt fik-
seeritud koma) lahendamisel. Seega
on «Minsk-2» oma toodkiiruselt vordne
arvutiga «Ural-4». Maha aga jdidb ta
viimasest sisend-védljundseadmete poo-
lest.

Informatsiooni salvestamiseks ka-
sutatakse ferriitmdlu ja magnetlinte.
Ferriitindlu  vdib  salvestada 4096
37-kohalist  kahendarvu, kusjuures
milu poole pdordumise kiirus on
24 psek. On voimalik teise sama
suure ferriitmédlu  juurdeliilitamine.
Lintmélusse on vbimalik salvestada
400000 37-kohalist arvu, kusjuures
informatsiooni vahetamise kiirus ar-
vutiga on 2000 arvu sekundis. Vas-
tavalt vajadusele on voimalik juurde
lilitada veel kuni 3 blokki lintmalu-
seadmeid ja saavutada seega lint-
milu mahuks 1,6 miljonit arvu. ;

Sisendiks on fotoelektriline seade,
mis kasutab nii spetsiaalses kui ka
rahvusvahelises koodis perforeeritud
linte. Sisendseadme tookiiruseks on
60—80 arvu sekundis.

Viljundseadmetena toédtavad:

1) triikkkimisseade, mille abil on voi-
malik triitkkida vastuseid nii kahek-
sand- kui kiimnendsiisteemis kiiru-
sega 20 arvu sekundis;

2) perforaator nr. 1, mis perforeerib
informatsiooni kiimned-kahendsis-
teemis, kaheksand-kahendsiisteemis
ja telegraafikoodis;

3) perforaator nr. 2, mis annab in-
formatsiooni véilja telegraafikoo-
~dis.

Perforaatoritelt saadud lintide eda-
siseks 166tlemiseks voib  kasutada
telegraafiaparaate, mis tritkivad vélja
informatsiooni tabelite v6i muul ette-
antud kujul. Perforaatorid t66tavad
kiirusega 20 tdhte vo6i numbrit se-
kundis. .

Uheaegselt  voivad 1iodtada kas
tritkkimisseade ja perforaator nr. 2 voi
molemad perforaatorid. Véljundsead-
mete tootamisel arvuti 66 ei lakka.
Niiteks on iiheaegselt voimaiik lahen-
dada iiht iilesannet ja triilkkida va-
rem lahendatud iilesande vastuseid,

Arvuli koigi seadmete valmistami-
seks on kasutatud pooljuhtdioode ja
-trioode, scaljuures trioode on ar-
vutis 7200 tk., dioode 17500 tk.

Arvuti tarvitab tunnis kuni 4 kVA
elekirienergiat, t66tades 220 -V vorgu-
pingel. Normaalseks. ekspluatatsioo-
niks vajaliku ruumi. pindala omn
40—50 m?. ; ,

Nagu cespool mainitud on arvutit
voimalik  liiustada, -lisades juurde
ithe ferriitmdlu ja- 3 lintmdlu blokki.
Peale sclle on voimalik arvutiga
iihendada perfokaart-sisend ja 128-jar-
guline Tlaitriikkimisseade.

Arvuti iilesseadmiseks ja hidlesta-
miseks kulus TA Kiiberneetika Insti-
tuudis kaks nidalat ja alates 24. aug.

on arvuli ekspluatatsioonis. Esimese
kahe kuu andmete jérgi on arvuti
kasulik 166aeg 95—98%, kusjuures

pohilisteks scniavastatud vigadeks on
kontaktivead.

Uue tockindla pooljuhtarvuti eks-
pluatatsiooniandmine voimaldab meie
vabariigi teadlastel, inseneridel ja
majandusmeestel teostada suuremahu-
lisi arvutustéid. Asjast huvitatud voi-
vad p6éérduda TA Kiiberneetika Insti-
tuudi poole, kus alati hea meelega
tutvustatakse nii arvutit kui tema
kasutamisvaimalusi.

MULJEID TEADUSLIKELT KONVERENTSIDELT

U. Lumiste

Mitmes meie maa iilikoolis algas
1964. aasta siigissemesier matemaa-
tikaalase teadusliku konverentsiga.
Kahest neist votsid osa ka Tartu
matemaatikud.

7*

Tomski iilikool korraldas 8.—13. sep-
tembrini III Siberi korgemate koolide
vahelise matemaatika ja mehhaanika
konverentsi. Osavotjaid oli  mitte
ainult Siberi, vaid ka NSVL Euroopa-
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osa linnadest — ddrmisteks = olid
iihelt poolt Vladivostok, teiselt poolt
Vilnius ja Tartu. Eesti matemaati-
kuid esindas allakirjutanu, kes esines
kahe ~ ettekandega geomeetria sekt-
sioonis ning tutvus oppe- ja teadus-
liku t66 korraldusega 'matemaatika
alal Tomski iilikoolis. Suurepdraselt
organiseeritud  konverents  haaras
oma 9 sektsiooniga koiki Siberi kor-
gemates koolides viljeldavaid matc-
maatika- ja mehhaanikaharusid (funkt-
siooniteooria,  diferentsiaalvorrandid,
geomeetria, algebra, arvutusmatemaa-
fika ja kiiberneetika, teoreetiline
mehhaanika, elastsuse ja plastilisuse

teooria, teoreetiline astronoomia ja
geodeesia, matemaatika  Opetamise
metoodika).

Huvipakkuv oli tutvumine linnaga
ja selle iimbrusega. Tomsk on tiiiipi-
ine iilikoolilinn, vahest suuremalgi
maaral kui Tartu. Umbkaudu 250 tu-
hande elanikuga linnas t66tab 7 kor-
gemat Oppeasutust, peale selle mit-
meid  uurimisinstituute, iga viies
elanik on iilidpilane. Ulikool, iiks
vanemaid NSV Liidus ja esimene
Siberis, on asutatud 1888. aastal.
Suure austusega meenutatakse seal
Tartu .iilikooli kasvandikku T. Molieni,
kes 1900. aastal siirdus Tomskisse ja
pani seal aluse Siberi matemaalikutc

kollektiivi kujunemisele. Tema port-
ree ripub aukohal ilikooli algchra
kateedris.

Meeldejddv oli kondida ihtse mas-
siivina tundrateni ulatuva taiga scr-
val, korjata maitsvaid seemmneid sisal-
davaid kibisid  polises seedrimetsas,
ujuda karges Siberi joes.

Tagasiteel oli voimalus
NSVL Teaduste Akadeemia
osakonna Novosibirski  teadusliku
keskusega («akadeemilise linnakese-
ga»). Ehitatud viimase seitsme aasta
jooksul Obi- mere kalda méannimetsa,
moodustab praegu meie maal ainu-
laadse teaduslike instituutide komp-
leksi, milles iiheks keskseks on Ma-

tutvuda
Siberi

temaatika Instituut oma arvukate
sektoritega.
17.—23. septembrini toimus Har-

kovi iilikoolis II Uleliiduline geomeet-
ria konverents. Tartu matemaatikuist
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votsid sellest osa allakirjutanu, virs-
ked fiilisika-matemaatikakandidaadid
R. Mullari ja M. Rahula ning iiliopi-
lased R. Kolde ja A. Parring (vii-
mased {ihendasid osavotu konverent-
sist turismiga, kasutades Harkovisse
joudmiseks «Autostoppi»).
Konverentsil toimunud ettekanded
andsid téieliku {ilevaate geomeetria
arengust NSV Liidus viimase kahe
aasta jooksul, mis on moéddunud eel-
misest konverentsist Kiievis 1962. a.
suvel. Suurl edu on saavutanud
mitteregulaarsete  pindade  teooria
uurijad eesotsas akad. A. D. Alek-
sandrovi, prof. A. V. Pogorelovi ja
prof. N. V. Jefimoviga. Meie silmade
all on siindimas uldiste (mitteregu-
laarsele) sadulpindade teooria. (Ul-
diseks sadulpinnaks nimetatakse
pinda, millest ei saa lasandiga &ra
16igata iihtegi kumerat «miitsi»; nad

‘on vastandiks -kumeratele pindadele,

millede teooria on juba iisna kaugele
arenenud). Viljakalt on diferentsiaal-
geomeetria ja Lie’ rithmade teooria
meetodeid kasutatud aeg-ruumi ja

gravitatsiooni  teooria  probleemide
uurimisel. Nii on niiteks Kaasanis
prof. A. Z. Petrovi juhendamisel
lopule  viidud  Einsteini  ruumide

klassifitseerimine liikumiste rithmade
jargi, mis tdiendab laia {unnustuse
voilnud Pelrovi klassifikatsiooni. Edu-
kall on arencnud Riemanni ja ildista-
tud ruumide {eooria, seostuste, dife-
renlsiaalvorrandisiisteemide geomeet-
rilisc teooria jms. uurimine Moskva
koolkonnas, mida juhivad prof.
P. K. RaSevski ja prof. G. F. Laptev.
Mainitu  korval  oli . konverentsil
jultu geomeetria rakendustest variat-
sioonarvutuses, mehhaanikas, tehnikas
(kujutav geomeetria ja nomograafia)
jm. Konverentsi programmi olid liili-
tatud ka allakirjutanu ning R. Mul-

lari, M. Rahula ja L. Tuulmetsa
cliekanded.
Vaba aega kasutasid konverentsi

kiilalised tutvumiseks Harkovi vaata-
misvddrsustega, jalutuskiikudeks linna
avarates parkides ning, mis koige
tdhtsam, erialalisteks vestlusteks ja
isiklike  kontaktide - siivendamiseks.
Uuesti otsustati koguneda 1967. a.
Kaasanis. b



VABARIIGI NOORIM

Kéesoleval oppeaastal avati arvutus-
mateinaatikute-programmeerijate ette-
valmistuseks vastav klass Noo kesk-
kooli juures, mis on vabariigis noo-
rimaks selletaoliseks. Varem tootas
selliseid klasse kaks: itks Tartus ja
teine Tallinnas. Kui ménigi skeptik
arvas, et uue klassi komplekteerimine
maakeskkooli juurde ei anna tule-
musi, siis on ta eksinud. Soovijaid
oli palju rohkem, kui oli voimalik
vastu votta. See on ka tidiesti aru-
saadav, sest Tallinnas ja Tartus puu-
duvad koolidel internaadid, kuid ma-
temaatikahuvilisi Gpilasi leidub {ile
vabariigi koigis koolides.

24. juuni hommikuks kogunes NGo
keskkooli 62 opilast vabariigi
44 kesk- ja kaheksaklassilisest koo-
list, kaasas vajalikud dokumendid ja
hea tahe. 8 tundi kuulas komisjon
opilaste vastuseid ja otsustas vasiu
votla 36 oOpilast vabariigi 28 eri koo-
list. Opilaste teadmised olid enamu-
ses head, oli ndha, et nad olid tési-
selt ette valmistunud. Ainult paaril
juhul jdi mulje, et oli tuldud onne
katsuma ja sedagi klassikaaslaste
ohutusel. Rajoonidest domineeris
Piirnu, koolidest Tiiri keskkool. Vastu-
voetud opilaste dokumente sirvides
ilmnes, el ka sissesaajate hulgas oli
kdige rohkem Pédrnu rajoonist — 10,
Tiiri keskkoolist 3, Viljandi IV 8-kl
koolist 3 ja Virula 8-kl. koolist 3,
mujalt juba vihem. Nimetatud koo-
lide  malemaalikadpetajatele  tuleb
delda suur tanu seclle eest, et nad on
suutnud opilastes kasvatada armas-
tust matemaatika vastu ja andnud
neile kindlaid tcadmisi.

Mingisugusle kokkuvolete tegemine
paarikuuse téoaja jirgi on loomuli-
kult veel varavoitu; ithle aga voib
kindlalt delda: tootahe on koigil suur.

0. Karu

METOODIKA-ALANE SEMINAR
TARTU RIIKLIKUS ULIKOOLIS.

Kéesoleval oOppeaastal jiatkab oma
t66d Tarlu Riikliku Ulikooli teoreeti-
lise mehhaanika kateedri juures olev
matemaatika metoodika seminar. See
on juba seminari viies t6daasta. All-
jargnevas piillame anda liihikese iile-
vaate seminari toost.

Seminari tockoosolekutest osavot-
jateks on enamasti vabariigi mate-
maatikadpetajad, ja just neile ongi
see seminar eeskdtt méddratud. Seega
seminari {itheks eesmirgiks on Ope-
tajale silmaringi lajiendamine ning
teadmiste laseme 10stmine oma eri-
alal. Kuid see pole koik. Teise tdhtsa
osa seminari t66st moodustab koge-
muste vahetamine ning vabariigi koo-
lides matemaalika Gpetamisega seo-
ses olevate kiisimuste labiarutamine.
Nimelatud seminari kaudu saab ka
haridusministeeriumi matemaatika
ainekomisjon, mille esimeheks on se-
minari juhataja teoreetilise mehhaa-
nika kateedri dotsent O. Prinits, pi-
dada paremat kontakti vabariigi ma-
temaatikadpetajatega. Metoodika-alane
seminar nagu jatkaks, kuigi véik-
semas ulatuses, matemaatikute ja
fiiisikute teaduslik-pedagoogilise kon-
verentsi t66d matemaatika alal kon-
verentside vaheaegadel

Parema iilevaate saamiseks nime-
tatud tooloikudest toome &dra mo-
nede eelmise aasta seminaride ette-
kannete teemad:

B. Henrichson,  Eksponentfunkt-

siooni graafik arvutusvahendina
{1959).

G. Rigo, Tihtsamaid probleeme
matemaatika opetamise alalt uues

tookeskkoolis  (1959).

. Etverk, Keskkooli 11 aslme ma-
temaatika programmist (1960).
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J. Depman, Klassivilisest toost ja
ateistlikust kasvatusest matemaatika
opetamisel (1960).

U. Lumiste, Geomeetria aksiomaati-
lise késitlemise voimalustest kesk-
koolis (1960).

L. Tanimde, Matemaatika ja fiiii-
sika oOpetamise lihendamisest (1960).

O. Prinits, Tuletise ja integraali
moistete kasitlemise tulemustest kesk-
koolis (1961).

M. Ross, Propedeutilise geomeet-
ria kursuse koht koolimatemaatikas
(1961).

A. Telgmaa, Arvutuslitkati kéisitle-
misest 8-klassilises koolis (1961).

O.  Prinits, Matemaatika-alasest
klassi- ja koolivilisest t66st (1962).

E. Tamme, Vastuvotueksamite tule-
mustest Eesti NSV korgemates koo-
lides 1962. a. (1962).

0. Kirner, Ratsionaalarvude késit-
lemisest VI klassis (1963).

E. Noor, Fusioonist matemaatika
opetamisel (1963).
Kéesoleval oppeaastal on peetud

juba kaks ettekannet:

J.  Reimand, Transpordiiilesannete
lahendamise voimalusest keskkoolis,
1. Unt, Oppet6oé individualiseerimise
probleemist.

Peale selle on kisitletud ENSV
korgemate koolide 1964. a. vastuvotu-

eksamite  tulemusi (J.  Reimand,
A. Kass ja L. Meijel).

Jirgnevates seminarides kavatse-
takse vahetada motteid kilsimuste

tile, mis on seotud jidtkuva koolire-
formiga. Iga seminarist osavdtja on
teretulnud, olgu siis kas aktiivse
kuulajana voi ettekande esitajana.
Teated seminari aja, koha ja pdeva-
korra kohta saadetakse kohalikesse
haridusosakondadesse koolidele teata-

miseks.
K. Velsker

TOIMUB JARJEKORDNE TAPPISTEADUSTEALANE KONVERENTS
ENSV TA Loodusuurijate Selts, Tartu Riiklik Ulikool ja ENSV Haridus-

ministeerium korraldavad 7.—9. maini

1965. a. Tartus III teaduslik-peda-

googilise konverentsi «Tdppisteaduste arengu ja metoodika pohikiisimusi Eesti
NSV-s», mis on pithendatud ENSV 25, aastapdcvale. Konverentsi ettekannetes
késitletakse esmajoones jargmisi kiisimusi:

1) iilevaated ulatuslikumatest toodesl ja uurimissuundadest tdppisteaduste

alal ENSV-s;

2) perspektiivsetest téodest ja suundadest tdppisteaduste alal ENSV-s;

3) mittetdppisteadlaste fiiitsika- ja matemaatika-alasest ettevalmistusest;

4) kaadri ettevalmistusest tidppisteaduste alal,

5) oppetoost tippisteaduste alal alg- ja keskkoolides ning kesk-eridppe-

asutustes;
6) programmeeritud Opetamine.

Organiseerimiskomitee loodab, et konverentsil toimub ulatuslik motete-

vahetus tdppisteaduste arengu probleemide iile meie vabariigis. Peale nime-
tatud probleemide on konverentsil otstarbekohane avaldada arvamusi veel
teisteski olulistes kiisimustes, nagu nditeks teaduslike uurimistédde koordinee-
rimine, vastava-alase. kirjanduse viljaandmine, ENSV f{iiiisikute ja matemaa-
tikute organisatsiooni loomine jne.

Konverentsi ettekannete lithikokkuvotted antakse vidlja omaette kogumi-
kuna.

Konverentsi ajal korraldatakse ka ekskursioone: Toravere observatooriumi,
TRU arvutuskeskusesse ja mujale. )

Konverentsiga seotud kiisimustes p6orduda organiseerimiskomitee poole
aadressil: TRU, V. Kingissepa 16, arvutusmatemaatika kateeder.
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Eesti NSV-s ilmunud matemaatika-

alase kirjanduse nimestik
September—oktoober 1964

(Koostanud E. Annus)

RAAMATUD

Allik, K. ja Tecddr, M Pro-
gramm, metoodilised juhendid ja kont-
rolltééde iilesanded korgemas mate-
maatikas kaugdppeteaduskonna 11 kur-
suse iiliopilastele. TIn., 1964. 48. 1k.
(Tallinna Poliitehniline Instituut.) —
Tritkitud rotaprindil 1000 eks.

Kujutav geomeetria. Harjutusiiles-
anded. TIn., 1964. 59 lk. (Tallinna
Poliitehniline Instituut.) — Pealk. eces

autorid: M. Kraaving, N. Palu-
veer, O. Rink, E. Vallas -
Triikitud rotaprindil 2500 eks.

Liin, L, Tammi, J. ja Loon-
de, J. Korgem matemaatika. Pro-
gramm, metoodilised juhendid ja
kontrolltoode tilesanded kaugoppetea-
duskonna 1 kursuse iliopilastele. Tin.,

1964. 72 1k. (Tallinna Poliitehniline
Instituut.) — Tritkitud rotaprindil
1200 eks.

Metoodilised juhendid kujutava geo-
meetria alal TPI kaugoppeteadus-
konna koikide erialade iiliopilastele.
Tin, 1964. 11 1k. (Tallinna Poliiteh-
niline Instiluut.) — Triikitud rota-
prindil 500 cks. — Sama ka vene kee-
les.

A. Arvutusliikatil arvu-
ERK,

Vihman,
tamise oOpetus algajatele. Tin,,
1964. 68 lk.

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika Opctajatele ja &ppi-
jatele. IIlI. Trt, 1964. 96 1k. (Tartu
Riiklik Ulikool.)

Sisu: J. Gabovits Opereerimine hul-
kadega. — A. Taulis. Matemaalilise loo-
gika rakendusi. -~ J. M. Gaiduk. Kuni

matemaatik teid ninapidi veab . E.
Tamme. Norbert Wiener (1894——!964) —
A, A . Ljapunov ja E. V, Jablons-
ki. Kiiberncetika teoreetilisi probleeme. —
U. Ennustec. Maatriksite teooria majan-
dustcaduses. -~ 1. Kull. Transport ja
matemaatika. — II. Espenberg. Pytha-
gorase teoreemist. — O. Prinits. Mate-
maatika Opetamise rcformitaotlusi Ameerika
Uhendriikides. — Uleliidulise matemaatika-
oliimpiaadi iillesanded. -~ L. Vdhandu.
Vancemast cestikeelsest matemaatilisest kir-
jandusesl. — Ii. Epler. Prof. Jaan Sarve
elust ja tegevusest. — U. Kaasik., V. M.
Gluskov — Lenini preemia laureaat. —
Gabovits. A. J Maltsev — Lenini
preemia  laurcaat, — Ariva ja
M ahula. Esimene eestikeelne dife-
rentslaalgeomcetria opik. (Lumiste, U. Di-
ferenisiaalgeomcetria, 1963.) — U. Kaa-
s i k. Motleid iihe artikli lugemisel, (Riink.
O. Arutlusi pooérdteoreemi mdiste {imber.)
-- 8. Ulm. Ulevaade Tallinna matemaati-
kaseminari 166st aastail 1958 — 1964, —
U. Kaasik. Dotsent J. Gabovitd 50-aas-
tanc. Opetaja A, Lehis 65-aastane. —

Uusi lcaduste kandidaate (G. Vainikko ja
M. Rahula), -~ K. Velsker. Uleliiduline
matemaalikaoliimpiaad, — Annus.

Eesti NSV-s ilmunud matemaatika-alase
kirjanduse nimestik Jaanuar—aprill 1964. —
Ulesandeid.

PERIOODIKAS ILMUNUD ARTIK-
LID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia
Toimetised. Fiilisika-matemaatika ja

tehnikateaduste seeria. Tln., 1964.

Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid

(vene k., reslimeed eesti jainglisek.):

U. Lumiste. Vahelseisu mudclitest. —
L. Tuulmets. Minimaalkongruentsi V; pai-
nutamine ruumis R, — S. Ulm. Majoran-
tide printsiip ja kodlude meetod.

* *

Eero, A. Arilmeetika {ilesannete
lahendamisest 1. ja 2. klassis. —
«Noukogude Kool», 1964, nr. 9,
1k, 705—711.

Undusk, A. Matemaatika opeta-
mise scostamisest eluga. — «Nou-
kogude Kool», 1964, nr. 10, lk. 761—

7606.
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A. Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1. Vordhaarse kolmnurga alus on a ja kdrgus #. Leida ringjoone raadius
r, mis puutub kolmnurga haarasid ning mille keskpunkt on kolmnurga aluse
keskpunktis.

2. Toestada: kui ¢4-8+p+4 =0, siis

€0s 2@ -J- cos 2f -I- cos 2y -i- cos 20 ==
== 4(cos @ cos B cos p cos § — sin a sin f sin p sin ).

3. Asendage .alljirgnevas liitmistehles tihed numbritega (crinevatele téh-
tedele vastavad erinevad numbrid):
NEWTON

KLEIN

KEPLER

4. Toestada, et n -4 puhul n?--3n ci ole tdisruut.

=+

B. Ulesandeid korgemast matemaatikast

1. Vordkiilgsed kolmnurgad kiilje pikkusega 1, 3, 5, 7,...on paigutla-
tud nii, et nende alused asuvad jérjestikku (ilma vahedeta) anlud sirgel ning
tipud asuvad sellest sirgest ithel ja samal pool. Toestada, ¢t kolmnurkade
tipud asuvad paraboolil, kusjuures nende kaugused parabooli fookusest viéljen-
duvad. tdisarvudena.

2. Lahendada diferentsiaalvorrand
xX2(1—x)y”"--2x(2—x)y | 2(1  x)y=-x2

KOGUMIKU KOLMANDA VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED

A. Elementaarmatemaatika

Ulesande nr. 1 lahendus. Kimnest suurem algarv on kas kujuga
6n -1 voi 6n— 1. Kui progressiooni liikmed on a;==6n,--1, a,-==6ns-1-1,
a3 = 6n3 + 1, siis progressiooni vahe d jagub kuuega, sest
d = 6(ng— ny).
Juht a;==6a-—1, a,==6b+-1 ei saa esineda, sest siis
=6b—6a-- 2 ning
a3==0ay -+ d=3(4b-—-2a - 1)
pole algarv. Samuti saame vcenduda, ct ka @,-:6a-+ 1, ag== 66--1 puhul on
a3 kordarv.
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Ulesande nr. 2 lahendus. Olgu vorrandi x2+ Ax -+ B=0 lahendid a
ja b ning vorrandi x2-- Cx -+ D ==0 lahendid ¢ ja d. Vieta teoreemi pohjal
saame vorrandile

anda kuju

2x2 —(a-b-|-cH4dyxJ-ab+cd=0
ehk

(x— @) (x — b) (¥ — ¢) (x — d)=0.

Niiiid on kerge veenduda, et selle vorrandi lahendid ei saa olla suuremad kui
! ja vaiksemad kui —1. Kui x > 1 vdi x <{—1, siis on viimase vorrandi vasak
pool positiivne.

Ulesande nr. 3 lalhendus. Kuubi ABCDA’B’C’D’ loikamisel tasandiga
AB’D’ saame loikeks vordkiilgse kolmnurga. LGigates kuupi pohjaga paral-
leelse tasandiga saame I6ikeks ruudu ning lGigates kuupi tasandiga AB’D’
paralleelse tasandiga, mis ldbib serva B’C” keskpunkti, saame loikeks korra-
pirase kuusnurga. Korrapérast viisnurka pole voimalik loikena saada, kuna
igal viisnurgal, mis tekib kuubi l6ikamisel tasandiga, or kaks paari paral-
leelseid kiilgi.

8

] c
i N\

A : (4
[
|
!
o L__J¢ 0
4 \ T

’ 7
A 0 A ¢
Joonis iilesande nr. 3 juurde Joonis ilesande nr. 4 juurde

Ulesande nr. 4 lahendus. Olgu siseringjoone raadius r. Kolmnurgast
0,0P saame

) @
r—ry=(r—-r)sin 5

millest
| — sin+ 1-—cos 222
2 ¢ 2 T a
reoor- P r T rtan i
1+sm—2— 1 -} cos 5
Analoogilisclt leiame, et
7T — 7y
I'-g“ = rtan? 1 ﬂ , ra==rtan? - .4 ! .
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Seega

_ _ T—a
Vrreg+ Vreirs+ Vrers=r (tan 7

N x—8 a—y
|- tan 7 tan 1 )

__ﬂ - —7
-tan —!—tan 4 .tan %~ 3 +

Tuginedes teoreemile, et
01+ @2+ 3= % puhul tang, tan ¢, 4 tan ¢, tan @3 -+ tan @, tan @3 =1,

saame

r=Vrirg4 Vrirs-- Vrafs

B. Korgem matemaatika

Ulesande nr. 1 lahendus. . Kompleksarvud 99 —5i, 21 +i ja 239 —
saab lahutada teguriteks jargmiselt:
99 — 5i = (1 — i) (4 + )3,
21 4i=(1—i)(441i) (3 2i), }
939 — i = (—1 — i) (3 -+ 2i)".

(1)

1
Kompleksarvude 4-i ja 34 2i argumendid on vastavalt «=arctan 3

ﬁt_—_arctang. Kompleksarvude 1-—i ja —1— argumendid on vastavalt

3
——% ja — —41 . Et vordusle (1) moélemate poolte argumendid on vordsed, siis
saame

w 5
30 — o = are tan gg — —are cot 19,8,

; 1
a—l—ﬂ—%:arctanﬁ:arccowl,

3n 1
4 — - =-—are tan 3g = —are cot 239.

Avaldades esimesest ja kolmandast vordusest ¢ ja § ning asendades nad
teise vorrandisse, saamegi
16 arc cot 19,8 + 48 arc cot 21 -+ 12 arc cot 239 =

Ulesande nr. 2 lahendus. Antud fokaalkoolud asuvad sirgetel
y="rki(x+c) ja y==~ky(x—c).
Maiirates nende fokaalkdolude otspunktid, leiame nendele fokaalkddludele vas-
tavad vektorid @ ja b. Saame
__(ga_b%v'l Fk?  2ab%, V] +kT2)
=T @RI T d%REf b2 )
G (2ab2 VI k?  2ab%,V1 Tk?)
- a2k, - b2 a2k,? - b2
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Seega otsilax pindala

|a><b|—2a2b4\/( *J—kz)(l-{—k;,) |Ry — &

(a2k12 + b2) (azkzz + bZ) .

Ulesande nr. 3 lahendus. Olgu ruudukujulise papitiiki kiilje pikkus a
ja temast valmistatava karbi kiilgtahu korgus x. Siis on karbi korgus

V3
. 2 '
alumise serva pikkus a-—2x ning {ilemise serva pikkus
a—2x -+ 2x cos 60° =a — x.

h = x sin 60° =

Karbi ruumala on

V= ;/ 3 (3a2 — 9ax - 7x2),

E)
VY’ vorrutamisel nulliga saame
7x2 — bax - a? =0,

millest
. 77(1
3-+kVe
Ulesande tingimusi rahuldab
_ _a
34V

Ulesande nr. 4 lahendus. Arvu tdisosa siimbolit [ ] kasutades v&ib
lihtsalt {iles kirjutada esinevate jadade {ildliijkmed (n-ndad liikmed):

jada H,(N) iildliige on n+ [n—l] .

jada S(Hs(N)) ildliige on nz—[—;i] : [”‘2H

jada Hy(S(Hy(N))) ildliige on 3n2—3n + I,
jada S(Hz(S(H4(N)))) ildliige on nd
Analoogiliscll saame teisel juhul:

jada Hy(N) iildliige on n+ [“2],

jada S(H (V) ilatiige on nr—[5] - [2] ~ [5]- [%2 -
S ESN Y
3

jada Hy(S(H(N))) iildliige on nz—ﬂ+1+2[n_1] [n—2|—1]‘

jada S(Hy(S(H,(N)))) iildliige on n?— 2n [g][”;”]

jada Hy(S(H3(S(H4(N))))) iildliige on 4n3 —6n2 4 4n —1,
jada S(Hy(S(Hy(S(1,(N)))))) dldliige on nt.
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RAHVUSVAHELISTE MATEMAATIKAOLUMPIAADIDE ULESANNETE
LAHENDUSI.

Kogumiku «Matemaatika ja Kaasaeg» teises vihikus avaldati rahvusvahe-
listel koolinoorte matemaatikaoliimpiaadide! lahendamiseks antud {ilesanded.
Lugejaskonna soove arvestades alustame kéesolevaga ka nende iilesannete
lahenduste avaldamist.

1 oliimpiaad.

2ln -4
14n - 3

Ulesanne nr. 1. Toéestada, et murdu ei saa taandada iihegi

naturaalarvu »n Kkorral.
Lahendus. Kasutades teisendusi
platd o Tndl 11
14n + 3 14n +3 2 2(l4an+3)

saame murru, mille lugejal ja nimetajal pole ithiseid tegureid. Ulesannet voib
lahendada ka Eukleidese algoritmi abil.

Ulesanne nr. 2. Leida, milliste x-i reaalarvuliste vadrtuste korral keh-
tivad vordused

A Vet vi—1+Vx—vVam—1- 12

D) Vg var—i+4 Ve—var—1i-1,

o9 Vit Var=it Vi Vit 2,
kusjuures juurtele omistatakse ainult positiivne tdhendus.
Lahendus. Ulesandes esinevate vordustec vasak pool on reaalarvulise

1 I
vadrtusega, kui x> sest siis 2x-—1>0 ning x4+ V2x—1>0. Vordusi

,/Qu
rahuldavate x-i vdidrtuste leidmiscks tostame nende modlemad pooled ruutu.
Kuna ]

Vet v T+ Vr—vax—1) —xvax—1-4

=22 Va? 20 1=2x+2]x—1],
siis taandub {ilesanne jérgnevale:
milliste x-i vaartuste korral

a) x-Hlx—1]=1,

b) x - |jx — 1| = %

c) x+|x—1]=2
Kuna %gxgl puhul x-+-jx —1-=x-+1—x=1 ja 1< x< oo puhul
X+lx—1]=x4+xr—1=2x—1, siis

1
a) kehtib, kui 2<x< 1, b) ci kehti Ghegi x-i vdirtuse korral. ¢) kehtib,

kui x = %
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Ulesanne nr. 3. On antud vorrand cos x suhtes:
a-cos?x--b-cosx 4 c=0,
kus a, b ja ¢ on mingid reaalarvud. Koostada a, & ja c abil ruutvorrand,
mille lahenditeks on cos2x vastavad vairtused.
Vorrelda antud ja koostatud vorrandit juhul, kui a=4, b==2 ja ¢=—L.
Lahendus. Antud voérrandi teisendame Kkujule
a-cos?2x-|-c=-—bcosx.
Tostame niiiild vorrandi mdlemad pooled ruutu, korrutame 4-ga ja kanname
kaik liikkmed iihele poole:
4a2 cos? x -|- (4ac - 262)2 cos? x + 4¢2 = (.
Kasulades seos! 2cos?x = cos2x-{-| teiseneb vorrand ndutud kujule
a2 cos? 2x - (2a? -- 4ac — 2b2)cos 2x -}- (a? -+ dac — 2b2 -}- 4¢2) == (.
Juhul, kui a4, b==2 ja ¢==--1, saame vorrandiks
4 cos22x - 2cos 2x — | =0,
mille kordajad on vordsed antud vorrandi kordajalega, kui ka seal votta
a- 4, b 2 ja c—=—1

Ulesannce nr. 4. Konstrueerida tdisnurkne kolmnurk, kui on antud
hitpotenuus ¢ ja kui on teada, et hiipotenuusile tommatud mediaan on kaa-
telite geomeetriline keskmine.

Lahendus. a) Konstruktsioon.
Punkti A iunber joonestame ring-

joone raadiuscga —g— (joon. 1): Edasi

jooneslame  diameetri, mille 1aike- 5 o
punkte ringjoonega tdhistame B ja [/hc
B

€ uing paralleeli BC-le kaugusel—z- A &
Sce loikab ringjoont punktides F ja
D. Punkli ) ihendame B ja C-ga ja
ongi saadud ndutud kolmnurk BCD.

b) 'l'('ws(us Kolmnurga BDC pind-
ali S JBC.DE=j.c.t=g

2 4 8 .
Joonis 1.
3D - 2

Seega l\n/D‘i—-D—C-zt%t?. Kuna AD'-’::_(%) :3—102, siis BD.DC = AD?,
m.o.t.{.

Ulesanne nr. 5 Tasandil on antud 16ik AB ja sellel iiks seesmine
suvaline punl\t M. Loikudele AM ja BM kui kiilgedele on konstrueeritud ruu-
dud AMCD ja MBEF sirgest AB ihele ja samale poole. Nende ruutude
{imber joonestatud ringjooned, mille keskpunktideks on vastavalt P ja Q,
I6ikuvad peale punkti M veel mingis punktis N. Niisuguse konstruktsiooni
puhul:

a) loestada, ot sirged AF ja BC ldbivad punkti N;

b) toestada, et sirge MN 1ibib tasandil iiht kindlat punkti S, mis ei
soltu M asendist 16igul AB;

c) leida runtude keskpunkte {ihendava 16igu PQ keskpunkti geomeet-
riline koht, ki M asukoht 16igul AB muutub.
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Lahendus. a) Sirge AF [libib punkti N, kui / ANF=180°. Toe-
poolest, L ANF = / ANM - 4/ MNF = 4 ADM -~ (180° — / MEF) = 45°
+ 135°=180°, sest / ANM = / ADM (kui samale kaarele toetuvad piirde-
nurgad) ning £ MNF=180°— / MEF (kuna ringjoone sisse joonestatud
nelinurga vastasnurkade summa on 180°).

Sirge BC ldbib punkti N, kui / BNC ==(°. Toéepoolest,

/ BNC= / BNM — / CNM = / BFM — / CDM = 45° — 45° = (*.
b) Olgu O Idigu AB keskpunkt. Kui punkt S leidub, siis peab ta asetsema

F €
N AN p 4
0 ¢\ %
N / Na
P | "
1 I G
/| N\ / \\
/4 N v N
h 0 N
q P, MY Q, a
t
S
Joonis 2.
AB

punkti O lidbival ristsirgel. Naitame, ¢l OS == 5 S t. ei ole soltuv punkti
M asukohast.

A PGQ = A SOM, sest nad on molemad tiisnurksed, » = 9, kui ristuvate
haaradega nurgad ja

AB AM | MB MB | AM
MO:AO—AM;Q——AM7~7-2——{~~2——AM—-T+2——QG.
Kolmnurkade kongruentsusest jiareldub aga, et
AM  BM AB
—pc=2r 20 _127
oS G 5+ 5 5
c) Olgu Idigu PQ keskpunkt H. Tommates ldigule AB ristldigud PP, ja
QQ,, tekib trapets PQQ.Py, mille keskloik
1 1 {AM | MB AB
HH, =+ (PP, 4 QQ)) =7(T+7)——4
- AB _ | .
Seega punkt H asub loigust AB kaugusel e voetud paralleelsel sirgel.
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Ulesanne nr. 6. Tasandid P ja Q ldikuvad modda sirget p. Tasan-
dil P on antud punkt A ja tasandil Q punkt C. Kumbki neist punktidest ei
asetse sirgel p. Joonestada vordhaarne trapets ABCD alustega AB ja CD nii,
et temasse saab joonestada ringjoone ja et punkt B asetseks tasandil P ja
punkt D tasandil Q.

Lahendus. Trapets ja selle siscringjoon asuvad iihel tasandil, téhis-
tame selle R-ga. Et AB peab olema CD-ga paralleclne, siis peavad nad ka
sirgega p paralleelsed olema, samuti on siis R [| p. Tasandil R asetsev mingi
p-ga paralleelne sirge p’ médidrab siis killgede AB ja CD sihi. Kui votame p”
ldbi punkti A, siis peab ka punkt B sellel sihil asetsema. Libi punkti C
p’-ga paralleelsel sirgel peab asetsema ka punkt D.

Ulesande lahenduseni jouame jérgmise
konstruktsiooni abil (vt. joonis 3). On antud
sirge g ja sellel asetsev punkt A. Sirgest g
kaugusel AE on voetud sellega paralleelne A 13
sirge h, millel on antud punkt C. Tuleb konst-
rucerida trapets ABCD, millesse saab joonis-
fada ringjoone, nii et punkt B asetseks sirgel

g ja D asetseks sirgel h. o
a) Konstruktsioon. Tombame punktist A
ristloigu AE sirgele h. Joonestades ringjoone & H F

raadiusega EC keskpunktiga A saame sirgel h
punkti D. Poolitame 1digu DC ja poolituspunk-
{ist F tombame ristldigu FG’ sirgele g. Loigu c
G’F 16ikepunktiks AC-ga on G. Punktidega D :
ja G maaratud sirgel asetseb punkt B. Lopuks
konstrueerime loigu G‘F poolituspunkti ja joo-

R . AE
nestame ringjoone raadiusega 5 L

b) Toestus. Puutujanelinurga  omaduse
pohjal tuleb toestada, et vastaskiilgede sum- Toonis 3.
mad on vordsed:

24D = 2EC = 2EF 4 2FC == 2AG’ - 2DF == AB + DC.

Jirclikult on trapets iihele ringjoonele puutujanelinurgaks. Et trapetsi kaks
vaslaskitlge on kujutatud ringjoonte puutujaiks, siis on konstrueeritud trapets
puulujanelinurgaks just sellele ringjoonele. Ringjoon on konstrueeritav ainult
juhul, kui a < 45°.

Nuputamiseks

Jirgmistes iilesannetes on igas tehtes samad numbrid asendatud samade
tahiedeya, erinevad numbrid aga erinevate tdhtedega. Leida igale tdhele vas-
tav number (koikides iilesannetes eraldi)

) XABC DRSTUNI|LMN ¢ ><UKS
‘ B D RTYX |[“Uox ONU

CEEB TYYN PUIS

I'BCD TYYV 0OSAV
I GCGB Y (jaak) UKs
SAVIS
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