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'ALGEBRA POHIMOISTEID 1

Jevgeni Gabovits

Mo66dunud sajandi 16pul ja kdesoleva sajandi algul toimusid
matemaatika iihes vanimas harus — algebras — revolutsioonilise-
tahtsusega muutused. Uksikobjektide ja -operatsioonide uurimise
asemel hakati vaatlema suvaliste hulkade elementidega defineeri-
tud algebralisi operatsioone. Algebra muutus hulgateoreetiliseks ja
aksiomaatiliseks distsipliiniks. Need muutused algebras, mis haa-
rasid algul riihmateooria, seejdrel korpuseteooria ja assotsiatiiv-
sete ringide ning algebrate teooria, pohjustasid omakorda algebra
mitmete uute harude — mitteassotsiatiivsete ja Lie’ ringide teoo-
ria, struktuuriteooria, poolrithmateooria ning kategooriateooria —
tekkimise ja viljaarenemise.

Algebra areng muutus veelgi kiiremaks pirast uute seoste avas-
tamist algebra ja teiste matemaatiliste distsipliinide vahel. Viimas-
test mainime siin vaid tdhtsamaid: topoloogia, funktsionaalana-
liiis, matemaatiline loogika ja osaliselt jarjestatud hulkade teooria.
Tekkisid ja arenesid kiiresti ka algebra piirdealad: topoloogiline
algebra, normeeritud ringide teooria, jarjestatud algebraliste piir-
kondade teooria, homoloogiline algebra, diferentsiaalalgebra, uni-
versaalsete algebrate ja mudelite teooria.

Algebra kiire arengu ja suure osatdhtsuse tottu kaasaegses
matemaatikas on teda tarvis tunda koigil, kes oma kutsetéés puu-
tuvad kokku matemaatikaga. Kahjuks puuduvad peaaegu koigi kor-
gemate Oppeasutuste Oppekavades tdnapideva algebrale piihenda-
tud peatiikid. Kédesoleva artiklite seeriaga ei sea autor endale ees-
margiks selle liinga tditmist, kiilll aga huvi dratamist tdnapédeva
algebra vastu. Huvitatud lugeja késutuses on ulatuslik kaas-
aegsele algebrale piihendatud kirjandus, millest esimeseks tutvu-
miseks soovitame kirjanduse loetelus toodud raamatuid. Neist vii-
mases leiab lugeja algebra iiksikuid harusid kéisitlevate iilevaate-
artiklite ja raamatute iiksikasjalise nimekirja.

1. Algebraline operatsioon

Tanapieva matemaatikas kasutatakse mitmeid operatsioone,
mis voivad olla defineeritud mitmesugustel hulkadel. Mainime nii-
teks arvude liitmist, lahutamist, korrutamist ja jagamist, vektorite
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skalaar- ning vektorkorrutist, hulkade ithendi ja ithisosa leidmise
operatsioone ! jms. Edaspidi vaatleme koigi operatsioonide hulgast
ainult neid, mis on defineeritud kogu vaadeldaval hulgal ja milie
suhtes see hulk on kinnine, s.t. operatsiooni rakendamisel antud
hulga elementidele saame alati sama hulga elemendi. Selliseid
operatsioone nimetame algebralisteks operatsioonideks ehk tehe-
teks.2 Tdpne definitsioon kolab jargmiselt: kui hulga A igale kind-
las jirjekorras voetud elementide paarile (a, b) on seatud vasta-
vusse hulga A iiks kindel element ¢, siis 6eldakse, et hulgas A on
defineeritud fehe ehk algebraline operatsioon (vordle {1], 1k. 122).

Soltuvalt sellest, kas tehte siimboliks kasutatakse marki +; &;
<5 X Ky e 1(,); Ny U; Ay V voi midagi muud, kirjutatakse teh-
tega méairatud vastavus kujul c=a+b; c=a &b, c=a-b; c=
=aX b, c=axb; c=a-b, c=f(a,b); c=aNb;, c=aUb;
c=aAb; c=aVb; jne. Kdige tarvitatavamad on mérgid «+» ja
«+». Esimese puhul rddgitakse aditiivsest, teise puhul aga multipli-
katiivsest tdhistusviisist.

Millistel hulkadel on iilal nditeina mainitud operatsioonid teh-
ted ja millistel mitte? Liitmine on tehe koigi tdisarvude hulgal,
koigi positiivsete ratsionaalarvude hulgal, arvust 5 suuremate tiis-
arvude hulgal ning ainult arvust 0 koosneval hulgal {0}; kuid mitte
hulkadel {—1, 0, 1} ja {0, 1, 2, 4, 8, 16, ...}. Tdepoolest, viimased
hulgad pole liitmise suhtes kinnised, s.t. liitmise rakendamisel
antud hulga arvudele voime saada arve, mis vastavasse hulka ei’
kuulu: (—1) 4+ (—1) =—2, 1+ 2=23 jne.

Lahutamine on tehe niiteks koigi taisarvude hulgal ning hul-
gal {0}, kuid mitte kdigi positiivsete tdisarvude hulgal, sest ta viib
sellest hulgast vélja: 1 — 2= —1.

Jagamine on tehe niiteks koigi positiivsete ratsionaalarvude
hulgal, kuid pole seda ei koigi ratsionaalarvude ega ka koigi posi-
tiivsete tdisarvude hulgal. Toepoolest, ratsionaalarvude hulga koigi
elementide korral pole jagamine defineeritud (nulliga jagada ei
saal), positiivsete tdisarvude hulgast viib aga jagamine vilja
(1:2 ei ole tiisarv).

Vektorite skalaarkorrutis ei ole tehe, sest kahe vektori skalaar-
korrutis on arv, mitte vektor. Tasandil pole ka vektorite vektor-
korrutis tehe, kuna ta viib tasandist vilja, ruumi vektorite hulk
on aga vektorkorrutise suhtes kinnine ja sellel hulgal on vektor-
korrutis tehe.

Hulgal, mis koosneb kas antud hulga A koigist alamhulkadest
(kaasa arvatud tithi hulk ja A ise) voi hulgast A ja iihest tema
péarisalamhulgast, on-nii ithendi kui ka ithisosa moodustamise ope-

1 Vit nidit. Gabovits, J, Opereerimine hulkadega. — Matemaatika ja
kaasaeg, III, lk. 3—I12. -

2 G. Kangro opikus [I] kasutatakse samas tdhenduses ka oskussona
«arvutusoperatsioon».
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ratsioonid tehted. Kahest teineteisesse mittekuuluvast hulgast
koosneval hulgal pole aga kumbki neist operatsioonidest tehe. Posi-
tiivsete tdisarvude hulgal on tehe ka néiteks operatsioon m A\ n ==
= 2™mn,; kuid mitte operatsioon m >k n =log,m (miks?).

Ulesandeid:

1. Nimetada tdisarvude hulki, milledel korrutamine on tehe, ja hulki, mille-
del korrutamine ei ole tehe.

2. Kahe 16igul [0, 1] defineeritud funktsiooni f(x) ja g(x) summaks nime-
tatakse funktsiooni (f+ g)(x) =f(x) + g(x). Kas see operatsioon on tehe
a) koigi laigul [0, 1] defineeritud funktsioonide hulgal? b) loigul [0, 1] pidevate
funktsioonide hulgal? c¢) nullist erinevate funktsioonide hulgal? d) ainult nul-
list erinevate véddrtustega funktsioonide hulgal? e) ainult negatiivsete vairtus-
Legla {unkﬂtsioonide hulgal? f) punktis x = 0,5 nulliga vorduvate funktsioonide

ulgal?

2. Kommutatiivsus ja assotsiatiivsus

Arvude liitmisel v6i korrutamisel pole liidetavate voi tegurite
jarjekord oluline, s. t.
at+b=0b+4a ja ab=ba.
Tehet «o», millel on omadus: iga elementidepaari (a, b) jaoks
kehtib vordus
a°b=b-a,
nimetatakse kommutatiivseks. Peale arvude liitmise ja korruta-
mise on kommutatiivsed veel naiteks hulkade iihisosa ja thendi
moodustamise operatsioonid. Lahutamine ja jagamine aga ei ole
kommutatiivsed: —1=2—-3s£3 —2=1 %=§:g¢g:§=%'
Ka eelmises punktis defineeritud operatsioon /\ pole kommuta-
tiivne: 2 A\ 3=22.6=24; 3 /\ 2= 23.6=48. Samuti ei ole kom-
mutatiivne vektorkorrutis, sest a >} b= —b X a.
Arvude liitmisel voi korrutamisel pole oluline ka sulgude paigu-
tus, s.t.
(a+b) +c=a-t+(b+c), (ab)ec=a(be).
Kui mistahes elementide a, b ja ¢ korral kehtib vordus
(aeb)ec=a-(b-c),
siis operatsiooni «e» nimetatakse assotsiatifvseks. Peale arvude
liitmise ja korrutamise on assotsiatiivsed veel hulkade iihisosa ja
ithendi moodustamise operatsioonid. Mitteassotsiatiivseteks ope-
ratsioonideks on arvude lahutamine
2—3)—4=(—1)—4=—-5,2—(3—4) =2— (—1)=3
ja jagamine
25\ 1_41_8 2 (5 1y_25_2
(3'6) 27527 5 §'(6'§)_§'§—5'
Toome ithe néite assotsiatiivsest, kuid mittekommutatiivsest teh-
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test hulgal, mille elementideks on mingi l6pliku hulga teisendused.
Lopliku hulga A elemente tdhistame arvudega 1, 2, ..., n. Hulga
A teisenduseks nimetame eeskirja, mis seab hulga A igale elemen-
dile vastavusse mingi elemendi samast hulgast. Nditeks eeskiri,
mis seab arvule 1 vastavusse arvu 3, arvudele 2 ja 3 aga arvu I,
on hulga {1, 2, 3} teisendus. Seda teisendust tdhistatakse siimboliga

1 2 3
G 1)
Uldiselt tahistatakse teisendust, mis seab elemendile 1 vasta-
vusse elemendi a;, elemendile 2 elemendi a2 jne. stimboliga

(a0 o )

(a)-

Néiteks kaheelemendilise hulga {1, 2} koik voimalikud teisendused
on jargmised:

G G2 G 6o

Defineerime antud hulga A koigi teisenduste hulgal operat-
siooni, mille nimetame korrutamiseks: kahe teisenduse

_ (1 2 .. ..n : (1 2 ...n
a ((Zl C a9 o an) 1a b (ﬂl ﬂg Ce ﬁn)
korrutiseks loeme teisendust
C=a'b:(l 2 n): i .
.ﬂﬂx Baz ‘Ban ﬁai

Kerge on néha, et teisendus ¢ on saadud teisenduste a ja b jarjest
rakendamise tulemusena: selleks, et rakendada elemendile i tei-
sendus ¢, tuleb talle algul rakendada teisendus a (tulemuseks on
a;), siis aga saadud elemendile @; teisendus b, mille tulemusena
saamegi f«;. Korrutame néiteks omavahel hulga {1, 2, 3, 4, 5} kaks
teisendust:

GITeD03ss-G2sey.

Asja defineeritud tehe ei ole kommutatiivne. Selles veendumiseks
piisab, kui me niitame kaks konkreetset teisendust a ja b, mille
korral korrutised a-b ja b-a on erinevad. Viieelemendilise hulga
korral voivad sellisteks teisendusteks olla kasvoi viimases nédites
toodud teisendused. Toepoolest,

(1553806115 0=Giii

seega tegurite vahetamine muutis korrutist. Suvalise hulga A =

voi lihtsalt
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={1, 2, ..., n} puhul voivad sellisteks teisendusteks olla niiteks
_(t 2 3 ... ny ; {1l 2 3 n
a‘_(1 13 ... n) s a=(y 5 j n)’
sest a; - @Gy = a,y, kuid ay-a;= a,.
Teisenduste korrutis osutub aga assotsiatiivseks. Selles veen-
dumiseks vaatleme kolme suvalist teisendust

a=(), o=(}) ia e=(})

ning korrutame need omavahel 1dbi sulgude kahe erineva paigutuse
korral:

@ n-e=[()-A] =02 = ()
a-0-0= () [(7)- G =()-(,)=(,,. )

Tulemuseks on mélemal korral iiks ja seesama teisendus; s.t. et
(a-b)-c=a- (b-c). Seega teisenduste korrutamine on assotsia-

tiivne ning me voime mitme teguri korrutamisel sulud hoopis 4ra
jéatta, kirjutades néiteks a- b - c.

Ulesandeid:

3) Kas operatsioon a°cb=a -+ b—a-b on ratsionaalarvude vallas tehe?
Kas ta on kommutatiivne ja assotsiatiivne?

4) Olgu teatava opperithma koik iiliopilased erinevat kasvu. Kahe iilidpi-
lase korrutiseks nimetame lilhemat nende hulgast. Kas see korrutamise operat-
sioon on tehe? Kas ta on kommutatiivne ja assotsiatiivne?

5) Leida jargmised teisenduste korrutised:
a)(l23456).‘(123456)‘123456.
374 4 5 2 1/ \1 21 3 1 4 12 4 3 3 1 1)
b) (1 2 3 45 6 7 87
5 7 7 7 3 3 4 2

6) Niidata mone iilaltoodust erineva ndite abil, et iga n < 2 korral hulga
{1, 2, ... n} teisenduste korrutamise tehe ei ole kommutatiivne.

3. Grupoidid ja poolriihmad

Hulka, millel on defineeritud iiks algebraline operatsioon, nime-
tatakse grupoidiks. Kui see operatsioon on assotsiatiivne, siis rda-
gitakse assotsiatiivsest grupoidist ehk poolriihmast. Kui aga ope-
ratsioon on kommutatiivne, siis koneleme vastavalt kommutatiiv-
sest grupoidist voi kommutatiivsest poolrithmast. Hulka, kus on
defineeritud vdhemalt iiks algebraline operatsioon, nimetatakse
algebraliseks siisteemiks ehk algebraliseks strukituuriks (vt. [1],
1k. 122).

Eelmistes punktides ndideteks toodud hulgad olid algebralised
siisteemid, enamasti grupoidid ja poolriihmad. Neid kordamata
toome jirgnevas veel moningad uued néited. Koigepealt kaks eriti
lihtsat néidet.



Iga hulk muutub poolrithmaks, kui defineerida temas korruta-
mise operatsioon jargmiselt: a-b = a, s.t. korrutis vordub vasak-
poolse teguriga. See operatsioon on ilmselt algebraline ja assotsia-
tiivne: (a-b) -¢c=a-c=a, a-(b-c) =a.-b=a. Muidugi pole
nii saadud poolriithm kommutatiivne, sest a-b=a, aga b-a=2>.

Kui hulgas on fikseeritud mingi element { ning operatsioon on
defineeritud nii, et iga kahe elemendi a ja b korral a-b =/, siis
hulk muutub kommutatiivseks poolriithmaks: a-b=05b-a=f.

Grupoidi elementi 0, millel on omadus, et grupoidi iga ele-
mendi a korral a-0=0-a=0, nimetatakse selle grupoidi null-
elemendiks. Eelmises 16igus defineeritud poolrithma nullelemendiks
on element |.

Sellises arvude poolrithmas, kus tehteks on korrutamine, osu-
tub nullelemendiks arv 0, kui ta on selle poolriihma element.
Nullelementi pole aga kaugeltki mitte igas algebralises siistee-
mis: néiteks puudub nullelement naturaalarvude poolrithmas, kus
tehteks on liitmine. Tosi kiill, sellisele poolrithmale voib lisada
«arvuy oo, defineerides iga tdisarvu m jaoks

m -4 0o = oo -4 m= oo.
Nii saadud uue poolrithma nullelemendiks ongi «arvs oo. Sellist
nulli lisamist voib teostada ka mistahes grupoidi korral: tuleb vaid
grupoidi elementide hulka tdiendada siimboliga 0 ning defineerida
juurde selle uue ning vanade elementide a korrutised valemitega
0-a=a-0=0,0-0=0.

Grupoidi elementi e, millel on omadus, et grupoidi iga elemendi
a puhul a - e = e-a=a, nimetatakse grupoidi ihikelemendiks. Sel-
lise omadusega on arv 1 korrutamise ja arv 0 liitmise suhtes. Hulga
{1, 2, ..., n} teisenduste seas on ithikelemendiks teisendus

1 2...n
(1 2 ... n) ’
nn. samasusteisendus; paarisarvude poolrithmas, kus tehteks on

korrutamine, {ihikelement aga puudub.
Positiivsete tidisarvude hulk moodustab astendamise tehte

a°b = a?® suhtes grupoidi, kuid mitte poolriihma. Et assotsiatiiv-
suse seadus toepoolest alati ei kehti, on nédha sellest, et iihelt poolt

DDDD+DDDD:HDDDDDDD
DI’"|E|D DDILD DHDDDDHD
Joonis 1.

(208)°2=23-2=28°2=8%=04, teiselt poolt aga 2¢(3°2) =2-3>=
=2:9=29=512. See grupoid ei ole ka kommutatuvne sest

niiteks 23 £ 32,
Huvitava poolriihma néite (majade poolriihma) voib konstruee-



rida jargmiselt. Selle poolrithma elementideks on kahekorruselised
majad, mis vdivad olla pijramatu pikkusega, kuid on koik iihelaiu-
sed ning iihekorgused. Kahe maja summaks loeme maja, mis tekib
siis, kui vahetult esimese maja k&rvale temast paremale ehitada

/ A\

04 +DD+C1DI:|=

ﬂl] DH DHD

=DDDD+DDD_DDDDDDD
HDCI DBD—HDDHDHD

DD+DD+DDD=

Nno an 0[] a

_|ogj, ocooOo|l _ |ooooooo
O OoMo _HDDHDHD

Joonis 2.

teine maja ning viia nad {ihise katuse alla (vt. joon. 1). Lihtne omr
veenduda, et majade liitmine on assotsiatiivne (vt. joon. 2), kuid
mitte kommutatiivne (vrd. jooniseid 1 ja 3).

DDOODO|,|D000|_|00000000
DO 0 O[] oo Do[oooo
Joonis 3.

Sonade poolrithma elementideks on mingi siimbolite (tdhteae})
hulga elementidest koostatud korteezZid (sonad). Niiteks, kui siim-
bolite hulk koosneb elementidest @, », 1, 7 ja 0, siis on sonadeks
a70, p, 0090, ¢ jne. Kahe sona korrutiseks loeme sona, mis moo-
dustub teise sona kirjutamisel vahetult esimese sona jarele (liit-
sonal). Ilmselt on see operatsioon assotsiatiivne.

Sénade grupoid koosneb sonadest, mis konstrueeritakse téhte-
dest ja sulgudest. Eelmises néites kasutatud tdhestiku korral om
sonadeks naiteks (al), (p(1a)7) (p(01)) ja (pa)(00). Samadest
tdhtedest samas jarjekorras koosnevad sonad-loetakse erinevateks,
kui naderinevad sulgude paigutuse poolest. Seepdrast (a(b, c¢))=%=
=4((a,b)c) ja meil on tegemist grupoidiga, mitte poolrithmaga.
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Tehte (seega ka grupoidi v6i poolrithma) defineerimiseks kasu-
tatakse nn. Cayley tabelit, mida nimetatakse lihtsalt korrutus-
tabeliks, kui tegemist on multiplikatiivse kirjutusviisiga. Korrutus-
tabelisse margitakse koigi voimalikkude teguripaaride korrutised.
Muidugi on sellise tabeli konstrueerimine pohimotteliselt voimalik
ainult 1oplike hulkade korral.

Tabel koostatakse jargmiselt. Tema esimesse ritta kirjutatakse
koik elemendid mingis jdrjekorras. Samad elemendid samas jérje-
korras moodustavad ka tabeli esimese veeru. Esimene rida ja veerg
eraldatakse ‘tabeli iilejddnud osast joontega (kusjuures {ilemisse
vasakusse nurka kantakse tavaliselt tehte mark). Tabeli tditmisel
kirjutatakse korrutis x-.y esimese veeru elemendist x paremale,
-esimese rea elemendi y alla.

Jéargnevalt on toodud viis Cayley tabeli ndidet, mis on iihtlasi
wastavate grupoidide definitsioonideks:

e X}ab -Iea
ele 2| a a el e a
b| b a .al a a
,°| a b ¢ %I e a b c
al a a ¢ el e a b ¢
b| b ¢ a al a a b e
¢c| a ¢ b bl b b b e
c c e ¢ e

Selleks et otsustada, kas tehe on assotsiatiivne, tuleb teostada
tédiendav analiilis, mis suurte tabelite korral voib olla iisna komp-
litseeritud. Toodud viie tabeli puhul ei valmista see analiiis kiill
erilisi raskusi. Osutub, et esimese ja kolmanda tabeliga defineeri-
tud tehted on assotsiatiivsed ja vastavad hulgad seega poolriih-
mad (kui tegureiks on ainult e, siis olenemata sulgude paigutu-
sest on ka korrutis e; kui aga vdhemalt iihe tegurina esineb a,
siis on korrutis a). Kolm iilejddnud tehet ei ole assotsiatiivsed. See
ilmneb jargmistest nédidetest:

bX(aXa)=bXa="»b, (bXa)yXb=bXb=aq,
(@eb)ec=a-c=c, ac°(bec)=a-a=a;
(aXc)ykb=ekb=0b, aX(ckby=aXkXe=a.

Eriti lihtsalt saab Cayley tabeli jargi otsustada, kas tegemist
on kommutatiivse voi mittekommutatiivse tehtega. Vajalik reegel
jareldub vahetult tabeli ehitusest: tehe on kommutatiivne para-
jasti siis, kui tabel on siimmeetriline peadiagonaali (s.o. iilemi-
sest vasakust nurgast viljuva diagonaali) suhtes. Seega on iilal-
toodud nédidetest esimese, kolmanda ja viienda tabeliga defineeri-
tud tehted kommutatiivsed.
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Ulesandeid:
7. Kuidas muutub poolrihma Cayley tabel, kui poolrithmale lisada null-
element? {ihikelement?

8. Kuidas ndeb vilja Cayley tabelis iihikelemendile (nullelemendile) vastav
rida ja veerg?

9. Milline on hulga {1, 2} teisenduste poolrithma Cayley tabel?

10. Konstrueerida poolriihma A = {a, a?, a3, a%, a®} jaoks korrutustabel, kui
am.an=agmin, ning on teada, et a® = af=a?d a'®=qa’ =a* ja a® = a°.

4. Isomorfism

Vaatleme naturaalarvude hulka 1, 2, 3, 4, ... poolrithmana
liitmise suhtes. Selle poolrithma elementideks on araabia numbri-
tega 1, 2, 3, ..., 9, 0 kirjutatud taisarvud. Kuid naturaalarvude
hulga voib esitada ka teises siimboolikas, niiteks kujul I, II, III,
IV, ... . Kasitledes seda hulka poolrithmana liitmise suhtes, saame
ilmselt sellesama (sona koige loomulikumas mottes) poolrilhma
mis varemgi. Kuid formaalselt on need poolrithmad erinevad, sest
nende elementide hulgad on erinevad.

Vordleme omavahel veel kaht jdrgmist poolrithma. Koosnegu
esimene poolrithm arvudest 0, 1, 2, 3 ja 4 ning olgu operatsioon
@® temas defineeritud jargmiselt: kahe arvu m ja n «summa»

m ® n vordub arvuga m - n, kui see ei iileta nelja, ning arvuga

m—+n—>5, kui m4-n > 5. Seega selle poolrithma Cayley tabel
on jargmine:

el 01 2 3 4 A
0 01 2 3 4
1 1 2 3 40
20 23401 £ 8
3 3401 2
4‘ 4 01 2 3
Teiseks vaatleme poolrithma, 7"0 A
mille elementideks on korrapa- )
Joonis 4.

rase viisnurga podrded a,, ay, as,
a3 ja a, limber selle viisnurga
siimmeetriakeskpunkti (joonisel 4 noolega nididatud suunas) vas-
tavalt nurkade 0°, 72°, 114° 216° ja 288° vorra. Kahe poorde a,, jaa,
«summaks» a,, [+ a, nimetame sellist poéret a; (i=0, 1, 2, 3, 4),
mille rakendamise tulemus langeb iihte poorete a, ja a, jarjes-
tikuse rakendamise tulemusega. Néiteks a; [+ a4 tdhendab, et viis-
nurka tuleb algul poérata 216° vorra, siis aga veel 288° vorra;
seega on viisnurka pddratud algasendiga vorreldes 144° vorra,
niisiis a3+ a; = a,. Kokkuvottes, selle poolriihma Cayley tabel
tuleb niisugune:
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[Tl @ a as as a4

gl Gy ap Qa az
a ar 4z as a4 Qo
Qoi Qa QA3 QA4 Qg A
asl as ay Gy a, as

ag) Q4 Qo ap a2 Qs

Esimesel pilgul tundub, et need kaks poolriihma on' tdiesti eri-
nevad: nad koosnevad erinevatest elementidest (arvud ja poor-
ded), nende tehted on nii tdhistuse kui ka defineerimisviisi poo-
lest erinevad. Kuid tarvitseb vaid asendada esimese poolrithma
Cayley tabelis iga element i siimboliga a; (i=0, 1, 2, 3, 4) ja me
saame teise poolrithma Cayley tabeli. Seega teatud mottes ei erine
ka need poolrithmad teineteisest.

Algebra seisukohalt ebaoluliselt erinevad iiksteisest need gru-
poidid voi poolrithmad, -mis voib-olla koosnevad kiill erinevatest
elementidest, kuid sisaldavad elemente n.-6. {ihe palju® ning on
sama algebralise ehitusega. Selliseid ebaoluliselt erinevaid pool-
rithmi voi grupoide nimetatakse isomorfseteks (kreekakeelsetest
sonadest icog — sama ja uoppn — kuju).

Anname niiiid tdpse definitsiooni. Kaht grupoidi voi poolriihma
nimetatakse isomorfseteks, kui nende elementide hulkade vahel omn
korraldatud selline fiiksithene vastavus, et esimese grupoidi vdi
poolrithma kahe elemendi korrutisele vastab teises grupoidis voi
poolrithmas vastavate elementide korrutis. Kui esimene grupoid on

A ={aq}, teine B = {bg} ning iiksithene vastavus* ¢ seab elemen-
dile ax vastavusse elemendi ba = aap, siis definitsioonis esitatud
noue tdhendab seda, et

(a1 - az)@=(a1p)-(az),
ehk seda, et a, - a, = as korral b, - by = bj.

Kéesoleva punkti algul ndidetena toodud neli poolrithma on
paarikaupa isomorised. Toome veel méned nédited. Grupoidid P.=
={a, b, ¢, d} ja Q={e, |, g, h}, mis on defineeritud vastavalt
Cayley tabelitega

| a b ca Xlefgh
al b a a ¢ el f T h |
b| ¢ a d b ja fleg h | e
cl b b b oa gl hn f h
d‘abdd h| h h e |

3 S. t. neil on sama voimsus (vt. naiteks viites 1 nimetatud artiklit).

4 Hulgateoorias kasutatakse iiksithese vastavuse tadhistamiseks tavaliselt
siimbolit «¢»» (vt. nditeks viites 1 nimetatud artiklit). Algebras osutub aga
sobivamaks siin toodud téhistus.
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on isomorfsed. See saab ilmseks, kui korraldada P ]a Q elemen-
tide vahel jdrgmine iiksithene vastavus g:
ap=~h, bp=Ff cp=e, dp=g.
Poolrithm A = {a, b, ¢, d}, mis on defineeritud Cayley tabeliga

| a b ¢ d
ala a d d
b| a b ¢ d
cl a ¢ b d
d| a d a d
on isomorfne hulga {1, 2} koigi teisenduste poolrihmaga (vt.

k. 6).

Toome siin veel isomorfismi kaks lihtsat omadust. Esimene
neist vdidab, et kui grupoid A on isomorfne poolrithmaga P, siis
on A ise poolriihm (s.t. on assotsiatiivne). Toepoolest, olgu
a, b ja ¢ grupoidi A kolm suvalist elementi ning x, y ja z — neile
isomorfismi puhul vastavad poolriihma P elemendid. Vaatleme
korrutist a-(b - c¢). Isomorfismi t6ttu vastab korrutisele b ¢ pool-
rithma P element y -z ning korrutisele a-(b-c¢) element x-(y - 2).
Et poolrithmas P kehtib assotsiatiivsuse seadus, siis x-(y-2)=
=(x-y)-z Element (x-y)-z aga vastab vaadeldavas isomorfismis
grupoidi A elemendile (a-b)-c. Seega vastab element x-(y-2z)=
= (x-y) -z grupoidi A kahele elemendile a- (b-c) ja (a-b)-c.
Vastavuse iiksiithesuse t6ttu ei saa iiks element vastata kahele eri-
nevale elemendile, seega (a-b)-c=a-(b-c) ja A on assotsia-
tiivne grupoid ehk poolrithm.

Analoogiliselt saab toestada ka teise omaduse: kui grupoid on
isomorfne kommutatiivse grupoidiga, siis on ta ise kommutatiivne.

Ulesandeid:

11. Néidata, et koigi paarisarvude ja koigi tdisarvude poolriihmad liitmise
suhtes on isomorfsed.

12. Niidata, et kolmega jaguvate ja seitsmega jaguvate positiivsete tais-
arvude poolriihmad liitmise suhtes on isomorfsed.

13. Niidata (kasutades korrutise logaritmi valemit), et positiivsete reaal-
arvude poolriihm korrutamise suhtes ja kdikide reaalarvude poolriihm liitmise
suhtes on isomorfsed.

14. Majade poolrithma iga maja on ehitatud kolme liiki tiilipmajadest. Mil-
line peab olema selle majade poolriihmaga isomorfse sonade poolrithma téhes-
tik?
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AUTOMAATNE PROGRAMMEERIMINE

U. Kaasik, A. Korjus

Elektronarvutite kasutuselevétmine on véimaldanud taielikult
automatiseerida kiill suurte iilesannete lahendamisega seotud arvu-
tust6od, kuid mitte kogu lahendusprotsessi. Nimelt jadb inimese
kasitsitooks esialgu veel nii {ilesande lahendusalgoritmi koosta-
mine kui ka selle programmeerimine !. Neist esimese tédga saa-
vad iilesannete formuleerijad (insenerid, fiiiisikud, majandustead-
lased jne.) enamasti ise hakkama, teine tuleb aga jdtta spetsiaalse
ettevalmistusega programmeerijate hooleks. Siit tulenebki iiks
pohilisi takistusi arvutite iiha laialdasema rakendamise teel: lahen-
damist vajavate iilesannete arv kasvab tunduvalt kiiremini kui
vilunud programmeerijate arv 2. Programmeerimise t66mahukus ja
programmeerijate nappus ongi nendeks pohjusteks, miks viimastel
aastatel nii intensiivselt uuritakse nn. automaatse pro-
grammeerimise kiisimusi, s.t. voimalusi anda lisaks arvu-
tamisele ka voimalikult suurem osa programmeerimisest elektron-
arvuti enese teostada.

Sisuliselt tdhendab programmeerimine lahendusalgoritmi iiles-
kirjutamist {thes erilises keeles — arvuti kidskude keeles. Auto-
maatset programmeerimist teostav programm (nn. progam -
meeriv programm) peab seega algoritmi «tolkima» teata-
vast «inimkeelest» sellesse «arvutikeelde». Niisugust «inimkeelt»,
milles kirjutatult tuleb algoritmid programmeerivale programmile
ette anda, nimetatakse tavaliselt vastava automaatse programmee-
rimise siisteemi sisendkeeleks. ;

Automaatse programmeerimise siisteemi loomisel tuleb koos-
tada nii sisendkeel kui ka programmeeriv programm. Selle siisteemi
tegelikul kasutajal on aga vaja tunda vaid sisendkeelt. Seega kasu-

! Lahendusalgoritmide iileskirjutamist ja programmeerimist on lithidalt kir-
jeldatud artiklites: K a asik, U., Elektronarvutid ja programmeerimine. — Mate-
maatika ja kaasaeg, 1V, lk. 18—30; Kaasik, U, Algoritmide blokk-skeemid.
— Matemaatika ja kaasaeg, V, lk. 24—36. Programmeerimise pdhimoistete tund-
mist vihemalt nende artiklite ulatuses on eeldatud ka kéiesoleva artikli lugejalt.

2 Lahemalt on selle kiisimuse kohta juttu artiklis: «Programmeerijate ette-
valmistamisest», — kéesolev kogumik, lk. 25—26.
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tamise seisukohalt erinevad automaatse programmeerimise siistee-
mid iiksteisest vaid oma sisendkeele poolest.

Sisendkeel peab rahuldama moningaid ilmseid noudeid. Nimelt
peab ta: 1) lubama tépselt kirja panna voimalikult koiki algoritme
(vdhemalt teatud kindlast valdkonnast), 2) olema kompaktne ja
lihtsalt opitav (lihtsam kui «kdskude keel»), 3) olema tinapieva
tehniliste vahenditega lihtsalt arvutisse viidav (seda nouet ei
rahulda niiteks nn. «blokk-skeemide keel»).

Uheks levinumaks sisendkeeleks, mida kasutatakse peaaegu
koikides maades, on rahvusvaheline algoritmiline keel 3 ALGOL.
See keel on voetud aluseks ka TRU arvutuskeskuses praegu katse-
tamisel ‘oleva automaatse programmeerimise siisteemi sisendkeele
koostamisel. Jdrgnevas kirjeldamegi ALGOL-i seda varianti, kasu-
tades tema jaoks siiski nimetust ALGOL (vaadeldavas sisendkee-
les illeskirjutatud lahendusalgoritme nimetame néiteks nende algo-
ritmide ALGOL-programmideks).

Oma {ildiselt ehituselt on ALGOL miitmeti sarnane matemaati-
lise teksti tavalise kirjutusviisiga: molemas kasutatakse analoogi-
lisi tdhistusi, siimboleid ja konstante, arvutuseeskirjad esitatakse
avaldistena jne. Sellepdrast peatume {iksikasjalikumalt vaid nende:
kirjutusviiside erinevustel.

Mitmesuguste programmis esinevate suuruste (muutujad, funkt-
sioonid) ja samuti programmi {iksikute osade tdhistamiseks kasu-
tatakse ALGOL-programmides nn. identifikaatoreid. Identifi-
kaator on vene tahestiku suurtest tihtedest ja numbritest moo-
dustatud «sona», mille esimeseks siimboliks on tdht. Nii néditeks
voib identifikaatoritena kasutada . jargmisi «sonus»: A, A2B,
CYYPAPB, MHIOEKC7, KTTP jne. Identifikaatoreid voib program-
meerija valida (ja neile tdhendust anda) tdiesti oma drandgemise:
jargi. Erandi moodustavad vaid nn.reserveeritud identi-
fikaatorid, millel on ALGOL-programmides alati oma kindef
tdhendus. Nii tohib naiteks sonu CHMH, KOC, TAH ja KOTAH pro-
grammides kasutada vaid vastavate trigonomeetriliste funktsioo-
nide tihistustes; sdnad BP, MP, HP ja KBK téhistavad vastavalt
operatsioone, mida matemaatilises kirjanduses mérgitakse siimbo-

litega >, <, 5% ja V; sonade HAYAJIO ja KOHELL vahele paigu-
tatakse operaatorid, mida on tarvis vaadelda iihe tervikuna jne.

Pohiliselt kasutatakse identifikaatoreid mitmesuguste muutu-
vate suuruste tdhistamiseks. Sealjuures tuleb muidugi silmas

2 Nimetus ALGOL pirineb ingliskeelsetest sonadest «Algorithmic Langu-
age». ALGOL-i nn. etalonkeele esialgne variant koostati 1958. a. mitme maa
teadlaste osavotul. 1960. a. anti tdpsustatud variant (nn. ALGOL-60), millest
siin kirjeldamisele tulev sisendkeel erineb eeskidtt vaid selle poolest, et temas
ladina alfabeedi asemel kasutatakse vene alfabeeti (sest arvuti «Ural-4» triikki-
misseadmel puuduvad ladina tdhed). Teistest kasutusel olevatest sisendkeeltest on
koige enam levinud FORTRAN (Formula Translator) ja COBOL (Common Busi-
ness Oriented Language). '
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pidada, et erinevad muutujad oleksid tdhistatud erinevate identifi-
kaatoritega. Sageli on aga matemaatilistes iilesannetes otstarbe-
kohane tdhistada tervet rida muutujaid ithe ning sama tdhega, mis
on varustatud sobivate indeksitega (néditeks vektori voi maatriksi
elementide puhul). Niisugust {ihtse tdhistusega muutuvate suu-
ruste kompleksi nimetatakse ALGOL-programmide korral mas -
siiviks. Et ALGOL-programmis tuleb koik siimbolid kirjutada
ithte ritta, pole tavaliste indeksite (samuti astendajate) kasuta-
mine seal voimalik. Selle asemel kirjutatakse indeksid massiivi
identifikaatori jdrele nurksulgudesse, nditeks AAI{M, H].

Vaadeldavas keeles on noutud, et iga massiiv oleks enne tema
esmakordset kasutamist defineeritud erilise nn. massiivikir-
jelduse abil. Massiivikirjelduse iilesandeks on siduda kirjel-
datava massiiviga iitks kindel identifikaator ja reserveerida arvuti
mdilus vajalik arv pesi selle massiivi elementide salvestamiseks.
Massiivikirjeldus algab reserveeritud sonaga MACCHUB, millele
jargneb kirjeldatava massiivi identifikaator, kus nurksulgudesse
on indeksite asemele kirjutatud nende vdhimad ja suurimad véar-
tused. Niiteks massiivikirjeldus

MACCHB AAI{0: 2, 1: 5]

iitleb, et identifikaatoriga AAl on programmis tdhistatud kahedi-
mensionaalne massiiv, mille esimene indeks saab omandada vaér-
tusi 0, 1 ja 2 ning teine indeks véartusi 1, 2, 3, 4 ja 5 (seega kuu-
lub sellesse massiivi kokku 3 -5 = 15 muutujat).

Uhe massiivikirjeldusega saab defineerida ka enam kui ithe mas-
siivi. Nditeks massiivikirjeldus

MACCHB (Al :10, 6:11], B{1:100], C{1:7,0:5, 0:4]);

defineerib kahedimensionaalse massiivi A (kokku 60 muutujat),
ithedimensionaalse massiivi B (100 muutujat) ja kolmedimensio-
naalse massiivi C (210 muutujat).

Et arvutusoperatsioonide teostamine massiividega taandub tehe-
tele nende massiivide koosseisu kuuluvate muutujatega, siis on
arvutusprotsesside kirjeldamisel sageli tarvis tdhistada ka iiksi-
kuid massiivi kuuluvaid muutujaid, nn. indeksitega muu-
tujaid. Selleks kasutatakse massiivi identifikaatorit, millele
nurksulgudes jargneb indeksite vdadrtuste loetelu. Sealjuures peab
jélgima, et indeksite arv vorduks vastava massiivi kirjelduses
antud dimensiooniga, ja et iihegi indeksi vdédrtus ei ldheks vilja
kirjelduses antud piiridest. Niiteks viimati toodud massiivikirjel-
duse jédrel voib kasutada indeksitega muutujaid A[7, 11], C{4, 0, 1],
B[76] jne., kuid mitte muutujaid A[3, 1, 1], A[0, 11], B{7, 6], C[0, 0, 0]
jne.

Indeksite vddrtuste loetelu ei tarvitse koosneda tédisarvulistest
konstantidest. Nende asemel v6ib kasutada teiste muutujate identi-
fikaatoreid (voi isegi aritmeetilisi avaldisi neist). Tuleb ainult
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pidada silmas, et indeksi kohal kasutatav muutuja omandaks vaid
taisarvulisi vadrtusi ja et need vdidrtused ei ldheks vilja vastava
indeksi muutumisvahemikust. Néiteks voib viimati toodud mas-
siivikirjelduse jirel kasutada indeksitega muutujaid AfK, M],
C[5, K, K}, BIK+ M), C[K+ 1, M—6, K— 1], kui identifikaato-
ritega K ja M tidhistatud muutujad on sobivasse vahemikku kuulu-
vate tdisarvuliste véidrtustega.

Viimasest néitest selgus, et indeksina kasutatavate muutujate
puhul on tdhtis nende vaartuste tdisarvulisus. Analoogilise olukor-
raga on tegemist ka monedel teistel juhtudel. Sellepédrast ongi vaa-
deldavas sisendkeeles kokku lepitud, et iga muutuja saab oman-
dada vaid iiht kindlat tiiiipi vdédrtusi. Erinevaid tiiiipe on kokku
neli: LIEJIBIN (tdisarvud), TIJIABAIOIIMM (ratsionaalarvud),
OUKCHUPOBAHHBIM (vahemikku (—1, +1) kuuluvad kiimnend-
murrud) ja JIOTHUUECKHM (loogilise avaldise toevaartused).

ALGOL-programmides tuleb iga muutuja tiilip (enne selle
muutuja kasutamist) médrata vastava tiiiibikirjeldusega. Tdiibi -
kirjeldus algab vastava tiiiibi nimega, millele jargneb sellesse
tidipi kuuluvate muutujate identifikaatorite loetelu. Rohutame, et
ithte massiivi kuuluvad muutujad peavad koik olema sama tiifipi.
Tiiiibikirjeldusse, mis peab eelnema massiivikirjeldusele, kirjuta-
takse sel juhul massiivi identifikaator, millele jirgnevates nurk-
sulgudes on massiivi dimensiooniga vordne arv «vabu kohti».
Naiteks tiiiibikirjeldus

LEJIbIN (K, M, C[,,], MSHOAEKC7?);
®UKCHMPOBAHHbBINM (A2B, A[,], B[]:;

teatab, et lihtsad muutujad K, M ja MHJIEKC7 ning koik kolme-
dimensionaalsesse massiivi C kuuluvad muutujad on tdisarvulised,
lihtne muutuja A2B, kahedimensionaalse massiivi A ja ithedimen-
sionaalse massiivi B koik muutujad aga lihtkiimnendmurrud.

Samadesse tiiiipidesse peavad kuuluma ka koik programmis
kasutatavad konstandid. Tdisarvud kirjutatakse tdiesti tavali-
sel viisil, naiteks: 11822, —17, 0 ja -}-987. Ratsionaalarvude kirju-
tamiseks on kaks voimalust. Esimene neist erineb tavalisest kirju-
tusviisist iitksnes selle poolest, et tdisosa eraldatakse murdosast
mitte koma, vaid punkti abil; nditeks: —3.41 (tdhendab arvu
—3,41), +29.951, 68.017 ja 0.54389. Teises kirjutusviisis avalda-
takse arv kahe teguri korrutisena, millest teine on kiimne mingi
aste; naiteks: —341> —2 (tdhendab korrutist —341-102=
= —3,41), 0.29951>* +3 (tdhendab korrutist 0,29951:.10% =
=299,51), 1 %k 7 (tdhendab arvu 1 - 107 = 10 000 000) ja +6.8 >k —5
(tdhendab arvu 6,8 - 107 = 0,000068). Lihtk{iimnendmurdude puhul
kirjutatakse eraldi tiivenumbrid ja neile eelnevate nullide arv, nai-
teks: 1>k 3 (tihendab murdu 0,0001), —983>>k 5 (tdhendab
murdu —0,00000983) ja +71 >*>k 0 (tdhendab murdu 0,71). Loogi-
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listel konstantidel on ainult kaks voimalikku védartust: 0 (tihen-
duses vddr) ja 1 (tdhenduses foene).

Olgu veel mirgitud, et kui mingi muutuja tiilip ei ole kirjelda-
tud, siis loetakse ta ratsionaalarvude tiiiipi kuuluvaks.
. Samuti nagu matemaatilises kirjanduses, nii on ka vaadelda-
vas sisendkeeles pohiliseks arvutuseeskirjade kirjeldamise vahen-
diks aritmeetilised avaldised. Iga selline avaldis on
mingi arvulise vdidrtuse leidmise juhend. Koige lihtsamal juhul
voib see juhend {itelda, et otsitavaks vaartuseks on mingi kons-
tant voi the muutuja vaadrtus. Neid koige lihtsamaid avaldisi arit-
meetiliste tehete méarkide ja {imarsulgudega sobivalt kombineeri-
des saadaksegi keerulisemad avaldised. Aritmeetilisi tehteid t&his-
tavad ALGOL-programmides jargmised siimbolid: -+ (liitmine),
— (lahutamine v6i jargneva avaldise méargi muutmine vastupidi-
seks), ©X (korrutamine), / (jagamine) ja t .(astendamine).

Kui v, ja v, on mistahes aritmeetilised avaldised ning v3 arit-
meetiline avaldis, mis ei alga siimboliga 4 v0i —, siis on arit-
meetilisteks avaldisteks ka jargmised kombinatsioonid:

(v1); +vs; —vs; v 4 vs; v — vs; (v1) X (v2); (V1)/(V2); (V1)1 (ve).

Jargmises tabelis on toodud moned ™ aritmeetiliste avaldiste
néited:

Avaldise kuju ALGOL-programimis ta\zzlli?eas ;ll(\irl'f‘jlz?\ir?isis

(—B +KBK (B 12— 4A X C))/2A -B+V£—4AC

(KOC (2X)) 43 — CHH((X /2)1 2) cos3(2X)— sin (%‘)2

B_(—C +E
B[M, H]X (—C[H] + E)/ AIM] L”(_i_"_l__)
m

(X42XY434+0)XYHX+4%k—3)+ (X2Y3 4-0,1) YX+0,004 4+ 5X3
53X X $3)/(5654X X +3X Y42+ 1.46X) 560000X372 | 1,46X

Uleminek {ithelt ALGOL-programmi realt teisele ei muuda aval-
dise tdhendust. Seetottu on selline {ileminek lubatud avaldise mis-
tahes kohas, kusjuures eelmise rea lopus olevat tehtemérki ei tule
jdrgmise rea alguses korrata (vt. tabeli viimane avaldis).

Aritmeetiliste avaldiste kirjutamisel tuleb arvestdada, et esita-
tud arvutusoperatsioonid sooritatakse alati jirgmises jarjekorras:
1) sulgudesse paigutatud avaldiste véddrtused arvutatakse eraldi
illejddnud avaldisest ja saadud tulemusi kasutatakse edasistes
arvutustes; 2) sulgude puudumisel sooritatakse astendamine enne
korrutamist, korrutamine enne jagamist ja jagamine enne liitmist

18



ning lahutamist (seda reeglit on arvestatud ka viimases tabelis
toodud néidetes). ‘

ALGOL-programmides pole lubatud kasutada avaldisi, milles
tehete teostamise jarjekord ei ole iltheselt médratud. Sellised on
néiteks avaldised A/B/C, At B 1 C jne. Tehete teostamise jarje-
korra {iheseks méadramiseks tuleb sel juhul kasutada sulgusid, nii-
teks (A/B)/C, At (B 1C) jne.

Sulgude voi tehtemidrkide drajdtmine on aritmeetilistes aval-
distes lubatud vaid siis, kui see ei saa tekitada segadust. Nditeks
korrutise 2X}XPAAJINYC asemel vo6ib kirjutada Ilihtsalt 2PAA-
ANYC. Seevastu kirjutist PAAJJUYC2 tolgendab programmeeriv
programm kui uut identifikaatorit, milte kui korrutist. Samal poh-
jusel ei voi korrutise marki X dra jdtta néiteks avaldises A X B.

Muutujaid, mille védartustega teostatakse mingit arvutusope-
ratsiooni, nimetatakse selle operatsiooni operandideks. Néi-
teks liitmisoperatsiooni operandideks on molemad liidetavad, jaga-
misel jagatav ja jagaja jne. ALGOL-programmide téitmisel soori-
tatakse aritmeetilisi operatsioone ainult {iht ja sama tiiiipi arvu-
dega, kusjuures tulemus kuulub operandidega samasse tiilipi. Sel-
lest tingituna on ALGOL-programmides kasutatav aritmeetika iild-
tuntud aritmeetikast veidi erinev. Nende erinevuste esiletoomiseks
vaatleme paari niidet. i

Kui tdisarvuliste muutujate A ja B védirtused on vastavalt 69
ja —8, siis jagatise A /B vairtuseks saame tdisarvu —8. Kui need
muutujad kuuluvad aga ratsionaalarvude tiiiipi, siis operandide
samade vidrtuste (69.0 ja —8.0) korral saame jagatise A /B viir-
tuseks hoopis ratsionaalarvu —8.625.

Kui lihtkiimnendmurdude tiiiipi kuuluvate muutujate C1 ja C2
vadrtused on 9817 >k 0 ja 24 >k>k 1, siis nende summa Cl1 <4 C2
vairtuseks osutub kiimnendmurd 57 >k 2. Kui aga samade vaar-
tustega (0.9817 ja 0.024) muutujad on ratsionaalarvude tiiiipi, siis
on nende summaks ratsionaalarv 1.0057.

Kui mingi operatsiooni operandid on erinevat tiiiipi, siis enne
operatsiooni sooritamist teisendatakse operandide viartused rat-
sionaalarvudeks (ka operatsiooni tulemus saadakse sel juhul rat-
sionaalarvuna). Mairgime, et operandi enese tiilip seejuures ei
muutu.

Toodud reegleid kasutades saab iga aritmeetilise avaldise
jaoks méddrata, mis tiilipi arvudeks osutuvad tema védirtused. Seda
védrtuste iihist tiliipi nimetatakse antud avaldise tiiiibiks.
Rohutame, et avaldiste tiilipi ei ole tarvis kirjeldada — see on
operandide tiilipidega {iheselt maaratud.

Arvutusalgoritmides tuleb peale aritmeetiliste operatsioonide
teatavasti sooritada ka nn. kontrollimisoperatsioone. ALGOL-pro-
grammides saab iga kontrollimisoperatsiooni esitada teatava loo-
gilise avaldise toevadrtuse kontrollimisena (tingimus loetakse {ii-
detuks, kui see avaldis on téene). Loogiline avaldis kuju-
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tab endast mingit toevddrtuse arvutamise eeskirja. Koige lihtsa-
mal juhul v6ib selline eeskiri iitelda, et otsitavaks toevairtuseks on
mingi loogilise muutuja vdartus voi konstant.

Loogiliste avaldiste itheks oluliseks eriliigiks on vordlused. Iga
vordlus moodustab aritmeetiliste avaldiste paari, mis on ithen-
datud vordlemise siimboliga ja vdetud sulgudesse. Vaadeldavas
sisendkeeles saab kasutada kuut erinevat vordlemise siim-
bolit: > (suurem), BP (suurem-vordne), = (vordne), MP (viik-
sem-vordne), < (vdiksem) ja HP (mittevordne). Toome paar
vordluste ndidet:

(B12—4A X C<0.0) tdhendab lauset: B2 — 4AC on negatiivne;
(Y HP 5) tdhendab lauset: Y erineb viiest.

Vordlus omandab vdidrtuse 1 (f{Gene) siis, kui vaadeldavate
aritmeetiliste avaldiste vddrtuste vahel esineb vastav olukord, vas-
tasel juhul on vordluse vaartus 0 (vddr).

Loogilisi konstante voi muutujaid ja vordlusi loogiliste tehete
ning sulgudega sobivalt kombineerides voib saada kuitahes keeru-
lise struktuuriga loogilisi avaldisi. Loogilisi tehteid 4 tdhistatakse
vaadeldavas sisendkeeles jargmiste siimbolitega: HE (eitus), A
(konjunktsioon ehk loogiline korrutamine), V (disjunktsioon ehk
loogiline liitmine), > (implikatsioon) ja K (ekvivalents).

Kui b; ja b2 on loogilised avaldised, siis - on loogilisteks aval-
disteks ka jargmised kombinatsioonid:

bV by; by > by; by Kby, (by); HE by; biA by

Loogiliste avaldiste puhul tuleb arvestada, et nimetatud teh-
ted sooritatakse alati jargmises jirjekorras: 1) sulgudesse paigu-
tatud avaldiste vddrtused arvutatakse eraldi iilejddnud avaldisest
ja saadud tulemusi kasutatakse edasistes arvutustes; 2) sulgude
puudumisel sooritatakse koik aritmeetilised tehted enne vordlus-
operatsioone ja eitamine enne loogilist korrutamist, loogiline kor-
rutamine enne loogilist liitmist, loogiline liitmine enne implikat-
siooni ning implikatsioon enne ekvivalentsi.

ALGOL-programmides pole lubatud kasutada loogilisi aval-
disi, milles tehete teostamise jirjekord ei ole iiheselt maératud
(néditeks A>B > C).

Toome veel moned loogiliste avaldiste néited:

(AMPX)A(XMPB); P->PVKAB;
HE (PP A KK)V(A 4 B BP X).

Arvutusprotsessi kdigus omandavad kasutatavad muutujad jar-
jest uusi vdartusi. Muutujate vdartuste muutmine toimub ALGOL-
programmides kindla kujuga eeskirja jargi, mida nimetatakse
omistamisoperaatoriks. Omistamisoperaatori pohiliseks

* Loogiliste tehete definitsioonid voib- leida naiteks artiklis: Tauts, A,
Matemaatilise loogika pohimoisteid. — Matemaatika ja kaasaeg, II, lk. 3—7.
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osaks on mingi aritmeetiline (voi loogiline) avaldis, mida vastava
muutuja identifikaatorist eraldab omistamise siimbol
«:=», Nditeks omistamisoperaator

X1 :=(—B - KBK (B 12 —4A X C))/2A

tdhendab, et omistamise siimbolist paremal oleva avaldise vaar-
tus (itks ruutvérrandi lahendeist) tuleb teisendada vajalikku tiifipi
konstandiks ja votta muutuja X1 vaairtuseks.

Nagu toodud niite puhul juba nimetatud, tuleb omistamisope-
raatorite moodustamisel silmas pidada, et muutujale saab omis-
tada ainult tema tiilibiga kooskolas olevaid véairtusi. Seetottu
juhul, kui omistamisoperaatoris esineva avaldise tiilip erineb muu-
tuja tiliibist, teisendatakse avaldise vdartus enne omistamist muu-
tujaga tiht tiilipi arvuks. Seejuures toimitakse jadrgmiste reeglite
jérgi.

Ratsionaalarvu teisendamine tdisarvuks annab tulemuseks selle
ratsionaalarvu tdisosa (néditeks arvu 2.9116 X 1 teisendamisel téis-
arvuks saame 29).

Ratsionaalarvu teisendamisel lihtkiimnendmurruks saame tule-
museks selle ratsionaalarvu murdosa (néiteks arvu 17.823 >k —1i
teisendamisel saame 7823 >k 0). .

Téisarvud ja lihtkiimnendmurrud séilitavad ratsionaalarvudeks
teisendamisel oma véirtuse, kuid omandavad uue kirjapildi (néi-
teks tdisarvu 32 ja kiimnendmurru 5>k 4 teisendamisel ratsio-
naalarvudeks saame vastavalt 32.0 ja 0.00005).

Téisarvu teisendamine lihtkiimnendmurruks, samuti lihtkiim-
nendmurru teisendamine tidisarvuks annab alati tulemuseks nulli.

Omistamisoperaatorid, milles loogilise avaldise vdartus omis-
tatakse arvulist titiipi muutujale voi aritmeetilise avaldise vaartus
loogilisele muutujale, pole vaadeldavas sisendkeeles lubatud.

Olgu veel margitud, et algul omistab programmeeriv programm
koigile muutujatele vadrtuse null.

ALGOL-programmina esitatud lahendusalgoritm kujutab
endast kirjelduste ja operaatorite jada, milles koik kirjeldused ja
operaatorid on {iiksteisest eraldatud semikoolonitega. Operaa-
tori iitheks pohitiigiks on omistamisoperaator, teiste pohiliiki-
dega tutvume jargnevas. Peale pohiliikide on aga ALGOL-pro-
grammides sageli tarvis kasutada veel nn. liitoperaatoreid,
mis saadakse mitme erineva operaatori ithendamisel iiheks suure-
maks operaatoriks. Operaatorite iihendamine liitoperaatoriks toi-
mub sel teel, et nad paigutatakse nn. algava operaatorsulu
HAUYAUJIO ja loppeva operaatorsulu KOHEL] vahele (seejuures vai-
vad moned iihendatavatest operaatoritest ise samuti olla liitope-
raatorid). A

‘ALGOL-programmi koostamisel voib kirjelduste ja operaato-
rite vahele paigutada veel mitmesuguseid programmi t66d selgi-
tavaid méarkusi (kommentaare). Koik sellised méarkused algavad
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reserveeritud sonaga TIPUMEYAHME ja eraldatakse iilejddnud
programmist semikoolonitega. Et méirkusele jirgnev semikoolon
on tema 16ppemise tunnuseks, siis ei tohi ta ise sisaldada siimbo-
lit «;». Programmi paigutatud mérkused ei mojuta iilesande lahen-
duskdiku, vaid ainult lihtsustavad programmi lugemist.

ALGOL-programmi moodustavate operaatorite ja kirjelduste
jada peab alati 1oppema sonaga ®MHHUILI, mis on paigutatud kahe
semikooloni vahele. See sona teatab programmeerivale program-
mile, et temale eelneva operaatoriga lopeb vaadeldav programm.
~ Ulesande lahendamisel] tididetakse ALGOL-programmis olevaid
operaatoreid iildiselt n.-6. loomulikus jdrjekorras, s.t.
selles jérjekorras, nagu nad programmi on kirjutatud. Teatavasti
ei voimalda aga operaatorite loomulikus jirjekorras tditmine kir-
jeldada harunevaid ja tsiiklilisi arvutusalgoritme. Sellepdrast on
ALGOL-programmis ette ndhtud voimalus muuta operaatorite tait-
mise jdrjekorda nn. suunamisoperaatorite, tsiiklioperaatorite ja tin-
gimuslike operaatorite abil.

Tingimuslik operaator on erikujuline liitoperaator,
mis algab reserveeritud sonaga ECJIM. Edasi kuulub tingimusliku
operaatori koosseisu mingi loogiline avaldis b («tingimus») ja
sellest koma ning reserveeritud sona TO abil eraldatud operaa-
tor s. Tingimusliku operaatori tildkuju on seega

ECJIU b, TO s;

Selle operaatori tditmisel leitakse koigepealt tingimuse b vééirtus.
Kui selleks vdartuseks osutub foene, siis tdidetakse operaator s ja
asutakse jargmise operaatori vaatlemisele. Kui aga tingimuse
vidrtuseks saadakse vddr, siis jdetakse operaator s vahele ja asu-
takse kohe jargmise operaatori vaatlemisele.

Selgitame tingimusliku operaatori kasutamist iihe lihtsa néitega.
Kui algoritmi kidigus on tarvis arvutada suurus X =(C —
—min(A, B))-max (A, B), siis voib seda teostada nditeks jarg-
miselt:

ECJIK (A > B), TO HAYUAJIO P :==B; B := A;
A := P KOHEL; X:=(C — A)X B;

Tingimusliku operaatori koosseisu kuuluv liitoperaator teostab siin
muutujate A ja B viairtuste vahetamise juhul, kui A viartus on
suurem B viddrtusest (loomulikult on see lubatav vaid siis, kui
muutujate A ja B neid vdidrtusi programmis enam tarvis ei tule).
Tingimuslikku operaatorit voib kasutada ka teisel kujul:

ECJIN b, TO sy MHAUE sy;
kus reserveeritud sona MIHAYE jirel paiknev operaator s, tuleb
tditmisele ainult siis, kui tingimuse b véirtuseks osutub wvddr.

Seega soltuvalt tingimuse b vaidrtusest tdidetakse siin operaatori-
test s; ja s, alati tdpselt {iks.
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Tsiiklioperaator on samuti erikujuline liitoperaator. Ta
algab reserveeritud sonaga HJIS, millele jdrgnevad mingi muu-
tuja identifikaator n (tsiikli parameeter), omistamise siim-
bol, sulgudesse paigutatud aritmeetiliste avaldiste kolmik v, v,
vy (parameetri muutumiseeskiri), reserveeritud sona
IIMKJI ja 16puks veel iiks operaator s:

ﬂﬂﬂ n I=(U|, Ua, 03) LIHI(JI S,

Muutumiseeskirja koosseisu kuuluvate avaldiste vy, vs ja us
vadrtusi nimetatakse vastavalt parameetri algviddrtuseks,
sammuks ja loppvdédrtuseks. Tsiiklioperaatori taitmi-
sel antakse tema parameetrile kdigepealt algvdartus ja tdidetakse
operaator s. Seejirel liidetakse parameetrile tema samm ja téi-
detakse operaator s uuesti. Niiiid liidetakse parameetrile jille
samm ja korratakse vaadeldud protsessi seni, kuni parameetri
védrtus kas 1) positiivse sammu korral osutub loppvédartusest
suuremaks, voi 2) negatiivse sammu korral osutub 1oppvaartusest
viiksemaks. Tuleb arvestada, et kui naiteks positiivse sammu kor-
ral on algvaartus 1oppvdartusest suurem, siis jadb sonale LIUKJI
jargnev operaator s iildse tditmata.

Illustreerime ka tsiiklioperaatori kasutamist iihe lihtsa néitega.
Koostame nimelt programmi kiimnenda astme poliilnoomi AX'0 -+
+ AX+ ...+ AgX + A, vdartuse arvutamiseks. Sealjuures eel-
dame, et programmi varasemas osas esineb "massiivikirjeldus
MACCHB A{0: 10] ja selle massiivi muutujatele on omistatud vaar-
tused Ao, Ay, ..., Ag, Ap. Argumendi see vidrtus, mille puhul
poliinoomi véaartus tuleb arvutada, olgu omistatud muutujale B.
ALGOL-programmi, mis omistab pelilnoomi vdirtuse muutujale
C, voib siis kirjutada jargmiselt:

LIEJIBIVT K; X := B; C:= A[0}; /19 K :=(1, 1, 10)
LMK C := C X X + A[K];

Siin esineva tsiiklioperaatori parameetriks on K, selle algviartu-
seks, sammuks ja loppvddrtuseks vastavalt arvud 1, 1 ja 10. See
tdhendab, et operaator C:= C X X -+ A[K] tuleb tdita kokku 10
korda, muutuja K védirtustel 1, 2, ..., 10. Horneri skeemi kohaselt
annabki see poliinoomi viirtuse.

Tsiiklioperaatori abil on mugav kirjeldada niisuguseid tsiik-
lilisi arvutusalgoritme, milles tsiikli kordamiste arv on ette teada.
Mitmesuguste- iteratsioonimeetodite jms. korral tuleb aga teatud
arvutuseeskirja tsiikliliselt korrata seni, kuni pole tdidetud mingi
etteantud tingimus. Sellistel juhtudel kasutatakse ALGOL-
programmides tsiiklioperaatorit, mis algab reserveeritud sonaga
TTOKA ja mille iildkuju on

[TOKA b, s;
Siin tdhendab b teatavat loogilist avaldist («tingimus») ja s ope-
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raatorit, mis kuulub korduvale tditmisele senikaua, kui b véaair-
tuseks on vddr. Niipea kui osutub, et enne jidrjekordset kordamist
b vidrtus on toene, jietakse operaator s vahele ja minnakse prog-
rammis edasi. Selle operaatori kasutamise nédide tuuakse kées-
oleva artikli 10pus.

Korvuti kirjeldatud voimalustega operaatorite tditmise loomu-
liku jérjekorra muutmiseks kasutatakse ALGOL-programmides
veel nn. suunamisoperaatorit, mis muudab operaatorite tditmise
jdrjekorda ilma mingi tingimuse tdidetuse kontrollimiseta (tingi-
musteta suunamine). Selle mooduse kasutamine tugineb asjaolule,
et ALGOL-programmi iiksikutele operaatoritele voib tarbe korral
«panna nime» — varustada operaatorid mirgenditega. Operaatori
margend on kas tdisarv voi identifikaator, mis kirjutatakse
mérgitava operaatori ette ja eraldatakse sellest kooloniga. Mar-
gendiga voib varustada mistahes operaatori (sealhulgas ka nn.
tihja operaatori, paigutades programmi niiteks kirjutise
OP1 :;), tuleb ainult silmas pidada, et ithel operaatoril ei saa olla
mitut méirgendit ja sama margendiga ei tohi mirkida mitut ope-
raatorit.

Suunamisoperaatori iildkuju on HA ¢; kus HA on
reserveeritud sona ja ¢ selle operaatori margend, mis tuleb téit-
misele vahetult parast juhtimisoperaatorit. Suunamisoperaatori
kasutamist on demonstreeritud jargmises ndites, kus tthtlasi leiab
rakendamist ka suurem osa vaadeldava sisendkeele teistest seni-
kirjeldatud elementidest.

Niide veidi ulatuslikuma algoritmi {ileskirjutamisest vaadel-
davas sisendkeeles. Jirgnev ALGOL-programm on kasutatav esi-
mese saja algarvu leidmiseks (kui neid mingi {ilesande lahenda-
mise kdigus toepoolest vaja leida oleks). Ainus erinevus tegelikust
programmist on siin selles, et kommentaari kirjutamiseks kasuta-
takse vene tihtede asemel ladina tahti.

HEJIbIM (A, K, M, C[]); MACCHUB (C[I : 100];

IMPUMEUYAHME. Massiiv C[] on médiratud leitavate algarvude
salvestamiseks;

A:=0; K:=I; [TOKA (A= 100), HAlIAJIO

=K+ 1; IJISI M:=(2, 1, K— 1) LITUKJI
ECJIM (K — M X (K/M)=0), TO HA KOPJIAPB;
A:=A-1; C[A]:=K; KOPIIAPB: KOHEIL];
GUHUII;

Selle programmi iiksikasjalikuma analiiiisimise jdtame luge-

jale.
(Jdrgneb)
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PROGRAMMEERIJATE ETTEVALMISTAMISEST

Elektronarvutite osatdhtsus rahvamajanduses on viimasel ajaf
tohutult kasvanud. Seda arvestades toodetaksegi iiha enam ja iiha
voimsamaid arvuteid. Arvutite tegelik kasutamine kipub aga ikka
sagedamini takerduma kvalifitseeritud programmeerijate nappuse
tottu. Programmeerijate vihesus on kogu maailmas muutunud nii-
vord iildiseks ndhtuseks, et paljud arvutuskeskused on olnud sun-
nitud minema n.-6. kergema vastupanu teed: lahendamisele voe-
takse peamiselt niisuguseid iilesandeid, mida on lihtsam program-
meerida, mis nouavad iithe arvutitunni kohta vihem programmee-
rimisaega. Usna sageli aga jddvad sellise «valikumeetodi» raken-
daréliflel lahendamata just rahvamajanduslikult eriti olulised iiles-
anded.

Ainult korgemate oppeasutuste lopetajate arvel programmeeri-
jate niisugust puudujddki nihtavasti likvideerida ei donnestu. Vii-
maste aastate praktika on aga ndidanud, et suurema osa program-
meerimisel vajalikust t66st saab edukalt. anda keskharidusega
programmeerijate hooleks. Veelgi enam, korgema haridusega
programmeerijate kasutamine programmide suhteliselt lihtsamate
osade koostamisel on tegelikult tdielik raiskamine. Seda arvesta-
des ongi ka Eesti NSV kolmes keskkoolis (Tartu I, Tallinna I ja
Noo Keskkool) loodud eriklassid keskharidusega matemaatikute-
programmeerijate ettevalmistamiseks. Nihtavasti on seda aga
véhe, sest kiillaltki suur osa nende eriklasside lopetajatest jatkab
opinguid korgemates koolides ning pole seega viie aasta véltel
tegelike programmeerijatena kasutatav.

Hiljuti ilmus ajalehes «Pravda» tuntud matemaatiku A. Kron -
rodi artikkel!, milles tostetakse iiles keskharidusega program-
meerijate ettevalmistamise ulatuse olulise laiendamise kiisimus.
Autor t66tab ise iihe eriklassi Opetajana ning varustas oma artikli
allkirjaga: A. Kronrod, fiiisika-matemaatikadokior, Teoreetilise ja
Eksperimentaalfiiiisika Instituudi matemaatikalaboratooriumi juha-
taja, Moskva VII Keskkooli dpetaja. Toome jargnevalt moned kat-
kendid sellest artiklist.

! «Crpane HYXHbl TpOrpaMMHCTHl. ['ne HX TOTOBHTB?» (NMHMCBMO B pelak-
uuto), «IlpaBna», 28 Hoa6ps 1964 r.
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«Korgema kvalifikatsiooniga matemaatikuid-programmeerijaid
valmistatakse ette iilikoolis. Keskharidusega programmeerijaid
hakkasid aga monedes matemaatilise kallakuga keskkoolides ette
valmistama teadlased. Kas see on siis viljapdis olukorrast? Me
vajame 5—6 aasta pidrast umbes 80—100 tuhat keskharidusega
programmeerijat aastas. Ei saa ometi t0siselt loota, et sellise
tohutu spetsialistide armee ettevalmistamine jdab endiselt tead-
laste-entusiastide olgadele!

Kuidas siis iilesannet lahendada?

Kogemused néitavad, et hiid laborante-programmeerijaid saab
ette valmistada iga matemaatilise kallakuga keskkool. Just need
koolid peavadki meie arvates saama selleks baasiks, kus noortele
oOpetatakse programmeerija elukutset.

Esimene matemaatilise kallakuga kool loodi S. I. Svartzburdi
algatusel 5 aastal tagasi Moskva 444. Keskkooli baasil. Selle kooli
lopetajatest said suurepérased laborandid, kes niilid edukalt t66-
tavad pealinna arvutuskeskustes. Praegu on Moskvas {ile 60 mate-
maatilise kallakuga kooli. Vene NFSV teiste rajoonide voimeka-
mate laste jaoks moodustasid akadeemik A. N. Kolmogorov ja
tema opilased internaatkooli, kus opetatakse matemaatikat tiien-
datud programmi jdrgi. NSV Liidu Teaduste Akadeemia Siberi
Osakonna matemaatikud Gpetavad 1lapsi Novosibirski iilikooli
juurde kuuluvas internaatkoolis. Matemaatilise kallakuga kesk-
koole moodustatakse ka teistes liiduvabariikides.

Matemaatika ja programmeerimise 6petamise votsid enda olga-
dele paljud teadlased. Nii td6tab Moskva 7. Keskkoolis 27 teadus-
likku to6tajat-matemaatikut (peamiselt Teoreetilise ja Eksperimen-
taalfiilisika Instituudist).

Asi on selles, et kvalifitseeritud programmeerijal peab eelkdige
olema tohus matemaatiline haridus, mille baasil programmeeri-
mise aluseid on opilasele suhteliselt lihtne selgeks teha. Praktika
on néidanud, et head oOpetajad suudavad programmeerijaid kesk-
koolis ette valmistada ilma iildhariduslikku tsiiklit kahjustamata.

Kuid oma koolit6é kogemustest ma tean, et iiheaegselt ei saa
oOpetada iile 15—20 opilase. Programmeerimise opetamine nouab
suurt individuaalset t66d Opilastega. Pealegi ei saa seda opetamist
eraldada matemaatika pohikursusest — molemaid aineid peab tin-
gimata dpetama sama Opetaja.

Seega, kui me tahame, et meil oleks kiillaldaselt spetsialiste
uue arvutustehnika tdielikuks kasutamiseks, tuleb koolid kdige-
pealt varustada heade matemaatikaopetajatega, kes tunnevad
programmeerimist selle tdnapdevasel tasemel. Meie koolidesse on
vaja juba koige ldhemal ajal 5—10 tuhat sellist opetajat. Juba
praegu tuleb motelda, kuidas ja kus neid ette valmistada.

Koike seda tuleb teha viivitamatult. Uued arvutid juba oota-
vad oma osavaid, tarku ja voimekaid peremehils
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LINEAARSE PLANEERIMISE RAKENDAMINE
LOOMAKASVATUSES

T. Akkel

Loomakasvatuse eduka arendamise {iheks eelduseks on kiillal-
dase hulga st6tade tootmine. Sé6tade tootmisplaani Gige koosta-
mine pole aga sugugi triviaalne iilesanne. Nimelt tuleb selle
plaani koostamisel majandis arvestada nii loomade s66davajadusi
kui ka olemasolevaid tootmisvoimalusi. Viimased soltuvad aga
mitte moénest iiksikust, vaid iisna suurest arvust mitmesugustest
teguritest. Sellepdrast tulebki vastava ala spetsialistidel sootade
tootmisplaani koostamise kdigus osa tegureid tahes-tahtmatulit
vaatlusest viélja jdtta. Loomulikult kannatab selle all koostatavate
plaanide vastavus tegelikkusele.

Teiseks veel suuremaks puuduseks on asjaolu, et isegi kui nn.
traditsiooniliste meetoditega koostatud plaanid ka rahuldavad nii
sO66tmis- kui tootmistingimusi, pole nad antud olukorras voimalik-
kude plaanide hulgas parimad. Nagu mitmel pool teostatud arvu-
tused on nédidanud, saab sellisel viisil koostatud plaane peaaegu
alati vdhemalt 10—15% vorra parandada, s.t. leidub koiki s606-
davajadusi ja tootmistingimusi rahuldav plaan, mille jargi toode-
tud s66dad tulevad 10—15% odavamad (voi saab toota 10—15%
enam so6tasid vms.). :

Traditsiooniliste planeerimismeetodite niisuguseid puudusi
arvestades on loomulik pédrduda matemaatilise planeerimise mee-
todite poole. Osutub koguni, et st6tade tootmisplaani koostamist
mojustavate tegurite sobiva aproksimeerimise korral saab koik
seosed rahuldava tdpsusega esitada lineaarsetena ja seega kasu-
tada lineaarse planeerimise ! meetodeid. Jdrgnevas ongi esitatud
pollumajandusettevotte sodtade tootmise liks matemaatiline mudel,
mis osutub olemasolevate tehniliste vahenditega lahendatavaks
lineaarseks planeerimisiilesandeks.

! Ulevaate lineaarse planeerimise pGhimdtetest voib leida nditeks artiklis:
Kaasik, U, Lineaarsed planeerimisiilesanded. — Matemaatika ja kaasaeg, II,
1k. 31—46.
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Vaatleme st6tade sellise tootmisplaani koostamist, mis majandi
looduslikke ja majanduslikke tingimusi arvestades voimaldab toota
maksimaalsel hulgal s66tithikuid.

Soéodavajaduse kindlaksmédramisel tuleb arvestada mitmete
'loomarithmade ja vastavate erinevate sé6tmisperioodide olemas-
‘olu. Reaalsuse tdpse imiteerimise korral tuleks s66tmisperioodid
valida nii, et igal iiksikul perioodil oleks voimalikkude sodtade
loetelu kogu selle perioodi viltel iihesugune. Niiteks piimakarja
vaatlemise puhul tuleks aasta jagada kaheksaks perioodiks (16.—
31. mai, juuni, juuli, august, september, 1.—15. oktoober, 16. oktoo-
ber — 15. november, 16. november — 15. mai), sest voimalikkude
sdotade loetelu on igal niisugusel perioodil erinev. Analoogiline
on olukord ka teiste loomarithmade puhul. Seega kogu majandi
puhul oleks tegemist kokku 25—30 erineva so6tmisperioodiga.
Arvestades, et igal perioodil on kasutada 20—30 erinevat soéta,
saaksime 300—900 tundmatuga iilesande, kus kitsendusi on
umbes 300. Niisuguse iilesande lahendamine on seotud viga
suurte tehniliste raskustega.

Kui aga teise d4rmusena vaadelda tervet aastat itheainsa soot-
misperioodina, siis voime saada plaani, mis oma véiikese tdpsuse
tottu pole iildse realiseeritav (nditeks voib plaan niha ette loo-
made s66tmist haljass66daga ka talvel). Neid raskusi arvestades
ongi ddrmuslikud voimalused korvale jdetud ja vaatlusele vdetud
mudel, kus aasta jagatakse kaheks s66tmisperioodiks: suvi (16. V—
15. X) ja talv (16. X—15. V). Selleks, et ei tekiks st6tade kuhju-
mist monele iiksikule kuule, on mudelisse lisatud veel moned téien-
davald kitsendused, millest ldhemalt rddgime nende formuleeri-
misel.

Sodtade tootmisplaani koostamise iilesande matemaatiliseks
formuleerimiseks toome sisse jargmised tdhistused:

) — so66da jarjekorranumber;

i — loomarithma jarjekorranumber (j=1, 2, ..., m);
{ — s06tmisperioodi number (I =1, 2);

S; — sootithikute hulk s66da nr. i 1 kg kohta;

p;  — proteiini hulk (g-des) s66da nr. i 1 kg. kohta;

k;  — kuivaine hulk (kg-des) s66da nr. i 1 kg kohta;
h;  — saadav so6da kogus (kg-des) ha-1t

x/t  — loomariihmale j s66tmisperioodil [ antava s66da

nr. [ tootmiseks vajaliku maa suurus (ha-tes).

Séotade all moistetakse koiki antud majandis kasvatada voiva-
test kultuuridest saadavaid s66tasid. Eraldi arvestatakse pohi- ja
korvaltoodangut. Nii on eri s66tadeks loetud kaer (teraks) ja kae-
rapohk, suhkrupeedi juurikad ja pealsed, poldhein (heinaks) ja
poldheina ddal jne. Selline pohi- ja korvaltoodangu eraldamise

2 Hektarilt saadava séddakoguse leidmiseks tuleb planeeritud hektarisaa-
gist maha arvestada kaod ja hektarile vajatav seeme.
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vajadus on tingitud enam kui tthe loomarithma olemasolust: ava-
neb voimalus planeerida pohitoodangut iihtedele ja korvaltoodan-
gut teistele loomariihmadele. Peale majandis toodetavate on mude-
lisse liilitatud ka ostusdéddad (olikoogid, l0ss, praak jne.).’

Asume niiiid so6tade tootmist madravate kitsenduste sonasta-
misele.

Sootmisega seotud kitsendused

Siia kuuluvad kitsendused, mis kindlustavad loomariihmadele
vajaliku kvaliteediga ja vastavas koguses sdétade tootmise.

1. Proteiini ja sootiihikute hulga suhe. Vastavalt loomade
s06tmisnouetele peab iga sdotithiku kohta tulema teatud hulk see-
duvat proteiini. Tavaliselt antakse proteiinisisalduse noue teatava
vahemikuna, néditeks Uleliidulise Loomakasvatuse Teadusliku
Uurimise Instituudi andmetel * peavad lehmad 20-kilose pievase
véljaliipsi korral saama 110—115 g proteiini so6tithiku kohta.
Seega tuleks esitada kaks tingimust: keskmine proteiinihulk s66t-
ithiku kohta peaks olema miinimumpiirist (antud niites 110 g)
suurem ja maksimumpiirist (antud juhul 115 g) véiksem.

Et vaadeldavas mudelis seatakse eesmirgiks maksimaalse s66t-
ithikute hulga saamine, siis saadava lahendi kohaselt tuleb suur-
tel pindadel kasvatada suuri soddakoguseid andvaid kultuure
(mais, suhkrupeet jne.). Viimased on aga enamuses proteiinivae-
sed ning seepdrast tuleb saadavas lahendis proteiini keskmiselt
so6otithiku kohta alati vdhem kui maksimumpiiriga lubatud (tava-
liselt isegi vordselt miinimumpiiriga). Seetottu voibki proteiini-
hulga maksimumpiirist tulenevad kitsendused &ra jatta ja piir-
duda vaid miinimumpiirile vastavate kitsendustega:

2 (pisi_pi)hixii'l<0 (]=11 2) ey, MY = 17 2),

ielj'l
kus p/ on proteiini miinimumpiir (g-des) sii kohta loomariithmale
j ja 1i! tdhendab loomariithmale j perioodil [ sobivate s66tade jar-
jekorranumbrite hulka.

2. Kuivaine ja sootithikute hulga suhe. S66tmisnoudeid arves-
tades on vajalik piirata kuivaine hulka toodetava s6dda iihe so6t-
iihiku kohta. Vastavad tingimused omandavad kuju

Zjl(ki—klsi)h,«xﬂ-‘\ 0 (]= 1, 2, Coe, MG = 1, 2),
iel/r

kus k/ on loomarithmale j ithe so6tiithiku kohta maksimaalselt luba-
tud kuivaine hulk (kg-des).

3 Ostus¢otade puhui néaitab x4/ loomariihmale j s66tmisperioodiks !
méaidratud sédda nr. ¢ hulka.

4 Vt. HopMbl KOpPMJIEHHS H palHOHbl JJIST CEMbCKOXO3AHCTBEHHBIX XHBOTHBIX,
M, 1960, 1k. 7
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Praktilised arvutused on ndidanud, et saadavates ratsioonides
ei ole kuivaine hulk so66tithikus kunagi suurem kui 1,5 kg. See-
parast voib nende loomarithmade j korral, kellel kuivaine lubatud
hulk &/ on iile 1,5 kg, vastava tingimuse hoopis 4dra jétta.

3. Haljasst6tade maksimumpiirid. Kaheks perioodiks jaotatud
iilesande korral voib tekkida olukord, et suveks planeeritakse liiga
suures koguses niisugust haljasst6ta (ndit. haljasmaisi), mida
tegelikult saab kasutada ainult lithikese aja véltel. Seepérast tuleb
mudelisse lisada tingimused, mis kindlustaksid haljassédda toot-
mist igal haljass66daperioodil mitte suuremas koguses, kui seda
vastaval perioodil s66ta saab. '

Omaette probleemiks on kultuurkarjamaa. Nimelt jaotub selle
saak kuude vahel jadrgmiselt (%-des kogusaagist):

I lln;z]ol ’ juuni ' juuli . august september Ioll)(ct)bl
| 15 1 35 l 20 l 15 10 ‘ 5

Sellest tabelist ndeme, et kultuurkarjamaa saak on eri perioodidel
isesugune, eriti madal suve 16pul, mistottu suve teiseks pooleks
tuleb nahtavasti planeerida veel lisaks teisi haljassodtasid. Seda
arvestades peab haljassté6da osas votma vaatlusele 6 perioodi.
Sealjuures on veel otstarbekohane jatta voimalus samade karja-
maade kasutamiseks eri perioodidel erinevatele loomariihmadele
ja vaadelda seetottu igal perioodil saadavat haljasséodasaaki eri
sbodana. Igaks haljass6ddaperioodiks planeeritavad kultuurkarja-
maa rohu ja teiste haljassodétade kogused kokku aga ei tohi iile-
tada vastavale loomariihmale ettenahtud piiri.

Nii saamegi haljassootade tootmist piiravad kitsendused, mis
voib lihidalt kirjutada kujul

S (i — dihisix <0 (u=1,2,...,6;j=1,2, .., m),
ietht

kus u on haljassdddaperioodi jarjekorranumber, d,/ perioodiks
loomarithmale j lubatava haljasso6da koguse maksimaalne osa
kogu suvisest s6ddast ja

% ._{ 1 kui so6t i on perioodil u kasutatav haljassoot,
#7710 iilejadnud juhtudel.

Seoses nende kitsendustega voib kerkida kiisimus ka proteiini
ja sootiihikute suhte kitsenduste sissetoomisest iga haljassédda
perioodi jaoks. V6ib ju monel haljassdddaperioodil tekkida proteiini
puudujiik, teisel aga iilejddk. Praktika aga néitab, et nende kit-
senduste juurdetoomiseks pole erilist vajadust. Nimelt on kultuur-
karjamaa (kui pohilise haljassé6da) ja ka enamuse teiste haljas-

30



sootade soo6tithiku proteiinisisaldus kiillaltki ldhedane loomariih-
made proteiinivajadustele. Seepdrast korvalekalded keskmisest pro-
teiinivajadusest saavad tekkida vaid mittehaljass6dtade kaudu
ning nende nivelleerimine toimub teiste mittehaljass6étade arvel.
Olukord muutub raskemaks siis, kui haljasso6tadeks on proteiini-
vaesed kultuurid (n&it. mais). Sel juhul vo6ib tekkida proteiini tea-
tav puudujddk, mis jddb teiste sootade arvel katmata ning tuleb
kanda mudeli ebatdpsuse arvele. Sellised viike@y ebatépsused on
aga mudeli juures tdiesti loomulikud, kui me tahame koostada
moistliku suurusega {ilesannet. Ka kdesoleval juhul voimaldab
teatava ebatdpsuse lubamine {ilesande mo6tmeid 2-—-3 korda
védhendada ning sellega oluliselt lihtsustada tema lahendamist.

4. Sodtade maksimumpiirid. Vastavalt s66tmisnouetele pole pal-
jude sootade (vikk, mais jt.) andmine iile teatud piiri soovitatav.
Olgu b} s66da r maksimaalselt lubatav osa loomariihma j kogu-
soodast perioodil ! ja K niisuguste sootade jarjekorranumbrite
hulgad, mille kasutamine (loomarithmale j perioodil [) {ildse on
kitsendatud. Vastavateks kitsendusteks saame siis

hes,x bt — bt 3 hsixit < 0
ieli!

(i=12...,ml=1,2; reKi.

5. Sootade hulga miinimumpiir. Arvestades loomakasvatussaa-
duste vajadusi riiklike miiiigikohustuste téditmiseks ja majandisi-
seseks tarbimiseks, tuleb seada tingimused, mis garanteerivad vas-
tavate koguste tootmise. Noudes, et iga loomariihma j jaoks too-
detaks vdhemalt teatud minimaalne kogus s66ta, saame kitsendu-
sed:

2’2 hisi?2 > 82 (j=1,2,...,m),

ielh
kus S/2 niitab loomarithmale j perioodiks 2 (talveks) minimaal-
selt vajalikku séddahulka.

Siin on vastavad kitsendused kirja pandud ainult talve jaoks,
sest suveks minimaalselt vajaliku so66dahulga kindlustab talvise
ja suvise s66da vahekorra tingimus.

6. Talvise ja suvise s66da vahekord. Eeldades iihtlast tootmist
kogu aasta viltel tuleb nouda, et talvise ja suvise s66da koguhul-
gad oleksid vordelised vastavate soétmisperioodide (talve ja
suve) pikkustega. Vaadeldava mudeli juures on suve pikkuseks
5 kuud ja talveks 7 kuud. Seega peaks suviste sé6tade kogus moo-

dustama g talvistest sootadest. Kui on aga tegemist loomariih-
maga, mis annab iihel perioodil kuu kohta rohkem toodangut kui
teisel, siis tuleb konstant ; asendada uuega (itheks selliseks loo-
martthmaks on néditeks lehmad, kes annavad suvel 5 kuu jéoksul
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60% aastatoodangust). Olgu #/ loomariihma j suvise ja talvise
sbodavajaduse suhe. Siis on vastavad tingimused kirjutatavad
kujul:

Z'hsxf — Zhsxl =0 (=1,2, ...,m).

iel/1 icl)2

7. Loomarithmade vahekord. On tiiesti loomulik, et sdGtade
planeerimisel voitekkida vajadus pidada silmas ménede looma-
rithmade arvulist vahekorda. Néiteks piima miiigi praeguse korra
juures soltub majandeile antav 16ssi hulk miiiidud piima hulgast.

" Seepirast tuleb porsastele ja vasikatele vajaliku hulga 16ssi saa-
miseks miilla teatud kogus piima, viimase saamiseks peab aga
majandil olema vastava suurusega piimakari. Siit tulenebki noue,
et teatud arvu porsaste ja vasikate kohta peab olema vihemalt
iiks lehm. Samuti on vajalik arvestada selliste loomarithmapaaride
mnagu lehmade ja vasikate, nuumikute ja porsaste vahekorda, sest
vasikaid ja porsaid tuleb kasvatada vidhemalt nupal]u et oleks
kindlustatud karja taastootmine.

Vastavate kitsenduste lithidaks iileskirjutamiseks seame igale
loomariihma numbrile j vastavusse nende loomariihmade numbrite
hulga L/, millede kogusuurust piirab riilhma j suurus (néiteks, kui
j on piimalehmade rithma number, siis L/ koosneb porsaste ja
vasikate rithmade numbritest; kui j on vasikate rithma number, siis
Li sisaldab vaid lehmade rithma numbri jne.). Olgu a/ hulka Lf
kuuluvate numbritega loomarithmade kogusé6da maksimaalne osa
loomarithma j kogusdddast. Siis voib vaadeldavad kitsendused
kirjutada jargmiselt:

> Zhsxpl—alz hsxit<0 (j=1,2,...,m; (=1,2).

pell ietP:! ielh 1

Sootade tootmisega seotud kitsendused

Seni vaadeldud kitsendused piistitati s66tmisnoudeid ja mini-
‘maalselt vajalikku toodanguhulka arvestades. Nendest kitsendus-
test aga mudeli koostamiseks ei piisa, sest majandi kdsutuses ole-
vad ressursid (rahalised vahendid, véetiste kogused, pollu suu-
rus jne.) ei tarvitse olla kiillaldased igasuguste plaanide reali-
seerimiseks. Sellepdrast on héddavajalik liilitada iilesandesse veel
sootade tootmist piiravad kitsendused.

8. Pohi- ja korvaltoodangu vahekord. Nagu eespool margitud,
vaadeldakse pohi- ja korvaltoodangut eri s66tadena. Kuna aga nii
korval- kui pohitoodang saadakse iihelt ning samalt pinnalt, siis
‘tuleb nouda, et kérvaltoodangulist s66ta ei planeeritaks suuremalt
pinnalt kui pohitoodangulist s66ta. Vordust kiilvipinna vastavate
suuruste vahel pole sealjuures otstarbekohane nouda, sest monin-
gatel juhtudel voib {ilesandele saada parema lahendi (rohkem
sb6ota) just juhul, kui osa korvaltoodangust jddb hoopis kasuta-
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mata. See on seletatav asjaoluga, et monede korvaltoodanguliste
sbotade (peamiselt pohu) viikese proteiinisisalduse tottu voimal-
dab korvaltoodangu osaline kasutamatajidtmine suurendada suure-
saagiliste, kuid keskmise proteiinisisaldusega st6tade osatdhtsust
ning koos sellega ka saadavat séé6tiihikute hulka.

Olgu P pohitoodanguliste sé6tade jarjekorranumbrite hulk. Iga
sooda i e P jaoks on antud vastavate korvaltoodanguliste sddtade
jarjekorranumbrite hulk N, Siis nende kiilvipindade vahekorda pii-
ravad kitsendused omandavad kuju

S (S —x) <0 (ieP),

Jl teN;
kus vialimine summa tuleb votta iile koikide indeksipaaride j=
=1,2,...,mjal=1,2

9. Pollumaa suurus. Uheks so6tade tootmist piiravaks teguriks
on selleks olemasoleva kiilvipinna suurus: kasvatatavatele s6dda-
kultuuridele planeeritav pind ei tohi iiletada pdllumaa kogusuu-
rust. Sealjuures tuleb pohi- ja korvaltoodangulistest so6tadest
arvestada muidugi ainult esimesi. Nii saame kitsenduse

3 xi < M,
ié’Pl’

kus M on majandi pollumaa kogusuurus ja P’ tihendab koikide

pollult saadavate s66tade (véljaarvatud korvaltoodangulised) jér-

jekorranumbrite loetelu.

10. Kultuurkarjamaa kasutamine. Punktis 3 toodud kitsendus-
tes me vaatlesime kultuurkarjamaa iga perioodi saaki eri so60-
dana. Et aga igal niisugusel perioodil on tegemist ithe ja sama
karjamaaga, siis tuleb nouda, et nendel perioodidel oleksid so6-
tade tootmiseks vajalikud pinnad vordsed.> Seega peavad olema
rahuldatud kitsendused

Zm,’ (ki — x;0)=0 (i = K),
i=1

kus hulk K koosneb kultuurkarjamaalt esimese viie perioodi vil-
tel saadavate s66tade jarjekorranumbritest ja i on kuuendal perioo-
dil saadav s66t.

11. So6o6dakultuuride maksimumpiirid. Siia kuuluvad tingimu-
sed niisuguste kultuuride kohta, mida pole voimalik toota iile tea-
tud piiri. Niiteks piirab loodusliku heina tootmist heinamaa suu-
rus, mone kultuuri (hiibriidkaalikas vms.) puhul voib piiravaks
olla aga seemne vahesus jne. Selle tingimuste rithma alla kuulu-

5 Kui arvestada ka karjamaarohu sileerimise ning heinaks kuivatamise voi-
malusi, siis tuleks lisaks nouda, et karjamaalt planeeritav haljassddda, silo ja
heina hulk ei iiletaks karjamaa kogutoodangut.
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vad ka ostusdodad, sest -majandile eraldatud limiidid on teada
ning iilesande lahendamisel jagatakse need loomarithmade vahel
Nii saadavad kitsendused voib kirjutada kujul

Ex,! <M, (isH),

kus M; niéitab soodakultuurl i maksimaalselt voimalikku kasvu-
pinda % ja H on kasvupindade osas kitsendatud sootade jdrjekorra-
numbrite loetelu.

12. T66jou- ja masinate varud. Majandi kdsutuses olevate
masinate all motleme traktoreid, kombaine, autosid, kuivateid ja
teisi defitsiitseid seadmeid. Masinate ja t66jou kasutamise iseloomu
jargi tuleb aasta jaotada té6perioodideks nii, et ithtegi t66d ei tehta
mitmel perioodil. T66joule ja masinaile vastavad perioodid ei tar-
vitse sealjuures olla iihised ja erinevate masinate kasutamise
perioodid ei pea kokku langema. Kitsendusi pole vaja teha koikide
perioodide jaoks, vaid piisab, kui valida vélja nn. pingelised perioo-
did, milledel teistega vorreldes kasutatakse tunduvalt rohkem t66-
joudu (masinaid).

Tédhendagu u perioodi numbrit, {4 t66jou (masinate) kulu hek-
tari kohta s66da i tootmiseks perioodil u, T# t66jou (masinate) varu
perioodil u ja ¢ perioodide koguarvu. Siis saame kitsendused:

Z,:t;“xif-’<T“ (=1, ..., 9).
o

13. Vietiste varud. Vietiste digeks jaotamiseks on vaja teada
nii vaetiste varusid kui ka vajadusi. Olgu tegemist kokku f liiki
vietistega, kusjuures V% on liiki w (=1, 2, ..., f) kuuluva véie-
tise olemasolev varu. Vietuskatsetest on saadud seosed kasutatud
vietiste koguste ja saagikuse vahel. Et neid mudelis arvestada,
vaatleme erineval hulgal vietist saavaid kultuure eri séotadena
(néiteks: suhkrupeet, sonnikut ha-le 20 t; suhkrupeet, sonnikut
ha-le 30 t jne.). Koikide vietist vajavate s66dakultuuride korral
pole seda kiill motet teha, kuid monede s66tade (suhkrupeet, mais,
juurvili )vaatlemine 2—3 eri s66dana osutub otstarbekohaseks.

Olgu v vietise w vajadus sé6da i tootmiseks iihel hektaril.
Vietiste varudest tingitud kitsendused on siis jargmised:

Eviwxif'lng (w=l,2,,f)
Ll

14. Sootihiku maksumus. Séétade tootmisel tuleb alati silmas
pidada nende maksumust. Nouame, et ithe s66tithiku maksumus ei
liletaks etteantud suurust R, s. t. lisame veel kitsenduse

> (ri— R hs)x# <0,
ij, 1
kus r; on s6oda i tootmiskulud hektari kohta.

8 Ostusdétade puhul tdhendab M; sd6da i olemasolevat limiiti.
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Sellega on vaadeldavasse mudelisse kuuluvad kitsendused am-
mendatud. Meid huvitab sellise lahendi leidmine, mis kindlustab
majandile maksimaalse voimaliku sé6tade hulga tootmise. Seega
tuleb maksimiseerida avaldis

Z Sih,’xlj'l.
Ll

Sonastatud lineaarse planeerimisiilesande kitsendused sisalda-
vad (soltuvalt konkreetsest majandist) 150—200 vorratust, 300—
500 tundmatuga x;/-%. Niisuguse iilesande lahendamine néiteks simp-
leksmeetodiga on niivord t66mahukas, et pole joukohane isegi kesk-
mise voimsusega elektronarvutile. Onneks voimaldab saadud iiles-
ande struktuur aga lahendamist lihtsustada. Nimelt s66tmisega
seotud kitsendusi vaadeldes nédeme, et neid saab jaotada niisugus-
tesse rithmadesse, kus iga rithma vorratused sisaldavad vaid iihele
loomarithmale ja iihele s66tmisperioodile vastavaid tundmatuid
(s.t.j ja [l on iga rillima ulatuses konstantsed). Tootmisega seotud.
kitsenduste puhul pole selline jaotamine kiill voimalik (seal on
igas kitsenduses tegemist summeerimisega ka j voi ! jargi), kuid
isegi osaline rithmitamine lihtsustab iilesannet tunduvalt: kitsen-
duste kordajate maatriks taandub n.-6. blokk-kujule. Lehekiilge-
del 36—37 ongi toodud vaadeldava iilesande kitsenduste kordaja-
test moodustatud maatriksi tildkuju, kus tditmata osad tdhendavad
nulliga vorduvaid kordajaid (lihtsustamiseks on skeemil piirdu-
tud vaid kahe loomariihmaga). Sellise maatriksiga planeerimis-
iilesannete lahendamiseks saab aga kasutada nn. Dantzig-Wolie’i
meetodit 7, mille puhul juba jatkub keskmise voimsusega arvutist.

Olgu margitud, et ka vaadeldud planeerimisiilesande kordajate:
maatriksi enese koostamine on iisna té6mahukas. Vorratuste kor-
dajate leidmiseks saab aga samuti kasutada elektronarvutit, mil-
lega muide {ihtlasi vdheneb tunduvalt (ca 20—30 korda) arvutisse
viidava informatsiooni maht.

Kokkuvottes selgub seega, et seatud iillesanne on tdnapédeva teh-
niliste vahenditega téielikult lahendatav.

Meenutame, et selle iilesande lahend annab itheaegselt nii loo-
made s66tmisplaani kui ka s6ddakultuuride kiilviplaani (kultuuri
i alla ldheb 3 x;/*' ha maad). Juhul kui tegelikud saagid osutuvad

il
planeeritutest tunduvalt erinevateks, tuleb siigisel (pérast tegelike
so6davarude kindlakstegemist) koostada uus sG6tmisplaan vas-
tava planeerimisiilesande lahendamise teel. See lineaarne planee-
rimistilesanne on aga tunduvalt lihtsamini sonastatav, mistottu
seda siin pole vajadust vaadelda.

7 Dantzig-Wolfe'i meetodi programmi elektronarvutile «Ural-4» koostas
E. Sarv oma diplomitéona (1964. a.). Selle programmi abil saab lahendada ka
siin esitatud tlesande.
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MATEMAATILISTE MEETODITE RAKENDAMISEST
TSEHHOSLOVAKKIA SOTSIALISTLIKU VABARIIGI
RAHVAMAJANDUSES

Viimastel aastatel on mitmed TRU matemaatikud kdinud pike-
mail teaduslikel komandeeringuil vilismaal. 1963.—1964. oppe-
aasta viltel viibis TSehhoslovakkia SV-s ka eelmise artikli autor
TRU arvutusmatemaatika kateedri aspirant Ténu Akkel Tema
komandeeringu eesmirgiks oli tutvuda matemaatiliste meetodite
ja arvutustehnika rakendamisel saavutatud tulemustega (eeskatt
pollumajanduse valdkonnas).

Koigest kuuldust-ndhtust esitas sm. Akkel kolleegidele {isna
ulatusliku iilevaate. Siinkohal piirdume vaid mone véljavotte too-
misega sellest iilevaatest.

Eriti laialdaselt rakendatakse TSehhoslovakkia rahvamajandu-
ses nn. perfokaart-arvuteid. Selle baasiks on arenenud perfomasi-
nate toostus, eesotsas tehasega «ARITMA». Sealjuures pole need
tehased iiksnes arvutite tootjad, vaid neis téotatakse vilja ka pal-
jude iilesannete lahendamise metoodika ning koostatakse vastavad
programmid. Lisaks sellele t66tavad analoogilised programmeeri-
jate grupid veel ministeeriumide ja suuremate ettevotete masin-
arvutusjaamade juures. Nende iilesandeks on vastava rahvamajan-
dusharu voi ettevotte jaoks spetsiifiliste iilesannete lahendamise
programmide koostamine.

Ka Pollu- ja Metsamajanduse Ministeeriumil on oma masin-
arvutusjaam, mis lisaks ministeeriumi tellimuste tditmisele (mitme-
suguste materjalide statistiline 14bito6tamine) organiseerib uute
piirkondlike masin-arvutusjaamade (kolhooside ja sovhooside tee-
nindamiseks) avamist ning varustab neid vastavate programmi-
dega. Praegu on piirkondlikke masin-arvutusjaamu veel vihe, kuid
5—6 aasta jooksul kavatsetakse neid luua niipalju, et koikides
majandites saaks mehhaniseerida vidhemalt palgaarvutuse ja lao-
dokumentide 1dbito6tamise.

Arveldustédde mehhaniseerimine vabastab osa téojoudu teis-
teks t66deks ning voimaldab saada informatsiooni, mis on vajalik
nii ettevotete juhtimisel kui ka mitmesuguste plaanide koostamisel.
Samuti kergendab selline mehhaniseerimine tunduvalt matemaati-
liste planeerimismeetodite rakendamist.
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Matemaatiliste planeerimismeetodite ja nende rakendamise voi-
maluste uurimisega tegeldakse paljudes asutustes, nii TSehhoslo-
vakkia Teaduste Akadeemia instituutides kui ka korgemates kooli-
des. Viimastes pooratakse {ihtlasi suurt tdhelepanu vastava kaadri
ettevalmistamisele, sest vajadus selle jarele kasvab.

Teoreetiliste uurimuste tdhtsamateks keskusteks on TSehhoslo-
vakkia Teaduste Akadeemia Matemaatika Instituut (prof. Fiedleri
grupp), Karlovy Ulikool (eesotsas prof. NozZickaga) ja Bratislava
Ulikool (eesotsas prof. Kotzigiga). Peamised uurimused on nendes
asutustes seotud just graafiteooria mitmesuguste rakendustega,
naiteks sobivate lahendusmeetodite leidmisega optimaalsete plaa-
nide koostamise iilesannetele. Samuti on Matemaatika Instituu-
dis vilja tootatud graafiteooriale tuginevaid meetodeid: mitmete
erikujuliste suuremooduliste maatriksite pooramiseks (kasutatakse
eeskéitt bilansimaatriksite péoramisel).

Matemaatiliste meetodite rakendamisega (aga samuti ka
monede teoreetiliste kiisimustega) tegeldakse peamiselt majandus-
liku kallakuga instituutides ja korgemates koolides. Tahtsamate
keskustena voib selles osas nimetada TSehhoslovakkia Teaduste
Akadeemia Majandusinstituuti, Praha Korgemat Majanduskooli,
Bratislava Korgemat Majanduskooli, P6llumajanduse Okonoomika
Teadusliku Uurimise Instituuti jt. Samuti on vastavad uurimislabo-
ratooriumid mitmete ministeeriumide (Kergetddstuse, Transpordi,
Keemiatdostuse jt.) juures. Vaadeldavatest probleemidest nime-
tame néiteks jadrgmisi: s66dakultuuride kiilviplaani struktuuri leid-
mine pollumajandusettevotteile, pollumajandusettevotte tootmise
mudeli koostamine, noorloomade transport méagistesse rajooni-
desse, materjali kadude minimiseerimine trikootéostuses, t66graafi-
kute koostamine naftattotlemise ettevotetele, bilansi koostamine
keemiatoostusele jne.

Nimetatud probleemid on koik {isna ulatuslikud ning nduavad
elektronarvutite kasutamist. Enamus olemasolevaist elektronarvu-
teist kuulub praegu ministeeriumide v6i ettevotete laboratooriu-
midele, kus peale planeerimisiilesannete lahendatakse ka mitme-
suguseid tehnilisi (puhtarvutuslikke) {ilesandeid.

Arvutuskeskused on varustatud peamiselt védlismaiste arvuti-
tega, kuid tSehhidel valmis 1960. a. ka oma arvuti — EPOS. See
on ltheaadressiline 9-kohaliste kiimnendarvudega (liikuva koma
reziimis) tootav arvuti, mis teeb 10.000—20.000 tehet sekundis;
ferriitmédlu maksimaalse suuruse juures mahutab see 40.000 arvu.
Nimetatud arvuti on eksperimentaalne, ehitamisel olevat pooljuh-
tidel tootavat varianti EPOS II aga hakatakse seeriaviisiliselt
tootma.

Eriti vadrib rohutamist majandusteadlaste ja matemaatikute
viljakas koost66, tdnu millele matemaatika osatdhtsus TSehhoslo-
vakkia rahvamajanduses suureneb pidevalt ja annab iiha méirga-
tavamat efekti.
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KONSTRUKTSIOONID SIRKLI JA JOONLAUAGA
K. Ariva

Konstruktsiooniilesannetele ei pithendata kooli geomeetriatun-
dides harilikult kuigi tosist tdhelepanu. Suure ajakulu tottu, mis
on seotud nende iilesannetega, kaldub opetaja neid asetama geo-
meetria teisejdrguliste kiisimuste hulka. Opilane aga ei armasta
seda liiki iilesandeid nende néilise raskuse pédrast. Programmiline
iilekoormatus kohustuslike teoreetiliste toestuste ballastiga takis-
tab konstruktsioonilise suuna tohusat viljelemist koolis. Vaevalt
kiill selline olukord soodustab geomeetria omapédra ja olemuse
moistmist ning piisivate geomeetriaalaste teadmiste omandamist.
Konstruktsioonide néitlikkust, nende vahetut veenvust ei saa asen-
dada iithegi puhtloogilise arutluse tublisti varjatuma iluga. Geo-
meetrilised konstruktsioonid moodustavad matemaatilise iildhari-
duse olulise koostisosa: nad pakuvad rikkalikku materjali koolikur-
suse siivendamiseks, huvi dratamiseks geomeetria vastu ja mate-
maatilise taibu arendamiseks oppijas.

Teisest kiiljest tekitavad need iilesanded probleeme, mida pole
voimalik lahendada elementaarmatemaatika vahenditega ja mille
uurimine pakub sageli tosist teaduslikku huvi. Sellepdrast on
konstruktiivne geomeetria (geomeetria haru, milles
uuritakse konstruktsiooniilesannetesse puutuvaid kiisimusi) tihe-
dalt seotud korgema matemaatika mitmete valdkondadega.

Jargnevais ridades vaatleme pogusalt konstruktiivse geomeet-
ria monda teoreetilise kallakuga probleemi.

1. Antud konstruktsiooniilesande puhul kerkib alati kiisimus
selle lahendamiseks kasutatavaist vahendeist. Antiikaega ulatuv
traditsioon kitsendab vahendite valikut 6ige tunduvalt: piirduda
tuleb ainult sirkli ja joonlauaga. Nende instrumentide lubatavus on
viljendatud kahe lausega, mis kuuluvad Eukleidese pohi-
todede (aksioomide) siisteemi: — «Igast punktist saab igasse teise
punkti tommata sirge.» — «Umber iga keskpunkti saab tommata
iga raadiusega ringjoone.» Eukleides piirdus pohikonstruktsioonide
postuleerimisel ainult nende nouetega. Nende tarvilikkus on ilmne,
sest sirge ja ringjoon on koige lihtsamini konstrueeritavad jooned
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ja seega pohilise tdhtsusega joonestuspraktikas ka tédnapdeval.
Kuid aksiomaatiliselt iilesehitatud teoorias, nagu seda on Euklei-
dese geomeetria, vBib kasutada ainult neid vahendeid, mille luba-
tavus on fikseeritud pohilausetes. Siit tulenebki iilejddnud konst-
rueerimisvahendite lubamatus. Sellepdrast nimetatakse Eukleidese
geomeetriat sageli sirkli ja joonlaua geomeetriaks.

Kaasaegses geomeetrias ei leidu muidugi «ainulubatud» konst-
rueerimisvahendeid. Kuid kooli geomeetria on jdanud sirkli ja
joonlaua geomeetriaks ka tdnapieval. Sellepirast vaatleme jarg-
nevas ainult nende instrumentidega seotud kiisimusi. Margime téap-
sustavalt, et joonlaua kui konstrueerimisvahendi all tuleb moista
«iihe ddrega» ja ilma markideta joonlauda, s.t. vahendit, millega
saab killl tommata sirgeid, kuid ei saa vahetult (teise dire abil)
konstrueerida paralleelset sirget antuga ega vdrrelda sirgloikude
pikkusi.

Eukleidiline traditsioon jéttis jdrgnevatele polvkondadele paran--
duseks rea komplitseeritud probleeme, mille tdielik lahendamine
onnestus alles koige uuemal ajal. Antiikajal, aga ka hiljem, luge-
sid matemaatikud sirklit ja joontauda universaalseiks konstrueeri-
misvahendeiks. Selle arvamuse aluseks ei olnud niipalju nende
instrumentide tinglik lubatavus kui nende oletatav voimsus: arvati,
et nende abil on lahendatav iga geomeetriline konstruktsiooniiles-
anne. Selline pohjendamatu eelarvamus mojus negatiivselt geo-
meetria arengule, sundides sageli matemaatikuid tegema tohutuid
pingutusi olematute lahendamismeetodite otsimiseks. Eredateks
néideteks sellest valdkonnast on kolm kuulsat klassikalist iiles-
annet, mille paritolu ulatub antiik-kreeka ajaloo hidmarusse:

1) ringi kvadratuuri probleem — ehitada antud ringiga
pindvordne ruut; i

2) nurga trisektsiooni probleem — jaotada antud nurk kolmeks
vordseks osaks;

3) kuubi kahekordistamise probleem — ehitada sellise kuubi
serv, mille ruumala on antud kuubi ruumala kahekordne,

Kerge on moista, et matemaatilise probleemi mittelahendatavuse
toestamine on iildiselt keerukam {ilesanne kui raske, kuid lahenduva
probleemi lahendamine. Nonda suudeti ka mérgitud iilesannete
kohta alles 19. sajandil tdiesti rangelt néidata, et nad ei kuulu
sirkli ja joonlaua geomeetiriasse. Sellest hoolimata ei ole viljatud
lahendamiskatsed lakanud veel meie pdevil. Liinkliku matemaatilise
haridusega diletandid leiavad itha uusi «lahendusi» neile iilesan-
netele, mis kuuluvad iihte kategooriasse Eukleidese V postulaadi
probleemiga geomeetrias ja «igavese joumasina» probleemiga
tiitisikas.

Peatume jdrgnevalt kahel esimesel iilesandel.

2. Ringi kvadratuuri probleemi lahendatavus sirkli ja joonlaua
abil ei tekitanud paljude sajandite jooksul kahtlust ka koige nime-
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kamais matemaatikuis. Probleemi populaarsus kasvas koos eba-
onnestunud lahendamiskatsete arvuga. Selline usk toetus muuseas
juba 5. saj. e. m. a. Hippokratese téddest tuntud konstruktsioo-
nidele, mis lasevad kvadreerida moningaid ringjoonelisi «kuukesi»
{s. o. kahe ringjoone kaarega piiratud tasandi osi). Elementaar-
sete arvutustega on kerge veenduda, et néiteks viirutatud «kuuke»
joonisel 1 on pindvordne viirutatud kolmnurgaga. Viimasele saab
aga holpsasti leida pindvordse ruudu.
Uks esimesi, kes kahtles
probleemi lahenduvuses, oli
Leonardoda Vinci (15.saj.).
Kuid kahtlusest range toestu-
seni tuli kdia  veel pikk tee.
Da Vinci arvamust piiiidsid
viljatult toestada sellised suur-
vaimud nagu Isaac Newton
(17. saj.) ja Leonhard Euler
(18. saj.). Kiisimuse 1loplik sel-
gitamine viis algebra ja arvu-
teooria valdkonda.
Ringi pindala @r?2=1,. (27r)r on vordne sellise kolmnurga
pindalaga, mille alus on 2ar ja korgus r. Kui selline kolmnurk on

leitud, siis 16ikude r/2 ja 2xr geomeetriline keskmine V/2zr.r/2
osutub kolmnurgaga pindvordse ruudu kiiljeks. Seega on piisav
osata antud 16igu r abil konstrueerida 16iku 2xr. Vastupidi, kui
ringi kvadratuur oleks teostatav sirkli ja joonlaua abil ja a oleks
vastava ruudu kiilg, siis @r2=a? ja 16ik pikkusega 2mr = 2a?/r
-oleks leitav l1oikude a, 2a ja r neljanda vordelisena. Niisiis prob-
leem on samavéiarne iilesandega konstrueerida 16ik pikkusega 2zr
(ringjoone «sirgestamise» iilesanne).

Loeme raadiuseks pikkusiihiku, siis taandub kiisimus loigu 2=z
Jkonstrueerimisele sirkli ja joonlaua abil. Koolikursuses vaadeldakse
niisuguse 1digu ehitamist, mis mingi valemi abil avaldub antud
16igu (voi 16ikude) funktsioonina. Konstruktiivses geomeetrias néi-
datakse, et 10iku saab antud 16igu (loikude) kaudu sirkli ja joon-
laua abil ehitada parajasti siis, kui tema pikkus on avaldatav antud
pikkuse (pikkuste) kaudu 1opliku arvu ratsionaalsete tehete ja ruut-
juurte leidmise abil. Teatavasti on arv s irratsionaalne (seda néi-
tas esimesena saksa matemaatik J. H. Lambert 18. saj), s.t.
ei ole ithiku kaudu ratsionaalselt viljendatav. Arve, mis on iihiku
kaudu avaldatavad lopliku arvu ratsionaalsete ja ruutirratsio-
naalsete operatsioonide abil, moodustavad osa nn. algebralistest
.arvudest; mittealgebralisi arve nimetatakse franstsendentseteks.

Nagu ndeme, on ringi kvadreeruvus sirkli ja joonlaua abil tihe-
dasti seotud arvu s isearasustega. Kiisimuse keerukuse illustreeri-
miseks méirgime, et ehkki transtsendentsete arvude hulk on «suu-
rem» algebraliste omast (matemaatilises keeles: esimene hulk on

Joonis 1.
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suurema voimsusega kui teine), osati esimesi transtsendentseid
arve leida (tdpsemalt — ndidata nende transtsendentsust) alles
19. saj. teisel poolel. Sellal anti 16plik vastus ka ringi kvadratuuri
probleemile: saksa matemaatik Ferdinand Lindemann toes-
tas 1882. a., et - on transtsendentne arv.

See kategooriline tulemus ei korvalda muidugi voimalust iiles-
ande ligikaudseks lahendamiseks. Toome iihe niite, mis parineb
poola matemaatikult A. Kochanskylt (17. saj.):

AB=AC=BD=FG=GH = HI=1 (vt joon. 2)
Cl =YV 40/3 — 23 ~ 3,1415 ~ x.

Seega kujutab loik CI ligikaudselt 16iku, mille pikkus vordub poole
iihikringjoone pikkusega.

3. Vaatleme niiiid nurga trisektsiooniprobleemi. Olgu antud
nurk a. Tdhistame otsitava nurga ¢; siis

cos @ == cos 3¢ = 4 cos®p — 3 cos ¢.
Kasutades tdhistusi cos p = x/2 ja cos a == a/2, saame vorrandi
¥ —3x—a=0.

Oletame, et 16ik x on leitud. Ehitame kolmnurga, mille kaatet on
x/2 ja hiipotenuus on 1. Selles kolmnurgas antud kaateti juures
olev teravnurk ongi otsitav. Seega on probleemi lahendamiseks pii-
sav osata ehitada 16iku x: kiisimus taandub kuupvorrandi lahendi
konstrueerimisele.

c

Joonis 2. Joonis 3.

Konstruktiivses geomeetrias ndidatakse, et ratsionaalsete korda-
jatega taandatud kuupvdrrandi lahendi konstrueerimiseks sirkli
ja joonlaua abil on tarvilik, et sellel vorrandil leiduks vahemalt iiks
ratsionaalne juur. See ndue ei ole muidugi rahuldatud iga a, s. o.
iga nurga a korral. Jérelikult ei ole nurga trisektsiooni probleem
iildiselt sirkli ja joonlaua abil lahendatav.

Niiteks @ = /3 korral tuleb lahendada vorrand x® — 3x — 1 =
=0, millel pole ratsionaalseid juuri, nagu saab kergesti kontrol-
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lida!. Sellepédrast ei saa nurka #/3 ainult sirkli ja joonlaua abil
jaotada kolmeks tdpselt vordseks osaks. Kuid @ = /2 puhul saame
vorrandi x¥ — 3x = 0, millel on ratsionaalne juur x=0. Ja tdepoo-
lest: tdisnurk on soovitud viisil holpsasti jaotatav (vt. joon. 3).

Ilmselt on iilesanne alati lahenduv, kui a=ax/2n (n=1, 2,
3, ...). Leidub ka teisi lahenduvaid juhte. Lisame veel, et piisab
ainult teravnurkade vaatlemisest, sest niirinurga « puhul
a=n—f, a/3=an/3 — B/3, s.t. probleem taandub jille terav-
nurga juhule.

Iga nurka saab lihtsal viisil
jaotada kolmeks vordseks osaks,
kasutades kahe maérgiga joon-
lauda (ja muidugi sirklit). Vas-
tava konstruktsiooni leidis péri-
muse jargi juba Archime-
des (3. saj. e. m. a).

Olgu r = 0A joonlaua mir-
kide vaheline kaugus ja a jao-
tatav nurk (vt. joon. 4). Joon-
laua abil tombame I16igu AC .
nii, et BCe=r, Joonis 4.

A A A A A\

siisa=na—AOC =g — (BCO + BOA) = (n — BOA) — BCO =
A A A A A A

= 20BA — BCO = 4BCO — BCO = 3BCO, seega BCO on kol-

A
mandik nurgast a: BCO = a/3.

4. Kooligeomeetrias vaadeldakse korrapirase n-nurga konstru-
eerimist juhtudel, kui n on kas 3, 4, 5, 6 voi saadav nendest kahe-
kordistamise teel. Kuidas on aga lugu mistahes korrapérase n-nur-
gaga? Teisiti: missuguste n vdartuste puhul on voimalik jaotada
ringjoont sirkli ja joonlaua abil n vordseks osaks?

Kolmnurga ja nelinurga abil saab holpsasti ehitada 12-nurga,
sest /3 — !/y="/15. Samal viisil saame kolmnurga ja viisnurga
kaudu 15-nurga: ?/3 — 3/s=1/15. Uldistame seda vétet. Olgu ring-
joon jaotatud n vordseks osaks vddrtuste n=p jan=gqg (p <q)
puhul. Leiame tdisarvud x ja y, mis rahuldavad vordust

x/p —ylqg=1/pq.
Arvude x ja y abil saab ehitada korrapidrase hulknurga kiilgede
arvuga n= pq: ithe Kkiilje leidmiseks tarvitseb vaid ringjoone
x-kordsest p-ndikust lahutada y-kordne g-ndik. Niisiis taandub
kiisimus vorrandi gx — py =1 taisarvuliste lahendite otsimisele.

Téisarvulisi lahendeid ei leidu, kui arvudel p ja ¢ on iihistegur.
Toepoolest, juhul p = br ja g = ar peaks kehtima ax — by = 1/r,

! Vi. Kaasik, U, Kuupvorrandi trigonomeetriline lahendamine. — Mate-
maatika ja kaasaeg, 1. Trt., 1963, lk. 26—38.
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mis on tdisarvuliste x ja y korral voimatu. Kui aga p ja ¢ on iihis-
tegurita, siis osutub vorrand alati tdisarvudes lahenduvaks. Ehkki
see asjaolu on elementaarselt toestatav, loobume siin ruumipuudu-
sel toestuse esitamisest.

Seega pakuvad erilist huvi juhud, kui n on algarv voi selle
aste. Karl Friedrich G a us s néitas 1796. a., et n algarvulise vaar-
tuse puhul on korrapédrane n-nurk konstrueeritav sirkli ja joon-

laua abil parajasti siis, kui n on esitatav kujul 2 22* 4 1. Seda lau-
set ei saa elementaarsete vahenditega toestada. Piirdume siin vaid
tdhelepanu juhtimisega seosele, mis uuritaval probleemil on kooli-
matemaatika kodige abstraktsema peatiikiga — kompleksarvude
teooriaga.
Ilmselt v6ib ringjoone jaotamisel piirduda juhuga, kus raadiu-
' seks on ithikloik. Teatavasti
3

(2, 4) V| = cos 2kn/3 + i sin 2kx/3,
& kusjuures erinevaid juuri on

kolm, nditeks 2=10, 1, 2 puhul.

Et argument kasvab alati iihe
(10) ja sama suuruse 27/3 vorra, siis
: voime juure viartusi kujutada
tthikringjoone korrapirase kool-
kolmnurga tippudena (joon. 5).
Analoogiliselt saame talitada

\V

n__
(-4-0) V1 puhul. Seega on korrapéra-
se n-nurga konstrueerimine sa-
mavdédrne vorrandi z¢ —1=20
Joonis 5. (kus z on kompleksarv) koigi
juurte leidmisega.

Et 2t —1l=(z—1)(z*1 4+ 22+ ...+ 1), siis taandub kiisi-
mus oieti vorrandi z*! 4 z# 2+ ...+ 1 =0 lahendite otsimisele.
Seda vorrandit nimetatakse ringjoone jaotamise vorrandiks.

Paneme tdhele, et piisav on osata leida ainult itks jaotuspunk-
tidest, mingi E; (1 <i<n—1). Toepoolest, paigutades kaare
EE; sirkliga n — 2 korda jarjestikku ringjoonele, saame n algarvu-
lisuse tottu kitte koik jaotuspunktid. Algebraliselt on piisav leida
iiks vorrandi juurtest — iilejadnud juured saame selle astendamise
teel.

Esitame moned néited.
Kirjutame ringjoone jaotamise vorrandi n=25 puhul:

2?24+ 24+241=0.

2 Selliseid arve nimetatakse Fermat' arvudeks. Lihemalt on nendest juttu
artiklis Tamme, E., Pierre Fermat ja XVII sajandi matemaatika. — Mate-
maatika ja kaasaeg, V. Trt., 1964, lk. 74—87.
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Kui £ =1, siis 2= cos 2z/5 + i sin 2z/5. See vdirtus rahuldab ka

vorrandit
224 z+14+1/z4+1/22=0.

Toome sisse téhistuse 2+ 1/z=wv, siis 224 1/z22=(z } 1/2)? —2=
= 0?2 — 2 ja vorrandi saame esitada lihtsal kujul:

v+ouv—1=0.
Siit
— 1 V5
Kuid
v = cos 2x/5 + i sin 27/5 + s3T5 —Ii T 2 cos 2n/5 > 0.
Jarelikult
V5 — 1
V=

Nagu maérkisime eespool, on selline 16ik sirkli ja joonlauaga konst-
rueeritav. Olgu vaadeldav lahend z = x -|— yi, siis

. 1
v=x-+yi YT x+yl+x"-+y2 2x, sest x2 4 y2=1.

Seega x=v/2, s.t. vaadeldavat juurt kujutava punkti abstsissi
saab konstrueerida. Oleme tdestanud, et korrapdrast viisnurka on
voimalik ehitada sirkli ja joonlaua abil.
Kui n =7, siis annab analoogiline arutelu:
B4+24z4+ 14 1z4+1/22 4+ 1/22=0,
28+ 32+ 3/z 4 1/28 = 08,
28+ 1/z28 = v® — 3o,
v+ 02 —20—1=0.
Sellel vorrandil ei ole ratsionaalseid juuri (kontrollida!), seega
16ik v ja jérelikult ka korrapdrane 7-nurk ei ole konstrueeritav
ainult sirkli, ja joonlaua abil.
Vaatleme moningaid Fermat’ arve n = 22* 4 1:
k10 1 2 3 4 5
TI 3 & 17 257 65537 4294967297

Esimesed viis on algarvud; selliste kiilgede arvudega korrapiraste
hulknurkade jaoks leidub sirkli-joonlaua konstruktsioon. Kuid vii-
mane jagub 641-ga:

292 4 1=2%8.24 1 1 =2%.(641 — 625)+ 1 = §
=2%8.641 —226.625 + 1 =228.641 —[(27-5)* — l]=
=228.641 — (27-54+1)(27-5—1)[(27:5)2 4 1] =
= 641{2% —(27-5 — 1)[(27.5)2 + 1]}
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Sonastame niilid Gaussi lause {ldisel kujul: korrapirast
n-nurka on véimalik konstrueerida sirkli ja joonlaua abil parajasti
Siis, kui n=2mp\py ... ps, kUS py, Po, - .., ps on erinevad algarvud,

millel on kuju 22% - 1.

Ilmselt vaatlesime eelnevas selle lause kitsast erijuhtu. Mar-
gime veel lisaks, et kiisimus, kas Fermat’ arvude hulgas leidub
loplik voi l6pmatu hulk algarve, on seni lahendamata.

Korrapérast hulknurka, mille kiilgede arv on algarv, kuid pole:
esitatav kujul 22 -}- 1, ei saa sirkli ja joonlauaga ehitada. Niiteks.
on 641 algarv, millel ei ole sellist kuju, sellepirast ei ole konst-
rueeritav viimase tabelis antud arvuga vordse kiilgede arvuga kor-
rapdrane hulknurk.

Gaussi iildkriteeriumist tuleneb, et n-nurgad juhul n = 4= 22,
n==6=2-(2*-41) ja n==8= 2% on sirkli ja joonlaua abil konst--
rueeritavad. Kuid n = 9=(2% - 1)2 puhul on konstruktsioon voi-
matu, sest tegurid pole erinevad. Kuna 360= 2. 32. 5, siis ei ole
ithekraadiline nurk ehitatav ainult sirkli ja joonlauaga.

5. Paljud konstruktsiooniilesanded on kergesti lahenduvad iiks-
nes sirkli abil. Sirklijoonis on aga alati tunduvalt tdpsem joon-
lauaga teostatust. Sellepirast tekkis juba ammu kiisimus, millised
on sirkli rakendatavuse piirid. Vastuse andis itaallane Lorenzo
Mascheroni 1797. a. Nimelt toestas ta huvitava lause: kéiki
sirkli ja joonlauaga lahendatavaid iilesandeid saab lahendada ka
ainult sirkli abil.

Mascheroni tulemus on iisna ootamatu. Lause tekitab vahest
teatud himmastust selle tottu, et ilmselt pole sirkliga voimalik
konstrueerida pidevat sirget. Asi on selles, et nn. sirkligeomeetrias.
loetakse sirge ehitatuks, kui on leitud tema mistahes kaks punkti.

Mascheroni konstruktsioonid nouavad ‘sageli vidga kunstlikke-
votteid, mis ei allu iihtsetele reeglitele. Selle puuduse korvaldas

saksa matemaatik A. Adler

>‘ moédunud sajandi 16pul. Adler

arendas vilja iildise meetodi

sirkligeomeetria jaoks ja toes-

P P tas iihtlasi uuel viisil Maschero--

0 . ni lause. Peatume pogusalt
tema meetodi pohiideedel.

Adleri t66 aluseks on in-
versiooni printsiip. In-
versiooni moisteni jouame jarg-
miselt. Vaatleme tasandil (joon..
6) mingit ringjoont, mille kesk-
punkt O ei iihti punktiga P. Punkti P’ poolsirgel OP nimetatakse
punktiga P inversseks punktiks vaadeldava ringjoone suhtes, kui
on rahuldatud tingimus

Joonis 6.

OP-OP' =r2.
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Et 94— 9P siis on P’ punktist P tommatud puutujatega méra-
tud koolu ja sirge OP loikepunkt.

Vaadeldavat ringjoont nimetatakse baasringjooneks,
tema keskpunkti inversiooni pooluseks. Ilmselt P on in-
versne punktiga P’, s.t. inverssus on punktide vastastikune oma-
dus. Igale punktile (peale O) vastab iiheselt miidratud inversne
punkt. Kui OP > r, siis OP’ < r. Punkti liikumisel mé6da mingit
joont kirjeldab inversne punkt samuti teatud joone. Neid jooni ni-
metatakse teineteisega inversseteks.

Téhistame siimboliga (O, OA) ringjoont, mille keskpunkt on O
ja mi&le] asub punkt A. Kergesti saab kontrollida, et kehtivad
laused:

1) kahe joone 1dikepunkti inversne punkt on inverssete joonte
1oikepunkt;

2) kui sirge ldbib poolust, siis on ta inversne iseendaga; kui
sirge AB ei ldbi poolust O, siis temaga inversne joon on poolust
14biv ringjoon (O,, 0;0), mille puhul 0,0 | AB;

3) poolust mitteldbiva ringjoonega inversne joon on ringjoon.

Joonis 7.

Toestame niitena teise lause teise osa. Olgu OA ristloik antud
sirgele a ja punkt A’ inversne ristldigu alusega A (vt. joon. 7).
Vastaku sirge a suvalisele punktile B inversne punkt B’. Et
OA .OA’ = OB - OB’ =12, s. o.

0B _ oA
04 — 0B’

A A
siis AOAB ~ NOB’A’. Jirelikult OB’A” = OAB = n/2. Siit ilm-
nebki, et P liikumisel médda sirget a liigub P’ mddéda ringjoont,
mis 14dbib poolust.
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Adleri meetod pohineb asjaolul, et antud punkti, sirge ja ring-
joone inverssed objektid on konstrueeritavad ainult sirkliga. Veen-
dume selles mone niite varal.

Midrame punkti, mis on
inversne punktiga A baasring-
joone (O, r) suhtes (joon. 8).
Selleks tombame ringjoone (4,
AO) ja leiame ldikepunktide P
ning Q abil punkti A’. Vord-
haarsete kolmnurkade OAP ja
OPA’ sarnasuse tottu

OA-0A’ = OP* =12,

s.t. A’ on otsitav punkt.

Juhul kui 0A <r/2, méaira-
me esmalt punkti A, nii, et _
OA, = n0OA (nnaturaalarv) ja Joonis 8.

OA; > r/2. Siis leiame juba vaa-
deldud viisil punktiga A; inversse punkti A’;. Punkt 4’, mille
puhul OA’ = nOA’;, on inversne punktiga A, sest

rP=0A4,- 04" =n0A- 24 — 04.04".

Ehitame veel sirge, mis on
inversne poolust ldbiva ring-
joonega. On lihtne veenduda, et
juhul, kui antud ringjoon 15i-
kab baasringjoont punktides A
ja B, siis sirge AB ongi otsitav.
Sellepidrast vaatleme mitteldi-
kuvaid ringjooni (joon. 9).
Valime antud ringjoonel (kesk-
punktiga O;) vabalt punktid A
ja A, ning konstrueerime nen-
dega inverssed punktid A’ ja A",
baasringjoone (keskpunktiga
O) suhtes. Siis sirge A’A’; on
inversne antud ringjoonega.

Inversiooni kasutamise néi-
tena lahendame iilesande: leida
antud ringjoone keskpunkt, ka-
sutades ainult sirklit.

Joonis 9. Valime antud ringjoonel

(joonisel 10 védiksem ringjoon)

vabalt punkti O. Tombame ringjoone iimber keskpunkti O. Loi-
gaku see antud ringjoont punktides A ja B. Loeme uue ringjoone
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baasiks; siis on antud ringjoon ja sirge AB inverssed kujundid.
Jéireliikult on iilesandeks leida sirgega AB inversse ringjoone kesk-
unkt. \

P Konstrueerime poolusega O siimmeetrilise punkti O; sirge AB
suhtes. Leiame punkti O, inversse punkti. Selleks tombame 14bi
pooluse ringjoone (Oy,
0,0). Loikepunktide C ja
D abil ehitame punktiga
O siimmeetrilise punkti O,
sirge CD suhtes.

Et AOCO'; ~ AOOC,,
.. 00, _ OC
siis 5z = goy» S O
00, - 00’y =1r? Seega on
O’y punktiga O, inversne
punkt.

Loigaku sirge OO; sir-
get AB punktis E ja an-
tud ringjoont punktis F.
Konstruktsioonist  jérel-

dub:
00, | AB,
OE - OF = r?,
OE = 1/,00,.
Jarelikult
Joonis 10. 00,-00',=1/200;- OF,
00’ =1/,0F,

s.t. O’y on otsitav keskpunkt.
- Seda iilesannet saab muidugi lahendada ka inversiooni raken-
damata. Kuid on oluline maérkida, et inversiooni printsiip annab
ilhtse meetodi sirkligeomeetria {ilesannete lahendamiseks. Selle
tottu kaob vajadus kunstlike lahendusvotete otsimiseks.

Vordluseks esitame sama iilesande lahenduse Adleri meetodit
kasutamata. Valime antud ringjoone (jimedam kaar joonisel 11)
mingi punkti A keskpunktiks uuele ringjoonele vabalt voetud raa-
diusega a. Konstrueerime 10ikepunkti B suhtes diametraalse punkti
D. Mairame punktid E, F, G joonisel 11 néidatud viisil. Jadgu
lugeja enda hooleks toestada, et G on antud ringjoone keskpunkt!

Lopuks moni sona ainult joonlauaga sooritatavaist konstrukt-
sioonidest. Sellelgi probleemil on praktiline véirtus, eriti maa-
moodutoddel, kus kujundite suurte mootmete tottu sirklit ei saa
kasutada. Koige tédielikum uurimus sellelt alalt parineb saksa ma-
temaatikult J. Steinerilt (19. saj.).

Ainult joonlauaga lahendatavate probleemide hulk on viga kit-
sas. Nonda ei saa sel teel 16iku poolitada, tommata antud sirge
paralleeli ja ristsirget 14bi antud punkti, leida antud ringjoone
keskpunkti, jne. Ilmneb aga, et joonlauaga on vdimalik teostada
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koiki sirkli-joonlaua konstruktsioone, kui lubada ainult iihekordset
sirkli kasutamist. Nimelt kehtib Steineri lause: Iga iilesanne, mis
on lahendatav sirkli ja joonlaua abil, on lahendatav ka ainult joon-
lauaga, kui tasandile on varem joonestatud mingi ringjoon ja
mdrgitud selle keskpunkt.

Joonis 11.

Kédesoleva artikli raamid ei voimalda ei selle ega ka paljude
muude konstruktiivse geomeetria probleemide analiiiisi. Asjasthuvi-

tatud lugejale voib soovitada jargmist lihtsa kisitlusviisiga kir-
jandust: ‘

1. Aprynos, B. U, Bauak, M. B, TeomMerpHueckye NocTpOEHHS HA MIOCKOCTH.

M., 1955.

KocroBcxuii, A. U, TeoMerpuueckHe NOCTPOEHHs OLHHM LUPKyJeM. M.,
1959 (IlomyJssipHble JeKUMH 1O MaTeMaTHKe, Bhim. 29).
CmoropxeBckuii, A. C, JluHe#iKa B reoOMEeTPHUECKHX TNOCTPOeHHAX. M.,
1957. (TlomynsipHBlE JIEKUMH TI0 MaTeMaTHKe, Bbil. 25).

Anexcannpos, U. W, COOpHHK reoMeTpHYECKHX 3a[ay Ha INOCTPOEHHE.
M, 1950. -

Uncrsakos, B. 1., Tpu suamenuThe 3anaun [ppeBHoctH. Jlocobme and
BHeKJaccoBo# pabortbhl. M., 1963.

S

* ok *

Millise arvu viies aste on 844 596 301?
* * *
Arvu 571 428 korrutamisel 5-ga ja jagamisel 4-ga saame 714 285, s. t.

esimene number ldheb viimaseks. Leida arv, mille korrutamisel 4-ga ja jaga-
misel 5-ga juhtub sama.

4*
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NURGA TRISEKTSIOON HUPERBOOLI ABIL

M. Rahula

L
Teatavasti on nurga trisektsioon (kolmeks jaotamine) sirkli ja
joonlaua abil vdoimatu. Teiselt poolt on teada, et nurga voib jao-
tada kolmeks vordseks osaks teistsuguste vahenditega, voi ka
sirkli ja joonlauaga, kui tasandil on eelnevalt antud moni selleks
sobiv kover. Alljargnevalt vaatleme lihtsat votet ! nurga kolmeks
jaotamiseks juhul, kui on ette antud vordhaarne hiiperbool —

poordvordelise soltuvuse y =% graafik. Olgu vastavalt x- ja y-tel-

jel voetud kaks punkti A ning B nii, et neid ithendav sirgldik 16i-
kab hiiperbooli kahes punktis P ja Q@ (vt. joon. 1).

Joonis 1.

Toestame lause: [6igud AP ja QB on vordsed.

Toestus: Olgu punkti P koordinaatideks p; ja ps (s.t. P’/P = p:
ja OP’ = py) ning punkli Q koordinaatideks ¢; ja g (s.t. OQ" =
=q; ja Q'Q=qz). Et P ja Q asuvad hiiperboolil, siis pips=
= ¢4, = a. Paneme tahele, et ASPQ ja AOQ’P’on sarnased. Toe-

poolest, nende kaatetid on paralleelsed ja kehtib vordus % = %,—
(ehk £ q_ 7 — ‘hp_pz) , sest p\pp=4qiq.. Jirelikult, AB| Q'P".
1 2

U Allakirjutanu jbudis selle votteni kirjavahetuse kdigussm. N. Skronni-
kuga (TSerkasskaja obl.)
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Roopkiilikutest APP'Q” ja P'Q’QB nédeme, et AP = Q'P' = QB.
Viide on toestatud.

Lausest jareldame, et

1) 16igu AB keskpunkt K on ka hiiperbooli ko6lu PQ keskpunk-
tiks (vt. joon. 2) ja

2) 16igud AK, OK, BK on vordsed ning kolmnurgad OKA ja
OKB vordhaarsed.

Jargnevalt toestame teoreemi (vt. joon. 3 — tdhistused samad):
kui PQ =20Q, siis /QOA =3/ KOA.

Y £l

p

) — p -— 5

Joonis 2. Joonis 3.

Toestus: Et OQ = QK, siis

/ QOK= / QKO= / KOA+ / KAO=2 / KOA,
sest /\ OKA on vordhaarne. Tidhendab,

/ QOA= / KOA 1+ / QOK=3 / KOA.

See teoreem vbdimaldab hdlpsasti iga teravnurga o jaotada kol-
meks vordseks osaks: selleks on vaja moodustada / AOQ =« ja
punktist Q tommata k351 QP, mis on 16igust OQ kaks korda pikem;
nurk OAQ, voi AOK, ongi % Ka niirinurga trisektsioon on vord-
haarse hiiperbooli abil teostatav.

Kas EI v6i JA?

Kui see {ilesanne, mille Te lahendasite enne, kui Te lahendasite iilesande,
mille Te lahendasite pérast seda iilesannet, mille Te lahendasite enne ké&esole-
vat, oli raskem kui {ilesanne, mille Te lahendasite parast seda iilesannet, mille
Te lahendasite enne kéesolevat iilesannet, kas siis enne kdesolevat iilesannet
lahendatud {ilesanne oli kdesolevast raskem?
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AUTONEDIAANSED KOLMNURGAD'!

S. . Zetel

1. L8iku, mis iihendab kolmnurga tippu vastaskiiljega ja jao-
tab selle kiilje suhtes (n — 1):1 vbi 1:(n — 1), nimetatakse kolm-
nurga nediaaniks. Eeldame, et n on suvaline (kuid fikseeri-
tud) iihest suurem reaalarv 2. Tegelikult voime piirduda ja piirdu-
megi juhuga, kus n > 2, sest juht 1 < n <2 on lihtsalt taandatav
juhule n > 2: tarvitseb vaid kolmnurga kiilje AB asemel vaadelda
kiilge BA, s. 0. sama kiilge teisest otspunktist 1dhtudes. Juhul n=
=2 saame sellest definitsioonist mediaani, juhul n=3 nn. tert-
-siaani jne. Jirgnevas eeldatakse, et kolmnurga koikidest tippu-
dest on tommatud nediaanid, kusjuures juhul n 42 on nad voetud
nii, et iga tipu juurde jddb iihe ldhiskiilje pikem [6ik ja teise ldhis-
kiilje liihem 16ik.

Esialgu vaatleme juhtu, kus kolmnurga ABC kiiljed BC =g,
CA=1b ja AB=c on jaotatud suhtes (n — 1): 1, alates vastavalt
otspunktidest B, C ja A. Nediaane, mis sellise jaotuse teostavad,
tédhistame vastavalt d,, d,( ja d.». Kui aga kolmnurga ABC
vaadeldavad kiiljed on jaotatud nimetatud otspunktidest alates
suhtes 1:(n— 1), siis tdhistame sellist jaotust teostavaid nedi-
aane siimbolitega d’,, d’,(® ja d’,(™.

Toestame teoreemi, mille kehtivus n =2 puhul on juba teada
(vt. Matemaatika ja kaasaeg, V, lk. 69): /ga kolmnurga nediaani-
dest saab konstrueerida kolmnurga.

Toestus. Olgu AA;, BB, ja CC, kolmnurga ABC nediaanid
(vt. joon. 1). Tombame lidbi punkti B, sirge EB, paralleelselt
kiiljega BC ja ldbi punkti A, sirge A,A, paralleelselt nediaaniga
BB,. Konstrueeritud sirgete 16ikepunkti A, fthendame punktiga A.
Kolmnurgad AEA, ja C;BC on kongruentsed, sest / AEA;=
= /CBC, AE= C,B ja EA,= BC. Viimati nimetatud kiilgede

1 Kiesolev artikkel iildistab autori eelmise artikli (vt. Matemaatika ja kaas-
aeg, V, lk. 68—73) tulemusi. Artikli on tolkinud L. Kivistik.

2 Artikli venekeelses kisikirjas on eeldatud, et n on naturaalarv. Tolkija
ettepanekul vaadeldakse siin aga iildisemat juhtu, sest koik tulemused kehtivad
ka siis, kui n on reaalarv. Seoses sellega ongi tolkija autori ndusolekul artikli
mc')r%eQe t;sade (eriti punkti 5) késitlust mdnevorra muutnud ja lisanud punkti 7.
— Toimetus.
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vordus jireldub sellest, et sarnastes kolmnurkades AEB; ja ABC

CB _
kolmnurgas ABC on —z=

= % loigud BjA; ja BA, on aga vordsed. Seega
Et konstruktsiooni kohaselt A;A;= BB,, siis ongi

kolmnurk AA;A; antud kolmnurga ABC nediaanidest konstrueeri-

on AE__ EB_ AB __ 1
" 2B~ BC= 4C ™
_AC
=3¢ =
AA = CC,.

A

D\ B

E i [ A,
G
A, ¢
Joonis 1.

tud kolmnurk  ehk kolmnurga
ABC nediaankolmnurk.
Teoreem on toestatud.

Edasi vaatleme nediaan-
kolmnurka AA;4,. Loik AsD on
selle kolmnurga nediaan, sest
AD = '%. Arvutades nediaani
AoD pikkuse, saame

AgD = AyB, + B,D =
—AB4 B D= (=02

n

+ a__n—n+1

- = a
n? n? ’

kus a= BC. Samuti leiame, et kolmnurga AAA, iilejidnud ne-

diaanide pikkused on

n—n+1, . n2—n+41
n2 bJa n2

¢, kus b ja ¢ on vas-

tavalt kiilgede CA ja AB pikkused.
Siit ndeme, et antfud kolmnurga ABC nediaankolmnurga ne-
diaankolmnurk on sarnane kolmnurgaga ABC.

Vaadeldes kolmnurka AA;A; koosnevaria kolmnurkadest DA A,
ja DAA,, millel on iithine alus DA, ja mille kérguste summa vor-
dub esialgse kolmnurga ABC alusele a tommatud korgusega h,,
arvutame nediaankolmnurga AA,A4, pindala S, = Saaas kolm-
nurga ABC pindala S kaudu:

n=

__A2D'ha_ n?—n—i—l.“ha _nt—n+1

S.

2

2 n?

Avaldanud nediaankolmnurga pindala Heroni valemi abil,
leiame siit antud kolmnurga ABC pindala tema nediaanide kaudu:

S=

n2

_—n: T Vd® (dw —d,(m) (d® —d,®™) (d™ —d,m),

kus @™ =§ (dat® + dp™ - d ™). Erijuhtudel, kui n =2 ja n=3,

saame sellest iildisest valemist kolmnurga pindala avaldise medi-
aanide kaudu:

S = 5 Vm(m — mg) (m — my) (m — me)
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ja samuti tertsiaanide kaudu:
S=2Vif— i) (F— 1) (— L),

kus m,=d, D, my,=d,?®, m.=d,® on kolmurga ABC mediaa-

nid ja m=d® — nende poolsumma, {,=4d,®, {,=d,®, t,=
=d.® aga kolmnurga tertsiaanid ja { =d® — nende pool-
summa.

2. Leiame kolmnurgast AA;C nediaani AA;=d,™ pikkuse
ruudu: '

19 2 2ab cos C a?
)12 — K2 a — h2
[daPp = bt G —2EE8E oy £y O

c2— a2 —p2

_ nmh2ta2tnit—na?—nb?  n(n—1)624 ne—(n—1)a
- n2 - n? ‘

Analoogiliselt arvutame {ilejddnud nediaanide pikkuste ruudud.
Saame jargmised valemid:

o™ =+ \n(n— 162 | nc? —(n— 1),

db(n):%\/n(n—1)02—|—na2—(n—1)b2, (1)

de® = = \n(n — D@+ nb? —(n — 1) 2.
Viimastest seostest léiame, et
[du O -+ [dy @ + [d ] = 20 (@2 4 b2 ).
Erijuhul

{2+t 4 12 = (a2 B2 ).

3. Vaatleme niiiid nediaane
AAY =d,/™, BB/ =d,’™ ja CC/=d/ ™

(vt. joon. 2). Ilmselt saab ka nendest nediaanidest konstrueerida
kolmnurga. Nediaankolmnurga AA, A, pindala leiame nagu
varemgi:
2 n1
n_n’;—+ S.

Seega nediaankolmnurgad AA Ay ja AA{AyY on pindvérdsed.

Vaadeldavate nediaanide pikkused avalduvad sarnaselt varem
vaadeldutega:

d,’ ™ :%\/n(n— 1ye2 4+ nb2 —(n—1)a?,

’
Sn :SAA1’A2,=

dy'™ = - Va(n— 1)@ - ne? —(n—1)07, (2)

d/® = - \jn(n— 1)b% | na? —(n— 1) 2
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Siit aga saame
[d/ @ - {dy @ - (d P = E=EEL (a2 52 4 02),

millest jéreldub huvitav vordus
(Ao - {dy WP  [de WP = [d/ WP [dy' O - [d/ P,

4. Kolmnurga ABC nediaanid AA;, BB, ja CC, moodustavad
16ikudes kolmnurga XYZ (vt. joon. 3), mida me nimetame nedi-
aanide Ildikumisel tekkivaks kolmnurgaks.
Kolmnurk XYZ ja varemvaadeldud viisil konstrueeritud nediaan-
kolmnurk AA,A; on sarnased, sest nende kiiljed on paralleelsed.

A
8
D 1 A,
Z
CUx
y ™M
1)

B A ' 4 A, c
Joonis 2. Joonis 3.

Avaldame nediaanide 16ikumisel tekkiva kolmnurga XYZ kiilje
YZ nediaani AA; kaudu. Selleks avaldame AA; kKaudu AZ ja YA,
ning kasutame seost

YZ = AA, — AZ — YA, (3)

AZ arvutamiseks kirjutame vélja sarnaste kolmnurkade AZB,

ja AA M killgede suhted:

1
Az _ap,_ wAC (4)
AA, T AMT AC—MC”

Sarnastest kolmnurkadest AiMC ja BB,C saame
MC A c 1,
B, B.C n?
arvestades, et B,C = (1 ——) AC, leiame
Mc=+ B Cc="2l4c.
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Seosest (4) jareldub niiiid:
1

Az _ W
AA, (l_nn—z-l)AC n2—n-1
<hk

YA, arvutamiseks tombame 16igu C,L paralleelselt nediaaniga AA;
ja leiame saadud sarnaste kolmnurkade C{BL ja ABA, kiilgede
suhted:

C\L BL BC. 1

A~ BA, BA
Siit
CiL =+ AA, (6)
ja
1
BL = 1 BA,— (L——)BC (7)

Kolmnurkade A,YC ja LC,C sarnasuse ning seose (7) tottu saame
niiiid

ja arvestades seost (6) leiame

1
n 1 1
YA] =.+_.,7 AA1’=~ﬁ——AA]. (8)
—n--1
1~ (1-7)

Seoste (3), (5) ja (8) abil saame 16puks otsitava suuruse
=(1—= n____ 1 —nrn—=2
YZ__(1 n—n-+41 nz—n—l—l)AAl_n?—n—}—lAAl'
Leitud tulemustest jareldub:
1) AZ:ZY: YA, =n:n(n—2): 1,
2) koikidest nediaanide kolmikutest 16ikuvad ainult mediaanid
ithes punktis, mis jaotab need suhtes 2:1 (tipust lugedes);
3) tertsiaanide juhul
AZ:ZY YA, =3:3:1,
AZ=27Y, BX=XZ, CY=YX,
4) %=n—§%, kus S, on nediaanide 16ikumisel tekkinud
kolmnurga XYZ pindala.
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Toepoolest, arvestades, et sarnaste kolmnurkade pindalad suh-
tuvad nagu vastavate kiilgede ruudud, leiame, et
S, n*(n—2)?
Sp (*—n+ 1)’
kus S, on nediaankolmnurga AA;A, pindala. Et aga

Sp=2—rtlg

n? ’

siis kehtib vordus 4).
Erijuhul, kui n=3, saame §,,=;S. Viimase tulemuse esitas
tuntud poola matemaatik H. Steinhaus?3

5. Nimetame kolmnurga ABC autonediaanseks, kui iiks
tema kahest nediaankolmnurgast (n on endiselt fikseeritud) on
sarnane kolmnurgaga ABC. Kui kolmnurk ABC on autonediaanne,
siis leidub iiks nediaanide kolmik, mille 16ikumisel tekkiv kolm-
nurk on sarnane kolmnurgaga ABC.

Mirgime kdigepealt, et vérdkiilgne kolmnurk on autonediaanne
iga n puhul, sest valemite (1) ja (2) pohjal on vordkiilgse kolm-
nurga nediaanid vordsed ja seega ka nediaankolmnurk vord-
kiilgne.

Lihtne on veenduda, et vordhaarne kolmnurk saab olla auto-
nediaanne vaid siis, kui ta on vordkiilgne. Toepoolest, kui b= ¢
puhul néuda, et nediaanidest d,™, d, ja d.» kaks oleksid oma-
vahel vordsed, jareldub seostest (1), et a =050 = c. Samale tule-
musele jouame nediaanide d,’™, d,/ ja d.//(™ korral. Seega tarvit-
seb meil jdrgnevas vaadelda vaid isekiilgseid kolmnurki. Sealjuu-
res eeldame, et kiilgede tdhistus on valitud nii, et

a<b<c. (9)
Nagu on toestatud autori eelmises artiklis 4, on sel juhul
dy® > dy® > d,®.

Nediaanide pikkuste pideva soltuvuse tottu n-st jadb nediaanide
sama suurusjirjestus pilisima ka arvule 2 ldhedastel n vdartustel.
Uldiselt aga ei tarvitse see jarjestus kehtida. Et kolmnurga auto-
nediaansuse uurimisel on nediaanide suurusjédrjestus oluline,
siis vaatleme, millised voimalused siin esinevad. Kolme suurust
d, ™, dy™ d. saab jarjestada kuuel erineval viisil. Nendest neli
jérjestust ei ole antud juhul voimalikud, sest valemitest (1) jérel-
dub eeldustel (9) ja n > 2, et

d, ™ < dy™  ja  dm <L d,m.

3 Miteturays, I, Maremarnueckuit Kaseiinockon. M., 1949, k. 9.
4 Zetel, S. I., Automediaansed kolmnurgad. — Matemaatika ja kaasaeg,
V, lk. 68—73.

59



Seega jdib iile kaks voimalust:
de®) < dy™ < dy® (10y

d,m < dym < dym. (11)

Nagu ndgime, kehtib iga antud kolmnurga puhul esimene suu-
rusjdrjestus, kui n on 2 voi arvule 2 ldhedane reaalarv. Nediaanide
teine suurusjdrjestus esineb antud kolmnurgas aga kiillalt suure
n vadrtuse korral. Toepoolest, arvestades varratusi (9) ja seda, et

limd™ =a, limd," =05, limd,™ =uc,

n—>0 n— oo n—ce
ndemegi, et teatud n vdartusest alates hakkab kehtima suurusjar-
jestus (11). Reaalarv n, millest alates hakkavad kehtima vorratu-
sed (11), oleneb kolmnurga kiilgede pikkuste vahekorrast ja on
leitav seostest (1).

Sama on olukord nediaanide d,/™, d,’™ ja d./™ korral: kui
n on 2 voi arvule 2 ldhedane suurus, siis

ja

d/ ™ < dy’ ™ <dy/ ™, (12)
kui aga n on kiillalt suur, siis
dy’'™ < d/ ) L d ), (13)

Leiame niiiid kolmnurga autonediaansuse tarvilikud ja piisavad
tingimused, vaadeldes algul nediaane d,™, d,, d." juhul, kui
nende suurusjarjestus on antud vorratustega (11). Siis on kolm-
nurga autonediaansuseks tarvilik ja piisav, et

[aF _ [a,7)_ [a,]*
a2 —  p2 T 2
ehk arvestades seoseid (1) ja asjaolu, et sarnaste kolmnurkade vas-
tavate kiilgede ruudud suhtuvad nagu kolmnurkade pindalad,
nin—1a24-nb2—(n—1)c2 _ n(n—1)b24nc*—(n—1)a® __
n2a? - n2h? -
_n(n—=N0)ct+na?—(n—1__ S, nP—n-1
- n2ce - S ne )

Lihtne on kontrollida, et saadud vorduste kehtivusest jareldub

kiilgede vordsus

a=0b=c,

mis on vastuolus eeldusega (9). Niisiis ei saa kolmnurk, kus nedi-
aanide suurusjirjestus rahuldab vorratusi (11), olla autonediaanne.
Sama on olukord nediaanide d,/, d,/ ja d.//™ korral: kolmnurk,
kus nende nediaanide suurusjérjestus on antud vorratustega (13),
ei saa olla autonediaanne. Isekiilgses autonediaanses kolmnurgas
(kui selliseid eksisteerib) peab seega nediaanide suurusjdrjestus
olema vastupidine kiilgede suurusjirjestusele.

Seostest (1) leiame, et vorratuste (10) kehtivuseks peab olema

(21— 1)a? - (n? — 2n) ¢ < (n% — 1) b2, (14)
60



seostest (2) ndeme aga, et vorratuste (12) kehtivus eeldab, et
(n2—1)b%2<(n?—2n)a®>+(2n—1)c2 (15)

Seega on kolmnurga autonediaansuseks tarvilik, et nediaanid
rahuldaksid kas vorratust (14) voi (15).

Lihtudes nediaanide suurusjdrjestuste (10) ja (12) korral
kolmnurga autonediaansuse tarvilikest ja piisavatest tingimustest

[P __[aF _ [a,") _n—n+1
2 s T 2 n2

ja vastavalt

s OF _ [ OF _ 4/ OF _ri—ni )
a? _

b2 2z n?

leiame neid tingimusi lihtsustades, et esimesel juhul
(n—1)c2 4 a? = nb?, (16)
teisel juhul
(n—1)a? -+ c2= nb2 (17)

Tingimused (14) ja (15) osutuvad niifid liigseiks, sest nad
jarelduvad vorratusest (9) ja vastavalt seostest (16) ning (17).
Seega on kolmnurga autonediaansuseks tarvilik ja piisav, et juhul,
kui vaadeldakse nediaane d,", d,(™ ja d.™, kehtiks seos (16),
nediaanide d,/®, dy,’™ ja d./(") vaatlemisel aga seos (17). Juhul
kui n =2, saame moélemast seosest ithe ja sama tingimuse:

a? 4 ¢2 = 202

Et leidub isekiilgseid kolmnurki, mille kiilgede pikkused rahul-
davad tingimusi (16) vdi (17), siis leidub ka isekiilgseid autonedi-
aanseid kolmnurki. Jirgmises punktis “vaatleme, kuidas neid
konstrueerida.

6. Eeldades, et n on fikseeritud, konstrueerime koigepealt auto-
nediaanse kolmnurga antud
keskmise kiilje b jargi. Selleks 8
ehitame kiiljele AC=1b vord-
kiilgse kolmnurga ABC ja tom- P
bame sellele nediaanid BB, ja 8
BBy (joon. 4; joonisel on voe- ,
tud n=3). Punktide B; ja 8,
By’ kui keskpunktide {mber
joonestame ringjooned raadius-
tega BB;= BB/. Olgu. B, ja A 8, 3 ¢
By’ suvalised punktid neil ring-
joontel; siis kolmnurgad AB,C
ja AByC on autonediaansed.
Kolmnurkade AB,C ja ABy’C autonediaansus on toestatav samuti

nagu vastavalt konstrueeritud kolmnurga automediaansus (vt.
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viide 4, lk. 59). Nimelt, rakendades kolmnurkadele AB.B;, ja

BoCB, koosinuslauset, voime kirjutada:
A322:A312—|—31322—k21431 'BlBQ Ccos @, (18)
CBy? = B,C? + B|B;2 — 2B,C - BB, cos a, (19)

kus a = /ByB,C. Kui arvestada, et B;C =(n — 1)AB,, siis péarast

vorduse (18) molemate poolte korrutamist (n — 1)-ga ja saadud

vorduse liitmist vordusele (19) vabaneme suurusest cos a:

CBg? -+ (n— 1)ABg2 = B|C?+ (n— 1)AB2 + nBBj2.
Kasutades veel seoseid

AB = AC, B,C=""1ac, BBp="""FLac

n n

(B1B; vordub vordkiilgse kolmnurga ABC nediaaniga!), leiame
pérast sarnaste liikmete koondamist, et
(n — 1)ABg? - CBy2 = nAC?
ehk
(n—1)c? + a®> = nb?,

s. t. kehtib kolmnurga AB,C autonediaansuse tarvilik ja piisav tin-
gimus (16). Samuti saame niidata, et tingimus (16) kehtib ka
kolmnurga ABy'C korral. ,

Edasi peatume pikemalt tdisnurksete autonediaansete
kolmnurkade konstrueerimisel.

P
A

B'. b C1 ’ A Q Mf M
Joonis 5.

Kui hiipotenuus ¢ ette anda, siis omandab autonediaansuse tar-
vilik ja piisav tingimus (16) kuju
b2
== (20)
tingimus (17) aga kuju
b* _ n
pria (21)
Seega on tdisnurkne kolmnurk antud n korral autonediaanne para-
jasti siis, kui tema kaatetid a ja b rahuldavad kas tingimust (20}
voi tingimust (21).
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Selleks et konstrueerida antud hiipotenuusiga tdisnurksest auto-
nediaanset kolmnurka, mis rahuldab tingimust (20), joonestame
hiipotenuusile AB = ¢ kui diameetrile poolringi (vt. joon. 5).

Votame BD =ﬁ_3—1 (joonisel n=3) ja tombame punktist D 1oi-

gule AB ristloigu kuni 1oikumiseni ringjoonega punktis C. Kolm-
nurk ACB ongi otsitav kolmnurk. Joonisel 5 on esitatud kolmnurga
ACB tertsiaanidest konstrueeritud kolmnurk PQM ja tertsiaanide
16ikumisel tekkinud kolmnurgaga ZXY kongruentne kolmnurk
P1QM,. Kolmnurga ACB autonediaansuse toestamiseks avaldame
Eukleidese teoreemi abil kaatetite ruudud:

1
BC?=BD-AB= T AB?,

_— . [— n
AC2=AD-AB n+1AB2'

Siit
AC? b2
BC® =n, S.O0.

Tingimust (21) rahuldava antud hiipotenuusiga tdisnurkse

= n.

P

-~

Joonis 6.

autonediaanse kolmnurga konstruktsioon on naidatud joonisel 6.
Otsitava kolmnurga saamiseks joonestatakse hiipotenuusile AB=c
kui diameetrile poolring, véetakse BD = Qnil AB (joonisel n =
=3) ja tommatakse punktist D ristsirge 16igule AB kuni 16ikumi-
seni ringjoonega punktis C. Siis kolmnurk ACB ongi otsitav. Konst-
ruktsioon on pohjendatav samuti nagu eelmine. Joonisel 6 on esi-
tatud ka nediaanidest konstrueeritud kolmnurk PQM ja nediaanide
Ioikumisel tekkinud kolmnurgaga ZXY Kkongruentne kolmnurk
PQM,.

Vaatleme veel, kuidas konstrueerida tdisnurkset autonediaan-
set kolmnurka lithema kaateti a jargi. Joonestame koigepealt tdis-
nurkse vordhaarse kolmnurga kaatetitega AC = BC =a (joon. 7).
Punktis B tdombame hiipotenuusile ristloigu BB;=a. Kolm-
nurk ABB; on automediaanne. Punktis B, konstrueerime kolm-
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nurga ABB, hiipotenuusile ristldigu  BBy=a. Saame
autotertsiaanse kolmnurga AB;By jne. Uldiselt n-es tais-

nurkne kolmnurk tuleb kiilgedega a, avn, ayn- 1. Et kaa-

tetite a\/ﬁja a ruutude suhe on n, siis on n-es kolmnurk AB,-2B,-1
autonediaanne naturaalarvu n suhtes. 8
Ka juhul, kui n ei ole naturaalarv, on B, a2

kolmnurk® (a, aV n, a Vn-++ 1) mui- B q 8,
dugi autonediaanne (n suhtes), kuid

ta ei ole kirjeldatud viisil konstrueeri- ah

tav. Koik viimati konstrueeritud auto-

nediaansed kolmnurgad on esitatavad ¢ A

kujul (a, a v, a \/n_—l—__l), olles seega Joonis 7.
sarnased kolmnurgaga (1, v, vn—1).

Tingimust (21) rahuldab ka autonediaanne tdisnurkne kolm-
nurk (Vn—1, Vvn, V2n—1) ja koik temaga sarna-
sed kolmnurgad (avn — 1, av/n, ay/2n — 1). Nende kahe tiiiibiga

ongi koik tdisnurksed autonediaansed kolmnurgad ammendatud.
Néiteks, kui n=3, saame kaks tiiiipi autotertsiaanseid tdisnurk-

seid kolmnurki: (1, V3, 2) ja (V2, V3, V5) ning kéik nendega
sarnased kolmnurgad. Kui n = 2, siis mélemad tiiiibid iihtivad.
Kui kolmnurgad (1, Vn, Va—+1) ja (Va—1, vn, V21 —1)
paigutada teineteise korvale nii, et nende vordsed kiiljed iihtivad,
siis tekib kolmnurk (Vn-F1, va—1-41, vV2n—1); vastupidi,

kui on antud viimane kolmnurk, siis saame ta kiiljele va — 141

tommatud korguse abil jaotada kaheks tdisnurkseks autonediaan-
seks kolmnurgaks.

Kui n > 2 puhul asetada kolmnurk (1, Vn, Vrn-+ 1) kolmnur-
gale (Vn—1, V/n, V2n — 1) nii, et kaatetid v iihtivad ja kiilg 1
satub kiiljele vVn — 1, siis tekib niirinurkne kolmnurk (vn — 1 — I,
vn+1,V2n —1). Vastupidi, kui tommata sellise kolmnurga kiilje

Vnrn—1—1 pikendusele kdrgus, siis tekib kaks tdisnurkset auto-
nediaanset kolmnurka.

Téaisnurkse autonediaanse kolmnurga leidmise iilesanne on seo-
tud jargmise ekstreemumiilesandega: joonestada ringi diameet-
riga d niisugune tdisnurkne kolmnurk, mille iithe kaateti korrutis
teise n-da astmega on maksimaalne.

Toepoolest, tuleb leida kaatetid x ja y nii, et korrutis z = xy"

5 Siimbol (a, b, ¢) tahendab kolmnurka kiilgedega a, b ja c.
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oleks maksimaalne, kusjuures x* 4 y*= d*. Asendades siin z aval-
disse x = /d? — y?, saame ithe muutuja funktsiooni
z=y/d? —y

Maksimumi korral peab selle funktsiooni tuletis vorduma nulliga.
Viimane tingimus annab vorrandi

n--1

n-11/4% — 32 Y —
ny 1yd2——y2—%2_7?—0,
miliest
Y= a
n+41
ja jarelikult
x2=d2_h—7—ld2'=n_ii:—l'

2
Seega %= n, s.t. otsitav kolmnurk on autonediaanne. Margime,

et lilesanne on lahendatav ka tuletise moistet kasutamata ©.

7. Piistitame 16puks kilsimuse, kas iga isekiilgse kolmnurga
(a, b, c) jaoks, kus a < b < c, leidub reaalarv n > 2 nii, et kolm-
nurk oleks selle n korral autonediaanne? Vastus kiisimusele jérel-
dub lihtsalt kolmnurga autonediaansuse tarvilikust ja piisavast
tingimusest (16) voi (17), mida voib esitada vastavalt kas kujul

2 ___ 2
n=S—o (22)
voi kujul
2 __ 2
n= i (23)

Valemitest (16) ja (17) ndeme, et kolmnurk on automediaanne
parajasti siis, kui a? 4 ¢?= 2b%. Kui see tingimus pole tdidetud,
siis juhul, kui a?-+ ¢ < 2b%, on %z—:—[;>2 ja 1<2§——‘Z—22< 2;
juhul, kui a2+ ¢? > 2b?% on aga | <§Z—:—Z—:<2 ja 22—a2>2
Kui a2+ c2 < 2b? siis on kolmnurk sarnane nediaankolm-

nurgaga, mis on konstrueeritud nediaanidest d,\™, d,™, d., kus

2 ___ 2
n=_— < —7 kui aga a2 -+ c2 > 2b?, siis on kolmnurk sarnane nedi-
aankolmnurgaga mis on konstrueeritud nediaanidest d’,, d’,™,

2 __ g2
d’™, kus n= —=.

6 Vt. 3eTeuan, C. U, 3anaun Ha MakcHMyM U MHHHMYM. M., 1949.
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Seega leidub iga isekiilgse kolmnurga jaoks parajasti iiks reaal-
arv n > 2, nii, et kolmnurk on selle n suhtes autonediaanne.

Nagu me juba eespool kindlaks tegime, on vordkiilgne kolm-
nurk iga n suhtes autonediaanne, vordhaarne kolmnurk pole aga
ithegi n suhtes autonediaanne. Vordhaarseid kolmnurki voib vaa-
delda isekiilgsete autonediaansete kolmnurkade piirjuhuna, mille
saame, lastes keskmise kiilje pikkuse piiramatult ldheneda kas
pikimale voi lithimale. Need piirjuhud saame ka autonediaansuse
tarvilikest ja piisavatest tingimustest (16) ja (17), jagades vor-
duste molemad pooled n-ga ja lastes n piiramatult kasvada.

Matemaatilist meelelalutust

Vanuse madaramine

See trikk kolbab ainult emam kui kiimneaastaste isikute vanuse mdidrami-
seks. Paluge isikul, kelle vanust Te soovite madrata, liita enda vanusele 90,
tommata maha tulemuse esimene number (sajalised) ja liita see allesjddnud
arz/u({e. Vastuse teatamisel tarvitseb vaid liita sellele 9 ja vanus ongi mé&a-
ratud.

Nidide. Olgu kiisitletava isiku vanus 22 aastat. Liites sellele 90 saab ta 112
ja pérast sajaliste liitmist arvu iilejddnud osale 13. Selle arvu teatab ta
Teile, ning toepoolest: 13 - 9= 22,

Vanuse madaidramine koos petmiskatse kindlakstegemisega

Paluge isikul, kelle vanust on tarvis maiédrata: 1) kirjutada iiles enda
vanus kaesoleva aasta 1d6puks; 2) liita sellele enda vanus tuleva aasta 10puks;
3) kofrutada tulemus viiega; 4) liita tulemusele enda siinniaasta viimane
number ning teatada Teile vastus.

Teatatud arvust lahutage 5, siis tulemuse kaks esimest numbrit annavadki
otsitud vanuse (kdesoleva aasta 10puks). )

Vanuse digsuse kontrollimiseks lahutage saadud tulemuse viimane number
kdesoleva aasta arvust (1965). Selle vahe viimane numbrikoht peab iihtima
madratud vanuse viimase numbriga. Kui see pole nii, siis on kiisitletav
piifidnud petta ja tema tegelik vanus peab I6ppema viimatileitud numbriga
(siinjuures on eeldatud, et kiisitletav liitis neljandal sammul oma tegeliku
siinniaasta viimase numbri; selle tagamiseks tuleb neljas samm teatada hésti
kiiresti ja nouda kohe vastuse {itlemist).

Niide 1. Teatati arv 274. Lahutades sellest 5 saame 269. Tulemuse kaks
esimest numbrit annavad vanuse 26. Kontrolliks lahutame viimase numbri
9 aastaarvust 1965. a. Saame 1956, mis 10peb samuti kuuega nagu leitud
vanuski. Seega vo6ib arvata, et arvutustes kasutatud vanus oli oige.

Niide 2. Teatati arv 231. Lahutades sellest 5 saame 226. Seega arvutustes
kasutatud vanus oli 22. Kontrolliks lahutame: 1965 — 6 = 1959. Siit nieme, et
meid on tahetud petta, tegelik vanus peab 16ppema 9-ga ja olema seega néh-
tavasti 29.

Mirkus. Petmiskatse kindlakstegemine ei Onnestu siis, kui kiisitletav «teeb»
ennast 10 aastat nooremaks.
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ARVSONADE PARITOLUST EESTI KEELES

H. Ratsep

1. Arvsdnade tekkimine ja kujunemine mistahes keeles on seo-
ses olnud seda keelt koneleva rahva, sugukonna iithiskondliku
arengu tasemega, tsivilisatsiooni astmega. Enne arvu moiste ja
abstraktsete numeraalide tekkimist eksisteeris primitiivses iihis-
konnas loendamine, mis toimus esialgu samaaegselt kahe margi-
siisteemi abil — kasutati sonu koos vastavate Zestidega. Aluseks
olid seejuures tavaliselt kehaosad: Zestiga osutati teatavale keha-
osale ja lausuti samal ajal selle nimetus. Enamasti kasutati loen-
damise vahendeina s6rmi ja varbaid, kuid monedel rahvastel ka
muid kehaosi. Seepéarast on tdiesti arusaadav, et paljudes keeltes
on arvsonad kujunenud kehaosade nimetustest. Niisugust loenda-
mist kohtame praegugi moénede Louna-Ameerika indiaanlaste ja
paapuate suguharude juures.

Niiteks Uus-Ginea elanikud alustavad loendamist vasaku kie
viikese sorme koverdamisega. Seejirel koverdatakse teisi sormi
jarjekorras, osutatakse siis vasaku kie osadele, olale, kuklale, rin-
nale, rinnakorvile, minnakse edasi parema kée juurde ja lopeta-
takse toiming parema kie viikese sormega. Igale kehaosale viida-
tes nimetatakse ka seda markiv sona. Igal kehaosal on niisiis kin-
del numbriline vdartus. Loendamise sonaline kiilg on jdrgmine:
1 — monou 'vaike sorm (vasakul kidel)’, 2 — reere ’jargmine sorm’,
3 — kaupa ’keskmine sorm’, 4 — moreere 'nimetissorm’, 5 — aira
'pbial’, 6 — ankora 'ranne’, 7 — mirika mako ’'killinarvars’, 8 —
na ’kitinarnukk’, 9 — ara '6lg’, 10 — ano ’kukal (vasakul)’ 11 —
ame ’vasak rind’, 12 — onkari 'rinnakorv’, 13 — ame (nekai) 'pa-
rem rind’, 14 — ano ’kukal (paremal)’, 15 — ara ’(parem) 0olg’,
16 — na ’(parem) kiiiinarnukk’, 17 — mirika mako ’kiiiinarvars
(paremal)’, 18 — ankora ’(parem )ranne’, 19 — aira ’poial’, 20 —
moreere ‘nimetissorm’, 21 — kaupa ’keskmine sorm’, 22 — reere
‘jargmine sorm’, 23 — monou 'viike sorm’. Nagu me ndeme, saab
sel viisil loendada kuni 23-ni. Sellisest esiaigsest loendamisviisist
on sailinud jilgi paljudes maailma keeltes. Nii on paljud tSuktsi,
korjaki, jukagiiri keele arvsonad seoses kehaosade nimetustega.
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Loendamise ulatus olenes muidugi vastava rahva elatustase-
mest ja kaubanduslikest suhetest. Pidi olema, mida loendada. Kui
peremees suudab oma koduloomi nimepidi meeles pidada, pole tal
neid tarvis loendada. Niisiis loendamine on ikkagi samm konkreet-
sest abstraktse suunas.

Alles hiljem siirduti Zestide ja sonade koostoimel siindinud
loendamisest edasi abstraktsete arvude kasutamisele, arvusiistee-
midele. Uleminek konkreetselt abstraktsele toimus jark-jargult.
Esialgu oli arv ikkagi erilist huvi pakkuvate esemete omadus ja
seda ei saadud lahutada neist esemeist ning teistele esemetele {ile
kanda. Leidub primitiivsel elujarjel rahvaid, kes oskavad kiill loen-
dada puutiivesid ja raha, ent mitte kiilasid.

2. Neid fakte ja seisukohti tuleb meil silmas pidada ka siis,
kui me vaatleme arvsonade probleemi kdige varasemas kindlalt
fikseeritavas perioodis soome-ugri keelte (nende hulgas ka eesti
keele) arengus.

See vanim periood soome-ugri keelte arengus on nn. uraali
periood, mis 16ppes umbes 6000 aastat tagasi, s. 0. 4000 a. e. m. a.
Sel ajal polnud olemas veel eri soome-ugri keeli ega ka samojeedi
keeli, vaid neid keeli konelejate eelkidijad elasid iihe keelekollektii-
vina Volga keskjooksu ja Uraali mdgede vahemail ning konelesid
murdeliste erinevustega uraali aluskeelt. Arengutasemelt olid nad
neoliitikumis. ‘

Senised uurimused on osutanud, et eesti keeles pole {ihtki arv-
sona, mis pdris kindlasti parineks uraali aluskeelest. Veelgi enam,
on selgunud, et soome-ugri ja samojeedi keeltel puuduvad dildse
ithised arvsonad, niisiis ei tunne me iihtki uraali aluskeele arv-
sona. Ja ometi on rohkesti ithiseid sonu soome-ugri ja samojeedi
keeltes. Selles iihiste arvsonade puudumise faktis pole midagi
iillatavat, kui arvesse votta eespool esitatud iildisi seisukohti.
Uraali aluskeelt konelejad olid niivord madalal arenemisastmel,
el abstraktsed arvumoisted polnud neil ilmselt veel valja kujune-
nud. Arvumoisted arenevad vilja ennekdike ikka sellistel rahvas-
tel, kellel on juba olemas kiillalt markimisvdarne kaubandus. Seda
aga uraali aluskeelt konelejail polnud, elasid nad ju polislaantest
piiratud aladel. Loendada muidugi osati ja arvatakse, et loenda-
misel kasutati eespool kirjeldatud sormede-varvaste meetodit.

Kuna sellistest kehaosade nimetustest voisid arenedathiljem arv-
sonad, siis on piiiitud leida vastavusi kehaosade nimetuste ja arv-
sonade vahel ka soome-ugri keeltes. Tulemused on seni olnud vord-
lemisi tagasihoidlikud.

Soome uurija A. Kannisto on avaldanud arvamust, et sona
kiimme, mille varasem kuju on kimmen, voiks ithendada somaati-
lise sona kdmmal varasema vormiga kdmmen, mis oli olemas juba
uraali aluskeelele jirgnenud soome-ugri aluskeeles. Muidugi péris
kindlaks voi toestatuks seda korvutust veel pidada ei saa.
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Ungari uurija F. Kovacs on joudnud jareldusele, et ungari
husz 20’ ja sellele vastavad komi kiZ, udmurdi kiZ, mansi kus,
handi has, kos on ithendatavad samojeedi sénaga hasa- ’inimene’.
Tahenduslikult pole sellises korvutuses midagi kummalist: kiimme
sorme ja kiilmme varvast oli ju koik, mis ithe inimese puhul loenda-
misel arvesse tuli. Pealegi leidub teisi keeli, kus kohtame sama-
sugust vahekorda. Kui see seletus paika peab, siis kinnitaks ta eel-
nevaid seisukohti ja nditaks, et uraali aluskeeles 1oppes loendamine
kahekiimnega.

Samuti on voimalik, et sdna viis (varasema kujuga viite) on su-
guluses samojeedi keelte kdtt méarkiva sonaperega: neenetsi nuda,
nganassaani jitid, eenetsi uda, ura; selkupi uty ja kamassi uda.
Seegi arvamus vajab veel kinnitamist.

Samas laadis on soome uurija T. Lehtisalo seletanud ka
samojeedi kuut markiva sona péaritolu. Ta iihendab neenetsi ma#’,
ma”ttat, eenetsi motuw’, nganassaani matu’, selkupi muktet, kamassi
muktu’d neenetsi verbiga mada ’iile vee minema’, millel on vasteid
ka lapi keeles (mokse- 'iile vee minema’) ja handi keeles (mdyts

‘1ébi’). Tahenduste diferents seletatakse sellega, et arvu kuus
puhul siirduti loendamisel iihelt kielt teisele ning sona esialgne
téhendus oli ’asi, mis on iile 1dinud, siirdunud’. Paralleelne muutus
esineb ka Aasia eskimo keeles, kus arvinlik ’6’ tuleneb verbist arvi-
ytuna ’lihen iile teisele kaldale’.

3. Uraali aluskeel lahknes umbes 6000 aastat tagasi, kusjuures
see lahknemine oli ilmselt seoses vastava keelekollektiivi kaheks
eraldumisega. Pohjapoolsel keelealal kujunes aja jooksul uus ise-
seisev keel — samojeedi aluskeel, tdnapdeva samojeedi keelte —
neenetsi, nganassaani, eenetsi, selkupi ja -kamassi keele eelkiija.
Lounapoolsel keelealal kujunes soome-ugri aluskeel, millest 1ahtu-
vad praegused soome-ugri keeled. Soome-ugri aluskeel piisis umbes
kolmanda aastatuhandeni enne meie ajaarvamist ja seda koneldi
Volga keskjooksu ning Uraali midgede vahelisel maa-alal, vihe
1duna pool uraali aluskeele paiknemisrajoonist.

Sel perioodil tekivad esimesed tdelised arvsonad, mis on iihised
koigile tdnapdeva soome-ugri keeltele. Need on eesti keeles iiks,
kaks, kolm, neli, viis ja kuus. Tabelis 1 on esitatud nende arv-
sonade vasted koigis soome-ugri keeltes.

Samojeedi keeltes on arvsdonad kujunenud tdiesti iseseisvalt,
nagu juba eespool maérkisime. Tabelis 2 esitame samade arvude
vasted ka kolmes samojeedi keeles.

4. ArvsoOna seitse on praegustel andmetel eelmistest noorem, ta
oli juba olemas umbes 4000 aastat tagasi. Sellele sonale ei leidu
vasteid ugri keeltes (ungari, handi ja mansi keeles), mille eel-
kéija ugri aluskeel kujunes vilja pirast soome-ugri aluskeele lahk-
nemist. :
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Tabel 1.

1 2 3 4 5 6
eesti ks kaks kolm neli viis kuus
soome yksi kaksi kolme neljd viisi kuusi
karjala lkS$i kaks$i kolme rel’l’'d viizi kuuzi
vepsa ks kaks koume rel’ vijg kuz
vadja iihsi kahsi kem nelld viz kiisi
liivi iks kaks kiol'm | néta |z kiF
norralapi | ok't4 guok'té gol'hmd | njeelllje |vit\td gut\td
mordva vejke kavto kolmo Ail’e vete koto
mari ik, ikta kok, koktat| kem nel wals kut, ki-dat
komi et, etik kik kujim .| fiol’ vit kvat’
udmurdi | ok, odik | kik kwin nil vit’ kuyat'
mansi dk, dakwe| kit gooram | hila dadt gat
handi  [it kot, kat | kolam | fold wet kut
ungari — Rét, ketté | hdrom négy ot hat

Mirkusi: 1. Ungari keele egy ’iiks’ ei ole etiimoloogiliselt fihendatav teiste
samatdhenduslike sonadega soome-ugri keeltes.
2. Mansi ja handi iihte mérkivad sonad kuuluvad sellesse riilhma kahtle-
misi, sest nende héilikulise kiilje seletamisega on raskusi.
3. Sonadele kaks ja viis on moned uurijad esitanud vasteid samojeedi
keeltest, kuid hailikuliste mittevastavuste t6ttu on nad viimasel ajal korvale

jaetud.
Tabel 2.
1 2 3 | 4 ’ 5 6
neenetsi | 5ood’, nopoj | sidee |naeaehar’ teet sambaseng | ma#'
selkupi ukkyr Sitty nddqyr teetty sombyla muktet
kamassi | o’m, 0’b Side naagur ‘ tee’ds | sumna A muktu’'d
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Sonal seitse on sugulaskeeltes jargmised vasted: soome seitse-
mdn, karjala seit’t’Sei, vepsa seitsime, liivi sels, mordva Sisem,
mari $asam, Sem; komi Sizim, udmurdi Sizim.

Ugri keeltes on tarvitusel hoopis teine titvi: mansi sddt, handi
jdwat, tdwat; ungari hét. See tiivi on laenatud indo-euroopa alus-
keelele lihedasest keelest, mida konelevad hoimud elasid soome-
ugrilastest 16una pool. Vrd. sanskriti sapta, avesta hapfa. Tuleb
arvata, et ugri keelte sona vanus pole vdiksem sona seitse
vanusest lddnepoolsetes soome-ugri keeltes.

Samojeedi keeltes méirgib seitset neenetsi si’iw, nganassaani
saibua, selkupi seel’¢i, kamassi sej’bii, eenetsi se’o. Nad ei ole sugu-
luses seitse-sonaga.

5. Omapirase kujunemislooga on arvsonad kaheksa ja iiheksa.
Nende vasted sugulaskeeltes on jargmised:

kaheksa— soome kahdeksan, karjala kahekSan, vepsa kaht-
san, vadja kahesa, liivi ko’'dsks, norralapi gavce, mordva kavkso,
mari kdnddks,

itheksa — soome yhdeksdn, karjala dhekSan, vepsa iihtsan,
vadja ihesd, liivi I'd5ks, norralapi ovce, mordva wvejkse, mari
andeks.

Nagu me nédeme, puuduvad neil sonadel vasted permi ja ugri
keeltes. Uldiselt levinud arvamuse kohaselt on nende sénade puhul
tegemist vanade liitsdnadega, mille esiosaks on olnud arv-
sonade iiks ja kaks (varasema kujuga idkti ja kakti) kuluvormid.
Liitsdna teist, viimast komponenti -deksan (veelgi varem deksam)
on peetud laenuks soome-ugri rahvastest 16una pool Louna-Vene-
maal elanud indo-euroopa keeli konelnud hoimudelt. Vrd. indo-

euroopa aluskeele deiam, ladina decem, kreeka deka jne.

Kui ldhtuda seisukohast, et deksan on indo-euroopa lacn tahen-
dusega ’kiimme’, siis peaks nende liitsonade sdnasonaliseks tdhen-
duseks olema kaheksa ’kahega kiimme’ ja iiheksa 'ithega kiimme’.
Tuleb arvata, et see sona on laenatud eriti vanast indo-curoopa
keelevormist, mis on veel ldhedane indo-euroopa aluskeelele. Nii-
siis nende sonade vanus paistab olevat suuremgi, kui voib jarel-
dada sugulaskeelte vastete pohjal.

Moodustamisviisilt on need sonad sama tiilipi kui ladina duode-
viginti '18 ja undeviginti ’19’, udmurdi famis '8 ja ukmis 9
(-mis ’10"), komi kikjamis '8 ja ekmis 9, sclkupi Sitty cingytyl’
kot ~Sitty ¢dn kot °8 ('kiimme ilma kahela’), ukkyr Cangytyl’ kot
~ okkyr ¢dn kOt 'Y (kimme ilma iiheta’); jukagiiri kunirkilezeol
'9’ (’iiheta kiimme’), keeti ynam boanisa gos '8 (’kaheta kiimme’),
qusam bari$a qos '9’ (‘itheta kiimme’) ja draviidi keelkonda (Indias)
kuuluvas kanara keeles enfu'8 (eradu’2’, hattu’10’),ombhattu’9y
(ondu,obba’l’). Ei pruugisugugi oletada indo-euroopa keelte moju
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nende arvsdnade konstruktsioonis, sest niisugune moodustamisviis
on levinud mitmel pool maailmas; peale eespool mainitud keelte
veel austroneeslastel, semiitidel, hotentottidel, bantudel, tiibetlastel,
birmalastel, ainudel, eskimotel, indiaanlastel. Kahtlemata on siin
olemas seos molema kide sormede abil loendamise pildiga. Pealegi
paistab, et primitiivne inimene piiiidis esialgu naha voimalikult
viikest kvantiteeti,

Monedes samojeedi keeltes moodustatakse kaheksat ja iiheksat
maérkivad sonad hoopis teisiti, vrd. neenetsi sidnteet '8’ (o1gupoo-
lest 'kaks korda neli’), haasawa]uu '9’ (haasawa ’samojeed’, jii’
’10°) (sOna-sonalt ’'samojeedi kiimme’, sellega on seletatav ka,
miks samojeedid koéidavad kimpu 9 nahka) Vrd. ka neenetsi luuca-
jiad’ ’10' (luuca 'venelane’, seega 'venelaste kiimme’). Sut ilmneb,
et jid’ tdhendas esialgu ainult suurt hulka,

Kuid rootsi keeleteadlane B. Collinder on andnud sdnadele
kaheksa ja iiheksa teistsuguse seletuse. Tema arvates mingisugust
laensOna neis sonades ei peitu, vaid kaheksa ja iheksa on tuleta-
tud ks-liite abil sonadest iiks ja kaks. Collinderi seletus pole soome-
ugri keeleteadlaste hulgas leidnud eriti suurt poolehoidu, sénade
tahenduslik kiillg jdéb sel korral vordlemisi dhmaseks, kuigi peab
nentima, et laenu seletamisel on moningaid héalikulisi raskusi,
mis Vajavad lisapohjendusi.

6. Kiimmet méirkivate sénade kasutamisele votmisel on soome-
ugri -keeled ldinud mitut erinevat teed mooda. Eri soome-ugri
keeltes on tarvitusel pool losinat soéna, mis tahistavat kiimmet.

Meie kiimme-sonale on vasteid peale lddnemeresoome keelte
ainult mordva keeles: soome kymmenen, karjala kimmenen, vepsa
kiimne, vadja t§imme, liivi kim, mordva k’emeri. Nende andmete
pohjal pole selle sdna vanus iile 3000 aasta. Huvitavat lisavalgust
heidab kiimme-sona péritolule vordlus kimme ~ kdmmal (see,
muide on kiisitav).

Lapi, mari ja mansi keeles mérgitakse kiimmet sonaga, mis on
tuletatud meie Ilugema-verbile sugulaslikust wverbist: norralapi
lokke ’10’, mari [u '10°, mansi lof '10’. Lugema-verb pirineb juba
soome-ugri aluskeelest ja tdhendas esialgu ’loendama’. Arvsona
esialgne tdhendus oli "hulk, loendamise tulemus’, kust siis aja jook-
sul arenes abstraktse arvu tdhendus. Muide soome keeles tdhen-
dab sona luku koige muu kérval ka arvu ja arvutamist.

Kolmas selle tdhendusega sona esineb praegu liitarvsonade
jarelkomponendina udmurdi, mansi ja ungari keeles: udmurdi -min
— komin ’30’, nel’amin *40’, vetimin ’50°, kvajtimin '60’; mansi -mon
— ndilman '40°, dtmoen '50°, yoOtpan '60’; ungari -van, -ven — negy-
ven '40’, 6¢tven '50°, hatvan 60’ jne.

Selle sona vasteks eesti keeles on méni, mis meil margib praegu
ebamaiarast hulka, vrd. ka soome moni 'mitw’, karjala moni 'mitu’,

vadja meni *mitu’, liivi manda mitu, moni’, norralapi moandk 'kiil-
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lalt mitu (4—10)’. Ka siin on tdhenduse areng toimunud suunas.
’ebamédérane hulk’ > 'méiiratud hulk’.

Moéni-sonale on héédlikuliselt ja tdhenduslikult ldhedasi sonu
leitud ka indo-euroopa keeltest: gooti manags, vanaillemsaksa
manag, vanarootsi mangen ’mitu’, vanaiiri menic ’sage, iildine’,
vanaslaavi miinogi ’palju, mitu’. Osa fennougriste on arvamusel,
et see sona kuulub uraali ja indo-euroopa keelte sugulusele viita-
vate sonade hulka.

Permi keeltes on kiimmet tdhistavaks iseseisvaks sonaks das,.
mis voib olla seoses juba varem esitatud deksan vormiga. Oleta-
takse nimelt, et siin on tegemist algupédralt sama sona laenami-
sega iraani keeltest, vrd. avesta dasa ’10’, osseedi das '10’. Iraani

aluskeelest on laenatud ungari #iz ’10'.

Eelnevast voib jidreldada: soome-ugri aluskeeles puudus oma
kiimmet maérkiv sona, see kas laenati voorsilt voi saadi tdhen-
dussiirde teel ebaméérast kvantiteeti méarkivatest sonadest.

7. Arvsona sada pole oma sona, vaid laen indo-euroopa poolelt,.
vrd. sanskriti Sata-, avesta sata-, ladina centum. Ta péirineb otseselt
indo-iraani aluskeelest ning laenati soome-ugri aluskeelde. Sellele
viitab ennekoike vastete olemasolu koigis soome-ugri keeltes:
soome sata, karjala sada, vepsa sada, vadja sata, liivi sada, norra-
lapi ¢uode, mordva sado, mari sidé, udmurdi su, komi $o, mansi
saat, saat, handi sat, sot; ungari szdz. Sona laenamine soome-
ugri aluskeelde on kahtlemata seoses tihedate kaubanduslike vahe-
kordadega nende rahvaste vahel.

Muide sada markivad samojeedi sonad (neenetsi jur, nganas-
saani jir, eenetsi jiiz, kamassi ¢#'is) on laenud tiirgi-tatari keeltest.

8. Laenuks on osutunud ka arvsona fuhat, see on aga tundu-
valt noorem. Praegu esineb ta lddnemeresoome ja volga keeltes:

soome fuhat, karjala tuhat, vepsa tuha, vadja tuhap, liivi tu’ont,
mordva t’oZov, mari teZem. Sona tuhat on laenatud kaks kuni kolm
tuhat aastat tagasi balti keelte (14ti, leedu ja muinaspreisi) eel-
kéijast alusbalti keelest, vrd. leedu fdkstantis, 14ti takstotis, mui-
naspreisi tiasimtons. Toenéoliselt laenati see sona lddnemeresoome
aluskeelde ja volga keeltesse eraldi.

Kaugemates sugulaskeeltes on tuhandet markivad sonad périt
indo-iraani aluskeelest, siiski natuke hilisemast ajast kui sona
sada.

Veelgi suuremaid arve tdhistavad sonad miljon, miljard jne..
on hilised laenud saksa keelest.

9. Liitarvsonad iiksteist, kaksteist, kolmteist, neliteist, viisteist,
kuusteist, seitseteist, kaheksateist ja iiheksateist moodustavad oma-
ette rithma, nende konstruktsioonis ndeme vana, ldadnemeresoome:
aluskeelde tagasi minevat liitarvsonade moodustamise viisi. Vara-
semas eesti keeles ulatus selline moodustamisviis teisest kiimnest
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kaugemale, Sellele viitavad ka andmed varasemaist eesti keele
grammatikaist ja tekstidest ning murretest. Nii kirjutab Anton
Thor Helle 1732. a. oma grammatikas, et 21 on eesti keeles
iikskolmat, 22 — kakskolmat, 41 — iiksviiet, aga 91 — theksakiim-
mend ja iiks. Ja veel 1843. a. miargib Eduard Ahrens, et eest-
lane kasutavat kiirel lugemisel eespool nimetatud liitarvsonade
moodustamise viisi, niditeks viis rubla kolmat kiimmet 25 rubla’.

Eesti murretes on selline viis sédilinud ainult loendamisel tea-
tud tegevuste puhul. Nii on loetud haspeldamisel Kiinas, Ridalas,
Kihnus, Kosel, Harju-Jaanis, Haljalas, Viru-Nigulas, Liiganusel,
Annas, Pilistveres, Maarja-Magdaleenas jm. Méned aastad tagasi
oli nende ridade kirjutajal voimalik kuulda Saaremaal Valjalas
kangast iilesseadvat eidekest lugevat: ikskolmat, kakskolmat,
kolmkolmat, nelikolmat, viiskolmat, kuuskolmat, seitsekolmat jne.
Lidne-Nigulas ja Keilas on kasutatud seda loendamisviisi ring-
mangudes, Saaremaal on loetud nonda lesti jne.

Sellist tiiiipi liitsonad on soome keeles veel praegugi paralleel-
vormidena kasutamisel. Niisiis soomlane vdib lugeda kas kaksi-
kymmentd yksi, kaksikymmentd kaksi, kaksikymmentd kolme, kaksi-
kymmentd neljd, kaksikymmentd viisi v6i vanemat moodi yksikol-
matta, kaksikolmatta, kolmekolmatta, neljikolmatta, viisikolmatia.
Seda laadi arvsonade kiillaltki suurt vanust niitab see, et nad esi-
nevad ka lapi keeles, vrd. rootsilapi akta nuppé ldhkai ’11° ('teise
kiimne {iks’), vihta nuppé ldhkai '15°, vikta kdlmat ldhkai '25,
kuhta kauftsat ldhkai ’76’, jne. Kaugemates sugulaskeeltes selliseid
konstruktsioone siiski ei kasutata.

Vormid iiksteist, kaksteist jne. on lithendvormid, nende tiieli-
kum kuju on idiksteistkiimmend, kaksteistkiimmend. Liitarvsonade
teine komponent -feistkimmend on osastav sonaiihendist feine
kiimme. Siin on sdilinud veel kidmme-sona vanem osastavavorm
kiimmend praeguse kimmet korval. Tuleb veel markida, et neis
osastava vormides ilmneb osastava kddnde vana funktsioon, koha
osutamine, mis on ldhedane praeguse seestiitleva ja alaltiitleva
kddnde pohifunktisioonile. Seega iiksteistkiimmend tdhendab tege-
likult ’iiks teisest kiimnest’, kaksteistkiimmend ’'kaks teisest kiim-
nest’ jne. Peale eelmainitud arvsonade kuulub siia ka sona pool-
teist, tegelikult siis ’pool teisest’. Varasemas kirjakeeles kohtame

ka vorme pool kolmat ’2 %’, pool neljat ’3 é’ , pool viiet '4 %-’.

10. Praegu kasutamisel olevate kakskimmend iiks, kakskim-
mend kaks jne. tiiiipi liitarvsonade paritolu on veel ebaselge. Tiiiip
ise on levinud paljudes soome-ugri keeltes. Kuid moned keeleteadla-
sed on avaldanud arvamist, nagu oleksid sellised sonaiithendid
eesti keeles vilja kujunenud indo-euroopa, eriti saksa keele ees-
kujul ja vordlemisi hilja. Vanemas kirjakeeles kohtame veel kol-
mandatki liitarvsonade moodustamisviisi: iiks peale kolmekiimne
'31°, kaks peale kolmekiimne '32’ jne.
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11. Kiimneliste nimetused kakskiimmend, kolmkiimmend, neli-
kiimmend, viiskiimmend, kuuskiimmend, seitsekiimmend, kaheksa-
kiimmend ja iiheksakiimmend on kiillaltki vanad: neile on otseseid
vasteid koigis lddnemeresoome keeltes. Eakusele viitab ka arhai-
line osastavavorm kidmmend, kuigi sel siin pole vana, kohta osuta-
vat tdhendust nagu dksteistkimmend-tiiiipi vormides.

12. Lopuks lubatagu peatuda sdna arv péritolul. Sel sonal on
otseseid vasteid mitmes soome-ugri keeles kuni ungari keeleni:
soome arvo 'vaartus, tdhtsus, au, auaste’, karjala arv 'hind, véar-
tus, tdhtsus’, vepsa arv ’hind’, vadja arvo 'moistus, arusaamine’,
liivi gra 'mote, arvamine, arve, suund’, norralapi ar'vo 'véirtus,
tdhtsus, austus, arvamine’, ungari dr, drr ’hind’, dru ’hind, kaup’.
Nagu sugulaskeeltest selgub, pole iiheski teises soome-ugri keeles
selle sona tdhenduseks ’arv’, vaid sona esialgseks tdhenduseks
oli ’hind’. Praegu meil esineva tdhenduse on sdona arv saanud
alles eesti keele iseseisva eksisteerimise perioodil. Muide sdona aru
’moistus’ on arv-sona variant. Nagu margitud, esineb mitmes tei-
ses soome-ugri keeles ’arv’ tdhenduses sona, mis vastab meie
sonale lugu.

Arv on téendoliselt parit samast tiivest kui sona arvama. Eba-
kindlaks peetakse viidet, et arva-tiivi oleks laenatud indo-iraani
keeltest, vrd. sanskriti arghds, osseedi ary 'vdirtus, hind’.

13. Eelnev liihiiillevaade peaks osutama, kuivord mitmepalge-
line on eesti keele arvsonade algupdra. Loplike jarelduste tege-
mine eri perioodidel kasutamisel olnud arvusiisteemi kohta jaib
siiski edaspidiseks. Voiks arvata, et loendamissiisteemiks uraali
aluskeeles on mingi primitiivne vigesimaalsiisteem, mis tugines
otseselt sormede ja varvaste hulgale; soome-ugri aluskeeles kuju-
nes algul vilja kuuendsiisteem, mille asemele tuli seitsmendsiis-
teem (viimase jalgi on leitud ka ugri rahvaste rahvaluulest). Hil-
jem, kaubanduslike suhete arenedes tuli iraanlastelt detsimaal-
slisteem.
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A. C. CLAIRAUT — MATEMAATIK, GEODEET,
ASTRONOOM

U. Lumiste

Matemaatika ajaloos on iiheks huvitavamaks ajajarguks XVIII
sajand. Eelnenud sajandi suurte motlejate P. Fermat’, R. Descar-
tes’i, B. Pascali ja sajandivahetuse gigantide I. Newtoni ja G. W.
Leibnizi pingutuste viljana oli
valmis sepistatud uus vahe relv
looduse saladuste alistamiseks
— diferentsiaal- ja integraalar-
vutus. Selle rakendamine loo-
dusndhtuste uurimisel toi kaasa
uute teaduseharude — teoreeti-
lise mehhaanika, optika, geo-
deesia, hiidraulika jt. tekkimise.
Siindis matemaatiline loodus-
teadus, nii nagu tédnapéieval
siinnivad matemaatiline keele-
teadus, matemaatiline majan-
dusteadus jt. Need uurijad, kel-
le kdtes wvastsiindinu tugevnes.
niiiidisaegse tsivilisatsiooni
itheks alussambaks, on alatiseks
péalvinud inimkonna tanu ja lu-
gupidamise.

Uheks nende seas on XVIII
sajandi esimese poole silma-
paistvamaid matemaatikuid, teoreetilise geodeesia rajaja ja taeva-
mehhaanika edasiarendaja prantsuse opetlane A. C. Clairaut, kelle
surmast kdesoleva aasta 17. mail m66dub 200 aastat. Pariisi mate-
maatiku paljulapselises perekonnas 7. mail 1713. a. siindinud Alexis
Claude Clairaut [l.: aleksis klood kleroo] tulek teadusse on iiks esi-
mesi ja hiilgavamaid naiteid varases nooruses ilmnenud hdmmas-
tavatest matemaatilistest voimetest. Ta ei olnud veel kolmeteist-
kiimneaastanegi, kui rakendas isalt saadud teadmisi esimeses ise-
seisvas uurimuses. 1726. aastal esitati Pariisi Teaduste Akadee-
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miale nooruki t66, milles diferentsiaalarvutuse abil kisitleti jarg-
misi neljandat jarku jooni
xt=a?(x* + ¢%), 2 (¥* + y)=2a', ¥*(a®* —y*)=a’,
xt= a?(a® — y?)

— lahendati iilesandeid, millega niiiidisajal tegelevad iiliopilased
korgema kooli esimestel kursustel. Akadeemikud panid noorele
autorile suuri lootusi. T66 triikiti 8 aasta pérast (1734) Berliini
Teaduste Akadeemia véiljaandes.

Teises t60s, mille A. Clairaut saatis akadeemiale 16-aastasena,
nditas ta end juba kiipse uurijana. J. de Moliéres, hinnates Clai-
raut’ t66d, markis, et see teeks au ka vilunuimale matemaatikule.
Ja toepoolest, noore Clairaut’ uurimus, mis 1731. a. ilmus 119-lehe-
kiiljelise raamatuna pealkirja all «Uurimusi kaksikkoverusega joon-
tests (Recherches sur les courbes a double courbure) on tanapie-
vani jddnud silmapaistvate kohale matemaatika ajaloos.

Selles késitletakse esmakordselt niisuguse pohjalikkusega ruu-
milisi jooni (s.t. jooni, mille punktid ei asu ithel tasandil). Clai-
raut kirjutab sissejuhatuses: «Ma arvan, et pean neid jooni nime-
tama kaksikkoverusega joonteks, sest kui neid mainitud viisil vaa-
delda (projektsioonide abil kahele ristuvale tasandile — U. L.),
sils votavad nad alati osa n.-6. kahe joone kdverusest». Clairaut
motleb siin nahtavasti seda, et ruumilist joont ei saa kunagi pro-
jekteerida tasandile sirgeks. Markigem iihtlasi, et tollal tunti ainult
tasandilise joone koverust ja nimelt seda koverust kahe projekt-
siooni korral peabki Clairaut silmas koneldes «kaksikkoverusega
joontests,

Toodud tsitaadist saab selgeks ka Clairaut kisitlusviis — ta
vaatles ruumilist joont kahe pinna (lihtsaimal juhul kahe projek-
teeriva pinna) loikejoonena. Analiiiitilise geomeetria seisukohalt
on nimelt pinda mones méttes lihtsam esitada kui ruumilist joont.
On ju teada, et liks vorrand, mis seob kaht koordinaati x ja y ta-
sandil, médrab ildiselt koneldes tasandilise joone, kuid {iks vor-
rand kolme koordinaadi puhul ruumis mééirab mitte enam joone,
vaid pinna. Joone saamiseks tuleb lisada veel teine vorrand, nii et
tekiks kahe pinna I6ikumine.

Eeltoodust nédhtub, et Clairaut’ késitlusviis erineb oluliselt
praegusest, kus joont vaadeldakse omaette objektina soltumatult
nendest pindadest, millede 16ikumisel teda voib saada. Niitidisaegse
koverateooria moistetest ! vaatleb Clairaut ainult puutujat ja nor-
maaltasandit. Tema t66 on séilitanud ajaloolise vdartuse kui esi-
mene tosisem katsetus ruumiliste koverate uurimise ja {ildse ruumi-
lise analiiiitilise geomeetria loomise alal.

Tollal 4ratas aga nooruki mahukas uurimus iildist tdhelepanu.
Akadeemikud p66rdusid kuninga poole palvega teha Clairaut’

1 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, IlI, Trt., 1964, lk. 76—77.
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puhul erand eeskirjale, mille jargi Pariisi akadeemiasse valitu pidi
olema vidhemalt 20-aastane, ja nii saigi Clairaut’st juba 18-aasta-
selt akadeemia adjunkt.

Akadeemias jitkas Clairaut oma matemaatilisi uurimusi, mille
seas pilvib erilist huvi 1734. a. avaldatud t66 praegu tema nime
kandvast diferentsiaalvorrandist

y=2xy' -1 (y').

XVIII sajandil olid mitmesugused diferentsiaalvorrandid saa-
nud matemaatikute pingsaima tahelepanu objektiks. Nendes néhti
universaalset vahendit looduses esinevate ajas voi ruumis muutu-
vate suuruste vaheliste soltuvuste uurimiseks. Tavalistest algebra-
listest vorranditest erinevad nad seetottu, et otsitavaks on mitte
suuruse hetkeline vdartus — arv, vaid suurustevaheline soltuvus —
funktsioon. Veelgi olulisermn erinevus seisneb selles, et tavalistele
algebra, trigonomeetria ja logaritmarvutuste tehetele on lisandu-
nud diferentsiaalarvutuse eriline tehe — funktsiooni diferentseeri-
mine (ehk tuletise votmine). Ulaltoodud Clairaut’ vorrandis on nii-
teks x soltumatu muutuja (argument), y temast séltuv suurus
(funktsioon) ja y” selle funktsiooni tuletis; f(y’) on siimbol, mis
tdhistab funktsiooni argumendist y’. Selle vorrandi abil selgitas
Clairaut veenvalt varem palju arusaamatusi tekitanud vahekorra
diferentsiaalvorrandi iildlahendi ja isedrase lahendi vahel. Toodud
vorrandi iildlahendiks on teatavasti

y=Cx+f(C);
geomeetriliselt voib seda tolgendada sirgeparvena tasandil. Ise-
drane lahend, mida voib parameetriliselt esitada kujul

| x=—J'(t), y=—1f' ()4} (1),
madrab selle sirgeparve mahisjoone. Nii et isedrane lahend on {ild-
lahendiga miédratava koveraparve mahisjoon (vt. joon. 1)!

Eriti silmapaistvate tulemusteni joudis A. Clairaut diferent-
siaal- ja integraalarvutuse rakendamisel geodeesias. Uhe esimese
huvitava saavutusena toestas ta 1733. a. (20-aastasena) praegu
tema nime kandva lause p6éérdpindade geodeetiliste joonte kohta.
Poordpinnaks nimetatakse teatavasti pinda, mis tekib joone poorle-
misel mingi telje limber; teisiti deldes, pinda, mille 10ikamisel tel-
jega risti olevate tasanditega saame alati ringjooni (p66rdpinna
nn. paralleele). Geodeetiliseks jooneks pinnal on, niitlikult konel-
des, iga niisugune joon, mida moéoéda ldheb mingi kahe punkti
vahele pinna peale pinguli tommatud niit (vt. joon. 2). Clairaut’
lause vididab jargmist. Poéordpinna geodeetilise joone punkti A
kaugus r poordeteljest on pddérdvordeline siinusega selle geodee-
tilise joone ja punkti A ldbiva paralleeli vahelisest nurgast a:

r sin @ = const.

Lause seos geodeesiaga on ilmne. Maa pind kujutab ju endast esi-
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meses ldhenduses péordellipsoidi, geodeetilised jooned on aga lithi-
mateks kahe punkti vahel Maa pinnal.

Clairaut edasine tegevus on veelgi tihedamalt seotud geodee-
siaga. Tollal ei olnud veel vaibunud voitlus Newtoni gravitat-
siooniteooria fimber. Kartesiaanlaste (R. Descartesi poolehoidjate)
ning klerikaalide (kirikumeeste) koige olulisemaks vastuviiteks oli
see, et Newtoni teooria, mis selgitas kiill enneolematu rangusega

\

L &
== %

Joonis 1. Joonis 2.

nahtuste vilise kiilje, jattis pohjuste osas kiisimuse tiiesti lahti-
seks.- Newton ise kirjutas oma «Loodusfilosoofia matemaatilistes
printsiipides» (1686): «Piisab sellest, et gravitatsioon tdepoolest
on olemas, toimib iilalkdsitletud seaduste kohaselt ning on kiillal-
dane taevakehade ja mere koigi litkumiste selgitamiseks. ... Gra-
vitatsioonijou omaduste pohjusi ei ole ma seni suutnud nihtustest
jareldada, hiipoteese ma aga vilja motlema ei hakka.» Teise vilja-
ande (1713) eessonas seletas redaktor R. Cotes gravitatsioonijoudu
koguni kui «Looja» poolt mateeriale antud omadust. Seetottu teki-
tas Newtoni teooria esialgu monesugust rahulolematust {olleaeg-
seis tdppisteadlastes, kes olid vaevalt alles vabanenud skolasti-
kast selle meelevaldsete idealistlike arutlustega, kuid kelle mate-
rialism ei ulatunud veel kaugemale Descartesi mehhanistlikest sei-
sukohtadest. Iga fakt, mis puudutas Newtoni gravitatsiooniteoo-
riat, dratas tolleaegses teaduseilmas tohulut huvi.

Uheks koige kattesaadavamaks katse- ja vaatlusobjektiks oli
sellal Maa. Lahtudes osakeste kokkutombejou ja Maa sisemise ehi-
tuse kohta tehtud moningatest oletustest arvutasid I. Newton ja
veel varem Ch. Huygens vélja pohiliscd Maa kuju iseloomustavad
suurused. Molemate arvutused néitasid, et Maa peaks olema telje
suunas kokku surutud. Kuid nn. ekstsentrilisuse suuruse kohta
liksid nende tulemused lahku. Probleemi sclgitamiseks korraldas
Pariisi akadeemia aastate] 1684—1718 mecridiaani kaarte moot-
mise Prantsusmaa piires Pariisist pohja ja 16una suunas. Vigade
tottu modtmistes ja metoodikas saadi teoreetilistele arvutustele
vastupidine tulemus — Maa oleks nagu pidanud olema telje suu-
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nas hoopis vilja venitatud. Lopliku selguse saamiseks .saatis
Pariisi akadeemia mone aja pérast vilja kaks suurt ekspeditsiooni.
Uks neist todtas 1735—1742. a. Peruus ning mo6tis meridiaani
kaare ekvaatori piirkonnas, teine viibis aastail 1736—1737 analoo-
gilise iilesandega Lapimaal polaaralal. Viimase koosseisus oli ka
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mnoor Clairaut. Mélema ekspeditsiooni tulemuste vordlemine Prant-
susmaal meridiaani mo6tmisel saadud andmetega néditas esma-
kordselt tdie veendumusega Newtoni ennustuste oigsust.
Probleemi teoreetilise osa ldbit66tamise vottis oma hooleks
A. Clairaut. Uurimist66 tulemused avaldas ta 1743. aastal raama-
tus «Hiidrostaatika alustele tuginev Maa kuju teooria» (Théorie de
la figure de la terre, tirée des principes de ’Hydrostatique). Selles
andis Clairaut teist jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi, mis kir-
jeldab Maa sisemiste poordellipsoidiaalsete kihtide tiheduse seost
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ekstsentrilisusega. Koos sellega néitas ta, et Newtoni arvutused
vastavad uhtlase tiheduse juhule, I—Iuygens1 omad aga juhule, kui
kogu mass on koondatud Maa keskpunkti. Clairaut’ raamat kuulub
geodeesia klassikaliste t66de hulka. Tema tulemused on veel-prae-
gugi aluseks Maa kuju uurimisel raskusjou mootmiste abil.

Rakenduslikult tadhtsa probleemi uurimisel joudis- Clairaut
mitme uue matemaatilise tulemuseni. Nii tuletas ta oma 1739.—
1740. a. avaldatud artiklites (samaaegselt kuulsa Peterburi aka-
deemiku L. Euleriga) lineaarsete diferentsiaalvormide

Pdx + Qdy, Kdx - Ldy- Mdz

integreeruvustingimused (s.t. tingimused, mille puhul need vor-
mid on taisdiferentsiaalid). Samuti andis ta tingimuse vorrandi

Kdx + Ldy + Mdz=10

tédielikuks integreeruvuseks (s.t. vasaku poole nn. integreeriva
teguri olemasoluks):

oL oMY oM 9K 0K oL\ _ |
K(5 =)+ L (5 =) + (5 —a) =
Seoses nende uurimustega vottis Clairaut esmakordselt mate-
maatikas kasutusele koverjoonse integraali

[ Pdx - Qdy.
L

Maa kuju teoreetilisel uurimisel joudis Clairaut ka iihe mate-
maatika ajaloos olulist osa etendanud probleemini: missugused
voivad iildse olla aeglaselt podrleva mittehomogeense vedeliku
tasakaaluasendid? Probleem koitis 19. saj. 16pul prantsuse mate-
maatiku A. Poincaré tdhelepanu ja selle lahendas 1892. a. 16pli-
kult vene teadlane A. M. Ljapunov, kes rajas aluse nn. stabiilsus-
teooriale.

A. Clairaut’ t66d gravitatsiooniteooria kontrolli osas ei piirdu-
nud ainult Maa kuju uurimisega. Vidhem tdhtsad ei ole tema
t66d taevamehhaanikas. Nii toi talle suure tunnustuse osavott Pe-
terburi Teaduste Akadeemia poolt 1750. aastal véljakuulutatud kon-
kursist teemal: «Ndidata, kas k6ik Kuu liikumises vaadeldavad hdi-
ritused on koaskédlas Newtoni teooriaga ja milline peab olema nende
hdirituste teooria tegelikult, nii et selle jirgi saaks lipselt vilja
arvutada Kuu asendi mistahes ajahetkel». Akadeemia preemia
omanikuks sai A. Clairaut, kes esimescna votlis tinu oma edu-
sammudele nn. kolme keha probleemi alal Kuu liikumise uurimi-
sel arvesse Piikese gravitatsiooni moju ning tdiustas tunduvalt
meetodeid Kuu orbiidi arvutamiseks. Tema 166 «Kuu teooria»
(Théorie de la Lune) avaldati Peterburis 1752. a,, kaks aastat hil-
jem aga valiti A. Clairaut Peterburi Akadeemia auliikmeks.

Teiseks Clairaut silmapaistvaks td6ks taevamehhaanikas on
Halley komeedi ilmumise tdpne ennustamine. Inglise astronoom
E. Halley (1656—1742) toestas, et 1682. a. niha olnud komeedi
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liikumine on perioodiline. 1758. aastal oli oodata uuesti komeedi
ilmumist Piikese ldhedusse. Clairaut sooritas tohutu t66 komeedi
orbiidi arvutamisel, vottes arvesse Jupiteri ja Saturni mdju, ning
nditas, et komeet peab monevodrra hilinema ja 1dbima perigee mitte
1758. aastal, vaid 1759. aasta mértsis-aprillis. Nii oligi — Newtoni
gravitatsiooniteooria oli saanud uue hiilgava kinnituse? Ka seda
Clairaut’ t66d premeeris Peterburi Akadeemia.

Mainimata ei voi jatta ka Clairaut itht vdhem tdhelepanu &ra-
tanud t66d taevamehhaanikast. 1759. a. avaldas ta artikli, milles
jareldas tollal tuntud planeetide liikumises esinevate ebakorra-
pérasuste alusel uue veel tundmatu planeedi olemasolu. Ja tdesti,
1781. a. avastas inglise astronoom W. Herschel, teadmata midagi
Clairaut’ ennustusest, uue taevakeha. Vene akadeemiku A.I. Lexelli
arvutused néitasid, et see ei ole komeet, nagu arvas esialgu Her-
schel, vaid planeet, mis sai nimeks Uraan. Clairaut’ nime maini-
takse selle planeediga seoses aga paraku harva. Kiillap on pdhju-
seks see, et Clairaut’ ettenidgelikkuse sel puhul varjutab kaugelt
jargmise planeedi — Neptuni avastamise lugu. Juba Lexell oletas
Uraani liikumises esinevate ebakorrapdrasuste pohjal uue planeedi
olemasolu. Kuid vaatlusandmete puudulikkuse tottu saadi selle
orbiidi arvutamisele asuda alles 19. sajandi keskel. Selle gigantse
to60 teostasid teineteisest soltumatult inglise astronoom J. Adams
1845. a. ja prantsuse astronoom U. Leverrier 1846. a., kes toes-
tasid mitte {iksnes planeedi olemasolu, vaid néitasid vaatle-
jaile kétte ka tema asukoha (Leverrier niiteks veaga ainult 527).

Uraani avastamise ajal ei olnud A. C. Clairaut enam elus. Ta
ei saanudki isiklikult veenduda oma ennustuse &igsuses. Laialt
austatud oOpetlasena suri ta Pariisis 17. mail 1765. aastal, jittes
endast méilestusena parima, mida teadlane v6ib anda, — oma loo-
mingu.

2 Huvipakkuv on mairkida, et Halley komeedi viimane ilmumine oli 1909. a.,
jargmist oodatakse 1985—1986. a.

TRADITSIOONILINE MATEMAATIKAPROFESSOR!

populaarsetest anekdootidest on alati hajameelne. Ta arvab, et kaotas vihma-
varju, kuigi tal on mdolemas kdies vihmavari. Ta eelistab seista ndoga tahvli ja
seljaga klassi poole. Ta kirjutab a; iitleb b, votab selle arvesse kui c, aga tege-
likult peab olema d. Mdoningaid tema métteterasid antakse edasi pblvest polve:

«Geomeetria on kunst oOigesti arutleda ebabigete jooniste abil».

«Minu meetod raskuse iiletamiseks seisneb temast méddaminemises».

«Milles on oieti erinevus meetodi ja kunstliku votte vahel? Meetod on kunst-
lik vote, mida te kasutate kaks korda».

Sellelt traditsiooniliselt matemaatikaprofessorilt on [6ppude-lopuks siiski
midagi 6ppida. Jaime lootma, et niisugune Gpetaja, kellelt pole midagi Gppida, et
muutu traditsiooniliseks.

1 Vt. TToita, O, Kak pewars 3agauy. M. 1959.
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«MATEMAATIKA AJALOO LUHIULEVAADE>

A. Jagel

Nii vdiks eesti keeles kdlada D. J.
Struiki raamatu «A concise Hi-
story of Mathematics> pealkiri. Teose
autor Dirk Jan Struik on tun-
tud  hollandi-ameerika  matemaatik,
kelle sulest périneb uurimusi tensor-
analiilisi, mitmemodtmelise diferent-
siaalgeomeetria, hiidrodiinaamika, toe-
niosusteooria ja matemaatika ajaloo
alalt. Ta on siindinud 30. septembril
1894. a. Rotterdamis, 1opetanud 1922. a.
Leideni iilikooli ning to6tab alates
1927. a. Ameerika Uhendriikides Mas-
sachusettsi Tehnoloogiainstituudi mate-
maatikaprofessorina. D. J. Struiki ea-
kaaslaseks ja kolleegiks instituudis oli
muide Norbert Wiener (1894—1964) 1.
D. J. Struik on ameerika intelligentsi
selle osa esindaja, kelle siimpaatia kuu-
lub rahu- ja sotsialismileerile, kes teab
ja oskab hinnata marksismi teooriat.
Alates 1948, a., mil tema «Matemaa-
tika ajaloo lithiiilevaade» ilmus inglise
keeles, on seda vilja antud poola, uk-
raina, ungari ja tSehhi keeles, saksa
keeles koguni kahel korral; ka inglise
keeles osutus vajalikuks teine vilja-
anne. Moned kuud tagasi muutus see
raamat kittesaadavaks laiale nduko-
gude lugejaskonnale venekeelse tolke
«KpaTknii ouepk HCTOPHH MaTeMaTHKH»
ndol, millele tolkija I. Pogrebosski on
lisanud autori nousolekul moningad
paragrahvid matemaatika ajaloo kohta
Venemaal.

Millega see raamat meid siis ro6mus-
tab?

Koigepealt muidugi sellega, et viga
tagasihoidlikus mahus (paarsada lehe-
kiilge) on autor esitanud jirjekindlalt
ning elavalt matemaatika paljusajan-

' Vt. Bunep, H. JI., I — marema-
THK. M., 1964,

6%

dilise ajaloo pohifaktid ja ideelised suu-
nad. Kuid on midagi veel véairtmsliku-
mat — nimelt see, kuidas autor mater-
jali esitab ja millise pilguga ta mate-
maatika arengule vaatab. See ei ole
iiksteisele jdrgnevate ideede loetelu,
vaid ... anname siiski sona raamatu
autorile: 2 «Algusest peale olen ma
moistnud, et matemaatika ajalugu ei
ole ainult moistete arengu ajalugu,
vaid on inimtegevuse ajaloo iiks osa,
milles peegeldub inimese, ja seejuures
mitte abstraktse inimese, vaid inimese
kui dhiskonna liikme vaitlus loodu-
sega. Kuid siiski vaatleb enamus ma-
temaatika ajaloolasi seda peaaegu
eranditult tihelt matemaatikult teisele
tileminevate ning edasiarendatavate
ideede ja moistete ajaloona. Galilei
mojutas Cavalierit, Cavalieri — Pas-
cali, Pascal — Leibnizi, aga Leibniz
— vendi Bernoullisid. Need ajaloolased
meenutavad ainult véimaluse korral
itht ja teist tdhtsat poliitilist voi reli-
gioosset siindmust, nagu Aleksander
Suure vallutusi voi islami usu levi-
mist, mille méju matemaatika aren-
gule on niivord suur, et seda igno-
reerida ei saa. Taoline mcetod on (he-
kiilgne, aga mitte vale, — sec sclgitab
vilja olulised ctapid matemaatika aja-
loost. Kuid selle puhul ci selgu, et ek-
sistcerib tihe scos matemaatika ja
ajastu iildkultuuriliste piiidluste vahel,
mis otsesclt voi kaudselt peegeldavad
domineerivaid iihiskondlikke ja majan-
duslikke tingimusi.

Ilmekaks néitcks on 16. sajandi algeb-
raistide tegevus. Need renessansiajastu
matemaatikud votsid osa iildisest kul-

2 Koik kirjutises esitatud tsitaadid

on voetud raamatu eessdonast, mille
autor kirjutas venekeelsele tdlkele.
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tuurilisest liikumisest, nad olid iihtlasi
loovad meedikud, arhitektid, maali-
. kunstnikud, tsiviil- ja sdjaasjanduse in-
senerid, aga ka kaupmehed. Nende te-
gevust innustas suurte ja voimsate
kaubanduslinnade areng. Varajane
merkantilism? ei andnud meile ainult
algebraliste vorrandite uue teooria,
vaid andis ka uue dpetuse perspektii-
vist.» ...

«Uhiskondlik-majanduslike tegurite
moju ideede arengule pole tavaliselt
vahetu. Need tegurid mojusid sageli
fiilisika, geograafia, navigatsiooni voi
isegi arhitektuuri, maalikunsti, reli-
giooni ja filosoofia kaudu. Harva on
tdhtsad matemaatilised avastused {his-
kondliku mdjustuse otseseks tulemu-
seks, neis ei ole midagi utilitaarset.
G. H. Hardy mérkis kunagi, et «tde-
listes matemaatikute «tdeline> mate-
maatika, Fermat’ ja Euleri matemaa-
tika, Gaussi, Abeli ja Riemanni mate-
maatika on peaaegu tdiesti «tarbelu»
praktilise kasutamise seisukohalt. Asja
tuum ei seisne aga selles (kuigi hdm-
mastavalt palju tollest mineviku «tar-
betust> matemaatikast on meie arvu-
tustesajandil, kosmiliste lendude, auto-
matiseerimise ja {ildse teadusliku teh-
noloogia sajandil muutunud «kasuli-
kuks» matemaatikaks). Me peame
piilidma moista, millisel viisil {ihiskond
mbojustab tédppisteadusi. Sageli siiven-
dabp see meie arusaamist nendes tea-
dustes- valitsevatest suundadest. Mui-
dugi ‘on t6si, et {ihiskond, kus arene-
vad iilikoolid, toetab teadusliku tege-
vuse vormi, milles vdib elada oma-
enda ideede maailmas. Kuid see ideede
maailm on ajastu vajaduste ja ten-
dentside omapédraseks viljenduseks;
siin piisab selle meenutamisest, kuidas
rithmateooria ithendas mitu enne pea-
aegu soltumatult arenenud matemaati-
ka  suunda. Niisugune ndhtus puhta

3 Merkantilism oli 15.—18. saj. rea
Euroopa feodaalriikide majanduspolii-
tika, mille kohaselt majanduslik jou-
kus seisnes kdibevahendite kiilluses,
aga mitte iihiskondlikus tootmises. See
poliitika viljendas kasvava kodanluse
huve ja oli omal ajal majandusliku
motte progressiivseks suunaks.
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motte sfddris oli prantsuse revolutsioo-
nile jdrgnenud aastatel sooritatud tohu-
tu hulga geomeetriliste uurimuste ning
sellega seotud matemaatilise motte re-
volutsioniseerumise tagajdrg. Gaussi
tdhtsust matemaatikas vo6ib vorrelda
Hegeli téhtsusega filosoofias, Beetho-
veni omaga muusikas, Goethe omaga
kirjanduses. Ning kas polnud Galois
tdepoolest  prantsuse  revolutsiooni
poeg?»

D. J. Struiki sonade jérgi voib ma-
temaatika ajalugu, kui seda vaadelda
ainult ideede ajaloona, muuta erili-
seks «vaimu fenomenoloogiaks», mbis-
tuse fenomenoloogiaks, ning kompe-
tentne autor voiks oma kitega rajada
suurepdrase mottepalee, kus leiaksid
sobiva koha nii heegellik terminoloogia
kui ka Hegeli motiekdigud. Kuid, ...
«selline ldhenemine matemaatika aja-
loole jddb kogu oma veetlevuse juures
ikkagi dhekiilgseks, ajuti isegi des-
orienteerivaks. Me peame alati moistma,
et matemaatilised arusaamad ei ole
moistuse suvaline looming, vaid reaal-
se, objektiivse maailma peegeldus, kui-
gi sageli vdga abstraktsel kujul. See
selgitab, miks erinevate ajastute mate-
maatikud suutsid iiksteist moista, miks
teoreetiline matemaatika voib muutu-
da rakendusmatemaatikaks ja miks
rakendusmatemaatika suudab viéljen-
dada mehhaanika, fiiiisika, isegi bio-
loogia ja majandusteaduse mdnede ha-
rude seadusi. See selgitab, miks on
voimalik matemaatika materialistlik
dialektika, millele viitas Friedrich
Engels. Seepdrast peab matemaatika
ajaloolane tegutsema tasakaalukalt, ar-
vestades matemaatilise loomingu va-
badust oma moistete kujundamisel
ning samal ajal enesele aru andes sel-
lest, et need moisted on edaspidises
matemaatika arengus véartuslikud vaid
siis, kui nad véljendavad reaalse maa-
ilma, sealhulgas ka inimese kui {ihis-
kondliku olendi meeleliste tajude maa-
ilma, mingit soltuvust voi seaduspé-
rasust.»

Kuidas raamatu autoril on tege-
likkuses ©Onnestunud neid seisukohti’
realiseerida, kiillap sellega ldhemalt
tutvumiseks on vist koige moistlikum
lasta «oma silmal olla kuningas».



KOMPLEKSMUUTUJA FUNKTSIOONIDE TEOORIA EESTIKEELNE OPIK

E. Jiirimide

Viimasel kahel aastal on eestikeel-
ne matemaatiline kirjandus tédienenud
iisna mitme sisuka teose.vorra. Uheks
neist on ENSV TA tegevliikme prof.
Harald Kerese oOpiku «Matemaatilise
fiilisika meetodid»! T osa, milles késit-
letakse kompleksmuutuja funktsiooni-
de teooriat. Kdesolev raamat on vil-
ja kasvanud autori kunagistest loen-
gutest fiiiisikaosakonna iiliopilastele
Tartu Riiklikus Ulikoolis, mistdttu on
silmas peetud eeskitt vastava teooria
fliiisika-alaseid rakendusi ning raama-
tu kasutajatena arvestatud esmajérje-
korras fiitisikuid. Et aga autor on li-
sanud hulgaliselt tdiendavat materja-
li (see on eraldatud iga paragrahvi
Iopposasse), siis on raamat histi ka-
sutatav ka matemaatikaosakonnas op-
pivatel iiliopilastel. Peale selle on prof:
H. Kerese raamat osaliselt rakendatav
opikuna ka Tallinna Poliitehnilises
Instituudis, kus moéningal mé&éral Ope-
tatakse kompleksmuutuja funktsiooni-
de teooriat. Eriti sobiv on opik kaug-
Oppijatele, sest autor on taotlenud just
aine iseseisva omandamise eesmarki.
Sel péhjusel on lisatud kiillaltki arvu-
kalt iilesandeid — kokku 372. Iseseis-
va Oppimise seisukohalt on eriti hinna-
tav, et sisukorras on {ilesannete puhul
otseselt mirgitud, millise teoreetilise
osa kohta vastav iilesanne cn mdeldud.
Paljude iilesannete puhul on aga puu-
duseks vastuste mitteandmine.

Raamat - algab  kompleksarvude
vaatlemisega. Ei anta kiill kompleks-
arvu definitsiooni, kuid vaadeldakse
geomeetrilist interpretatsiooni, tehteid
kompleksarvudega ning nende tehete
omadusi. On késitletud ka moningaid
kompleksarvude geomeetriaga seotud
kiisimusi.

Kompleksmuutuja funktsiooni mais-
te kasitlemisel on eriti detailselt pea-
tutud koikidel elementaarfunktsioonidel
(§ 4), lutvustades pohjalikult nende
geomeetrilisi omadusi. Samas tuuakse
sisse ka Riemanni pinna mdiste. Kui
autor siirdub, funktsiooni diferentseeri-

! Keres, H. Matemaatilise fiiii-
stka meetod)'d, I. Tln., 1964.

misega seotud kilsimuste juurde, siis
mitmeste funktsioonide puhul vaatleb
ta neid juba vastavalel Riemanni pin-
dadel.

'Kuigi vaadeldav raamat mitmetes
kohtades oma kisitluselt oluliselt eri-
neb teistest selletaolistest opikutest, on
siiski kdige enam metoodilist uudsust
integraali moiste késitlemisel. Kéies-
oleva artikli maht kahjuks ei vGimalda
sclle metoodilise uuenduse siigavamat
analiiiisi. See nouaks terve rea moiste-
te esitamist ning teiste kisitlustega
vordlemist.

Enne astmeridade vaatlemisele asu-
mist on autor esitanud terve rea tu-
lemusi arv- ja funktsionaalridade alalt.
Nende hulgas leidub palju niisugust,
mida meil kasutada olevais venekeelse-
tes Opikutes enamasti ei esine. See-
tottu pakub raamat moningat lisa ka
neile, kellel on olemas vastav vene-
keelne kirjandus. Sama kehtib ka vaa-
deldava raamatu kahe viimase para-
grahvi kohta, kus vaadeldakse asiimp-
tootilisi ridu ning operaatorimeetodit.

Seni vaatlesime seda positiivset
osa, mis kaasnes vaadeldava raamatu
ilmumisega. On aga ka iiks negatiiv-
ne moment. Nimelt on kéesolev raa-
mat esimene eestikeelne kompleksmuu-
tuja teooria alane opik, seega ka tih-
tis vastava eestikeelse terminoloogia
juurutamisel. Aga just terminoloogia
osas ei-saa autoriga kdiges noustada.
Matemaatilisse terminoloogiasse on
vastavad moisted juurdunud monevor-
ra teistsugusena, kui need csinevad
kdesolevas raamatus. See on ilmselt
tingitud sellest, et viimase kiimne aas-
ta jooksul on autor seisnud cemal ma-
temaatikule kollektiivist. Aga just need
viimased 10 aastat on olnud otsusta-
vad uute matemaatiliste terminile loo-
misel.

Autor ei ole kasulanud iildiselt le-
vinud terminit «iimbrus». Selle termini
asemel kasulatakse vaadeldavas raa-
matus «ring», mis hoopiski vdhem ise-
loomustab asja sisu. Koos «ringi»
moislega csineb autoril «naabruse»
moisle, mida aga ldiselt ei kasutata,
ning mille jirele pole nidhtavasti ka
tarvidust.  On ju autori kasutatud
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«naabrus» tegelikult «iimbrus», milles-
se vaadeldav punkt ei kuulu. Ka
«koondusvusala» asemel kasutavad ma-
temaatikud terminit «koonduvuspiir-
kond». Samuti on matemaatikute kee-
lepruuki juurdunud terminid «isedrane
punkt» ja «korrapirane osa» pooleldi
voorsonadest koosnevate iihendite «sin-
gulaarne punkt» ja «regulaarosa» ase-
mel, mida on kasutatud vaadeldavas
opikus. Soovitavaks ei saa ka pidada
autori poolt kasutatud moisteid «reaal-»
ja «kompleksfunktsioon». Toodud nii-
ted ei ole ainsad. Raamatus leidub
veel teisigi matemaatikute keelepruugi-
le vooraid {itlemisi. Uhelt poolt teki-
tab see moningat segadust termino-

loogias, teiselt poolt aga viitab tungi-
vale vajadusele matemaatika oskusso-
nastiku jérele.

Oma materjali valikult ning esitus-
meetodilt on konesolev raamat eesti-
keelsele matemaatilisele kirjandusele
vdirtuslik lisa. Eelnevas juba mérkisi-
me raamatu positiivset osa iiliopilaste
seisukohalt. Ei saa aga ka mérkimata
jdtta selle raamatu tdhtsust ja vaja-
likkust meie tdppisteadlastele, samuti
matemaatikahuviliste ringile. Seetdttu
voib arvata, et ilmunud 1000-eksem-
plarine tiraaz ostetakse &ra kaunis
lithikese ajaga. Jddb vaid loota, et
raamatu esimesele osale jdrgneb peat-
selt teine.

MOSKVA MATEMAATIKASELTS 100-AASTANE

G. Vainikko

Moskva Matemaatikaselts, {iks va-
nimaid maailmas, pithitses hiljuti 100
aasta juubelit.

Seltsi loomise initsiaatoriks oli
Moskva Ulikooli erruldinud professor
N. D. BraSman (1796—1866). Te-
ma korteris toimuski 15. (27.) septemb-
ril 1864. a. seltsi asutamiskoosolek.
Koosoleku protokollis on fikseeritud
seltsi eesmdrgina «vastastikune mo:
justamine matemaatiliste teaduste wil-
jelemisel». Kolmteist asutajaliiget jao-
tasid omavahel matemaatika valdkon-
nad, mille uuemaid edusamme nad ko-
hustusid jilgima ja seltsi istungitel re-
gulaarselt ette kandma. Seltsi esimese-
seks presidendiks wvaliti N. D. Brag-
man.

Asutajaliikmete hulgas kohtame ka
Tartu Ulikooli 16petanud létlast K.
Petersoni (1828—1881), kelle uuri-
muste vdirtus sai tdies ulatuses sel-
geks alles hiljem ja keda niliid Sigus-
tatult peetakse Moskva diferentsiaal-
geomeetria koolkonna rajajaks. K.
Peterson t66tas Moskvas giimnaasiu-
miopetajana ega ole kunagi istunud
tilikooli oppetoolil, mistdttu tuleb eriti
hinnata Moskva Matemaatikaseltsi
osa tema innustamisel siigavateks uuri-
musteks.

Alates 1866. a. ilmub regulaarselt
seltsi vdljaanne «Maremarnueckuit c6op-
Huk». Selles vene vanimas matemaati-
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lises ajakinjas tritkiti algul nii refe-
raate ettekannetest seltsi istungeil kui
ka originaalseid toid. Teiste seas aval-
das siin rea silmapaistvaid toéid tolle
aja f{iks juhtivamaid matemaatikuid
P. L. TSebdSov. Seltsi liikkmete arv
ja originaalsete uurimist66de maht kas-
vas pidevalt.

Saja aastaga on selts 1dbi kiinud
pika arengutee. Moodunud sajandi
1opuks kristalliseerus vidlja kaks pea-
mist uurimissuunda: peale eespool mai-
nitud diferentsiaalgeomeetria arenes
rakendusmatemaatika ja mehhaanika
uurimissuund, mille suurima esindaja-
na mirgime N. J. Zukovskit
(1847—1921). Kiesoleva sajandi algul
lisandus neile veel tugev hulga- ja
funktsioonitecoria koolkond, mille loo-
jajateks olid D. F. Jegorov (1869—
1931) ja N. N. Luzin (1883—1950).
Peale Suurt Oktoobrirevolutsiooni kuju-
nesid seltsis vélja paljud uued uurimis-
suunad. Toome dra mdned peamistest
koolkondadest koos nende suurimate
esindajatega: tdendosusteooria (A. N.
Kolmogorov, V. I. Glivenko), topoloo-
gia (P. S. Aleksandrov, L. S. Pontrja-
gin, P. S. Urdson), funktsionaalanaliiiis
(I. M. Gelfand), riihmateooria (O. J.
Schmidt, A. G. Kuro$, A. 1. Maltsev),
arvuteooria (A. J. Hint8in), kompleks-
muutuja funktsioonide teooria (I. I.
Privalov), harilikud ja osatuletistega



diferentsiaalvorrandid (V. V. Stepanov,
V.- V. Nemotski, I. G. Petrovski).
Uheks koige véarskemaks, kuid juba
viga viljakaks uurimissuunaks on opti-
maalsete protsesside matemaatiline
teooria, mille rajajaks on akadeemik
L. S. Pontrjagin (sfind. 1908. a.).
Heaks traditsiooniks, mis {ihendab
seltsi ajalugu saja aasta viltel, on pii-
ritu teaduslik entusiasm, lai filosoofi-
line ldhenemine matemaatika sdlmkiisi-
mustele ja suurte joudude koondamine
nende lahendamiseks. Filosoofilistes
kiisimustes on seltsi liikmed asunud
selle loomisest saadik materialistlikel
positsioonidel. Juba 1869. a. formulee-
ris seltsi tolleaegne president A. J. D a -
vidov suurepdraselt matemaatika ja
iildse teaduse osa iihiskonnas: «Kuigi
igasuguste teadmiste 1oppeesmargiks
on kasulik rakendamine, ei tohi teadust
tokestada nende raamidega. Kes oma
teaduslikes uurimustes juhindub ainult
praktilise kasu mottest, ei sellel onnes-

UUED AKADEEMIKUD

Noukogude teaduse arengus on
tdhtsateks organisatsioonilist laadi
siindmusteks uute akadeemikute vali-
mised NSVL Teaduste Akadeemiasse.
Viimased sellised valimised toimusid

26. juunil 1964. a., mil akadeemia sai

jarjekordse tdienduse 28 tegevliikme
(akadeemiku) ja 51 korrespondentliik-
me néol.

Matemaatika alal valiti neli uut aka-
teemikut. Noorem nmneist on Ukraina
TA Kiiberneetika Instituudi direktor
Viktor Mihhailovits Glus-
kov (siind. 24. aug. 1923. a.). Tema
kohta ilmus artikkel seoses talle
1964. a. Lenini preemia omistamiscga
(Matemaatika ja kaasaeg, III, k. 73—
74). Ulejddnud kolme uue akadeemiku
elu ja tegevus, millest pililiavad pogusa
iilevaate anda jdrgnevad read, on
olnud tihedalt seotud meile ldhedase
kangelaslinna Leningradiga.,

Pikka aega oli Leningradi Riikliku
Ulikooli rektoriks Aleksandr Da-
nilovits Aleksandrov. Siindi-
nud 5. augustil 1912. a. Rjazani oblastis
Voloni killas ja veetnud lapsepdlve
Leningradis, 1opetas A. D. Aleksandrov
1933. a. Leningradi iilikooli teoreetilise

tu oma piiiidlusi nidha eduga krooni-
tuna. Teaduse ainsaks eesmairgiks voib
olla loodusseaduste tundmadppimine.»

Alates 1932. a. on Moskva Mate-
maatikaseltsi presidendiks akadeemik
P.S. Aleksandrov (slind. 1896.
a.). Kéesoleval ajal on selts saavuta-
nud juhtiva koha maailma matemaati-
liste ihingute hulgas, tema véljaanded
«Martemartuueckuil cO0PHUK» ja «¥Ycnexu
MaTeMaTHYeCcKHX Hayk», mida toimeta-
takse koostoos NSVL Teaduste Akadee-
miaga, on aga koige autoriteetsemad
matemaatilised ajakirjad kogu maa-
ilmas.

Kuid seltsi tegevus ei piirdu kau-
geltki puhtteadusliku to6ga, vaid ta
teeb ka suurt wldhariduslikku t6od:
arutab kesk- ja korgemate Oppeasu-
tuste Gpikuid, peab populaarseid loen-
guid keskkoolide Gpetajatele ja opilas-
tele, organiseerib matemaatikaoliim-
piaade keskkoolides, tegeleb matemaa-
tika filosoofiliste probleemidega jne.

NOUKOGUDE MATEMAATIKUTE PEREST

fliiisika erialal ning sooritas V. A. Foki
juhendamisel rea sellealaseid uurimusi.
Kuid B. N. Delone suunamisel kaldu-
vad A. D. Aleksandrovi huvid mate-
maatikasse, eriti geomeetriasse. 1935
aastal kaitseb ta sel alal kandidaadi-
vditekirja, kaks aastat hiljem doktori-
viitekirja ning saab samal aastal
Leningradi iilikooli professoriks, 1938.
aastast on ta iihtlasi NSVL TA Mate-
maatika Instituudi Leningradi osakon-
na vanem teaduslik tdotaja. 1942 a.
omistatakse talle geomeetria-alaste
to6de eest riiklik preemia, 1946, a. aga
valitakse NSVL TA korrespondentliik-

meks. A. D, Aleksandrov on ka rah-
vusvahelise N. I. LobatSevski nim.
preemia  laureaat  (1951).  Aastatel

1952--1964 oli ta Leningradi iilikooli
rekior. Pirast valimist akadeemikuks
siirdus 1a toole  Novosibirskisse,
NSVL TA Siberi osakonna teaduslikku
keskusse.

A. D. Aleksandrov on kaasaja suu-
rimaid geomeetreid, kumerate ja iildise-
mate mitteregulaarsete pindade glo-
baalse teooria looja. Tema téddes poi-
muvad elementaargeomeetria lihtsad
kujundid (nagu néiteks kumerad hulk-
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tahukad, milledest ta on muide kirju-
tanud eraldi monograafia) kaasaja
hulgateooria siigavaimate moistete ja
meetoditega. A. D. Aleksandrovil on

olulisi tdid teoreetilise fiiiisika alalt.
Uhtlasi on ta silmapaistev tiihiskonna-
tegelane, elavat tdhelepanu on 4rata-
nud tema publitsistlikud artiklid.
Lisaks koigele on ta meisterportlane-
alpinist, ning isegi oma 50. siinni-
pédeva vottis vastu Pamiiris,

A. D. Aleksandrovil on olnud side-
meid ka Tartu iilikooliga. 1952. a.
martsis luges ta Tartus geomeetria
aluste kursust, 1963. aastal aga vii-
bis oma endise 1dhedase kolleegi, prae-
guse TRU rektori prof. F. Klementi
60. aasta juubeli tdhistamisel. .

Leningradi {ilikooli kauaaegseks
professoriks oli ka Leonid Vitalje-
vit§ Kantorovits, kes siindis 19. jaa-
nuaril 1912. a. Leningradis arsti pere-
konnas, lopetas 1930. aastal Leningradi
iilikooli, mille Oppejouks sai 1932. a.
Aastatel 1930—1939 tootas ta paralleel-
selt Leningradi To6stusehitusinsene-
ride Instituudis. 1934. a. on L. V. Kan-
torovit§ juba professor, aasta hiljem
aga omistati talle (ilma véitekirja
kaitsmiseta) doktorikraad. Alates 1940.
aastast  tootab L. V. Kantorovits
NSVL TA Matemaatikainstituudi Le-
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ningradi osakonnas. Tédde eest funkt-
sionaalanaliiiisi valdkonnas omistati
talle 1949. a. riiklik preemia, 1958. a.
valiti ta NSVL TA korrespondentliik-
meks. 1960. a. siirdus L. V. Kantoro-
vit§ téole Novosibirskisse vastrajatud
NSVL TA Siberi osakonna teaduslikku
keskusse.

L. V. Kantorovitsi pdhilised t66d
haaravad mitmekesist probleemistlikku
reaalmuutuja funktsioonide teooriast,
analiiiisi lahendusmeetodite valdkon-
nast, funktsionaalanaliiiisist (pooljir-
jestatud ruumid, ldhendusmeetodid),
elektronarvutite kasutamisest planeeri-
mises majandusmatemaatikas jm. Tema
uurimused on olnud teedrajavaiks ka
eesti matemaatikute (0. Kaasik,
E. Tamme, L. Vohandu jt.) viljeldud

funktsionaalanaliiiisi ~ ldhendusmeeto-
dite suunale. Kahel korral (1955 ja
1961) on L. V. Kantorovit$ olnud kiila-
liseks Tartu matemaatikutel.
Leningradi {ilikooli kasvandik ja
hilisem professor on samuti Juri
Vliadimirovits Linnik.  Siin-
dinud 8. jaanuaril 1915. a. Ukrainas
Belaja Tserkovi linnas tuntud optiku
V. P. Linniku perekonnas, siirdus ta
1926. a. koos vanematega Leningradi,
kus 1opetas {ilikooli (1938) ja aspiran-
tuuri  (1940). Viitekirja kaitsmisel



1940. a. omistati talle kohe doktorikraad.
Kolme aasta pirast on J. V. Linnik

proiessor, 1944, aastal alustab t66d

Leningradi iilikoolis. Uurimuste eest
omistati J. V. Linnikule 1947. a. riiklik
preemia. NSVL TA korrespondentliik-
ineks valiti ta 1953. a.

J. V. Linniku pohilised- t66d kuulu-
vad arvuteooriasse, toendosusteoorias-

se, matemaatilisse statistikasse. Ta on
uurinud naturaalarvude esitamist ruut-
vormidega ja andnud viga tédpse hin-
nangu vahima algarvu jaoks suure
vahega aritmeetilises jadas. T6endosus-
teoorias tdpsustas ta Ljapunovi teo-
reemiga seotud aslimptootilise valemi
jaakliiget ning uuris mittehomogeen-
seid Markovi ahelaid.

»Matemactiba jo Baasaja’ keelenuwrk

Paljud «Matemaatika ja kaasaja»
lugejad on avaldanud soovi niha
meie viljaande veergudel ka mate-
maatilise terminoloogia alaseid kirjlt-
tisi. Vastuseks sellele soovile avame
kédesclevas numbris «Matemaatika ja
kaasaja» keelenurga.

Loodetavasti saab alljargnev
J. Gabovitdi probleemitihe artikkel
rohkete vastukajade osaliseks ning

avab terminoloogia-alase diskussiooni,
milleks meeleldi pakume ruumi oma
véljaande lehekiilgedel.

Uhtlasi margiksime siin veel mo-
ningaid probleeme, mille lahendamisel
sooviksime lugejate abi arvamuste
ning ettepanekute niol.

Eesti keeles puudub sona univer-
saalse programmjuhtimisega arvuti
jaoks (heakolaline ja juba levikuosa-
liseks saanud «arvuti» on siinoniiiimiks

ildiselt «arvutusmasinale»). Palume
matemaatikute ja keelemeeste ette-
panekuid selle terminoloogiaalase liin-
ga likvideerimiseks! .

Teine, | terminoloogiaga ldhedalt
seotud probleem puudutab matemaa-
tikute nimede transliteratsiooni. Took-
sime. siin vaid ithe niite: tuntud vene
matemaatik TSeboSov on seni eesti-
keelses kirjanduses esinenud peaasja-
likult kujul «T$ebdSev» — vastavalt
venekeelsele kirjutusviisile «UeGriinen»,
kuigi hdidldamise seisukohalt (rohk
viimasel silbil) oleks Oigem esimese-
na mérgitud eestikeelne kirjaviis.

Lugejapoolsed arvamused ja ette-
panekud palume saata toimetusse
aadressil:

Tartu, V. Kingissepa 16,

TRU algebra ja geomeetria kateeder.

«Matemaatika ja kaasaja» toimetus.

MATEMAATILISE TERMINOLOOGIA PROBLEEME

Jakob Gabovits

Mone kuu péarast ilmub EPA rota-
prindil tritkituna H. Espenbergi ja
allakirjutanu  toimetamisel  «Viike
cesti-vene ja vene-eesti matemaatika
oskussdnastik».

Nimetatud teose hiddavajalikkus
venekeelse matemaatilise  kirjanduse
lugemisel, venekeelsete teaduslike ar-
liklite kirjutamisel, tolkimisel jne. ei
vaja tdestamist.  Tahaksin siin aga
puudutada veel iiht eesmarki, mille
scadsid  endale  sdnastiku  koostajad
{Autorite kollektiivi kuuluvad H. Es-
penberg, J. Gabovit§, H. Merilo,
v\ Runbel, E. Tiit ja H. Vallner) —

nimelt eestikeelse matemaatilise termi-
noloogia iihtlustamist.

Terminoloogia iihtlustamine ei ti-
henda sugugi mitte alati ja igal
juhul kahest kéibelolevast terminist
ithe ainulubatavaks tunnistamist (nii-
teks on tarvitamiseks sobivad nii-
hasti  kaksliige ja hulkliige kui ka
binoom ja polinoom). Paljudel juh-
tudel piilidsid autorid aga tarbe-
tuna naivat dualismi viltida ning
jétsid vélja halvema kolaga, voorapé-
rasema ning vihemlevinud paralleel-
vormi. Toome vordluseks moned selli-
sed terminid:
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Soovitav termin Ebasoovitav
siinoniitim
suvaline meelevaldne
soltuma olenema
réopkiilik parallelogramm
ambermoot perimeeter
ristsirge perpendikulaar
vérdeline proportsionaalne
tasand tasapind
fookus tulipunkt
keskpunkt tsenter
joontrapets kéverjooneline
trapets
bisektortasand  nurgapoolitaja
tasand

Huvitav on maérkida, et parallelism
terminoloogias on osaliselt seotud nii
erialaliste kui ka «geograafiliste» eri-
nevustega.

Nii niiteks kasutavad matemaati-
kud sona rihm, fiiiisikud aga sama
moiste jaoks sbna grupp. Matemaati-
kud raagivad rajaiilesandest ja raja-
tingimustest (analoogiliselt integreeri-
misraja ja rajajoonega), fiiiisikud aga
ddreiilesandest ja ddretingimustest.

«Geograafilised» erinevused mate-
maatilises terminoloogias ilmnevad
eeskidtt Tartu ja Tallinna (TPl ja
eriti TPedl oppejoudude ning nende
opilaste) oskussonade pruugis. Nii
kasutatakse Tallinnas sonu jdrjend,
inteegrima ja diferentsima, Tartus
vastavalt jada, integreerima ja dife-
rentseerima. Viimase sona «Tallinna-
vorm» tekitab, muide, tdsiseid arusaa-
matusi: diferentsimiseks on sobivam
nimetada funktsiooni y=7f(x) dife-
rentsi Ay =f(x+ h)— f(x) leidmist.

Viimase moistega seoses veel iiks
kiisimus: sona «diferentseerima» té-
hendab eesti keeles niihdsti funkt-
siooni tuletise kui ka diferentsiaali
leidmist. Otstarbekas oleks jitta nime-
tatud oskusséna diiksnes viimase teh-
te vasteks, leides esimese jaoks uue
termini (nditeks inglise ja prantsuse
keelest tuletatud deriveerima).

Raskusi terminoloogias esineb mit-
te ainult uute matemaatiliste modistete
puhul, vaid monikord ka «klassikalis-
te» ja Oppetoos sageli tarvitatavate
moistete korral. Nii nditeks on palju
vaidlusi tekitanud kiisimus, kuidas tol-
kida eesti keelde packpeiTue neonpede-
saentocru. Ilmselt on sageli kasuta-
tav termin mddramatuse avamine eba-
sobiv. Pidrast asja tosist arutamist
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otsustas sonastiku autorite kollektiiv
termini  mddramatuse kérvaldamine
kasuks. Loodame, et viimane rahuldab
koiki «tarbijaid»!

Teise nditena mainiksime geomeet-
rilist keha, mis kannab vene keeles
nimetust yuaundpuueckuii Opyc (iilalt
koverpinnaga ‘piiratud silindritaoline
keha, mille fuumala avaldub kahe-
kordse integraalina). Me nimetasime
selle keha pindsilindriks analoogia
pohjal joontrapetsiga. Olgu tdhenda-
tud, et Oppetodés Eesti Pollumajan-
duse Akadeemias on see termin juba
ammu «kdibel» ja ©6igustab .ennast
nahtavasti.

Nimetatud sonastik kisitleb ainult
n.-6. «klassikalise» matemaatika alasé
sqnavara. Praegu on aga eriti
aktuaalne spetsiaalse kiiberneetilise
oskussonastiku koostamine, mis késit-
leks ka matemaatilise loogika, ma-
jandusmatemaatika, biomeetria, se-
miootika ja teiste sugulusharude ter-
minoloogiat. Areneb ju tdnapdeval
kiiberneetika eriti kiiresti ja sellepérast
on siin terminoloogia probleemid
vidga teravad. Toon iihe ndiite. Dots.
U. Kaasiku ettepanekul tolgitakse
AUHelHoe  npozpammuposarue  eesti
keelde lineaarne planeerimine. Viima-
ne termin osutus nii sisuliselt kui ka
vormilt vdga oOnnestunuks ja leidis
meie vabariigis laialdast levikut. Kuid
vahetevahel esineb ka sonasonalist
tolget lineaarne programmeerimine.
Viimane, termin on ilmselt ebasobiv,
sest programmeerimine tihendab ar-
vutusmatemaatikas hoopis programmi
koostamist arvuti jaoks.

Millised terminoloogia-alased iiles-
anded seisavad veel Eesti NSV mate-
maatikute ees? Terminoloogia iihtlus-
tamiseks, fikseerimiseks ja tédieliku
matemaatika oskussonastiku koostami-
seks tuleks meie arvates votta pée-
vakorda kompetentse vabariikliku ko-
misjoni loomine, kuhu kuuluksid nii
Tallinna kui ka Tartu matemaatikud.
Niisuguse komisjoni loomine on héda-
vajalik sellepdrast, et kiiresti arene-
vas matemaatikas tuleb jérjest juur-
de uusi moisteid, mis vajavad uusi
termineid. Kui uute eestikeelsete ter-
minite loomine peaks toimuma «ise-
voolu» teel, siis voib tulevikus tek-
kida olukord, kus Tartu ja Tallinna
matemaatikud iiksteist enam ei mois-
ta.



VASTUSEKS UHELE MUHEDALE KUID VAHEDALE REAGEERINGULE

0. Riink

Kidesoleva viljaande kolmandat
numbrit sirvides markasin oma suu-
reks iillatuseks, et minu tagasihoidlik
mottemdlgutus «Arutlusi poordteoree-
mi moiste i{imber» (vt. Matemaatika
metoodiliste artiklite kogumik. II, Tin.,
1964) on dratanud dots. U. Kaasiku
tahelepanu!. Selle omapérase reagee-
ringu tihedate ridade vahelt paistab,
et lool on mingi vigurlik vint sees, aga
kas selle vindi «spin» on hiiva- voi
kurakédeline, see kohe silma ei hakka.
Voimalike libastumiste viltimiseks ot-
sustasin vastuse kirjutada kahes vari-
andis: 1) oletusel, et loos peituva vint-
viguri spin (s) on hiivakuline (posi-
tiivne); 2) et eelmine oletus kui ko-
band on liband 2.

I variant (s >0)

Sm. Kaasiku kahetsus, et allakirju-
tanu on jdidnud peatuma n.-6. poolele
teele, pole ilmselt siiras, sest vastasel
korral ei oleks tal arvatavasti leidu-
nud aega ja huvi ise teekonda jit-
kata — kuni sihtkohta (kas voi sohu)
viljajoudmiseni. Kas alati just 16puni
vidlja minema peab, on kiisimus
omaette. Kui mingist punktist peale
edasiminek pole otstarbekohane, siis
see ei tdhenda veel, et tagasiminek on
paratamatu. Aga tagasi minna muidu-
gi voib, isegi 16puni. Voiks néiteks
eesti keeles rahulikult korraga kriipsu
peale tommata terminitele aksioom,
teoreem, lemma ja pdoérdteorecem ning
nende asemel kasutada (saksa keele
eeskujul) liitsénu, kus pohisdonana esi-
neb ikka iildmoiste lause (mis tihen-
dab esmajoones vormi), selles vormis
peituvat sisu aga selgitaks mingi ees-
poolne komponent: péhilause (Grund-
satz), dppelause (Lehrsatz), abilause
(Hilissatz), pdordiause (Umkehrsatz).
On - selge, et terminoloogia muutuks
sellega monevorra lihtsamaks (siistee-
mikindlamaks), keel aga vaesemaks,
kohmakamaks.

! Kaasik, U., Motteid iihe artik-
li lugemisel. — Matemaatika ja kaas-
aeg, III. Trt, 1964, 1k. 78—79.

2 Kasutatud on dots. U. Kaasiku
soovitatud uusi termineid.

.Uue termini suhtes on igal keele-
tarvitajal muidugi o6igus asuda kas
pooldavale voi eitavale seisukohale. Mi-
nule nditeks meeldivad vidga dots.
Kaasiku  dsjaloodud  uudisterminid
pébrand ja liband, voib-olla sellepérast,
et need on tuletatud minu oma sdnast
libaspodrand — lihtsa pooleks jagami-
se tecl. Sadherdune tuletamise viis mui-
dugi digustaks loorberitegi pooleks ja-
gamist; aga mina olen rahul ka viik-
sema poolega, kui dots. Kaasik lepib
suurcmaga. Nii voi teisiti — sonadele
poérand ja liband voib ennustada tea-
tud tulevikku eesti keeles.

Mis puutub dots. Kaasiku loodud
ja propageeritud uudisterminisse ko-
band, siis ma pean tunnistama, et see
mulle pormugi ei meeldi. Ka loorberid
jataksin siin tervenisti temale, kuigi
olen kindel, et tema ilma minu poolt
antud vilise touketa vaevalt oleks sia-
rase tdhelepanuviirse keelelise loo-
minguga toime tulnud. Julgen kahelda
ka kobandi nii laiahaardelises raken-
dusviljas, nagu seda nihakse ette ni-
metatud reageeringus. Kui mone ope-
tatud mehe loomingulises t66s ehk esi-
nebki monikord tdelist kobamist (s. t.
pimesi kobamist), siis enamikul
juhtumeil "on tunnetusprotsessis siiski
tegemist juhitud kobamisega (in-
tuitsiooniga). Seecpirast pole koband
voistlusvoimeline sonadega oletus ja
hiipotees  tunnetusprotsessis esineva
provisoorse olsustuse mir-
kimiscks. Hoopiski ei tohiks kobandil
kohta olla ammustaega dra-
proovitud tddede publitseerimisel
sonas ja kirjas. Vaevalt kiill leidub nii
veidral opetlast, kes tottaks midagi
teistele edasi andma n.-6. kobandifaa-
sis. Vidhemalt reaalteaduste esindajail
pole sdidrast kalduvust kunagi tdhelda-
tud! Ei tohi unustada, et loenguis ja
raamatuis tegeleme me alati tuntud
todede taasloomisega, mitte aga
tundmatute ndhtuste maailmas koba -
misega. Heuristilise 0&ppemeetodi
rakendamisel asetame me intuitiivse
kobamise olukorda ju ainult 6pila-
se, opetajale enesele pole see olukord
tarvilik. Niisiis on kobamine Gpetami-
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sel vaid teatav didaktilis-metoodiline
vote; jarelikult meie senist kiibekeelt
toestuskdikude esitamisel hoopiski pole
tarvis revideerimisele votta.

II variant (s<{0)

Piiiid midagi toestada meetodil
reductio ad absurdum, pealegi stiililt
Iopuni tosiselt viljapeetuna, on osutu-
nud lugejaile alati teretulnud meele-
lahutuseks. Arvan, et selgi korral said
lugejad oma néirvikavale anda ajutist
lodvendust moéne muige vdi naeratuse

kaudu, mis see tdestus neis esile kut-
suda suutis. See kdik korvab tuhande-
kordselt ainsa kannatadasaanu tihise
nérdimuse.

Sellest, et dots. Kaasik oma artik-
lis «Mbtteid iihe artikli lugemisel»
tdiesti moéoda liks selle «iithe artikli»
tuumkiisimusest, kipuksin jédreldama,
et see tuum oli tema meelest nii kesi-
ne, et see mingeid motteid ei drata-
nud. Roo6mustaksin siiralt, kui onnes-
tuks toestada, et minu seesugune ji-
reldus kui koband on liband.

»Matemaatiba jo kaasaja’ kirjakast

Viimasel ajal on «Matemaatika ja
kaasaja» toimetusse saabunud rohkesti
kirju — niihdsti soove tellimiseks ja
pretensioone viljaande véhese kétte-
saadavuse ning viikese tiraaZi osas,
kui ka ankeedivastuseid. Et mitmed
saabunud kirjadest ja ankeetidest si-
saldavad laiemaid lugejate hulki huvi-
tavaid probleeme, siis vastame neile
osaliselt enne kokkuvotte tegemist
koigist laekunud ankeetidest.

Koige sisukamad vastused on an-
tud kiisimusele: «Milliseid kiisimusi
kdsitlevaid materjale Te sooviksite
ndha jdrgmises numbris?». Soove ‘ja
ettepanekuid on olnud peaaegu igal
ankeedivastajal ning koik need ro66-
mustavad toimetust.

Osutus, et suur osa materjalidest,
mille vastu tunti huvi, oli juba pla-
neeritud «Matemaatika ja kaasaja»
kdesoleva aasta numbritesse. Nii on
lugejani joudnud artikkel Fermat’ koh-
ta, samuti konstruktsioonidest sirkli
ja joonlauaga; l&dhemates numbrites
ilmub veel artikleid Einsteinist, geo-
meetria probleemidest jne. Suurmeeste
elulugusid koos {ilevaatega teadusli-
kest t6odest on kavas esitada vasta-
valt nende tihtpdevadele; sellega ava-
neb lugejal vdimalus tutvuda ka ma-
temaatika ajalooga véljaspool Eestit.

Uhtlasi ilmub moéningaid temaatilisi
artikleid (nditeks jargmises numbris
artikkel logaritmide ajaloost) vastu-

seks soovile késitleda ajaloorubriigis
koolikursusest tuttavate moistete ku-
junemist.

Paljud lugejad soovisid teada, mis-
sugused on kaasaja matemaatika
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solmprobleemid, viimase aja tédhtsa-
mad avastused. Sellist iilevaateartiklit
meil seni ei ole ilmunud (monevorra
sellelaadiline oli wvast ainuit prof.
G. Kangro artikkel eelmises numb-
ris) ning seda peamisell raskuste
tottu, mida niisuguse artikli kirjutami-
ne valmistab. Esiteks, on ju teada,
et igasuguste avastuste tdhtsust hin-
dab alles aeg, seega on <«momendi
tdhisaima avastuse» méadramine mo-
nes suhtes voimatu. Teisest kiiljest
on kaasaegne matemaatika niivord
abstrakine, et selle uusimate- saavu-
tuste kirjeldamine elementaarsete va-
henditega ei ole tavaliselt teostatav.

Lisaks sellele . toimub matemaatika
areng kaasajal nii laiahaardeliselt,
et isegi olulisemate uurimissuun-

dade loetelu (ilma ldhema kirjelda-
miseta) veniks kaunis pikale. Kboige
selle tottu ei olegi toimetusel onnes-
tunud seni leida nimetatud kiisimuste
valgustamiseks sobivat materjali,
kuid me loodame siiski seda — vihe-
malt osaliseltki — edaspidi teha.
Teine pohjendatud pretensioon toi-
metusele on — 8-klassilisele koolile
sobiva materjali puudumine. Kuna sel-
liseid soove on rohkesti laekunud,
esitame juba kidesolevas numbris mo-
ned {ilesanded ka 8-klassilistele koo-
lidele. Edaspidi on kavas tuua rub-
riigis «Taiendusi koolimatemaatikale»
artikleid ka keskmise kooliea jaoks.
Mis puutub pretensioonidesse ko-
gumike raske kattesaadavuse kohta,
siis peab {itlema, et viljaande tiraaZ
on pidevalt kasvanud ning kui ilmneb,
et ka praegusest ei piisa, on moeldav



tiraazi edasine suurendamine. Palu-
me ainult lugejaid kindlasti toi-
metust informeerida vidlja-
ande arvukuse ebapiisavu-
sest, vastasel korral ei ole meil alust
tiraazi suurendamiseks.

Veel itks ettepanek, mis esitati
meile, kuid mille me oleme sunnitud
andma edasi oma lugejatele: nimelt
soovitakse n&ha «Pdevakaja» lehekiil-
gedel {ilevaateid matemaatikaringide

tegevusest vabariigi koolides. Triikik-
sime vastavaid teateid meelsasti, kuid
selleks vajame kaastdod. Lugejaid hu-
vitavad veel vabariigi paremate ma-
temaatikadpetajate metoodilist laadi
kogemused, juubelid, matemaatika-

ohtud koolides ja muu, mis puutub
vabariigi matemaatikaelusse. Ka sel-
les loodame oma kaastodliste abile.

Jddme ootama edaspidigi rohkesti
kirju, sealhulgas huvitavat kaast66d.

MEIE KULALIS!

Kéesoleva aasta veebruaris kiilas-
tas Tartu Riiklikku Ulikooli matemaa-
tikaprofessor Vladimir Andrejevit§ Us-
penski, "kes esines loengutsiikliga
«Matemaatika humanitaarteadlastele».

V. A. Uspenski ndol on meil tege-
mist laia profiiliga teadlasega. Ta
tootab peamiselt matemaatilise loogika,
algoritmiteooria ja matemaatilise ling-
vistika alal (lugedes vastavaid kur-
susi ning juhendades seminare Mosk-
va Riiklikus Ulikoolis). Samaaegselt
on ta tuntud véljapaistva semiootika-
spetsialistina (avas muuseas Kdairiku
suvekooli ettekandega semiootika iild-
probleemidest). Tema t6id on tolgi-

tud inglise, saksa, jaapani, t3ehhi,
poola ja hiina keelde.
Loengukursuse «Matemaatika hu-

manitaarteadlastele»  organiseerijaks
oli vene kirjanduse kateeder. Selle
omapérase sarja eesmérk polnud mitte
niivord rakendusmatemaatika tutvus-
tamine, samuti mitte ka {ilevaate and-
mine matemaatika probleemidest, kui-
vord just range ja loogilise motlemis-
viisi omandamine.

Lektor alustas pohitodede kordami-
sega, minnes jark-jdrgult {ile keeruli-

semate matemaatiliste distsipliinide
kisitlemisele. Nii tegeldi néiteks hul-
gateooriaga, programmeerimisega,

aksiomaatilise meetodiga jm. Kursust
aitasid elavamaks muuta ka «kodused»
iilesanded, mis leidsid innustunud
vastuvattu.

V. A. Uspenski leidis kuulajatega
kiiresti kontakti, loengud mdoodusid
tdisauditooriumi ees (kuulajate hul-

7 Matemaatika ja kaasaeg VI

gas oli humanitaarala inimeste kor-
val ka matemaatikuid).

Huviga oodatakse Tartu humani-
taarteadlaste hulgas jargmist kohtu-

mist matemaatikadoktor V. A. Us-
penskiga.

E. Heller
UUSI TEADUSTE KANDIDAATE

1965. a. kaitses oma

22. martsil
viitekirja «Loogiliste vorrandite lahen-
.damine» Eesti NSV TA Fiiisika ja

Astroneomia Instituudi noorem tea-
duslik tootaja Ants Tauts. T66d juhen-
das fiilisika-matemaatikakandidaat
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dots. U. Kaasik, oponeerisid fiiiisika-
matemaatikadoktor praf. B. Trahtenbrot
(Novosibirskist) ja fiiiisika-matemaa-
tikakandidaat dots. I. Kull.

Viitekirjas vaadeldakse
vorrandeid, s. o. loogilisi
mis sisaldavad tundmatuks loetud
sitmboleid. Lahendiks loetakse vale-
mite siisteemi, mille paigutamine tund-
matute asemele muudab vorrandi sa-
maselt tbeseks valemiks. Viitekirjas
esitatakse 16plikud algoritmid loogiliste
vorrandite lahendamiseks lausearvutu-
ses ja iihekohalises predikaatarvutuses
ning iteratsioonimeetod loogiliste vér-
randite lahendamiseks {ildjuhul,

TRU Fiiiisika-Matemaatikateadus-
konna noukogu otsustas A. Tautsile
omistada  fiilisika-matemaatikakandi-
daadi kraadi.

Ants Tauts on siindinud Térvas
22. juulil 1936. a. Ta lopetas 1955. a.
Rapla Keskkooli, kus tema matemaa-
tikadpetajaks oli A. Must. Tartu Riik-
liku  UOlikooli matemaatikaosakonna
1opetas A. Tauts 1960. aastal.

loogilisi
valemeid,

UUSI CLIKOOLI LOPETANUD
MATEMAATIKUID

23. ja 24. detsembril 1964. aastal
kaitsti Tartu Riikliku Ulikooli mate-
maatikaosakonnas jdrgmised diplomi-
166d:

. Karu, Ove. Tootmisdpetuse sisu
ja ililesanded matemaatikaklassides.
(Juh. dots. O. Prinits.)

2. Liiva, Taivo. Ringsilindrilise
kooriku arvutamisest impulsskoor-

. misele. (Juh. dots. U. Nigul.)

3. Sakkov, Elmar-Oskar. Ristkiili-
kukujulise plaadi péarastkriitilise
staadiumi analiiiis silindrilisel 14bi-

. paindel. (Juh. prof. U. Lepik.)

4. Vainikko, lvi. Méningaid nét-
kete fimmarguste plaatide painde-
iilesandeid. (Juh. prof. U. Lepik.)
Nimetatud I6petajatele anti meh-
haaniku kvalifikatsioon.

5. Henno, Jaak. Poolriihmad ja
moodulid. (Juh. dots. kt. J. Hion.)

6. Kolde, Rein. Einsteini ruumide
holonoomiariihmadest. (Juh. dots.
U. Lumiste.)

7. Parring, Aivo. Elektromagneti-
liste ruumide geomeetriast. (Juh.
dots. U. Lumiste.)
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8 Tiirnpu, Heino. Fourier’ ridade

absoluutne summeeruvus. (Juh.
prof. G. Kangro.)
Nimetatud lopetajatele anti mate-

maatiku kvalifikatsioon.
9. Ther, Ain. Vahimruutude meetodi
 kasutamine. (Juh. dots. U. Kaasik.)
10. K arm a, Otto. Jdrjekorrateooriast.
(Juh. dots. U. Kaasik.)
11. Karolin, Malle. Faktoranaliiiisi
programmeerimine. (Juh. wvan.-Gp.

E. Tiit.) _
12. Kiho, Jiri. Keemilise informat-
" siooni tdotlemine. (Juh. dots.
V. Palm.)
13. Reisner, Mauno. Lineaarse
planeerimisiilesande  tdisarvulise

lahendamise programm elektron-

arvutile «<Minsk-2». (Juh. A. Jagel.)

14. Sarv, Enn. Dantzig-Wolfe’i mee-
todi  standardprogramm. (Juh.
dots. U. Kaasik.)

15. Sepandi, Anne. Automaatsest
«luuletamisest». (Juh. dots. U. Kaa-
sik.)

Peale nende lopetasid riigieksami-
tega matemaatikaosakonna
16. Adamson, llle,

17. Kiis, Hele,

kes said (samuti kui ka viimati

loetletud diplomandid) arvutusmate-

maatiku kvalifikatsiooni.

29. oktoobril 1964. a. omistati
parast riigieksamite sooritamist kesk-
kooli matemaatikadpetaja kvalifikat-
sioon TRU Kaugoppe Pedagoogilise
Instituudi matemaatikaharu jargmis-
tele "10petajatele:

Andra, Linda,

Riiet, Marie,
Kimmel, Ruth,

Kiitt, Heino,
Varema, Lehta-Helene.

ULk Lo =

ULELIIDULINE ARVUTUSMATE-
MAATIKA KONVERENTS

Viimasel aastakiimnel on arvutus-
matemaatika hoogsalt arenenud, poi-
mudes itha enam teiste matemaatika
harudega, ammutades neist probleeme
ja meetodeid. See areng on tihedalt
seotud elektronarvutitega varustatud
arvutuskeskuste loomisega, kus lahen-
datakse tdppisteadnstest, tehnikast,

" majandusest jne. périnevaid arvutus-



likke probleeme matemaatikute otsesel
juhtimisel.

Paljudes meie maa keskustes t66-
tavate arvutusmatemaatikute 66
koordineerimisel ja suunamisel eten-
davad olulist osa M. V. Lomonossovi
nimelise Moskva Riikliku Ulikooli
juures peetavad iileliidulised arvutus-
matemaatika konverentsid. Eelmine
selline ulatuslik noupidamine toimus
viie aasta eest 16.—21. novembrini
1959. a., millest vottis osa iile 2500

matemaatiku ning esitati enam kui
200 ettekannet.
Kidesoleval aastal 22.—26. jaa-

nuarini Moskvas toimunud arvutus-
matemaatika konverentsil oli osavot-
jate arvu vdhendamise eesmirgil mo-
nevorra piiratud temaatikat, jéttes
vilja arvutustehnika, programmeeri-
mise ja matemaatilise loogikaga seo-
tud kiisimused. Sellele vaatamata oli
osavotjaid rohkem kui 2000 ja esitati
iile 300 ettekande. Meie vabariigi ma-
temaatikutest votsid konverentsi todst
osa A. Jigel, L. Kivistik, E. Tamme,
G. Vainikko ja M. Viitso TRU-st, R
Jirgenson ja H. Joamets Fiiiisika ja
Astronoomia Instituudist, I. Petersen,
T. Tobias ja S. Ulm Kiiberneetika
Instituudist ning M. Levin TPI-st.
Ettekannetega esinesid A. Jigel, G.
Vainikko, R. Jiirgenson, I. Petersen,
T. Tobias ja S. Ulm. Koigi ettekannete
kestuseks oli ette ndhtud 15 minutit.

Konverents andis iilevaate viga
paljudel aladel arvutusmeetodite val-
jatodtamise ja uurimise osas teosta-
tavast toost. Istungid toimusid paral-
leelselt kaheksas sektsioonis:

1. algebra arvutusmeetodid, kvad-
ratuurvalemid ja funktsioonide lihen-
damine;

I'd2' harilikud diferentsiaalvérran-
did;

3. osatuletistega diferentsiaalvor-
randid;

4. integraal- ja funktsionaalvor-
randid;

5. optimiseerimise iilesanded;

6. mittekorrektselt piistitatud iiles-
anded;

7. mehhaanika iilesanded;

8. fiiiisika ja keemia iilesanded.

Esinejate hulgas kohtasime kérvuti
arvutusmatemaatika suundade juhtiva-
le joududega arvukalt noori matemaa-
tikuid. Ettekannetele jdrgnesid sageli
vlavad ja sisukad mottevahetused.

7*

Lopp-plenaaristungil konelesid S. L.
Sobolev ja A. N. Tihhonov tdnapéeva
arvutusmatemaatika moningatest ise-
loomulikest joontest. Konverentsil vas-
tuvoetud otsuses juhiti tdhelepanu
vajadusele tohustada informatsiooni
vahetamist arvutusmatemaatikas teos-
tatavate t66de kohta ning organisee-
rida suvekoole arvutusmatemaatika
probleemide alal.

E. Tamme

OPTIMAALSE JUHTIMISE ALANE
SEMINAR TA KUBERNEETIKA
INSTITUUDIS

Kiiberneetika Instituudi automaa-
tikasektori teaduslikud to6tajad R. T a -
vast,U.Jaaksoo jaL.Jam§8ts§i-
kova tegelevad alates moédunud
aasta algusest Kivicli Pdlevkivikeemia
Kombinaadi formaliinitsehhi jaoks opti-
maalsete juhtimisalgoritmide vilja-
tootamisega. Uhtlasi uuris R. Tavast
maksimumprintsiibi rakendamise voi-
malusi moningate metallurglaprotses-
side juhtimisele. Et tihendada sidet
tehnoloogiliste optimaalse juhtimisega
tegelevate to6grfippide ja arvutusmate-
maatikute vahel, selleks organiseeriti
instituudis 1965. a. kevadtalvel seminar,
millel peeti jdrgmised ettekanded:

S. Ulm: Bellmani optimaalsus-
printsiip.. Diinaamiline programmeeri-
mine ja variatsioonarvutus. Diinaami-
line programmeerimine ja optimaalse
juhtimise iilesanded.

T. Tobias: Pontrjagini maksi-
mumprintsiip.
L. Jam3tSikova: Optimaalse

juhtimise ilesannete mumbrilisi lahen-
dusmeetodeid.

E.Leinemann: Aeg-optimaalsed
juhtimisiilesanded.

V. Arro: Uhest aeg-oplimaalse
juhtimisiilesande ligikaudsest lahendus-
meetodist.

R. Tavast: Maksimumprintsiibi
rakendusi tchnoloogiliste protsesside
juhtimisel.

I. Keis: Klassikaline mehhaanika
ja oplimaalse juhlimise probleemide
seostest.

J. Kajari: Diinaamilise program-
meerimise rakendamisest matemaatilise
o0konoomika variantsioonprobleemidele.

S. Ulm
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NSV-s ilmunud matemaatika-
alase kirjanduse nimestik

Eesti

November-detsember 1964

(Koostanud E. Annus)

RAAMATUD

Automaatregulaatorite valik ja hdi-
lestamine. (Arvestusmeetodid.) Koos-
tanud ja tolkinud H. Lind. Tin,
«Eesti Raamat», 1964. 164 1k.

Luht, L. Arvutusmeetodid. II. Trt,,
1964. 216 lk. (Tartu Riiklik Ulikool.)
— Triikitud rotaprindil 650 eks.

TayTtc, A. Pemenne Joruuyeckux
ypasHenuii. Astopedepar. Tapry, 1964.
8 c. (Taprycku#i roc. yH-T.)

PERIOODIKAS ILMUNUD

ARTIKLID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia Toi-
metised. Fiiiisika-, Matemaatika- ja
tehnikateaduste seeria. Tln., 1964.

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid

(vene k., resiimeed eesti ja inglise k.):
* * .

H. Aben. Keerukate optiliste siistee-
mide parameetrite eksperimentaalsest mai-
ramisest. — H. Salum. Kodeering numb-
riliste skeemide kirjeldamiseks ja modellee-
rimiseks. — M. Kotli. Sisendkeel arit-
meetiliste lilesannete automaatseks program-
meerimiseks, — Hanko. Loogiliste
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skeemide  siinteesimise  algoritmidest. —
A. Jidgel. Maksimumfunktsiooni pGhioma-
dused tthe klassi parameetrilise lineaarse
programmeerimise probleemi puhul. -
IF'. Novod. Jirjestikkompensatsioonisead-
me pohiparameetrite méiramisest.

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika opetajatele ja Oppi-
jatele. 1V. Trt, 1964. IIT 1k (Tartu
Riiklik Ulikool.)

Sisu: Professor Hermann Jaakson (nek-
roloog). — J. Gabovit3. Nelja virvi
probleem, — U. Kaasik. Elektronarvutid
s programmeerimine. — A. Kolmogo-
rov, Automaadid ja elu. — A. Jigel
Operatsioonianaliiiis. — M. Levin. Tee-
nindusobjekti optimaalsest paigutusest ela-
mukvartalis. — Tuhmunud kisikirjad, —
E. Tamme. Positsioonilised arvusiistee-
mid. — Arvudest ja arvutamisest. —
L. Kivistik. Algarvud. — E. Sarv.
Tdisarvude jaguvustunnuseid, — Jevgeni
Gabovits Kuues rahvusvaheline mate-
maatikaoliimpiaad. — Vanaaegseid iilesan-
deid. — U, Lumiste. Lehekiilgi mate-
maatika ajaloost Eestis. — E, Laugaste.
Arvud eesti rahvaluules. — E, Tiit. Uus
tdiendus iilikooli perele. — J. Gabovits.
Teaduse ajaloolaste kokkutulek. — E. Tiit.
Loodusuurijate pdev Kadrikul. — I. Kull.
Ekstralingvistiliste modelleerivate siisteemi-
de alane suvekool Kaidrikul, — Kroonika. —
Bibliograafia. — Ulesandeid. .

Lints, A. Algklasside matemaa-
tika opetamise probleeme. — «Nouko-
gude Kool», 1964, nr. 11, lk. 859—863.

Loodusuurijate Seltsi vanim tegev-
liige 70-aastane. (G. Rdgo). — Loo-
dusuurijate Seltsi Aastaraamat, 56 kd.,
1964. ik. 5—6.



Alljargnevate iilesannete lahendused palume saata aadressil: Tartu, Eesti
Pollumajanduse Akadeemia, matemaatika kateeder, H. Espenberg. Seejuures
varustage iimbrik margusdnaga «Ulesanded». Lahenduste saatmisel pole noutav,
et oleksid lahendatud koik iilesanded, voib piirduda ka {iksikute viljavalitud
iilesannete lahendamiséga.

Toimetus premeerib 1965. aastal (numbrites VI—IX) ilmuvate iilesannete
parimaid lahendajaid matemaatilise kirjanduse ning «Matemaatika ja kaasaja»
eksemplaridega. Lahendusi voib saata kuni {ilejargmise numbri ilmumiseni;
pdrast seda arvestatakse ainult originaalseid, avaldatutest oluliselt erinevaid
lahendusi. Arvestamisele tulevad ka véljaspool iilesannete rubriiki esitatud iiles-
annete lahendused ja avaldatud paradokside selgitused.

Eraldi hinnatakse kooliopilaste lahendusi, parimad tulemused vdetakse
aryeslse téppisteaduste oliimpiaadi 16ppvoorule kutsumisel ja ilikooli sisseastu-
misel.

Ulesandeid elementaarmatemaatikast!
I

1. Toestada, et iga kolmest suurema algarvu ruudu jagamisel 24-ga tekib
jaak 1.
2. Toestada, et 11" — 1 jagub 10'9%.ga,

3. Inimese vanus 1962. aastal vordus tema siinniaasta numbrite summaga.
Mis aastal see inimene siindis?

4. Lahendada vorrandisiisteem
X

01963

A

«<

=1—g,
x+y
yz
=2—x,
y+=z
xz
z~|—x:2—y'

5. Konstrueerida trapets tema the aluse, diagonaalide ning dlagonaallde—
vahelise nurga jargi.

6. Toestada, et mistahes nelinurga killgede keskpunktid on -teatava roop-
kiiliku tippudeks.

(Ulesanded on vdetud 1963. a. matemaatlikaoliimpiaadidel esitatute hulgast).

w7. Leida kolmnurga ABC nurgad, kui
— =2 ja sinasin f= .

1 | osa iilesannete lahendamisel on tarvis eelteadmisi ainult 1.—7. klassi
malemaatikast.
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8. Lahendada vorrand
3 3
Via+x2+ Vi@—x)? _

3 3
Via+x)2—=V(a—x)?
9. Isekiilgse kolmnurga tiks nurk on 60° ja koigi kiilgede pikkused on
tdisarvulised. Toestada, et suurima kiilje pikkus ei véljendu algarvuna.
10. Vordhaarses kolmnurgas ABC AB=BC=0b, AC=a, /ABC=20".
Toestada, et a® 4 b3 = 3ab2.
11. Kolmnurga kiiljed a, b, ¢ (a < b < c¢) moodustavad aritmeetilise prog-
ressiooni. Toestada, et

6Rr = ac,
kus R ja r on iimber- ja siseringjoone raadiused.
. . . 3x4+7\% . . .. T .
+/ 12. x pioneeri korjas kokku (—2——) pahklit. P&dhklid jaotati omavahel

vordselt. Jaotamisel iilejaddnud 18 pahklit otsustat1 viia loomaaias olevale ora-
vale. Mitu pahklit sai iga pioneer?

Ulesande koostas A. Kanter Tallinnast.

KOGUMIKU NELJANDA VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED

A. Elementaarmatemaatika

Ulesande nr. 1 lahendus. Moodustagu kolmnurga nurgad a, f ]a p aritmee-
tilise progressiooni. Siis
aty=28

a+f+p=36=180°,

B =60°
Kui kolmnurga kiiljed a, b, ¢ moodustavad aritmeetilise progressiooni, siis
a+c=2b,

a c
R

Siit saame siinusteoreemi pohjal, et
sina
sin

ning

millest

siny
sin 8

+

sma—}—smy— V3,

a—+7yp —Y__ =
5 cos 2 5 —\/3,

L]

2sin &

. a—_
cds 5 =
a=1yp=60°

Jérelikult otsitav kolmnurk on vordkiilgne kolmnurk, milles nii kiiljed kui ka
nurgad moodustavad aritmeetilise progressiooni vahega d = 0.
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Ulesande nr. 2 lahendus. Lihtsate trigonomeetriliste teisenduste abil saame
nurkade vahelisele seosele anda kuju

- con - __sinasing
sin? @ + sin? § — sin @ sin § cos p Scosp
mille jagamisel sin? a-ga leiame
sin? 8 sin g __ sing 1
1—'—sinza sing °"~ Sine 2¢cosy’
Kuna
sinf__ b _a?bpr—c?
sinag @ "M COSY="Tonp ¢
siis
l_i_b_z_a2+b2—'::2_ b2
at 2a? Tabr—ct’
Siit

(a% 4 b2 4 ¢?) (a% 4- b2 — c2) = 2022,
at + bt =ct
Ulesande nr.- 3 lahendus. Kuna a4+ b=m, c—a,=n, (vt. joon.), siis
ayc — aias + bc — a1b = mn.
Tuginedes teoreemile, mille pohjal

AD? = pc — aiay, 5
saame o,
asc — a1b + AD? = mn.
D

Et aga c

as a4 )

- =, axc = ab, 2

b ¢ 2 b ‘
siis A B ¢

AD? = mn, AD = Vmn.
Ulesande nr. 4 lahendus. Ulesande tingimuse p&hjal
100a + 106 + ¢ = 81c + 9b +-aq,
kusjuures 0 a, b, ¢ < 9. Esitame saadud seose kujul
c—a— b+ 19c )
99
Kuna ¢ — g on naturaalarv, siis
' b+ 19¢
99

(antud jagatise ainsaks naturaalarvuliseks véiirtuseks saab olla 1, kuna 0 < b+
-+ 19¢ < 180). Siit

=1

b=4, ¢=5
ning a = 4. Jérelikult otsitav arv on 445.
Ulesande nr. 5 lahendus. Olgu x = X - @, kus X =[x], 0 < a < 1. Sils

arctan (tan 2x2— I n) = arctan [tan (Xn -+ 2a2— 1 n)] = 2a 2_ 1

Seega toestatava samasuse vasak pool omandab kuju
2(X+a)—1 —-I—-Qa_ln=X

2 T 2
mida oligi vaja toestada.
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B. Korgem matemaatika

Ulesande nr. 1 lahendus. Selleks, et vorrandeil x=by +cz-du, y=
=ax +cz-+du, z=ax+-by+du ja u=ax- by cz oleks mittetriviaalne
lahend, on tarvilik ja piisav, et

(—l b ¢ d
a—1 ¢ d_o

l a b-—1 d|— ™
a b c¢—1

Jagades determinandi viljaarvutamisel saadava seose avaldisega
(1 4+a)(1+8)(1+4¢c)(1+d), jouamegi ndutava vorduseni.

Ulesande nr, 2. lahendus.! Olgu f(x)=2xIn?x —x(x—1) (x4 3)Inx -+
+ (x—1)2(3x — 1). Leiame f/(x) ja f”(x):

i) =2In?x —{(x—1)Bx 4+ 7)Inx + 8(x — 1)2,

2 - - —_—
h(ﬂ:ﬁix_?(p(x), kus ¢(,v)=(l_§j;2+7;'t(£2l) ok
Kuna ¢{1)= 0 ning q;/(x):_?_ﬁx— 1)3(9x —4) <0

X (3x2 - 2x — 2)2

x> 1 puhul, siis ¢(x) ning f”(x) on negatiivsed x> 1 puhul. Et [/(1)=0, siis
ka f/(x)<<0 x> 1 puhul, millest f(1)=0 tdttu jareldubki

F(x)<<O, kui 1 <x < oo.

RAHVUSVAHELISTE MATEMAATIKAOLUMPIAADIDE
ULESANNETE LAHENDUSI

II oliimpiaad.

Ulesanne nr. 1. Leida koik kolmekohalised arvud, mille jagamisel
1l-ga saame jagatise, mis on vordne jagatava numbrite ruutude summaga.

Lahendus. Arv z = a,-10n + a,_;-10"1 4 @, ,-10-2+ .., +
+az-102+a,-10-+4a, jagub 1l-ga, kui alternatiivne ristsumma ap—a;+

+a,— ... + (—1)"a, jagub 1l-ga. Kolmekohalise arvu z=100a + 106 4-¢
jaoks on seega vastavateks tingimusteks ‘
a—b+c=0 N
voi
a—b+4c=11 2)

(a—b4-c ei saa iihekohaliste positiivsete arvude a, b ja ¢ korral olla 22,
33 jne.). Otsitav arv peab rahuldama tingimust

100a -+ 106 -+ ¢ = 11 (a2 4 b2 +- ¢2). (3)

Vordusest (1) saame, et b=a-c. Asendame b viimases vorrandis (a-
-+ ¢)-ga, koondame ja jagame vdrrandi molemad pooled 11-ga:

10a -+ ¢ = 2(a? 4 ac 4 ¢?).

Seega 10a - ¢ ning eriti ka ¢ peab olema paarisarv.

I Mairkus. Selle iilesande teksti kogumiku neljandas vihikus on sattunud
viga, TeiseKs lilkmeks vorratuse vasakul poolel peab olema —x (x — 1) (x 4+ 3)Inx.
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Lahendame niiiid saadud vorrandi a suhtes.
_0—c 1 g aa
G—T—7V25—80—30,
Juhul ¢>2 on juuritav avaldis negatiivne. Seega voib sobida ainult ¢=0.
Siis on
RN
=3 =7
s.t. a1=2>5; a;=0. Teine lahend antud iilesande jaoks ei sobi. Vérrandist
(1)55:1eiame, et b =2>5. Seega on otsitav arv 550. Toepoolest, 11 (254 25) =
= 550,
Kui avaldame & vordusest (2) ja asetame vdrrandisse (3), saame pérast

lihtsustamist
10a + ¢ =131 4 2(a? + ¢ 4- ac — 1la — 11¢),

inj]lest jdreldub, et ¢ peab olema paaritu. Avaldades saadud vdrrandist a,
eiame

.5,

_16—c 1
=79 73
Siin saab juuritav negatiivseks, kui ¢ > 5. Jdrelikult kas ¢ =1 voi ¢=3. Kui
¢=1, siis a ei avaldu naturaalarvuna. Kui ¢=3, siis
a;=28 ja a;=>.

Vordusest (2) leiame, et esimesel juhul &=0, teisel juhul b= —3, mis ei
sobi. Seega teiseks arvuks, mis piistitatud nduet rahuldab, on 803. Téepoolest,.
11(64 + 9) = 803.

\\U lesanne nr. 2. Lahendada vorratus

V1dc —3c2—6.

4x2
(1— V1 + 2x)2
Lahendus. Arvestades, et
4x2 S 4x2(14 V14 2x)2

(1—vVIFox)z [I—01-+20)P = (14 V14 2x)2

saame vorratusele kuju

I+ vIi42x)2<2x 49,

millest
—_— 45
2VI14-2x <7, x<-§.

1
Et vorratuse vasak pool on reaalne ainult siis, kui *>—5ja et ta ei ole

méidratud kohal x =0, siis on lahendiks:
1 45
—7<x<0 ja 0<x<?.

Ulesanne nr. 3. Tiisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuus on jao-
tatud n vordseks osaks, kusjuures n on paaritu arv. e tdhistab nurka, mille
all punktist A on niha nendest omavahel vordsetest 16ikudest see, mis sisal-
dab hiipotenuusi keskpunkti. Kérguse ja hiipotenuusi pikkusteks on vastavalt
h ja a. Toestada, et

4nh
(n2—Na’

Lahendus. Tuginedes joonisel 1 esitatud tahistustele avaldame x-i
itks kord nurga § ja teine kord nurga a + g kaudu:

tana =
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x=htanp; x=htan(a+p) ——.
Seega
htan (a +p) — %=htan,6.

Kasutame kahe nurga summa tangensi valemit ja avaldame tana:
a
nh+a-tan g4 nhtan2g’

tana =

Et tanf = % , siis

tang——— 9
MC= T o ra”
Kasutades lauset tidisnurkse kolmnur-
ga korguse kohta voime kirjutada, et
o (rl e (ke ),
h ( 2 nx 2 n +x
[ 2 2
Joonis 1. s t hzzg____a__g_xz
4n? n
Asendame tana avaldises A2 leitud avaldisega:
ah
tanae = P @
% " —ax — nx? - ax - nx?
ja siit
4nh
tana = (nz—_m , m.o.t.t.
~
Ulesanne nr. 4. Konstrueerida ‘;'5\ A

kolmnurk ABC, kui on antud tema
korgused h, ja h, ning tipust A tom-
matud mediaan m,,

hl \\m. 4

o /
Lahendus. a) Analiiis (vt : \\/
joon. 2).  Kiirte lause pdhjal on a ™ ¢
hy :MD=BC:MC=2:1, s.t, et Joonis 2.

1
MD=7hb ’

b) Konstruktsioon (vt joon. 3). Konstrueerime h,, m, ja tdisnirga abil
kolmnurga A AHM voi A\ AHM’. Joonestame iihe ringjoone diameetrile AM

1
ja teise keskpunktiga punktis M ning raadiusega ‘jhb' Nende ringjoonte

16ikepunktideks on D ja D’. Sirged AD ja AD’ laikavad sirget MH punktides
«C ja C’. Raadiustega MC ja MC’ tommatud ringjooned loikavad sirget AM
vastavalt punktides B ja B’. Kolmnurgad A ABC ja A AB’C’ rahuldavad
piistitatud tingimusi.

¢) Toestus. Konstruktsiooni pdhjal on

1) AH=h,; AM=AM =m,;

, 1

2) MD =MD =7hb;
3) L/ MDA= / MD’A = 90°,
4) MC=MB, MC = MB’.
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Punktidest B ja B’ tombame veel ristldigud vastavalt sirgetele AD ja
AD’; saame punktid E ja E’ Yjoonisel 3 mneid ei ole). Niilid on BE | AC ja
BE’ | AC’. Niisiis BC:MC=BE:MD ja BC:MC=2:1 tottu BE = hy;

Joonis 3.

seega AABC ning AAB’C’ on ndutud kolmnurgad. Konstruktsioon on
voéimalik, kui m, >h,  ja hy<2m,

‘Ulesanne nr. 5. On antud kuup ABCDA’B’C'D’.
a) Olgu X mingi punkt diagonaalil AC ja Y mingi punkt diagonaalil
B’D’. Leida Idigu XY keskpunkti geomeetriline koht.
b) Leida loigul XY asetseva punkti Z geomeetriline koht, kui punkti Z
asukoht on mdédratud vordusega
ZY =2XZ.

Lahendus. a) Olgu kuubi ser-
va pikkus a (joon. 4).

Olgu algul X, =4 ja Y; liikugu
vabalt 16igul B’D’. Siin on

AE : ED’ =AM1 : M1Y1 =
=AF:FB'=1:1.

Loigu X,Y; keskpunkt kirjeldab 16ign %7
EF. Samuti saaksime 16igud FG, GH
ja. HE. Et AE:.ED’=CH:HD =
=CG:GB’= AF : FB’, siis on lbi- 6
gud EF, FG, GH ja HE tasandil Co
EFGH ja tmbritsevad otsitavat geo-
meetrilist kohta. )

Olgu niiiild X, mistahes punkt 15i- R ————%4---F
gul AC ja Y, loigul B’D’. M, on ,
loigu X,Y, keskpunkt. Tuleb tdestada, [
et M, on tasandi EFGH punkt. Sel- ;7
leks iihendame Y, punktidega A ja <
C. Loikudel EF ja GH vodtame 16i- fa .
kude Y,A ja YoC keskpunktid My ja Joonis 4.
M,". Loigud AY,, YC,; AC ja XsY,
asuvad tasandil AY,C, kusjuures

AMz’ : Mz’Yg = XgMg : M2Y2 = CMZ”MZ"Yz =1:1

Punkt M, peab jérelikult asuma 16igul My M,”. Loik My’M,” asub aga tasan-
dil EFGH, seega paikneb seal ka punkt M,.

Et AE : ED’= AF : FB’=1:1, siis EF || D’B’. Tiahendab EF on paralleelne
tasandiga A’B’C’D’. Loéik FG on ka paralleelne tasandiga ABCD, GH on
paralleelne tasandiga A’B’C’D’ ja HE on paralleelne tasandiga ABCD. Seega
on tasand EFGH paralleelne kuubi pdhjadega.

- ——4-1--"Ho
Y
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Ruudu diagonaal D'B’=aV 2 Et AE:AD' =AF:AB’'=1:2, siis
EF = g V 2. Analoogiliselt leiame, et FG = GH = HE = % V2. Et nelinurga’

tipud asetsevad kiilgtahkude keskpunktides ja tema kiiljed on vordsed, siis
on EFGH ruut. Seega loigu XY keskpunkti geomeetriliseks kohaks on ruut,
mille tipud asetsevad kiilgtahkude keskpunktides.

b) Analoogiliselt juhuga a) saab ndidata, et siin on geomeetriliseks

kohaks ristkiilik, mis on paralleelne pohjaga ja asub temast kaugusel%"

Selle ristkiiliku mastmed on % VZija 2 Vs

Ulesanne nr. 6. On antud koonus millesse on ku]utatud kera ja
viimase iimber piistsilinder, mille iiks pohi on koonuse pohjaga iihel ja samal
tasandil. Koonuseé ruumala on V, ja silindri ruumala V..

a) Toestada, et V= V..

b) Leida viikseim & véairtus, mille puhul V,=~#kV, ja konstrueerida selle
juhu jaoks koonuse telgloike tipunurk.

Lahendus. Tuginedes joonisele 5 vdime c
kirjutada, et v
.7[/'[2[1
koonus Vi= 3 (1)
Vsilinder = Vy=ars? - 2ry=2mr’, (2)
ADBC ~ ANEMC  (tdisnurksed kolmnur- h
gad {hise teravnurgaga).
Seega
-
ME_DB . on____n Al
Tostame viimase vorduse mo]emad pooled ruu- 4 o ";,_‘ B
tu ja avaldame r;:
. r22h 5 Joonis 5.
n h—-2r2 ( )
Asetame saadud r, avaldise koonuse ruumala valemisse (1):
- ﬂf22h2 X
Vi= 3(h—2rg) "
Vi

Moodustame niiiid suhte V—'
2

Vi R

Vo~ bra(h—2r)

a) Oletame, etl‘j——=l Siis saame h jaoks ruutvorrandi
2

h2— 6roh - 12r,2 =0, millest s = 3r, &= VOr? — 12r2,
millel pole reaalset vddrtust. Seega V)= V..

b) Oletame, et%:k, siis saame /& jaoks ruutvdrrandi
2

h? — 6kroh + 12kry2 =0, millest h = 3kry - V9k2rs2 — 12kr,2
h jaoks saame reaalse véairtuse, kui 9k%r,2 — 12krs2 > 0. Seda vorratust rahul-
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I

davad viidrtused k> ja k< 0. Teine vairtuste piirkond aga ei sobi, sest

. 4
k oli ruumalade, s.t. positiivsete arvude suhe. Seega k}g ja k=§ on
viikseim arv, mille korral V,=#&V, Telgloike tipunurga konstrueerimiseks
asetame saadud & véirtuse h avaldisse; saame
h=4l‘z.

Joonestame 15igu DC pikkusega 4r,. Niiiid joo-
nestame ringjoone diameetriga MC = 3r, (joon.
6). Diameetri otspunkti M {mber joones-
tame ringjoone raadiusega r,. Ringjoonte 16ike-
punkte F ja E diameetri teise otspunktiga C
ithendades saamegi seal noutud nurga p. Tei-
siti voib seda konstruktsiooni 1dbi viia tugi-
nedes valemile
. r22h_ F
- h— 2"2 .
Et h=4r,, siis r2=2r? ja rn=rsV2
ja DB=DA=ryV2.
Ulesanne nr. 7. On antud vordhaarne Joonis 6.
trapets alustega a ja & ning korgusega h.
a) Leida konstrueerimise teel trapetsi siim-
meetriateljel punkt P, millest molemad haarad paistavad tdisnurga all.
b) Leida punkti P kaugus iihest alusest.

c) Millised tingimused peavad kehtima, et oleks voimalik punkti P konst-
rueerida?

Lahendus. a) Analiis. Olgu

r

joonisel 7 EP, = x5, FP, =x;, AB=a, 0 E C
DC=b, EF=hn ja /BP,C=
= /BP,C=90°. o

P, ja P, peavad asetsema ring- “
joonel diameetriga BC (voi AD).

b) Konstruktsioon. Haarale kui B
diameetrile joonestatakse ringjoon.
See kas 16ikab siimmeetriatelge ka-
hes punktis, tthes punktis v&i ei 15i- a e 8
ka iildse. Need punktid ongi otsita- Joonis 7.
vad punktid.

Et ABFP, ~ AP\EC, siis x;: %_%:xz, s.t. et xl-x2=%. Kuna

X+ X, =h, siis x; ja X, on ruutvorrandi
x2—hx 4 Z—b =0
lahenditeks. Sellest vorrandist
h 1
=0+ 2_ab.
= 5 Vh ab

¢) Konstruktsioon on vaimalik, kui A2 > ab.
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