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HULGATEOREETILISED PARADOKSID JA MATEMAATIKA
ALUSTE UURIMINE

E. Jiirimie

Kidesoleva artikli {ilesandeks on tutvustada lugejat kolme
pohilise suunaga matemaatika aluste uurimisel. Nendeks on
logistlik, intuitsionistiik ning formalistlik suund. Tuleb mérkida,
et siin me kasutame moistet «matemaatika alused» monevorra
laiemas tdhenduses, kui seda harilikult tehakse. Kui koneldakse
matemaatika alustest kitsamas mottes, siis moeldakse selle all
enamasti uuringuid matemaatika pohimoistete alal, peetakse sil-
mas just iiksikute teooriate aksiomaatilist iilesehitust ning ka
vaslava loogilise aparatuuri analiiiisi. Kui aga pidada silmas
ka matemaatika pohimoistete seost reaalse maailmaga, siis saame
matemaatika aluste laiema aspekti. Sellises laiemas plaanis seos-
tub matemaatika aluste uurimine nii voi teisiti ithe voi teise
filosoofilise siisteemiga. On oluline mairkida, et kui konkreetsete
matemaatiliste teooriate loomisel ei ole {ildfilosoofiliste printsii-
pide osa eriti oluline, siis matemaatika aluste uurimisel on see
kiillaltki méaadrav.

Vaadeldava kolme suuna pohiline areng toimus kédesoleva
sajandi esimese kolmekiimne aasta jooksul. Kolmekiimnendate
aastate alguseks selgus pohiliselt, mida iiks voi teine suund
suutis anda matemaatika aluste uurimise seisukohalt. Jargne-
vatel aastakiimnetel on uuringud f{ihes vo6i teises suunas Kkiill
jatkunud, kuid igas suunas on juba arvesse voetud tulemusi,
mis on saadud teistes suundades. Seetéttu hakkavad kaduma
teravad piirjooried nende suundade vahel. Monevorra on vaibu-
nud ka tksikute suundade vaheline voitlus, kuigi seda ikkagi
ithel voi teisel juhul esineb.

Seda koike arvestades ei ole ehk péris dige kasutada edaspidi
iiksikute suundade iseloomustamisel oleviku vormi. Teeme seda
aga siiski, sest ka praegu pole veel koik péris selge {iksikute
suundade voimaluste osas ning kaugeltki koik voitlused pole
lopuni peetud. Veel tanapédevalgi esineb niisugust {ihekiilgsust,
mis oli omane iihele voi teisele vaadeldavast kolmest suunast.
Ka praegu kiputakse vahel iile hindama ithe vo6i teise suuna
voimalusi.



Kédesolevas artiklis ei sea autor endale iilesandeks vaadel-
davate suundade iildfilosoofiliste printsiipide analiiiisimist
(monede suundade puhul on tegemist isegi mitme filosoofilise
vooluga), vaid piiiab nididata nende suundade ajaloolisi ldhte-
punkte, pdhiseisukohti, omavahelisi seoseid ning osa matemaa-
tika arengu iildises protsessis. Siinjuures tuleb aga mairkida, et
hinnangute andmisel iihele voi teisele suunale, samuti ka iiksi-
kutes iildfilosoofilist laadi mirkustes, voib esineda subjektiivsuse
momenti. See on vahest tingitud sellest, et autor esindab mate-
maatilist analiifisi, mis matemaatilistest distsipliinidest on voib-
olla koige enam seotud nn. aktuaalse 1dpmatuse mbdistega.

Uldisi mérkusi. Hulgateooria elementide ja hulgateoreetiliste
paradoksidega on lugejal olnud voimalik tutvuda «Matemaatika
ja kaasaja» varasemate numbrite kaudu!. Jirgnevad read on
piihendatud hulgateoreetiliste paradokside ja matemaatika aluste
uurimise vahelise seose nditamisele. Kuigi matemaatika aluseid
oleks kahtlemata wuuritud ka soltumata sellest, kas ilmusid
hulgateoreetilised paradoksid voi mitte, andsid viimased mate-
maatika aluste uurimiseks siiski kiillalt olulise tdouke. Pealegi
suunasid nad wuurijate tahelepanu kiillaltki konkreetsete, seal-
juures aga ka viga {ildiste kiisimuste ringile.

Matemaatika ithe v0oi teise haru (geomeetria, aritmeetika,
analiiiisi) aluseid oli kiill uuritud juba varem, kuid alles hulga-
teoreetiliste paradokside ilmumine 16i vajaduse uurida mate-
maatika aluseid iildse. See on ka loomulik, sest oma loomisest
alates muutus hulgateooria vahendiks, mida iihel voi teisel
méaaral kasutati matemaatika igas harus. Nii tekkiski vajadus
luua teooria, mida kéesoleval ajal tuntakse matemaatika aluste
nime all. Tosi kiill, sageli veel ei konelda niisugusest teooriast,
kuid iilemaailmses ulatuses ilmub sellel alal juba iisnagi palju
kirjandust nii monograafiate kui ka iksikartiklite ndol. Néhta-
vasti ei ole aga kaugel aeg, kus malemaatika alused kujunevad
omaette distsipliiniks, millel on oma kindel koht kvalifitseeritud
matemaatikute ettevalmistuses.

Nagu juba mérgitud, ei hakatud matemaatika aluseid uurima
tiihjalt kohalt — baasi selleks andsid iiksikute matemaatiliste
distsipliinide aluste alal toimunud uuringud. Saadud tédhele-
panekud, kogemused ning meetodid kujunesidki kogu mate-
maatika aluste uurimise lahtepunktiks. Et igasugused probleemid
matemaatika aluste alalt olid nii voi teisiti seotud hulgateooria
kiisimustega, siis oli eriti oluline uurida hulgateooria aluseid.
Siin aga tekkisid juba algusest peale tosised raskused. Nimelt

! Gabovits, J, Opereerimine hulkadega. — Matemaatika ja kaasaeg,
1, k. 3—I12. :
Jiirimae, E., Hulgateoreetilistest paradoksidest. — Matemaatika ja

kaasaeg, I, lk. 5—12.
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olid varem kasutatud meetodid ja seisukohad omased vaid iihele
matemaatikaharule (néit. aritmeetikale voi geomeetriale), mis
peegeldab ainult teatud konkreetset kiilge reaalse maailma néah-
tuste uurimise protsessis.

Juba {isnagi pogus tutvumine hulgateooria elementidega nai-
tab, et siin on meil tegemist hoopis iildisema teooriaga, kui seda
on nditeks keskkoolis késitletav geomeetria voi aritmeetika. See-
tottu pole ka midagi imestada, kui aritmeetika voi geomeetria
aluste uurimisel héid tulemusi andnud meetodid osutuvad hulga-
teooria aluste uurimisel puudulikeks.

Seda motet siinkohal pikemalt arendamata méirgime, et néh-
tavasti on see iiheks ajalooliseks pGhjuseks, miks hulgateooria
aluste uurimisel tekkis rida iiksteisest erinevaid suundi. Kées-
olevas artiklis vaatleme neist kolme pohilisemat: logistlikku,
intuitsionistlikku ja formalistlikku. Igaiiks neist suundadest on
kilbile tdstnud kogu ndhtuste kompleksi iihe teatud kiilje ning
gurinud matemaatika aluseid sellest kiiljest I&htudes. Niisuguse
iihekiilgsuse tottu ei saa ka vastused olla koikehdolmavad ning
ndhtust tdielikult seletavad. Teiselt poolt, tdnu oma {ihekiilgsu-
sele, on saadud tulemused sageli vdgagi siigavad. See naitab
veel kord, et konkreetse teadusala uurimisel voib olulisi tulemusi
saada ka siis, kui ldhtekohaks on vairad filosoofilised printsiibid.

Nende kolme suuna puhul tuleb markida veel seda, et nad
o1 ole mitte {iksnes erinevad, vaid ka iiksteisele vastuseisvad.
Teisiti Geldes, igaiiks neist kolmest on esitlenud end kui ainu-
voimalikku matemaatika aluste uurimisel. Selline «konkurentsi-
ohkkond» on kahtlemata kiirendanud iihe vo6i teise suuna aren-
gut. Ajalugu on aga ndidanud, et iikski neist kolmest ei saa-
nudki pretendeerida ainuvalitsemisele. Koik nad aitasid vaid
iithel voi teisel méaral kokku kanda neid kive, millest kord ehi-
tatakse matemaatika aluste hoone.

Arvatavasti jouab matemaatika areng kord ka nii kaugele,
kus osatakse neid iithekillgseid uuringuid kasutada iihtse teooria
loomiseks. Sel juhul muutuvad need praegusel ajal nii-Gelda
«vaenujalal» seisvad teooriad {iksteist abistavateks ja taienda-
vateks. Millal sellise iildise ja hulgateooria aluseid igakiilgselt
selgitava teooriani joutakse, on praegu raske Gelda. Ndhtavasti
matemaatika arengu praegune tase seda veel ei voimalda. Voib-
olla nouab sellise tecoria loomine ka erakordse geeniuse ilmu-
mist, kasvoi midagi taolist, nagu olid omal ajal diferentsiaal- ja
integraalarvutuse loojad Newton ja Leibniz. Kui selline aeg
kord kitte jouab, siis on see kahtlemata suureks revolutsiooniks
matemaatikas. Seni aga peab toimuma rahuliku evolutsiooni
periood, kus kogutakse fakte, mis vdiksid saada nende suurte
muutuste aluseks. Et midagi otsustavat selles suunas peab toi-
muma, selles ei ole vististi kahtlust, kui tutvuda hulgateooria
aluste nurimisel valitseva olukorraga.



Logistlik suund. Logistika 2 seab endale eesmirgiks taandada
matemaatika loogikale. Selle suuna tdhtsaim esindaja B. Rus -
sell3 iitleb, et loogika on «matemaatika noorus» ning mate-
maatika — «loogika kiipsus». Selline idee ei ole périt mitte Rus-
sellilt, vaid kuulub juba Leibnizile. Mis puutub Russellisse, siis
tema uuringute aluseks on saksa matemaatiku ja loogiku
Gottlob Frege (1848—1925) t66d aritmeetika aluste alalt.
Russell koos Whiteheadiga* arendas edasi Frege t66d
ning joudis aritmeetika aluste
uurimisel tdhelepanu vdirivate
tulemusteni, mis on avaldatud
t60s «Principia Mathematica»
(1910—1913). Selles td6s on
esitatud ka nn. Russelli «tiiii-
pide teooria», mis on vahest
selle suuna koige tdhtsamaks
tulemuseks matemaatika aluste
uurimisel.

Milles siis seisneb Russelli
tiitipide teooria? Tiilipide teooria
seisukohalt jagatakse koik vaa-
deldavad objektid nende tiiiipi-
de jirgi klassidesse. Tekib nn.
tiilipide hierarhia. Esimesse tiiii-
pi sellest hierarhiast kuuluvad
koik indiviidid (asjad, mois-
ted jne.), millest iihel voi tei-
sel juhul koneldakse. Teise tiiii-
pi- asetatakse indiviididevaheli-
sed seosed, kolmandasse — esi- Bertrand Russell
messe ja teise tiiiipi kuuluvate
objektide vahelised seosed jne. Tiiiipide teooria kohaselt on mis-
tahes tiiiibi objektid iseloomustatavad vaid jargmisse tiiiipi kuu-
luvate suhetega.®

" Russelli teooria jargi ei voi iikski elerment, mis on méiératud
teatava hulga elementide kogu kaudu, kuuluda sellesse hulka.
Kui niifid seda teed minna, siis ei tohi me kasutada nn. «enesele-
viitavaid» definitsioone. Selliselt nimetame neid definitsioone,

2 Valismaa kirjanduses kasutatakse seda terminit ka matemaatilise loo-
gika tdhenduses.

3 Bertrand Russell (siind. 1872) — tuntud inglise filosoof, loogik
ja rahu eest voitleja. Filosoofilistelt vaadetelt on Russell objektiivne idealist.

4 Alfred North Whitehead (181-—1947) — inglise matemaatik
ja filosoof-idealist. )

5 Olgu mirgitud, et «tiilipide teooria» esialgse idee formuleeris juba
enne Russellit saksa matemaatik E. Schréder. Kédesolevas on esitatud Russelli
tiitipide teocoria lihtsustatud variant. Tdpsem esitus nouaks spetsiaalse apa-
ratuuri’ sissetoomist, mis kéesolevas iilevaates pole vdimalik.
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kus moiste defineeritakse teda ennast kasutades. Néiteks, kui
kasutame mbistet «korvpallivoistkonna pikim méngija», siis sel-
lise médngija madramiseks kasutame me teda ennast, sest teisiti
meil ei onnestu selgitada, kas ta on voistkonnas koige pikem.
Siin on meil tegemist jirgmise olukorraga: on hulk M ja objekt
m, kusjuures m kuulub hulka M ning objekti m definitsioon sol-
tub hulgast M. Sellist defineerimist nimetame eneseleviitavaks
(loogikute keeles «mittepredikaatseks»). Need probleemid, mis
viisid hulgateoorias paradoksaalsetele jareldustele, ei ole Rus-
selli teooria kohaselt {ildsegi piistitatavad. Eneseleviitavate defi-
nitsioonide kasutamise analiifisi {iksikute paradokside puhul voib
leida niditeks S. K. Kleene’'i6 raamatust «Sissejuhatus meta-
matemaatikasse.»

Vaadeldes neid nn. «eneseleviitavaid» definitsioone, mille
kasutamist ei luba Russelli loodud teooria ning mille mitteluba-
mine voimaldab hulgateooriast korvaldada paradoksid, nideme,
et neid ei saa siiski vélja jitta inimese kogu teaduslikust tege-
vusest (sealhulgas ka matemaatikast). On nimelt terve rida iildi-
selt kasutatavaid mbisteid, mis rajanevad eneseleviitamisele,
nagu nditeks «koige vanem mees kiilas». Ka matemaatiline ana-
liiis kasutab analoogiliselt defineeritud moisteid, nagu maksi-
maalne ja minimaalne element, milleta pole vdimalik 1dbi saada
ning millede kasutamine ei vii ka mingitele vastuoludele. Seda
arvestades on tehtud ettepanekuid lubada teatavaid eneseleviita-
vaid moistete kujundamisi. Uhe sellistest ettepanekutest esitas
1931. a. H. Behmann ja on tuntud «Behmanni lahenduse»
nime all. «<Behmanni lahendus» seisneb teatava kitsenduse tege-
mises eneseleviitavate definitsioonide kasutamisel. Osutub aga,
et selle lisanoude tédidetuse kontroll on kiillaltki tiilikas ning
tuleb igal konkreetsel juhul uuesti 1dbi viia, mistéttu on pohjust
arvata, et «Behmanni lahendus» ei leia iildist tunnustust ka
edaspidi. '

Matemaatika aluste uurimise logistlikust suunast (sealhulgas
ka Russelli «tiilipide teooriast») kokkuvotteid tehes vdib oelda,
et Russelli uurimuste aluseks on kaks ideed: «esiteks, et loogilis-
matemaatilistel paradoksidel on keeleline («semantiline») ise-
loom, ja teiseks, et matemaatika filosoofiliste aluste uurimise
eesméargiks peab olema matemaatika taandamine loogikale, mida
tuleb moista kui mitteempiirilist siisteemi.» 7

Mis puutub teise ideesse, siis ei ole see vahetult seotud hulga-
teoreetiliste paradoksidega ning seepérast ei ole pohjust sellel
kdesolevas pikemalt peatuda. Lihemal analiiiisimisel osulub ta
aga ebadigeks. Seda ndidati matemaatilise loogika enese abil.

S Kaunu, C. K, Bpeseuste B meramatematuky. M., 1957
7 Hapckuii, M. C, ®unocodus Beprpana Paccesna. Maa. Mockosckoro
vu-ta, 1962, 1k. 15.



Nimelt, 1931. a. ilmunud K. Godeli?® toost jareldub, et isegi
selline suhteliselt lihtne teooria, nagu seda on aritmeetika, ei
taandu loogikale.

Hulgateoreetiliste paradoksidega on ldhemalt seotud Russelli
esimene idee. See viiski Russellit «eneseleviitavates deflinitsioo-
nide uurimisele. Nagu juba iilaltoodud néidetest selgub, tooks
Russelli = seisukoha iildtunnustamine kaasa osa matemaatiliste
moistete korvalejatmise. Selles mottes osutub Russelli arendatud
suund tihekiilgseks ning seetottu ei saa temast ldhtudes anda
1oplikku ning iildiselt vastuvoetavat lahendust probleemidele,
mis tekivad hulgateoreetiliste paradokside pinnal. :

Mida aga on andnud logistlik suund matemaatikale? Néahta-
vasti on pohiliseks see, et temaga kaasnes matemaatilise loogika
stigavam labito6tamine. Viimasel aga on suur teoreetiline ning
praktiline tdhtsus. Matemaatilise loogikaga nédidati, et teaduse
loogikalised vahendid soltuvad uuritava materjali sisust. Mate-
maatilise loogikata poleks saanud olla kaasaegseid arvutusmasi-
naid, automaatide teooriat jne.

Intuitsionistlik suund. Matemaatika aluste uurimise selle
suuna eelkdijaks tuleb pidada L. Kroneckerit? kes vditles
K. Weierstrassil® funktsionaalteoreetilise ja G. Cantori®
hulgateoreetilise suuna vastu matemaatikas. Kroneckeri arvates
tuli kogu matemaatika taandada tadisarvude aritmeetikale. Tema
arvates on ainult viimasele omane toeline reaalsus. Hilisem tea-
duse areng on ndidanud selle seisukoha iihekiilgsust ja eks-
likkust.

Seoses tekkinud raskustega hulgateoorias, ldhtusid intuitsio-
nistid nendest Kroneckeri seisukohtadest ning loobusid nn.
aktuaalse lopmatuse 2 moistest. Nemad tunnustavad vaid nn.
potentsiaalset ehk tekkivat 10pmalust, mille kohaselt 1opmatut.
hulka (voi siis 1opmata suurt suurust) ei vaadelda kui tervikuna
etteantut, vaid kui teatud protsessis tekkivat objekti. Niiteks,
naturaalarvude puhul saadakse Kkuitahes suur arv eelmisele
arvule ithe lisamise teel. Potentsiaalse lopmatuse moistet kasu-
tatakse ka néiteks ringi pindala médiramisel, kus ring asenda-
takse jarjest suurema kiilgede arvuga korrapirase hulknurgaga.
Siin piirile minek tdhendab tegelikult potentsiaalse l0pmatuse
kasutamist (hulknurga tippude arvu puhul). Analoogilisel viisil

8 Kurt G6del (siind. 1906) -— austria matemaatik ja loogik.
9 Leopold Kronecker (1823—1891) — saksa matemaatik, tuntud
oma toddega algebra ja arvuteooria alal.

10 Karl Weierstrass (1815—1897) — saksa matemaatik, tuntud
oma pohjapanevate té6dega funktsiooniteoorias.
' Georg Cantor (1845—1918) — saksa matemaatik, tuntud kui

iildise hulgateooria looja.
12 Aktuaalseks lopmatuseks nimetatakse kaasaegses matemaatikas sellist
1opmatust, kus Iopmatut hulka vaadeldakse kui tervikuna etteantut.
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kasutatakse potentsiaalse 16pmatuse moistet matemaatilises ana-
liiisis, nditeks joone pikkuse, kujundi pindala ning ruumala,
madratud integraali jt. moistete defineerimisel. Seega ka klassi-
kaline analiiiis vaatles vaid tekkivat 10pmatust, mis vois iile-
tada iga l6pliku arvu. Ei noutud aga, et ta iiletaks iiheaegselt
koik loplikud arvud. Kui Cantor vaatles niiteks tdisarvude hulka
kui tervikut, siis iiletas see oma elementide arvukuselt koiki lop-
likke hulki. Teiseks pohiliseks (eelnevaga tihedalt seotud) seisu-
kohaks on intuitsionistidel jargmine: klassikalise loogika seadu-
sed on abstraheeritud vahekordadest 1oplike hulkade vahel ning
seetottu viivad nad lopmatute hulkade puhul paradoksaalsetele
tulemustele.’® Eeskatt kehtib see nn. valistatud kolmanda sea-
duse kohta.!'

Nendest seisukohtadest ldhtudes ei tunnusta intuitsionistid
niisuguseid olemasoluteoreemide toestusi, kus ei konstrueerita
vastavat objekti. Nii kirjutas H. Weyl!®: «Otsused eksisteeri-
mise kohta pole iildse otsused (nditeks «eksisteerib paarisarvs),
need on loogikute valjamoeldised. Toeliseks otsuseks on néiteks
«2 on paarisarv». Otsus eksisteerimise kohta on toelise otsuse
abstraktsioon. Kui kujutada endale otsust kui kalliskivi, siis
otsuse abstraktsioon on lihtsalt paberileht, mis néditab kalliskivi
olemasolu, kuid ei anna meile mingeid teateid selle kohta, kus see
kalliskivi asub. Selle paberitiiki ainuke tadhtsus seisab vaid sel-
les, et ta eksitab meid kalliskivi otsimisels Paberil pole seni
mingit vddrtust, kuni me ei realiseeri tema pcolt varjatud tcelist
otsust, nagu nditeks «2 on paarisarv.»

Sellist kontseptsiooni silmas pidades, jdtab intuitsionistlik
suund matemaatikast vélja terve rea olulisi tulemusi, niiteks ka
need, mis on seotud arvuhulkade iilemiste ja alumiste rajadega.
Seoses sellega kirjutab N. Bourbaki!6: «Ei ole midagi ime-
likku selles, et nendest seisukohtadest ldhtudes jouavad matemaa-
tikud-intuitsionistid resultaatideni, mis erinevad oluliselt klassi-
kalistest teoreemidest. Viimastest paljud kaovad, nditeks enamik
matemaatilise analiiiisi olemasoluteoreeme (nagu néiteks Bolzano
ja Weierstrassi teoreemid reaalmuutuja funktsioonide kohta).» 17
Selline asjaolu oli aga vastuvotmatu enamikule matemaatikuile,

13 Usna pohjaliku iilevaate intuitsionismist v&ib saada raamatust:
Fefituur, A, Uaryuunonusm. M., 1965. _

4 Loogikas tuntud vilistatud kolmanda seadus nouab, et iga asja kohta
voiks véita, kas ta eksisteerib voi mitte.

5 Hermann Weyl (188—1955) — saksa matemaatik, ‘intuitsionis-
tide iiks tadhtsaim esindaja hollandi matemaatiku Luitzen Brouweri
(siind. 1891) korval. Tsitaat on voetud raamatust: Beiiap, I'., O ¢uaocodun
MaTtemMaTHkd. — CGOpHHK crateil mo ¢uaocodun matematukun. M., 1936.

16 Nicolas Bourbaki — riihma kidesoleva sajandi prantsuse mate-
maatjkute pscudoniiiim.

17 Byp6axu, H., Ouepku no uctopuu matemartuwn. M. 1963, lk. 32,



kes noudsid matemaatikalt nn. permanentsuse omaduse tdide-
tust. Viimane seisneb selles, et iga uus matemaatiline teooria
peab sisaldama eelnevat samalaadset teooriat kui erijuhtu. Intuit-
sionistlik matemaatika aga tahab matemaatikast vilja liilitada
terve rea kiisimusi, mida eelneval perioodil vaadeldi. Teiselt
poolt, intuitsionistliku matemaatika paljud moisted osutuvad olu-
liselt erinevateks ning keerulisemateks klassikalise matemaatika
vastavatest moistetest. Seda asjaolu silmas pidades iitleb
N. Bourbaki, et intuitsionistlik matemaatika langetab kaasaegse
matemaatilise analiiiisi paljudele tulemustele kohtuotsuse ilma
edasikaebamise Giguseta.!®

On selge, et tunnustades intuitsionistlikku suunda kui
ainuvoimalikku, siis vaesustaks see oluliselt matemaatika tunne-
tuslikku tdhtsust. Pohjus on selles, et intuitsionism tahab sisu
poolest ddrmiselt rikka 10pmatuse moiste asendada kitsa potent-
siaalse lopmatuse moistega.

Intuitsionistliku suuna filosoofiliseks aluseks oli subjektiivne
idealism, mistottu oma filosoofilises aspektis eitavad intuitsio-
nistid matemaatika tunnetuslikku t&htsust. Nende arvates on
matemaatika vaid omapirane «tegevus», kus aluseks on isiku
vaba voli. Sellised filosoofilised alused ei ole Giged ning seetottu
ei leidnud nad ka laialdast tdhelepanu.

Uhe voi teise matemaatilise teooria loomine ei ole tingitud
mitte sellest, et iiks vGi teine isik seda tahtis, vaid selle loomise
‘pohjuseks on inimiihiskonna tunnetuslikud eesmirgid. Iga mate-
maatiline teooria luuakse kas iimbritseva maailma tdpsema tun-
netamise eesmairgil voi siis matemaatika enese arengus esile-
kerkinud probleemide lahendamiseks. Just viimast silmas pida-
des voime &elda, et ka intuitsionistid on andnud oma panuse
matemaatika arengusse. See printlsipiaalne kriitika, mis intuitsio-
nistide poolt sai osaks moistetele «toestus» ja «definitsioon»,
méingis tdhtsat osa nn. konstruktiivse loogika ja konstruktiivse
matemaatika loomisel.

Et illustreerida seda, kuivord hindavad intuitsionistlikku
suunda matemaatikud ja filosoofid, toome veel paar seisukohta.
Nii kirjutab N. Bourbaki: «Intuitsionistlik koolkond, mida mate-
maatikas meenutatakse kui omapédrast ajaloolist kurioosumit,
osutas matemaatikale teene vdhemalt sellega, et sundis oma
vastaseid, s. t. rohuvat enamikku matemaatikuid, tdpsustama
oma positsioone ja tdpsemalt tajuma neid pohjusi (ithed loogi-
lises, teised psiihholoogilises aspektis), miks nad usuvad mate-
maatikasse.» 18

Noukogude filosoof E. Kolman kirjutab intuitsionistidest
jargmist: «...oleks siiski vale alahinnata seda kriitilist t66d,
mida nad on teinud. Kuigi seda kriitikat on tehtud véaidradelt

8 Byp6axu, H., lk. 53.
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tunnetusteoreetilistelt seisukohtadelt lahtudes, naitab see sel-
gesti formalismi metafiiiisilist iseloomu, mis avaldub siis, kui
formalism tahab matemaatikast korvaldada tekkimise (saamise)
moiste. Samuti néitab ta vélistatud kolmanda seaduse piiratud
iseloomu. Kui suured ka ei oleks hulgateooria saavutused, mis on
iiles ehitatud aktuaalsele l1opmatusele, ldheb ta siiski liiga kau-
gele oma iihekiilgsuses, tahtes taandada ammendamatut kontii-
numi naturaalarvude jadale. Mdned tema teoreemid on sedavord
abstraktsed, et kutsuvad esile tosist hammastust. Nii néaiteks
toestas E. Zermelo'® (1904), et punktide hulka, mis moo-
dustab kera raadiusega R on voimalik jagada kaheks punktide
hulgaks, millest kumbki moodustab kera sama raadiusega R.
Ei ole aga selge, milline on selle teoreemi geomeetriline sisu
ning kuidas sellist jaotust teha.» 2°

Formalistlik suund. Selliselt
nimetatakse aksiomaatilist suun-
da matemaatika aluste uuri-
misel. Selle suuna tdhtsamaks
esindajaks ning nii-telda idee-
liseks juhiks on elementaar-
geomeetria aksiomaatika looja
D. Hilbert?2. Siinkohal olgu
aga margitud, et hulgateooria
aksiomaatika loodi ammu enne
seda, kui vastavate kiisimustega
tegeles Hilbert. Esimese hulga-
teooria aksioomide siisteemi
andis 1908. a. E. Zermelo. Hil-
bert hakkas tegelema hulga-
teooriaga alles kédesoleva sajan-
di 20-ndatest aastatest alates.
Nihtavasti tahtis ta oma auto-
riteedi kogu suurust rakendada
voitlusse intuitsionistliku suu-
na vastu. Siinjuures olid tema David Hilbert
ldhemateks kaastootajateks
W.Ackermann, P. Bernays ja J. Neumann. Formalismi
ideeks on uurida matemaatika aluseid aksiomaatilise meetodi
abil, toestades vastava aksioomide siisteemi mittevasturdakivust.

Formalistliku koolkonna pohiline filosoofiline viga seisneb
Iopmatuse kui objektiivse reaalsuse mittetunnustamises. Nende

9 Ernst Zermelo (1871—1953) — saksa matemaatik.

20 Koanbman, I, K KpHUTHKE COBPEMEHHOr0 <«MaTEMaTHYECKOrO» u/ea-
auaMa. — JIuanekTHueckHii MaTepualu3M H COBDeMeHHOe CeCTecTBO3HaHHe. M.,
1957, ik. 231-—232.

2 David Hilbert (1862—1943) — saksa matemaatik.
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vdite kohaselt on reaalne modte vaid loplikel hulkadel, aktuaalne
lopmatus on vaid ideaalne objekt («siimbol»), millele reaalsuses
midagi ei vasta. Formalistide arvates iga toestus, milles esineb
1opmatus, avaldub 16pliku hulga maéarkide abil (nditeks paberile
kirjutamise puhul). Kui niiiid selline kirjutamisviis unifitseerida
ja anda seadused {ihtede lausete jareldamiseks teistest — «for-
maliseerida» matemaatika, siis vasturddkimatuse toestuseks on
vaja vaid ndidata, et nende seaduste pohjal me kunagi ei joua
seoseni 0=1.

Osutub aga, et 1opmatuse moiste on erakordselt rikas. Seda
ei saa defineerida, veel vihem ammendada paberil. Teiselt poolt,
toe kriteeriumiks pole mitte vasturddkimatus, vaid inimkonna
kogu praktiline tegevus.

Et formalistide tiritused ei saanudki seatud eesmérgile jouda,
seda néditavad jargmised Godeli teoreemid 22,

I. Iga aksiomatiseeritud lopmatu siisteemi S puhul voib selle
siisteemi vahenditega piistitada loogilise véite ¢, mille Gigsust voi
ebaodigsust ei saa kontrollida siisteemi S vahenditega.

II. Selliseks lahendamatuks probleemiks osutub selle siis-
teemi S kui terviku vasturddkimatus.

Mida siis tegid formalistid seoses hulgaleoreetiliste paradok-
sidega? Idee oli neil suhteliselt lihtne. Et hulgateoreetilised
paradoksid tekivad kaugeleminevate abstraktsioonide pinnal, siis
ndhtavasti on vaja selliselt kitsendada hulga moistet, et vaadel-
dav teooria ei sisaldaks niisuguseid &armuslikke hulki. Teiste
sonadega: liiga suured hulgad véilja! Selline seisukoht oli alu-
seks juba Zermelo antud esimesele hulgateooria aksioomide
siisteemile. Et Zermelo siisteem holmas liiga vdhe hulki, siis hili-
semad aksioomide siisteemid piitidsid seda viga iihel voi teisel
méiral parandada. Seda koike silmas pidades, voime Gelda, et
sisuliselt vottes ei ole formalistid pliidnudki vastata paradoksi-
dega esilekerkinud kiisimustele, nad on vaid piiidnud véltida
paradokse.?

Tuleb markida, et selline aksiomaatiline iilesehitus muudab
hulgateooria suhteliselt keeruliseks. Nahtavasti sel kujul ei leia
ta kunagi nii lajaldast praktilist kasutamist, kui seda leidis
Cantori loodud hulgateooria ehk nn. «naiivnes hulgateooria.

- Milles seisnevad siis formalistide teened matemaatika aren-
gus? Nad on andnud suure panuse matemaatiliste téestuskaikude
selgitamiseks, lihtsustamiseks ning edasiarendamiseks. Tanu for-
malistidele, on hakatud matemaatilistes toestuskdikudes selgelt

© 22 Kdesolevas on Gddeli teoreemid esitatud vdimalikult populaarsel kujul.

On jdetud tdpsemalt fikseerimata, mulliseid tingimusi peab tditma siisteem S

ning mida' tdhendavad sonad «kontrollida siisteemi S vahenditega». Maone-

vorra tidpsema iilevaate saamiseks soovitame lugejal tutvuda nende kiisimuste

analiiiisiga 1. Kulli raamatus «Matemaatiline loogika» (TIn., 1964, 1k. 198—201).
2 Bbyp6akwu, lk 47. i
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piiritlema iiksikuid momente ja meetodeid. Paljud klassikalised
toestused on vabanenud liigsest ning toestuskdikudes on hakanud
selgemini paistma tdestatava sisu.

Kokkuvatteks. Mis on siis selgunud koigi nende kolme suuna
raames teostatud uuringute pohjal? Nihtavasti on pohiliseks see,
et hulgateoreetiliste paradoksidega esilekerkinud raskused ei ole
selgitatavad iiksnes matemaatika eneste vahenditega, wvaid
selguse loomine selles kiisimuses kuulub filosoofia valdkonda.?

Hulgateoreetilised paradoksid on tingitud sellest, et vaadel-
dakse niisuguseid abstraktsioone, millel pole mingit reaalset
vastet. Nimetatud asjaolu viitab sellele, et opereerimine abstrakt-
sioonidega ei saa olla absoluutselt vaba, ilma igasuguste kit-
sendusteta.

On teada, et inimese tunnetuslikul tegevusel pole piire —
ta voib itha tipsemalt ja tdielikumalt tunnetada iimbritsevat
maailma. Samal ajal aga ei saa inimene oma abstraktsioonides
absoluutse tdpsusega peegeldada iimbritsevat 1opmatut maailma.
Ei ole siis ka ime, et ei saa midagi moistlikku delda koikide
hulkade hulga kohta, sest see oleks ju matemaatiline vaste lop-
matu maailma koikidele omadustele ja eripdrasustele.

Nendest kiisimustest koneldes iitleb N. N. Harin: «Hulga-
teooria osutub tdhtsaks. etapiks matemaatika arengus iitha suu-
remate ja suuremate iildistuste suunas. Tema moisted on viga
iildised, samal ajal aga on neil mitmekesine konkreetne sisu,
nendes ilmneb iildise ja iiksiku, abstraktse ja konkreetse iihtsus.
Hulgateooria laiendab matemaatika praktilise kasutamise sféari
loodusteaduse ja tehnika kiisimustele, lubab siigavamalt ja taie-
likumalt tunnetada iksikute konkreetsete objektide’ omadusi.
Kuid koos sellega on hulgateoorial omad puudused, kuna ta
vaatleb 1opmatut jada elemente staatilises seisundis, ilma muu-
tumiseta, samal ajal, kui konkreetsed reaalsed ob]ektld on pide:
vas muutumises. Sellest on tingitud tema paradoksid.» 25

Toodud sonades vialjendub hulgateooria suur tunnetuslik tdht-
sus, kuid ka tema piiratus kogu reaalse maailma tunnetuse seisu-
kohalt. Kas just mirgitu on hulgateoreetiliste paradokside pea-
miseks pohjuseks, seda on raske delda. Et seda teha, oleks vaja
enam uurida hulgateooria aluseid dialektilise materialismi posit-
sioonidelt 1dhtudes. Paraku on seda senini tehtud darmiselt viahe.

2* Huvitavaid tulemusi selles mottes on andnud nn. metamatemaatiline
suund, mis aga viirib juba omaette artiklit.

% XapuH, H H. MartemaTHyecKasi JOrHKa M TeOpHS MHOMKeCTB. PocBys-
na3nar, 1963, 1k. 64.
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ALGEBRA POHIMOISTEID II

Jevgeni Gabovit$

Selle artikli esimeses osas ! tutvusime kaasaegse algebra kahe
iildise pohimoistega — grupoidi ja poolrithmaga. Nende késitlus
jdtkub ka  kidesoleva osa algul (punktis 5). Punktides 6 ja 7
asume vaatlema algebra iihte kdige tdhtsamat moistet — rithma.
Riihmadele kavatseb autor pithendada ka artikli kolmanda osa,
milles tuleb.juttu maatriksite rithmadest ning moningatest geo-
meetrias ja kristallograafias kasutatavatest rithmadest. Jargneva-
tes osades tutvustatakse lugejaid veel struktuuri, ringi, korpuse,
universaalse algebra ning automorfismi, endomorfismi, homomor-
fismi ja kaasaegse algebra teiste moistetega.

5. Monogeensed poolrithmad

Voib juhtuda, et mingi poolriihma A elementide teatav osa,
s. t. A mingi alamhulk B, moodustab ise poolriihma sama tehte
suhtes, mis on poolrithma A tehteks. Sel korral nimetatakse pool-
riihma B poolriihma A alampoolriihmaks.

Naturaalarvude aditiivses poolrilhmas on alampoolriihmadeks
nditeks alamhulgad {2, 4, 6, 8, 10,...}, {4, 5, 6, 7, 8,...} ja
{5, 6, 10, 11, 12, 13, 14,...}, kuid alamhulk {1, 5, 6, 7, 8, 9,...}
ei kujuta endast alampoolriilhma, sest ta ei moodusta liitmise
suhtes poolrithma: ta ei sisalda néditeks arvu 1| +1=2. Kiill
aga moodustab viimane alamhulk poolriihma korrutamise suhtes,
olles seega naturaalarvude multiplikatiivse poolriihma alampool-
rithmaks.

Poolrithmas L korrutamisreegliga a-b=a (vt. punkt 3
artikli esimeses osas) osutub iga alamhulk alampoolriihmaks
(miks?), nn. nullkorrutamisega poolrithmas F korrutamisreegliga
a-b=7F, kus f on mingi fikseeritud element (vt. punkt 3), moo-
dustab alampoolrithma iga alamhulk, mis sisaldab elementi f
(miks?).

Kui poolriihmas on olemas null- voi ithikelement, siis moodus-
tab kumbki neist omaette alampoolrithma. Et iga hulk on ise
enda alamhulgaks, siis ka kogu poolriihm ise on enda alampool-
rithmaks.

I Vt. Matemaatika ja kaasaeg, VI, lk. 3—13.
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Analoogiliselt alampoolriihmaga voib sisse tuua ka alam-
grupoidi moiste. Niiteks tabeliga

X e a b c
ele a b c
ala a b e
b|b b b e
clc e e e

médratud grupoidis on alamhulgad {e}, {a}, {0}, {a, b}, {e, a},
{e, b}, {e, c}, le, a, b}, {e, a, c} ja {e, b, c} alamgrupoidideks
(kontrollidal), alamhulk {a c} aga mitte, sest akc—e.

Kuna poolrithma iga alamgrupmd on tema alampoolriihmaks
(miks?), siis selleks, et kontrollida, kas antud poolriihma mingi
alamhulk moodustab alampoolrithma, tarvitseb vaid veenduda,
et vaadeldava .alamhulga jaoks on poolriihma operatsioon teh-
teks, s. t. et alamhulk on selle operatsiooni suhtes kinnine.

Milline on poolriihmas A koige viiksem alampoolrithm, mis
sisaldab A mingit elementi a? Ilmselt peab see alampoolrithm
sisaldama peale elemendi a enda veel korrutisi (kui poolrithma
tehet nimetada korrutamiseks) a-a=a? a.a-a=a?,

.,a-a- ... .- a=a* jne, s. t. a koiki astmeid. Kuid a astmed
A Y ——
k korda
moodustavadki juba alampoolrithma, sest
ak.al=a-.a-....-a-a-a-... -a=a-a- ... -a=qa*",
k korda ! korda k + [ korda

s. 1. elemendi a kahe astme korrutis on jillegi a aste. See alam-
poolrithm vastabki {ilainimetatud tingimusele: ta on poolrithma A
véhim alampoolrithm, mis sisaldab elementi a. Seda alampool-
riihma nimetatakse elemendi a poolt moodustatud alampoolriih-
maks ehk monogeenseks alampoolrithmaks (kreeka k. updvoc —
iiksainus, pévo¢ — péritolu).

Kui poolrithm iihtib tema mingi elemendi poolt moodustatud
monogeense alampoolrithmaga, siis nimetatakse seda pool-
riihma ennast monogeenseks. Nii on néiiteks naturaalarvude
aditiivne poolrithm monogeenne moodustava elemendiga 1:

k=1+14...+1
k korda

Monogeenne poolriihm on alati kommutatiivne (miks?).
Ulalmainitud poolrithmas L korrutamisreegliga a-b=a on
monogeensed alampoolriihmad i{iheelemendilised: iga @ korral
a?=a3=.,.=a*f=...=a; nullkorrutamisega poolrithmas F
koosnevad monogeensed alampoolrilhmad kas iihest elemendist f
voi kahest elemendist a ja f,sest P=f=.. .=ft= .. =/, aga
ka az4f korral @@=ad=..  .=ak=. .=F ‘
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. Poolrithmas H={a, b, ¢,-d, |, g, h, 0}, mis on antud Cayley
tabeliga

&

g e )

O OAS o l Q
O AOCTAS

SEmTra o ThA | O
O O o~ | &
O Ao ~ran [~
COoNNEEmEn K
Scoo x| >
OO OOCCOCOOoOO | o

koosneb elemendi g poolt moodustatud monogeenne alampool-
rithm elementidest g, h ja 0, aga elemendi a poolt moodustatud
monogeenne alampoolrithm elementidest a, b, ¢, d jaf (kontrol-
lida!).

Uldiselt voib monogeenne poolrithm olla kas loplik voi 10p-
matu. Nagu me selles kohe veendume, on ta lopmatu vaid siis,
kui moodustava elemendi a astmete seas pole vordseid, s. t. kui
kahe erineva naturaalarvu & ja ! korral ei saa olla a*=al.

Iga 16pmatu monogeenne poolrithm koosneb koikidest astme-
test .a, a2, @3, ..., a* ..., mis korrutatakse tavalise astmete
korrutamise reegll jérgi ning seega koik 16pmatud monogeensed
poolrithmad on omavahel isomorfsed.

Lopliku monogeense poolrithma juhuga on tegemist siis, kui
moodustava elemendi astmete seas on vidhemalt kaks vérdset.
Toepoolest, olgu a* esimene a astmete seas, mis on voérdne mingi

teise astmega ning a** — esimene a*-ga vordne aste: a*= gt
Siis ka koik teised a astmed a®, kus n > k- [, vorduvad iihega
astmetest a®, ak*, a%+2, | ak+-1 Nimelt a#++ = ghtl ghktlt2 —
=akt2 ak+lt a’”’*‘, ak?l = gk jne. Uldse v6ib suvalise

naturaalarvu n > k- [ esitada kujul n==%k+ jl 4+ i, kus j on
mingi naturaalarv ja i on [-st vidiksem naturaalarv. Seepéirast
vordub iga aste a® mingi {ilalmainitud astmega a*" (i=
=01, ..., [—1).

Vaadeldaval juhul leidub seega vaid £+ 1 — 1 erinevat astet
ja poolrithm on toepoolest 16plik. Korrutamlsreegel nieb vilja
jargmisena:

am - gn e | kui m—4n < k-1

\a®, kuim—4n>k-+41jamtn=k+jl+4i

Nagu veendusime, on 16plik monogeenne poolriihm méaratud
kahe arvuga % ja I. Seda arvudepaari (k, !) nimetatakse moo-
dustava elemendi ning monogeense poolriihma jdrguks. Ilmselt
on koik antud jérku monogeensed poolrithmad omavahel iso-
morfsed.

Vaatleme néiteks monogeenset poolriihma, mille jark on (3, 4).
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Ta koosneb kuuest elemendist 4, a2, a3, a?, a° ja a® ning tema
Cayley tabel ndeb vilja nii:

'| a a? a’ at a® ab

a a? asd at as ab ad

a2 | @8 at as ab a3 at
@ | at as ab a3 at as

a-1 ﬂ5 aG a3 a4 aS‘ aﬁ

a® |at a at ad as ad

aﬁ a3 a4 aS aG aS at

Jargmisel diagrammil on nooltega ndidatud, millise elemendi me
saame, kui korrutame a mmgl astme veel kord a- ga:

/'a
a—a*—g’° \as
N g’

D1agramm1 abil korrutise a™ -an leldmlseks tuleb ldhtuda ele-
mendist a™ ning kdia nooltega nididatud suunas n sammu.

Sellist diagrammi on voimalik joonistada iga 16pliku mono-
geense poolrithma jaoks. Nditeks iiheelemendilise poolrilhma kor-

ral nideb see védlja nii:
a)

kaheelemendiliste monogeensete poolriihmade jaoks on v6ima-

likud diagrammid:
) . = 2
~_ 7

Teatud analoogia selliste diagrammide ja komeetide kujude
vahel viib mottele kasutada nimetust «saba» nende elementide
hulga jaoks, mis ei iihti iihegi teise astmega, nimelt elementide
a, a2, ..., a*! jaoks, ning nimetust «fuum» iilejidnud elemen-
tide hulga jaoks. Muidugi wvoib juhtuda, et monogeense pool-
riihma «tuum» voi «saba» voi isegi molemad on kddunud, nagu
see ndhtub kolmest viimasest diagrammist.

Diagrammide kasutamine lihtsustab tunduvalt 16plike mono-
geensete poolrithmade uurimist, muutes selle niitlikumaks. Sel-
gitame naiteks, millal on monogeensel poolriihmal olemas null-
element, millal iihikelement ja millal need molemad.

Ilmselt peab nullelement kuuluma monogeense poolriihma
«tuumay, sest vordusest 0=a" jéreldub, et 0 =0-a=a"*-a=
= a1 s. t. 0 on a selline aste, mis vordub a mingi teise ast-
mega. Vordusest a®= a®! jareldub otsekohe, et koik «tuuma»
elemendid on omavahel vordsed (tuum on kddunud). Nullele-
mendiga monogeense poolriihma jarguks on seega (%, 1) ning
poolrithma diagramm on jargmine:

a—a*—a—...—ag"'— af)



Teiselt poolt on a* nullelemendiks igas (%, 1)-jdrku monogeenses
poolrithmas: a™ - a* = a*. ’
Uhikelemendiga monogeenses poolrithmas on samuti tegemist
kodumisega. Seekord on kdodunud «saba». Toepoolest, peab ju
iihikelement e rahuldama poolrithma iga elemendi x korral seost
x-e=x. Kuna aga siin e ja x on a astmed, siis «saba» elemendi
am™ jaoks peaks kehtima vordus a™-a"=a™, mis on vdimatu
(miks?). Seega iihikelemendiga monogeense poolriihma jarguks
on (1,!) ja tema diagramm néeb vilja nii:
2
a/a —~°

t !

a‘— Qll—"

Teiselt poolt on ilmne, et igas sellises poolrithmas on element af
ithikelemendiks: a™. a! = a™ = a™,

Uhendades kaks viimati saadud tulemust voime oOelda, et
monogeenne poolriihm sisaldab nii {ihik- kui ka nullelementi
vaid siis, kui ta koosneb iihestainsast elemendist.

Ulesandeid:

15. Kas lehekiiljel 15 korrutamistabeliga esitatud grupoidi koik alam-
grupoidid on tekstis loetletud?

16. Leida lehekiilijel 16 defineeritud poolrilhma H iga elemendi poolt
moodustatud monogeensed poolrithmad, méiirata nende jargud ning joonistada
diagrammid.

17. Millised on 16pliku monogeense poolrithma alampoolrithmad?

6. Riihmad

Koikide tdisarvude, kdikide ratsionaalarvude ja kéikide reaal-
arvude aditiivsetel poolriihmadel, koikide positiivsete ratsionaal-
arvude ja koikide reaalarvude multiplikatiivsetel poolrithmadel,
korrapdrase viisnurga poorete poolrithmal (vt. joon. 1) ning
vdga paljudel teistel poolrithmadel on rida ihiseid huvitavaid
omadusi, mille kehtimist ei noutud poolriihma moiste definitsioo-
nis ning mis lubavad eraldada koikide poolriihmade seast raken-
duste seisukohalt vidga tdhtsate poolrthmade — nn. rihmade
klassi. Et rithmateooria on tekkinud palju varem kui poolrithma-
teooria, kinnitavad ka terminid ise: sdna poolrithm on tuletatud
sonast riihm. Ténu sellele ning mbiste enda rikkamale sisule on
riihmateooria arendatud palju kaugemale kui poolriihmateooria.

Andmata esialgu tédpset definitsiooni mainime, et riilhma
moistet ning rilhmateooria tulemusi kasutatakse tdnapdeval viga
laialdaselt teoreetilises fitiisikas ja kristallograafias. Ka mate-
maatikas endas vajavad rithmateooriat geomeetria ja topoloogia,
funktsionaalanaliiiis ja arvuteooria. Samuti ei saa kaasaegse
algebra paljud harud 14bi ilma rithmateooriata — kaasaegse
algebra vanima ja koige siigavamale arendatud haruta. Niitena
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loome tuntud prantsuse matemaatiku, kaasaegse algebra rajaja
Evariste Galois’ loodud teooria, millega korgemat jarku vorran-
dite lahenduvuse uurimine taandatakse moningatele rithmateoo-
ria kiisimustele. Muide, termin «rithm» périnebki Galois’lt. ‘

Po6o6rdume niiiid rithma moiste juurde. Kdesoleva punkti algul
rihmade ndidetena mainitud poolrithmad olid kodik iihikelemen-
diga, milleks kolmes esimeses ndites oli arv null, kahes jarg-
mises arv iiks ning viimases néites pdore 0° vorra (tuletame
meelde, et e on iihikelement, kui iga elemendi @ korral antud
poolrithmast a-e=e€-a=a).

a
€ 2]
8 D C 3
aO
I . A
A C A
€ /
e 5a
€ o c 8
[») -
/ "\:2 D
3
8 D. c £
8 A
Joonis 1.

Kuid niidetena toodud poolriihmadel on veel teine ithine oma-
dus. Koigis neis on lahenduv vorrand a-x=»5b (voi vorrand
a - x = b, kui kasutada aditiivset kirjutusviisi). Toepoolest, selle
vorrandi lahendiks on viie esimese poolrithma korral kas vahe

b — a voi jagatis %. Viimases poolriihmas (vt. p. 4) on vorrandi
a'tlx =>b lahendiks p&bre, mis tdiendab podret a poédérdeni b
(voi poordeni b -- 3€0°, mis meie poolriihma seisukohalt samuti
kujutab endast elementi b). Niiteks a, ja a4 jaoks, mis tdhistasid
vastavalt poordeid 72° ja 288° vorra on vorrandi a, -+ x=a,
lahendiks x = a;, s. o. poore 144° vorra.

Lopuks on koigil vaadeldud poolrithmadel veel iiks eriline
omadus; iga elemendi @ jaoks leidub nn. péérdelement a™', sel-
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line, et? a-a' = e (aditiivse kirjutusviisi korral rdagitakse vas-
tandelemendist ning kasutatakse tdhistust —a). Naiiteks korra-
pdrase viisnurga p66rete poolrﬁhmas kus elemendi a vastand-

—lay=a,, — a;= a (kontrolllda!).

Anname niiiid rithma moiste range definitsiooni. Poolrithma
G nimetatakse rithmaks, kui selle poolriihma iga kahe elemendi
a ja b korral leiduvad sellised poolriihma elemendid x ja y (mis
voivad monikord olla ka vordsed), et a-x=1"> ja y-a=2», s. L.
et need vorrandid on lahenduvad.

Lugejal voib tekkida kiisimus: ‘milleks nouda kahe elemendi
x ja y olemasolu, kas x ei kolba ka teise vorrandi lahendiks?
Kuid lugedes veel kord tdhelepanelikult 1dbi rithma definitsiooni
mairkame, et selles pole kusagil noutud poolriihma kommutatiiv-
sust. Seepdrast voib juhtuda, et korrutis x-.a kujutab endast
hoopis mingit teist elementi, mitte aga elementi b = a - x. Mitte-
kommutatiivses riihmas eksisteeribki iildiselt elementide a ja b
jaoks kaks erinevat elemendi a jagatist b-ga: a-b7! ja b7'-a
—b 4 a). Selles, et mittekommutatiivseid rithmi toepoolest on
olemas, veendume hiljem, siis, kui tutvume rithmade uute naide-
tega. Kdesoleva punkti algul ndidetena toodud arvude ja pddrete
rithmad olid koik kommutatiivsed.

Kuna iga rithm on tingimata ka poolrithm, siis rithmade kor-
ral on tdhendus ka sellistel poolrihmadega seotud moistetel
nagu isomorfism ning alampoolriihm. Viimase loomulikuks
iildistuseks on alamriithma modiste: rithma alamhulk moodustab
alamrithma, kui ta on ise riilhm sama tehte suhtes. Ndaiteks téis-
arvude aditiivses rithmas moodustab alamriihma koigi paaris-
arvude hulk, kuid seevastu arvudest 1 ja —1 koosnev hulk pole
temas alamriihmaks, kuigi moodustab ise rithma korrutamise
suhtes.

Rilhma moiste voib defineerida ka jargmiselt. Poolriihma G
nimetatakse riihmaks, kui ta sisaldab ihikelemendi e ning hkui
selle poolriihma iga elemendi a jaoks leidub péordelement a!,

Viimaste definitsiooni abil on sageli monevorra mugavam
kontrollida, kas antud poolrithm on rithm voi mitte.

2 Nii defineeritud pooérdelementi a—) tuleks tdpsemalt nimetada elemendi
a parempoolseks poordelemendiks. Osutub aga, et kui poolrithma igal elemendil
on olemas parempoolne pdérdelement, siis on sce samaaegselt ka vasakpool-
seks poordelemendiks, s. t. rahuldab tingimust a-1-a=e (see asjaolu oietj
oigustabki tema nimetamist lihtsalt p&érdelemendiks). Toepoolest, olgu a~t
elemendi a parempoolne poordelement s. 1. a-a1=-e. Korrutades viimast
vordust vasakult elemendiga a-! ja paremalt tema parempoolse poordelemen-
diga saamegi a-l-a=c. B
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Molemad toodud definitsioonid on samavéirsed, s. t. esime-
~est definitsioonist jareldub teine ja teisest esimene. Et see toe-
poolest nii on, selles veendub lugeja ehk ise.

Rithma definitsioonis esitatud nouded on kiillaltki ranged,
mis ndhtub juba tosiasjast, et enamus kdesolevas artiklis néide-
tena toodud poolriihmadest neid ei rahulda. Poolriihmad L ja F
(v, punkt 5) ei kujuta endast rithmi, sest neil pole iihikelementi.
Samal pohjusel ei moodusta rithma ka paarisarvude multiplika-
liivne poolrithm.

Poolrithmades, mis koosnevad antud hulga A koikidest alam-
hulkadest ning mille tehteks on kas iihisosa voi {ihendi votmise
operatsioon, on iihikelemendiks vastavalt kas kogu hulk A voi
tithi hulk @. Kui B on selline alamhulk, et Bs£A ja B=4@,
~iis iga teise alamhulga C korral BN Cs£A, BUC=#£0, s. t.
clement B ei ole péoratav kummagi tehte suhtes. Seega kumbki
nendest poolrithmadest pole riihm.

Majade poolriihmale (vt. punkt 3 kdesoleva artikli esimeses
0sas) voib lisada n.-6. kédunud maja, mille laius on kaduv-viike.
Sce maja etendabki majade poolriihmas iihikelemendi osa, kuid
vastandelementi iihelgi majal ei ole: liites majale a veel mingi
maja b saame alati molemast liidetavast pikema maja, mis
muidugi ei ole kodunud ja seega ei vordu iihikelemendiga.

Lopliku hulga koigi teisenduste poolrithmas (vt. punkt 3)
on ihikelement olemas, kuid kaugeltki mitte igal teisendusel ei
ole podrdelementi. Niiteks seostest

(1 2 3).(1 2 3 )_(I 2 3 )¢<l 2 3)
1 1 1 alagag_alalal 1 2 3
jireldub, et teisendusel, mis viib kogu hulga {1, 2, 3} iile arvuks
|, pole olemas pd&ordelementi.

Toome veel moningad ndited rithmade kohta, jattes rithma
aksioomide kehtivuse kontrollimise enamasti lugeja hooleks.

IHuvitava nédite vbib konstrueerida, kui vaadelda korrutamis-
(chet hulgal, mis koosneb nullist erinevatest irratsionaalarvudest

kujul a—+bv 2, kus a ja b on ratsionaalarvud. Et 1=
140-v 2 siis arv 1 kuulub vaadeldavate arvude hulka.

Illemendi a4 bv'2 podrdelemendiks osutub %, mis on
kirjutatav noutaval kujul:
a - —b —
52_21,2 Jl_ aZz — 9b? \/ 2,

kins a2 — 26240 (miks?).

Riihmadest, millede elementideks on arvud, operatsiooniks
aga arvude tavaline liitmine voi korrutamine, nimetame veel
koikide kompleksarvude ja nn. Gaussi tédis- ja ratsionaalarvude
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aditiivseid rithmi (Gaussi {dis- ja ratsionaalarvud on sellised
kompleksarvud a —+ bi, kus a ja b on vastavalt tdis- voi ratsio-
naalarvud), koikide nullist erinevate ratsionaal-, reaal- ja komp-
leksarvude multiplikatiivseid riihmi ning arvudest 1 ja —1 koos-
nevat multiplikatiivset rithma. '

Mittekommutatiivse rithma nditena toome jargmise Cayley
tabeliga defineeritud grupoidi:

e Sy So Ss a b
e e Sy Sg 83 @ b
s, | 8 e a b So $3
Sg So b e a S3 St
S3 S3 a b e S1 Sz
a a S3 S ss b e
b b Sa S3 Sy e a

Selle grupoidi assotsiatiivsuses veendumiseks tuleks viia [dbi
kiillalt komplitseeritud analiiiis. Niisuguse analiiiisi valtimiseks
néditame hiljem, et see grupoid on isomorfne teatud teisenduste
rihmaga, millest jdreldubki tema assotsiatiivsus. Lédhtudes ole-
tusest, et vaadeldav grupoid kujutab endast poolriihma, on viga
lihtne néiidata, et tegemist on isegi riihmaga. Toepoolest, {ihik-
element on selles poolrithmas olemas ning poédérdelemendid nie-
vad vilja jargmiselt: a' = b, b~'=aq, s;' =3s; (i=1, 2, 3) ning
e!=¢ (nagu see on alati ithikelemendi korral: ¢-e=e).
Toodud rithm on mittekommutatiivne, nagu see ndhtub Cay-
ley tabeli ebasiimmeetrilisusest. Ta on isegi teatud moites mak-
simaalselt mittekommutatiivne: peale korrutiste kujuga x-x=
=X-x, x-e=¢e-x ja x'-x=x-x"', mis kunagi ei olene tegurite
jrjekorrast, on siin alati x-ys£y-x. Uhtlasi leiab selle néite
puhul kinnitust iilalmainitud fakt erinevate jagatiste olemasolust:
Spral=38,.b=s3 ja a'-s,=b-5,==:,.
Mittekommutatiivse rithma moodustavad ka ratsionaalfunkt-
sioonid
1

' x
e =X, fxzx, fo=1—x, fSC:xTI’ =

x—l’ d— 1 ‘
X l—x

kui -tehtena «o» vaadelda liitfunktsiooni moodustamist. Siis on
naiteks

L xel_x—xbl_ 1
fZOC——l'_“x"'—f—x—'fh
(== =% x
cofr= 1—x —'l—x_x—l_fa
ja fa_[ — fs, sest
x x
x—1 x—1
faofs=-— a1 T
x—1 x—1

aga e on selle riithma iihikelement (miks?).
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Rithma moodustavad ka rombi siimmeetriateisendused. Neid
on neli (vt. joon. 2): samasusteisenduse e, peegeldused a ja b
diagonaalide suhtes ning tsent-
raalsiimmeetria ¢. Selle rithma ¢ A
Cayley tabel on jdrgmine

! a b c
’ B D o =3

|
|
e |

Uurides tdhelepanelikult seda

ja eelmist Cayley tabelit paneme
tdhele, et tabeli igas reas ja igas
veerus esineb iga element iiks
ja ainult iiks kord (poolriihmade
korral, mis ei kujutanud endast
rithmi, oli olukord teistsugune:
lehekiiljel 16 on esitatud pool-
rihma H Cayley tabel, mille
neljandas reas néditeks elemendid
a ja b ei ole {ildse esindatud,
elemendid ¢ ja  aga esinevad Joonis 2.
kumbki kaks korda).
- Rithmade Cayley tabelite selline omadus on seotud vorran-
dite® u-x=v ja y-u=o lahenduvuse tingimusega rithma defi-
nitsioonis. Nimelt selleks, et vorrand u-x = v oleks iga v korral
lahenduv, peavad tabelis u-le vastavas reas eksisteerima koik
v-d, s. t. rihma koik elemendid. Lopliku rithma korral jéreldub
siit, et iga v peab selles reas esinema ainult iiks kord. Aga ka
lopmata rithma korral ei saa neid iiheski reas olla kaks, sest
siis oleks kahe erineva elemendi x; ja xs korral u-x;=v ja
u-x, =1v; korrutades molemad vordused vasakult u~'-ga saame:
x1=u"-v ja xp=u"'- v, mis on vastuolus eeldusega, et x; =% x,.
Analoogiline arutelu nditab, et riihma Cayley tabeli veergudel on
samasugune omadus. '

Vastupidi, kui poolrithma Cayley tabeli igas reas ja veerus
on esindatud poolrithma iga element, siis selles poolrithmas on
vorrandid #-x=v ja y-u=v lahenduvad. Kui see poolrithm
on ilthikelemendiga, siis on ta rithm.

Q

¢
c b

S o ®
SR
®
[SERCTSS )
A SRS

Ulesandeid:

18. Toestada, et korrapirase kolmnurga péorded, mis viivad tipud tippu-
deks, moodustavad monogeense rithma.

3 Segaduste véltimiseks on rithma mistahes elemente siin tédhistatud
tdhtedega u ja o.
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19. Toestada, et ringjoone poorded iimber keskpunkti (vt joon. 3) moo-
dustavad rithma, mis on isomorine koikide reaalarvude aditiivse rithmaga.

e &

Joonis 3.

P

20. Kas kdik nullist erinevad arvud kujuga a-+bV13 moodustavad
korrutamise suhtes rithma, kui @ ja b on: 1) taisarvud; 2) ratsionaalarvud?

21. Toestada, et funktsioonid e, fi, fs, f3, ¢ ja d (vt. lk. 22) moodustavad
riihma, mis on isomorfne samal lehekiiljel Cayley tabeli abil defineeritud
kuueelemendilise mittekommutatiivse rilhmaga.

7. Substitutsioonide rithmad

Nagu eelmises punktis mainisime, ei moodusta 1opliku hulga
kbik teisendused rithma, sest moningatel teisendustel ei leidu
podrdelementi ehk pdordteisendust. Muidugi leidub ka selliseid
teisendusi, milledel poordteisendus on olemas. Ndiiteks seosest

12345\.(/12345\_(12345
23451 512314 12345

néhtub, et
12345\"'_(12345
23451 51234)

Uldiselt leidub 16pliku hulga {1, 2, ... , n} teisendusel i~ g,
poordteisendus siis ja ainult siis, kui elementide @; seas pole
vordseid, ehk teiste sonadega, kui teisendus on iiksiihene.

Kuna kahe iiksiihese teisenduse korrutis on jédllegi iiksiihene
teisendus, siis antud 10pliku hulga koik iiksiihesed teisendused
ehk substitutsioonid, nagu neid teisiti nimetatakse, moodustavad
riihma. Hulga {1, 2, ... , n} koigi substitutsioonide riihma tahis-
tatakse siimboliga S,; nii riihma S, ennast kui ka tema alam-
rithmi nimetatakse siimmeetrilisteks rithmadeks. Nimetus tuleneb
sellest, et (nagu me hiljem veendume) substitutsioonide riihmad
on tihedalt seotud geomeetriliste kujundite siimmeetria uurimi-
sega. Riihm S, koosneb n! elemendist, sest siimbolite 1, 2, ... , n
igale permutatsioonile vastab iiks ja ainult iiks substitutsioon.
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Ainsaks kommutatiivseks substitutsioonide rithmaks S, on
kaheelemendiline rithm S,. Rithm S; koosneb kuuest elemendist
ning pole kommutatiivne, nagu nahtub jargmisest néitest:

123Y.(123Y_(123\. (123Y.(123y_(123
321)°\231 132)7 \231)'\321 213)

Rilhm S; on isomorfne eelmises punktis Cayley tabeli abil defi-
neeritud mittekommutatiivse kuueelemendilise riihmaga. Selles
veendumiseks tarvitseb vaid tuua S; elementide jaoks sisse jérg-
mised tdhistused:

(123 (123 . _ (123
"‘(123).’ S‘—(132)’ 52 (321)'

(123 (123 (123
33‘*(213)’ “—(312)’ b—(23 1)

ning koostada rithma S; Cayley tabel.

Lihtne on veenduda, et kdik rithmad, mis koosnevad vahem
kui kuuest elemendist, on kommutatiivsed. Nendeks rithmadeks
on jargmiste Cayley tabelitega médratud monogeensed rithmad
(moodustava elemendiga a neljal viimasel juhul):

[ e ] e a | e a b

e | e e e a e e a b

a a e a a i e

b h [ a
l e a b c | e a b c d
e ¢ a b c e e a b ¢ d
a a b c e a a b ¢ d e
b b ¢ e a b b ¢ d e a
¢ e a b c ¢ d e a b
d d e a b ¢

ning rombi siimmeetria rithm (vt. lk. 23), mida nimetatakse veel
Cayley neliriithmaks. Seega S; on minimaalse elementide arvuga
mittekommutatiivne riihm.

Kuna monogeenne rithm sisaldab iihikelemendi, siis on ta
alati (1,7)-jdrku ning koosneb [ elemendist. Rithma jdarguks
nimetatakse riihmateoorias riihma elementide arvu. Seega mono-
geense rithma jarguks nimetatakse. edaspidi mitte paari (1, 1),
vaid lihtsalt arvu L

Loplike rithmade teoorias on iitheks tdhtsamaks kiisimuseks
koigi antud jdrku (n-jarku) rithmade kirjeldamine. Kuigi see
iilesanne pole teoreetiliselt lahendumatu, muutub selline kirjeldus
n suurte vddrtuste korral praktiliselt teostamatuks. Kiill aga
voib seda iilesannet lahendada n viikeste vdartuste korral. On
niiteks teada, kui palju on omavahel mitteisomoriseid rithmi
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n < 31 jaoks. Need andmed on koondatud jidrgmisse tabelisse:

Rithma jérk ‘1’2'3 4’5'6[7 8[9’10)11’12(13’14‘15‘16

Rithmade arv }1‘1‘1 2|1‘2’1 5[2’2 |1 |5 ‘1 12’1 (14

Riihma jérk ’17‘18‘19’20‘21|22‘23 24[ 25 | 2% | 927 } 28’29 | 30 | 31

Riihmade arv '1‘5[1 5|21211}15‘2 ‘2 '5 ‘4 REERE
I

On kirjeldatud koik rithmade tiiibid juhul, kui nende jark
avaldub kujul p, p?, p3, p* p° pg, pg* voi pgr, kus p, g ja r on
algarvud. On naditeks selgitatud, et eksisteerib ainult kaks mitte-
isomorfset rithma jdrguga p?, molemad nad on kommutatiivsed.
Jarku pg voib olla kaks oluliselt erinevat rithma: kommutatiivne
ja mittekommutatiivne, kusjuures mittekommutatiivne eksisteerib
vaid siis, kui p > ¢ korral saame p jagamisel g-ga jddgiks 1.
Viieteistkiimnendat jarku riihmi nditeks on ainult {iks. See on
kooskdlas eelnevaga: 15=5-3 ja vile jagamisel kolmega saame
ithest erineva jdigi 2.

Rithmas S, vdib dra maérkida % elemendist koosneva alam-
rithma A,, mida nimetatakse vahelduvaks rithmaks. Tema ele-
mentideks on nn. paarissubstitutsioonid. Substitutsiooni

123456738
51824736

alumises reas on mitu sellist arvudepaari, mis moodustavad nn.
inversiooni: suurem arv seisab viiksemast vasakul. Kokku on
neid inversioone 12: arv 5 moodustab inversiooni arvudega 1, 2,3
ja 4, arv 8 arvudega 2, 3, 4, 6 ja 7, arv 4 arvuga 3 ning arv 7
arvudega 3 ja 6. Seda substitutsiooni ja ka iga teist, mille alu-
mises reas on paarisarv inversioone nimetataksegi paarissubsti-
tutsiooniks. Voib tdestada, et paarissubstitutsioonide korrutis on
jalle paarissubstitutsioon. Et iihiksubstitutsioon on ka paaris-
substitutsioon (null inversiooni!), siis jareldub siit, et paaris-
substitutsiooni p6ordsubstitutsioon on samuti paarissubstitutsioon
ja seega moodustavad paarissubstitutsioonid toepoolest rithma.
Naiteks A; koosneb elementidest e, a ja b.

Rithmad S, on huvitavad mitte ainult selle poolest, et kuju-
tavad endast mittekommutatiivseid riithmi. Nad on teatud mbttes
universaalsed rithmad: saab nididata, et rithmas S, leidub iga
n-jarku rithmaga isomorfne alamrithm.

Substitutsioonide rithmade teooria on ajalooliselt esimeseks
kaasaegse algebra haruks. Esimeste siigavamate tulemusteni sel-
les teoorias joudis Evariste Galois (1811—1832, hukkus
traagiliselt duellil 21-aastasena), kes taandas algebraliste vor-
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randite radikaalides lahenduvuse uurimise nendele vastavate
substitutsioonide rithmade uurimisele. Galois’ geniaalsed t66d
said iildtuntuks aga alles aastakiimneid pdrast autori surma.
eriti seoses Camille Jordani (1838—1922) «Traktaadi subs-
titutsioonidest» ilmumisega 1870. a. Viimases monograafias olid
kokku voetud loplike rithmade teooria tulemused koos nende
rakendustega arvu- ja funktsiooniteoorias ning algebralises geo-
meetrias.

Jark-jargult selgus, et enamik tulemustest ei pohine
asjaolul, et rithma elementideks on substitutsioonid, vaid tulene-
vad teafud omadustega operatsiooni olemasolust I6pliku hulga
elementide seas. Nii tekkis loplike riihmade aksiomaatiline teoo-
ria, mille " arenguperioodiks sai m&oédunud sajandi 10pp ning
kdesoleva sajandi algus ning mille edusammud on seotud
G. Frobeniuse, O. Holderi, W Burnsidei, I. Schuri,
G. A. Milleri jt. nimedega.

Kuid 16plikkuse ndue, olles liiga rangeks kitsenduseks, ei saa-
nud alatiseks rahuldada matemaatikuid. Esimesed uurimused
lopmatute riihmade teooria ja rakenduste alal kuuluvad C. Jor-
danile ning tema opilastele S. Liele ja F. Kleinile. Tee-
tahiseks rithmateooria arengus on aga Kiievi iilikooli noore 6ppe-
jou OttoJuljevits Schmidti (1891—1956) 1916. a. ilmu-
nud monograafia «Abstraktne riihmateooria», milles esmakord-
selt kaisitleti siistemaatiliselt riihmateooriat ilma 1oplikkuse
noudeta.

Ténu O.J. Schmidti ja tema opilaste entusiasmile on
abstraktse ehk iildise rithmateooria edasine areng viga suu-
rel miédral toimunud ndukogude matemaatika raamides. Mai-
nime siin A. N. Maltsevit, B. I. Plotkinit ning
O. J. Schmidti opilasi A. G. Kurosit, S. A. TSunihinit,
A. A. Kulakovi, V. K. Turkinit ja A. P. Ditsmanit.
Ka tdnapdeval jdtkub rithmateooria kiire areng. Huvitav on
mérkida, et korvuti iildise riihmateocoria edasiarendamisega
hakati viimastel aastatel jille suurt tdhelepanu pé6érama 16pli-
kele rithmadele. Muuseas, kasutades abstraktse rithmateooria
vdga siigavaid tulemusi, lahendati aastakiimneid lahendamata
seisnud probleeme, millest moned esitas juba Burnside.

Ulesandeid:
22. Toestada, et kahe substitutsiooni korrutis on substitutsioon.
23. Toestada, et a) S — lopmatu hulga koigi iiksiiheste teisenduste

hulk moodustab rithma korrutamise operatsiooni suhtes; b) alamriihma riih-
mas S., moodustavad sellised teisendused, mis jitavad paigale koik elemen-
did, vilja arvatud mingi 1oplik hulk neist; c¢) rihmas S leiduvad iga n
korral alamrithmad, mis on isomorised riihmaga S,.

24. Leida vahelduva riihma A; kdik alamrithmad.
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AUTOMAATNE PROGRAMMEERIMINE'!

U. Kaasik, A. Korjus ¢

Praktikas esineb vdga sageli niisuguseid arvutusalgoritme,
mille erinevates kohtades tuleb rakendada iiht ning sama arvu-
tuseeskirja voi valemit. Seda tiiiipi algoritmi programmeerimisel
on kirjutiste lithendamiseks loomulik esitada korduvalt kasu-
tatav arvutuseeskiri iiheainsa programmiléiguna, mille poole
programmi teistest kohtadest voib tarbe korral poéérduda. Nii-
suguseid enam-vdhem iseseisvaid programmiloike, mille poole
mujalt programmist saab ajutiselt pdédérduda ja seejérel jédtkata
arvutusi  katkenud kohast, nimetatakse tavaliselt alam-
programmideks.

Mingi arvutuseeskirja esitamine iseseisva alamprogrammina
voib osutuda otstarbekohaseks aga isegi siis, kui seda vaadelda-
vas algoritmis kasutatakse vaid iihekordselt. Nimelt saab ula-
tuslikuma f{ilesande lahendamise peaaegu alati taandada terve
rea lihtsamate iilesannete lahendamisele. Usna sageli on nende
lihtsamate iilesannete lahendusalgoritmid sealjuures aga juba
varem programmeeritud ja neid siilitatakse vastava arvutus-
keskuse programmide kogus (programmoteegis). Jarelikult on
t66 kokkuhoiu huvides oluline, et sobivate valmis programmi-
16ikude kui alamprogrammide sisseliilitamine koostatavasse
programmi (nn. pohiprogrammi) oleks voimalikult lihtne.

Lihtsa siisteemi olemasolu alamprogrammide liilitamiseks
pohiprogrammi on tahtis veel iihelt seisukohalt. Nimelt voimal-
dab see ulatuslikuma iilesande lahendamiseks vajaliku programmi
koostamisel kasutada mitut programmeerijat — erinevaid alam-
programme voivad koostada erinevad isikud.

Ko&iki neid pohjusi arvestades ongi ka ALGOL-programmide
koostamisel ette ndhtud alamprogrammide laialdase kasutamise
voimalus. Praktika vajadusi arvestades on kirjeldatavas siistee-

1 Kdesoleva artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, VI, lk. 14---24.
Uhtlasi on soovitav tutvuda ka selle sarja eelnevate artiklitega: Kaasik, U.,
Elektronarvutid ja programmeerimine. — Matemaatika ja kaasaeg, IV,
k. 18—30; Kaasik, U., Algoritmide blokk-skeemid. — Matemaatika ja kaas-
aeg, V, 1k. 24—36.
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mis reserveeritud koguni kolm erinevat viisi alamprogrammide
liillitamiseks pohiprogrammi. Vastavalt sellele kasutatakde erine-
vat tiilipi alamprogrammide jaoks ka kolme erinevat nimetust:
funktsioonid, alamprogrammid ja protseduurid.

ALGOL-programmides k&ige sagedamini kasutatava alam-
programmide liigi moodustavad funktsioonid. Funktsiooniks
nimetatakse siin sellist arvutuseeskirja, mille rakendamine teatud
kindlate suuruste (funktsiooni argumentide) vaidrtustele
annab kas arvulise vdi loogilise viirtuse, mida nimetatakse
funktsiooni vaadrtuseks. Sealjuures on oluline, et funkt-
siooni vdadrtuse arvutamise eeskiri oleks esitatav iiheainsa (arit-
meetilise voi loogilise) avaldisena. .

Et funktsiooni méddrava arvutuseeskirja koostamisel pole vaja
teada tema argumentide konkreetseid viartusi, siis vastavas
alamprogrammis asendatakse argumendid mingite identifikaato-
ritega — neid nimetatakse selle funktsiooni formaalseteks
argumentideks.

Vaadeldavat tiiiipi alamprogrammide defineerimiseks kasuta-
takse ALGOL-programmides nn. funktsioonikirjeldusi,
mille dldkuju on jargmine:

OYHKH UM f(al, a3, Mo, an) =0,

Siin ®YHKLMHNS on selliste kirjelduste jaoks reserveeritud sona,
[ — kirjeldatava funktsiooni identifikaator (defineeritava funkt-
siooni nimi), a,, @, ... , a, — funktsiooni formaalseid argu-
mente tdhistavad identifikaatorid?2 ning v — funktsiooni maa-
ravat arvutuseeskirja kujutav avaldis.

Funktsioonikirjelduses voib kasutada iga siintaktiliselt kor-
rektset avaldist o, mis korvuti funktsiooni formaalseid argumente
tdhistavate identifikaatoritega vo6ib sisaldada ka pohiprogram-
mis esinevaid identifikaatoreid. Siinjuures tuleb aga arvestada,
et funktsioonikirjelduses formaalseid argumente tdhistavad
identifikaatorid a;, as, ..., a, pole mingil moel seotud p&hi-
programmi identifikaatoritega; seda isegi juhul, kui moni a;
langeb oma kirjapildilt kokku pohiprogrammis esineva identifi-
kaatoriga. Selles muide seisnebki funktsioonikirjeldusena esita-
tud alamprogrammi suhteline soltumatus pohiprogrammist: funkt-
siooni argumentide tdhistamisel pole oluline arvestada pohi-
programmis kasutatud tédhistusi. Ulejddnud identifikaatoreid (mis
ei kuulu argumentide loendisse ai, as, ..., a,) voib funktsiooni-
kirjelduses kasutada aga ainult selles tdhenduses, mille neile
annab pohiprogramm. See méarkus kdib ka funktsiooni nimetusena
kasutatava identifikaatori f kohta. Et f kuulub seega pohi-

2 Siimboliga ~+.. on ALGOL-programmide iiksikute konstruktsioonide ild-
kujude esitamisel asendatud tavalised mottepunktid. See on vajalik segaduste
viltimiseks, sest punktid kuuluvad ise ALGOL-i tédhestiku hulka ja néiteks
funktsioonikirjeldusse neid paigutada ei tohi.
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programuai identifikaatorite hulka, tuleb ka tema tiiiip (s. t. funkt-
siooni wesirtuste tliip) maiédrata sobiva tiilibikirjeldusega. See
tiiiibikirjeldus peab sealjuures paiknema ALGOL-programmis
enne vastavat funktsioonikirjeldust. Funktsiooni identifikaator
kirjutatakse tiifibikirjeldusse koos jdrgnevate iimarsulgudega,

naiteks
LEJIBIA () ;

Kui funktsiooni tiiip pole kirjeldatud, siis kuulub ta auto-
maatselt tiiiipi TIJIABAIOIIIVHN.

Toome niiiid moned konkreetsete funktsioonikirjelduste néited.
Kirjeldusega
OYHKLIUS HOPMUPYYT (A, B, C) == A A2 --B4A24C4A2;

saame funktsiooni, mille (reaalarvulisteks) véiirtusteks on aval-
dise A% 4 B2 4 C? viartused. Kirjeldusega

OYHKLUSA ¢ (B, ®) :=(BA2-4-3.5BX O+ ® 42)/(BH D),
defineeritud funktsiooni vadrtusteks on aga avaldise
B2} 35BP 4 P2

Bt o
reaalarvulised védartused. Tiiiibi- ja funktsioonikirjeldus
JIOTUUECKHWWM JI();
OYHKUUA JI(P,C) :=B3K (HE(PA C));
defineerivad seevastu loogilise funktsiooni, mille vdidrtuseks on
avaldise B ~(PA C) viirtused.

Toodud néiidetes sisaldavad kaht esimest funktsiooni defi-
neerivad avaldised ainult formaalsete argumentide identifikaa-
toreid, kolmandas niites lisandub neile aga veel pohiprogrammi
identifikaator B. Teises ndites on identifikaatorite valikuga juhi-
tud tdhelepanu veel sellele, et formaalse argumendi identifikaa-
tor voib tarbe korral iihte langeda isegi defineeritava funktsiooni
identifikaatoriga. '

Funktsioonikirjeldused on maédratud ainult vastavate alam-
programmide defineerimiseks. Pd6rdumine nende alamprogram-
mide poole toimub vastavate nn. viddrtustatud funkt-
sioonide abil. Pohiprogrammi koigisse nendesse kohtadesse,
kus on tarvis arvutada funktsiooni f konkreetseid viairtusi, pai-
gutatakse iseseisva avaldisena voi selle osana viartustatud funkt-
sioon f(vy, vy, ..., Uy). Siin vy, vy, ..., v, on kas mingid aval-
dised voi véartustatud funktsioonid, mille védirtusi programmi
sellel kohal tuleb kasutada funktsiooni [ tegelike argumentidena.
Nii nditeks voivad iilalkirjeldatud funktsioonile vastavateks véar-
tustatud funktsioonideks olla @ (—4, HOPMHUPYVYT (1, M+-2,5H)),.
d (D (3.1,1T), O(I1,—5.3)) jne.
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Oma keelelistelt omadustelt on vaartustatud funktsioon taiesti
analoogiline muutujaga, mida kasutatakse aritmeetilise voi loo-
gilise avaldise koostisosana. Seega voib véairtustatud funkt-
sioone kasutada néiteks jadrgmistes omistamisoperaatorites:

Bl := JI((B2 MP B3), HE B):
T:=(DP(AA2+1,1—C) 43— 2C)/HOPMUPYYT (C, A, P);

Funktsioonide kasutamisel ALGOL-programmides peab silmas
pidama jargmist reeglit: iga funktsioon tuleb enne tema esma-
kordset kasutamist pohiprogrammi operaatorites defineerida vas-
tava kirjeldusega. Sellest reeglist moodustavad erandi vaid nn.
sisemised funktsioonid. Need funktsioonid on ALGOL-
programmides defineeritud juba oma identifikaatoritega, mis
kujutavad selle keele reserveeritud sonu ja neile vastavaid v&ar-
tustatud funktsioone voib programmi operaatorites kasutada ilma
eelneva kirjelduseta (vajaliku arvutuseeskirja moodustab pro-
grammeeriv programm). Sisemiste funktsioonide hulka voetakse
tavaliselt koik elementaarfunktsioonid ja moned teised sageli
kasutatavad funktsioonid.

TRU arvutuskeskuses véljatdotatud automaatse programmee-
rimise siisteemis on sisemisteks funktsioonideks esialgu valitud
jargmises tabelis loetletud funktsioonid.

Jnr:{ ’ Vi?lsrhitvs?ogr?iar{tjll];ﬁtjl&d Funktsiooni arvutuseeskirja selgitus

1 | KBK(v) { ruutjuur

2 DKC(v) eksponentfunktsioon (arvu e aste)

3 JIOT (v) naturaallogaritm

4 CHH (v) siinus

5 KOC (v) koosinus

6 TAH (v) tangens

7 KOTAH (v) kootangens

8 APKCHH (v) arkussiinuse peavéirtus

1 9 APKKOC (v) i arkuskoosinuse "

10 APKTAH((v) ¢ arkustangensi "

11 ABC(v) | absoluutvdirtus

12 MAKC(v; vy, mn, U,) avaldiste v;, v, ... . v, vidrtuste
hulgast algebraliselt kdige suurema
leidmine

13 MWUH (vy, vy, v,) avaldiste vy, vy, ..., v, vidrtuste
hulgast algebraliselt kodige viik-
sema leidmine

14 MO (vy, vs) avaldise wv; tdisarvulise viirtuse ja-
gamisel avaldise v, téisarvulise

: véddrtusega saadava jddgi leidmine

15 CHTIH (v)  funktsiooni +1, kui v >0
viartuseks 0, kui v=
on —1, kui v<<0
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Funktsioonikirjeldustega saab podhiprogrammis defineerida
vaid suhteliselt lihtsaid alamprogramme. Seetottu on nende kasu-
tamise ulatus iisna- piiratud: nad véimaldavad peamiselt viltida
keeruliste avaldiste korduvat iileskirjutamist iihes ning samas.
ALGOL-programmis ja tdiendada programmoteeki uute alam-
programmidega. Hoopis mitmekesisemad on kirjeldusega ITO/-
[TIPOTPAMMA defineeritavate alamprogrammide rakendamise
voimalused.

. Reserveeritud s6naga HOIIHPOFPAMMA algav kirjeldus
defineerib iseseisva alamprogrammina mistahes konstruktsioo-
niga liitoperaatori s. Selle kirjelduse iildkuju on: ‘

IMOAITPOTPAMMA a, s;

kus a tdhendab' defineeritava alamprogrammi identifikaatorit
(selle alamprogrammi nime). ‘
“ Po6érdumine nii defineeritud alamprogrammi poole toimub:
spetsiaalse operaatoriga
g BXO[ a;

kus BXOJ on sellise pédérdumisoperaatori jaoks reserveeritud
sona. Operaatori BXOJ] a tulemusel asutakse kohe pérast tema
taitmist teostama alamprogrammi a kirjeldusse kuuluvat liitope-
raatorit s.

Liitoperaatori s tditmist alustatakse alati tema esimesest ope-
raatorist, s. t. operaatorist, mis vahetult jadrgneb esimesele ope-
raatorsulu]e HAYAJIO. Tema koosseisu- kuuluvaid operaatoreid
tdidetakse tavaliste reeglitega méiiratud jdrjekorras seni, kuni
tuleb teostamisele eriline, iihest ainsast reserveeritud sonast
BbIXO[ koosnev operaator. Operaalori BBIXOJ tiditmine kat-
kestab.alamprogrammi t66 ja suunab pohiprogrammi sellele ope-
raatorile, mis vahetult jargneb operaatorile BXOJ/I, millega p66r-,
duti antud alamprogrammi poole. Alamprogramm vbib tarbe
korral sisaldada mitu operaatorit BBIXO/I.

Korvuti n.-6. operatsioonilist laadi operaatoriga (omistamis-,
suunamis- ja tsiiklioperaatorid) voib alamprogrammi kirjeldusse
kuuluv liitoperaator s sisaldada ka kirjeldusi ja kommentaare,
s. t. koiki programmi. pohilisi koostisosi. Toomegi néite niisuguse
alamprogrammi kirjeldamisest, milles enamik neid koostisosi.
leidub (programmi otstarve on seletatud tema tekstis kommen-
taarina; olgu vaid mdrgitud, et programm tootab iiksnes sns,
kui A vairtus on mittenegatiivne): '

TOJIPOTPAMMA AJITAPB, HAUAJIO LEJIBIM (M, M); TIPUMEYA-
HHUE. See alamprogramm kontrollib, kas pohiprogrammi tdisarvulise muutuja
A viidrtus on algarvuline. Kui A véairtuseks on algarv, siis pdhiprogrammi
loogilisele muutujale B omistatakse vdartus 1, vastasel korral aga véirtus 0;

M :=KBK(A);

OJI M :=(2, 1, M) HUUKJI ECJIN (MOI (A, N)==0), TO

HAYAJIO B:=0; BbIXOH KOHEL;

B :=1; BbIXOJ KOHELl AJITAPB;
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Alamprogrammi identifikaatori (AJITAPB) kordamine liitope-
raatori s viimase operaatorsulu jédrel pole siin tingimata vajalik,
kuid lihtsustab programmi lugemist. Defineeritud alamprogrammi
poole poéordumiseks tuleb muutujale A omistada vaidrtus, mille
algarvulisust on tarvis kontrollida, ja seejérel kirjutada operaa-
tor

BXO AJITAPB;

Vahetult selle jarel paiknevale operaatorile annabki iiks ope-
raatoritest BBIXO/] pédrast alamprogrammi tditmist jille juhti-
mise.

Lihemat selgitust vajavad alamprogrammi koosseisu kuulu-
vad kirjeldused (toodud niites on selliseks muutujate M1 ja M
tiitibikirjeldus). Nimelt on nendel kirjeldustel peale oma tavaliste
funktsioonide tdita veel iiks eriline iilesanne: tuua alamprogrammi
sisse uus tdhistuste tase. Analoogilise olukorraga oli meil tege-
mist juba funktsioonikirjelduste puhul, kus funktsiooni formaal-
seid argumente tdhistavad identifikaatorid polnud tegelikult seo-
tud pohiprogrammi identifikaatoritega.

Kui mingi muutuja tiiiip on alamprogrammis kirjeldatud, siis
see muutuja on vaadeldavas alamprogrammis lokaliseeri-
tud. See tdhendab, et vastav identifikaator tdhistab sellist
muutujat, mille vddrtusi saab kasutada ning millele saab uusi
viidrtusi omistada ainult selles alamprogrammis. Tédpselt sama
kirjapildiga identifikaator tdhistaks pohiprogrammis hoopis teist
muutujat, millel pole alamprogrammis lokaliseeritud muutujaga
sisuliselt midagi iihist. Toodud nédites on alamprogrammis
AJITAPB lokaliseeritud muutujateks seega 1 ja M.

Need muutujad, mille tiiiipi alamprogrammis ei kirjeldata,
pole lokaliseeritud ja kujutavad endast seega pohiprogrammi
muutujaid. Néiteks toodud alamprogrammis on pohiprogrammi
muutujateks A ja B.

Muutujate lokaliseerimine on vajalik alamprogrammide suh-
telise sOltumatuse saavutamiseks. See vdimaldab nditeks iiksi-
kute alamprogrammide koostamise jaotada erinevate program-
meerijate vahel, kusjuures neil ei tarvitse muretseda kasutatava
tdhistuse kooskolastamise {ile. Samuti voimaldab tédhistuste sol-
tumatus ilma muutusteta kasutada varem koostatud alamprog-
ramme.

Koik alamprogrammis kasutatud mérgendid on seal lokali-
seeritud. See tdhendab, et véljaspool alamprogrammi kirjeldust
paiknevate suunamisoperaatoritega pole vdimalik suunata alam-
programmi méirgitud operaatoritele. Ainsaks alamprogrammi
poole poordumise mooduseks on operaatori BXOJL kasutamine.
Samuti pole alamprogrammis paiknevate suunamisoperaatoritega
voimalik suunata véljapoole seda alamprogrammi. Alam-
programmist viljumise ainsaks teeks on operaator BbIXO/IL.
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Mirgendite niisugune lokaliseerimine on samuti vajalik alam-
programmide soltumatuse saavutamiseks (kuigi esimene nime-
tatud kitsendustest voib takistada alamprogrammi osade kasu-
tamist omaette alamprogrammidena). Sel teel muutuvad alam-
programmid tdielikeks ja kinnisteks, neid vo6ib arvuti mélusead-
messe tuua néiteks alles siis, kui pdhiprogrammis esineb vastav
operaator BXOJI.

Programmeerimisel on kirjeldust TIOOITPOTPAMMA eriti
kohane kasutada iihe ning sellesama algoritmi erinevate osade
esitamisel alamprogrammidena. Nende suhteline soltumatus ja
taielikkus voimaldab o&konoomsemalt kasutada elektronarvuti
maéaluseadet ja lihtsustab ALGOL-programmide koostamist.
Paraku pole aga selle kirjeldusega esitatavad alamprogrammid
siiski eriti kohased erinevates pohiprogrammides kasutamiseks.
Eeskitt takistab seda asjaolu, et nendes alamprogrammides esi-
neb mittelokaliseeritud muutujate ja massiivide identifikaatoreid,
mille tottu teatud osa alamprogrammis esinevatest tahistustest
peab alati olema kooskolastatud vastava pohiprogrammi tahis-
tustega.

Kinnist ja pohiprogrammist tdielikult soltumatut alampro-
grammi nimetatakse protseduuriks. Protseduuri lilitami-
seks ALGOL-programmi kasutatakse spetsiaalset protse-
duurikirjeldust, mille iildkuju on jargmine:

TIPOLIENYPA p(l); s;

Siin [TPOUEAYPA on selliste kirjelduste jaoks reserveeritud
sona, p — kirjeldatava protseduuri identifikaator (defineeritava
alampregrammi nimetus), ! — protseduuri nn. formaalsete para-
meetrite loend ja s — selle kirjeldusega protseduurina esitatav
liitoperaator.

Muutujate, massiivide, funktsioonide, alamprogrammide ja
protseduuride identifikaatoreid, méargendeid ning avaldisi, mille
vahendusel protseduur tema tiditmise ajaks seostatakse pohi-
programmiga, nimetatakse parameetriteks. Igal protse-
duuril on teatud kindel arv parameetreid.

Oma iilesannetelt jagunevad protseduuri parameetrid kolme
liiki: sisend-, véljund- ja podrdumisparameetrid. Sisend-
parameetrite abil dikteerib pohiprogramm protseduuri
sisuks oleva arvutusprotsessi sooritamiseks vajalikud ldhteand-
med, vdljundparameetrite abil aga antakse pGhiprog-
rammile selle arvutusprotsessi tulemused. P66rdumispara-
meetrite kaudu teatatakse protseduurile pohiprogrammi mér-
gendid ning nende pohiprogrammis defineeritud funktsioonide,
alamprogrammide ja teiste protseduuride nimetused, mida vaa-
de(ljdava protseduuri sisuks olevas arvutusprotsessis voib kasu-
tada.
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Parameetreid, mida kasutatakse protseduurikirjelduses, nime-
tatakse tema formaalseteks parameetriteks. Prot-
seduuri formaalsete parameetrite loend on iiksteise jérele kirju-
tatud ja omavahel komadega eraldatud identifikaatorite 1oplik
jada. See jada algab vaadeldava protseduuri koigi sisendpara-
meerite loendiga /;, millele pdrast semikoolonit jadrgneb tema
viljundparameetrite loend [/, ja lopuks (pdrast semikoolonit)
poordumisparameetrite loend /;. Seega protseduuri formaalsete
parameetrite loendil (/) on iildiselt kuju (l; ly; ).

Igal konkreetsel protseduuril aga vdivad mingisse liiki kuu-
luvad parameetrid ka puududa. Sel juhul jéetakse vastav osa [
formaalsete parameetrite loendist lihtsalt vilja. Parameetrite
iiksikute liikide esituse poolest saab formaalsete parameetrite
loendil (!) olla jdrelikult seitse erinevat ﬁldkuju: (li; le; 13), (L),
(&1 1), (ll, s ), G L), (Il ) ja (5 ; I3). Néiteks voib ainult
sisend- ja podrdumisparameetreid 51saldava protseduuri para-
meerite loend olla jdrgmine:

(Al, A2, B, B;;® (O, T (,,).

Po6rdumine protseduurina defineeritud alamprogrammi poole

toimub nn. protseduurioperaatoriga

p(r);

kus p on tiditmisele tuleva protseduuri identifikaator ja (r) —
tema tegelike parameetrite loend. Protseduuri tegelike
parameetrite loend (r) on oma fildkujult tédiesti iihesugune tema
formaalsete parameetrite loendiga (/). Nimelt, see peab sisal-
dama tdpselt sama palju sisend-, viljund- ja pd6rdumispara-
meetreid kui formaalsete parameetrite loend.

Protseduuri formaalset ja tegelikku parameetrit nimetatakse
vastavateks, kui nad parameetrite loendites (I) ja (r) paik-
nevad samadel kohtadel. Oeldakse, et protseduuri tegelikud para-
meetrid on kooskolas vastavate formaalsete parameetritega,
kui protseduuri sisuks olevas liitoperaatoris s esinevate formaal-
sete parameetrite asendamine vastavate tegelike parameetritega,
mis vajaduse korral on paigutatud iimarsulgudesse, annab siin-
taktiliselt korrektse operaatori.

ALGOL-programmides lubatakse kasutada ainult niisuguseid
protseduurioperaatoreid, kus parameetrite loendites toodud tege-
likud parameetrid on kooskolas selle protseduuri vastavate for-
maalsete parameetritega. Seetottu on parameetrite kooskolasta-
mise probleem protseduuride kasutamisel itheks keskseks kiisi-
museks. Kahjuks ei luba kiesoleva artikli ulatus meid sellel
kiisimusel pikemalt peatuda. Seetottu piirdume vaid jargmise
tabeli esitamisega, mis néitab, milliseid keeleithikuid on lubatud
kasutada protseduuri formaalsete ja tegelike parameetritena ning
sisaldab ka juhiseid nende parameetrite kooskolastamiseks.
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Vastav kooskolas

Parameetri Formaalne para- : . .
o olev tegelik para- Mirkusi
liik meeter meeter
Lihtsa muutuja Avaldis voi vaar-
identifikaator tustatud  funkt-
sioon
Sisend- °
trid
parameettt Massiivi  identifi- Massiivi identifi- | Vastavatel massii-
. kaator (koos | kaator (koos videl peab olema
i nurksulgudega) | nurksulgudega) sama dimensioon
|
Lihtsa muutuja Lihtne vo6i indek-
identifikaator sitega muutuja
Viljund- o T
parameetrid | Massiivi  identifi- | Massiivi  identifi- | Vastavatel massii-
kaator (koos kaator (koos videl peab olema
nurksulgudega) nurksulgudega) sama dimensioon
| Alamprogrammi Alamprogrammi
i identifikaator identifikaator
Kirjeldusega
I . OYHKUMSA Vastavatel funkt-
F“fnll((tsf(;m(k'g::h' defineeritud sioonidel  peab
Ll aaol udega) funktsiooni iden- olema vordne
imarsuigudeg tifikaator  (koos arv argumente
Pé5rdumis limarsulgudega)
60 is-
parameetrid Kirjeldusega “Vastavalel protse-
L . 1TPOLUEAVPA duuridel peab
Mm%luu:.e]s?deg{g;: defineeritud olema vdrdne arv
}s;e n rl (koos mingi teise prot-| sama laadi si-
ﬁifa?sul udega) seduuri idendifi- send-, valjund-,
gudeg kaator (koos ja poordumispa-
iimarsulgudega) rameetreid
Mirgend i Mirgend
I

Protseduurioperaatori p(r) tditmise esimeseks sammuks on for-
maalsete parameetrite asendamine vastavate tegelike parameet-
ritega. Selle asendamise seisukohalt voib protseduuri formaalsed
parameetrid jaotada kahte klassi. Esimesse klassi kuuluvad need
sisendparameetrid, mille tdhiseks on lihtsa muutuja identifikaa-
tor; teise klassi koik iilejddnud parameetrid (massiivi identifi-
kaatorid sisendparameetrite kohal, vdljundparameetrid ja p&ordu-
misparameetrid). )

Esimesse klassi kuuluvatele formaalsetele parameetritele
omistatakse protseduurioperaatori tditmisele asumisel vastavate
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tegelike parameetrite vadrtused, millega tegelike parameetrite
osavott protseduuri sisuks olevatest arvutustest piirdubki. Néi-
teks, kui mingile selle klassi parameetrile protseduuri tditmise
kadigus omistatakse uus véédrtus, siis ei muuda see vastava tege-
liku parameetri védartust pohiprogrammis.

Teise klassi kuuluvad formaalsed parameetrid asendatakse
protseduurioperaatori tditmisel ajutiselt (kuni protseduuri tait-
mise lopuni) vastavate tegelike parameetritega. See tdhendab, et
koik protseduuris ettendhtud operatsioonid teostatakse tegelikeks
parameetriteks olevate pohiprogrammi muutujatega, kasutatakse
pohiprogrammi funktsioone, alamprogramme ja protseduure ning
podrdutakse seal esinevate mérgitud operaatorite poole.

Protseduurioperaatori p(r) téditmine seisneb protseduuri p
kirjelduses toodud liitoperaatori s taitmises, kus teise klassi kuu-
luvad formaalsed parameetrid on asendatud vastavate tegelike
parameetritega ja esimesse klassi kuuluvatele parameetritele on
antud loendiga (r) médidratud algvéirtused. Seda liitoperaatorit
tdidetakse tdpselt samal viisil nagu alamprogrammi kirjeldusse
kuuluvat liitoperaatorit. Ka véljumine protseduurist toimub
operaatoriga BbIXO/, mis suunab protseduurioperaatorile p(r)
vahetult jargnevale operaatorile.

Korvuti operatsioonilist laadi operaatoritega peab protseduu-
rikirjeldusse kuuluv liitoperaator s sisaldama ka koikide oma
identifikaatorite tiiiibikirjeldused (vastasel juhul kuuluvad need
automaatselt ratsionaalarvude tifipi), samuti kdikide massiivide
kirjeldused. Kirjeldamata jddvad vaid need massiivid, funktsioo-
nid, alamprogrammid ja protseduurid, mille identifikaatorid esi-
nevad tema formaalsete parameetrite loendis. Rohutame, et prot-
seduuri sisuks olev liitoperaator vdib omakorda sisaldada ka
funktsiooni- ja alamprogrammikirjeldusi. Seevastu ta' ei tohi aga
sisaldada mingi teise protseduuri kirjeldust. Nimelt pole vaadel-
davas keeles lubatud paigutada {iht protseduurikirjeldust teise.

Erandlikult on koik identifikaatorid ja méargendid, mida kasu-
tatakse protseduurikirjeldusse kuuluvas liitoperaatoris s (kaasa
arvatud koik formaalsed parameetrid), selles protseduugis loka-
liseeritud. Tdnu sellele saab protseduuri kasutada koos mistahes
pohiprogrammiga ilma, et temas oleks tarvis teha mingeid muu-
datusi.

Esitatud iildiste pohimotete illustreerimiseks kirjeldame ise-
seisvate protseduuridena vorrandi @(X) =0 lahendamise algo-
ritmi vahemiku poolitamise meetodil ® ja nn. simpleksmeetodit *
lineaarsete planeerimisiilesannete lahendamiseks.

3 Selle algoritmi ja tema blokk-skeemiga tutvumiseks vt. Matemaatika
ja kaasaeg, V, lk. 32.

4 Samas, lk. 34.
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IIPOLIEJIYPA BBIPJIAX (A, B, E; X, ¥; ®());
HAYAJIO TTPUMEUYAHHE. See on standardne programm vérrandi ®(X) =0
lahendamiseks vahemiku poolitamise meetodiga;
LEJIBIA P; X:=A; P:=1;
I: Y (= &(X); ECJIU (¥Y=0), TO BbIXO[]; ECJU (P=0), TO
HAYAJIO ECJIN (¥ X B> 0), TO
HAYAJIO B := V¥; A := X KOHEIL

VWHAYE HAYAJIO C := V¥; b := X KOHEI];
2: ECJIM (b — A BP E) TO
HAYAJIO X := (A-4-B)/2; HA 1 KOHEL,; BBIXO[

KOHELL; ECJIU (p= ) TO

HAYAJIO B := V¥, X := B; P := P —§—I HA 1 KOHELL
NHAYE ECJTI/I v XB>O), TO CTO
MHAYE HAYAJIO C = ¥; P : O HA 2 KOHEL;

KOHELL BBIPJIAX();

Selle protseduuri iiksikasjalikuma analiiiisimise jdtame luge-
jale. Méargime ainult, et reserveeritud sonaga CTOII on siin
tahistatud operaator, mis peatab arvuti (juhul kui vaadeldav
meetod pole rakendatav). Samuti jadtame lugejale ka jargmise
protseduuri analiiiisimise.

MPOLUENYPA CHMMIIJIEKC (H, M, E, C, AL}, B[], P, T);

HAYAJIO TIPUMEYAHHUE. See on ALGOL-programm niisuguste lineaarsete
planeerimisiilesannete lahendamiseks, kus tundma-
tute arv pole suurem kui 70 ja kitsenduste arv
pole suurem kui 30;

LHEJIBIM (B[], B[], U, U, K, J, M, H, T); JJOTUUYECKHWI P;

MACCHB (BJ1:40], T[0:40], ®[0:30]);

MNMPUMEYAHHUE. Siin on M kitsenduste arv, M --N — tundmatute arv,

A — vorrandisiisteemi ja sihifunktsiooni kordajatest
moodustatud maatriks, E — viike arv (arvutuste tép-
sus), C — suur arv, B — alglahendis nulliga vorduvate

vabade tundmatute indeksitest moodustatud vektor, U

ja M kasutatakse maatriksi elementide tdhistamisel in-

deksitena, P on muutuja, mille vaartus ndiitab, kas
) antud iilesandele leiti optimaalne lahend voi mitte;

OJ4a M = (1, 1, H) UUKJI B[] := H; B[0] := 0,

Jd U = (1, 1, M) UUKJI B[H] := H+ U,

MNMPUMEYAHHME. Nende operaatoritega moodustati vektorid B ja b;

0l: X := —E; IJIA M := (1, 1, H) LHUKJI
HAUAJIO ECJIM (A[0, V1< X), TO
HAUAJIO JT .= ¥; X = A[O V1] KOHEL]
KOHEL; ECJIN (X——E)
HAYAJIO P := BbIXOJl KOHELL;

IMPUMEYAHUE. Eelnevate operaatorite teostamisel leiti maatriksi A esi-
mesest reast koige suurema absoluutvdidrtusega mnega-
tilvne element. Kui selles reas negatiivseid elemente
polnud, loeti {ilesanne lahendatuks, omistati muutujale
P vairtus 1 (tunnusena, et leidus optimaalne lahend)
ja v:'jljuti protseduurist;

= C; IJId U := (1. 1, M) LIUKJ
HAIJAJIO ECJ]VI (A[I/I J'[]>E) TO
ECJU (AlH, O]/A[I/I .J'I]<X) TO
HAYAJIO K : ; X := A[U, OJJA[H, JT] KOHELL
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KOHELL; ECJIH (X = C), TO
HAYAJIO P :=0; T:= B[/l]; BbIXOA KOHELI;

TMMPUMEYAHHUE. Nende operaatoritega leiti jagatiste A[M, OVA[H, J]
=12, ..., M) scast kdige vaiksem positiivne jaga-
tis. Kontroliiti, kas iilesanne on lahenduv. Kui iilesanne
polnud lahenduv, siis omistati muutujale P vairtus null,
muutujale T selle tundmatu indeksi vdartus, mida voib
piiramatult suurendada ja véljuti protseduurist;

X == A[K,JI};, AJId 1 := (0, 1, H) LITUK/JI

HAYAJIO TH] := A[K, V1)/X; AIK, ] := 0.0 KOHELI;

T[] = 1.0/X; OJId U = (0, 1, M) LUUKJI

HAYAJIO O[H] := A[U, JI]; A[H, JI] := 0.0 KOHELI;
QK] := —1.0; OJId 1 := (0, 1, M) UHKJI
HAYAJIO X := @[U]; OAJdd VI := (0, 1, H) LUK/I
A, VI = AlU, i} — T[] X X;
KOHEL;

TIPUMEYAHUE. Eeluevate operaatorite tiditmisel teostati cttendhtud tei-
sendused maatrikst A clementidega;

W == BlJI]; B[J1]:== B[K]; B[K]:=W; HA 0l;

TMPUMEUAHUE. Nende operaatoritega vahetati ithe vaba tundmatu ja
baasitundmatu indeksid. Alustatakse lahendaimise uut
sammu operaatorist 01,

KOHEL CMMINJIEKC();

Vaadeldavas sisendkeeles kirjutatud ALGOL-programmides on
teatud protseduure lubatud kasutada .ilma, et neid oleks eelne-
valt kirjeldatud vastavate protseduurikirjeldustega. Selliseid prot-
seduure nimetatakse standardseteks ja need on miaratud
juba oma identifikaatoritega, mis kujutavad endast reserveeritud
sonu. Siinkohal nimetame ainult kahte standardset protseduuri:
YUUTATD ja ITMCATD. Esimest neist kasutatakse iilesannete alg-
andmete salvestamisel elekironarvutisse, teist aga vastuste val-
jastamisel.

Toodud lithike iilevaade ALGOL-programmide koostami-
sega seotud kiisimustest ei holma kaugeltki koiki neid iiksikasju,
mida programmeerimisel on oluline teada. Neil, kes soovivad
pohjalikumalt tundma oppida kirjeldatud keelt ja ALGOL-prog-
rammide koostamise metoodikat, soovitame tutvuda jargmiste
raamatutega:

1. Mak-Kpaxeun, A ., Tlporpammuposanne na AJITOJle. M., 1954.

2. Taspon, C. C, ¥YnuBepcaNpHHii 53bIK NporpamMmupoBanns. M., 1964.

3. Kopbioc, A, Onucanue BXOIHOTO 5I3bIKA CHCTEMbl ABTOMATH3alMH
nporpaMmuponanus. Tpyas Bouncaureasuoro Ilenrpa TTY, 5, Tapry, 1965.
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KALENDRILISE PLANEERIMISE ULESANNETE
MATEMAATILINE LAHENDAMINE

U. Kaasik, R. Mullari

-Ténapédeva iildiselt kiire tehnilise progressi juures on toot-
mise juhtimise meetodid ikka veel paljuski jddnud moéddunud
sajandi tasemele. Selle vastuolu t6ttu ongi matemaatiliste mee-
todite ja elektronarvutite rakendamine téostusettevotete t66
kalendrilise planeerimisega seotud iilesannete lahendamisel eriti
aktuaalseks muutunud. Vastavate uurimustega tegelevad praegu
paljud instituudid ja laboratooriumid iile kogu maailma.

TRU arvutuskeskuses hakati kalendrilise planeerimise iilesan-
nete matemaatilise lahendamisega tegelema juba 1960. aastal.
Uurimistdé kdigus on korduvalt tulnud dmber hinnata nii iiles-
annete endi esialgset matemaatilist formuleerimist kui ka selle
alusel véljatéotatava uue planeerimissiisteemi praktikasse raken-
damise sobivaid mooduseid. Jérgnevalt peatumegi veidi monel
olulisemal jdreldusel, millele TRU arvutuskeskuses on joutud ja
mis pohijoontes ka iseloomustavad loodavat planeerimissiisteemi.

1. Ulemineku jarkjargulisusest

Vihegi suurema tehase t66 operatiivne juhtimine ja sellele
aluseks olev kalendriline planeerimine on seotud védga paljude
tingimuste-asjaolude jooksva arvestamisega, s. t. suurte infor-
matsioonihulkade kiire l4dbit66tamisega, mis on tidielikult jouko-
hane vaid kaasaegsetele elektronarvutitele. Et tegelikult tehaste
t6od ikkagi juhitakse, ja praegu pohiliselt elektronarvutite abita,
siis on see voimalik ainult informatsiooni ddrmiselt jdmeda lébi-
tootamise teel, inimmotlemise intuitiivseid vorme kasutades.

Osutub aga, et nn. kogemuslik-intuitiivseid planeerimismeeto-
deid tuleb kasutada mitte ainult enne elektronarvutite ja mate-
maatiliste meetodite rakendamist, vaid kiillaltki pikka aega ka
nendega samaaegselt, labipdimunult. Nimelt peab iileminek mate-
maatiliste meetodite ja elektronarvutite kasutamisele toimuma
jarkjdrguliselt, ja seda mitte ainult puhttehnilistel pdhjustel.
Selle poolt rddgivad ka mitmed enam pohimottelist laadi asja-
olud.
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Operatiivse juhtimise kogemuslik-intuitiivsete meetodite kasu-
tamisel on kiillaltki suur osa vajalikust informatsioonist salves-
tatud vaid inimese madlus; selline informatsiooni salvestamise
viis on antud juhul tunduvalt 6konoomsem koikidest muudest
viisidest. Elektronarvutite rakendamine aga eeldab (vihe-
malt tdnapédeval), et kogu vajalik informatsioon oleks registree-
ritud rangelt formaliseeritud ja korrastatud kujul. Paraku pole
formaliseeritus ja korrastatus intuitiivsete motlemisvormide kasu-
tamisel aga inimmadalule kaugeltki omane. Siin on peaaegu vbi-
matu vilja selgitada isegi seda, millist informatsiooni {ihele voi
teisele arvamusele joudmiseks kasutati. Sellepdrast tuleb mate-
maatiliste meetodite juurutamise perioodil paratamatult 1dhtuda
vdgagi puudulikust pohiinformatsioonist.

Kasutatava informatsiooni ebatiielikkus véljendub tavaliselt
selles, el matemaatiliste meetodite rakendamisel kalendrilisel pla-
neerimisel selgub jirjest uusi tegelikkuses esinevaid asjaolusid,
mida kas pole vastavate andmete puudumisel seni iildse veel
arvesse voetud voi on arvestatud valesti. Samal ajal aga oskavad
praktikud mneid asjaolusid oma kogemustele tugineva intuitsiooni
abil vdhemalt teatud mdiiralgi vastuvoetavalt arvestada. See-
tottu ei voi sugugi kindel olla, et rakendatavad matemaatilised
planeerimismeetodid oleksid otsekohe suutelised edukalt konku-
reerima kogemuslik-intuitiivsete meetoditega.

Niisugust olukorda arvestades saabki tdielikult vdi osaliselt
automatiseeritud ja praktikas edukalt rakendatavat juhtimis-
siisteemi luua vaid jark-jargult, paljuski juhindudes selle siis-
teemi {iksikute osade tegeliku juurutamise kaigus saadavatest
kogemustest. Sealjuures osutub n#htavasti paratamatuks, et siis-
teemi tdiendamisel tuleb tema varem kasutusele voetud osi pide-
valt {imber teha ja parandada.

Matemaatiliste meetodite kasutuselevotmise algperioodil, kui
olemasolev informatsioon on eriti puudulik, tuleb loodavasse
slisteemi liilitada {isna rohkelt mitmesuguseid kogemuslik-intui-
tiivselt saadud hinnanguid ja normatiive (detailide tootmistsiikli
keskmine pikkus, té66deldavate partiide sobivad suurused jms.).
Nagu kogemused niitavad, iseloomustavad need tegelikku toot-
mist tavaliselt tunduvalt paremini, kui reaalsust seni vaid iihe-
kiilgselt peegeldavate matemaatiliste valemite abil saadud suu-
rused. See tihendab, et valemite kasutamisega ei tohi liialda-
da — teaduslikult pohjendatud valemeid mitmesuguste planee-
rimiseks vajalike suuruste leidmiseks on sageli vdoimalik saada
alles praktikute poolt intuitiivselt méddratud suuruste jarkjargu-
lisel tdpsustamisel nende tegeliku kasutamise kaigus.

Koigest deldust jireldubki tootmise planeerimise ja juhtimise
jarkjargulise automatiseerimise loomulik tee. Selle asemel, et
algusest peale iga hinna eest piilida voimalikult tdielikult raken-
dada matemaatilise planeerimise klassikalisi meetodeid (lineaar-
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ne planeerimine jms.), osutub hoopis otstarbekohasemaks keon-
dada joupingutused jargmistesse suundadesse.

Koigepealt tuleb viivitamatult automatiseerida need planeeri-
mise ja operaiiivse juhtimise osad, kus olemasolev informatsioon
seda vdhemalt teatud headusega voimaldab (olgu siin kasutata-
vad «matemaatilised meetodid» kasvdi koige elementaarsema
aritmeetika tasemel). TRU arvutuskeskuses naiteks alustati tehn-
ses olevate seadmete keskmise koormatuse ja teiste analoogiliste
naitajate siistemaatilise arvutamisega. Tootmise juhtimise siis-
teemi see veel muidugi ei muuda, kuid voimaldab siiski koge-
muslik-intuitiivsesse juhtimisse sisse viia moningaid tapsustusi,
formaliseeritud elemente.

Jargmiseks etapiks valiti TRU arvutuskeskuses tehase tsehhide
igakuiste tootmisiilesannete mehhaniseeritud koostamine, mille
kaudu juba teatav osa operatiivsest juhtimisest langeb elektron-
arvutile. Ka siin on kasutatav matemaatiline aparaat esialgu
veel iisna lihtne. Seoses koostatud tootmisiilesannete tegelikul
rakendamisel saadavate kogemustega selguvad aga (juba for-
maliseeritud kujul) jarjest uued ja uued sdltuvused tehase t66d
iseloomustavate mitmesuguste niitajate vahel. Nende sdliuvuste
jarkjarguline arvestamine tootmisiilesannete koostamisel ja edasi
juba tehase t66 operatiivsel juhtimise! {ildse on aga lahutama-
tult seotud kasutatava matemaatilise aparaadi pideva tdiusta-
misega kaasaja korgeima tasemeni.

Meetodite jarkjargulise tdiustamise kaigus toimub ihtlasi
niisuguste tootmist iseloomustavate suuruste voimalikult tédpne
madramine, mida tavaliselt saadakse vaid praktikute intuitsioo-
nile toetudes. Ka selles valdkonnas saab muide kasutada elekt-
ronarvuti abi — nii rohkete faktiliste andmete statistilisel 14bi-
to6tamisel kui ka tehtud jarelduste kontroilimisel. Nagu juba
6eldud, peab selliste pohinditajate maddramine {oimuma késikaes
planeerimise jirkjdrgulise automatiseerimise ja «matematisee-
rimisega».

2. Optimaalsuse kriteeriumist

Matemaatiliste planeerimisiilesannete klassikalises sonastu-
ses! on eeldatud teatava tédpselt médratud sihifunktsiooni ole-
masolu.  Selle funktsiooni védidrtus n.-6. moodab koostatava
plaani headust, annab kriteeriumi, mille jdrgi otsustatakse plaani
optimaalsuse iile.

Paljudes majanduslikes probleemides ei valmista sihifunktsi-
ooni leidmine erilisi raskusi. Tehasesisese planeerimisega seo-
tud iilesannete korral pole aga olukord enamasti sugugi nii
lihtne. Nimelt ei suuda tdnapieva majandusteadus veel kaugeltki

! Lineaarse planeerimisiilesande sonastuse voib leida niiteks kogumikust
Matemaatika ja kaasaeg, Il, lk. 34—35.
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iheselt médrata, millise kriteeriumi jargi tuleks otsustada tehase-
sisese planeerimise optimaalsuse iile, mida seada tehase 160 ees-
margiks. Nii ongi praegu kasutusel terve rida niitajaid, mille
jargi hinnatakse tehase tegevust: viljalastava toodangu hulk
(ildmaht ja nomenklatuur), toodangu kvaliteet, omahind jne.
Koigi nende néitajate optimaalset véartust pole aga reeglina
voimalik itheaegselt saavutada. Voimalik on vaid teatav kompro-
miss nende vahel. Milline see kompromiss peaks olema, s. t. kui-
das ndeb vélja vastav sihifunktsioon, seda voib praegu vaid viga
ligikaudselt oletada.

Olgu nditeks plaani koostamisel tarvis arvestada {ilalnime-
tatud kolme faktorit: toodangu hulka, kvaliteeti ja omahinda.
Plaani headust mootva sihifunktsiooni kohta voib siis muidugi
viita, et see soltub nendest faktoritest, et ta peab olema esi-
mese kahe suhtes kasvav ja viimase suhtes kahanev funktsioon.
Majanduslikke seoseid ldhemalt uurides saab anda veel teisigi
noudeid, mida see funktsioon peab rahuldama, kuid iiheselt teda
nende nouetega médrata siiski ei onnestu.

Seega saab meie teadmiste praeguse taseme juures mééarata
vaid sihifunktsiooni {iildise kuju, s. t. teatava vidgagi laia funkt-
sioonide klassi, kuhu ta peab kuuluma. Sealjuures iga funktsioon
sellest klassist on iihesuguse digusega voetav sihifunktsiooniks.

Muidugi, matemaatiliste planeerimis- ja juhtimismeetodite
jarkjargulise juurutamise kdigus (ja pohiliselt sellisel viisil) see
klass iitha kitseneb vastavalt meie teadmiste kasvule. Pole aga
alust loota, et see funktsioonide klass niipea kahaneks iiheainsa
(konstantse kordaja ja liidetava tdpsuseni médratud) sihifunkt-
sioonini. Ja kas ta iildse kunagi (kasvdi piirilgi) voib iiheks
funktsiooniks kahaneda, on omaette probleem. Vaevalt me néi-
teks usume, et eksisteeriks ilu voi headuse kvantitatiivselt tdpselt
ja iitheselt méddratavad kriteeriumid (s. t. vastavad sihifunktsioo-
nid). Ei ole kiillaldast alust arvata, et planeerimisiilesannetes
maéidravaks oleva iildmajandusliku kasu kriteeriumiga, mis kok-
kuvottes tdhendab iihiskonna liikmete heakdekidigu noéuet niiiid
ja tulevikus, peaks olema teisiti.

Seega tuleb lugeda tdiesti loomulikuks sellist matemaatilise
planeerimise iilesande formuleeringut, kus antud kitsendusi ra-
huldavate plaanide hulgast tuleb leida selline, mis annaks mak-
simaalse viaidrtuse kasvoi iihelegi funktsioonile antud funktsioo-
nide klassist. :

Meie teadmiste praeguse taseme juures on tehase t66d ise-
foomustavate néitajate seas iiheks koige ebaméirasemaks just
ajafaktori osa. See aga tdhendab, et tehase t66 kalendrilise pla-
neerimise {ilesannetes on vodimalike sihifunktsioonide hulk eriti
lai. Seetottu leidub suur hulk kdige erinevamaid kalenderplaane
ja tehase t66 operatiivse juhtimise mooduseid iildse, mida on voi-
malik mingis moistlikus mottes optimaalseks tunnistada. Ja kui
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arvestada veel meie kasutuses oleva informatsiooni darmist puu-
dulikkust iildse (vt. p. 1), leidub otse miidratu hulk koige erine-
vamaid kalenderplaane, mida mingis vastuvdetavas mottes voime
lugeda optimaalseteks.

Sellises olukorras muutub aga optimiseerimise probleem
tehase kalenderplaanide koostamisel esialgu hoopis teisejarguli-
seks. T66 juhtimise jarkjdrgulise formaliseerimise ning sellest
vélja kasvava mehhaniseerimise ja automatiseerimise korval
omandab keskse koha koigi kalenderplaanidele esitatavate oluliste
nouete ja tingimuste, samuti ajafaktori osa jarkjarguline vilja-
selgitamine. Alles selle tulemusel voib optimiseerimise probleem
tehase t66 kalenderplaanide koostamisel ning t66 operatiivsel
juhtimisel samm-sammult esile tousta ja keskseks probleemiks
muutuda.

3. Juhuslikkuse arvestamisest

Kalendrilise planeerimise {ilesannete iiheks isedrasuseks omn
juhuslikkuse kui objektiivselt eksisteeriva faktori arvestamise
moéodapddsmatus. Tootmises esineb paratamatult mitmesuguseid
juhuslikkusi (t66pinkide avariid, materjalide puudumine, praak,
t66liste haigestumine, koérvalekaldumine keskmistest normatiivi-
dest jne.), ette saab nende modju hinnata vaid teatava tdendo-
susega. Ilma neid juhuslikkusi arvesse votmata pole aga voima-
lik saada praktikas edukalt rakendatavaid tulemusi.

Niiteks ei saa kuidagi noustuda iisna laialt levinud piiiidega
koostada pikema perioodi (terve kuu) peale ette jdigad tootmis-
graafikud. Mitmesuguste juhuslikkuste moju tagajéirjel pole need
graafikud praktikas peaaegu kunagi realiseeritavad. Kui aga
nouda niisugustest pikaajalistest graafikutest voimalikult tdpset
kinnipidamist, siis reeglina see ei abista, vaid segab tootmist.

Oeldut arvestades tundub hoopis loomulikumana koostada
pikema aja. peale ette mitte rangeid, vaid n.-6. orienteerivaid
graafikuid, kus koik juhuslikud suurused on arvesse voetud oma
keskvdartuste ndol. Tootmise tegelik kdik ei ithti sel juhul koos-
tatud graafikuga: vahel ta ennetab selle, samas aga jddb maha.
Piltlikult Geldes: tegelik tootmine koigub oma orienteeriva graa-
fiku kui teatava tasakaaluasendi iimber. Nende koikumiste suu-
rust ja iseloomu saab sealjuures hinnata vaadeldavate juhuslike
suuruste jaotusseaduste kaudu (siit tuleneb iihtlasi vajadus toot-
mises esinevate juhuslike suuruste detailseks statistiliseks uuri-
miseks).

Mis puutub jdikadesse kalendrilistesse graafikutesse, siis neid
on motet koostada ette vaid suhteliselt lithikesteks ajavahemikeks
(paariks-kolmeks péevaks). Liihikeste ajavahemike jooksul pole
nimelt juhuslikkuste moju nii margatav ja neid vaib erilist viga
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tegemata ignoreerida. Niisuguse liihiajalise graafiku saab igaks
perioodiks koostada orienteeriva graafiku ja tegelikult kujunenud
olukorra baasil.

Sellise kaheetapilise kalendrilise planeerimise meetodit tép-
sustataksegi praegu TRU arvutuskeskuses. Orienteeriva graafiku
koostamine toimub selle meetodi kohaselt elektronarvutil, liihi-
ajaliste tdpsete graafikute koostamine aga «késitsi» — tehase
dispetSerite ning meistrite poolt. Niisugust td6jaotust arvestades
piiiitaksegi orienteeriv graafik koostada selliselt, et tegeliku t66
korraldamine selle jiargi oleks vomalikult lihtne.

Millist t66 korraldamise metoodikat lugeda lihtsaks, see sol-
tub muidugi antud momendi tehnilistest ja teoreetilistest voima-
lustest (ideaalselt lihtne on selline metoodika, mille korral mi-
dagi pole vaja teha!). Praegu on igatahes otsustatud lugeda
lihtsaks jargmist reeglit: alati, kui on voimalik alustada uut
t6od, tuieb koikide voimalikkude té6de hulgast valida see, mille
alustamise tdhtaeg orienteerivas graafikus on koige varasem;
kui selliseid t6id on mitu, siis valida neist vdhem téémahukas.

Seda reeglit silmas pidades toimub ka orienteeriva graafiku
koostamine. Nimelt miédratakse té6de orienteeriva alustamise
tahtajad nii, et sellise orienteeriva graafiku ja &sja sdénastatud
reegli jargi t66d korraldades tegeliku tootmise keskmine korvale-
kaldumine orienteerivast graafikust oleks viike.

4. Tegelikkuse modelleerimisest

Nagu iilalpool juba korduvalt rohutasime, peab tootmise efek-
tiivseks juhtimiseks pohjalikult tundma mitmesuguseid seadus-
pédrasusi ja soltuvusi. Selgitasime ka, et neid soltuvusi ei ole voi-
malik madrata ainult aprioorsete «terve moistuse» kaalutluste
voi matemaatiliste uurimuste abil, vaid et siin on tingimata vaja-
lik vahetu kontakt tegelikkusega matemaatiliste meetodite jark-
jirgulisele rakendamisele tugineva praktika nédol. Muidugi ei
vélista see igasuguste aprioorsete matemaatiliste uurimuste voi-
malikkust ja vajalikkust, kuid me peame arvestama, et need uuri-
mused voivad anda positiivseid tulemusi ikkagi ainult piiratud
ulatuses, s. 0. tootmise moningate killgede viljaselgitamisel.

Aga ka sellisel juhul, kui meie kasutuses olevate formalisee-
ritud ja korrastatud teadmiste hulk on juba piisav, vdoime jddda
tosistesse raskustesse. Oletame néiteks, et oleme koostanud ap-
rioorse matemaatilise mudeli, kus vorrandite kujul on kirja pan-
dud koigi oluliste faktorite otsene moju tootmise meid huvitava-
tele kiilgedele, kuid samuti ka seosed nende faktorite vahel. Koik
kaudsed mojud ja tootmise vaadeldavates kiilgedes avalduvad
seaduspdrasused on siis leitavad saadud vorrandisiisteemi lahen-
damisel. Kuid tootmise iiksikutele kiilgedele olulist mdju aval-
davate faktorite arv voib sageli osutuda nii suureks ja esinevad
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seosed nii keerulisteks, et vastava siisteemi lahendamiseks oleme
sunnitud tegema tegelikku olukorda tunduvalt lihtsustavaid lisa-
eeldusi. Selle tagajdrjel vdheneb aga tulemuste kvaliteet kuni
nende voib-olla et isegi tdieliku praktilise kdlbmatuseni.

Selline olukord sunnib meid otsima teist teed, p6orduma prak-
tikasse, kus tootmises avalduvaid seadusparasusi saab leida toot-
mise kdigu jédlgimisel. Selleks tuleb koguda suur hulk tootmise
kdiku iseloomustavate nditajate kokkukuuluvaid vadrtusekomp-
lekte ja leida vastava matemaatilise t66tlemise teel nende niita-
jate vahelised seosed. Kuid ka siin on oma «aga». Nimelt tuleb
meil tootmise kdigu lihtsal jdlgimisel piirduda ainult olemas -
olevate tingimuste ja olukordadega. Meie andmed kannavad
piiratuse ja iihekiilgsuse pitserit ja nende pohjal saadavad seo-
sed on seega ainult ddrmiselt ligikaudselt kasutatavad «wmte»
olukordade kirjeldamiseks. Pealegi kulub vajaliku hulga and-
mete saamiseks tootmise kidigu tegelikust jilgimisest kiillaltki
pikk aeg.

Koige loomulikumaks véljapddsuks sellisest ummikust néib
olevat tootmise meid huvitavate kiilgede kiiberneetilise mudeli
koostamine, kus tootmist imiteeritakse elektironarvutil iiksikute
tootmisprotsesside ja -operatsioonide kestuse, jirgnevuse ja koos-
kolastatuse seisukohalt. Mitmesuguste niitajate kokkukuuluvad
védartused saadakse siis kilberneetilise mudeli «t66» jdlgimisel.
Sellist mudelit on voimalik «t66sse rakendada» suvalises reZii-
mis, millega me vabaneme saadavate andmete iihekiilgsusest.
Pealegi saab niisugusel viisil koguda suure hulga andmeid era-
kordselt lithikese ajaga. Modelleerimise oigsust saab siinjuures
hinnata tegelikkuse ja mudeli andmete vordlemisel (kui need on
kogutud teineteisele vastavatel tooreziimidel).

TRU arvutuskeskuses on modelleerimismeetodil lahendatud
mitmed {ilesanded. Naiteks tuli vélja selgitada, kuidas soltuvad
polevkivikarjdari tootulemused kaevandusmasinate kompleksis
kasutatavate masinate arvust ja tehnoloogilistest parameetritest.
Antud juhul kujunes vastava matemaatilise mudeli koostamine,
konelemata selle lahendamisest, lootusetult keeruliseks. Tootmise
tegelikku kéiku oli aga voimalik jédlgida ainult {ihe kindlate
parameetritega kaevandusmasinate kompleksi korral, sest teist-
suguseid masinaid ei olnud lihtsalt olemas. Seega polnud iiles-
annet {ildse vbimalik lahendada teisiti kui modelleerimise teel.
Kiiberneetilise mudeli abil saadud tulemused voimaldasid aga
teha pohjendatud ettepanekuid uute kaevandusmasinate projek-
teerimiseks.

Samasuguseid meetodeid rakendatakse ka kalendrilise planee-
rimise illesande korral. Niiteks kasutatakse-detailipartii tootmis-
tsiikli pikkuse médramisel ka kiiberneetilise mudeli abi. Kuigi
kirianduses on antud terve rida vastavaid valemeid, ei ole neis
kiillalt pdhjendatult arvestatud tootmistsiikli ithte olulist juhus-
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liku iseloomuga komponenti — operatsioonidevahelist aega. Siin
naib mudeli kasutamine tegeliku tootmise jidlgimise ning prakti-
kute intuitsiooni arvestamise korval olevat peaaegu et ainus tee
koigiti pohjendatud valemi saamiseks. Pealegi on praegusel eta-
pil intuitiivne moment detailide tootmise organiseerimisel veel
niivord tugev, et arvestamisele tulevad tingimused on «matemaa-
tilisele» kirjeldusele suures osas kittesaamatud.

Analoogilisel viisil parandatakse ka teisi valemeid kalendri-
lise planeerimise jacks vajalike suuruste leidmiseks. Samuti on
kiiberneetiline modelleerimine ainus voimalik meetod viljatééta-
tud planeerimissiisteemi n.-6. uute osade viimaseks kontrollimi-
seks enne nende tegelikku juurutamist.

«KAUBANDUSLIKKE» ULESANDEID

1. Kaks kaupmeest ostsid {iheskoos 100 taalri eest sigu, makstes 5 sea
cest 2 taalrit, ning lootsid nende edasimiiiimisel saada suurt kasu. Asjaolude
muutumise t6ttu olid nad aga sunnilud sead kiiresti sama hinna eest maha
miiima. Nad jaotasid ostetud 230 siga omavahel, kusjuures iihele kaupmehele
sai 125 paremat, teisele 125 halvemat looma. Esimene miiiis oma sead kalli-
malt, andes kaks siga ithe taalri eest, teine aga kolm siga iihe taalri eest.

Esimene sai kiiresti 120 seast lahti ning kogus seega 60 taalrit. Sel ajal
sai teine sama arvu loomade miiiigist aga 40 taalrit. Seega osutus, et kaup-
mehed olid miiiinud sigu keskmiselt sama hinna eest, nagu nad ostsid, kuid
ometi said ostuhinna kéatte juba siis, kui veel 10 looma oli miitimata.

Ulesandeks on selgitada, missuguste loomadega selline kasulik tehing veel
voimalik on.

2. Kaupluse, milles té6tab m miiiijat, tohib avada alles siis, kui kohal on
vihemalt n miiijat (n < m), kusjuures pole oluline, missuguses osakonnas need
miilijad té6tavad. Ei see oleks vdimalik, otsustati panna kaupluse uksele %
lukku, ning anda igale miiiijale p votit.

Kui viikesed vodivad olla arvud %k ja p selleks, et alati, kui kohal on =n
miiiijat, saaksid nad kbigi votmeid kasutades kaupluse avada, kuid iikski
(n—1)-st miiiijast koosnev grupp ei saaks oma votmete abil kauplusesse paa-
seda? Anda iihtlasi votmete jaotamise eeskiri!

* * *

Uhesugused metallrahad on paigutatud (lapiti) lauale nii, et igailks
puudutab tdpselt kolme iilejddnutest. Kui suur on minimaalne arv rahasid,
mille korral selline paigutus osutub vbdimalikuks? Ulesannet on soovitav lahen-
dada ilma rahasid kasutamata; {ihtlasi tuleks aga sirkli ja joonlaua abil
valmistada ka vastav tdpne joonis.

See iilesanne on vdetud ajakirjast «Hayka u xusnub» (Ne 5, 1965. a., 1k. 96).
Juhime ainult lugejate tdhelepanu sellele, et samas (lk. 158) toodud
lahendus pole dige.
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MATEMAATIKA ON KAUNIS

Rozsa Péter

Matemaatikadoktor professor Roézsa Pé-
ter on ungari tuntud naismatemaatik. Jirg-
nevas avaldame tema ettekande, mille ta
pidas 15. oktoobril 1963. a. Rostockis
(SDV) keskkoolidpetajatele ja -bpilastele.!
Loodame, et see innustab ka meie koolidpi-
lasi matemaatika saladustesse tungimisel.

Toimetus.

Minu kallid kuulajad!

Ma olen siin selleks, et piiiida teile edasi anda oma veendu-
must matemaatika ilust. Kui ma alustasin oma opinguid, kahtle-
sin ma viga, kas olen matemaatika véariline. Siis {itles iiks kol-
leeg mulle otsustava sona: mitte mina ei ole matemaatikaga
tegelemise vadriline, vaid matemaatika on viart, et temaga tegel-
da. Oma vaérilisuses kahtlen ma sageli niiiidki, hoolimata saadud
auhindadest ning professuurist, kuid mul ei teki kunagi kahtlust
selles, et midagi paremat ja ilusamat poleks ma suutnud teha,
kuié{egelda matemaatikaga.

ks asjaolu ei voimalda mul aga siin oma motetele vaba voli
anda. Nimelt olen ma koik, mis mul matemaatika kohta on
oelda mitte- ja veel-mitte-matemaatikutele, kirja pannud raama-
tus, mis on tolgitud ka saksa keelde. Kuna Saksa Demokraatli-
kus Vabariigis on ilmumisel juba selle raamatu kolmas triikk,
siis ma oletan, et kiillap on moned kuulajatest seda lugenud.
Sellepdrast ma otsustasingi mitte rddkida sellest, millest on juttu
raamatus, kuigi polnud sugugi kerge leida uusi motteid selle
teema kohta ja leitudki on omavahel vaid norgalt seotud. Praegu
ei saa aga enam midagi muuta isegi siis, kui {ikski kuulajatest
ei ole seda raamatut lugenud, sest minu saksa keele oskus pole
improviseerimiseks kiillaldane. Igal juhul soovitan aga lugeda
oma raamatut «Méing Iopmatusega» 2 — selles leidub matemaa-
tika ilu kohta rohkem materjali kui kdesolevas ettekandes.

! Fttekande tolkis (moningate kérbetega) H. Espenberg ajakirjast
«Mathematik in der Schule», 1964, nr, 2, lk. 81—90.
2 Originaal: Péter, R., Das Spiel mit dem Unendlichen. Leipzig, 1957.
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Kindlasti kahtlevad moned juba algusest peale selles, kuidas
saab kuiva «iikskordiihte» ilusaks nimetada? Minu eesmérgiks
ongi néidata, et matemaatika pole kuiv ega ole ka iiksnes «iiks-
kordiiks», vaid et tal on isegi kunstiga palju sugulust.

Esiteks on suur eksiarvamus, et matemaatik peamiselt arvu-
tab. Oma oGpilaste hulgast (alates kiimnendast eluaastast kuni
iilikooli esimese kursuseni) olen ma matemaatiliste vbimetega
opilasi vélja valinud jargmise 16busa iilesandega. Meil on kaks
tihesugust klaasi. Uhte kallame veini, teise sama palju vett
(mitte péaris tdis). Siis vdOtame {iihe lusikatdie veini esimesest
klaasist, valame teises klaasis oleva vee hulka ja segame. See-
jdrel paneme iithe lusikatdie seda segu esimesse klaasi veini
hulka. Selle tulemusena on veeklaasis natuke veini ja veiniklaasis
pisut vett. Kumba on rohkem: kas puhast veini veeklaasis voGi
puhast vett veiniklaasis?

Oluline ei ole siin mitte 6ige vastuse leidmine (iilesandes
peitub védike 10ks, millesse paljud langevad: arvatakse, et vette
on kallatud lusikatdis veini, veini hulka aga valati lusikatais
segu, jarelikult puhast vett vihem kui lusikatdis), vaid asi seis-
neb selles, kas rahuldutakse jargmise seletusega.

Veinis on sama palju vett kui vees veini. Vaatame nditeks
veiniklaasi alguses ja lopus, arvestamata seda., mis toimus vahe-
peal. Vedelikku on selles klaasis 1opuks sama palju nagu algu-
ses. Erinevus on ainult selles, et ta on kaotanud natuke puhast
veini (see on niiiid veeklaasis) ja voitnud veidi puhast vett.
Oleks kaotus olnud suurem voi vdiksem kui vdit, siis peaks
temas vedelikku olema vdhem v0i rohkem kui alguses. Jdrelikult
on kaotus — vette viidud vein — sama suur kui v6it — juurde
saadud vesi.

Need, kes motlevad vahem matemaatiliselt, iitleme, néiteks
ilitisikud, ei rahuldu veel selle loogiliselt selge seletusega. Neid
rahuldab vastav arvutus. Kui iihes lusikatdies segus on néiteks
kolm neljandikku vett ja fiiks neljandik veini, siis toome me
lusikatdiest veinist, mis vette kallati, {ihe neljandiku jalle tagasi.
Nii et kui me tostsime kolmveerand lusikatdit vett veini hulka,
jai ka vette ainult kolmveerand lusikatdit veini.

Nagu ndha, on matemaatikutele iseloomulik mitte arvutamine,
vaid selge mbotlemine: oskus mitte arvestada ebaolulisi asju.

Viike korvalméirkus: arvestamata voib jdtta muidugi sellised
asjad, mis ei puuduta kisitletava kiisimuse olemust. Viikesed
opilased kipuvad iitlema: «Roopkiiliku diagonaalid on vordsed.
See on oige koigi roopkiilikute korral, vélja arvatud kaldnurk-
sed.» Selliste vigade puhul ma esitan alati 16busa kiisimuse:
«Mille poolest erinevad Barbarossa ja Napoleon?» Vastuseks
on: «Mitte millegi poolest. Kummalgi ei ole punast habet, vilja
arvatud Barbarossal».

Nii, see oli vaid vidike korvalmarkus.
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Teine {ilesanne, milles arve enam iildse el esine, mis nouab
lahendamiseks ainult abstraheerimisoskust, voimet kiisimuse suh-
tes ebaolulisi asju mitte arvestada (ja seetottu ongi {ilesanne
matemaatiliselt motlejate jaoks), on jargmine.

Rong soidab ldhi tunneli. Kupee avatud akndst sissetulev
suits teeb tahmaseks koigi kolme reisija ninad. Nad vaatavad
iiksteist ja naeravad. Igaiiks mdtleb, et just tema on onnelikule
kohale istunud ja tema nina on puhtaks jddnud. Kuidas taipab
koige arukam neist kolmest, et ka lema nina on tahmane? Sce-
juures saab ta tugineda ainult jargmisele kolmele eeldusele:
1. midagi muud naerda ei ole; 2. kumbki {ilejddnutest ei 10peta
naermist; 3. kui keegi teaks, et ta ise on naeruvidirne, siis ta ei
naeraks.

Lahendus ei ole eriti lihtne, kuid pohiline pole mitte see, kas
moni leiab iseseisvalt lahenduse, vaid see, et mittematemaatiliselt
motlejad ei piirdu tehtud eeldustega. Mind on sageli pahandatud
selliste lahendustega nagu: «Kdige arukam vaatab peeglisse» voi
«Koige arukam motleb: teiste ninad on tahmased, miks peaksin
mina erandiks olema». Oige lahenduse saan ma kodige paremini
jutustada esimeses isikus; andestage, et ma ennast koige aruka-
mana esitlen. Teiste nimed olgu nditeks Kurt ja Hans. Ma mot-
len jargmiselt: Kurdil on pohjust naerda, sest ta ndeb Hansu
tahmast nina. Aga ta ndeb ka, et Hans naerab. Miks ei tule ta
siis selle peale, et ka tema nina on tahmane? Muidu tema arva-
tes Hans ei ndeks midagi naeruvdirset, vélja arvatud juhul,
kui ka minu nina on tahmane. Nii see olukord siis aga ongi, sest
Hans naerab edasi ja ka Kurt ei l0peta naermist, jareldades,
Hansu naermisest, et ka tema nina on tahmane.

See, et tuginetakse kord juba kindlaks méidratud eeldustele
ning jirelduste tegemisel peale nende muud midagi ei kasutata,
ongi matemaatika aksiomaatilises {ilesehituses pohiline. Selline
siistemaatiline iilesehitus muutus eriti tdhtsaks siis, kui niinime-
tatud «naiivses» matemaatikas tekkisid vastuolud. Selle juurde
tulen ma aga veel tagasi. Siinkohal tahaksin markida ainult
seda, et aksioomidega ei saa kunagi haarata késitletava objekti
koiki omadusi, vaid ainult moningaid neist. Nii voibki juhtuda,
et tdiesti erinevad objektid, milledel on ainult moned i{ihised oma-
dused, rahuldavad samu aksioome. Siis Geldakse, et vaadeldaval
aksioomide siisteemil on erinevaid «mudeleid». Né&iteid selle
kohta on toodud minu raamatus, mistottu ma ei taha siin sellel
ldhemalt peatuda.

Abstraktsioon, millest ka siin juttu oli, etendab olulist osa
kogu matemaatikas. Juba meie naturaalarvud on tekkinud abst-
raktsiooni teel. On teada algelisi rahvaid, kes kasutasid iimmar-
guste, lapikute jm. asjade loendamiseks erinevaid arvsonu; kui
neil on nditeks seitse sellist arvude jada, siis vajavad nad kiim-
neni lugemiseks kokku 70 erinevat arvsona. Aja jooksul kaotab
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iiks neist jadadest oma erilise «varvingu» ja sel viisil muutuvad
vastavad arvsonad arvudeks. Néiiteks iihe suguharu loendamis-
vahendiks olid lapikud konnakarbid ja esialgselt loendati seal
lapikuid esemeid jirgmiste sonadega (vastavas keeles): «iiks-
konnakarp, kakskonnakarpi, jne.». Aja jooksul aga kadus téie-
likult konnakarpidega seotud tdhendus, nii et niiiid tdhendab
Edjkskonnakarp» lihtsalt «iihte», «kakskonnakarpi» lihtsalt «kah-
e» jne.

Igaiiks voib ka ise jdlgida, kuidas kujuneb véilja arvu moiste
véikesel lapsel, kes meie silmade all kultuurinimeseks areneb.
Kulub tiikk aega, enne kui talle saab selgeks mbistete «kaks
silma», «kaks jalga», «kaks pahklit» ithine omadus, nimelt nende
arv. Hall tdhis «2» on ainult paljude elavate kahtede siimboliks.
Seda vaadates peaks meie silmade ette kerkima pilt sellest, kui-
das maailma koik paarid — kaks tuvi, kaks talle, kaks 1ovi,
aga ka kaks jalga, kaks sona jne. — Noa laevale marsivad.

Selle peale voib Gelda: jah, abstraktse arvu moiste juurde on
toepoolest joutud elavate, oma vérvinguga asjade kaudu, aga
edaspidi tegeleb matemaatika juba selle véarvitu moistega —
arvuga. Kuid mida matemaatika iithe kdega &ra votab, seda
annab ta teise kdega rikkalikult tagasi: maalib varvituks muu-
tunud pildi ootamatute, uute toonidega. Kuus ouna, kuus kodu-
jdnest on néiteks palju huvitavamad kui nendest abstraheeritud
arv kuus, mida kasutatakse loendamisel. Ent millise omapérase,
huvitava tooni omandab see kuus, kui avastatakse, et ta on esi-
mene tdiuslik arv! Seda moistet arvatavasti koik ei tunne. Arvu
périsjagajaks on iga temast vdiksem arv, millega ta ilma jia-
gita jagub; arvu nimetame t#iuslikuks, kui ta on vordne oma
parisjagajate summaga. Néiteks arvu 6 périsjagajateks on arvud
1, 2. ja 3 ning tdepoolest:

1+2+43=6.

Avastamisroomu, mis on arvatavasti suurim inimlik réom, ei
suuda iikski teine Oppeaine pakkuda sellises ulatuses kui mate-
maatika. Koolilastelt, keda ma varem Opetasin, olen selles suhtes
palju oppinud. Mul ei oleks nditeks kunagi mottesse tulnud haka-
ta kaheteistkiimneaastaste tiidrukute klassis rddkima Eukleidese
algoritmist, aga minu Opilased viisid mind ise selleni. Tahaksin
sellest tunnist jutustada.

Me tegelesime sellega, et mina iitlesin kaks arvu ning opi-
lased leidsid nende suurima iihisteguri. Viikeste arvude korral
ldks see kiiresti. Ma nimetasid aga jirjest suuremaid arve, et
opilased tunneksid raskust ning hakkaksid mingit meetodit noud-
ma. Ma mbtlesin, et selleks meetodiks kujuneb algteguriteks
lahutamine.

Arvude 60 ja 48 suurima iihisteguri leidsid opilased veel
kergesti: «Kaksteist!» Aga iks tiidruk mairkas: «See on ju sama
palju kui 60 ja 48 vahe.»
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«See on juhusy, iitlesin ma ja tahtsin edasi minna. Aga nad
ei lasknud mul jatkata: «Oelge meile, palun, selliseid arve, kus
see nii ei ole.»

«Haésti. Ka 60 ja 36 suurimaks iihisteguriks on 12, aga nende
vahe on 24.»

Uus vahelehiiiie: «Siin on vahe suurimast iihistegurist kaks
korda suurem.»

«Jah, see ei ole muidugi juhus. Arvude vahe ja ka summa
jagub alati nende koigi iihisteguritega.» Tosi kiill, see vajas
itksikasjalikku selgitust, aga seejdrel tahtsin ma juba tdepoo-
lest edasi minna. Ometi ei saanud ma seda ikka teha. Uks tiidruk
kiisis: «Kas just selle pohjal ei saakski leida meetodit suurima
ihisteguri leidmiseks?»

Muidugi saab! See ongi ju Eukleidese algoritmi pohiidee! Nii
loobusin ma oma plaanist ning lidksin oOpilaste ndidatud teed
modda.

Néiteks arvude 116 ja 36 suurima iihisteguri leidmine on
seetottu raske, et 116 on védga suur. Aga niiiid me teame, et
suurim iihistegur peitub ka nende vahes, s. 0. arvus 80, aga 80
on juba viiksem kui 116. Teiselt poolt, iga teguriga millega
jaguvad 80 ja 36, jagub ka nende summa 116. Seega me voime
arvude 116 ja 36 asemel leida hoopis arvude 80 ja 36 suurima
ithisteguri. Kes ka neid arve liiga suureks peab, voib 80 asemel
votta 80 ja 36 vahe 44. Arvude 44 ja 36 suurimat iihisjagajat on
juba palju lihtsam leida. Kes aga ka seda vaeva sddsta tahab,
voib 44 asemel votta nende arvude vahe 8, seejidrel 36 asemel
arvude 36 ja 8 vahe 28, 28 asemel arvude 28 ja 8 vahe 20, 20
asemel arvude 20 ja 8 vahe 12 ja 1opuks 12 asemel arvude 12
ja 8 vahe 4. Et aga arvude 4 ja 8 suurim ihistegur on 4, seda
ndeb pimegi.

Nii said opilased kédtte soovitud meetodi: arve tuleb lahuta-
mise teel vdhendada nii, et suurima iihisteguri leidmine osutub
lapseminguks.

Loomulikult muutus korduv lahutamine tiidrukutele dige ruttu
igavaks ja nad mairkasid, et see ongi {ilearune. Nii néiteks lahu-
tasime me #sja 116-st kolm korda 36, kuni jdi jirele 8. Siis
lahutasime selle 8 neli korda 36-st kuni jirele jii 4. Jarelikult
voib mitmekordse lahutamise asemel jagada ning suurema arvu
asendada jddgiga. Sellega ongi meetod leitud.

Tahaksin veel mainida, et andekatele Opilastele on matemaa-
tikas joukohane mitte ainult tuntud tulemuste uuestiavastamine.
Ma tunnen opilast, kes oli kaheteistkiimneaastane, kui tema esi-
mene uus matemaatiline tulemus (mis viljus koolimatemaatika
raamidest) ilmus matemaatilises ajakirjas. Monel teisel alal oleks
see vaevalt moeldav.

Avastuste pohjuseks on ka see, et matemaatilises loomingus
sisaldub alati rohkem, kui me ette oleme planeerinud. See on
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itheks {ihiseks jooneks kirjandusteostega, mille tegelastel on
omaenda elu, milles autor ei saa enam midagi muuta.

Inimene vottis loendamiseks kasutusele naturaalarvud, aga
nendel on oma seadused, mida ta ette ei ndinud ega saa ka
enam muuta; ning matemaatikud ndevad vaeva sellega, et neid
avastada. Ka minu Opilased avastasid sageli mondagi, millele
ma polnud moelnudki. Ma tahaksin selle kohta veel iihe ndite
tuua. Ma jutustasin oma armsaimas keskkooliklassis, et on ole-
mas arvutuskunstnikke, kes lahendavad iillatava kiirusega keeru-
lisi arvutusiilesandeid, kuid aeglaselt arvutav matemaatik voib
neid sageli iiletada teatud matemaatiliste seoste tundmise tottu.
Muuseas tahtsin ma néiidata, kuidas saab kiiresti arvutada
summat

1 1 1 1 1

Tz testsatos 5o
aga iihtlasi ka iga summat, mis saadakse jdrgnevate sama tiiiipi
liikmete liitmise teel. Ma palusin oma Opilasi vaadelda neid
arve hoolikamalt. Lootsin, et moni neist méarkab, et

R SN S
nin+1) " =n nt+1°
sest parempoolset avaldist tihisele nimetajale viies saame
ntl—n
n(n1)
kus lugejaks jddb lihtsalt 1. Jarelikult saab vaadeldud summat
kirjutada kujul
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tyt stz rtiTsts 5
Siin koonduvad k&ik liikmed peale esimese ja viimase ning otse-
kohe voib &elda tulemuse:
y_1_5
— 6 6
Uks tlidrukutest tegi aga hoopis teistsuguse tdhelepaneku,
millel ei ole kiill midagi iihist kiire liitmisega, ent mis on ise-
enesest vdga huvitav. Ta mérkas, et toodud néites nimetajad

1-2, 2.3, 3-4, 4.5, 5-6, 6.7, 7-8, 8.9, 9-10, ...

annavad peale korrutamist reeglipdraselt korduvate 16ppnumb-
ritega arvud:

26 2 00 26 20

Niisuguse seaduspédrasuse iildkehtivust pole toepoolest raske
toestada; ehk on monel pérast ettekannet tahtmist selle iile jdrele
moelda. Selles sisaldub ka teatav midngumoment, mis on jillegi
matemaatika ja kunsti {ihiseks jooneks. Vo6ib-olla tunnevad mo-
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ned kuulajad kunstnik Diireri vaseldiget «Melanhoolia», millel
on kujutatud jargmine maagiline ruut:

16 3 2 13

5 10 11 8

4 15 14 1

B Y ——

Mirgitud aastaarv 1514 on pildi valmimise aasta. Ruutu nime-
tatakse maagiliseks, sest iga rea voi veeru voi diagonaali arvude
liitmisel saame sama summa, nimelt 34. Ent see Diireri ruut on
veelgi maagilisem. Kui moodustada niiteks nende mnelja arvu
summa, mis seisavad ruudu nurkades, siis saame samuti 34.
Sama arvu saame ka jargmise lehekiilje joonistel ruutu kujun-
datud nelinurkade tippudes asuvate arvude summaks. Seda peab
igaiitks muidugi ise jarele kontrollima.

Niisiis varjab Diireri ruut endas iihiselt matemaatika ja
kunsti mangumomenti.

Tahaksin réddkida ka iihest paradoksist, nn. Richardi anti-
noomiast, mis samuti sisaldab moningal méidral mangumo-
menti.

Kujutleme endale kirjutusmasinat, mis sobib koigi eestikeel-
sete 3 tekstide jaoks. Eeldame, et sellega saab triikkida 95 erine-
vat maérki, lugedes méarkide hulka ka sonavahe (tithiku). Kui
selle masinaga hakataks triitkkima, siis tuleks néiteks saja mér-
giga tekst enamasti vilja mottetuna; ent juhuslikult voib vilja
tulla ka moistliku sisuga tekst. Koigi voimalike saja méirgiga
tekstide hulgas esinevad néiteks kdik — nii oiged kui ka valed —
abielukuulutused, sest nad koosnevad alati vdhem kui sajast
maérgist, kusjuures nende loppu voib tarbe korral paigutada
nii palju tithikuid, et saaks kokku 100 mdrki. Siit on juba aru-
saadav, et saja mairgiga tekste on viga palju, kuid mitte 16p-
mata palju. Esimese méargi valikuks on 95 vbdimalust, iga esimese
margi korral on teise margi valikuks jdlle 95 vbimalust, seega
kahe esimese margi valikuks 95-95 voimalust jne. Nii ndemegi,
et saja margiga tekste on 95!'%° mis on suur, kuid 16plik arv.
Nende tekstide hulgas esinevad ka naturaalarvude definitsioo-
nid. Nii nditeks on arv 3 defineeritav jdrgmise tekstiga (millele

3 Originaalis — saksakeelsete.
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jargnevad sonavahed): «Viikseim paaritu algarv». Kuid iga
naturaalarvu ei saa defineerida sajast mérgist koosneva teks-
tiga, sest naturaalarve on 16pmata palju. Vaatleme vihimat
naturaalarvu, mida ei saa defineerida sajast méargist koosneva
tekstiga. Ma defineerin: «Vahim naturaalarv, mida ei saa saja
margi abil defineerida». Voib kontrollida, et see definitsioon koos-
neb 58 mirgist; kui nende jarele triikkida 42 tiihikut, saamegi
tapselt 100 mérki. Arvu, mida ei saa defineerida saja margi
abil, saab siiski defineerida saja maérgi abil. See ongi Richardi
antinoomia.
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Selline paradoks annab juba mérku, et matemaatika ei ole
igav «iikskordiiks».

Matemaatika aksiomaatilise iilesehituse eesméirgiks on just
peamiselt selliste vastuolude viljaliilitamine. Moisted, milledest
koneldakse aksioomides, ei kujuta endast midagi konkreetset,
vaid mistahes objekte, millel on aksioomides viljendatud pohi-
omadused. Salaja motleb aga igaiiks, kes nendega tegeleb, konk-
reetsetele objektidele. Ma juba mainisin mitmesuguseid mude-
leid, mis voivad rahuldada samu aksiocome.

Kunsti ja matemaatika iihistest joontest tahaksin ma mainida
veel vaid ihte, vististi koige erutavamat — kohtumist 16pmatu-
sega. Uks nédide kirjandusest, nimelt Thomas Manni teosest
«Joseph ja tema vennad»:

Siigav on mineviku kaev. Kas ei peaks teda mitte pOhjatuks nimetama?

Seda isegi siis, ja vdib-olla just nimelt siis, kui see on vaid inimolend,
kelle minevik on kone ja kisimuse all... Sest just siis juhtub, et mida
siigavamalt asja uuritakse, mida kaugemale mineviku allmaailma tungitakse,
seda enam mittelooditavateks osutuvad inimsuse, tema ajaloo ja siivsuse alg-
med, iikskoik kui pikalt me oma loodi ka lahti ei keriks, seda enam edast
ning kaugemale pdhjatusse nad taganevad. Oluline on siin just <«edasi ja
kaugemale», sest vdljauurimatu mdngib meiega narrimdngu. Ta pakub pette-
peatusi ja teesilte, millede saavutamisel avanevad iha uued minevikurajad.

Ja matemaatikas? Mir;u raamat, millest ma ei taha siin mi-
dagi tsiteerida, oligi pithendatud just kohtumistele 1opmatusega.
Siin tahaksin ma néite varal, mida minu raamatus ei leidu, néi-
data, kuidas laheneb pinevus, mille toob kaasa lopmatusega seo-
tud elamus.

Keegi iitleb: «Telliskivi kaalub 1 kilogramm ning veel pool
oma kaalust. Mitu kilogrammi kaalub telliskivi?»

Voib arutleda selliselt. Koigepealt kaalub telliskivi 1 Kkilo
ning sellele lisaks veel poole telliskivi kaalu: % kilo ja veel
pool poolest kivist, s. o. veerand telliskivi. Veerandi telliskivi
kaal on % kilo ning pool veerandist telliskivist, s. o. kaheksan-
dik telliskivi. Seega kaalub telliskivi

1 1
o+ T
kilo ning veel kaheksandik telliskivi. Nii ldheb see edasi:
1-{—%—{—%—[——;—4— ... kuni 16pmatuseni.

Teiselt poolt on aga selge, et vasakpoolne kaalukauss iihe tellis-
kiviga on tasakaalus parempoolse kaalukausiga, millel on 1 kilo-
gramm ning pool telliskivi. Pool telliskivi paremal on tasakaalus
poolega tervest telliskivist vasakul. Seega peab teise poolega
tasakaalus olema 1 kilogramm paremal. Jéarelikult kaalub pool
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telliskivi 1 kilogramm ning terve telliskivi 2 kilogrammi. Sega-
dus lopmatusse kulgeva liitmisega laheneb: 16pmatu rea

I +5+3+++ ... (Iopmatuseni)
summa on tépselt 2.

Oleks stiilikohane lopetada oma ettekanne nii, nagu see toi-
mub muusikas pinevuse lahendamisel. Moned kuulajad aga pea-
vad seda kindlasti puuduseks, et siin ei ole 6eldud {ihtegi sdna
matemaatika praktilisest rakendamisest. Kuid selles suhtes ei
vaja matemaatika mingit kaitsekonet. On ju iildiselt teada, et ta
on hédavajalik peaaegu kogu inimloomingus, eriti aga majan-
duslikus loomingus. Ma tahtsin veenda neid, kes teda kasuli-
kuks, kuid vérvituks ja kuivaks, paratamatuks nuhtluseks peavad.
Ma ise tootan alal, mis on tekkinud matemaatika seesmiseks
otstarbeks. See on nn. rekurssiivsete funktsioonide teooria, mille
kohta ma ei oleks vdinud uneski ndha, et teda saaks ka prakti-
liselt rakendada. Aga tdnapdeval? Minu raamat rekurssiivsetest
funktsioonidest oli teiseks ungari matemaatiliseks t6dks, mis
Noukogude Liidus on vélja antud ning just sel praktilisel poh-
jusel, et tema sisu on muutunud hddavajalikuks arvutusmasinate
teoorias. Ja nii juhtub varem voi hiljem koigi nn. puhta mate-
maatika harudega. Oma ettekandes tahtsin ma ndidata, et mate-
maatikasse voib armuda ning seejuures pole kunagi pohjust
karta, et tegeldakse millegi kasutuga.

ARVAMUS! MATEMAATIKAST

Kes on matemaatikale piihitsetud, need leiavad sealt naudinguid, mis on
analoogilised kunsti ja muusika poolt pakutavaile. Nad imetlevad arvude ja
kujundite peent harmooniat; nad on vaimustatud, kui moni uus avastus avab
neile ootamatuid pespektiive; ja rddm, mida nad niiviisi tunda saavad — eks
ole ju seegi oma loomult esteetiline, ehkki meeltel pole seal mingit osa? ...

... Sellepdrast ma ei kohklegi iitlemast, et matemaatika on seda vdirt, et
teda kultiveeritaks tema enda pirast, ja et see peaks samavérra kehtima ka teoo-
riate suhtes, mida ei saa fiilisikale rakendada.

H. Poincaré, 1897.
* *
*

See ei olnud ainult piiidlemine universaalsele haridusele, mis témbas
koiki renessansi suuri meistreid, nagu Brunellescot, Leonardo da Vincit, Raffaeli,
Michelangelot ja eriti ka Albrecht Diirerit vastupandamatu jbuga matemaatiliste
teaduste poole. Nad olid teadlikud, et kogu individuaalse kujutlusvdime vaba-
dusele vaatamata allub ka kunst paratamatuse seadusele, ja fimberpéordult: oma
loogilise iilesehituse kogu ranguse juures jirgib ka matemaatika ilu seadust.

F. Rudio.
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ARVRIDADEST
E. Tiit

Lopliku hulga arvude liitmine ja lahutamine on koigile tut-
tav juba algkoolipdevilt. Keegi ei kahtle selles, et kui on.antud
2, 3 voi isegi 1000 arvu (positiivset voi negatiivset), siis saab
alati leida nende summa. Samuti on dldtuntud, et liidetavate
jarjekorra voib valida vabalt, nii kuidas see mugavamana tun-
dub — ilma, et summa véartus sellest muutuks. Arvude liitmisel
voime neid ka rithmitada, niiteks

23+9+ 17440+ 11 = (234 17) 4 (9-+11) 1+ 40 =
= 40 4 20 + 40 = 100.

Mbonikord voib aga tekkida vajadus lopmata paljude liideta-
vate summa leidmiseks. Nditeks selle kohta on kasvoi telliskivi
kaalu leidmine eelmises artiklis (vt. lk. 56). Mida aga sellise
summa all iildse moistetakse? Ei saa ju tegelikult liita 16pmata
palju arve: iikskoik kui mitu arvu me ka kokku liidaksime, on
saadud summa ikkagi vaid [opliku arvu liidetavate summa.

Lopmatu huiga liidetavate summat

a;+a+az- ...

nimetatakse arvreaks. Arvrea summa defineeritakse liideta-
vate loplike summade piirvdidriusena liidetavate arvu lopmatul
kasvamisel. Sellise summaga puutume kokku juba keskkoolikur-
suses: nimelt tuletatakse seal Iopmatult kahaneva geomeetrilise
progressiooni summa valem.

Lopmatut summat ehk arvrida kasutatakse vidga paljude
matemaatiliste probleemide puhul ja kaugeltki mitte alati pole
tema summa leidmine nii lihtne nagu geomeetrilise progressiooni
korral. Selliste summade uurimiseks on isegi vélja kujunenud
korgema matemaatika haru — ridade teooria.

Vaatleme moningaid néiteid.

Nidide 1. Keskkoolis defineeritakse ringi pindala korrapirase koolhulknurga
pindala piirvddrtusena hulknurga kiilgede arvu piiramatul kasvamisel. Selle
definitsiooni abil voime ringi iimbermodtu kasutamata arvutada ringi pindala
ning seega iihtlasi kontrollida « arvulist vdirtust.

Valime hulknurkadeks koigepealt ruudu, siis korrapidrase kaheksanurga,
korrapirase 16-nurga, jne. Nonda toimides ei tarvitse me iga kord arvutada
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tervet hulknurga pindala, vaid vdime piirduda juurdetekkinud kolmnurkade
pindalade liitmisega varem saadud pindalale. Ringi pindala avaldub siis 13p-
matu rea S;-}4S2) +8SB) - 16544 ... +218(®) + ... summana, kus

Sy on ruudu pindala, S() aga 27-nurga ithest ja 2n+l-nurga kahest kiiljest
moodustunud kolmnurga pindala
(vt. joon. 1). Seega 22S(n) on
korrapdrase 2ntl-nurga pindala S,
ja korrapidrase 27-nurga pindala
S, vahe.

Olgu ringi raadius 1. Siis
ruudu pindala S;= (V2)2=2 ja
8-nurga pindala S;=S, 4+ 4S(2),
kus S@) on kolmnurga A;AAs ,

AI
pindala. Et “ k Az
A

Ag

A]Ag = \/3
ja nurk
6

A1A5A2 = ’8—' 1800 = 1350,

siis
1 _ DY
S@) = D V2. 1{2 tan 22°30" =
2 2
= 0,2071 ning S, = 2,828. Joonis 1.

Leiame niiid 16-nurga pindala S;==S; -+ 4S(2) +8S®), kus S®) on
kolmnurga A;A¢As pindala. Et

. 1 1 tan 11°15 ian 11°15” R
SOy = — . — . - 88y == — _ — =10,234,
2 V2cos 2230’ 2V2 cos 22°30° cos? 22°30/
sils S3 = 3,062.

Mida rohkem liidetavaid me sellise protsessi kidigus leiame ning summale
lisame, seda tdpsema viirtuse saame ringi pindalale (eeldades muidugi, et
me teostame arvutused kiillaldase tdpsusega). Ringi pindala tépset vaartust,
mida véljendab 16pmatu rea summa, me aga tegelikult liitmise tecl leida ei
saa, kuigi voime pindala arvutada kasvoi naiteks 100 oige kohaga.

Ndide 2. Uhes looduslikult kaunis kohas asuva turismibaasi kiilalisraa-
matusse kirjutab iga kiilastaja oma nime. Kui palju nimesid koguneb iildse
sellesse kiilalisraamatusse (oletame, et raamatu tdissaamisel asendatakse
see uuega, kusjuures loetelu jdtkub)? Allkirjade arv raamatus avaldub rea

ﬂ1+ﬂ2+ﬂ3+

summana, kus n; on vaatamisvdidrsust esimesel pideval killastanud turistide
arv, n, — teisel pdeval kidinud kiilastajate arv jne.

Toome niiiid sisse moned 1opmatute ridadega seotud moisted.

Rea
al—l—ag—l—as—}—
osasummaks s, nimetame rea esimese n liikme summat:
S1=a,;, Sa=a +a, ...,

Sp=a,-+a+ ... +a,.



Rida nimetatakse koonduvaks, kui tema osasummade ja-
dal s, s, 83, ... on loplik piirvddrtus s=1lims,, s. t. iga posi-
n—0
tiivse arvu ¢ korral leidub selline arv N, et
|s, — s| < e iga n >N korral.
Osasummade jada piirvddrtust s nimetatakse rea summaks
ja kirjutatakse
a-+a+az++ ... =s.

Kui aga rea osasummade jadal pole Ioplikku piirvdartust, siis
nimetatakse rida hajuvaks. Nii osutub hajuvaks rida néites
2: toepoolest, siin ei ldhene osasummade vdidrtused mingile 1op-
likule piirvdartusele, vaid nad saavad igast 16plikust arvust suu-
remaks (kui vaid allkirju kiillalt kaua kogutakse). Sellisel juhul
koneldakse ka, et rea summaks on -foo. Hajuva rea summaks
voib olla samuti —oo, seda siis, kui rea osasummad saavad vaik-
semaks igast etteantud negatiivsest arvust!.

Nédide 3. Aritmeetiliste progressioonide
—1—2—3—4— ...
ia
1004-994-98+ ... +14+0—1— ... —99 — 100 — 10l — ...
summaks on modlemal —eco. Ehkki teise rea osasummad esialgu kiiresti kas-
vavad, nii et 100 liifkme summa on 5050, on 201 lijkme summa juba 0 ning
edaspidi osasummad kahanevad jarjest.

Leidub aga ka selliseid hajuvaid ridu, mille summa ei ole ei
oo ega ka —oo. Niisugused on jargnevates néidetes toodud
geomeetriliste progressioonide summad.

Niide 4. Rea
l—2+4—8-}-16—32+ ...
osasummad on jarjest 1, ——1, 3, —5, 11, —21, ... . Kuigi nende absoluut-
vairtused ldhenevad Iopmatusele, ei saa koik osasummad (alates mingist
kohast) ometi ei suuremaks ega ka viiiksemaks iihestki arvust. Seega pole
vaadeldaval real el 16plikku ega ka 15pmatut summat: meil on tegemist
nn. vonkuva reaga.

Nidide 5. Vaatleme rida
l—141—1F1—14+1— ...,
mille osasummad on jarjest 1, 0, 1, 0, 1, .. . Sellele reale on tihelepanu
pithendanud mitmed teadlased, sealhulgas ka kaks oma ajastu geniaalseimat
matemaatikut — G. W. Leibniz ja L. Euler, kelle nimede jirgi vaadel-
davat rida vahel ka nimetatakse. Omapérase jirelduseni joudis selle rea
kaudu Leibnizi kaasaegne, munk Guido Grandi2 Kasutades geomeetrilise
progressiooni summa valemit teguriga —1, leidis ta, et
: 1 1

1. o el e ] A1) (—1)2 - (—1)8 -l —_
{— 11—t 41— =1 (=D (=D (=13 .. T,

I Niisuguseid hajuvaid ridu nimetatakse vahel ka —oo-eks ning —oo-eks
koonduvateks, et neid eraldada nédidetes 4 ja 5 kirjeldatavast hajuvate ridade
tiiiibist.

2 Niide péirineb raamatust: Krbek, F., Uber Zahlen und Uberzahlen.
Leipzig, 1964, lk. 93. '
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Teiselt poolt aga
l—14+1—1+1—1+1—1...=0—H+A—-DH+d=1+ ... =
=0404+0+ ...,
ja kaht tulemust kokku vottes

0+0+0+u“=%4

Viimase vordusega «toestas» Grandi, et jumal vois maailina luua eimillestki!
Selle «tulemuse» analiiiisimiseks vaatleme, millistel ridadel voib {ildse
olla summa.

Rea hajuvuse nditamine osutub sageli viga lihtsaks, kui ar-
vestada, et koonduva rea illdliige liheneb nullile. Toepoolest, et
Q, = S, — Su—1, siis koonduva rea korral

lim a,=I1lim s,— lim Sp-i—=5—s=0.
n—cc n—oo n—oo

Sellest tunnusest jareldub, et iga rida, mille iildliige ei ldhene
nullile, on hajuv. Seetdttu on koik ndidetes 2—5 vaadeldud read
hajuvad. Niiiid selgub ka viga Grandi arutlustes (vt. ndide 5):
Euleri rida 1—1+1—1-- ... on hajuv ning tal ei ole lop-
likku summat.

Kahjuks ei jareldu rea iildliikme l&dhenemisest nullile veel
rea koonduvus.

Niide 6. Kahes linnas A ja B kuulutati vilja vabatahtlik korjandus. Lin-
nas A annetab esimene isik A; rahakoguse a;==100; isik A, ei raatsi anda
sama palju, kuid ei tihka ka panust palju vidhendada, annetades a,= 90;
isik A; annetab 90% A, panusest, A, jillegi 90% A; annetusest jne.

Teises linnas B sattus esimeseks annetajaks B,, oige kitsi inimene, kes
andis koigest rahakoguse b, = 1; jargmine annetaja By ei ole ka liiga hdbe-

1 1 1

lik, kdrpides panust poole vorra: b, = 5. Edasi jirgnevad b=, by= ;.
2 ! 3 a

Kummas linnas koguneb varem korjanduskarpi rahakogus 2000?

Vaatleme koigepealt linna A. Annetused moodustavad geomeetrilise pro-
gressiooni, kus

411:100. 02=90, (137:81, ey 111():38,7,
ja

100
§ = —:6,_9 = 1000.
Seega oleks annetuste kogusummaks lopmata paljude annetajate korral vaid
1000, rahasummat 2000 ei onnestu aga selliste annetuste korral kunagi ko-
guda.
Pililame niiiid analiilisida korjanduse k#iku linnas B. Annetused moodus-
tavad siin rea

1 1 1
I+5+5+5+ .
mida nimetatakse harmooniliseks. Kuigi selle rea iildliige ldheneb nul-

lile, osutub rida ometi hajuvaks, nii uskumatu, kui see esimesel pilgul ka ei
tundu. Toepoolest, selle rea osasummad s, saavad suuremaks igast 15plikust
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arvust. Viimase viite pohjendamiseks rithmitame rea liikmed alates teisest,
vottes n-dasse rithma 2n-1 liiget:

1 1 1 1,1 1 1 1 1 1
gt (3ta)+ GHetrte) ot t T+
1 1 1
LECTAR TR S ) R
Igasse riihma kuuluvate liikmete summa on lihtsalt hinnatav:

1 — —1 1 1 1 1 n—1 ! =1
PRI +%H§+”+7<2'%f”

on-1 1 |

kusjuures vasakpoolses vorratuses kehtib vordus ainult juhul n=1. Kasuta-
des seda hinnangut n esimese rithma kohta, saame vorratuse

b 2 o<l (> 1), M

millest jadreldubki, et
lim Sg9n = oC.

n—co

Nii on linnas B tdepoolest vdimalik koguda 2000-line rahasumma, kui
vaid annetajaid on kiillalt palju. Vajaliku annetajate arvu M tdpne mééra-
mine on siin aga viga keerukas. Vorratusest (1) saame siiski hinnangu

SoM—1 < M < sy2M—2,
millest jdreldub, et iilesandes ndutud rahakoguse korjamiseks on tarvis
rohkem kui 2!9% = 10%° annetaja panuseid. (Inimeste arv maakeral on 3-10°,
seega tuleks maakera igal elanikul kdia korjanduskasti juures umhes 3-105%
korda. Olgu mairgitud, et 75-aastane eluiga viltab umbes 2,4-10° sekundit!).

Viimase néite kogemuste varal veendume, et rea koondumi-
seks on vahe sellest, kui tema liikmed ldhenevad nullile. Kuidas
siiski kindlaks teha rea koonduvust? Otseselt koonduvuse defi-
nitsiooni alusel on seda sageli iisna raske otsustada, sest rida
uurima asudes ei ole meil ju tavaliselt teada tema summa s. See-
tottu ongi tuletatud vdga mitmesuguseid koonduvustunnuseid,
mis paljudel juhtudel voimaldavad lihtsalt selgitada vaadeldava
rea koonduvust. Tutvume neist monega.

Suhteliselt lihtsam on uurida nn. positiivsete liikme-
tega ridade (s.t. ridade, mille koik liikmed on positiivsed)
koonduvust. Selliste ridade osasummade jada on monotoonselt
kasvav. Alati, kui real eksisteerib 10oplik summa s, on osasum-
mad s, tokestatud:

S, < 8.

Reaalarvude omaduste pohjal on Oige ka vastupidine viide:
positiivsete litkmetega rida koondub, kui tema osasummad on
tokestatud, s. t. kui leidub selline arv M, millest vaadeldava rea
koik osasummad on viiksemad:

s, <M iga n korral.

Mirgime, et seda positiivsete liilkmetega rea omadust kasutasime juba csi-
meses niites. Me voisime olla kindlad, et ringi pindala viljendav rida koon-
dub, sest ringi sisse joonestatud hulknurga pindala on alali viiksem
iikskdik millisest sama ringi {imber joonestatud hulknurga pindalast.

62



Positiivsete liikmetega ridade koonduvuse v6i hajuvuse kind-
lakstegemiseks saab kasutada ka vordlemist teiste ridadega, mille
«kditumine» meil on juba teada. Sellise vdimaluse annab nn.
ridade vordlustunnus.’

Kui ridade
. al—i—ag-{~a3—f—-... (2)
ja
by by by ... (3)
litkmeid seob vérratus
0<a, < b, (4)

vdhemalt alates mingist n vddrtusest N, siis rea (3) koonduvu-
sest jareldub rea (2) koonduvus ja rea (2) hajuvusest rea (3)
hajuvus.

Toestame tunnuse koigepealt eeldusel, et vorratus (4) kehtib iga n kor-
ral. Kui rea (3) osasummad s, =b,+b,+4 ... -b, on tdkestatud, on
seda ka rea (2) osasummad s, sest s, <&, ja jérelikult rida (2) koondub.

Vastupidi, kui rida (2) hajub, siis peab kindlasti olema lim s, = oo, sest
n—>00
siis ka lim s, =

n—soc

positiivsete lilkmetega rca osasummad kasvavad. Et s/, >

=

= oo.
Et I1opliku hulga liikmete &rajdtmine voi juurdeliitmine ei muuda rea
koonduvust ega hajuvust, on tdestus ldbiviidav ka iildjuhul.

Tunnuse tegelikul rakendamisel tuleb eriti jélgida seda, kas
vorratus, mis ndib realiikmete vahel kehtivat, jddb toepoolest
jousse iga n korral. Nii paistab néites 6 esialgu, nagu oleks
tdidetud vorratus a, > b, Et rida a; 4+ a: -+ ... seal koondub,
siis peaks sellest jdrelduma ka teise rea koonduvus. Osutub aga,
et see vorratus kehtib ainult esimeste liikmete korral. Kuid juba
Q10 < l(lJ_o = by, ning edaspidi jddb tdidetuks vorratus (4),
mis ei vbimalda rea (2) koonduvusest teha mingit jareldust rea
(3) koonduvuse kohta.

Ridade vordlustunnuse abil saab tuletada mitmesuguseid
teisi koonduvustunnuseid. Esitame neist d’Alemberti tun-
nuse, mis pdohineb vordlemisel geomeetrilise progressiooniga.

Eksisteerigu positiivsete litkmetega rea (2) korral piirvddrtus

lim 221 — p,
n—>c0 9n
Kui D <1, siis see rida koondub, kui D > 1, siis rida hajub.

Toestame koigepealt selle tunnuse esimese poole. Olgu D < 1. Votame
mingi ¢ vahemikust D < g <1, siis piirvadartuse definitsiooni pohjal leidub
kindlasti indeks N nii, et

a
ot g, kui n>N.
a, -
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Kasutades jéllegi Iopliku arvu realiikmete &rajdtmise voimalust, oletame,
et see vorratus kehtib iga n korral. Siis saame vorratused:

a g <ag<a, §*< ... <agn
ja seega on iga realiige a, viiksem geomeetrilise progressiooni liikmest
a,g"-1, Ridade vdrdlustunnuse pohjal selline rida koondub.
Rea hajuvus juhul D>>1 jdreldub asjaolust, et sel korral alates teata-

. . a
vast indeksist —Zﬂ

>1 ehk a,, >a,, mistdttu rea iildliige e, ei saa
ldheneda nullile.

Kahjuks ei anna d’Alemberti tunnus meile vastust rea koon-
duvuse kohta juhul, kui D = 1.

. 52 53 54 5n
Nidide 7. Uurime rea 5+2T+3T+H+ oo+ n—!-l-
koonduvust. Et
a sntipn!
im 2 —fim e = = lim —4—0<1,

n—>00 91 n—>o0 (n+1)1-5n n—soo -+ 1
siis peab see rida koonduma.

Positiivsete liikmetega read koonduvad vaid siis, kui nende
iildliikmed ldhenevad kullalt kiiresti nullile. Ometi leidub ridu,
mis on alati koonduvad, kui vaid rea iildliige ldheneb nullile.
Need aga ei kuulu enam positiivsete ridade hulka, vaid sisalda-
vad ka negatiivseid litkmeid. Kehtib nimelt jdrgnev Leibnizi
koonduvustunnus.

Vahelduvate mdrkidega monotoonselt kahanevate liikmetega
rida
Ci—Cx+c3—cit ..., 0<cpa<lc, (n=12..)
koondub alati, kui
lim ¢, = 0.
n—oo
Toestuse idee esitame geomeetriliselt. Joonisel 2 kujutavad

7 77 Z 7/77 T 7 7
5, ) Ss 7 574 ) A N s 7 517 77 S
2 . o Tea NS w0kt S X S ) S Y, Sy
T
o, 9 Qs @ =2} <oy 73 s 724 0/9
'l{ 9 % % %o L] Oy % %% L/
Joonis 2.

16igud realiikmeid a, = (—1)""'c,, viirutatud osa korgus aga
rea osasummasid. Joonise abil veendume, et paarisindeksitega
osasummad Sy, jdrjest kasvavad, paaritute indeksitega osasum-
mad Syn—1 aga kahanevad, kusjuures nende vahe Sp,—1 — Sop=
= Cy, ldheneb nullile, mistottu rida koondub.
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Uhtlasi ndeme, et saame summale s hinnangu:
0<s<c.

Toome niiiid néite ®, mis manitseb meid ettevaatusele ioplike
summade omaduste iilekandmisel 10pmatutele ridadele.

Nidide 8. Toestame, et iga arv vdrdub poolega enesest. Selleks vaatleme
rida

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

l=s+3=3ts—sti gtswmtun—mt

Leibnizi tunnuse poéhjal koondub see rida ning tema summa s rahuldab vor-
ratusi 0<{s <1 (muide, s=1In2=0,6931). Korrutame rea koik liikmed
kahega; vastavalt kahekordlstub ka summa

1

1 2
e I B AP RS I B RN
Kirjutame niiiid viimase rea veidi teisiti:
1 2 1 1 2 1 1 2 1
e—0—yt+(5-3) —3t G5 st G—7)— =2

See on_tdepoolest sama rida: siin on kasutatud koiki tema liikmeid, igaiihte
ainult ks kord ja iihtegi pole vilja jdetud; sulgude asetamine aga asja sisu-
liselt el muuda (need voiks ka &dra jédtta). Kui me niilid teostame sulgudes
mirgitud tehled, saame esialgse rea

1,1 1 1 1, 1
l—gt3z—3tz—5t7+t -
mille summa oli teatavasti s.

Jérelikult s = 2s!
Ilmselt peab siin kuskil olema viga!

Rea summa muutumist pdhjustab nimeit tema litkmete Gmberjarjestamine.

Vaadeldud niites me toime ju liikme —% neljandalt kohalt kolmandale,
1

liikme —le-— kuuendalt viiendale, liikme —7 kaheksandalt kuuendale,

lilkme —-(13—— kaheteistkiimnendalt iiheksandale jne. Vastavalt nihkusid taha-

poole positiivsed liikmed: uues reas on iga positiivse liikme jérel kaks nega-
tilvset. Tosi, rida on sama, s. t. esialgse rea igale liikmele on leitud koht
uues reas ning pole juurde voetud ka uusi liikmeid, kuid koigi realitkmete
jarjekorranumbrid (peale kahe esimese) on muutunud nii, et negatiivsed nih-
kusid ettepoole, nende n.-6. «tihedus» suurenes, positilvsed aga jaid taha-
poole. Sellise iimberpaigutuse mojul on rea iga osasumma muutunud véikse-
maks, kusjuures osasummade jada koondub endisest védiksemaks arvuks.
Seetottu ongi saadud rea summa vidiksem ldhterea summast.

Toodud nditest ilmneb veel iiks oluline erinevus lopliku ja
Iopmatu summa vahel: viimase korral ei voi alati muuta litkmete
jarjekorda. Kerkib kiisimus, millal on l6pmatu rea korral liik-
mete {imberjarjestamine lubatud, millal mitte? Selle selgitami-

seks tutvume koigepealt rea absoluutse ja tingimisi koonduvuse
moistetega.

3 Niide périneb raamatust Ilo#ta, ., Marematuka u npasgonoaoSHble pac-
cympgenus. M., 1957, lk. 54.
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Vaatleme koos reaga ka selle rea liikmete absoluutvdartustest
moodustatud rida; positiivsete liikmetega rea puhul (ndited 1, 2,
6, 7) langevad molemad read {ihte, muude ridade puhul aga
mitte.

Rea koonduvusest ei tarvitse alati jareldada tema absoluut-
vadrtustest moodustatud rea koonduvus. Nii on néiteks koonduva
rea

1 1 1
1 - '5“,"?—7 + PR
litkmete absoluutvdirtustest moodustatud reaks
1 1 1
R A R
s. t. harmooniline rida, mis, nagu juba teame, hajub.

Ridu, mille liikmete absoluutvdirtustest moodustatud rida
koondub, nimetatakse absoluutselt koonduvaks. Saab
toestada, et iga absoluutselt koonduv rida koondub ka tavalises
mottes.

Ridu, mis ei ole absoluutselt koonduvad, nimetatakse tingi -
misi koonduvateks. Sellises reas peab olema 1opmata

I N N IS N TS

T T
% o |u % la_., % |0u 0 oy on los o Tean op o, ay

Joonis 3.

palju nii positiivseid kui ka negatiivseid liikkmeid ja neist mole-
matest moodustatud read peavad hajuma. Niisuguste ridade
kohta tdestas Riemann moéddunud sajandi keskel jdrgneva
teoreemi, mis kannab tema nime.

Tingimisi koonduva rea litkmele imberjirjestamisel voib
saada mistahes reaalarvuks koonduva rea.

Selle teoreemi ranget toestust me siin ei esita, kiill aga illust-
reerime toestuse pohiideed geomeetriliselt joonisel 3.

Uleval on kujutatud ldhterida, all aga timberjarjestatud rida,
mille summaks me soovime saada s’. Selleks liidame kbigepealt
niipalju positiivseid liikmeid, et summa parajasti iiletaks s’, siis
votame esimese negatiivse liikme. Kui <elle liitmise jarel jii
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summa viiksemaks kui s’, siis lisame jallegi ithe voi mitu posi-
tiivset liiget seni, kuni summa parajasti iiletab s’; kui esimese
negatiivse liikme liitmine ei muutnud summat s’-st vdiksemaks,
liidame negatiivseid liikmeid mitu, kuid ikka ainult seni, kuni
summa saab parajasti s’-st vdiksemaks ja asume siis positiivsete
liikmete liitmisele. Nii saame olukorra, kus osasumma s’, erineb
s’-st vidhem kui maksimaalse seni kasutamata jietud realiikme
vorra; et me neid aga jédrjest kasutame, sealjuures nii, et kdigi
positiivsete realiikmete omavaheline jarjestus jadb muutumatuks
(samuti ka koigi negatiivsete oma), ja ldhterida oli koonduv, siis
§ >

Sama rida voib iimber jérjestada ka vonkuvaks hajuvaks

reaks (vt. joonis 4), aga samuti hajuvaks reaks, mille summa on

Joonis 4.

néditeks +oo. Kuid ka sellise iimberjdrjestamise korral tuleb &ra
kasutada koik negatiivsed realiikmed, kuigi neid voib paigutada
ritta kuitahes «horedalts (vt. joonis 5).

)
L

N

Joonis 5.

Absoluutselt koonduva rea summa ei muutu aga mingi iimber-
jdrjestamise puhul.

Niide 9. Vaatleme rida

1 1 1 1 2
L R I T
Proovime seda rida timber jarjestada niiteks reaks, mille summa on 2.
Selleks oleks tarvis kdigepealt leida positiivsete liikmete summa, mis on
suurem kui 2. Kuid nideme, et

1 1 4
1+T+E+ e =3<2



seega niisuguse summa saamiseks ei piisa ka rea koigist positiivsetest liik-
metest.

. . 2 . .
Ukskoik missuguse suuruse s’>§ me ka valiksime soovitavaks uueks

2
summaks, alati tuleb kitte nappus positiivsetest lijkmetest, kui aga s'<§,
siis ei jatku negatiivseid liikmeid.

Olgu maérgitud, et kaasaegses ridade teoorias vaadeldakse
eeskdtt hajuvaid ridu, seades viimastele teatud summee-
rimismenetluste abil vastavusse sobivaid summasid (iildi-
semas mottes).*

Uheks lihtsamaks ja vanemaks summeerimismenetluseks on
aritmeetiliste keskmiste menetlus, mis defineerib
iga rea summa selle osasummade aritmeetiliste keskmiste jada
piirvddrtusena. Saab tOestada, et see menetlus seab igale koon-
duvale reale vastavusse tavalise summa, aga monelegi hajuvale
reale saame omistada Iopliku summa. Néiteks Euleri rea osa-
summade aritmeetilised keskmised on

sits_1+0__ 1

shi=s5=1; s/p=

2 2~ 2}
g LHOFL_ 2 140kt40_ 1
3 3 4 2
1 n—+41
§'on = > Senh = 2,‘_:_—1 ;
ja seega lim s’y =7 . Seda seost mirgitakse jargmiselt:

Cll— 1 1—141..) =1,
kus C; on aritmeetiliste keskmiste menetluse tdhis (matemaatik
E. Cesaro nime jédrgi, kes seda menetlust on uurinud). Seega

- . . - . 1
on toepoolest voimalik saada Euleri rea summaks -, nagu seda

kasutas juba Grandi, kuid see pole enam summa tavalises
mottes.

Hajuvate ridade uurimisele on pithendatud paljude Tartu
matemaatikute (prof. G. Kan gro ning tema opilaste — S. Ba-
roni, E.Jiiriméade, E. Reimersi, T. Sormuse, M. Ton-
novi jt.) teaduslikud t6od.

4 Tutvumiseks ridade teooria moningate probleemidega vdGiks soovitada
elementaarselt kirjutatud raamatut: MapkymeBuy, A. U, Page. M., 1957.
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UUS KLASSIVALISE TOO VORM

Jevgeni Gabovits

M. V. Lomonossovi nimelise Moskva Riikliku Ulikooli Meh-
haanika-Matemaatikateaduskonna juures t66tab juba kaks aastat
uus matemaatikakool vanemate klasside oOpilaste jaoks. T66 koo-
lis on korraldatud kaugdppe korras. Kooli sisseastumiseks tuleb
sooritada eksam, mis seisneb {ilesannete kompleksi kirjalikus
lahendamises.

Oppetdod koolis kestab kaks aastat. Neile, kes kahe aasta jook-
sul on edukalt lahendanud esitatud {ilesandeid, antakse vilja
Moskva iilikooli kaugdppe matemaatikakooli 16putunnistus.

Kooli peamiseks organisaatoriks ja selle teadusliku noukogu
esimeheks on iiks silmapaistvamaid noukogude matemaatikuid,
NSVL TA korrespondentliige I. M. Gelfand.

Kaugoppe matemaatikakooli organiseerimisega avanes Mosk-
va matemaatikutel voimalus luua otseseid sidemeid meie maa
kdige erinevamate piirkondade andekate noortega. Kuid eeskétt
on see kool moeldud VNFSV keskoblastite maanoortele. Teiste
vabariikide Opilaste jaoks kavatsetakse luua kaugdppekooli filiaa-
lid kohalike iilikoolide ja pedagoogiliste instituutide juurde. Sel-
lised filiaalid on juba alustanud tegevust Kasahstanis, Ukrainas
ja Valgevenes.

Kuidas on korraldatud t66 kaugoppe matemaatikakoolis?
Igale selle kooli Opilasele saadetakse regulaarselt vélja iilesan-
ded ning Moskva iilikooli Gppejoudude poolt otseselt matemaa-
tikakooli jaoks kirjutatud bro$iiiirid (neist on osa paljundatud
rotaprindil, osa aga ilmub raamatukestena sarjas «Matemaatika.
Fiiiisika-matemaatikakooli raamatukogu»). Selles sarjas on seni
ilmunud kaks brog$iiiiri: «Koordinaatide meetod» ning «Funkt-
sioonid ja graafikud». Kummagi brosiiiiri kaasautoriks ja ka
kogu sarja toimetajaks on I. M. Gelfand. Brosiiiirid on kirju-
tatud niisuguses vormis, et lugejal tekib mulje, nagu ta vestleks
oppejouga. Mérgime siinkohal, et oleks kasulik tolkida eesti
keelde nii selles sarjas juba ilmunud kui ka edaspidi ilmuvad
brosiiiirid.

Ulesannete lahendusi kontrollitakse vdga hoolikalt, kusjuures
ithe Opilase t6id parandab molema Oppeaasta jooksul iiks ja
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sama isik (iiliopilane voi aspirant). Hinnete panemisele kaasneb
iga vea ftiksikasjalik kirjalik analiiiis. Seejuures pooratakse eri-
list tdhelepanu matemaatilise motlemisviisi juurutamisele ja
matemaatilise kultuuri tostmisele.

Moskva kaugdOppe matemaatikakooli 1965.—1966. Gppeaasta
sisseastumiseksami iilesanded on jargmised:

1. Toestada, et tdisarvud N5 ja N Iopevad molemad iihe ja sama
numbriga.

2. Nelinurga ABCD sisse on joonestatud ringjoon keskpunktiga punk-
tis O. Toestada et nurkade AOB ja COD summa on 180°.

3.. Lahendada vorrand |x— 1] —2/x —2|+3|x—3/ =4, kus lal tihen-
dab arvu a absoluutvidrtust:
[ a, kui a>0,
\—a, kui a<0.

{Tuletame meelde, et vorrandi lahendamine tihendab koikide niisuguste
arvude leidmist, mis seda vorrandit rahuldavad, kusjuures tuleb ka toestada,
et muid selliseid arve pole olemas.)

4. Maleturniirist votsid osa viis maletajat. Millised olid selle turniiri
koikide mingude tulemused, kui on teada, et a) iga maletaja méngis iga
teise osavotiaga ja seejuures ainult ithe korra; b) mingu voitjale antakse
iks punkt, kaotajale aga null punkti, viigi puhul saab kumbki maletajatest
pool punkti; c¢) koik maletajad kogusid erineva arvu punkte; d) turniiri
voitia ei teinud {ihtegi viiki; e) teisele kohale tulnud maletaja ei kaotanud
ithtegi partiid; f) neljandale kohale platseerunud maletaja ei voitnud iihtegi
partiid.

5. Toestada, et korrapirase kaheksanurga pindala vordub tema suurima
ja vidhima diagonaali korrutisega.

6. Milliseid arve on esimese miljoni naturaalarvu seas rohkem: kas
neid, mille kirjutamisel tuleb kasutada numbrit iiks, vbi neid, mis on Kkirju-
tatavad ilma iiheta?

7. Kolmnurga ABC korgused 16ikuvad punktis O. Leida nurk C. teades,
et OC = AB.

8. Millise vihima vidirtuse voib omandada avaldis

al =

1 1
—+
X Y
kui x ja y on positiivsed arvud, mille summa on 5?
9. Malelaua ruudud on nummerdatud arvudega 1, 2, 3, ..., 64; kusjuures
ruudud esimeses reas on vasakult paremale mirgitud numbritega 1, 2, ..., 8,
teises reas samuti vasakult paremale numbritega 9, 10, ..., 16 jne. Seejédrel

on malelauale asetatud kaheksa vankrit nii, et iikski vanker ei saaks liilia
iihtegi teist vankrit (vanker 166b médda seda horisontaali ja vertikaali, millel
ta ise asetseb). Missuguste arvuliste vididrtustega vdib olla nende ruutude
numbrite summa, millel asetsevad vankrid?

10. Jalakiija liigub konstantse kiirusega modda tanavat, kus paikneb
trammiliin. Ta mirkab, et iga viie minuti jdrel tuleb talle vastu tramm ja
et iga seitsme minuti jirel modddub temast tramm. Milliste ajavahemike
tagant viljuvad trammid liini otspunktidest, kui on teada, et need ajavahemi-
kud on kogu aeg molemas otspunktis samasugused ja et trammid liiguvad
konstantse kiirusega ja peatumata?

11. Tasandil on antud kolm paralleelset sirget. Konstrueerida ruut, mille
kolm tippu asetsevad neil kolmel sirgel.
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12. Milline peab olema arv a, et vorranditel

x34+ax+1=0 ja x*4+ax2+1=0
oleks iihine lahend?
13. Kolmnurga ABC mediaanidest on konstrueeritud kolmnurk A4,B:Cy,
seejirel aga kolmnurga A;B;C, mediaanidest kolmnurk A,B,C, Toestada, et
kolmnurgad ABC ja A,B,C, on sarnased ning leida sarnasustegur.

Toimetuselt

Ka Tartu Riikliku Ulikooli juurde on alates 1. jaanuarist
1966. a. kavas luua Moskva kaugdppe matemaatikakooli filiaal.
Oppetdo toimuks siin eesti (soovi korral ka vene) keeles: A

Opilastel, kes soovivad asiuda nimetatud kooli oppima, palu-
me lahendada illaltoodud iilesanded (vdi osa neist) ning saata
lahendused koos avaldusega kooli astumiseks hiljemalt 1. det-
sembriks k. a. aadressil: Tartu, V. Kingissepa 16—2, «Matemaa-
tika ja kaasajas toimetus. Lisada tuleb ka matemaatikadpetaja
néusolek ning drakiri viimasest klassilunnistusest.

Soovitame kaugdppekooli Gppima astuda koigil keskkooli
vanemate klasside oOpilastel, kellel on kavas edasi Oppida mate-
maatika, fiisika voi tehnika erialadel. Kaugbppe matemaatika-
kooli loputunnistuse hindeid vdetakse arvesse ka iilikooli astu-
misel.

MURDUDE ARVELAUD

Korvaloleval  fotol  ndete
iihte huvitavat &ppevahendit,
mille on Elva Keskkooli ma-
temaatikadpetaja Irma Tule-
vi projekti jargi valmistanud
sama kooli meister L. Rand -
ver koos opilastega.

See «masin» on abivahen-
diks murdude o6petamisel viien-
das klassis. Niisuguse oOppeva-
hendi abil on lihtne murde lii-
ta ja lahutada, aga ka vorrel-
da. Naditlikult saab selgeks
murdude pdhiomadus, samuti
see, miks sama lugejaga murd
on seda viiksem, mida suurem
on tema nimetaja jne. Murdu-
de dhenimeliseks teisendamine
on kiillaltki raske kiisimus 5.
klassis, arvelaua abil aga muu-
tub see palju lihtsamaks ja hu-
vitavamaks. Murdude arvelaud
meeldib opilastele ja on heaks
abiliscks opetaiale. Seda kasu-
tatakse pidevalt murdude ope-
tamisel Elva Keskkooli viien-
das ja kuuendas Kklassis, aga
ka algklassides. '
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MAAGILISE GEOMEETRIA ALUSEID

Taeleid Roosinupp

Koik lugejad on kahtlemata tutvunud nn. teadusliku matemaa-
tikaga ehk matemaatikateadusega. See koosneb teatavasti peamiselt iga-
sugustest teoreemidest, tdestustest ja muudest igavatest asjadest. Vdga vihe-
sed dravalitud on aga tegemist teinud maagilise matemaatikaga,
mis kiill samuti sisaldab teoreeme ja toestusi, aga mitte igavaid. Allakirju-
tanu ei saa end kahjuks nimetada just maagilise matemaatika loojaks !, kiill
aga selle silmapaistvaks spetsialistiks ja edasiarendajaks, eriti maagilise
matemaatika iihe tahtsaima haru — maagilise geomeetria valdkonnas.

Maagilise geomeetria alustega tutvumist on sobiv alustada monede klas-
sikaliste «konstruktsiooniiilesannetega». Koigis sellistes iilesannetes niidatakse
mingi kujundi tiikkideks I6ikamise ja nendest tiikkkidest uue kujundi kokku-
lappimise teel, et mateeria jddvuse seadus on ilmselt vdir: alati on nende
operatsioonide tulemusel midagi kas dra kadunud vo6i juurde tulnud. Jérgne-
valt toomegi vastavaid néiteid.

1. Juuresoleval joonisel on toodud
kolm erinevat kujundit. Alustame
vasakul iilal paiknevast ruudust, mille
killje pikkus on 8 ja pindala seega 64
ithikut. Loikame selle ruudu joonisel
niidatud viisil neljaks tiikiks: kaheks
R kolmnurgaks ja kaheks trapetsiks.

Kui nendest tiikkidest moodustada
8x8=64 ristkillik (joonisel vasakul all), siis
L 11 on selle pindala juba 65 ithikut. Et
|
|

\F

I
\
T\
IA\
N
' selleks on joonise paremal poolel

2"5‘6’ toodud veel samade tiikkide teist-

5x13=65 +3=63 suguse iihendamise tulemus -- see-

kord aga pindalaga 63 iihikut.

I -

aga lugejal ei tekiks ekslik arvamine,
nagu saaks ruudu pindala selle osade
teisiti paigutamisel ainult suureneda,

2. Uhe niite varal me juba veendusime, et tiikkideks loigatud kujundi
osade sobiva iihendamise teel saab selle kujundi pindala muuta. Kerkib oigus-
tatud kiisimus: kus kohal see pindala juurde tuleb voi &ra kaob? Sellele kiisi-
musele vastamiseks ongi midratud jidrgmine joonis.

W =

} Maagilise matemaatika ajaloo ning klassikaliste tulemuste iilevaate voib
leida algallikast: Tapawnep, M., Maremarnueckne uyneca u Taitun. M. 1964.
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Vasakpoolsest ristkiillikust on vilja l6igatud iihe pindalaiihiku suurune
tilkk (joonisel must). Selle tdhimiku tditmiseks l6ikame kujundi viieks osaks:
A, B, C, D ja E. Jittes kolmnurga A paigale paigutame iilejddnud tiikid
parempoolsel joonisel ndidatud viisil {imber. Nii saamegi eelmisega {ihesuu-
ruse ristkiiliku, ainult ilma véiljaldiketa. Sellega olemegi mitte ainult veendu-
nud ristkilliku pindala suurenemises, vaid ka niinud, millise koha peal see
suurenemine toimub. Niiid jddb juba lugejate iilesandeks kontrollida, kas
ristkiiliku pindala ka mone teise koha peal suurendada onnestub!

3. Eelmistest nédidetest vbis tek-
kida mulje, nagu saaks pindala vaid
ithe dhiku kaupa muuta. See mulje
pole muidugi oige — korvaltoodud
joonis ongi just tehtud mniisuguse
eksiarvamuse kummutamiseks. Nagu
igaliks oma silmaga veenduda vaib,
saab &darmiselt lihtsa konstruktsioo-
niga suurendada kujundi pindala ka
tervelt 2 ihiku (ehk peaaegu 7%)
vorra.

Mis puutub senistes nédidetes kasu-
tatud konstruktsioonidesse, siis on
nad iildse koik olnud &ddrmiselt liht-
sad. Selle lihtsuse rohutamiseks ongi
koik joonised muide tehtud lihtsalt
kdega. Téapsema  véljajocnistamise
jatame juba lugejate eneste hooleks.
Veelgi lihtsam on aga votta paberi-
tikk ja teostada ko&ik vajalikud 16i
kamised ning kokkulappimised.

®
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(2 x 6)+(4 x 55=32

4. Seni me vaatlesime vaid pind-
alade muutunmiist lihtsate geomeetri-
liste kujundite tiikkideks loikamise
tagajirjel. Sama meetodit saab aga
kasutada ka keerulisemate materiaal-
sete objektide kadumise voi tekkimise
demonstreerimiseks.

Selle valdkonna kohta saab siin
aga tuua vaid moéned iisna lihtsad
naited, sest keerulisemate juhtude
vaatlemine pole kahjuks triikitehnili-
selt voimalik. Alustame ihe eriti liht-
sa nditega.

Korvaloleval joonisel on kujutatud
13 pliiatsit — 6 sinist (joonisel v66-
dilised) ja 7 punast (joonisel mus-
tad). Loikame selle pildi néidatud
jooni m6éda kolmeks osaks A, B ja
C. Jittes osa C paigale vahetame
omavahel osad A ja B. Tulemus on
lausa hdmmastay: saame hoopis
7 sinist ja 6 punast pliiatsit. Jireli-
kult {tks punane pliiats muutub selle
operatsiooni kdigus siniseks.

Jddb vaid soovitada lugejail teos-
tada. sama eksperiment pliiatsitega
ja veenduda selle Giguses!
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5. Ldheme niid mateerid veelgi keerulisemate vormide juurde. Siintoodud
joonisel on kujutatud kuus meest ja neli dlleklaasi (viimased kiill veidi abst-
raktsionistlikull!). Ldikame joonise jille kolmeks osaks ja vahetame oma-
vahel kaks {ilemist. Ja mis me ndeme? Joonisel on niiid vaid viis meest
aga iihtlasi ka viis Olleklaasi. Uks mees on ilmselt olleklaasiks muutunud!

Olgu margitud, et seda joonist voib edukalt kasutada niitliku mater-
jalina niiteks alkoholivastasel loengul.

6. Lopetame maagilise geomeetria aluste tutvustamise veel iihe niitega
inimeste maagilise muutumise valdkonnast. Erilisi kommentaare siintoodud
joonis nihtavasti ei vaja (kui aga vajab, siis jddb nende viljamotlemine
lugejale koduseks {ilesandeks).

/o o\ — (} —
I8 R e
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ALBERT EINSTEIN JA KAASAEGNE FUUSIKA

A. Koppel

Tanavu tditub 60 aastat kaasaegse fiidsika
tihe tdhtsaima teooria — relatiivsusteooria
loomisest. Kimme aastat tagasi — 17. ap-
rillil 1955 suri aga selle teooria looja, iiks
kdigi aegade suurimaid fiisikuid — Albert
Einstein.

Suur Relatiivsuse Pealik — niisuguse tiitli andis iiks indiaan-
laste suguharu Albert Einsteinile, kui ta 1930. aastal seda sugu-
haru USA-s kiilastas. Ja toe-
poolest — eelkdige relativist-
liku fiitisika alusepanijana tun-
nebki inimkond Einsteini.

Erirelatiivsusteoo-
ria andis Einstein filiisikale
oma 26. eluaastal. See teooria
sai aluseks loodusseaduste uuri-
misel inertsiaalsiisteemides! (ja
neis taustsiisteemides, mida kiil-
laldase tdpsusega saab lugeda
inertsiaalsiisteemideks). Erire-
latiivsusteooria tugineb kahele
pohiprintsiibile: 1) loodusnéh-
tuste kirjeldamisel on koik
inertsiaalsiisteemid samavaar-
sed ja 2) valguse kiirus vaa-
kuumis on koigi inertsiaalsiis-
teemide suhtes suunast soltu-
matult 2 300 000 km/s. Kogu erirelatiivsusteooria tuleneb niiiid
loogiliselt nendest pohiprintsiipidest, mis on eksperimendiga téie-
likus kooskolas. Siit joutakse kehade pikkuse ja aja kulgemise

U Inertsiaalsiisteemi ja tldse taustsiisteemi moiste Lkohta vt. raamatust
Oiglane, H, Vestlus relatiivsusteooriast. Tln.,, 1938.
2 Kolmekohalise tdpsusega.
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riitmi soltuvusele kiirusest. Siit tulenevad ka uued mehhaanika-
seadused. Osutub, et liikuva keha kiiruse ldhenemisel valguse
kiirusele muutuvad vanad mehhaanikaseadused, sealhulgas hésti
tuntud Newtoni Il seadus, kehtetuteks. Kehade liikumist kirjel-
dab relativistlik mehhaanika tdpsemalt.

Relatiivsusteooria 1iiheks olulisemaks jdrelduseks on seos
massi ja energia vahel. Relatiivsusteooriaga kaob fiilisikast eetri
kui erilise mehhaanilise keskkonna moiste, mida varem peeti
vajalikuks elektromagnetiliste lainete, sealhulgas valguse levi-
mise seletamiseks. Seevastu tuleb fiilisikasse uus moiste — véli
kui objektiivne reaalsus, kui ainest erinev, kuid sama reaalne
mateeria esinemisvorm. Elektromagnetiliste lainete levik kujutab
endast vidlja levikut 16pliku kiirusega, kusjuures vili voib levida
nii aines kui ka tithjuses.

Erirelatiivsusteooria aitas korvaldada rea raskusi ja arusaa-
matusi, millega fiilisika areng oli kokku porganud kédesoleva
sajandi alguseks. Mitmed seni seletamatutena ndivad katsetule-
mused said niiiid lihtsa ja loomuliku seletuse. Relatiivsusteooria
avas aga fiilisikale ka uusi arenguteid. Just relatiivsusteooriast
tulenev massi ja energia seos oli see, mis néitas teed tuuma-
energia vabastamiseks. Tdnapdeva aatomi- ja tuumafiiiisika pole
moeldavad ilma mikroosakeste voimsate kiirendajateta. Kuid
mujalgi fiifisikalistes uurimustes ja tehnilistes rakendustes kasu-
tatakse laialdaselt seadmeid, milles mikroosakesed liiguvad {ili-
suurte kiirustega..-Selliste seadmete — olgu nad siis kiirendajad
voi televiisorid —— ehitamine on aga tédiesti voimatu ilma rela-
tiivsusteooriale tuginevate arvutusteta. Nii on erirelatiivsusteoo-
ria meie aatomisajandi teaduse {ilimalt oluline koostisosa, milleta
oleks moeldamatu meie sajandi aatomienergeetika koos oma to-
hutute arenguperspektiividega.

Et uued eksperimentaalsed faktid ei mahtunud enam vana
fiiiisika siisteemi, siis vajas fiiiisika areng sajandi algul tungi-
valt erirelatiivsusteooria loomist. Ja kahtlemata oleks see teoo-
ria varem voi hiljem loodud ka Einsteinita. Kuivord teaduse
areng sel juhul oleks pidurdunud, on muidugi isekiisimus. Péarast
erirelatiivsusteooria loomist ndgi selle teooria piiratust ja vaja-
dust iildisema teooria jdrele aga ainult Einstein {iksi. Jargne-
sidki kiimmekond aastat tdis loomingulise motte erakordset sihi-
kindlust, lahendamata probleemidele vastuse otsimise haruldast
visadust ja loomingulist iiksindust, sest enamik fiiiisikuid ei
suutnud tollal moista Einsteini taotlusi. 1916. aastaks 10i Eins-
tein teooria, mis kujunes erirelatiivsusteooria tildistuseks, saades
nimeks iildrelatiivsusteooria. Tuntud fiitisik A. Sommer-
feld kirjutas: «Filosoofilise motlemise niisuguse siigavuse ja jér-
jekindlusega, mida pole loodusuurijate peades varem olnud,
Gaussi ja Riemanni meenutava matemaatilise jouga piistitas
Einstein kiimne aasta jooksul hoone, mille ees meie ... seisame,
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tundes hammastust .ja peapooritust.» Ja fiiiisikud on tdnapde-
vani veendumuses, et kui poleks olnud Einsteini peaaegu pret-
sedenditut kangekaelsust, siis oleks vaevalt iildrelatiivsusteoo-
riat senini iildse loodudki.

Uldrelatiivsusteooria analiilisib aja ja ruumi omadusi veelgi
siigavamalt kui erirelatiivsusteooria. Teooria kehtivusala ei ole
siin enam piiratud ainult inertsiaalsiisteemidega. Uldrelatiivsus-
teooria seletab ka raskusnédhtuste olemuse harmoonilises koos-
kolas ideedega, mida toi kaasa juba erirelatiivsusteooria. New-
toni gravitatsiooniteooria kohaselt mojuvad kehadele gravitat-
sioonijoud, kuid kehade vahel ei ole olemas midagi. Vastavalt
iildrelatiivsusteooriale eksisteerib aga kehade vahel gravitatsioo-
nivdli, mis vahendabki kehade vastastikust gravitatsioonilist
mojutamist ning mis on lahutamatult seotud aja ja ruumi oma-
dustega. Kehad muudavad ruumi «koveraks» ja see kover ruum,
kus kehtivad mitteeukleidilise geomeetria seadused, madrab oma-
korda kehade litkumise. Raskusjoud on seega iildrelatiivsusteoo-
ria jargi ruumi koveruse ilmsikstulek. Selles teoorias poimuvad
orgaanilises seoses filiisika ja geomeetria. Uldine relatiivsus-
teooria annab gravitatsioonivdlja jaoks vorrandid, mis mééra-.
vad selle vilja struktuuri ja kehade liikumise temas.

Oma loogilise ranguse ja seesmise matemaatilise ilu poolest
on iildrelatiivsusteooria tanaseni jddnud filiisikaliste teooriate
hulgas iiletamatuks. Selle teooria jdreldused, mis on kontrolli-
tavad vaatluste ja katsetega, erinevad aga ainult 6ige vdhe New-
toni gravitatsiooniteooria omadest. 1916. aastal kinnitas iildrela-
tiivsusteooriat ainult {iks ndhtus — planeet Merkuuri periheeli?3
nihe, mis pole seletatayv Newtoni teooriaga. Erakordselt siigava
maulje jattis 1919. aastal tdieliku pdikesevarjutuse ajal moddetud
ja varem mittetuntud efekti — Péikese ldhedalt moddunud val-
guskiire tegeliku korvalekaldumise kooskola iildrelatiivsusteooria
ennustusega. Lisaks eespool nimetatuile on iildrelatiivsusteooria
kinnituseks veel valguse sageduse muutumine gravitatsioonival-
jas. Koik teised teooria ennustused rddgivad niisugustest vaevalt
margatavatest ndhtustest, mida kaasaegnegi mootmistdpsus ei
voimalda avastada. Ka ulalklrJeldatud kolm néhtust on n.-6.
katsevigade piiride ldhedusse jddvad efektid ja nduavad viga
peeni mootmisi. Seega ndib iildrelatiivsusteooria olevat nii siiga-
vale looduse peensustesse tunginud, et katsed ja vaatlused ei
suuda kuidagi jdrele jouda. Aga ka {ikski vaatlus ega katse ei
ole senini sellele teooriale vastu rddkinud. Uldrelatiivsusteooria
kui Newtoni gravitatsiooniteooriast tdpsema teooria peamiseks
rakendusalaks on tdnapdeval kosmose avarused, sellised mas-
taabid, mille suhtes mitte ainult pdikesesiisteem, vaid kogu meie
Linnutee tdhesiisteem on védikeseks objektiks. Teaduslikku kos-

3 Planeedi orbiidi Péikesele koige lihem punkt.
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moloogiat peetakse kaasajal tdiesti moeldamatuks ilma iildrela-
tiivsusteooriata.

Uldrelatiivsusteooria peamine joud on aga kahtlemata tema
sisemises jdrjekindluses ja pohioletuste lihtsuses. Ta kuulub
tahtsa koostisosana meie kaasaegsesse fiiiisikalisse maailma-
pilti. Uldrelatiivsusteooria sisuliste rikkuste ammendamine pole
kaugeltki 16ppenud. «Tanapdeval sarnaneb see teooria noorele
rohelisele kasvavale puule, mille kroon soddstab korgele iiles,
juured aga tungivad eksperimendi néol ikka siigavamale ja sii-
gavamale Maasse», kirjutas 1962. aastal L. Infeld — Einsteini
iiks omaaegseid lihedasemaid kaastoolisi.

Erirelatiivsusteooria pohiseisukohad esitas Einstein esmakord-
selt 1905. aastal ajakirjas «Annalen der Physik» ilmunud too6s
«Liikuvate kehade elekirodiinaamikast». Samal aastal ja samas
ajakirjas ilmus aga veel kaks Einsteini 166d, millel oli oluline
osa fuiiisika arengus. Uhest neist annab ta range molek u-
laarstatistilise seletuse Browni liikumisele —
vedeliku voi gaasi molekulide moju all oleva viikese osakese
korrapiratule liikumisele. Teises neist annab Einstein foto-
efekti teooria, millega ta toob esmakordselt fiiiisikasse val-
guse osakese moiste tdnapdevases tolgenduses ja paneb aluse
kaasaegsele ettekujutusele valguse dualistlikust loomusest —
valgus on samaaegselt nii lainetus kui .osakeste voog. Nende t66-
dega saab Einsteinist {iks alussammaste rajajaid ka tdnapdeva
statistilisele fiilisikale ja kvantteooriale.

Elu viimased kolmkiimmend aastat pithendas Einstein era-
kordse sihikindlusega ja peaaegu téielikus loomingulises eral-
datuses nn. ithtse vdlja teooria loomise katsetele. See oli
Einsteini elut6é loogiliseks jatkuks. Einstein seadis eesmérgiks
jouda teooriani, millest saaks relatiivsusteooria edasiarendus ja
tildistus ning mis kirjeldaks koiki looduses eksisteerivaid vélju
kui ithtset fiiiisikalist objekti, kui iihtset vdlja. Autori kavatsuse
kohaselt peab iithtse vélja teooria tuginema veel iildisematele
ideedele, moistetele ja seaduspirasustele kui relatiivsusteooria,
samuti peab ta andma tingimused, millal iithtne vali votab néi-
teks gravitatsioonivdlia kuju ja allub {ildise relatiivsusteooria
vorranditele. Uhtse vélja teooria peab saama teooriaks, mida ise-
loomustab «seesmine tdius», mis annab objektiivse ja pohjus-
liku seose koigi tuntud fiilisikaseaduste ja fiiiisikaliste konstan-
tide vahel, seob iihisesse pohjuslikkuse ahelasse nii kosmose kui
mikromaailma seaduspérasused.

Uhtse vilja teooria loomise katsed ei viinud Einsteini siiski
loodetud tulemustele. Selle pohjuseks ndib aga koige enam olevat
fitiisika arengu mittevastavus, samuti matemaatilise aparatuuri
mittepiisavus Einsteini kavandatud programmile. W. Heisenberg
kirjutab: «Sel ajal, kui Einstein tegeles ithtse vélja teooria prob-
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leemiga, avastati pidevalt uusi elementaarosakesi, aga koos sel-
lega ka neile vastavaid uusi valju. Seepédrast ei olnud Einsteini
programmi realiseerimiseks veel tugevat empiirilist baasi...»

Einsteini piilidlustega luua ihtse vidlja teooria kui «seesmise
taiusega» teooria on seotud tema suhtumine tdnapdeva kvant-
teooriasse — mikromaailma ja selle uuelaadilisi seaduspdrasusi
kirjeldavasse teooriasse. Mitmete oma varasemate to6dega andis
Einstein olulise panuse kvantteooria loomisse. Eelkdige kuulub
siia valguse dualismi avastamine. 1917. aastal néditas Einstein ka
nn. indutseeritud kiirguse olemasolu voimalust teatud tingimus-
tes. Sellele ndhtusele tugineb kogu tdnapdeva nn. aatomraadio-
tehnika, sealhulgas tohutu intensiivsusega valguskiirt kiir-
gavate seadmete — laserite t66. Hiljem aga ei votnud Einstein
peaaegu iildse osa aatomi- ja tuumafiiiisika-alastest uurimustest
ja tema suhtumine hoogsalt arenevasse kvantteooriasse kujunes
ildiselt eitavaks. Naib, et selle negatiivse suhtumise tingis eel-
kdige asjaolu, et mikromaailma, eriti elementaarosakesi kirjeldav
teooria pidi koigepealt ldbima sellise tee, kus Einsteini taolisele
fliisikule, kelle eesmirgiks oli jouda «seesmise tdiusega» teoo-
riani, polnud esialgu midagi teha. Sest kui kvantmehhaanikat,
s. 0. mikroosakeste kui tervikute mehhaanilist liikumist kirjelda-
vat teooriat voibki lugeda tdnapdeval lopetatuks ja seesmiselt
harmooniliseks, siis elementaarosakesi, nende vastastikuseid
muundumisi, struktuuri ja nendega seotud vélju kirjeldavat teoo-
riat ei saa veel praegugi lugeda ei lopetatuks ega tdiuslikuks.

Kahtlemata on Einsteini panus fiiiisikasse tema loodud teoo-
riate — fotoefekti teooria, Browni liikumise teooria, erirelatiiv-
susteooria ja eriti muidugi iildrelatiivsusteooria ndol tohutult
suur. Kuid rddkides Einsteini vaimsest pirandusest fiifisikale ja
iildse teadusele ning inimkonnale, oleks siiski {isna vaar ainult
sellega piirduda.

Hiiglaslik on osa, mida Einstein etendas meie sajandi {ddsi-
kalise jaildseteaduslikumotlemise kujunemisel. Juba
erirelatiivsusteooria loomisega andis ta suurepirase eeskuju uute
radade rajamiseks teaduses. See oli esimene, n.-6. meeletu
fiiisikaline teooria, mis opetas iiletama hirmu paradoksaalsetena
tunduvate faktide ees ning liilitama selliseid paradoksaalseid
fakte harmoonilisse maailmapilti. Samasugune niivate paradok-
side mittekartmine iseloomustab Einsteini antud fotoefekti teoo-
riat — valguse dualistlik loomus lillitatakse harmoonilise koostis-
osana meie ettekujutustesse loodusest. Erirelatiivsusteooria oli
ka esimene fiiiisikaline teooria, mille puhul loogilisest vajadu-
sest tingituna kindlalt loobuti «silmndhtavuse» noudest, heideti
korvale aprioorne eeldus, et looduses peab koik vastama meie
igapdevasest kogemusest saadud ettekujutustele. Teaduse areng
meie sajandil nditaski, et selliste «meeletute» ja igapdevastele
kogemustele mittevastavate teooriate loomine on héadavajalik
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looduse saladuste peensustesse tungimiseks. Alates Einsteinist
saab seega selgeks, et teadusel tuleb luua ka sellised kontsept-
sioone, mis esialgu vdivadki ndida «meeletutena» ja vasturda-
kivatena «ilmsetele» loogilistele skeemidele, «tervele moistusele»
ning vaatluste «silmnédhtavatele» tulemustele, kuid vastavad
ometi seejuures tdpsemale eksperimendile ja tdpsemale, range-
male ja tdiuslikumale loogilisele skeemile. Meie pédevil, nditeks
on saanud hddavajalikuks uue, elementaarosakeste maailma sii-
gavamalt moista aitava teooria loomine. Ja fiilisikud on iildiselt
arvamusel, et siin peab [6he «silmnadhtavuse» ja teooria vahel
olema veelgi suurem kui sajandi alguse fiiiisikaliste teooriate
puhul. Nii nagu relatiivsusteooria tekkimisel tuli harjuda terve
rea esimesel pilgul téiesti pdorastena nédivate asjadega, nagu
nditeks pikkuste ja ajavahemike relatiivsusega, nii toob kahtle-
mata ka elementaarosakeste uus ja siigavam teooria kaasa olu-
lisi muutusi meie fiifisikalises maailmapildis. Tédnapieva fiiiisika-
teoreetikute mottestiili ja {ildist olukorda teoreetilises fiiiisikas
iseloomustavad vdgagi piltlikult Niels Bohri sonad elementaar-
osakeste uue teooria ilhe esialgse variandi arutamisel: «Ei ole
kahtlust, et meie ees on meeletu teooria. Kiisimus seisab selles,
kas ta on kiillalt meeletu, et vastata tegelikkusele». Niisiis praegu
voib fiilisikuid rahuldada vaid vdga «meeletu» teooria!l

Einsteini teaduslikule loomingule on omane orgaaniline
antidogmatism. «Einstein — see on koige selle surematu,
elava, antidogmaatilise kokkuvote ja siintees, mis on olnud tea-
duse ajaloos», kirjutab biograaf B. G. Kuznetsov. Einsteini tea-
duslik looming on suurepiraseks eeskujuks, kuidas heita vanad
ja iganenud, olgugi seejuures iildtunnustatud seisukohad kartma-
tult korvale ja rajada uusi teid teaduses, anda uusi teaduse
arengu vajadusi rahuldavaid ideid ja teooriaid. Kuid toeliselt
antidogmaatiline mote ei dogmatiseeri kunagi ka eitust ennast.
Nédidates vana, XIX sajandi 1opuks véljakujunenud fiiiisika, nn.
klassikalise fiiiisika piiratust ja temas valitsevat dogmaatilist sei-
sakut, juhtis FEinstein iihtlasi tdhelepanu Kklassikalise fiiiisika
védartustele, tema heale vastavusele loodusega teatud néahtuste
valdkonnas.

Einstein ei piiiidnud esineda ka prohveti osas, kes ise esitas
igavesi absoluutseid todesid. Otse vastupidi, tema teaduslike
ideede endi sisu vilistab nende absolutiseerimise. Kuni oma sur-
mani ei loobunud Einstein rohutamast, et relatiivsusteooria vajab
samuti edasiarendamist ja tulevikus tuleb jouda loodust veelgi
sfigavamalt kirjeldava teooriani.

Ténapéeva fiiiisikale on avaldanud suurt moju Einsteini tea -
dusliku motlemise stiil, mida iseloomustab eelkodige
fiilisikaliste ja filosoofiliste probleemide suur ldhedus, kohati
koguni iihtesulamine. Kogu Einsteini loomingule, eelkdige aga
iildrelatiivsusteooriale ja iihtse vilja teooria loomise katsetele
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on omane piiiid looduse voimalikult iildisemate ja siigavamate
seaduspdrasuste tunnetamise poole. Ja tdnapdeval voibki lugeda
iildrelatiivsusteooria iiheks vdartuseks fiiiisikale ka seda, et tema
aluste ja probleemidega tutvumine oOpetab {filiisikuid vaatlema
fliisikaliste ndhtuste maailma voimalikult iildisemast aspektist,
nigema iiksikute ndhtuste ja seaduspdrasuste kohta iildises fiiii-
sikalises maailmapildis.

Einstein juhib filiisikute tdhelepanu ka jarjest enam tdhtsust
omandavale probleemile: missugune peab olema vahekord «puhta
motte» ja tunnetuse empiirilise baasi vahel. «Kui me ei usuks,
et tegelikkust on voimalik haarata teoreetiliste kontseptsiooni-
dega, kui me poleks veendunud, et meie maailmal on seesmine
harmoonia, siis ei oleks ka teadust», rohutab Einstein koos
Infeldiga raamatus «Fiiiisika evolutsioon». Teisal kirjutab Eins-
tein, et «pdids koige siijgavamate pohimotteliste kiisimuste juurde
fitisikas nouab koige peenemaid matemaatilisi meetodeid». Aga
samal ajal oli Einsteini iiheks pohiveendumuseks ka see, et abst-
raktne mote iiksi, kui laitmatu ta oma loogiliselt ranguselt ka
oleks, ei vGi ise leida looduse tegelikke seaduspdrasusi. Vaari-
vad tdhelepanu Einsteini kui kdigi aegade iihe suurima fiitisika-
teoreetiku sonad: «Koik, mida me teame reaalsusest, ldhtub kat-
sest ja kinnitub katsega.»

Oleks vdar hinnata Einsteini elu viimast perioodi, tema piiii-
deid luua iihtse vilja teooriat kui taiesti viljatut ja fiiiisikale
kasutut. Einsteini suur ja siigavust taotlev modttet6d aitas palju
kaasa pilistitatud kiisimuse keerukuste ja lahendamise raskuste
viljaselgitamisele. Ja mis veelgi olulisem — Einsteini otsingud
viisid paljude hoopis uute probleemideni. Mitmedki Einsteini
ideed jdid pédranduseks tulevastele pdlvkondadele, jarjest siiga-
vamalt loodust peegeldavate teooriate loomiseks.

Ka Einsteini kriitilist hoiakut kvantteooria suhtes ei tule
kdsitada ainuiiksi negatiivse seisukohana, veelgi vdhem piiiidena,
mis nouaks taandumist kvantteooria positsioonidelt klassikalise
fiiiisika positsioonidele, kvantstatistiliselt pohjuslikkuse kontsept-
sioonilt klassikalise statistika kontseptsioonidele. Faktiliselt kri-
tiseeris Einstein kvantteooriat hoopiski radikaalsematelt posit-
sioonidelt. Ja ei tohi kaugeltki unustada ka eitamise tunnetus-
likku tdhtsust. Kvantfiiiisika iiks rajajaid Niels Bohr kirjutab sel
puhul: «...Ma tahaksin viga niiiid, kus Einsteini enam ei ole
meiega, rddkida sellest, kui palju tegi see inimene kvantfiiiisika
heaks oma igavese, taltsutamatu piiiidega tdiuslikkuse poole,
arhitektuurilise harmoonia poole, teooriate klassikalise lopetatuse
poole, iihtse siisteemi poole, mille alusel vb6iks arendada kogu
fiitisikalist maailmapilti. ... Igal uuel etapil heitis Einstein vil-
jakutse teadusele ja kui ei oleks olnud neid véljakutseid, oleks
kvantfiiiisika areng méargatavalt pikemaks veninud.. .»
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ALBERT EINSTEINI MOTTEID MATEMAATIKAST

U. Lumiste

Nagu iga tdnapdeva fiifisikateoreetik, pidi A. Einstein tundma
hdsti matemaatika neid harusid, mida tal tuli rakendada oma
uurimustes. Sageli ei piisanud valmis meetodite kasutamisest —
neid tuli tihti loovalt edasi arendada. Koige selle kdrval huvitus
Einstein elavalt ka iildisemat laadi filosoofilistest probleemidest,
nagu fiiiisikalise maailma ja
matemaatilise abstraktsiooni
vahekorrast, matemaatikast kui
reaalsuse tunnetamise vahen-
dist jm. Tema kui kbikide aega-
de ithe suurima fiiiisikateoree-
tiku seisukohad neis kiisimus-
tes on véddrtuslikud mitte ai-
nult matemaatikule, vaid koi-
gile teaduse arengust ja filo-
soofilistest probleemidest huvi-
tatud isikuile.

Lihem tutvus matemaati-
kaga algas “Einsteinil juba
varases nooruses. Innustaja-
teks olid insenerist onu ja va-
naisa. Onu koneles poisile:
«Algebra — see on 16bus tea-
dus. Kui me ei suuda taba-
da jahilooma, keda me kiitime,
siis me nimetame ta ajutiselt
«iksiks» ja jdtkame jahti, kuni 4. Einstein gimnaasiumiopilasena.
pistame ta kotti.» Einstein
ise meenutab oma autobiograafias (ja teistes kirjutistes) opin-
gute aega jargmiselt,

Kui olin 12-aastane, sain hoopis teistlaadi ime osaliseks: selle allikaks
oli raamatuke eukleidilisest geomeetriast tasandil. Seal olid vdited, nditeks
kolmnurga korguste [Gikumisest iihes punktis, mis ei olnud sugugi endast-
mbistetavad, kuid olid ometi tbestatavad veenvusega, mis oleks nagu kor-
valdanud igasuguse kahtluse. Niisugune selgus ja veenvus jdttis mulle kir-
jeldamatu mulje. Mind ei seganud see, et aksioomid tuli omaks vbtta tées-
tuseta. Uldse oli mulle kiillalt, kui vbisin oma tdestustes tugineda niisugustele
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vdidetele, mille toesus ndis mulle vaieldamatu. Maletan nditeks, et Pythago-
rase teoreemi tutvustas mulle vanaisa veel enne, kui mu pihku sattus onnis-
tatud reamatuke geomeetriast. Suure vaevaga oOnnestus mul «toestada» see
teoreem sarnaste kolmnurkade abil, kuigi pidasin seejuures tdiesti <«ilmseks»,
et taisnurkse kolmnurga kiilgede suhe mddratakse tdielikult ihega fema terav-
nurkadest. Mulle ndis, et toestada tuleb ainult seda, mis ei ole taolises mot-
tes «ilmne». Ka objektid, millega tegeleb geomeetria, ei paistnud mulle olevat
teistlaadi kui «ndhtavad ja kombitavad» esemed, s. t. esemed, mis on taju-
tavad meeleorganeile. See primitilvne arusaam pohines muidugi sellel, et
alateadlikult arvestasin seost geomeetriliste moistete ja ndhtavafe esemete
vahel (pikkus — jdik varras jne.). Véimalik, et 1. Kanti tuntud Risimuse
seade «siinteetilise 4 priori otsustuses kohta tuginebki sellele arusaamale.
Kuigi paistis nii, nagu vdiks puhta mdatlemise teel saada toepirast infor-
matsiooni kaemuslike asjade kohta, ometi rajanes see <«imes eksiarvamusele.
Sellele vaatamatc ndib igale, kes tunnetab taolist «imet» esimest korda, ime-
vddrsena fakt ise, et inimene on vdimeline saavutama abstraktses motlemises
niisugust usaldatavase ja puhtuse astet, mida nditasid meile esimesena kreek-
lased geomeelrias.
( Autobiographisches!, 1949}

* * *
Me austame Antiik-Kreekat — Lddne teaduse halli. Siin loodi esime-
sena loogiline siisteem — t3eline mdétte ime; ta jireldused voolavad iiksteisest

sellise selgusega, et igaiiks saab tdiesti toepdraseks, Jutt on Eukleidese geo-
meetriast. See imetlusvidrne teos andis inimmdottele tema jdrgneveis piid-
lusis vdga suure eneseusalduse. Keda nooruses pole haaranud entusiasm tao-
lise loomingu ees, see ei ole siindinud, et saada teoreetikuks.
(Comment je vois le monde?, 1934)
* * E

12—16 aasta vanuses tutvusin matemaatika, kaasaarvatud diferentsiaal-
ja integraalarvutuse algmetega. Seejuures sattusid mulle onneks raamatud,
milles ei pdoratud liiatt palju tdhelepanu loogilisele rangusele, kuid see-cest
oli kdikjal hasti esile toodud p3hiidee. Need harrastused olid toeliselt kéitvad;
neis oli mbttesodste, mis muljeterikkuselt ei jddnud maha elementaargeomeet-
ria «imest» -— analiiiitilise geomeetria pdhiidee, l6pmatud read, diferentsiaali
ia integraali mdiste.

Selleks ajaks, kui ma 17-aastaselt astusin Ziirichi poliitehnikumi fiisika-
matemaatika ilidpilaseks, olin ma juba veidi tuttav teoreetilise f[iidsikaga.
Mul olid seal suurepirased épetajad (naiteks Hurvitz, Minkowski), nii et ma,
tott ébelda, oleksin voinud saada soliidse matemaatilise hariduse, Mina aga
téotasin suurema osa ajast fiisika laboratooriumis, vaimustudes vahetust
kokkupuutest eksperimendiga ... Mulle kui ilidpilasele el olnud vcel selge,
et pdds kdige siigavamate pohimdtteliste probleemide juurde fiiisikas néuab
kdige peenemgid matemaaltilisi meetodeid. See hakkas mulle selguma alles
aegamééda, pdrast paljusid aastaid iseseisvat teaduslikku 160d.

(Autobiographisches, 1949)

Tee, mida modda sammus Einstein teaduses, viis teda parata-
matult iipris keeruka ja tehniliselt raskepdrase matemaatikani.
Esialgu erirelatiivsusteoorias vbis 1dbi saada veel suhteliselt liht-
sate matemaatiliste meetoditega, milledele andis lopliku vormi
Einsteini endine dpetaja Hermann Minkowski (1864—1909)
(kes muide maérkis pédrast erirelatiivsusteooria ilmumist, et ta ei

! ‘Tﬁlgitud véiljaandest: diinwreiis u coBpeMennas ¢usuka. M., 1956.
2 Vi. Kysunenos, B. I, Dfinwreiin. M., 1962, k. 105.
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oodanud midagi taolist oma Ziirichi iiliopilaselt). Einstein kirju-
tab selle kohta jargmist.

Enne Minkowski uurimusi tuli mone [iisikaseaduse invariantsuse kont-
rollimiseks viia Lorentzi teisendus 13bi l5puni. Minkowskil onnestus luua sel-
line aparaat, et seaduse matemaatiline kuju ise juba kindlustab lema inva-
riantsuse Lorentzi teisenduste suhtes. Luues neljambdtmelise tensorarvutuse
andis Minkowski neljamdotmelise ruumi jaoks selle, mida ruumi kolme mootme
puhul annab harilik vektforarvutus® Ta nditas samuti, et Lorenizi teisendus
ei ole midagi muud kui koordinaadistiku péére neljambotmelises ruumis (Rui
mitte arvestada erinevust mdrgis, mis on tingitud aja eriiseloomust).

(Autobiographisches, 1949)

Erirelatiivsusteooria matemaatiliseks aparaadiks on seega
lineaaralgebra (tdpsemalt koneldes teatav eriline neljamooteline
analiiiitiline geomeetria koos vastava tensoralgebraga). Kuid nii-
pea, kui Einstein asus oma kontseptsioone laiendama ka gravi-
tatsiooninahtuste valdkonda, selgus kohe selle lineaarse apa-
raadi piiratus.

Lineaarsed seadused rahuldavad lahendite osas superpositsiooni printsiipi
ja ei idtle jdrelikult midagi elementaarmoodustiste vastasmbju kohta. Tdelised
seadused ei saa olla lineaarsed ega vdi olla saadavad lineaarsetest seadus-
test. .

Gravitatsiooniteooria dpetas mulle: empiiriliste faktide kogu, irskédik kui
ulatuslik ta ka oleks, ei v6i viia nii keerukate vorranditeni. Kat-
setega voib kontrollida teooriat, kuid ei ole teed katsetest teooria loomiseni.
Sedavord komplitseeritud vorrandid nagu gravitatsioonivilja omad, on lei-
tavad ainult pdrast loogiliselt lihisa matemaatilise tingimuse leidmist, mis
mddrab tdielikult voi peaaegu tdielikult nende varrandite kuju. Kui aga nii-
sugused killalt ranged formaalsed tingimused on juba leitud, siis on
teooria konstrueerimiseks vaja iisna vihe faktilisi andmeid. Gravitatsiooni-
vorrandite puhul on sellisteks formaalseteks tingimusteks: neljamdotmelisus
ja oletus, et ruumi struktuur mddratakse stimmeetrilise tensoriga. Need tin-
gimused koos invariantsuse noudega pidevate teisenduste riihma suhtes mdd-
ravad vorrandite kuju praktiliselt tdiesti iheselt.

Tee, mida mééda ma ldksin iildrelatiivsusteooria esialgsel formuleerimi-
sel, on iseloomustatav jargmiselt. Kui me isegi ei tea, missugused on need
muutujad (vdalja struktuur), millega tuleb kirjeldada fiiiisikalist ruumi, siis
on meile ometi killalt histi tuntud iks erijuht: erirelatiivsusteooria «vdilja-
vaba» ruum. Niisugust ruumi iseloomustab see, et sobivalt valitud koordinaat-
sisteemis kahe punktiga seotud avaldis

ds? = dx2 4 dx? + dxs? — dx,? (1)
kujutab endast mbddefavat suurust (kauguse ruutu), jarelikult on reaalse
fiiisikalise sisuga. Suvalises siisteemis see suurus avaldub jdrgmiselt:

ds? = g, dxdx,, 2)

kus indeksid omandavad vddrtusi I-st kuni 4-ni. Suurused g, moodustavad
siimmeetrilise tensori.

3 Neljamootmelise ruumi all motleb Einstein siin muidugi aeg-ruumi.
Tensorarvutuse 161 juba méédunud sajandi lopul itaalia matemaatik G. Ricci -
Curbastro (1853—1925). Minkowski vaid rakendas seda aeg-rutmi uuri-
misel. Meetodi kdige hiilgavamad rakendused, mis tegid tensorarvutuse laialt
tuntuks, kuuluvad siiski Einsteinile endale. )
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Fitisikalise ruumi ildist seadust ... ma iseloomustasin sellega, et kuigi
vdli on ikkagi veel esitatav Riemanni meetrikaga (2) vastava simmeetrilise
tensori abil, ometi ei leidu esitust kujul (1) (arvestamata Ilopmata vdikest
lihendust) ... On selge, et sel juhul peavad kehtima vilja vorrandid, mis
esitavad eelneva seaduse iildistust (kitsenduste nérgendamist).

(Autobiographisches, 1949)

Eeltoodust nédhtub, et Einsteinil on iildrelatiivsusteooria aren-
damisel «areeniks» neljamdootmeline Riemanni ruum, mida ta
fiiiisikaliselt tolgendab tiihtse aeg-ruumina. Sellise ruumi struk-
tuur méédratakse iga punkti {imbruses téielikult kahevalentse
siimmeetrilise tensoriga g; — ruumi nn. meetrilise tensoriga.
Juba Minkowski uurimusest selgus, et tensor g; péab olema
erilise ehitusega: maatriksi g; omavédirtustest peavad kolm
olema iithe méirgiga ja iiks — see, mis vastab ajale — sellest eri-
neva mairgiga (vt. (1)). Einsteini julge iildistus viis aga selleni,
et aeg-ruumi tuli tal {ildiselt vaadelda mitte enam «tasasena»,
vaid igas punktis veidi «koOverana» (nii, nagu niiteks ookeani
pinda tuleb vaadelda pisut koverana). Matemaatiliselt tdhendab
see, et ruumis ei ole voimalik leida koordinaate selliselt,
et meetrilise tensori g;» komponentidel oleksid koikides punktides
tipselt ithesugused vidartused. Analiiiitilise geomeetria asemele
astub siin diferentsiaalgeomeetria, tipsemalt 6eldes viimase haru,
mida tuntakse Riemanni geomeetria nime all. Niisugust «kovera»
ruumi geomeetriat olid matemaatikud viljelnud juba méddunud
sajandi keskpaigast alates ja loonud aparatuuri, milleta Einstei-
nil poleks iildse olnud vdimalik oma geniaalseid ideid tdpsesse
ja rangesse vormi valada.

Einstein ei saanud aga piirduda ainult valmis meetodite ra-
kendamisega. Tal tuli leida vbimalusi ka nende tdiustamiseks.

Tensoranaliiiisis, mis sai uue geomeetria ja filiisika (ning hil-
jem veel mitme teise tdppisteaduse haru) peamiseks uurimisva-
hendiks, tuntakse «Einsteini summeerimiskokkule-
pet». Selle jargi voib nditeks avaldist

4
.g_lgikdxidxk =gn(dx)2+ ... + Gaa(dxy)? -+
—'— legdxld]Cg + e + 2g34dX3dX4

kirjutada rahulikult ilma summamérgita kujul g,dxdx, (nagu
Einstein teebki valemis (2)). Mingeid arusaamatusi, nagu juba
kauaaegne praktika on veenvalt ndidanud, -ei ole vaja karta.
Vastupidi — kirjutised muutuvad palju lihtsamateks ja seetdttu
iilevaatlikumateks.

Einsteini iildrelatiivsusteooriast selgus, et gravitatsioonindh-
tuste kirjeldamisel on eriline tdhtsus iiht eritiiiipi Riemanni ruu-
midel, mida praegu tuntaksegi matemaatikas Einsteini ruumide
nime all. Viimaste teooria on kujunenud iihtviisi tdhtsaks nii
geomeetriale kui fiiiisikale. Uldiste Riemanni ruumide seast eral-
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datakse nad iiht erilist geomeetrilist omadust viljendava diferent*
siaalvorrandisiisteemiga, mis Einsteini jiargi osutub gravitatsioo-
nivdlja vorrandisiisteemiks tiihja ruumi ja homogeenselt paik-
neva mateeriaga tdidetud ruumi jaoks.

Selle stisteemi lahendamine kujutab endast ddrmiselt komp-
litseeritud f{ilesannet. Einsteini iihest kirjast oma kunagisele
ldhimale kaastédtajale poola fiiiisikateoreetikule L. Infeldile
loeme:

Arge pange pahaks, et ma nii vihe kirjutan. Probleemideemon surub
mind halastamatult oma kiiiinte vahele ja sunnib tegema meeleheitlikke pin-
gutusi, et iiletada matemaatilisi raskusi.

L. Infeld meenutab {ihise t66 aegu*: «Véiljateooria — nii-
sugune nagu Maxwelli elektromagnetilise védlja teooria voi Eins-
teini gravitatsioonivdlja teooria — on formuleeritud osatuletis-
tega diferentsiaalvorrandite abil. Nende vorrandite lahendami-
seks, selleks et leida tulemus, mida voib vorrelda eksperimendiga,
tuleb integreerida. See on sageli seotud pika ja to6rohke protse-
duuriga. Loogiline ahel, mis viib teooriast vaatlusteni, seisneb
peaasjalikult niisuguses diferentsiaalvorrandite integreerimise
protseduuris. Selles seisnevad meie peamised tehnilised raskused.

Kui me kuude kaupa téotasime sedalaadi probleemide kallal,
koneles Einstein: «Issandat jumalat ei huvita meie matemaatili-
sed raskused. Ta integreerib empiiriliselt».’

Selles lauses viljendub Einsteini veendumus, et loodusseadu-
sed on jéreldatavad lihtsast teooriast, ning et nimelt lihtsus, aga
mitte deduktsiooniga seotud tehnilised raskused on antud teooria
ilu moddupuuks.» ’ _

Uhtse viljateooria loomise katsed viisid Einsteini veelgi suu-
remate iildistuste juurde, milledega matemaatikud seni polnud
veel tihanudki tegelema hakata. Ta vottis esimesena vaatluse
alla niinimetatud iildistatud Riemanni ruumid (ehk Einsteini
mitteriimanlikud ruumid). Nad erinevad Riemanni ruumidest es-
majoones selle poolest, et siimmeetriline tensor g, on asendatud
samasuguse mittesiimmeetrilise tensoriga. Nende ruumide geo-
meetria uurimine on tdnapdeval alles tdies hoos.

Einsteini t60d innustasid matemaatikuid ka teistlaadi {ildistus-
tele. Nii t8i H. Weyl sisse nn. afiinse seostusega ruumid,
J. A. Schouten ja E. Cartan projektiivse ja konformse seostusega
ruumid, mis koik on {ihel voi teisel moel kasulikud ka filiisikas.
Uldse tuleb &elda, et iildise relatiivsusteooria loomine on trium-
fiks mitte ainult abstraktsele geomeetriale ja selle analiiiitilisele
aparaadile, vaid iildse ideedele geomeetria ja. fiilisika tihedast

4+ Uadeannbn JI., Mou Bocmomunanus o6 Jiinmreiine. Kogumikus: Din-
wteilH B coBpemenHas ¢usuxka. M., 1956. )

5 FEinstein, kerge huumorivarjundiga, nagu ta seda sageli armastas teha,
personifitseerib kogu looduse «Issanda jumala» isikusse.
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seosest, mida selgelt véiljendasid juba N. I. LobatSevski ja
B. Riemann. Peamiselt nende ideede kohta kidivad ka Einsteini
enda filosoofilist laadi motteavaldused matemaatikast. Alljarg-
nevalt neist moéningaid.

Tavaliselt on kombeks geomeetria kdsitlemisel abstraheerida igasugused
sidemed tema mbistete ja meie kogemuse vahel. Kahtlemata on omad eelised
puhtalt loogiliste, juba loomult ebatiielikust eksperimendist mitte séltuvate
asjade wviljaeraldamises. Puhast matemaatikut see rahuldab. Talle on FRiillalt,
kui ta suudab oma teoreemid tuletada aksioomidest korrekiselt, s. t. ilma
loogiliste vigadeta. Kiisimus, kas eukleidiline geomeetria on 6ige vdi mitte,
teda ei puuduta. Kuid meie eesmdirkideks on wvajalik siduda geomeetria
p3himdisted looduse obijektidega; ilma niisuguse seoseta ei ole geomeetrial
fiiisika jaoks mingit vddrtust.

(The Meaning of Relativity S, 19_53)

£ ES *

Kaasaja teaduse seisukohalt geomeetria omaette véetuna pole seotud, ran-
gelt koneldes, iildse mittemingite katsetega, teda tuleb nende puhul raken-
dada koos mehhaanikaga, optikaga jne ... Geomeetria peab eelnema fiiiisikale,
sest viimase seadused ei ole vdiljendatavad ilma geomeetriata. Seetottu peabki
geomeetria ndima teadusend, mis loogiliselt eelneb igale eksperimendile
ja igale eksperimentaalteadusele.

(HesBkinupoza reoMerpusi u ¢usuxa’)
* * &

Eksperiment jddb kahtlemata matemaatiliste konstruktsioonide fiiiisikas
rakendatavuse ainsaks kriteeriumiks, kuid tdeliselt loominguline printsiip sisal-
dub nimelt matemaatikas. Selliselt vaatekohalt pean ma 0Oigeks antiik-Opet-
laste veendumust: puhas mdte on vdimeline haarama reaalset.

(Comment je vois le monde, 1934)

* * *

Mbistete sisteem, nagu lausedpetuse struktuuri mddravad reeglidki, on
inimlooming. Kuigi mdistete siisteemid omaette on loogiliselt tdiesti meele-
valdsed, seob neid siiski see, et nad peavad: esiteks, lubama vbimalikult
usaldatavat (intuitiivset) ja tdielikku vastavust aistingute koguga; teiseks,
nad peavad piidma [dbi ajada vdhima arvu loogiliselt sdltumatute elementi-
dega (pohimdtete ja aksioomidega), s. t. niisuguste mdistetega, mille jaoks
ei anta definitsioone, ja niisuguste lausetega, mille jaoks ei anta tGestust.

(Autobiographisches, 1949)

Fiidsikaliste teooriate ainus erinevus matemaatilistest konstrukisioonidest
seisneb jargnevas. Fiiiisikaline teooria peab andma oluliselt tdieliku ja taas
kindlaks tehtava vastavuse kindlates terminites kirjeldatud reaalsuse ja vahe-
tute meeleliste tajumuste vahel. Kiisimus sellest, kuidas seda vastavust seada,
on lahendatav ainult intuitiivselt ega wvdi olla vdljendatav loogiliselt formu-
leeritud teooria raames.

(The Meaning of Relativity, 1953)

6 Tolgitud véljaandest: D famTeitnu, A, CymHOCTL TEOPUH OTHOCHTENbL-
goctd. M., 1955 )

7 V. F. Kagani arhiivist leitud Einsteini kasikiri, mis avaldati kogumikus:
AfuwTedn W pasBuTHe (U3HKO-MaTeMaTHyecKof Mbican. M., 1962
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LOGARITMIDE SUND

E. Tamme

Matemaatika opetamisel keskkoolis podratakse sageli iisna
vidhe tdhelepanu kéisitletavate kiisimuste ajaloole. Kuid faktide
toomine matemaatika ajaloost seab Opitava aine paljudel juhtu-
del hoopis uude valgusse, aitab dratada huvi selle vastu ja teeb
ta seetottu paremini omandatavaks. Kéesolevas kirjutises heida-
me pilgu sellele, kuidas matemaatikute arsenali ilmusid loga-
ritmid ja kuidas koostati esimesed logaritmide tabelid.

Logaritmide siinnist, s. t. ajast, millal John Napier (loe: ‘nei-
pier) avaldas esimesed logaritmitabelid, m66dus 1964. aastal
kolm ja pool sajandit. Logaritmide kasutuselevotmine toimus olu-
korras, kus Euroopas iildise majandusliku ja kultuurilise arengu
baasil hoogustus ka matemaatika areng ning laienesid tema
rakendusalad. Palju tegeldi sellal arvutamisega, -eriti seoses tép-
sete trigonomeetriliste tabelite koostamisega, mida vajasid ast-
ronoomid ja meresditjad, ehitajad ja konstruktorid. Trigonomeet-
riliste tabelite arvutamisest votsid osa ka tuntud astronoomid
Mikolaj Kopernik (1473--1543) ja Johannes Kepler
(1571—1630) ning nende oOpilased ja kaastdotajad. Naiteks XVI
sajandi lopul ilmusid Koperniku opilaste koostatud 10-kohalised
tabelid, milles sisaldusid kdigi kuue trigonomeetrilise funktsiooni
véaartused iga 107 tagant. Murdude valtimiseks' voeti seejuures
ringi raadiuseks r = 101

On hasti teada, et paljukohaliste arvude korrutamine ja jaga-
mine nouab palju aega ja vaeva. Arvutamise lihtsustamiseks
otsiti mitmesuguseid teid. Teatavaid voimalusi selleks pakkusid
ka trigonomeetrilised tabelid. Néiteks valemi

cosa-cos ff= %[cos(a‘—l— B) +cos(a — B)]

ja koosinustabeli abil saab arvude korrutamise taandada liitmi-

! Kiimnendmurrud véttis Euroopas kasutusele madalmaade insener Simon
Stevin alles 1585. a. Neid rakendas aga enam kui poolteist sajandit varem
al-Ka3i — Samarkandi observatooriumis téétanud silmapaistev matemaa-
tik ja astronoom.
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sele ja lahutamisele?. Tunduvalt efektiivsemaks arvutusabiva-
hendiks kujunesid aga logaritmid, mis jdrk-jdrgult torjusid valja
teised meetodid.

Logaritmide idee

Pohimotted, millele tugineb logaritmide kasutamine arvutus-
abivahendina, olid tuntud juba enne XVII sajandit. Eriti selgelt
viljendas neid saksa matemaatik Michael Stifel (1485—
1567) oma peatods «Uldine aritmeetika» (Arithmetica integra,
1544).

Stifel vaatles nimelt iihe ja sama arvu astmeid, néiteks geo-
meetrilist progressiooni

20=—=2 22=4 283=28 2¢=16, 25=232, 26—=064, 27=128, ...
Jatkates seda ka vasakule

1 1 1
0.—, S L -2 - 93 —
2 _1, 2 t—:2, 2 =4,2 g

saame tabeli:

’l —3 | -2 l_l l 0 ’ 1 l 2 ‘ 3
o1 1] 1
| B 3 2 1 2

Selle tabeli teises reas on geomeetrilise progressiooni {27} liik-
med, esimese reas aga vastavad astendajad, mis moodustavad
aritmeetilise progressiooni. Vaadeldes neid progressioone, néi-
tas Stifel, et geomeetrilise progressiooni liikmete korrutamise
saab taandada vastava aritmeetilise progressiooni liikmete liit-
mise’li (kusjuures voib tekkida vajadus tabeli pikendamiseks).
Niiteks

32 64 128

4.16 =22 91— 92+ — 95 — 64,
o 128=278.97— 2947 — 91— 16,

Analoogiliselt taandub geomeetrilise progressiooni liikmete jaga-
mine, asendamine ja juurimine aritmeetilise progressiooni vas-
tavate liikmete lahutamisele, korrutamisele ja jagamisele. Nai-
teks

1

64 1 5 = 26: 271 =26-(-1) = 27 — 128,

7
3__ 3___
V6= /25 = 268 = 92 — 4,

2 Vrd. Lumiste, U. Lehekillgi matemaatika ajaloost Eestls — Mate-
maatika ja kaasaeg, 1. 1963 k. 51.
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Ulaltoodud tabeli esimeses reas on sisuliselt teise rea arvude
logaritmid alusel 2. Kuid see tabel on liialt hore tema kasuta-
miseks arvutuspraktikas. Seda Stifel ei taotlenudki. Oma marku-
sed lopetas ta sonadega: «Voiks kirjutada terve uue raamatu
imepérastest arvudest, kuid siin tuleb mul sellega piirduda ja
mooduda neist kinnisilmi».

Stifeli sonastatud ideid saab kasutada arvutuste lihtsustami-
seks ainult siis, kui koostada geomeetrilise progressiooni tabe-
lid, milles progressiooni liikmed paiknevad kiillalt vdikeste vahe-
mike tagant. Selle saavutamiseks tuleb progressiooni tegur vali-
da ldahedane iihele. Esimesteks sellisteks tabeliteks on Simon
Stevini (1548—1620) liitprotsentide tabelid, milles on esita-
tud geomeetrilised progressioonid

Ll4r (1402 (L4108 (1414 (141)%
monede r vdirtuste korral (r=0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05). Kuigi
neid tabeleid oleks saanud (eriti r-——001 korral) kasutada ka
korrutamise, jagamise, astendamise ja juurimise holbustamiseks
juhul, kui noutakse suhteliselt viikest tdpsust, ei viita Stevin
sedalaadi voimalustele.

Logaritmide toelisteks loojateks tuleb jugeda 3otlast John
Napieri ja Sveitslast Jobst Biirgit, kes peaaegu samaaegselt ja
teineteisest soltumatult koostasid ulatuslikud logaritmide tabelid
ning nditasid nende kasutamist arvutusabivahendina. Napier ja
Biirgi avaldasid oma tabelid vastavalt 1614. ja 1620. aastal.
Esikohale tuleb kahtlemata tosta tdiuslikumad Napieri tabelid,
kuid tutvumist alustame siiski Biirgi omadest, sest need on oma
ehituselt lihtsamad.

Biirgi tabelid

Sveitsist périt Jobst Biirgi (1552—1632) todtas tunnus-
tatud kellassepana ja astronoomiliste instrumentide meistrina
Kasselis ja Prahas. Kuigi tal polnud matemaatilist eriharidust,
saavutas ta tdnu oma visadusele ja talendile ka arvutajana ja
matemaatikuna méarkimisvdirseid tulemusi, mida ta aga kahjuks
ei armastanud avaldada. Eriti viljakaks kujunes Biirgi koostt6
Johannes Kepleriga Praha astronoomia observatooriumis, kus ta
abistas Keplerit tohutute arvutuste teostamisel, mis viisid pla-
neetide liikumise seaduste (nn. Kepleri seaduste) avastamiseni.
Miérgime, et Biirgi hakkas iseseisvalt kasutama kiimnendmurde
(arvatavasti soltumatult Stevinist) ja tegeles rida aastaid siinus-
tabelite koostamisega, mille sammuks oli 2”.

Logaritmide tabelid arvutas Biirgi aastatel 1603—1611 Pra-
has, kuid triikist ilmusid need sealsamas alles 1620. a. (ja sedagi
Kepleri pealekdimisel), kandes vastavalt selle aja tavadele pikka
paljuiitlevat pealkirja «Aritmeetilise ja geomeetrilise progres-
siooni tapelid iihes pohjaliku dpetusega, kuidas neid tuleb moista
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ja igasugustes arvutustes kasulikult rakendada» (Aritmetische
und Geomelrische Progress-Tabulen ...). Viivitus maksis Biirgile
prioriteedi. Juba 6 aastat varem olid tritkitud Napieri maérksa
taiuslikumad tabelld Kepler markis 1627. a., et Biirgi oleks saa-

S

R

ﬁrmmm{c@&%ﬁb@fz@iﬁ%ﬁéﬁﬁz?z wgz {i‘fé

bey mvg felci mz?u:’w

Biirgi tabelite liitelleht. Sellel .on vdilimises ringis numbrid triikitud punasega,
sisemises mustaga.

nud oma tabelid avaldada aastaid enne Napierit, kuid «viivitav
salatseja jattis vastsiindinud lapse endale, selle asemel, et teda
iildsuse kasuks suureks kasvatada». 1620. a. ei dratanud Biirgi
tabelid enam erilist tdhelepanu. Neist on siilinud vaid iiksikud
eksemplarid ja needki ilma pealkirjas lubatud «pdhjaliku opetu-
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seta», mida nahtavasti ei triikitudki koos tabelitega («Opetus»
leiti hiljem ja avaldati 1856. a.). Biirgi t66 késikirja séilita-
takse Pulkovo obervatooriumis koos teiste Kepleri arhiivi
materjalidega.

Biirgi tabelid sarnanevad Stevini liitprotsentide tabelitega,
neis on esitatud geomeetrilise progressiooni liikmed teguri 1,0001
e korral, s. t. astmed (1,0001)". Tabe11
’ . | y koostamine pole pohimotteliselt kuigi

i raske, sellega voib toime tulla iga

T

0 1 0000 0000 keskkooliopilane. Biirgi arvutas nimelt
10 1 0001 0000 1,0001° = 1,0000 0000,

20 10002 0001 1,0001* = 1,0001 0000,

30 1 0003 0003 1,00012 = 1,0002 0001,

40 1 0004 0006 1,00018 = 1,0003 0003,

50 1 0005 0010 1,00014 = 1,0004 0006

60 | 100060015 jne. kuni 1,000122027 ~ 10. Seejuures
70 1 0007 0021 : - X

80 1 0008 0028 1ga jargneva arvu saame eelmise kor-
90 1 0009 0036 rutamisel 1,0001-ga, milleks eelnevale
100 10010 0045 tuleb lihtsalt liita 4 koha vorra taha-
}ég {88{;8882 poole nihutatud sama arv. Arvestades
130 10013 0078 asjaolu, et kiimnendmurde kasutati
140 10014 0091 sellal veel iisna vidhe, sisaldas tabel
150 100150105 ainult tdisarve, mille saavutamiseks
}gg igg%?g}gg geomeetrilise progressiooni liikmed on
180 10018 0153 korrutatud arvuga 10® (vt. korvaltoo-
190 100190171 dud viljavotet Biirgi tabelite algu-
200 100200190 sest). Selle progressiooni liikmete as-
210 10021 0210 tendajate n asemel olid tabelis tege-
220 1 0022 0231 . g
230 10023 0253 likult kirjutatud arvud 10n (arvata-
240 1 0024 0276 vasti interpoleerimise holbustamiseks).
250 10025 0300 Esimeses veerus asuvaid arve nimetas
260 1 0026 0325 S : :
270 10027 0351 Biirgi «punasteks» ja teises veerus
980 10028 0378 asuvaid «mustadeks» arvudeks. Vasta-
290 1 0029 0406 valt sellele olid tabelis aritmeetilise
300 10030 0435 progressiooni litkmed triikitud punase

ja geomeetrilise progressiooni liikmed
musta véarviga.

Eeltoodust selgub, et vastavuses olevate «punaste» ja «mus-
tade» arvude vahel kehtib jirgmine seos:

y=10%- (1,000]1)*:10 =— 108 . g*:10°
kus konstant

1\ L0000
a:(l—l—m) =27181459 ...
on ldhedane naturaallogaritmide alusele

e = lim (1—1—%)n=2,7182818...

n-—co
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Logaritmi moistet kasulades voib seose x ja y kirjutada ka kujul
x: 105 =log, (y: 108).

Et Biirgi tabel on korrastatud «punaste» arvude jirele, mis kas-
vavad sammuga 10, siis on meil faktiliselt tegemist antiloga-
ritmide tabeliga alusel a. Biirgil kiill logaritmi aluse moistet ei
esine ning soltuvalt sellest, kuhu paigutame koma «punastel»
arvudel, voime neid tolgitseda logaritmidena mitmesugustel alus-
tel. Naiteks voib neid vaadelda ka logaritmidena alusel 1,0001,
sest
10 = 10g1'0001(y1 108)

Biirgi tabel 10opeb nn. «tdieliku punase» arvuga 230 270,022
{see interpoleerimise teel saadud arv on ainsaks mittetdisar-
vuks «punaste» hulgas), millele vastab nn. «tdielik must» arv
10 0000 0000. Tabelis sisalduva 23027 «musta» arvu leidmine
noudis suurt arvutustéod, milleks Biirgil kulus 8 aastat., Umar-
damisest tingitud tdpsuse kao vihendamiseks tuli arvutamisel
sdilitada ka teatav hulk lisakohti, mis tulemustes on iimarda-
tud. Arvutuste tdpsust iseloomustab asjaolu, et «tdielikus puna-
ses» arvus on koik 9 kiimnendkohla oiged. Mirgime, et seda
tiifipi tabelite maht ja tihedus soltuvad oluliselt sellest, kuivord
vdhe erineb geomeetrilise progressiooni tegur 1-st. Naiteks teguri
1,001 korral saaksime umbes 10 korda vidiksema tabeli.

Biirgi tabeli kasutamine tugineb pohimotetele, mis sonastas
juba Stifel. Jaotame algebralised tehted nende sooritamise ras-
kust arvestades jargmisse kolme klassi:

I l liitmine lahutamine I
I ‘ korrutamme jagamine ’
11 | astendamme juurimine |

Vaadeldud tabel vGimaldab taandada Il klassi tehete sooritamise
1 klassi tehetele ja III klassi tehete sooritamise II klassi tehetele
(seejuures tuleb korrutada ja jagada vastavalt astendaja ja juu-
rijaga). Néiteks kahe arvu a ja b korrutise arvutamisel leiame
neile kui «mustadele» arvudele vastavad «punased» arvud, lii-
dame need omavahel ning otsime summale vastava «musta»
arvu, mis vordubki korrutisega ab. Seejuures voib tekkida vaja-
dus jdrgmise kolme abivotte jdrele, mida on {ildse sobiv kasu-
tada arvutamisel 10-st erineva alusega logaritmide (nait. natu-
raallogaritmide) tabelite abil.

1. Kui ldhtearvu suurusjirk ei ithti «mustade» arvude suurusjirguga (s. t.
ta ei asu vahemikus 108 < a < 109), siis tuleb teda koigepealt korrutada sobi-
valt valitud astmega 10%, kus k on tidisarv. Niiteks arvu 36 asemel otsime
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«mustade» arvude huigast 36000000 Tulemuse suurusjirgu vdime méiirata
«silma jérgi» samal pohiméttel nagu arvutusliikati kasutamiselgi.

2. Kui ldhtearvul on kiill sobiv suurusjirk, kuid ta siiski ei iihti tipselt
iithegi «musta» arvuga, siis Biirgi soovitab leida vastava «punase» arvu line-
aarse interpolatsiooni abil. Seejuures lihtsustab arvutamist asjaolu, et vas-
tavalt tabeli koostamise pohimotetele vordub kahe jérjestikkuse musta arvu
erinevus neist esimesega, korrutatuna 0,0001-ga. Lineaarse interpolatsiooni
jdrele voib tekkida vajadus ka «punastele» arvudele vastavate «mustade»
leidmisel. ]

3. Tehete sooritamisel «punastc» arvudega (ndit. nende liitmisel voi
lahutamisel) voib juhtuda, et tulemus on kas negatiivne voi suurem «tiieli-
kust punasest» arvust, millisel juhul ta ei asu «punaste» arvude vahemikus.
Sellisel juhul tuleb kdigepealt tulemusele liita vai sellest lahutada «taielik
punane» arv (see vastab tulemuse korrutamisele voi jagamisele 10-ga) ning
alles scejirel poorduda tabeli poole. Biirgi vaatleb naitena jagatise

154 030 185 : 205 518 112

arvutamist. Jagatavale ja jagajale vastavad «punased» arvud 43200 ja
72 040. Et nende vahe on negatiivne, siis leitakse 43 200—72 040 asemel

millele vastab must arv 749 472 554. Secga
154 030 185 : 205 518 112 == 0,749 972 554.

Napieri tabelid

John Napier ehk ladinapiraselt Neper (1550—1617) on
Soti aadlik, kes sai suurepdrase hariduse oma kodumaal ja Hol-
landis. Palju aega piihentdas ta aga astroloogiliste horoskoopide
arvutamisele. On ilmunud néiteks raamat «Verine almanahh,
mis sisaldab palju oigeid ennustusi sellest, mis juhtub 1647. aas-
tal, ithes arvutustega hirmsa kohtumoistmise aja saabumise koh-
ta. Koostanud ja avaldanud kuulus astroloog Merchistoni lord
Neper». Tuleb aga arvestada voimalust, et tegemist on voltsin-
guga.

Matemaatika ja astronoomiaga tegeles Napier asjaarmasta-
jana. Ta tundis aga hésti selle aja t6id astronoomiast ja sfdéri-
lisest trionomeetriast ning saavutas ka ise nendel aladel marki-
misvdadrseid tulemusi. Mainime, et just Napier soovitas eraldada
kiimnendmurru murdosa tdisosast koma vo6i punktide abil, mis
XVII sajandil jark-jargult voetigi iildkasutatavaks.

Uhest Napieri kirjast saame teada, et logaritmitabelite moo-
dustamise ja kasutamise idee oli tal juba 1594. aastal. Kuid kulus
veel 20 aastat arvutustodd enne, kui 1614. a. vois ilmuda Napieri
peatod «Imepéraste logaritmitabelite kirjeldus» (Mirifici logarith-
morum canonis descriptio) T66 eesmidrgist kirjutab ta sissejuha-
tuses: «Ma olen alati pitiidnud, kuivord seda lubavad minu joud
ja voimed, vabaneda arvutamise raskusest ja igavusest, mille
tiifitus paljusid peletab matemaatika oppimisest».

Pohimattelise tdhtsusega, eriti logaritmide hilisemal rakenda-
misel korgemas matemaatikas, oli Napieri antud logaritmi kine-
maatiline definitsioon. Kui Biirgi kdrvutas ainult aritmeetilist ja
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geomeetrilist progressiooni, mis voimaldas saada vaid diskreetse
tabeli, siis Napier méératles logaritmi pideva funktsionaalse sol-
tuvusena jargmisel viisil. Ta vaatles kahe punkti X ja Y liiku-
mist kahel sirgel. Punktid ldhtugu samal hetkel ja sama kiiru-
sega vastavalt kohtadelt A ja O. Seejuures punkt X liikugu
iihtlaselt, punkt Y aga aeglustuvalt nii, et tema kiirus igal hetkel
oleks vordeline punkti poolt veel ldbimata 16igu YB pikkusega y.
Iga hetke jaoks saame 2 arvu: y=YB ja x:= OX, millest teist
Napier nimetab esimese logaritmiks. Viimane termin tule-

neb kahest kreekakeelsest sonast Adyog

y | (suhe) ja doudude (arv). Seega otseses

|
| -

A Y B tolkes tdhendab logaritm suhtearvuy,
- mille all Napier motles teatavaid
0O

X. abiarve. Varem on Napier logaritme

nimetanud ka «kunstlikeks arvudeks».

Kaasaegse siimboolika abil saame seose x ja y vahel véljen-
dada valemiga

X

a

kus r on ldigu AB pikkus ja In tdhistab naturaallogaritme, s. t.

logaritme, mille aluseks on eespool defineeritud arv e = 2,718 ..

Toepoolest, tadhistades punktide Y ja X kiirused vy, ja vy, saame Napieri

definitsioonist seose

y o Y
=—In->=logy, -,

o, 1 dy
Y =Y ehk EL =4
UX X ¥
Viimase diferentsiaalvorrandi integreerimisel leiamegi
x .
—=—In i/-, sest x=0, kui y=r.
r r

Asudes tutvuma Napieri tabelitega ndeme, et neis sisalduvad
seitsmekohalised trigonomeetriliste funktsioonide ja nende loga-
ritmide védirtused, kusjuures murdude véltimiseks on voetud
AB=r=107. Tabeli igal lehekiiljel on 7 veergu (vt. 1k. 98),
1. veerus on nurgad e« iga 1’ tagant, teises nende siinused (tédp-
semalt suurused y=rsine) ja kolmandas siinuste logaritmid
(suurused x = —rInsine). Viimases veerus asuvad esimese
veeru nurkade tdiendusnurgad 90° — ¢, kuuendas nende siinused
(ehk esimese veeru nurkade koosinused) ning viiendas viimaste
logaritmid. Keskmises veerus on kolmanda ja viienda veeru loga-
ritmide vahed, s. t. esimese veeru nurkade tangensite logaritmid,
sest

log tan @ = log sin @ — log cos @ = log sin ¢ — log sin (90° — a).

Vastavust Napieri tabeli teise ja kolmanda ning kuuenda ja
viienda veeru arvude vahel saab kasutada samuti nagu vastavust
«mustade» ja «punaste» arvude vahel Biirgi tabelites. Kuid Na-
pieri tabelid avavad ka uusi voimalusi, eriti trigonomeetriliste
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arvutuste teostamisel, millele tabeli sissejuhatavas osas on ka
viidatud.

Napieri tabelite viimaselt lehekiiljelt loeme: «Et selle tabeli
arvutused, mida oleks pidanud teostama paljude arvutajate osa-

nggfiﬁiﬁm{f}fﬁm
Camonis ae waf‘{ﬁfi@ 5

L;uigm ufus, in i}te*aq@.ze ‘
| vigonometria ; ut etiam in

nnt Logiitics M&ﬁzmﬁ{g&, .
 Anphifsimi, Eacillioi o
agm&t:ﬁ‘mi «f{»wao

Napieri tabelite tiitelleht

votul, on sooritanud iiks inimene, siis pole ime, kui temas peitub
palju vigu. Tekkisid need arvutaja vidsimuse voi tipograafia
hooletuse to6ttu, nende eest palun heatahtlikult lugejalt vaban-
dust. Siiski, kui ma néen, et opetlastel on sellest leiutisest meel-
divat kasu, siis voib-olla ma peatselt selgitan viisi, kuidas seda
teost tdiustada, et teda avaldada paljude arvutajate poolt hoopis
tdpsemana teostatuna, kui see on voimalik iihele. Miski pole tek-
kides taiuslik.»

Napieri lubatud teos, milles selgitatakse logaritmide arvuta-
mise votteid, ilmus aga alles pédrast autori surma, kandes peal-
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kirja «Imepéraste logaritmitabelite ehitus» (Mirifici logarithmo-
rum canonis constructio, 1619). Arvatavasti on ta kirja pandud
aga varem tlalvaadeldust. Néiteks esineb siin «logaritmi» ase-
mel veel termin «kunstlik arv».
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Lehekiilg Napieri tabelitest

Me saame teada, et logaritmide tegelikul arvutamisel jaotab Napier iiht-
laselt liikuval punktil X 16igu OP = AB = r labimiscks kuluva aja 107 vord-
seks ajavahemikuks ning oletab, et nendel viga viikestel ajavahemikel toimub

.‘ i | | !

i | . : "
A Y, Y, Y B

| | [ — l

0O X, Xy X P
ka punkti Y liikumise iihtlaselt ja nimelt kiirusega, mis on vordeline punkti
Y kaugusega punktist B ajavahemiku algul. Oletame, et punktide algkiirus

v=1 ja samuti 16igu AB pikkus r=1 (Napieril oli murdude véltimiseks
tegelikult r = 107) ning tdhistame punktide Y ja X asukohad 1, 2, 3, ...
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i"i_iav]ahemiku lopul Yy, Yy, Y5, ... ja X, Xp, X5, ... . Siis esimese ajavahemiku
opu

1 1
X1:=OX1=107, é/1=}'13=1——1—7‘~
Edasi liigub punkt Y kiirusega y,—=1— % , mistottu

2 1 1 1 14\2
XQ—OXZ'—ET. yz:yzB:l—W._l_U—T(l.-10—7):([_;_7‘) .
Kolmanda ajavahemiku I8pul

_ 3 - . 1\2 1 13\2 1\3
=0t = k= (1 b o (1 ) = (1 )
Induktiivselt pole raske veenduda, et ka iildiselt n-nda ajavahemiku Igpul

i 0 n 1\
5= 0X, =157+ 0y = YaB=(1—157) -

Tegelik arvutusprotsess on Napieril vdga lihedane Biirgi omaga, ainult
geomeetriline progressioon on Napicril mitte kasvav, nagu Biirgil, vaid kaha-
ne}r. Ka siin on geomeetrilise progressiooni liikmete arvutamine néiteks
valemi

Y, =Y, —0,0000001y,,
abil darmiselt lihine, kuigi aegandudev. Et Napieril on geomeetrilise prog-
ressiooni tegur tunduvalt 1dhemal 1-le kui Biirgil, siis vajaliku ulatusega tabeli
saamiseks ainult viimase valemi abil tuleks sooritada miljoneid samme, inis
praktiliselt pole enam histi teostatav. Seetdttu kasutab Napier kunstlikke
votteid, mis véimaldavad oluliselt vihendada arvutuste mahtu, niiteks teata-
val etapil piirduda ainult geomeetrilise progressiooni iga sajanda liikme
leidmisega.?

Sellisel tcel saadav Biirgi tabeliga analoogiline aritmeetilise ja geomeet-
rilise progressiooni tabel etendab Napieril vaid abitabeli osa. Selle baasil
moodustab Napier 1614. a. avaldatud pohitabeli, milleks interpoleerimise abil
tuli veel lcida siinusle logaritmid.

Uleminel definitsioonis médratud pidevalt funktsioonilt geomeetrilise pro-
oressiooni moodustamisele tingih seda, et Napieri logaritmide aluseks pole
enam tépselt '/, vaid 1/,, kus :

b == (1, 000000 1)'0000000 — 278281 G9. ..

véga vihe erineh arvust e==2718281128... Erinevus on sedavord viike, et
vastavate logarilinide crinevus peaks olema vidiksem Napieri tabeli viimase
koha iihikust. Tegelikult on aga Napier tabelite koostamisel teinud viikese
arvutusvea, mistottu, vaatamata viga hoolikalt teostatud arvutustele, pole
tabelis logaritmide viimased kohad enam oiged. Muide seda viga saab tol-
gendada ka logaritmidesiisteemi aluse asendamisega arvust !/, veidi erineva
arvuga.

Kiimnendlogaritmid

Paljud Napieri kaasaegsed moistsid uute tabelile tadhtsust
arvutusabivahendina ning votsid nad vaimustusega vastu. Peat-
selt avaldas Edward Wright (surn. 1615) tabelid ladina
keelest inglise keelde tdlgitud tekstiga. Londoni kolledZi profes-

3 Lahemalt Napieri arvutusvotetest voib lugeda raamatust: Adeascon!
M. B., Poxunenne snorapudmos. M.-—TI. 1948, ptk. V.
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sor Henry Briggs (1556—1630) kirjutas: «Neper, Merchis-
toni lord, on minu pea ja kded t66le pannud oma uute ja imet-
lusvddrsete logaritmidega. Ma loodan teda kéesoleval suvel
naha ... Mitte kunagi pole ma ndinud raamatut, mis oleks mulle
rohkem meeldinud ja mind enam imetlema pannud.» Briggs
teostaski kavatsuse ning sditis 1615. a. suvel Sotimaale Edin-
burghi. Kohtumisel Napieriga olevat ta &elnud: «Milord, ma
votsin selle pika. reisi ette ainult selleks, et Teid ndha ja teada
saada, millise teravmeelse relva ja kunsti abil Te joudsite mot-
tele suurepérasest abivahendist astronoomidele — logaritmidest.
Muide, niiiid imestan ma rohkem selle iile, et keegi neid varem
ei leidnud, seevorra nidivad nad lihtsatena péarast seda, kui neid
tunda.»

Napier ja Briggs sobrunesid ning arutasid kohtumisel kiisi-
must uute, arvutamiseks veelgi sobivamate logaritmitabelite
koostamisest. Nimelt Napieri tabelite kasutamisel toovad endaga
kaasa moningaid ebameeldivusi asjaolud, et 0-ga vordub mitte
arvu 1 vaid arvu 107 logaritm ning et arvu korrutamise! voi
jagamisel kiimne tdisastmega oluliselt muutub tema logaritm.
Nende asjaolude analiiiisimisel olid nii Briggs kui ka Napier juba
varem joudnud kiimnendlogaritmide sissetoomise ideele. Koos
tootasid nad vélja selle logaritmisiisteemi pohimotte, mis tugineb
jdrgmise geomeetrilise ja aritmeetilise progressiooni vordlemi-
sele:

Arvud 1 | 10 ] 102

108 ’ 104 |

|
|

Logaritmid | o | 1 [ 2 | 3 | 4 |..

Tabelite koostamisel tuli leida' logaritmid ka arvudest, mis
pole kiimne tdisastmed. Briggs asuski innuga téoéle, kasutades
seejuures vagagi leidlikke votteid* Ta kiilastas Napieri ka
1616. a. suvel ning 1617. a. ilmusidki Briggsi tabelid arvude
1 — 1000 8-kohaliste kiimnendlogaritmidega. Seetottu nimeta-
takse kiimnendlogaritme vahel ka Briggsi logaritmideks. Briggs
jdtkas arvutusi ning avaldas 1624. a. 14-kohalised kiimnendloga-
ritmid arvudest 1 — 20000 ja 90 000 — 101 000. Seejirel asus ta
koostama 10-kohalisi tabeleid trigonomeetriliste funktsioonide lo-
garitmidest, mis ilmusid posthuumselt 1633. a. Mirgime, et nen-
des tabelites oli kraad jaotatud 100 minutiks ja minut omakorda
100 sekundiks, s. t. kiimnendsiisteem oli laiendatud ka nurga-
mootudele.

Briggsi t66d jdtkas hollandi raamatukaupmees Adriaen
Vlack (1600—1667), kes 1828. a. avaldas 10-kohalised tabelid

4+ Monedest Briggsi arvutusvotetest on juttu raamatutes: 'mpwBaasna,
JI. 1., Ucropus oTKpbitusi jorapucdmoB. Xapekos, 1952, Pum6uukos, K. A,
Hcropua martemaruky, I. M., 1960.
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arvude 1— 100000 kiimnendlogaritmidega ning varsti seejirel
ka 10-kohalised tabelid trigonomeetriliste funktsioonide logarit-
midega nurkadest iga 10”7 jirele. Sellega olid iildjoontes 1opule
viidud tohutud arvutust66d logaritmitabelite koostamiseks. Hili-
semad tabelid tuginevad sageli Vlacki tabelitele, kuigi on muu-
detud viimaste struktuuri ja parandatud neis esinevaid vigu.
Mirgime, et Vlacki tabelitest on leitud 173 viga ning isegi
austria arvutaja Georg Vega (1756—1802) poolt viga hoo-
likalt koostatud 7-kohalised tabelid (ilmusid 1783. a.) sisaldasid
veel 5 viga.

Logaritmitabelite edasine areng on toimunud kahes suunas.
Uhelt poolt on iildkasutusele voetud jark-jargult vdiksemaid ta-
beleid. Nii andsid Vlacki 10-kohalised tabelid teed 7-kohalistele,
seejdrel 5-kohalistele tabelitele; tdnapdeval aga kasutatakse koo-
lides enamasti 4-kohalisi tabeleid. Sellised {ileminekud ei toimu-
nud sugugi rahulikult, vaid noudsid visa voitlust, sest paljud ei
tahtnud noustuda oigustatud viidetega, et enamikes arvutustes
saavutame kiillaldase tdpsuse ka hoopis vdiksemate ja mugava-
mate tabelite abil, mis suurel miaral lihtsustab logaritmide ka-
sutamist ja kiirendab arvutamist.

Teiselt poolt esineb teaduses ja tehnikas arvutusi, mis noua-
vad vidga suurt tdpsust. Nende sooritamiseks on koostatud suure
kiimnendkohtade arvuga tabelid. Margime néiteks Wolframi
48-kohalisi logaritme arvudest 1 — 10000 ja Adamsi 260-koha-
lisi logaritme arvudest 2, 3, 5, 7 ja 10 (modlemad on naturaal-
logaritmide tabelid).

Osutub, et logaritmide omadused ja kasutamisviis ei soltu
palju logaritmide siisteemi alusest. Logaritmi kaasaegse definit-
siooni abil on nimelt iisna lihtne niidata, et logaritmid alusel a
ja b on omavahel vordelised:

1 ‘
log,,x=i)m log,x (a>0, b>0).

Niiteks naturaallogaritmid avalduvad kiimnendlogaritmide kau-
du jargmiselt:

Inx=—-logx,  kus %:@:2,302 585092994 . .. .
Seetottu on iihe aluse jaoks koostatud logaritmitabelite abil iisna
lihtne leida logaritme ka mingil teisel alusel. Arvutusabivahen-
dina on koige enam levinud kiimnendlogaritmid, sest nende
murdosa (mantiss) ei muutu logaritmitava arvu korrutamisel voi
jagamisel kiimne tdisastmega.

Korgemas matemaatikas aga kasutatakse peaaegu eranditult
naturaallogaritme, sest nende korral on koige lihtsam teostada
diferentseerimist ja teisi matemaatilise analiiiisi tehteid. Maini-
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me, et naturaallogaritme nimetatakse vahel ka mitte pdris digus-
tatult Napieri logaritmideks. Tegelikult Napieri arvutatud loga-
ritmid, nagu eespool selgitasime, erinesid naturaallogaritmidest,
kuigi vdhe. Esimesed viikesed naturaallogaritmide tabelid aval-
das 1619. a. vahetuntud inglise matemaatikadpetaja John
Speidel, nimetust «naturaallogaritm» hakkas aga 1668. a.
kasutama Nicolaus Mercator (Kaufmann, 1620—1687).

Margime veel, et siimbolid logaritmide tdhistamiseks on tek-
kinud loomulikul sonade lithendamise teel ning nad vodeti kasu-
tusele varsti pédrast esimeste logaritmitabelite ilmumist, kuigi
seda tegid eri autorid monevorra erineval kujul. Néiteks siim-
bolit «Log» kohtame Kepleri (1624) ja Briggsi (1630) tdéodes,
siimbolit «log» aga itaallase B. Cavalieri (1632) juures.

Logaritmid on moé6dunud kolme ja poole sajandi jooksul
etendanud védga tdhtsat osa arvutusabivahendina. Seda iseloo-
mustas XIX sajandi prantsuse matemaatik ja astronoom Pierre
Simon Laplace, véites, el «logaritmide leiutamine vihendas ast-
ronoomide t6od, pikendas nende elu». Tdnapédeval on logaritmi-
tabelite osa arvutuste teostamisel monevorra vihenenud, sest jarjest
igapdevasemaks muutuvad nende voistlejad — arvutusliikatid ja
arvutusmasinad, mille ajalugu on peaaegu sama pikk nagu loga-
ritmide ajalugugi. Juba 1620. aastal hakkas logaritmilisi skaala-
sid arvutamisel kasulama Londoni professor Edmund Gun-
ter (1581—1626) ning esimese teadaoleva aritmomeetri arvude
liitmiseks, lahutamiseks, korrutamiseks ja jagamiseks konstruee-
ris ja ehitas 1623. a. Tiibingenis saksa matemaatikaprofessor
Wilhelm Schickard (1592—1635). Nende arvutusvahendite
arengu jdlgimine nduaks aga juba omaette artiklit.

NOVALISE'! MOTTETERI MATEMAATIKAST

Kogu matemaatika — see on oGigupoolest ks suur vorrand teiste tea-
duste jaoks.

Mida logaritmid on matemaatikale, seda on matemaatika teistele ftea-
dustele.

Matemaatiba — see tdhendab teadust iildse. Seetdttu koik teadused pea-
vad saama matemaatikaks.
Niiiidne matemaatika on ... indtlemise abivahend.

Tema piiritu rakendatavus on tema enese vajalikuks postulaadiks.

Tema aluseks on seesmine koosk3la. ilesehituse terviklikkus.

Tdeline matemaatik — see on tdeline entusiast.

Ilma entusiasmita pole mingit matemaatikat.

See, kes ei vita aukartusega matemaatilist raamatut ja ei loe seda kui
avastust, see ei mbista teda.

i Novalis (kodanikunimega Friedrich von Hardenberg, 1772—1801)
on saksa poeet-romantik.
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UHEST PEDAGOOGIDELE VAJALIKUST BROSUURIST

Teadusalade areng toimub tina-
pdeval iihe kiirenevas tempos. Nii
nditeks kahekordistub inimleadmiste
hulk umbes 10 aastaga. Koik see sun-
nib paratamatult otsima votteid ja
meetodeid Oppeprotsessi efektiivsuse
suurendamiseks. Uheks selliseks mee-
todiks on programmeeritud opetami-
ne, mis on rakendamist leidnud nii
Noukogude Liidus kui ka vélismaal
(eriti USA-s). Et tosisem huvi prog-
rammeeritud Opetamise probleemide
vastu tekkis meie maal alles 1960-
ndatel aastatel, on iilevaatlikke teo-
seid sellelt alalt ilmunud ainult iiksi-
kuid, needki pithendatud peamiselt
ihe voi teise kollektiivi toésuundade
ja  -tulemuste késitlemisele. Seda
enam on pohjust roomu tunda
U. Aguri brosiiiiri jlmumisest, mille
eesmirgiks on asjaliku ja igakiilgse
iilevaate andmine iilalnimetatud kii-
simustest.!

Brosiiiiris analiiiisitakse kodigepealt
traditsioonilise Oppeviisi puudusi (dp-
peprotsessi mittekiillaldane individua-
liseeritus,  siistemaatilise  kontrolli
puudumine jne.), mille korvaldamise
piiided pdhjustasidki programmeeri-
tud oOpetamise {ekkimist. Program-
meeritud Gpetamise iildiselt aktseptee-
ritud ja tdpne mdidrang praegusajal
veel puudub. U. Agur iseloomustab
programmeeritud Gpetamist jdrgmiste
morrentide esiletdstmisega: 1) kursu-
se range, detailideni viimistletud {iles-
ehitus materjali loogilise struktuuri
alusel; 2) Oppematerjali doseerimine,
s. 0. esitamine annustena; 3) kohus-
tuslik materjali omandatuse kontroll
iga annuse esitamise jirel; 4) kont-
rolli tulemuste kohene teatavakstege-
mine G&ppijale.

' Agur, U, Programmeeritud
opetamine ja onetamismasinad ning
nende rakendamine kéreemas koolis.
TIn., 1964, 120 1k, TPI rotaprindi
viljaanne.

Kuli

Nendes seisukohtades ei ole iseene-
sest midagi printsipiaalselt uut. Pro-
grammeeritud Opetamise isedrasus seis-
neb aga nende pohimdtete voimalikult
tdielikus ja jdrjekindlas rakendamises.

Brositliri jargnevas osas vaadel-
daksc oppematerjali programmeerimi-
se meetodeid. Nii on vdimalik mater-
jali esitada kas jada- vodi hargpro-
grammi abil. Viimasel juhul soltub
oppeprotsessi kdik (annuste valik ja

nende jirjekord) o©pilase vastustest
kontrollkiisimustele, Materjali oman-
damise kontrolli voib samuti teos-

tada kahel erineval viisil, kasutades
kas nn. valikvastuste voi konstruee-
ritavate vastuste meetodit. Edasi an-
takse iilevaade opetamismasinatest.
koige lihtsamatest — perfoplaatidest,
kuni koige komplitseeritumateni —
kaasaegsete arvutite baasil todtavate
automatisceritud klassideni. Viimases
peatiikis kisitletakse programmeeritud
opetamise moningaid teoreetilisi ja
pedagoogilisi probleeme (traditsiooni-
lise ja wuue oOppemeetodi vahekord,
programmeeritud Jpetamise efektiiv-
suse madramine jne.), samuti edasisi
perspektiive.

Koiki  broSiiiri  kohta  tehtavaid
mirkusi on vdimalik resiimeerida um-
bes jirgmiselt: teos paistab silma
ladusa sonastuse ja kiisimuste selge
ning asjaliku késitluse poolest.

Kuigi vaadeldavas broSiiiiris leia-
vad kisitlemist mitmed kiisimused
oppetdost just korgemates koolides
(nagu margib ka brositiiri pealkiri),
on teoses esitatav pohiline problee-
mistik sdltumatu sellest, kas on tege-
mist alg-, kesk- vdi koreema kooliga.
Seepirast on selle brosiiiiriga soovi-
tav tutvuda koigil pedagoogidel. Kah-
juks on see ilmunud aga rotaprindi-
viliaandena ia viikeses tiraaZis. Kies-
oleva kirjutise autori arvates tuleks
nimetatud teos tingimata anda vil-
ja trilkis — nii eesti kui ka vene
keeles.
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MILLEGA TEGELDAKSE ULIKOOLI

MATEMAATIKARINGIS?

A. Riesen

1964/65. oppeaasta algusest oli moo-
dunud ainult paar nidalat, kui mate-
maatika- ja fiiiisikaosakonna vérske-
test tudengitest moodustati mate-
maatikaring  Avakoosolekul tutvusta-
sid oppejoud K. Ariva, E. Jiiri-
mée, I. Kull, L. Kivistik ja
E. Tiit kohalviibijatele probleeme,
mille késitlemine oleks moeldav rin-
gi tédéna I kursusel.

Uliopilased valisid vastavalt huvi-
aladele endile teemad; moodustati
arvutusmatemaatika ja geomeetria t66-
riihmad (viimasesse kuuluvad ka II
kursuse iiliopilased). Vene oppekeele-
ga osakonna iiliopilased alustasid
t66d matemaatilise analiiiisi riihmas.

Liikmete arvult on kdige suurem
arvutusmatemaatikariihm. Peatume
koigepealt  mbdningatel  kiisimustel,
mis on olnud arutlusobjeklideks sel-
les rithmas. Sissejuhatavas ettekan-
des riddkis dotsent U. Kaasik la-
hendusalgoritmi blokk-skeemi koosta-
misest  {ilesande ettevalmistamisel
elektronarvutil lahendamiseks.!

Jargnevatel koosolekutel esinesid
Tartu I Keskkooli Iopetajad, kelle
tood olid valminud juba keskkoolis
U. Kaasiku juhendamisel. T. Urba -
nik tutvustas ristsonade koostamise
programmi blokk-skeemi. Selle alusel
on ta teinud ka programmi, mille
jirgi elektronarvuti valib viietdheliste
spnade sonastikust 6 sohivat sona
allpool esitatud ruudustikku.

male-
koostas

Programmi iihekdiguliste
iilesannete  lahendamiseks

-1 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, V,
Ik. 24—36.
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T. Haldre, kes jargmisel koosole-
kul tutvustas programmi blokk-skee-
mi ning kirjeldas selle koostamisel
rakendatud ideid.

J. Simm kisitles iiht suhteliselt
lihtsat kahe méingija vahelist - mangu
malelaual ning esitas ringi koosole-
kul nimetatud mingu taktikalise
blokk-skeemi (koostatud oli ka pro-
gramm). Palju elevust tekitas kohal-
olijate hulgas méng kuulajate .ja «ma-
sina» vahel (viimase osas esines pro-
grammi autor). Méng loppes alati
«masina» vdiduga.

Jiargnes seeria referatiivseid ette-
kandeid matemaatilise statistika alalt
(juhendaja E. Tiit).

Ettekannetega aritmeetilisest kesk-
misest ja dispersioonist esines
A. Riesen. Nidited oma kursuse eri-
nevate rithmade hinnete vdrdlemisest
andsid vbdimalusi ka nendest problee-
midest huvitavalt rddkida.

Seejdrel koneles J. Karu teemal
«Spearmani korrelatsioon.» Ndiitena
arvutas ettekandja korrelatsiooni {ili-
opilaste miitsinumbrite ja kontroll-
toode hinnete vahel (noormeestel ilm-
nes siin tugev positiivne, titarlastel
aga nork negatiivne korrelatsioon).

Teist semestrit alustas A. Vai-
ner kauguse moiste pdhjalikuma
analiilisimisega.? :

Teiseks semestriks joudsid tule-
musteni ka need {ilidpilased, kelle

ilesandeks oli jérelduste tegemine
labitostatud statistilise materjali
pohial.

Mahuka arvutusliku t66 tegi éra
S. Noomen, kes uuris matemaati-
kaosakonna iiliopilaskandidaatide ja
iiliopilaste eksamitulemuste kooskdla,
vorreldes kiipsuseksamite, sisseastu-
miseksamite ja iilikooli I kursuse ke-

vadiste eksamite tulemusi (vaadeldi
ajinult matemaatilisi aineid). Kahe
aastakdigu (1961 ia 1963) andmete

vilia kooskolakorda-
suhteli~elt

arvutati
Selgus néiteks, et

2 Ldhemalt vt. Vohandu, L.
Kauguse mboiste rakendusi. — Mate-
maatika ja kaasaeg, II, 1964, lk.
25—30.

pohijal
jad.



suured on need kordajad kiipsusek-
samite ja sisseastumiseksamite tule-
muste vordlemisel, kdigi kolme eksa-

mi tulemuste vordlemisel aga iisna
viikesed.
Kirjandusteoste stiili  statistilist

uurimist ei ole eesti kirjanduses seni
seda kinnitavad ka
Arvutusmatemaa-
liige T. Laisk proovis

veel tehtud —
kirjandusteadlased.
tikarithma

Arvutusmatemaatikarithma liige
Tiina Laisk esinemas

nimetatud meetodit rakendada Ed.
Vilde loomingu analiiiisimiscks. Prof.
V. Alttoa nduandel valiti uurimi-
seks teosed «Musta mantliga mees»,
«Mahtra sdda» ja «Mdekilla piima-
mees», kusjuures uuriti erinevate lau-
setiiiipide pikkusi ning esinemissage-
dusi vaadeldavate teoste erinevates
osades

Stiili erinevus vaadeldavates teos-
tes on ilmne: esimest raamatut ise-
loomustab suhteliselt pikk dialoog ja
kirjeldavate lausete  vidike  hulk.
«Mahtra séjas» .on stabiilne lausete
pikkus, iilekaalu omandavad kirjelda-
vad laused, kuna otsene kone on lii-

8 Matemaatika ja kaasaeg VII

hike. «Maekiila piimamehes» .on lau-
sete pikkus koige suurem, dialoogi
esineb suhteliselt vdhe. Huvitav on
lausete pikkuse diinaamika teose viél-
tel, mis iseloomustab siindmustiku
pinget.

S. Médnd, L Lahesalu ja
E. Tamre téotavad dots. I. Kulli
juhendamisel 1dbi «Vanemuise» kii-
lastajate ankeete. Tulemused kuju-
nevad loode.avasti véairtuslikeks ja
on kasulikud ka teatrile.

K. Torpatsil valmis ankeet
matemaatikaosakonna l6petajate koh-
ta. Ankeedi tiditjad vastavad nii fea-
duslikku téosse kui ka isiklikku ellu
puutuvatele kiisimustele. Ankeedi and-
mete 14bit66tamine pakub kahtlemata
materjali nii osakonna ajaloo uuri-
misel kui ka mitmesuguste statisti-
list laadi jérelduste tegemisel.

Uks rithma téokoosolekutest toi-
mus aga Toraveres, kus tutvuti ast-
rofiilisika observatooriumiga, samuti
viimase arvutuskeskusega.

«Kiilalisena» arvutusmatemaatika-
riilhmas esines M. Puks, kelle ette-
kanne «Landau siimbolid o ja 0»
kuulub matemaatilise analiiiisi vald-
konda.

Vene oppekeelega I kursuse mate-
maatikutest moodustati matemaa-
tilise analiiiisi riihm. To6od
alustati lihtsamate iilesannetega, nagu -
trigponomeetriliste vorrandite lahenda-
mine, graafikute konstrueerimine ja-
algebraliste vorrandite taisarvuliste
juurte leidmine. Edasi asuti purema
juba keerukamajd péhkleid: kasitlu-
sele tulid hiiperboolsed funktsioonid,
rekurrentsed jadad, Fibonacci arvud,
ridade koonduvustunnused, 15igul pi-
devate funktsioonide pohiteoreemide
toestamine Heine-Boreli lemma abil.
Dotsentide S. Baroni ja E. Rei-
mersi juhendamisel piiiitakse ringi
t66 korraldada nii, et juba II kursu-
sel oleks voimalik alustada iseseisvat
t66d.

Geomeetriariihma t66, kuhu
peale I ja II kursuse matemaati-
kute kuulub ka fiilisikuid, on oma
iseloomult referatiivne. Ettekanded
on planeeritud mitme aasta peale
perspektiiviga anda rithma litkmetele
soliidne geomeetria-alane ettevalmis-
tus iseseisvaks teaduslikuks to6ks.

105



Oppejoudude K. Ariva ja M.
Rahula juhendamisel votavad rin-
gi toost aktiivselt osa R. Tamme -
veski, P. Midlk, A. Kolde,
T. Haldre, I. Tart, E. Vajak jt.

Geomeetriariihma  esialgseks te-
maatikaks on pohiliselt tensormeetod.

Vektori mbiste on tuttav igaiihele
juba keskkoolist. Vektorarvutus ja
selle {ildistus -— tensorarvutus —

Geomeetriarihma liilkmed (vasakult) R. Tammeveski,
T. Haldre ja I. Tart heidavad pilku

aitavad tunduvalt kaasa paljude geo-
meetriliste ja fiiiisikaliste probleemi-
de lahendamisel.

Tensori all moistetakse mingil vii-
sil jérjestatud (reana, tabelina jne.)
arvude vdi koordinaatide hulka, mis
kirjeldab teatud geomeetrilist voi
fiiiisikalist objekti ja muutumisel .tei-
sendub koordinaatsiisteemi kindla ees-
kirja jérgi. Oluline on selliste suu-
ruste (invariantide) leidmine, mis
iseloomustavad antud objekti sdltu-
mata koordinaadistikust. Lihtsamaks
tensori néiteks on vektor (harilikus
ruumis kolme koordinaadiga), inva-
riandi nditeks aga selle vektori pik-
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kus. Tensorarvutusega  abstraktses
mitmemodtmelises ruumis tutvutakse-
gi geomeetriariihmas.

Plaanis on veel erirelatiivsusteoo-

ria, hiljem teadmiste tdienedes aga
ka iildrelatiivsusteooria matemaatilise
aparatuuri uurimine.

On loomulik, et iga iiliopilane vo-
tab osa mingist aineringist. Et olla
peab oma

meister, ala armastama,

A. Kolde, E. Vajak,
Riemanni geomeetriasse.

piihendama sellele ka vaba azega.
Matemaatikute meistrikssaamine aga
algabki just matemaatikaringis!

Tidnapdeva matemaatika paljudest
suundadest leiavad ringis kasitle-
mist muidugi vaid iisna vihesed. Te-
maatika margatavat laiendamist ta-
kistab aga see, et ring on méiidratud
iiksnes nooremate kursuste iliopilas-
tele, olles seega vaid n.-6. sissejuha-
tuseks edasisele iseseisvale todle.
Pohjalik hargnemine suundade jéirgi
toimub nimelt 3. kursusel. Siitpeale
jdtkub t6o vastavate- juhendajate juu-
res juba kas individuXalselt voi 2--3
liikmelistes rithmades.



ELEKTRONARVUTIGA LEITUD MARSRUUTIDE JARGI

M. Reigo
Kéesoleva aasta veebruari algul Selle metoodika rakendamine vodimal-
valmis TA Kiiberneelika Iunstituudis dab vdhendada tiihisditude kogupik-

programm, mis on madratud {hetiiii-
biliste autovedude marsruutide koos-
tamiseks elektronarvutil «Minsk-2».
Selle programmi abil toimub praegu
isekallutajate veomarsruutide koosta-
mine Tallinna Autokaubaveo Valit-
suse jaoks. Iga pidev kella 12-ks saa-
detakse jirgmise pieva vedude noud-
mised Kiiberneetika Instituudi arvu-
tuskeskusesse. Seal need perforeeri-
takse, antakse arvutisse ja juba kella

13-ks saadakse valmis marsruudid,
mille alusel koostatakse autojuhtide
teekonnalehed.

Marsruutide véljavalimiscks kasu-
tatakse meetodit, mille kirjeldus on
antud B. Geronimuse jt. artiklis !,

' Vt. Teponumyce, B. u ap,
TlpuMenieHe CHCTEMATHUECKOTO MeToAa
B IJIAHHPOBAHHH NEPEBO3OK. — «ABTO-
MOGWIBLHLIT Tpancnopt», 1961, Ne 7,
lk. 30—-34. Probleemi sdnastus on esi-
tatud ka artiklis: Kull, I, Transport
ja malemaatika. — Matemaatika ja
kaasaeg, III, 1k. 39--49.

kust umbes {ihe kolmandiku
vorreldes transpordis varem
sel olnud planeerimisvotetega.

Marsruutide leidmiseks koostatud
programm sisaldab iihe osana ka
transpordiiilesande lahendusprogram-
mi. Viitmase mootmeid arvestades on
Tallinn jagatud 44 inikrorajooniks,
kusjuures vastav kauguste maatriks
paikneb pidevalt elektronarvuti vilis-
mélus (magnetlindil).

Enne programmi valmimist tehti
sama t66d Tallinna Autokaubaveo
Valitsuses kdisitsi. Vedude suuremate
mahtude korral tuli {ilesannet kunst-
likult védhendada, kuid ka siis oli
lahendamine té6mahukas ja aegandu-
dev. Ft aga lahendamise aeg oli pii-
ratud, siis ei olnud enamasti véima-
lik ei parandada lahendamisel tekki-
nud vigu ega leida kdiki voimalikke
marsruute. Nendest puudustest vaba-
nemiseks voetigi kasutusele elektron-
arvuti. Niiiid soidavad isekallutajad
Tallinnas juba elektronarvuti koosta-
tud marsruutide jargi!

vorra,
kasutu-

oMatemaatiBa jo kaasefa’ kirjakast

MIDA ANDIS

«Matemaatika ja  kaasaja» IV
numbriga kaasa saadetud ankeeti-
dest! on suur hulk toimetusse tagasi
saabunud koos sisukate vastustega.
Koige elavamalt on «Matemaatika
ja kaasaja» ankeedile reageerinud
opetajad — fiile 60% vastustest kuu-
lub nendecle. Arvukuselt jdrgmine on
mitmesuguste erialade inseneride
grupp (18% ankeete), opilastelt péri-
neb laekunud ankeetidest koigest
12%, {ilejddnud autoriteks on mitme-
suguste erialade esindajad (filoloo-
gia, metsandus, majandusteadus),
pensionarid ja Idpuks ka <«anoniiiim-
sed» isikud, kes on punkti 1 hoopis

! Ankeedid olid kaasas vaid osal
tiraazist.

8*

«MATEMAATIKA JA KAASAJA» ANKEET?

tditmata jatnud. Enamus vastajatest
oli lugenud koiki numbreid, seega
peegeldavad ankeedivastustes antud
hinnangud véljaannet tervikuna.
Kiisimuse 3 («Millised artiklid
meeldisid Teile koige rohkem?») vas-
tused néitasid, et kdige populaarsem
autor on U. Lumiste, kelle artiklile
«Lehekiilgi  matemaatika ajaloost
Eestis» sai osaks ligi 30% antud
positiivsetest hinnangulest; jargnesid
«K{iiberneetika teorectilisi probleeme»
(15% hinnanguid), «Nelja virvi prob-
leem» (119%) ja lerve rida teisi ar-
tikleid, mis olid kdige rohkem "meel-
dinud ihele voi {eisele lugejale.
Rubriikidest said pecaaegu vordselt
lugejate heakskiidu osaliseks «Taien-
dusi koolimatemaatikale», «Kiibernee-
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tika» ja «Matemaatika ajalugu». Vi-
hikutest on seni parimaks peetud 1V
numbrit.

Kiisimusele 4 («Millised artiklid
ei meeldinud voi tundusid ebaotstar-
bekohastena») oli kriitilise sisuga
vastus ainult kahes ankeedis: iiks
vastajaist (Opetaja) leidis, et liigselt
on ruumi raisatud elektronarvutitega
seotud probleemidele, teisele (inse-
ner) ei meeldinud iks artikkel rub-
riigist «Té&iendusi koolimatemaatika-
le». Ulejddnud lugejad kas pidasid
koiki artikleid vajalikeks voi ei tait-
nud vastavat lahtrit iildse.

Kiisimusele 5 («Kas artiklid olid
kirjutatud arusaadavalt») vastas iile

70% ankeeditditjatest jaatavalt, 10%.

teatud  reservatsiooniga  («iildiselt
arusaadavad»), 20% vastajatest —
ceskidtt keskkoolidpilased ning mitte-
matemaatilise  haridusega  lugejad
méarkisid moéningate artiklite puhul,
et need tundusid rasketena.

Olgu siin margitud toimetuse sei-
sukoht: koikide artiklite kirjutamine
sellisel tasemel, et nad oleksid aru-
saadavad eranditult igale lugejale,
sunniks meid oma materjalivalikut
liigselt piirama, mis muudaks véilja-
ande suurele osale lugejaskonnast
vihehuvitavaks. Seetdttu loodame, et
kuigi moni artikkel osale lugejatest
raskena tundub, ei tehta selle eest
toimetusele liigseid etteheiteid, vaid
tosise huvi korral piiiitakse vastava
kirjanduse abil, mis peaaegu alati on
artiklis maérgitud, iseseisvalt mater-
jali moistmiseni jouda.

K6ik kiisimusele 6 vastanud luge-
jad pidasid iilesannete lahendamist
vajalikuks. Kahjuks ei ole avaldatud
arvamusi {ilesannete joukohasuse koh-
ta (kuigi on maérgitud, et neid la-
hendati).

Vastused kiisimusele 7 (rubriikide
«Matemaatiline pievakaja» ja «Kroo-
nika» kohta) on iildiselt positiivsed
(«...pean neid rubriike vdga huvi-
tavateks»). Ainuke negatiivne hin-
nang (mittematemaatikult) kolab:
«Vaid kitsale ringkonnale huvitav
materjal». Sellele vastukaaluks voib
aga twua arvamuse teiselt mittema-
temaatikult: <«Informatsiooni ja kroo-
nika nurk on vaga huvitav, eriti teis-
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te alade esindajatele». Uldine soov
on ndha neis rubriikides materjale ka
vennasvabariikide ja vélismaa mate-
maatikaelu kohta. Piitiame seda soovi
senisest rohkem arvestada!

Uutest rubriikidest soovivad luge-
jad ndha nelja: eestikeelse matemaa-
tilise terminoloogia, biomeetria, méan-
gude teooria ja insenerimatemaatika
tarvis. Esimese neist avasime juba
eelnevas numbris. Ulejddnud kolm ei
tule toimetuse arvates iseseisvate
rubriikidena arvesse, kiill aga piiila-
me mainitud suundi késitlevaid ar-
tikleid avaldada rubriikides «Kiiber-
neetika» ja «Majandusmatemaatika».

Koige rohkem on vastuseid kirju-

tatud kiisimusele 9 — peaaegu igal
ankeedivastajal on olnud soove aval-
datavate materjalide kohta. Osale

neist soovidest vastasime juba «Ma-
temaatika ja kaasaja» eelmises numb-
ris; on aga ka neid soove, milledele
me pole vastanud, kuid piiliame ar-
vesse votta (osalt kiill alles jargne-
vas aastakdigus, sest kidesoleva aas-
takdigu sisu on pdhijoontes juba pla-
neeritud).

Omapoolseid materjalipakkumisi
laekus ankeedivastajailt kahjuks vihe.
Siin tuleks veel korrata: lugejaid hu-
vitab vabariigi matemaatikaelu selle
koige laiemas mottes; ka see, mis-
suguste metoodiliste kiisimustega te-
gelevad opetajad, mida tehakse koo-
lide matemaalikaringides, milliseid
probleeme lahendavad matemaatikud
toostuses jne. Selle koige kohta oota-
me teilt kaastodd!

Kiisimusele 12 («Kas peetakse va-
jalikuks muuta «Matemaatika ja kaas-
aeg» ajakirjaks?») olid lugejate vas-
tused koige iiksmeelsemad: iihtegi
eitavat vastust siin ei leidunud, tih-
jaks oli jddnud see lahter ainult ka-
hes ankeedis (tditiad olid mittemate-
maatikud), iilejddnute vastusteks olid
«Jah», «Tingimata vajaliks, «Kind-
lasti» jne.

Taname siin koéiki ankeedile vas-
taiaid ia palume oma lugejatelt edas-
pidi aktiivset osavottu «Matemaatika
ja kaasaja» ees seisvate probleemide
lahendamisest nii kaast66 kui ka
nouannetega.

Toimetus



UUSI TEADUSTE KANDIDAATE

27. mail
viitekirja
teesists ENSV TA Kiiberncelika Ins-
lituudi noorem teaduslik 1ddlaja Pia
Hanko. T66d juhendas dots. U. Kaa-
sik, oponeerisid fiiiisika-malemaatika-

1965. aasial kailses oma
«Loogiliste skecemide siin-

doktor A. Humal ja fiiiisika-mate-
maatikakandidaat I. Kull.

Viitekirjas esitatakse piisav tingi-
mus selleks, et antud loogiline valem
oleks kvaasikordumisteta skeemi juh-
tivusvalem. Uuritakse loogiliste vale-
mite kvaasikordumisteta realiseerita-
vust juhul, kui nimetatud tingimus
ei ole tdidetud. Saadud tulemuste
pohjal esitatakse kaks algoritmi, mis
on vajalikud loogiliste skeemide siin-
teesimisel. Esimene algoritm eraldab

antud loogilise funktsiooni disjunk-
tilvses normaalkujus need liikmete
kombinatsioonid, mis ei rahulda
kvaasikordumisteta realiseeritavuse

tingimusi. Juhul kui selliseid kombi-
natsioone ei leidu, teeb algoritm kind-
laks valemi realiseeritavuse kvaasi-
kordumisteta skeemina. Teine algo-
ritm méaérab kindlaks vajalikud kor-
dumised otsitavas skeemis.

Pia Hanko on siindinud Tallinnas
14. jaanuaril 1932. a. Ta lopetas 1950.
aastal Tallinna 7. Keskkooli, kus tema

matemaatikadpetajaks oli R. Meres-

maa. Tartu Riikliku Ulikooli mate-
maatikaosakonna lopetas P. Hanko
1955, aastal.

TOIMUS KESKKOOLIOPILASTE 12.
TAPPISTEADUSTE OLUMPIAAD

It tappisteadusi opilaste hulgas
popularisecerida ja nende huvi mate-
maatika, {ifisika ja keemia vastu
{osta, sclleks organiseerivad ENSV
Haridusministeerium ja Tartu Riiklik
Ulikool igal aastal keskkooliopilaste
tippisteaduste oliimpiaade.

Viimastel aastatel on see oliim-
piaad holmanud tuhandeid meie va-
bariigi koolide G&pilasi. Seda vdimal-
das oliimpiaadi laiendamine G&pilas-
{ele alates seitsmendast Gppeaastast:
VII ja VIII klasside opilased moo-
dustavad C-grupi, IX ja X klasside
opilased B-grupi ja XI klasside opi-
lased A-grupi. On aga saanud tradit-
siooniks, et nooremate klasside Opi-

lased radgivad {0siselt kaasa wvane-
mate klasside oliimpiaadidel auhin-
naliste kohtade jagamisel. Eriti on

sce silma paistnud A-grupi oliimpiaa-
dil. Nimctagem siin Kehra Keskkooli
endist opilast Undo Uusi, Haap-
salu 1. Keskkooli cndist opilast Vel-
lo Looritsat, Tallinna 2. Kesk-
kooli lopetanud Hilja Therit ja
Jaak Tepandit ning viimastel
oliimpiaadidel eriti silmapaistvalt esi-
nenud Tartu 5. Keskkooli 10. klassi
opilast Mihkel Auli
Téppisteaduste oliimpiaad toimub
iilesannete lahendamise voistlusena
eraldi kolmes aines: matemaatikas,
fiilisikas ja keemias. See voistlus
viiakse 14bi kolmes voorus. Esimene
neist toimub detsembris ja jaanua-
ris, kus &pilased lahendavad kodus
neile antud {ilesanded. Teine voor
toimub juba kindlaksmidratud kuu-
pdevadel ja kellaaegadel koolides ja
kolmas voor samuti kindlaksméaédra-
tud ajal: B-grupile suuremates lin-
nades ja rajoonikeskustes ning A-
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grupile Tartu Riiklikus  Ulikoolis.
C-grupis toimub oliimpiaad ainult
matemaatikas ja see viiakse labi ka-
hevoorulisena, s. t. selgitatakse ai-
nult koolide parimad. B-grupis sel-
guvad aga linnade ja rajoonide pa-
rimad ning A-grupis vabariigi pari-
mad noored tdppisleadlased.

Oliimpiaade koolides juhivad vas-
tavad oliimpiaadi  koolikomisjonid,
linnades ja rajoonides oliimpiaadi
linna- vo6i rajoonikomisjonid ja vaba-
riiklikus ulatuses vabariiklik komis-
jon. Viimase esimeheks on juba aas-
taid olnud Tartu Riikliku Ulikooli
Fitiisika-Matemaatikateaduskonna de-
kaan dots. Anatoli Mitt.

Oliimpiaadi vaitjaid autasustatak-
se diplomite ja viartuslike auhinda-
dega ning lopuklasside Opilased va-
bastatakse kevadel vastava aine kiip-
suseksameist.

K#esoleva aasta martsi 1opul toi-
mus Tartu Riiklikus Ulikoolis 12. tip-
pisteaduste oliimpiaadi A-grupi III
voor, kus selgusid vabariigi 1964/65.
oppeaasta parimad noored tdppistead-

lased. Matemaatikaoliimpiaadi 16pp-
voorust vottis osa 52 opilast 28 vaba-
tiigi keskkoolist. Neile anti lahen-
dada jargmised {ilesanded:

1. Toestada, et igas kolmnurgas
kehlib seos
tan —g— * tan —g -- tan g *tan —%—: %,

kus & on kolmnurga ks kiilg ja 2p
fimbermoot.

2. Lahendada vé&rrand:

Bx+2)*+ (2x —4)* =
= (2% L 3)% -+ (4x — 2)*.

3. On antud roopkillik ABCD.
Kiiljega AB paralleelne sirge laikab
kiilgi BC ja AD ning diagonaali AC
vastavalt punktides K, M ja L. Toes-
tada, et kolmnurgad ABK ja ALD
on pindvordsed.

4. On antud aritmeetiline prog-
ressioon a, as, ..., 4, . ja geo-
meetriline progressioon by, by, ...,
b,, ..., mille puhul a,=b,, a;=b,.
Progressioonid on kasvavad ja po-
sitiivsete  liikmetega. Toestada, et
aritmeetilise progressiooni kdik liik-
med, alates kolmandast, on viikse-
mad geomeetrilise progressiooni vas-
tavaist liikmeist.
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Esimese iilesande lahendas 0i-
gesti 23 opilast, teise 40 opilast, kol-
manda 32 oOpilast ja neljanda 14 opi-
last. Kasutades hindamist nagu ta-
valiselt 5-palli siisteemis, saaks hin-
de «5» panna seitsmele parimale t66-
le, hinde «4» jargnevale kuuele t60-
le, hinde «3» kimnele toole, hinde
«2» kahekiimne neljale toéole ja iih-
tegi iilesannet polnud suutnud lahen-
dada viis oliimpiaadist osavotjat.

Mihke! Aul

Parimateks osutusid:

I. Mihkel Aul, Tartu 5. Kesk-
kool,

2. Mihhail
6. Keskkool,

3. Natalia Kolossova, Tal-
linna 31. Keskkool,

4. Piret Keres, Tartu [. Kesk-

Popov, Tallinna

kool, -
5. Viktor Né&dkk, Tapa 2.
,Keskkool,
6. Boris Freidin, Tallinna

19. Keskkool,
7. Aleksander
Tallinna 23. Keskkool,
8 Indrek Kolka, Viljandi I
Keskkool,

Petrusin.

9. Anatoli Stulov. Tallinna
19. Keskkool,
10. Vla¥imir Smirnov, Tal-

linna 25. Keskkool.



Parima kooli nimetuse sai mate-
maatika alal Tallinna 6. Keskkool ja
sellele koolile antakse iile Tartu Riik-
liku Ulikooli rdnddiplom, mis on va-
rem rippunud Tallinna 1. Keskkooli,
Pirnu 1. Keskooli, Viljandi 2. Kesk-
kooli ja neli aastat Tallinna 2. Kesk-
kooli seinal.

Keemiaoliimpiaadil olid parima-
teks:

1, Mihkel Aul, Tartu 5. Kesk-
kool,

2. Rein Mall, Tartu 5 Kesk-
kool,

3. Rein Hiob, Pdrnu 2. Kesk-
kool.
Fiilisikas olid vditjateks:

I. Mihkel Aul, Tartu 5. Kesk-
kool,

2. Vliadimir Nomm, Tallinna
6. Keskkool,

3. Rein Kipper, Tartu 1.
Keskkool.

Keemia alal tunnistati parimaks

kooliks Tartu 5. Keskkool ja fiiiisika
alal jallegi Tallinna 6. Keskkool.

Oliimpiaadi  kdigil kolme] alal
voistelnud Opilastest oli parim Mih -
kel Aul Temale jiargnesid Mih-
hail Popov Tallinna 6. Keskkoo-
list ja Aavo Heinlo Tallinna 7.
Keskkoolist.

Olimpiaadi loppvoorust osavotja-
tele ei olnud nced pievad ainult pin-
gelisteks voistluspdevadceks, vaid olid
ka enesetiiendamiseks ja kulluurili-
seks meelelahutuseks. Seda kindlusta-
sid ekskursioonid Tar{u Riikliku Ulikoo-
i arvutuskeskuscsse, samuti fiilisika ja
keemia laboratooriumidesse, iilikooli
oppejoudude dots. U. Kaasiku, v.-6p.
V. Kargu ja R. Tani loengud ning

Weberi ooncri  «Noidkiitts ja Kuus-
bergi niidendi «Andres Lapeteuse
juhtums»  jdlgimince teatris  «Vane-
muine».
O. Prinits
TEINE LEND KESKHARIDUSEGA'
MATEMAATIKUID
Kéiesoleval aastal 16petas A. H.

Tammsaare nimelises Tartu 1. Kesk-
koolis juba teine lend programmeeri-
jaid. Oppimist matemaatika eriharus
alustatakse alates 9. klassist tootmis-
eriala oppimise korras,

Peale tavalise keskkoolikursuse
voetakse nendes klassides ldbi veel
terve rida eriaineid, nagu korgema
matemaatika alused, ligikaudsed ar-
vutusmeetodid, elektronarvutid ja pro-
grammeerimine. Eriaineid 0petavad
Tartu Riikliku Ulikooli oppejoud ja
arvutuskeskuse toéotajad.

Matemaatik-programmeerija kvali-
fikatsiooni saamiseks tuleb opilastel
teoreetilise ainete korval 1dbi teha ka
arvutusmeetodite ning programmeeri-
mise praktikad. Tootmisdpetus 13peb
prakiikatdo arvestamisega ja kvalifi-
katsioonieksamiga. Praktikato6ks on
mingi probleemi iseseisev lahenda-
mine ja vastava programmi koosta-
mine elektronarvutile «Ural-1». Selle
166 teostanud Opilased lubatakse
kvalifikatsioonieksamile. Eksami soo-
ritanud oOpilastele omistatakse mate-
maatik-programmeerija kvalifikatsioon
ja erialaline kategooria.

19. 1T 1965. a. toimunud kvalifi-
katsioonieksamil said korgeima, s. o.
3. kategooria jiargmised lopetajad:

1. Kalda, Aadu
2. Keres, Piret
3. Kipper, Rein
4. Kuldmaa, Enn
5. Kobas, Marge
6. Redi, Varpo
7. Téorva, Liia
8 Univer, Tiiu
2. kategooria:
Aben, Enn
Aimla, Mirt
Astel, Helle
Kert, Jiiri
Kotsar, Tiina

Kuut, Riina
Kéidhrik, Ulo
Laar, Virve

Leit, Sulev

10. Lepp, Riho

11. Loo, Andres

12 Tampold, Lembit

1. kategooria:
1. Engel, Heino
2 Helstein, Aurelia
3. Lambur, Tonu

1964/65. Gppeaastal lopetas arvu-
tusmatemaatika erialal ka Tallinna
1. Keskkoolis esimene lend.

L. Luht
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Eesti NSV-s ilmunud matemaatika-

alase kirjanduse nimestik
Jaanuar—veebruar 1965

(Koostanud E. Annus)

RAAMATUD

Agur, U. Programmeeritud &pe-
tamine ja opetamismasinad ning nen-
de rakendamine korgemas koolis.
Tin.,, 1964. 120 lk. — Triikitud rota-
prindil 900 eks.

Mereste,
riatsiooni-naitarvud. Trt.,
k. (TRU. Rahanduse ja krediidi ka-
teeder.) — Triikitud rotaprindil 500
eks.

Past, V. ja Koorits, A. Fiiii-
sikalis-keemilised arvutused. Trt.,
1965. 172 1k. (TRU. Keemia katee-
der.) — Triikitud rotaprindil 200 eks.

Relvik, H. ja Silde, D.
D’Alambert’i  printsiip.  Diinaamika
iildvorrand. Lagrange’i teist liiki vor-

U. Keskrﬁised ja va-

randid. Tin., 1964. 92 ik. (TPL. Teo-

reetilise ~mehhaanika kateeder.) —

Tritkitud rotaprindil 600 eks.
Ruubel, A ja Riives, S

Kujutava geomeetria koduseid harju-
tusiilesandeid EPA kaugoppeteadus-
konna iiliopilastele. T vihik. Trt., 1964.
28 1k. (Eesti Pollumajanduse Aka-
ﬂdlt(eemia.) — Triikitud rotaprindil 1000
eks.

Matemaatika. Meloodiliste artiklite
kogumik. III. TIn, 1965. 76 1k.
(ENSV  Ministrite Noukogu Riiklik
Korgema ja Kesk-Erihariduse Ko-
mitee. Teaduslik-metoodiline Kabinet.)

Sisu: J. Reimand. Matemaatika alg-

mete arengu seosest majandusliku eluga
tirgkogukonnas, — I. Kull., Lineaarsest
planeerimisest. — U. Kaasik. Hulkliik-
mete astendamine. — J. Gaiduk. Ekstree-
mumiilesannete Opelamise metoodikast. —-
M. Levin. Kahe eclementaarse teorcemi
tldistused. — A. Ruubel Horneri skeem
graafilises kisitluses. — H. M erilo. Kesk-
kooli algebrast, — M. L evin. Ulesandeid

Opilastele.
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1965. 151

Matemaatika ja kaasaeg. Abima-
terjale matemaatika Opetajatele ja
oppijatele, V. Trt, 1964. 112 lk. (Tar-
tu Riiklik Ulikool.)

Sisu: G. Kan gro. Kaasaja matemaa-
tilise analiifisi mdned iseloomulikud jooned.
— U. Lepik, Mis on plastilisuseteooria?
— U. Kaasik. Algoritmide blokk-skeemid.
-—- 1. Kull Diinaamiline planeerimine. —
H. Aben, J. Kajari. Operatsiooniana-
liiisi kasulamisest linna gcneraalplaani
koostamisel. -~ Jakob Gabovit§. Veidi
kolmnurga aritmcetikat, — S. 1. Zetel
Automediaansed kolmnurgad, — E. Tam -
me. Pierre Fermat ja XVII sajandi mate-
maatika. — I. Rabinovit3. Eestist vor-
sunud matcmaatikaklassik. — A. Palge.
15 aastat akadeemik N. N. Luzini surmast.
— A. Vihman, 75 aastat prof. Albert
Borkvelli siinnist. — J. P ukk, «Minsk-2»
—- esimene pooljuhtidel elektornarvuti vaba-
riigis. — U. Lumiste. Muljeid teadusli-
keit konverentsidelt. — O. K ar u. Vabariigi
noorim. — K. Velsker. Metoodika-alane
seminar Tartu Riiklikus Ulikoolis. — Toi-
mub jarjckordne tédppisteadustecalane konve-
rents. — E. Annus. Eesti NSV-s ilmunud
matemaatika-alase kirjanduse nimestik. Sep-
tember-oktoober 1964. — Ulesandeid. -—
Rahvusvaheliste matemaatikaoliimpiaadide
iilesannete lahendusi.

BHIUHCIUTENIBHOTO  UEHTpa.
1964. 68 ctp. (Tap-

Tpyaw
Brmyck 4. Tapty,

TycKHit roc. YH-T) — Poranpuur
500 2Kka.
Copepxaune: C. Jlyxr, M. Kpyans.

M. Paxenau. PacucTbl 3arpyKeHHocTH cTa-
JHOYHOrO llapka 3aBoja.

Tpyas BblunciuTenbHOro ueHTpa.

Buinyck 5. Tapry, 1965. 119 ctp.
(Tapryckuit roc. yH-t) — Poranpuut
300 aka3.

Cognepxanne: A. Koprloc. OnucaHie BXOA-
HOro s3blKa CHCTeMBI an-roma'ruaaunu npo-
rPaMMHDOBAHHS.

ILMUNUD

PERIOODIKAS
ARTIKLID
Lints, A. Programmeeritud o&pe-

tamise probleeme matemaatikas. —

«Noukogude Kool», 1964, nr. 12, Ik
934—938.

Usai, M. Vorratuste Opetamise
metoodika. — «Noukogude Kool»,
1965, nr. 1, lk. 60—67; nr. 2, lk.
134—141.



Ulesandeid elementaarmatemaatikast !

1. Perekonnas on 4 liigel: isa, ema, poeg ja tiitar. Nende vanuste summa
on 73 aastat. Isa on emast 3 a. vanem, tiitar aga pojast 2 a. vanem. Neli
aastat tagasi oli perekonna koguvanus 58 aaslat. Kui vana on iga pere-
konnaliige praegu?

2. Kas

a) 199 +91'%  jagub 10-ga?
b) 43% -} 93*  jagub 25-ga?
c) 575755 jagub 8-ga?
d) 4664 64%¢ jagub 3-ga?

3. Kas ringi kddlud, mis pole diameetriteks, saavad 1Gikepunktis iiksteist

poolitada? '

4. Kuidas leida ringi keskpunkt, kui kdepdrast on ainult joonestuskolm-
nurk ja pliiats?

5. Kaks turistide gruppi viljusid samaaegselt siistadel — iiks punktist
A vastuvoolu ja teine punktist B périvoolu — teineteisele vastu. Esimene
grupp, kohtudes teise grupiga punktis C, p&érdus iimber ning edasine sait
toimus koos (leise grupi kiirusega). Poolteise tunni pérast peale vidljumist
joudsid molemad grupid punkti D, mis asub punktist B 15 km kaugusel.
Kui esimene grupp oleks véljunud 1 tund varem teisest grupist, siis oleksid
nad kohtunud punktis E, mis asub punktidest A ja B vordsel kaugusel.
~~ Leida kummagi grupi sbidukiirus kalda suhtes ning punkti C kaugus
punktist A, kui punktide A ja B vaheline kaugus on 20 km.

6. On antud kuup ABCDA,B,C\D;, kus AA,, BB, CC, ja DD, on kiilg-
servad. Millises suhies jaotab serva C;B, tasand, mis 14dbib tippu A, tahu
A,B,C\D, keskpunkii F ja tahu BB,C,C keskpunkti G?

7. Lahendada vorratus

1
% sin? x -+ T sin? 2x > cos 2x.

8. Niidata, et vorrandil
ia Voo 2‘i e L
2 sin 5 sin 6 =X =

ei ole lahendeid.

‘ 1. Elementaarmatemaatika {ilesanded on jaotatud kahte ossa nii, et 1 rithma
iilesannete lahendamisel poleks vaja teadmisi matemaatikast rohkem kui kesk-
kooli 7 klassi ulatuses.
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Ulesandeid korgemast matemaatikast
oo

1. Uurida rea 27 tan % (X = kn, k — tdisarv)

n=0
koonduvust.
2. Niidata, et
i a 1 ay |
i 1 |
D:l 1 L 1|=0
ay
" dg 1 asl

sin (k6 +- a)

kus a, ~ sin k@

(¢, & — suvalised, sin 2@ = 0).

KOGUMIKU VHENDA VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED

A. Elementaarmatemaatika

Ulesande nr. 1 lahendus. Avaldame

tdisnurkse kolmnurga ABE pindala kahel &
viisil:
% : % = % AB -1
Ft
AB = Va_3 J- W= —1- Va2 4h?
4 ! 2
siis L
- 8k
C Var I 4n A £ ¢

Ulesande nr. 2. lahendus. Arvestades, el
@+ f==—(y+ 9), cos (a+ p) = cos (y+9),
saame
cos 2a - cos 2 -i- cos 2p - cos 20 == 2 cos(a - B) cos(a — B)--
- 2 cos (p 4- d)cos(y — d)= 2 cos(y - d)cos(a — f)-i-
-+ 2 cos(a + B)cos(y — 9).

‘Teisendades saadud avaldist summa ja vahe koosinuse valemile pohjal, joua-
megi noutava tulemuseni.

Ulesande nr. 3 lahendus. Ulesandel on kaks lahendust:

. 847108 847138
T 95438 T 95408
942546 942546

Ulesande nr. 4 lahendus. Korrutises n?2—3n==rn(n—3) on tegurid n ja
n--3 kas iihisjagajata arvud vdi on nende suurimaks iihisjagajaks arv 3.

Kui n ja n—3 on iihisjagajata arvud, siis nende korrutis on tdisruut
siis ja ainult siis, kui kumbki neist arvudest on tdisruut:

n=~5b? n—3=a2 (0<a<b).
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Sel juhul b?2-—a?2=3, (b--a)(b+a)==3,
‘ { b—a—=1
b--a=3.
a=1, b=2 ning n:=4.
Kui n ja n— 3 suurimaks iihisjagajaks on arv 3, siis nende korrutis on
taisruut siis ja ainult siis, kui
n—3=23a2, n==3b2 (0<a<b).

Sel juhul
362 —3a2=3

a==0, b=1 ning n=3.
Seega n?—3n on tiisruut ainult n==3 ja n=4 puhul

B. Kérgem matemaatika

Ulesande nr. 1 lahendus. Valime koordinaattcljestiku nii, et kolmnurkade
alused asuvad x-teljel ning esimese kolmnurga aluse keskpunkt nullpunktis.

Siis kolmnurkade tipud on (0, % V3 ) , (2, ol V3 ) ) (5,‘ 5 V3 ) »

[y 2n—1 _ - . .

(12’ 2 V3 ) roe (n2 —n —5 V3 ) , ... Elimineerides n-i seostest
x = n2 — n y= ?E{T_l ‘/3 ,
2
saame
p=3(x+7).
is esi i 1 , n—1 =

mis esitab parabooli fookusega F (7, 0), Tipu (n’ ~on, = V‘i)

kaugus fookusest on n?—n-- 1.

Ulesande nr. 2 lahendus. Et vorrandi vasakul poolel on avaldise
x2(1 —x)y’ -+ x(x -+ 2)y tuletis, siis vorrandi esimene inlegraal on
3
Ay ey =" LG

Saadud lincaarse diferentsiaalvorrandi {iildlahend on

x2 1 1 Ci+1 3
(x-—1)3 y_xfl+2(x—1)2+9(x_1)3*1“62\/"—'-

RAHVUSVAHELISTE MATEMAATIKAOLUMPIAADIDE
ULESANNETE LAHENDUSI

H1 oliimpiaad

Ulesanne nr. 1. lahendada vorrandisiisteem

x4y-tz=a,
{ x2 4+ g2 22= b2

xy == 22
kus a ja b on etteantud arvud. Missugust tingimust peavad rahuldama arvud
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a ja b, et siisteemi lahendid x, y ja z oleksid koik positiivsed Jd mittevordsed.
Lahendus. Tostes siisteemi esimese vorrandi molemad” pooled ruutu,
lahutades sellest teise vorrandi ning asendades kolmandast xy = 2%, saame
2z(x 4-y4-2) =a®>—b?> ehk 2az=a%2—bh?
millest
a2 — p?
= (1)
a? - b? | (a2 — b?)?
= —2= —_— [ J S S,
Etx+y=a—z % ja xy ==z yPe] ,
siis x ja y on ruutvorrandi
402u? — 2a(a? + b2 u+ (a2 —b2)2 =0
lahenditeks. Seega siisteemi lahenditeks on:

_a?4- b2+ V(a?—3b?) (b —3a?)

4a ’
y— a?+ b? x V (a2 — 3b?) (b* — 3a2)
4a ’
a — b2
T Toa
Siisteemi esimesest vorrandist saame vahetult, et
a>0. (2)
Tingimusest z> 0 jidreldub niiiid, et a2 — 52> 0, millest omakorda jéreldub, et
a> b (3)
Ruutvorrandi diskriminanl annab tingimuse
—-3bt 20, (4)
sest (3) pohjal 62— 3a? < 0. Lihtsustades tingimusl (4) saame (2) pohjal
a< V3lbl.
Tingimused (2), (3) ja (4) annavad jdrgmise tingimuse:
< VE (5)

Tingimus (5) ongi tarvilik ja piisav, et siisteemi lahendid oleksid positiivsed
ja erinevad.

Ulesanne nr. 2. Kolmnurga kiiljed on @, b ja ¢ ning pindala on S. Toes-
tada, et kehtib vorratus

a2 b2 2> 45 V3 (6)

Missugustel tingimustel kehtib siin vordus?
Lahendus. Koosinuslause ja kolmnurga pindala valemi pohjal saame

anda vorratusele (6) kuju
1 _
b2+ ¢2-—2bccos a+b2+4c2 > 4. -Q-absin;'- vV 3.
Et siinuslause pohjal asiny = csina, siis
b2+ c?— becosa > V 3bcsina,
b2 - c? > bc(\/ 3 sin a -+ cos a),
b2 + ¢2 > 2bc cos (60° —a).
Et iga x korral .lcos x| < 1, siis toepoolest vorratus kehtib.
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Vordus kehtib, kui b6=c¢ ja 60°—a=0, s. t. kui kolmnurk on vord-
kiilgne.

Ulesanne nr. 3. Lahendada vorrand

coshx — sinnx == |,

kus n on mingi naturaalarv.

Lahendus. Vaatleme eraldi kahte juhlu:

1°n==2k k=1, 2, ... ja

2 n=2k-+1, k=0, 1, 2

Juhul 1° on iga x korral cosfx >0 ja sintx > 0, millest jireldub, et
lahenditeks on vaid need x vidrtused, mille puhul [cosx|=1 ja sSinx=0,
s. t. x=sm, s=0, +1, +2,
~Juhul 2° saavad fahenditena kone alla tulla vaid need x vddrtused, mille
korral cosx > 0 ja sinx <0, s. t. IV veerandi nurgad. Et kiesoleval juhul
(f])'l:—-l, siis vorrandi lahenditeks on vihemalt need x vidartused, mille
puhul cosx==1 ja sinx=0, vdi cosx=0 ja sinx=—1. Jdrelikult on

lahenditeks x|, =2sz ja xo= g a--2sx (§==0, -I-1, -2, ..)). Néiitame, et

vorrandil pole teisi lahendeid, s. t. et tema lahendiks ei saa olla niisugune
x*  mille korral 1>cosx*>0 ja —1<sinx* 0. Lihtume seosest
cos?x* J-sin2x*=1. Kui n=2k-1>2, slis lehlud celdustel x* kohta

saame, et
cos2 x* > cos? x* + cos2k—1 x¥ := cos 2kt x*
ja
sin? x* > sin? x* (—sin2k-1 x*) =~ —sin2kti ¢*;

jarelikult
cos2kt!l x* — gin2k+l x* < |,

Kui aga n=2k+1<2, s. t. n=1, siis jireldub varralustest cos?x* < cos x*
ja sin?x* < —sinx*, et cosx* —sinx* > 1.
Kokkuvottes saame, et vorrandi lahenditeks on:
s, s=0, +1, 42, ... kui n on paarisarv.

2, s=0, +1, +2, ...,

kui n on paaritu arv.

3
—2" Ja ‘I— 28.’)’[, § = 0, il, -

Ulesanne nr. 4. On antud kolmnurk
P,P,P, ja sclles punkt P. Sirged P,P, P,P,
P3P ldikavad kolmnurga vastaskiilgi vasta-
valt punktides Q;, Qs Qi. ToGestada, et suhte
PP P
P—lQ,‘ PZ?IZ 113)2) hulgas on vdhemalt {iks,
mis ei ole suurem kui 2, ja vidhemalt iiks,
mis ei ole viiksem kui 2

Lahendus. Olgu M kolmnurga .
P\P,P; mediaanidc [oikepunkt (joonis 1); Toonis 1
AiBy || PoPs,  A;By || PPy ja  AsBy|| PiP. oonis &

Trapetsid ABPyP,, A;BoP\Py ja A3B3P,P, katavad tiielikult kolmnurga
P\P,Py; samuti lmoldkse kolmnurk P,P;P; tiielikult kolmnurkade P,A;B,
(=1, 2, 3) pooll. Oeldust jéreldub, et kuhu me ka punkti P ei paigutaks

kolmnurka P,P;Ps, leial) alati aset kaks jiargnevat olukorda:
1° Leidub kolmnurk P; 4; B, (1 <i,<3) nii, et punkt P asub kas selle
kolmnurga sees voi kiiljel 4, B, .

-]

8, A P
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2° Leidub trapets 'Ajf,BjuPst (1< jo<3, s2k, s:Zj, k2= Jy) nii, et punkt

P; P
P asub kas selle trapetsi sees voi alusel A; B; . Naitame, et 1° puhul ﬁ <2

P, P
ja 2° puhul PJZ)J- > 2. Loikude P,Q. ja A,B; loikepunkti tihistame L. Kiirte
[
teoreemi ja kolmnurga mediaanide lbikepunkti omaduste toitu f‘éi =2.
iWi
Kui leiab aset 1° siis PP <P L; ja PQ;>L;Q,, millest jireldub, et

In

P, P
2 < 2; juhul 2° kehtib P, P> P; L, ja PQ;<L;Q;, mis annavad, et

PQ,’G oo
Bib 9 Lt
——>2 m o tt
FQj, .
K
¢, & G
/7’,\
M, 0, M,
L D
| 8 0, A

Joonis 2.

Ulesanne nr. 5. Konstrueerida kolmnurk ABC, kui AC=0b6, AB=c¢ ja
/ AMB = w, kusjuures M on kiilje BC keskpunkt ja o < 90°. Toestada, et
iillesanne on lahenduv siis ja ainult siis, kui

btan%§c<b.

Millal kehtib vordus?

Lahendus. Konstrueerime algul ringjoone, mille kodluks .on ¢=AB
ja sellele kddlule toetuvaks piirdenurgaks o (joonis 2; @ = / AM,B). Olgu
selle ringjoone keskpunktiks O,. Loigu AB keskpunktist O, tombame ring-

joone raadiusega O,M, -=%. Loikugu need ringjooned punktides M; ja M.

Punktist A témbame ringjoone raadiusega AD = 6. Kiired BM; ja BM, Ioi-
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kugu selle ringjoonega vastavalt punktidest C, ja €, Et 20,M,-= AC, ja
BO, = 0,A, siis O;M; on kolmnurga ABC, keskloik ning BM,= M,C;; ana-
loogiliselt saame toestada, et BM;= MC,. Seega AM; on kolmnurga ABC,
mediaaniks ja AM, on kolmnurga ABC, mediaaniks, mistottu molemad kolm-
nurgad rahuldavad iilesande tingimusi.

Et w on leravnurk, siis ¢~ b. Toepoolest, kolmnurkade BM;A ja CM\A
vastavate kiilgede vordsusest jireldub, et suurema nurga 180° —w= / C;MA
vastas on ka suurem kilg.

Seega- on iilesannec lahenduv siis ja ainull siis, kui ¢ < b ning ringjoontel
keskpunktidega O, ja O, on vihemalt {iks {thine punkl. Viimane tingimus on
samavadrne tingimusega
b

c .
02H2>02H|. —CO‘.—‘},'7|

w )
o h1ian 5 g ¢

Jarelikull tingimus & tan -‘;—' < c< b on tarvilik ja piisav iilesande lahendu-

vuseks. Juhul kui H ja Hp dibhtivad, siis blan%..:c M=My=H,=H,

ja Ci=Cy=K); et BO,J_O,H;, siis vorduse korral on tegemist tdisnurkse
kolmnurgaga, mille kaalelid on & ja c.

Ulesanne nr. 6. On antud lasand & ja kolm milte tihel sirgel asetsevat
punkti A, B ja C. Nende punktide pooll midratud tasand ei ole paralleelne
tasandiga e Tasandil & on vdetud kolm punkti A7, B’, ja C’. Loikude AA’,
BB’ ja CC’ keskpunktid on tihistalud vastavalt tihtedega L, M ja N. Tihega
G on tihistatud kolmnurga LMN raskuspunkt. (Siin ei vaadelda selliseid
punktide 4°, B’ ja C’ asendeid, mille korral LMN ei moodusta kolmnurka).

Leida punkti G geomeelriline kohi, kui punktid 4, B’ ja C’ iiksteisest
sdltumatult liiguvad tasandil e

Lahendus. Konstrueerime 3 tasandit ey, &5 ja ¢ jargmiseli:
eqlleg |l ecll & kusjuures e,(ey; ja ec) on punktist A(B ja C) ning tasandist
e vordsel kaugusel, Missuguse punkli A’ me ka tasandil ¢ ei valiks, siis kiirte
teoreemi pdhjal on ldlgu AA’ keskpunkt alati tasandil £, (analoogiline olu-
kord kehtib ka ldikude BB’ ja CC’ keskpunktide kohta, mis on vastavalt
tasanditel ¢; ja g¢). Kehtib ka vastupidine: missuguse punkii A” me ka tasan-
dil &, ei valiks, l6ikub sirge AA” tasandiga £ punktis A’ nii, el AA” = A"A";
analoogiline olukord on kehtiv ka tasandite 5 ja e, iga punkli korral, s. t.
BB” = B”B’ ja CC” -C”C’. Juhul kui moni tasanditest ¢, ¢, voi e, iihtib
tasandiga e, siis konslruecritakse A”, B” voi C” jargi A’, B’ voi € nii, et
A’, B’ vdi C’ asub sirgel AA”, BB” voi CC”, kusjuures AA” -~ A”A’, BB” =
= B”B’ voi CC” C"C’. Jérelikult punktide L, M ja N geomeetriline koht
on tasand &4, ¢, ja vaslavalt e Tasandil, mis on paralleelne e,-ga ja mis
asub vordsel kauguscl nii tasandist e, kui ka tasandist ey tihistame e,
Et punktid A’ ja B’ liiguvad iiksteisest soltumatult, siis ka L ja M liiguvad
itksteisest soltumatull, millest jareldub, et 16igu LM keskpunkli geomeetriline
koht on tasand ¢,, Tasandite £45 ja £, vahele paneme nendega parallceelse
tasandi e4p5, nii, ¢l selle kaugus tasandist e, on kaks korda suurcin kui
kaugus tasandist &,,. El tasand &, on punkti N geomeelriline kolt, siis
punktide A, B’ ja C’ iiksteisest soltumatu liikumise tottu jireldub, ¢l lasand
egpc ©on kolmnurga LMN mediaanide I6ikepunkli geomeelriline koht. FEl

kolmnurga puhul mediaanide 16ikepunkt ja kolmnurga raskuskese iihtivad,
siis punkti G geomeelriline koht on lasand e4p.-.
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