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HULGATEOREETILISED PARADOKSID JA MATEMAATIKA 
ALUSTE UURIMINE 

E. Jürimäe 

Käesoleva artikli ülesandeks on tutyustada lugejat kolme 
põhilise suunaga matemaatika aluste uurimisel. Nendeks on 
logistlik, intuitsionistlik ning formalistlik suund. Tuleb märkida, 
et siin me kasutame mõistet «matemaatika alused» mõnevõrra 
laiemas tähenduses, kui seda harilikult tehakse. Kui kõneldakse 
matemaatika alustest kitsamas mõttes, siis mõeldakse selle all 
enamasti uuringuid matemaatika põhimõistete alal, peetakse sil
mas just üksikute teooriate aksiomaatilist ülesehitust ning ka 
vastava loogilise aparatuuri analüüsi. Kui aga pidada silmas 
ka matemaatika põhimõistete seost reaalse maailmaga, siis saame 
matemaatika aluste laiema aspekti. Sellises laiemas plaanis seos
tub matemaatika aluste uurimine nii või teisiti ühe või teise 
filosoofilise süsteemiga. On oluline märkida, et kui konkreetsete 
matemaatiliste teooriate loomisel ei ole üldfilosoofiliste printsii
pide osa eriti oluline, siis matemaatika aluste uurimisel on see 
küllaltki määrav. 

Vaadeldava kol'me suuna põhiline areng toimus käesoleva 
sajandi esimese kolmekümne aasta jooksul. Kolmekümnendate 
aastate alguseks selgus põhiliselt, mida üks või teine suund 
suutis anda matemaatika aluste uurimise seisukohalt. Järgne
vatel aastakümnetel on uuringud ühes või teises suunas küll 
jätkunud, kuid igas suunas on juba arvesse võetud tulemusi, 
mis on saadud teistes suundades. Seetõttu hakkavad kaduma 
teravad piirjooned nende suundade vahel. Mõnevõrra on vaibu
nud ka üksikute suundade vaheline võitlus, kuigi seda ikkagi 
ühel või teisel juhul esineb. 

Seda _kõike arvestades ei ole ehk päris· õige kasutada edaspidi 
üksikute suundade iseloomustamisel oleviku vormi. Teeme seda 
aga siiski, sest ka praegu pole veel kõik päris selge üksikute 
suundade võimaluste osas ning kaugeltki kõik võitlused pole 
lõpuni peetud. Veel tänapäevalgi esineb niisugust ühekülgsust, 
mis oli omane ühele või teisele vaadeldavast kolmest suunast. 
Ka praegu kiputakse vahel üle hindama ühe või teise suuna 
võimalusi. 
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Käesolevas artiklis ei sea autor endale ülesandeks vaadel
davate suundade üldfilosoofiliste printsiipide analüüsimist 
(mõnede suundade puhul on tegemist isegi mitme filosoofilise 
vooluga), vaid püüab näidata nende suundade ajaloolisi lähte
punkte, põhiseisukohti, omavahelisi seoseid ning osa matemaa
tika arengu üldises protsessis. Siinjuures tuleb aga märkida, et 
hinnangute andmisel ühele või teisele suunale, samuti ka üksi
kutes üldfilosoofilist laadi märkustes, võib esineda subjektiivsuse 
momenti. See on vahest ting·itud sellest, et autor esindab mate
maatilist analüüsi, mis matemaatilistest distsipliiniciest on võib
olla kõige enam seotud nn. aktuaalse lõpmatuse mõistega. 

üldisi märkusi. Hulgateooria elementide ja hulgateoreetiliste 
paradoksidega on lugejal olnud võimalik tutvuda «Matemaatika 
ja kaasaja» varasemate numbrite kaudu 1• Järgnevad read on 
pühendatud hulgateoreetiliste paradokside ja matemaatika aluste 
uurimise vahelise seose näitamisele. Kuigi matemaatika aluseid 
oleks kahtlemata uuritud ka sõltumata sellest, kas ilmusid 
hulgateoreetilis-ed paradoksid või mitte, andsid viimased mate
maatika aluste uurimiseks siiski küllalt olulise tõuke. Pealegi 
suunasid nad uurijate tähelepanu küllaltki konkreetsete, seal
juures aga ka väga üldiste küsimuste ringile . 

.lV\atemaatika ühe või teise haru (geomeetria, aritmeetika, 
analüüsi) aluseid oli küll uuritud juba varem, kuid alles hulga
teoreetiliste paradokside ilmumine lõi vajaduse uurida mate
maatika aluseid üldse. See on ka loomulik, sest oma loomisest 
alates muutus hulgateooria vahendiks, mida ühel või teisel 
määral kasutati matemaatika ige1~ harus. Nii tekkiski vajadus 
luua teooria, mida käesoleval ajal tuntaksL' matemaatika aluste 
nime all. Tõsi küll, sageli veel ei kõnelda niisugusest teooriast, 
kuid ülemaailmses ulatuses ilmub sellel alal juba üsnagi palju 
kirjandust nii monograafiate kui ka üksikartiklite näol. Nähta
vasti ei ole aga kaugel aeg, kus matemaatika alused kujunevad 
omaette distsipliiniks. millel on· oma kindel koht kvalifitseeritud 
matemaatikute ettevalmistuses. 

N agu juba märgitud, ei hakatud matemaatika aluseid uurima 
tühjalt kohalt - baasi selleks andsid üksikute matemaatiliste 
distsipliinide aluste alal toi.munud uuringud. Saadud tähele
panekud, kogemused ning meetodid kujunesidki kogu mate
maatika aluste uurimise lähtepunktiks. Et igasugused probleemid 
matemaatika aluste alalt olid nii või teisiti seotud hulgateooria 
küsimustega, siis oli eriti oluline uurida hulgateooria aluseid. 
Siin ~ga tekkisid juba algusest peale tõsised raskused. Nimelt 

1 Ga b o vi ts, J., Opereerimine hulkadega. - Matemaatika ja kaasaeg, 
III, lk. 3-12. 

Jüri mäe, E., Hulgateoreetilistest paradoksidest. - MatemC~atika ja 
kaasaeg, I, lk. 5-12. 
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olid varem kasutatud meetodid ja seisukohad omaseel vaid ühele 
matemaatikahantle (näit. aritmeetika le või geomeetriale), mis 
peegeldab ainult teatud konkreetset külge reaalse maailma näh
tuste uurimise protsessis. 

Juba üsnagi põgus tutvumine hulgateooria elementidega näi
tab, et siin on meil tegemist hoopis üldisema teooriaga, kui seda 
on näiteks keskkoolis käsitletav geomeetria või aritmeetika. See
tõttu pole ka midagi imestada, kui aritmeetika või geomeetria 
aluste uurimisel häid tulemusi andnud meetodid osutuvad hulga
teooria aluste uurimisel puudulikeks. 

Seda mõtet siinkohal pikemalt arenelamata märgime, et näh
tavasti on see üheks ajalooliseks põhjuseks, miks hulgateooria 
aluste uurimisel tekkis rida üksteisest erinevaid suundi. Käes
olevas artiklis vaatleme neist kolme põhilisemat: logistlikku, 
intuitsionistlikku ja formalistlikku. Igaüks neist suuneladest on 
kilbile tõstnud kogu nähtuste kompleksi ühe teatud külje ning 
1JUrinud matemaatika aluseid sellest küljest lähtudes. Niisuguse 
ühekülgsuse tõttu ei saa ka vastused olla kõikehõlmavad ning 
nähtust täielikult seletavad. Teiselt poolt, tänu oma ühekülgsu
sele, on saadud tulemused sageli vägagi sügavad. See näitab 
veel kord, et konkreetse teadusala uurimisel võib olulisi tulemusi 
saada ka siis, kui lähtekohaks on väärad filosoofilised printsiibid. 

Nende kolme suuna puhul tuleb märkida veel seda, et nad 
·ei ole mitte üksnes erinevad, vaid ka üksteisele vastuseisvad. 
Teisiti öeldes, igaüks neist kolmest -on esitlenud end kui ainu
võimalikku matemaatika aluste uurimisel. Selline «konkurentsi
õhkkond» on kahtlemata kiirendanud ühe või teise suuna aren
gut. Ajalugu on aga näidanud, et ükski neist kolmest ei saa
nudki pretendeeriela ainuvalitsemisele. Kõik nad aitasid vaid 
ühel või teisel määral kokku kanda neid kive, millest· kord ehi
tatakse matemaatika aluste hoone. 

Arvatavasti jõuab matemaatika areng kord ka nii kaugele, 
kus osatakse neid ühekülgseid uuringuid kasutada ühtse teooria 
loomiseks. Sel juhul muutuvad need praegusel ajal nii-öelda 
«vaenujalal» seisvad teooriad üksteist abistavateks ja täienda
vateks. .l'v\ill al sell ise üldise ja hulga teooria aluseid igakülgselt 
selgitava teooriani jõutakse, on pr.aegu raske öelda. Nähtavasti 
matemaatika arengu praegune tase seela veel ei võimalda. Võib
olla nõuab sellise teooria loomine ka erakordse geeniuse ilmu
mist, kasvõi midagi taolist, nagu olid omal ajal diferentsiaal- ja 
integraal~rvutuse loojad Newton ja Leibniz. Kui selline aeg 
kord kätte jõuab, siis on see kahtlemata suureks revolutsiooniks 
matemaatikas. Seni aga peab toimuma rahuliku evolutsi.ooni 
periood, kus kogutakse fakte, mis võiksid saada nende suurte 
muutuste aluseks. Et midagi otsustavat selles suunas peab toi
muma, selles ei ole vististi kahtlust, .kui tutvuela hulgateooria 
aluste uurimisel valitseva olukorraga. 
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Logistlik suund. Logistika 2 seab endale eesmärgiks taandada 
matemaatika loogikale. Selle suuna tähtsaim esindaja B. R us
s e I I 3 ütleb, et loogika on «matemaatika noorus» ning mate
maatika - «loogika küpsus». Selline idee ei ole pärit mitte Rus
sellilt, vaid kuulub juba Leibnizile. Mis puutub Russellisse, siis 
tema uuringute aluseks on saksa maiemaatiku ja loogiku 
Gottlob Frege (1848-1925) tööd aritmeetika aluste alalt. 
Russell koos W h i te h e a d i ga 4 arendas edasi Frege tööd 
ning jõudis aritmeetika aluste 
uurimisel tähelepanu väärivate 
tulemusteni, mis on avaldatud 
töös «Principia Mathematica» 
(191 0-1913). Selles töös on 
esitatud ka nn. Russelli «tüü
pide teooria», mis on vahest 
selle suuna kõige tähtsamaks 
tulemuseks matemaatika aluste 
uurimisel. 

Milles siis ·seisneb Russelli 
tüüpide teooria? Tüüpide teooria 
seisukohalt jagatakse kõik vaa
deldavad objektid nende tüüpi
de järgi klassidesse. Tekib nn. 
tüüpide hierarhia. Esimesse tüü
pi sellest hierarhiast kuuluvad 
kõik indiviidid (asja d, mõis
ted jne.), millest ühel või tei
sel juhul kõneldakse. Teise tüü
pi asetatakse indiviididevaheli-
sed seosed, kolmandasse - esi- Bertrand Russell 
messe ja teise tüüpi kuuluvate 
objektide vahelised seosed jne. Tüüpide teooria kohaselt on mis
tahes tüübi objektid iseloomustatavad vaid järgmisse tüüpi kuu
luvate suhetega.5 

·Russelli teooria järgi ei või ükski element, mis on määratud 
teatava hulga elementide kogu kaudu, kuuluda sellesse hulka. 
Kui nüüd seda teed minna, siis ei tohi me kasutada nn. «enesele
viitavaid» definitsioone. Selliselt nimetame neid definitsioone, 

2 Välismaa kirjanduses kasutatakse seda terminit ka matemaatilise loo
gika tähenduses. 

3 Bertrand R us s e Il (sünd. 1872) - tuntud inglise filosoof, Ioogik 
ja rahu eest võitleja. Filosoofilisteit vaadeteit on Russell objektiivne idealist. 

4 Alfred North Whitehead (1861-1947)- inglise matemaatik 
ja filosoof-idealist. 

5 Olgu märg-itud, et «tüüpide teooria» esi'algse idee formuleeris juba 
enne Russellit s3ksa matemaatik E. Schröder. Käesolevas on esitatud Russelli 
tüup.ide teooria lihtsustatud variant. Täpsem esitus nõuaks spetsiaalse apa
rattiuri sissetoomist, mis käesolevas ülevaates pole võimalik. 
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kus mõiste defineeritakse teda ennast kasutades. Näiteks, kui 
kasutame mõistet <<korvpallivõistkonna pikim mängija», siis sel
lise mängija määramiseks kasutame me teda ennast, sest teisiti 
meil ei õnnestu selgitada, kas ta on võisikannas kõige pikem. 
Siin on meil tegemist järgmise olukorraga: on hulk M ja objekt 
m, kusjuures m kuulub hulka M ning objekti m definitsioon sõl
tub hulgast M. Sellist defineerimist nimetame eneseleviitavaks 
(loogikute keeles «mittepredikaatseks»). N ee d probleemid, mis 

viisid hulgateoorias paradoksaalsetele järeldustele, ei ole Rus
selli teooria kohaselt üldsegi püstitatavad. Eneseleviitavate defi
nitsioonide kasutamise analüüsi üksikute paradokside puhul võib 
leida näiteks S. K. K 1 e e n e'i 6 raamatust «Sissejuhatus meta
matemaatikasse.» 

Vaadeldes neid nn. «eneseleviitavaid» definitsioone, mille 
kasutamist ei luba Russelli loodud teooria ning mille mitteluba
mine võimaldab hulgateooriast kõrvaldada paradoksid, näeme, 
et neid ei saa siiski välja jätta inimese kogu teaduslikust tege
vusest (sealhulgas ka matemaatikast). On nimelt terve rida üldi
selt kasutatavaid mõisteid, mis rajanevad eneseleviitamisele, 
nagu näiteks «kõige vanem mees külas». Ka matemaatiline ana
lüüs kasutab analoogiliselt defineeritud mõisteid, nagu maksi
maalne ja minimaalne element, milleta pole võimalik läbi saada 
ning millede kasutamine ei vii ka mingitele vastuoludele. Seda 
arvestades on tehtud ettepanekuid lubada teatavaid eneseleviita
vaid mõistete kujundamisi. ühe sellistest ettepanekutest esitas 
1931. a. H. B e h rn an n ja on tuntud «Behmanni lahenduse» 
nime all. «Behmanni lahendus» seisneb teatava kitsenduse tege
mises eneseleviitavate definitsioonide kasutamisel. Osutub aga, 
et selle lisanõude täideiuse kontroll on küllaltki tülikas ning 
tuleb igal konkreetsel juhul uuesti läbi viia, mistõttu on põhjust 
arvata, et «Behmanni lahendus» ei leia üldist tunnustust ka 
edaspidi. 

Matemaatika aluste uurimise logistlikust suunast (sealhulgas 
ka Russelli «tüüpide teooriast») kokkuvõtteid tehes võib öelda, 
et Russelli uurimuste aluseks on kaks ideed: «esiteks, et loogilis
matemaatilistel paradoksidel on keeleline («semantiline») ise
loom, ja teiseks, et matemaatika filosoofiliste aluste uurimise 
eesmärgiks peab olema matemaatika taandamine loogikale, mida 
tuleb mõista kui mitteempiirilist süsteemi.» 7 

Mis puutub teise ideesse, siis ei ole see vahetult seotud hulga
ieoreetiliste paradoksidega ning seepärast ei ole põhjust sellel 
käesolevas pikemalt peatuda. Lähemal analüüsimisel osutub ta 
aga ebaõigeks. Seda näidati matemaatilise loogika enese abil. 

K JI H H H, C. K., Bse~euue B MeraMarel\tarHKy. M.. 1957. 
Ha p e K H i'r, H. C., Q)HJiococpmr 5eprpaHa Pacce-'1<1. Ibn. MocKOBCKoro 

yH-ra, 1962, lk. 15. 
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Nimelt, 1931. a. ilmunud K: G ö d e 1 i a tööst järeldub, et isegi 
selline suhteliselt lihtne teooria, nagu seda on aritmeetika, ei 
taandu loogikale. 

Hulgateoreetiliste paradoksidega on lähemalt seotud Russelli 
esimene idee. See viiski Russell it «eneseleviitavate» definitsioo
nide uurimisele. N agu juba ülaltoodud näidetest selgub, tooks 
Russelli seisukoha üldtunnustamine kaasa osa matemaatiliste 
mõistete kõrvalejätmise. Selles mõttes osutub Russelli arendatud 
suund ühekülgseks ning seetõttu ei saa temast lähtudes anda 
lõplikku ning üldiselt vastuvõetavat lahendust probleemidele. 
mis tekivad hulgateoreetiliste paradokside pinnal. · 

Mida aga on andnud logistlik suund matemaatikale? Nähta-
vasti on põhiliseks see, et temaga kaasnes matemaatilise loogika 
sügavam läbitöötamine. Viimasel aga· on suur teoreetiline ning 
praktiline tähtsus. Matemaatilise loogikaga näidati, et teaduse 
loogikalised vahendid sõltuvad uuritava mater j ali sisust. Mate
maatilise Joogikata poleks saanud olla kaasaegseid arvutusmasi
naid, automaatide teooriat jne. 

lntuitsionistlik suund. Matemaatika aluste uurimise selle 
suuna eelkäijaks tuleb pidada L. Kr on e eke r it 9

, kes võitles 
K. w e i e r str as s i JO funktsionaalieoreetilise ja G. ea nt 0 r i Il 

hulgateoreetilise suuna vastu matemaatikas. Kroneckeri arvates 
tuli kogu matemaatika taandada täi-sarvude aritmeetikale. Tema 
arvates on ainult viimasele omane tõeline reaalsus. Hilisem tea
duse areng on näidanud selle seisukoha ühekülgsust ja eks
likkust. 

Seoses tekkinud raskustega hulga teoorias, lähtusid intuitsio
nistid nendest Kroneckeri seisukohtadest ning loobusid nn. 
aktuaalse lõpmatuse 12 mõistest. Nemad tunnustavad vaid nn. 
potentsiaalset ehk tekkivat lõpmatust, mille kohaselt lõpmatut· 
hulka (või siis lõpmata suurt suurust) ei vaadelda kui tervikuna 
etteantut, vaid kui teatud protsessis tekkivat objekti. Näiteks, 
naturaalarvude puhul saadakse kuitahes suur arv eelmisele 
arvule ühe lisamise teel. Potentsiaalse Jõpmatuse mõistet kasu
tatakse ka näiteks ringi pindala määramisel, kus ring asenda
takse järjest suurema külgede arvuga korrapärase hulknurgaga. 
Siin piirile minek tähendab tegelikult potentsiaalse lõpmatuse 
kasutamist (hulknurga tippude arvu puhul). Analoogilisel viisil 

8 Kurt G ö d e I (sünd. 1906) -- austria matemaatik ja loogik. 
9 Leo p oI d Kr on e eke r (1823-1891) - saksa matemaatik, tuntud 

oma töödega algebra ja arvuteooria alal. 
1° Karl Weierstrass (1815-1897) - saksa matemaatik, tuntud 

oma põhjapanevate töödega funktsiooniteoorias. 
11 Georg Ca nt o r (1845-1918) - saksa matemaatik, tuntud kui 

üldise hulgateooria looja. 
12 Aktuaalseks lõpmatuseks nimetatakse kaasaegses matemaatikas sellist 

lõpmatust, kus lõpmatut hulka vaadeldakse kui· tervikuna etteantut. 
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kasutatakse potentsiaalse lõpmatuse mõistet matemaatilises ana
lüüsis, näiteks joone pikkuse, kujundi pindala ning ruumala, 
määratud integraali jt. mõistete defineerimisel. Seega ka klassi
kaline analüüs vaatles vaid tekkivat lõpmatust, mis võis üle
tada iga lõpliku arvu. Ei· nõutud aga, et ta ületaks üheaegselt 
kõik lõplikud arvud. Kui Cantor vaatles näiteks täisarvude hulka 
kui tervikut, siis ületas see oma elementide arvukuseit kõiki lõp
likke hulki. Teiseks põhiliseks (eelnevaga tihedalt seotud) seisu
kohaks on intuitsionistidel järgmine: klassikalise loogika seadu
sed on abstraheeritud vahekardadest lõplike hulkade vahel ning 
seetõttu viivad nad lõpmatute hulkade puhul paradoksaalsetele 
tulemustele. 13 Eeskätt kehtib see nn. välistatud kolmanda sea
duse kohta. 14 

Nendest seisukohtadest lähtudes ei tunnusta intuitsionistid 
niisuguseid olemasoluteoreemide tõestusi, kus ei konstrueerita 
vastavat objekti. Nii kirjutas H. W ey 1 15 : «Otsused eksisteeri
mise kohta pole üldse otsused (näiteks «eksisteerib paarisarv») ,· 
need on loogikute väljamõeldised. Tõeliseks otsuseks on näiteks 
«2 on paarisarv». Otsus eksisteerimise kohta on tõelise otsuse 
abstraktsioon. Kui kujutada endale otsust kui kalliskivi, siis 
otsuse abstraktsioon on lihtsalt paberileht, mis näitab kalliskivi 
olemasolu, kuid ei anna meile mingeid teateid selle kohta, kus see 
kalliskivi asub. Selle paberitüki ainuke tähtsus seisab vaid sel
les, et ta eksitab meid kalliskivi otsimisel• Paberil pole seni 
mingit väärtust, kuni me ei realiseeri tema poolt varjatud tõelist 
otsust, nagu näiteks «2 on paarisarv.» 

Sellist kont!?eptsiooni silmas pidades, jätab intuitsionistlik 
suund matemaatikast välja terve rea olulisi tulemusi, näiteks ka 
need, mis on seotud arvuhulkade ülemiste ja alumiste rajadega. 
Seoses sellega kirjutab N. B our ba k i 16 : «Ei ole midagi ime
likku selles, et nendest seisukohtadest lähtudes jõuavad matemaa
tikud-intuitsionistid resultaatideni, mis erinevad oluliselt klassi
kalistest teoreemidest. Viimastest paljud kaovad, p.äiteks enamik 
matemaatilise analüüsi olemasoluteoreeme (nagu näiteks Bolzano 
ja Weierstrassi teoreemid reaalmuutuja funktsioonide kohta).» 17 

Selline asjaolu oli aga vastuvõimatu enamikule matemaatikuile, 

13 üsna põhjaliku ülevaate intuitsionismist võib saada raamatust: 
re ii T H H r, A., I1HTYHU,HOHH3M. M., 1965. 

14 Loogikas tuntud välistatud kolmanda seadus nõuab, et iga asja kohta 
võiks väita, kas ta eksisteerib või mitte. 

15 Herman n W ey 1 (1885-1955) - saksa matemaatik, intuits.ionis
tide üks tähtsaim esindaja hollandi matemaatiku L u it zen B r ou w eri 
(sünd. 1891) kõrval. Tsitaat on võetud raamatust: B e H. .nb, r., 0 qm.nococpHH 
MaTeMaTHKH. - C6opHHK eTaTeil no cpu.nococpHH MaTeMaTHKH. M., 1936. 

16 N i eo I as B our ba k i rühma käesoleva sajandi prantsuse mate-
maatikute pseudonüüm. 

17 6 y p 6 aK 11, H., Ü4epKH no HCTOpHH ~Jan'\t3TIIKII .. v\.. 196:3, lk. ;)2 . 
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kes nõudsid matemaatikalt nn. permanentsuse omaduse täide
tust Viimane seisneb selles, et iga uus matemaatiline teooria 
peab sisaldama eelnevat samalaadset teooriat kui erijuhtu. Intuit
sionistlik matemaatika aga tahab matemaatikast välja lülitada 
terve rea küsimusi, mida eelneval perioodil vaadeldi. Teiselt 
poolt, intuitsionistliku matemaatika paljud mõisted osutuvad olu
liselt erinevateks ning keerulisemateks klassikalise matemaatika 
vastavatest mõistetest Seda asjaolu silmas pidades ütleb 
N. Hourbaki, et intuitsionistlik matemaatika langetab kaasaegse 
matemaatilise analüüsi paljudele tulemustele kohtuotsuse ilma 
edasikaebamise õiguseta. 18 

On selge, et tunnustades intuitsionistlikku suunda kui 
ainuvõimalikku, siis vaesustaks see oluliselt matemaatika tunne
tuslikku tähtsust. Põhjus on selles, et intuitsionism tahab sisu 
poolest äärmiselt rikka lõpmatuse mõiste asendada kitsa potent
siaalse lõpmatuse mõistega. 

I ntuitsionistliku suuna filosoofiliseks a Iuseks oli subjektiivne 
idealism, mistõttu oma filosoofiiises aspektis eitavad intuitsio
nistid matemaatika tunnetuslikku tähtsust. Nende arvates on 
matemaatika vaid omapärane «tegevus», kus aluseks on isiku 
vaba voli. Sellised fil.osoofilised alused ei ole õiged ning seetõttu 
ei leidnud nad ka laialdast tähelepanu. 

ühe või teise matemaatilise teooria loomine ei _ole tingitud 
mitte sellest, et ükr. või teine isik seda tahtis, vaid selle loomise 
'põhjus·eks on inimühiskonna tunnetuslikud eesmärgid. Iga mate
maatiline teooria luuakse kas ümbritseva maailma täpsema tun
netamise eesmärgil või siis matemaatika enese arengus esile
kerkinud probleemide lahendamiseks. Just viimast silmas pida
des võime öelda, et ka intuitsionistid on andnud oma panuse 
matemaatika arengusse. See prinisipiaalne kriitika, mis intuitsio
nistide poolt sai osaks mõistetele «tõestus» ja «definitsioon»t 
mängis tähtsat osa nn. konstruktiivse lo.ogika ja konstruktiivse 
matemaatika loomisel. 

Et illustreerida seda, kuivõrd hindavad intuitsionistlikku 
suunda matemaatikud ja filosoofid, toome veel paar seisukohta. 
Nii kirjutab N. Bourbaki: «Intuitsionistlik koolkond, mida mate
maatikas meenutatakse kui omapärast ajaloolist kurioosumit, 
osutas matemaatikale teene vähemalt sellega, et sundis oma 
vastaseid, s. t. rõhuvat enamikku matemaatikuid, täpsustama 
oma positsioone ja täpsemalt tajuma neid põhjusi (ühed loogi
lises, teised psühholoogilises aspektis), miks nad usuvad mate
maatikasse.» 18 

· Nõukogude filosoof E. KoI m an kirjutab intuitsionistidest 
järgmist: « ... ·oleks siiski vale alahinnata seda kriitilist tööd, 
mida nad on teinud. Kuigi seda kriitikat on tehtud vääradelt 

Js E y p 6 a K H, H., lk. 53. 
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tunnetusteoreetilisteit seisukohtadelt lähtudes, näitab see sel
gesti formalismi metafüüsilist iseloomu, mis avaldub siis, kui 
formalism tahab matemaatikast kõrvaldada tekkimise (saamise) 
mõiste. Samuti näitab ta välistatud kolmanda seaduse piiratud 
iseloomu. Kui suured ka ei oleks hulgateooria saavutused, mis on 
üles ehitatud aktuaalsete lõpmatusele, läheb ta siiski liiga kau
gele oma ühekülgsuses, tahtes taandada ammendamatut kontii
numi naturaalarvude jadale. Mõned tema teoreemid on sedavõrd 
abstraktsed, et kutsuvad esile tõsist hämmastust. Nii näiteks 
tõestas E. Z e rm el o 19 ( 1904), et punktide hulka, mis moo
dustab kera raadiusega R on võimalik jagada kaheks punktide 
hulgaks, millest kumbki moodustab kera sama raadiusega R. 
Ei ole aga selge, milline on selle teoreemi geomeetriline sisu 
ning kuidas sellist jaotust teha.» 20 

Formalistlik suund. Selliselt 
nimetatakse aksiomaatilist suun
da matemaatika aluste uuri
misel. Selle suuna tähtsamaks 
esindajaks ning nii-öelda idee
liseks juhiks on elementaar
geomeetria aksioma.atika looja 
D. H i Ib e rt 21 • Siinkohal olgu 
aga märgitud, et hulgateooria 
aksiomaatika loodi ammu enne 
seda, kui vastavate küsimustega 
tegeles Hilbert. Esimese hulga
teooria aksioomide süsteemi 
andis 1908. a. E. Zermelo. Hil
bert hakkas tegelema hulga
teooriaga alles käesoleva sajan
di 20-ndatest aastatest alates. 
Nähtavasti tahtis ta oma auto
riteedi kogu suurust rakendada 
võitlusse intuitsionistliku suu-
na vastu. Siinjuures olid tema David Hilbert 
lähemateks kaastöötajateks 
W. A eke rm an n, P. B erna y s ja J. Neuman n. Formalismi 
ideeks on uurida matemaatika aluseid aksiomaatilise meetodi 
abil, tõestades vastava aksioomide süsteemi mittevasturääkivust. 

Formalistliku koolkonna põhiline filosoofiline viga seisneb 
1õpmatuse kui objektiivse reaalsuse mittetunnustamises. Nende 

19 Ernst Z erm e 1 o (1871-1953) - saksa matemaatik. 
2° K o JT b Ma I-I, 3., K KpHTHKe cospeMeHHoro «MaTeMaTHqecKoro» H.Jlea

JIH3Ma. - JlHa.rreKTHqecKHH MaTepHaJIH3M H cospervteHHOe eCTeCTB03HaHHe. M., 
1957, lk. 231---232. 

21 David H i Ib e rt (1862-1943) -- s2ksa matemaatik. 

Il 



väite kohaselt on reaalne mõte vaid lõplikel hulkadel, aktuaalne 
lõpmatus on vaid ideaalne .objekt («sümbol»), millele reaalsuses 
midagi ei vasta. Formalistide arvates iga tõestus, milles esineb 
lõpmatus, avaldub lõpliku hulga mä.rkide abil (näiteks paberile 
kirjutamise puhul). Kui nüüd selline kirjutamisviis unifitseerida 
ja anda seadused ühtede lausete j äreldamiseks teistest - «for
maliseerida» matemaatika, siis vasturääkimatuse tõestuseks on 
vaja vaid näidata, et nende seaduste põhjal me kunagi ei jõua 
seoseni 0 = 1. 

Osutub aga, et lõpmatuse mõiste on erakordselt rikas. Seda 
ei saa defineerida, veel vähem ammendada paberil. Teiselt poolt, 
tõe kriteeriumiks pole mitte vasturääkimatus, vaid inimkonna 
kogu praktiline tegevus. 

Et formalistide üritused ei saanudki seatud eesmärgile jõuda, 
seda näitavad järgmised Gödeli teoreemid 22 . 

l. Iga aksiomatiseeritud lõpmatu süsteemi S puhul võib selle 
süsteemi vahenditega püstitada loogilise väite t, mille õigsust või 
ebaõigsust ei saa kontrolliela süsteemi S vahenditega. 

II. Selliseks lahendamatuks probleemiks osutub selle süs
teemi S kui terviku vasturääkimatus. 

Mida siis tegid formalistici seoses hulgateoreetiliste paradok
sidega? Idee oli neil suhteliselt lihtne. Et hulgateoreetilised 
paradoksici tekivad ·kaugeleminevate abstraktsioonide pinnal, siis 
nähtavasti on vaja selliselt kitsendada hulga mõistet, et vaadel
elav teooria ei sisaldaks niisuguseid äärmusiikke hulki. Teiste 
sõnadega: liiga suured hulgad välja! Selline seisukoht oli alu
seks juba Zermelo antud esimesele hulgateooria aksioomide 
süsteemile. Et Zermelo süsteem hõlmas liiga vähe hulki, siis hili
semad aksioomide süsteemid püüdsid seda viga ühel või teiseT 
määral parandada. Seda kõike silmas pidades, võime öelda, et 
sisuliselt võttes ei ole formalistici püüclnudki vastata paradoksi
dega esilekerkinud küsimustele, nad on vaicl püüdnud vältida 
paradokse.23 

Tuleb märkida, et selline aksiomaatiline ülesehitus muudab 
hulgateooria suhteliselt keeruliseks. Nähtavasti sel kujul ei leia 
ta kunagi nii laialdast praktilist kasutamist, kui seda leidis 
Cantori l-oodud hulgateooria ehk nn. «naiivne» hulgateooria. 

Milles seisnevad siis formalistide teened matemaatika aren
gus? Nad on andnud suure panuse matemaatiliste tõestuskäikude 
selgitamiseks, lihtsustamiseks ning edasiarendamiseks. Tänu for
rhalistidele, on hakatud matemaatilistes tõestuskäikudes selgelt 

· 22 Käesolevas on Gödeli teoreemid esitatud võimalikult populaarsel kujul. 
On jäetud täpsemalt fiheerimata, mtlliseid tingimusi peab täitma süsteem S 
ning mida· tähendavad sõnad «kontrollida süsteemi S vahenditega». Mõne
võrra -täpsema ülevaate saamiseks soovitame lugejal tutvuda nende küsimuste 
analüüsiga I. Kulli raamatus «Matemaatiline loogika» (Tln., 1964, lk. 198-201} _ 

23 B y p 6 a K H, I k. 47. · · 
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piiritlema üksikuid momente ja meetodeid. Paljud klassikalised 
tõestused on vabanenud liigsest ning tõestuskäikudes on hakanud 
selgemini paistma tõestatava sisu. 

Kokkuvõtteks .. Mis on siis selgunud kõigi nende kolme suuna 
raames teostatud uuringute põhjal? Nähtavasti on põhiliseks see. 
et hulgateoreetiliste paradoksidega esilekerkinud raskused ei ole 
selgitatavad üksnes matemaatika eneste vahenditega, vaid 
selguse loomine selles küsimuses kuulub filosoofia valdkonda.24 

Hulgateoreetilised paradoksid on tingitud sellest, et vaadel
dakse niisuguseid abstraktsioone, millel pole mingit . reaalset 
vastet. Nimetatud asjaolu viitab sel-lele, et opereerimine abstrakt
sioonidega ei saa olla absoluutselt vaba, ilma igasuguste kit
sendusteta. 

On teada, et inimese tunnetuslikul tegevusel pole piire -
ta võib üha täpsemalt ja täielikumalt tunnetada ümbritsevat 
maailma. Samal ajal aga ei saa inimene oma abstraktsioonides 
absoluutse täpsusega peegeldada ümbritsevat lõpmatut maailma. 
Ei ole siis ka ime, et ei saa midagi mõistlikku öelda kõikide 
hulkade hulga kohta, sest see oleks ju matemaatiline vaste lõp
matu maailma kõikidele omadustele ja eripärasustele. 

Nendest küsimustest kõneldes ütleb N. N. Hari n: «Hulga
teooria osutub tähtsaks. etapiks matemaatika arengus üha suu
remate ja suuremate üldistuste suunas. Tema mõisted on väga 
üldised, samal ajal aga on neil mitmekesine konkreetne sisu, 
nendes ilmneb üldise ja üksiku, abstraktse ja konkreetse ühtsus. 
Hulgateooria laiendab matemaatika praktilise kasutamise sfääri 
loodusteaduse ja tehnika küsimustele, lubab sügavamalt ja täie
likumalt tunnetada üksikute konkreetsete objektide omadusi. 
Kuid koos sellega on hulgateooriat omad puudused, kuna ta 
vaatleb lõpmatut jada elemente staatilises seisundis, ilma muu
tumiseta, samal ajal, kui konkreetsed reaalsed objektid on pide~ 
vas muutumises. Sellest on tingitud tema paradoksid.» 25 

Toodud sõnades väljendub hulgateooria suur tunnetuslik täht
sus, kuid ka tema piiratus kogu reaalse maailma tunnetuse seisu
kohalt. Kas just märgitu on hulgateoreetiliste paradokside pea
miseks põhjuseks, seda on raske öelda. Et seda teha, oleks vaja 
enam uurida hulgateooria aluseid dialektilise materialismi posit
sioonideit lähtudes. Paraku on seda senini tehtud äärmiselt vähe. 

24 Huv'itavaid tulemusi selles mõttes on andnud nn. metamatemaatiline 
suund, mis aga väärib juba omaette artiklit. 

25 X ap li H, H. H., · MaTeMaTnqecKaH .'IOrHKa n TeopnH i\mo:meCTB. Po<;:By~>
U3.II.3T, 1963, lk. 64. 
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ALGEBRA POHIMOISTEID 11 

Jevgeni GabovitS 

Selle artikli esimeses osas 1 tutvusime kaasaegse algebra kahe 
üldise põhimõistega - grupaidi ja poolrühmaga. Nende käsitlus 
jätkub ka käesoleva osa algul (punktis 5). Punktides 6 ja 7 
asume vaatlema algebra ühte kõige tähtsamat mõistet - rühma. 
Rühmadele kavatseb autor pühendada ka artikli kolmanda osa, 
milles tuleb juttu maatriksite rühmadest ning mõningatest geo
meetrias ja kristallograafias kasutatavatest rühmadest Järgneva
tes osades tutvustatakse lugejaid veel struktuuri, ringi, korpuse, 
universaalse algebra ning automorfismi, endomorfismi, homomor
fismi ja kaasaegse algebra teiste mõistetega. 

5. Monogeensed poolrühmad 

Võib juhtuda, et mingi poolrühma A elementide teatav osa, 
s. t. A mingi alamhulk B, moodustab ise poolrühma sama tehte 
suhtes, mis on poolrühma A tehteks. Sel korral nimetatakse pool
rühma B poolrühma A alampoolrühmaks. 

N aturaalarvude aditiivses poolrühmas on alampoolrühmadeks 
näiteks alamhulgad {2, 4, 6, 8, 10, .. J, {4, 5, 6, 7, 8, .. J ja 
{5, 6, 10, 11, 12, 13, 14, ... }, kuid alamhulk {1, 5, 6, 7, 8, 9, ... } 
ei kujuta endast alampoolrühma, sest ta ei moodusta liitmise 
suhtes poolrühma: ta ei sisalda näiteks arvu 1 + 1 = 2. Küll 
aga moodustab viimane alamhulk poolrühma korrutamise suhtes, 
olles seega natoraalarvude multiplikatiivse poolrühma alampool
rühmaks. 

Poolrühmas L korrutamisreegliga a · b = a (vt. punkt 3 
artikli esimeses osas) osutub iga alamhulk alampoolruhmaks 
(miks?), nn. nullkorrutamisega poolrühmas F korrutamisreegliga 
a · b = f, kus f on mingi fikseeritud element (vt. punkt 3), moo
dustab alampoolrühma iga alamhulk, mis sisaldab elementi f 
(miks?). 

Kui poolrühmas on olemas null- või ühikelement, siis moodus
tab kumbki neist omaette alampoolrühma. Et iga hulk on ise 
enda alamhulgaks, siis ka kogu poolrühm ise on enda alampool
rühmaks. 

1 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, VI, lk. 3-13. 
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Analoogiliselt alampoolrühma ga võib sisse tuua ka alam-
grupaidi mõiste. Näiteks tabeliga 

* e a b e 

e e a b e 
a a a b e 
b b b b e 
e e e e e 

määratud grupoidis on alamhulgad {e}, {a}, {b}, {a, b}, {e, a}~ 
{e, b}, {e, e}, {e, a, b}, {e, a, e} ja {e, b, e} alamgrupoidideks 
(kontrollida!), alamhulk {a, e} aga mitte, sest a *e= e. 

Kuna poolrühma iga alamgrupoid on tema alampoolrühmaks 
(miks?), siis selleks, et kontrollida, kas antud poolrühma mingi 
alamhulk moodustab alampoolrühma, tarvitseb vaid veenduda, 
et vaadeldava .alamhulga jaoks on poolrühma operatsioon teh
teks, s. t. et alamhulk on selle operatsiooni suhtes kinnine. 

Milline on poolrühmas A kõige väiksem alampoolrühm, mis 
sisaldab A mingit elementi a? Ilmselt peab see alampoolrühm 
sisaldama peale elemendi a enda veel korrutisi (kui poolrühma 
tehet nimetada korrutamiseks) a · a = a2 , a · a · a = a 3, ••• , 

... , a · a · ... · a ,=ak jne., s. t. a kõiki astmeid. Kuid a astmed _______ ____, 

k korda 

moodustavadki juba alampoolrühma, sest 

ak. at= a. a • ... · a. a. a · .... a =· a · a · .... a = ak+t, 
~ .__________...~ -~ 

k korda l korda k + l korda 

s. t. elemendi a kahe astme korrutis on jällegi a aste. See alam
poolrühm vastabki ülalnimetatud tingimusele: ta on poolrühma A 
vähim alampoolrühm, mis sisaldab elementi a. Seda alampool
rühma nimetatakse elemendi a poolt moodustatud alampoolrüh
maks ehk monogeenseks alampoolrühmaks (kreeka k. f.-LOVO(; -

üksainus, ytvo(; - päritolu). 
Kui poolrühm ühtib tema mingi elemendi poolt moodustatud 

monogeense alampoolrühmaga, siis nimetatakse seda pool
rühma ennast monogeenseks. Nii on näiteks naturaalarvude 
aditiivne poolrühm monageenne moodustava elemendiga I: 

k=I+I+ ... +I. 

k korda 

Monageenne poolrühm on alati kommutatiivne (miks?). 
ülalmainitud poolrühmas L korrutamisrE'egliga a · b = a on 

monogeensed alampoolrühmad üheelemendilised: ·iga a korral 
a2 = a3 = ... = ak= ... = a; nullkorrutamisega poolrühmas F 
koosnevad monogeensed alampoolrühmad kas ühest elemendist f 
või kahest elemendist a ja f, sest f2 = f3 = ... = fk = ... ___:_, f, aga 
ka a~f korral a 2 ,=·a3 '= ... =ak= ... =f. 
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Pool rühmas· H·= {a, b, e· 
' 

d, f, g, h, 0}, mis on antud Cayley 
tabeliga 

a b. e d f g h 0 

a b e d f. e g h 0 
b e d f e d g h 0 
e d f e d f ,g h 0 
d f e d f e g h 0 
J e d f e d g h 0 
g g g g g g h 0 0 
h h h h h h 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

koosneb elemendi g poolt moodustatud monageenne alampool
rühm elementidest g, h ja 0, aga elemendi a poolt moodustatud 
monageenne alampoolrühm elementidest a, b, e, d ja f (kontrol
lida!). 

üldiselt võib monageenne poolrühm olla kas lõplik või lõp
matu. N agu me selles kohe veendume, on ta lõpmatu vaid siis., 
kui moodustava elemendi a astmete seas pole võrds~id, s. L kui 
kahe erineva naturaalarvu k ja l korral ei saa olla ak= a 1• 

· lg? lõpmatu monageenne poolrühm koosneb kõikidest astme
test a, a 2, a3 , ••. , an, ... , mis korrutatakse tavalise astmete 
korrutamise reegli järgi ning seega kõik lõpmatud monogeensed 
poolrühmad on omavahel isomorfsed. 

Lõpliku monogeense poolrühma juhuga on tegemist siis, kui 
moodustava elemendi astmete seas on vähemalt kaks võrdset. 
Tõepoolest, olgu ak esimene a astmete seas, mis on võrdne mingi 
teise astmega ning ak+L - esimene ak-ga võrdne aste: ak·== ak+1• 

Siis ka kõik teised a astmed an, kus n> k ·+ l, võrduvad ühega 
astmetest ak, ak+1, ak+2 , ... , ak+L-I. Nimelt ak+L+l = ak+I, ak+L+2 --:-

·=· ak+2, •.. , ak+2t-I,=, ak+1- 1, ak+21 =ak, jne. üldse võib suvalise 
naturaalarvu n> k + l esitada kujul n·= k + jl +i, kus j on 
mingi naturaalarv ja i on l-st väiksem naturaalarv. Seepärast 
võrdub iga aste an mingi ülalmainitud astmega ak+i (i= 
= 0, I, ... , l- I). 

Vaadeldaval juhul leidub seega vaid k + l- 1 erinevat astet 
ja poolrühm on tõepoolest lõplik. Korrutamisreegel näeb välja 
järgmisena: · 

am . an = f am~n, kui m + n < k ·+ l 
l ak+t, kui m +n> k + l ja m +n·= k + jl +i. 

Nagu veendusime, on lõplik monageeilne poolrühm määratud 
kahe arvuga k ja l. Seda arvudepaari (k, l) nimetatakse mao-: 
dustava elemendi ning monogeense poolrühma järguks. Ilmselt 
on kõik antud järku monogeensed poolrühmad omavahel iso~ 
morfsed. 

Vaatleme näiteks monogeeriset poolrühma, mille järk on (3, 4).: 



Ta koosneb kuuest elemendist a, a2 , a-3 , ü 4, a5 ja a6 ning tema 
Cayley .tabel näeb välja nii: 

I a a 2 a3 a4 a5 a6 
-I- -- -7-- ------- -- ---

a a2 aa a4 as as aa 
a2 aa a4 as a6 aa a4 
aa a4 as as aa a4 as 
a4 a5 as aa a4 as ali 
a5 as aa a4 a5 as aa 
as aa a4 as as aa a4 

Järgmisel diagrammil on nooltega näidatud, millise elemendi me 
saame, kui korrutame a mirtgi a;;tme veel kord a-ga: 

' .. 
~a"\ 

a -a2-aJ as 
'--- a6./ 

Diagrammi abil 'korrutise am ·an leidmiseks tuleb lähtuda ele
mendist am ning käia nooltega näidatud suunas n sammu. 

Sellist diagrammi on võimalik joonistada iga lõpliku mono
geense poolrühma jaoks. Näiteks üheelemendilise poolrühma kor·
ral näeb see välja nii: 

kaheelertlendiliste mpnogeensete poolrühmade jaoks on võima
likud diagrammid: 

a-c{) ja 

Teatud analoogia sellist.e diagrammide ja komeetide kujude 
vahel viib mõttele kasutada nimetust «saba» nende elementide 
hulga jaoks, mis ei ühti ühegi teise astmega, nimelt elementide 
a, a2 , ••• , ak-I jaoks, ning nimetust «tuum» ülejäänud elemen
tide hulga jaoks. 1\1.uidugi võib juhtuda, et monogeense pool
rühma «tuum» või «saba» või isegi mõlemad on kõdunud, nagu 
see nähtub kolmest viimasest diagrammist. 

Diagrammide kasutamine lihtsustab tunduvalt lõplike mono
geensete poolrühmade uurimist, muutes selle näitlikumaks. Sel
gitame näiteks, millal on monogeensel poolrühmal olemas null
element, millal ühikelement ja millal need mõlemad. 

Ilmselt peab nullelement kuuluma monogeense poolrühma 
«tuuma», sest võrdusest 0 ·=·an järeldub3 et 0 = 0 · a =an· a = 
'=· an+l, s. t. 0 on a selline aste, mis võrdub a mingi teise ast
mega. Võrdusest an= an+l järeldub otsekohe, et kõik «tuuma» 
elemendid on omavahel võrdsed (tuum on kõdunud). Nullele~ 
mendiga monogeense poolrühma järguks on seega (k, I) ning 
poolrühma diagramm on järgmine: 

2 3. lr-1 ;k"\ a-a-a-----a -a___) 



Teiselt poolt on ak nullelemendiks igas (k, 1) -järku monogeenses 
poolrühmas: am· ak·= ak. . 

ühikelemendiga monogeenses poolrühmas on samuti tegemist 
kõdumisega. Seekord on kõdunud «saba». Tõepoolest, peab ju 
ühikelement e rahuldama poolrühma iga elemendi x korral seost 
x . e = x. Kuna aga siin e ja x on a astmed, siis «saba» elemendi 
am jaoks peaks kehtima võrdus am. an= am, mis on võimatu 
(miks?). Seega ühikelemendiga monogeense poolrühma järguks 
on (1, l) ja tema diagramm näeb välja nii: 

! 
_...a --..a3 

a ~ 
\a( f-1 ... -a _.. 

Teiselt poolt on ilmne, et igas sellises poolrühmas on element a1 

ühikelemendiks: am. a1 = am+l =am. 
ühendades kaks viimati saadud tulemust võime öelda, et 

monageenne poolrühm sisaldab nii ühik- kui ka nullelementi 
vaid siis, kui ta koosneb ühestainsast elemendist 

ülesandeid: 
15. Kas leheküljel 15 korrutamistabeliga esitatud grupaidi kõik alam

grupoidid on tekstis loetletud? 
16. Leida leheküljel 16 defineeritud poolrühma H iga elemendi poolt 

moodustatud monogeensed poolrühmad, määrata nende järgud ning joonistada 
diagrammid. 

17. Millised on lõpliku monogeense poolrühma alampoolrühmad? 

6. Rühmad 

Kõikide täisarvude, kõikide ratsionaalarvude ja kõikide reaal
arvude aditiivsetel poolrühmadel, kõikide positiivsete ratsionaal
arvude ja kõikide reaalarvude multiplikatiivsetel poolrühmadel, 
korrapärase viisnurga pöörete poolrühmal (vt. joon. 1) ning 
väga paljudel teistel poolrühmadel on rida ühiseid huvitavaid 
omadusi, mille kehtimist ei nõutud poolrühma mõiste definitsioo
nis ning mis lubavad eraldada kõikide poolrühmade seast raken
duste seisukohalt väga tähtsate poolrühmade - nn. rühmade 
klassi. Et rühmateooria on tekkinud palju varem kui poolrühma
teooria, kinnitavad ka terminid ise: sõna poolrühm on tuletatud 
sõnast rühm. Tänu sellele ning mõiste enda rikkamale sisule on 
rühmateooria arendatud palju kaugemale kui poolrühmateooria. 

Andmata esialgu täpset definitsiooni mainime, et rühma 
mõistet ning rühmateooria tulemusi kasutatakse tänapäeval väga 
laialdaselt teoreetilises füüsikas ja kristallograafias. Ka mate
maatikas endas va j avad rühmateooriat geomeetria ja topoloogia, 
funktsionaalanalüüs ja arvuteooria. Samuti ei saa kaasaegse 
algebra paljud harud läbi ilma rühmateooriata - kaasaegse 
algebra vanima ja kõige sügavamale arendatud haruta. Näitena 
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toome tuntud prantsuse matemaatiku, kaasaegse algehra rajaja 
Evariste Galois' loodud teooria, millega kõrgemat järku võrran
dite lahenduvuse uurimine taandatakse mõningatele rühmateoo-
,·ia küsimustele. Muide, termin «rühm» pärinebki Galois'lt. · 

Pöördume nüüd rühma mõiste juurde. Käesoleva punkti algul 
rühmade näidetena mainitud poolrühmad olid kõik ühikelemen
diga, milleks kolmes esimeses näites oli arv null, kahes järg
Iliises arv üks ning viimases näites pööre 08 võrra (tuletame 
meelde, et e on ühikelement, kui iga elemendi a korral antud 
poolrühmast a · e= e · a = a). 

lA• 

·()· 
A B e D lo"o e D E A 

e ja . c."\z D 

So~ eoE .o .o 

A E B A 

Joonis 1. 

Kuid näidetena toodud poolrühmadel on veel teine ühine oma
dus. Kõigis neis on lahenduv võrrand a · x = b (või võrrand 
a -~ x = b, kui kasutada aditiivset kirjutusviisi). Tõepoolest, selle 
võrrandi lahendiks on viie esimese poolrühma korral kas vahe 

h-a või jagatis !!_. Viimases poolrühmas (vt. p. 4) on võrrandi 
a 

aI H x = b lahendiks pööre, mis täiendab pööret a pöördeni b 
(või pöördeni b + 3EO'=\ mis meie poolrühma seisukohalt samuti 
kujut ab endast elementi b). Näiteks a 1 ja a4 jaoks, mis tähistasid 
vastavalt pöördeid 72° ja 288° võrra on võrrandi a,t if-1 x = a1 
lahendiks x = a2, s. o. pööre 144° võrra. 

Lõpuks on kõigil vaadeldud poolrühmadel veel üks eriline 
omadus; iga elemendi a jaoks leidub nn. pöördelemen.t a-1, sel-
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!ine, et 2 a · a- 1 =e (aditiivse kirj1:1tusviisi korral räägitakse vas
tandelemendist ning kasutatakse tähistust -a). Näiteks korra
pärase viisnurga pöörete poolrühmas, kus elemendi a vastand-
elementi märgitakse i-] a, on 1=1 ao =· ao, [] a1 =· a4, 1 __ __1 a2 =· a3, 
;-1 a3 =· a2, :=-· a4 ·= a1 (kontrollida!). 

Anname nüüd rühma mõiste range definitsiooni. Poolrühma 
G nimetatakse rühmaks} kui selle poolrühma iga kahe elemendi 
a ja b korral leiduvad sellised poolrühma elemendid x ja y (mis 
võivad mõnikord olla ka võrdsed), et a · x = b ja y · a =· b} s. t. 
et need võrrandid on lahenduvad. 

Lugejal võib tekkida küsimus: milleks nõuda kahe elemendi 
x ja y olemasolu, kas x ei kõlba ka teise võrrandi lahendiks? 
Kuid lugedes veel kord tähelepanelikult läbi rühma definitsiooni 
märkame, et selles pole kusagil nõutud poolrühma kommutatiiv
sust. Seepärast võib juhtuda, et korrutis x · a kujutab endast 
hoopis ming·it teist elementi, mitte aga elementi b ·= a · x. Mitte
kommutatiivses rühmas eksisteeribki üldiselt elementide a ja b 
j_aoks kaks erinevat elemendi a jagatist b-ga: a · b-1 ja b-1 • a 
-b + a). Selles, et mittekommutatiivseid rühmi tõepoolest on 
olemas, veendume hiljem, siis, kui tutvume rühmade. uute näide
tega. Käesoleva punkti algul näidetena toodud arvude ja pöörete 
rühmad olid kõik kommutatiivsed. 

Kuna iga rühm on tingimata ka poolrühm, siis rühmade kor
ral on tähendus ka sellistel poolrühmadega seotud mõistetel 
nagu isomorfism ning alampo.olrühm. Viimase loomulikuks 
üldistuseks on alamrühma mõiste: rühma alamhulk moodustab 
alamrühma, kui ta on ise rühm sama tehte suhtes. Näiteks täis
arvude aditiivses rühmas moodustab alamrühma kõigi paaris
arvude hulk, kuid seevastu arvudest I ja -1 koosnev hulk pole 
temas alamrühmaks. kuigi moodustab ise rühma konutamise 
suhtes. 

Rühma mõiste võib defineerida ka järgmiselt. Poolrühma G 
nimetatakse rühmaks} kui ta sisaldab ühikelemendi e ning kui 
selle poolrühma iga elemendi a jaoks leidub pöördelement a_:_1., 

Viimaste definitsiooni abil on sageli mõnevõrra mugavam 
kontrollida, kas antud poolrühm on rühm või mitte. 

2 Nii defineeritud pöördelementi a-1 . tuleks täpsemalt nimetada elemendi 
a parempo_olseks pöördelemendiks. Osutub aga, et küi poolrühma igal elemendil 
on olemas parempoolne pöördelement, siis on see samaaegselt ka vasakpool-' 
seks pöördelemendiks, s. t. rahuldab tingimust a-l · a =e (see asjaolu õietj 
õigustabki terria nimetamist lihtsalt pöördelemendiks). Tõepoolest, olgu a-:l 
elemendi a parempoolne pöördelement, s. t. a · a-l = e. Korrutades viimast 
võrdust vasakult elemen_diga a-1 ja paremalt tema parempoolse pöördelemen
diga saamegi a-1 · a =e. · 
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Mõlemad toodud definitsioonici on samaväärsed, s. t. esime
·l'St definitsioonist järeldub teine ja teisest esimene. Et see tõe
i•nolest nii on, selles veendub lugeja ehk ise. 

Rühma definitsioonis esitatud nõuded on küllaltki ranged, 
111is nähtub juba tõsiasjast, et enamus käesolevas artiklis näide
kna toodud poolrühmadest neid ei rahulda. Poolrühmad L ja F 
(vt. punkt 5) ei kujuta endast rühmi, sest neil pole ühikelementi. 
Samal põhjusel ei moodusta rühma ka paarisarvude multipiika
l i ivne pool rühm. 

Poolrühmades, mis koosnevad antud hulga A kõikidest alam
IJttlkadest ning mille tehteks on kas ühisosa või ühendi võtmise 
1lperatsioon, on ühikelemendiks vastavalt kas kogu hulk A või 
I i'1hi hulk 0. Kui B on selline alamhulk, et B ~ A ja B ~ 0, 
·,iis iga teise alamhulga C korral B n C~A, B U C~0, s. t. 
l·lement B ei ole pööratav kummagi tehte suhtes. Seega kumbki 
lll'ndest poolrühmadest pole rühm. 

Majade poolrühmale (vt. punkt 3 käesoleva artikli esimeses 
IJSas) võib lisada n.-ö. kõdunud maja, mille laius on kaduv-väike . 
. "ivc maja etendabki majade poolrühmas ühikelemendi osa, kuid 
,. asiandelementi ühelgi maj al ei ole: liites maj al e a veel mingi 
''"'ja b saame alati mõlemast liidetavast pikema maja, mis 
IIJUidugi ei ole kõdunud ja seega ei võrdu ühikelemendiga. 

Lõpliku hulga kõigi teisenduste poolrühmas (vt. punkt 3) 
1111 ühikelement olemas, kuid kaugeltki mitte igal teisendusel ei 
1 d(' pöördelementi. Näit eks seostest 

(11 2 3) (1 2 3 )-(1 2 3 );r-(1 2 3) 
1 1 · a, a2 a3 - a, a, a, 1 2 3 

1iireldub, et teisendusel, mis viib kogu hulga 0, 2, 3} üle arvuks 
I. pole olemas pöördelementi. 

Toome veel mõningad näited rühmade kohta, jättes rühma 
:r ksioomide kehtivuse kontrollimise enamasti lugeja hooleks. 

Huvitava näite võib konstrueerida, kui vaadelda korrutamis
khet hulgal, mis koosneb nullist erinevatest irratsionaalarvudest 

k11jul a.+ b y2, kus a ja b on ratsionaalarvud. Et 1 t::::= 

1 + 0 · y2, siis arv 1 kuulub vaadeldavate arvude hulka. 
a-bV2 . 

I·: lcmendi a + b v2 pöördelemendiks osutub a2- 2b2 • lTIIS on 
kirjutatav nõutaval kujul: 

a • -b -
(22 ~2iJ2 -+ a2- 2b2 V 2, 

'"'s a2- 2b2 ~ 0 (miks?). 
Rühmadest, millede elementideks on arvud, operatsiooniks 

:1~a arvude tavaline liitmine või korrutamine, nimetame veel 
k<->ikide kompleksarvude ja nn. Gaussi täis- ja ratsionaalarvude 
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aditiivseid rühmi ( Gaussi täis- ja ratsionaalarvud on sellised 
kompleksarvud a -+- bi, kus a ja b on vastavalt täis- või ratsio
naalarvud), kõikide nullist erinevate ratsionaal-, reaal- ja komp
leksarvude multiplikatiivseid rühmi ning arvudest 1 ja -1 koos
nevat multiplikatOvset rühma. 

Mitfekommutatiivse rühma näitena toome järgmise Cayley 
tabeliga defineeritud grupoidi: 

.. H : :: :: :: : : 
St ! St e a b s 2 S3 

s2 s2 b e a s3 St 

s3 S3 a b e St s2 
a a s3 St s2 b e 
b b s2 s3 s 1 e a 

Selle grupaidi assotsiatiivsuses veendumiseks tuleks viia läbi 
küllalt komplitseeritud analüüs. Niisuguse analüüsi vältimiseks 
näitame hiljem, et see grupoid on isomorfne teatud teisenduste 
rühmaga, millest järeldubki tema assotsiatiivsus. Lähtudes ole
tusest, et vaadeldav grupoid kujutab endast poolrühma, on väga 
lihtne näidata, et tegemist on isegi rühmaga. Tõepoolest, ühik
element on selles poolrühmas olemas ning pöördelemendid näe
vad välja järgmiselt: a-1 = b, b-1 ,= a, si- 1 ·= si (i'= 1, 2, 3) ning 
e-1 ,=e (nagu see on alati ühikelemendi korral: e· e·= e). 

Toodud rühm on mittekommutatiivne, nagu see nähtub Cay
ley tabeli ebasümmeetrilisusest. Ta on isegi teatud mõHes mak
simaalselt mittekommutatiivne: peale korrutis te kujuga x · x '= 
=X·X, x·e·=e·x ja x-1 ·x=x·x-1, mis kunag·i ei olene tegurite 
järjekorrast, on siin alati x · y ~ y · x. ühtlasi leiab selle näite 
puhul kinnitust ülalmainitud fakt erinevate jagatiste olemasolust: 
s 1 • a-1 ,= s 1 • b ·= s3 ja a-1 • s 1 = b · s 1 = s2 • 

Mittekommutatiivse rühma moodustavad ka ratsionaalfunkt
sioonid 

f 
1 

e= X, I= X, 

kui . tehtena «0» 
näiteks 

f f X x-I dr_-,_I_ 
2=1-x, 3"'=x-I' c.=-x-, I-x' 

vaadelda liitfunktsiooni moodustamist. Siis on 

f2 o e = 1 - x_=-!_ = x-x+ l = _!_ = fi 
X X X '. 

f 
· (I - x)- I -x . x. co 2=-----==---=--=·f3 

I-x I-x x-I 

X X: 

f3 0 f3 =--X-!_ ___ = -~--.:._1 __ = Xt= e 
-. _x_ - l ~-=-x_ +_l , 
x-1 x-I 

ag·a e on selle rühma ühikelement (miks?). 

22 



R.ühma moodustavad ka rambi sümmeetriateisendused. 
on neli {vt. joon. 2): samasusteisenduse e, peegeldused a 
diagonaalide suhtes ning tsent
raalsümmeetria e. Selle rühma 
Cayley tabel on järgmine 

--e-1-:---:---:---: 
a I a e e b 
b I b e 
e ( j e b 

e 
a 

a 
e 

Uurides tähelepanelikult seda 
ja eelmist Cayley tabel ii paneme 
tähele, et tabeli- igas reas ja igas 
veerus esineb iga element üks 
ja ainult üks kord ( poolrühmade 
korral, mis ei kujutanud endast 
rühmi, oli oi ukord teistsugune: 
leheküljel 16 on esitatud pool
rühma H Cayley tabel, mille 
neljandas reas näiteks elemendid 
a ja b, ei ole üldse esindatud, 
elemendid e ja f aga esinevad 
kumbki kaks korda). 

A 

Joonis 2. 

Neid 
ja b 

. . Rühmade Cayley tabelite selline omadus on seotud võrran
dite 3 u · x ·= v ja y · u := v lahenduvuse tingimusega rühma defi
nitsioonis. Nimelt selleks, et võrrand u · x = v oleks iga v korral 
lahenduv, peavad tabelis u-Ie vastavas reas eksisteerima kõik 
v-d, s. t. rühma kõik elemendid. Lõpliku rühma korral järeldub 
siit, et iga v peab selles reas esinema ainult üks kord. Aga ka 
lõpmata rühma korral ei saa neid üheski reas olla kaks, sest 
siis oleks kahe erineva elemendi xi ja x2 korral u o Xi = v ja 
u · x 2 = v; konutades mõlemad võrdused vasakult u-1-ga saame: 
xi·= u-1 

o v ja x 2 = u-1 · v, mis on vastuolus eeldusega, et xi~ x 2. 
Analoogiline arutelu näitab, et rühma Cayley tabeli veergudel on 
samasugune omadus. 

Vastupidi, kui poolrühma Cayley tabeli igas reas ja veerus 
on esindatud poolrühma iga element, siis selles poolrühmas on 
võrrandid u o x = v ja y · u = v Iahenduvad. Kui see poolrühm 
on ühikelemendiga, siis on ta rühm. 

ülesandeid: 
18. Tõestada, et korrapärase kolmnurga pöörded, mis viivad tipud tippu

deks, moodustavad monogeense rühma. 

3 Segaduste vältimiseks on rühma mistahes elemente siin tähistatud 
tähtedega u ja v. 
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19. Tõestada, et ringjoone pöörded ümber keskpunkti (vt. :joon. 3) moo
dustavad rühma, mis on isomorfne kõikide reaalarvude aditiivse rühmag~. 

Joonis 3. 

20. Kas kõik nullist erinevad arvud kujuga a + b V 13 moodustavad 
korrutamise suhtes rühma, kui a ja b on: 1) täisarvud; 2) ratsionaalarvud? 

21. Tõestada, et funktsioonid e, f1, [ 2, f3, e ja d (vt. lk. 22) moodustavad 
rühma, mis on isomorfne samal leheküljel Cayley tabeli ahi\ defineeritud 
kuueelemendilise mittekommutatiivse rühmaga. 

7. Substitutsioonide rühmad 

N agu eelmises punktis mainisime, ei moodusta lõpliku hulga 
kõik teisendused rühma, sest mõningatel teisendustel ei leidu 
pöördelementi ehk pöördteisendust. Muidugi leidub ka selliseid 
teisendusi, milledel pöördteisenclus on olemas. Näiteks seosest 

(
1 2 3 4 5). (1 2 3 4 5) = (1 2 3 4 5) 
23451 51234 12345 

nähtub, et 

( 
1 2 3 4 5 )-I= ( 1 2 3 4 5) 
23451 51234. 

üldiselt leidub lõpliku hulg·a { 1, 2, . . . , n} teisendusel i+ ai 
pöördteisendus siis ja ainult siis, kui elementide ai seas pole 
võrdseid, ehk teiste sõnadega, kui teisendus on üksühene. 

Kuna kahe üksühese teisenduse korrutis on jällegi üksühene 
teisendus, siis antud lõpliku hulga kõik üksühesed teisendused 
ehk substitutsioonid, nagu neid teisiti nimetatakse, moodustavad 
rühma. Hulga {1, 2, ... , n} kõigi substitutsioonide rühma tähis
tatakse sümboliga Sn; nii rühma Sn ennast kui ka tema alam
rühmi nimetatakse sümmeetrilisteks rühmadeks. Nimetus tuleneb 
sellest, et (nagu me hiljem veendume) substitutsioonide rühmad 
on tihedalt seotud geomeetriliste kujundite sümmeetria uurimi
sega. Riihm S n koosneb n! elemendist, sest sümbolite 1, 2, ... , n 
igale permutatsioonile vastab üks ja. ainult üks substitutsioon. 
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Ainsaks kommutatiivseks substitutsioonide rühmaks 5n on 
kaheelemendiline rühm 52. R.ühm 53 koosneb kuuest elemendist 
ning pole kommutatiivne, nagu nähtub järgmisest näitest: 

( 1 2 3 )· . ( 1 2 3) = ( 1 2 3) . .( 1 2 3) . ( 1 2 3) = ( 1 2 3) 
321 231 132' 231 321 213. 

R.ühm 53 on isomorfne eelmises punktis Cayley tabeli abil defi
neeritud mittekommutatiivse kuueelemendilise rühmaga. Selles 
veendumiseks tarvitseb vaid tuua 5 3 elementide jaoks sisse järg
mised tähistused: 

C ~= (! ~ ~) .' S I '= ( ~ r ~) ' S 2 = ( 1 ~ f) ' 
s3 =-=: (~ T ~), a ·= (~ T ~), b = (~ ~ f) 

ning koostada rühma S3 Cayley tabel. 

Lihtne on veenduda, et kõik rühmad, mis koosnevad vähem 
kui kuuest elemendist, on kommutatiivsed. Nendeks rühmadeks 
on järgmiste Cayley tabelitega määratud monogeensed rühmad 
(moodustava elemendiga a neljal viimasel juhul): 

le je a )ea b 
------ ---------

e I e e 
I 

e a e e a h 
a a e a a h e 

b h e a 

I e a b e i e a b e d 
---- --------- ---- --· ----------

e e a b e e e a b e d 
a a b e e a a b e d e 
h b e L' a h b e d e a 
e e t' a b e e d e a b 

d d e a b (; 

ning rombi sümmeetria rühm (vt. lk. 23), mida nimetatakse veel 
Cayley nelirühmaks. Seega 5 3 on minimaalse elementide arvuga 
mittekommutatiivne rühm. 

Kuna monageenne rühm sisaldab ühikelemendi, siis on ta 
alati (1, l) -järku ning koosneb l elemendist R.ühma järguks 
nimetatakse rühmateoorias rühma elementide arvu. Seega mono
geense rühma järguks nimetatakse edaspidi mitte paari ( 1, l), 
vaid lihtsalt arvu l. 

Lõplike rühmade teoorias on üheks tähtsamaks küsimuseks 
kõigi antud järku (n-järku) rühmade kirjeldamine. Kuigi see 
ülesanne pole teoreetiliselt lahendumatu, muutub selline kirjeldus 
n suurte väärtuste korral praktiliselt teostamatuks. Küll aga 
võib seda ülesannet lahendada n väikeste väärtuste korral. On 
näiteks teada, kui palju on omavahel mitteisomorfseid rühmi 
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n< 31 jaoks. Need andmed on koondatud järgmisse tabelisse: 

Rühma järk j1 J 2 I 314 j 5 I 6 17 I 8 J 9110 111 j12 J13,14,15116 
Rühmade arv Il -,1 j1 I 2 Il J 2 Il I 5 I 2 J 2 Il ,-5 ~-1 121-1 F 
Rühma järk 17J18j19j2oj21 22,23124125,26127,28129130 Jal 
Rühmade arv i- f5! 1-ls I 2 2 Il Ti5J2- r;-,-5 -r4--,-~--T4--r-~·· 

On kirjeldatud kõik rühmade tüübid juhul, kui nende järk 
avaldub kujul p, p2 , p 3, p4, p5, pq, pq2 või pqr, kus p, q ja r on 
algarvud. On näiteks selgitatud, et eksisteerib ainult kaks mitte
isomorfset rühma järguga p2 , mõlemad nad on kommutatiivsed. 
Järku pq võib olla kaks oluliselt erinevat rühma: kommutatiivne 
ja mittekommutatiivne, kusjuures mittekommutatiivne eksisteerib 
vaid siis, kui p > q korral saame p jagamisel q-ga jäägiks 1. 
Viieteistkümnendat järku rühmi näiteks on ainult üks. See on 
kooskõlas eelnevaga: 15 = 5 · 3 ja viie jagamisel kolmega saame 
ühest erineva jäägi 2. 

Rühmas Sn võib ära märkida n; elemendist koosneva alam

rühma An, mida nimetatakse vahelduvaks rühmaks. Tema ele
mentideks on nn. paarissubstitutsioonid. Substitutsiooni 

(
1 2 3 4 5 6 7 8) 
5 I 8 2 4 7 3 6 

alumises reas on mitu sellist arvudepaari, mis moodustavad nn. 
inversiooni: suurem arv seisab väiksemasi vasakul. Kokku on 
neid inversioone 12: arv 5 mood u~ ta b inversiooni arvudega 1, 2, 3 
ja 4, arv 8 arvudega 2, 3, 4, 6 ja 7, arv 4 arvuga 3 ning arv 7 
arvudega 3 ja 6. Seda substitutsiooni ja ka iga teist, mille alu
mises reas on paarisarv inversioone nimetataksegi paarissubsti
tutsiooniks. Võib tõestada, et paarissubstitutsioonide korrutis on 
jälle paarissubstitutsioon. Et ühiksubstitutsioon on ka paaris
substitutsioon (null inversiooni!), siis järeldub siit, et paaris
substitutsiooni pöördsubstitutsioon on samuti paarissubstitutsioon 
ja seega moodustavad paarissubstitutsioonid tõepoolest rühma. 
Näiteks A 3 koosneb elementiciest e, a ja b. 

Rühmad Sn on huvitavad mitte ainult selle poolest, et kuju
tavad endast mittekommuta tiivseid rühmi. N ad on teatud mõttes 
universaalsed rühmad: saab näidata, et rühmas Sn leidub iga 
n-järku rühmaga isomorfne alamrühm. 

Substitutsioonide rühmade teooria on ajalooliselt esimeseks 
kaasaegse algebra haruks. Esimeste sügavamaie tulemusteni sel
les teoorias jõudis Evarist e Ga I oi s ( 1811-1832, hukkus 
traagiliselt duellil 21-aastasena), kes taandas algebraliste · võr-
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randite radikaalides lahenduvuse uunmtse nendele vastavate 
substitutsioonide rühmade uurimisele. Galois' geniaalsed tööd 
said üldtuntuks aga alles aastakümneid pärast autori surma. 
eriti seoses e a m i l I e J o r d an i (1838-1922) «Traktaadi subs
titutsioonidest» ilmumisega 1870. a. Viimases monograafias olid 
kokku võetud lõplike rühmade teooria tulemused koos nende 
rakendustega arvu- ja funktsiooniteoorias ning algebralises geo
meetrias . 

.Järk-järgult selgus, et enamik tulemustest ei põhine 
asjaolu!, et rühma elementideks on substitutsioonid, vaid tulene
vad teatud omadustega operatsiooni olemasolust lõpliku hulga 
elementi(ie seas. Nii tekkis lõplike rühmade aksiomaatiline teoo
ria, mille· arenguperioodiks sai möödunud sajandi lõpp ning 
käesoleva sajandi algus ning mille edusammud on seotud 
G. Fr o b e n ius e, 0. H ö 1 d e i i, W B u r n s i d e'i, I. S e hu r i, 
G. A. M i Il e r i jt. nimedega. 

Kuid lõplikkuse nõue, olles liiga rangeks kitsenduseks, ei saa
nud alatiseks rahuldada matemaatikuid. Esimesed uurimused 
lõpmatute rühmade teooria ja rakenduste alal kuuluvad e. Jor
danile ning tema õpilastele S. Li e I e ja F. K I e i n i 1 e. Tee
tähiseks rühmateooria arengus on aga Kiievi ülikooli noore õppe
jõu Otto Juljevits Schmidti (1891-1956) 1916. a. ilmu
nud monograafia «Abstraktne rühmateooria», milles esmakord
selt käsitleti süstemaatiliselt rühmateooriat ilma lõplikkuse 
nõudeta. 

Tänu 0. J. Schmidti ja tema õpilaste entusiasmile on 
abstraktse ehk üldise rühmateooria edasine areng väga suu
rel määral toimunud nõukogude matemaatika raamides. Mai
nime siin A. N. Maltsevit, B. I. Plotkinit ning 
0. J. Schmidti õpilasi A. G. K u r osi t, S. A. Ts un i h i n it, 
A. A. KuI ak o vi, V. K. Tu rk i n it ja A. P. D it sm an it. 
Ka tänapäeval jätkub rühmateooria kiire areng. Huvitav on 
märkida, et kõrvuti üldise rühmateooria edasiarendamisega 
hakati viimastel aastatel jälle suurt tähelepanu pöörama lõpli
kele rühmadele. Muuseas, kasutades abstraktse rühmateooria 
väga sügavaid tulemusi, lahendati aastakümneid lahendamata 
seisnud probleeme, millest mõned esitas juba Burnside. 

OJesandeid: 

22. Tõestada, et kahe substitutsiooni korrutis on substitutsioon. 
23. Tõestada, et a) S -:e - lõpmatu hulga kõigi üksüheste teisenduste 

hulk moodustab rühma korrutamise operatsiooni suhtes; b) alamrühma rüh-
mas S co moodustavad sellised teisendused, mis jätavad paigale kõik elemen
did, välja arvatud mingi lõplik hulk neist; e) rühmas Soc: leiduvad iga n 
korral alamrühmad, mis on isomorfsed rühmaga Sn. 

24. Leida vahelduva rühma A4 kõik alamrühmad. 
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AUTOMAATNE PROGRAMMEERIMINE 1 

0. l(aasik, A. Korjus 

Praktikas esineb väga sageli niisuguseid arvutusalgoritme, 
mille erinevates kohtades tuleb rakendada üht ning sama arvu
tuseeskirja või valemit. Seda tüüpi algoritmi programmeerimise! 
on kirjutiste !ühendamiseks loomulik esitada korduvalt kasu
tatav arvutuseeskiri üheainsa programmilõiguna, mille poole 
programmi teistest kohtadest võib tarbe korral pöörduda. Nii
suguseid enam-vähem iseseisvaid programmilõike, mille poole 
mu j alt programmist saab ajutiselt pöörduda ja seejärel jätkata 
arvutusi katkenud kohast, nimetatakse tavaliselt aIa m
p r o gr a m m i d eks. 

Mingi arvutuseeskirja esitamine iseseisva alamprogrammina 
võib osutuda otstarbekohaseks aga isegi siis, kui seda vaadelda
vas algoritmis kasutatakse vaid ühekordselL Nimelt saab ula
tuslikuma ülesande lahendamise peaaegu alati taandada terve 
rea lihtsamate ülesannete lahendamisele. üsna sageli on nende 
lihtsamate ülesannete lahendusalgoritmid sealjuures aga juba 
varem programmeeritud ja neid säilitatakse vastava arvutus
keskuse programmide kogus (programmoteegis). Järelikult on 
töö kokkuhoiu huvides oluline, et sobivate valmis programmi
lõikude kui alamprog-rammide sisselülitamine koostatavasse 
programmi (nn. põhiprogramm i) oleks võimalikult lihtne. 

Lihtsa süsteemi olemasolu alamprogrammide lülitamiseks 
põhiprogrammi on tähtis veel ühelt seisukohalt. N im eit või ma 1-
dab see ulatuslikuma ülesande lahendamiseks vajaliku programmi 
koostamisel kasutada mitut programmeerijat - erinevaid alam
programme võivad koostada erinevad isikud. 

Kõiki neid põhjusi arvestades ongi ka ALGOL-programmide 
koostamisel ette nähtud alamprogrammide laialdase kasutamise 
võimalus. Praktika vajadusi arvestades on kirjeldatavas süstee-

1 Käesoleva artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, VI, lk. 14---24. 
ühtlasi on soovitav tutvuda ka selle sarja eelnevate artiklitega: Kaas i k. U., 
Elektronarvutid ja programmeerimine. -· Matemaatika ja kaasaeg, IV. 
lk. 18-30; Kaas i k, U .. Algoritmide blokk-skeemid. -- Matemaatika ja kaas
aeg, V, lk. 24-36. 
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mis reserveeritud koguni kolm erinevat viisi alamproglfammide 
lülitamiseks põhiprogrammi. Vastavalt sellele kasutatakee erine
vat tüüpi alamprogrammide jaoks ka kolme erinevat nimetust: 
funktsioonid, alamprogrammid ja protseduurid. 

ALGOL-programmides kõige sagedamini kasutatava alam
programmide liigi moodustavad funktsioonid. Funktsioon i k s 
nimetatakse siin sellist arvutuseeskirja, mille rakendamine teatud 
kindlate suuruste (funktsiooni argument i d e) väärtustele 
annab kas arvulise või loogilise väärtuse, mida nimetatakse 
funktsioon i v ä ä rt u s eks. Sealjuures on oluline, et funkt
siooni väärtuse arvutamise eeskiri oleks esitatav üheainsa (arit
meetilise või loogilise) avaldisena. 

Et funktsiooni määrava arvutuseeskirja koostamisel pole vaja 
teada tema argumentide konkreetseid väärtusi, siis vastavas 
alamprogrammis asendatakse argumendid mingite identifikaato
ritega - neid nimetatakse selle funktsiooni formaa 1 s et eks 
a r g u m e n t i d e k s. 

Vaadeldavat tüüpi alamprogrammide defineerimiseks kasuta
takse ALGOL-programmides nn. funktsioon i k ir j el d us i, 
mille üldkuju on järgmine: 

<PYHKUI15I f(ai, a2,,yn~, an) := v; 

Siin <PYHKUI15I on selliste kirjelduste jaoks reserveeritud sõna, 
f - kirjeldatava funktsiooni identifikaator ( defineeritava funkt
siooni nimi), ai, a2, ... , an - funktsiooni formaalseid argu
mente tähistavad identifikaatorid 2 ning v - funktsiooni mää
ravat arvutuseeskirja kujutav avaldis. 

Funktsioonikirjelduses võib kasutada iga süntaktilisel t kor
rektset avaldist v, mis kõrvuti funktsiooni formaalseid argumente 
tähistavate identifikaatoritega võib sisaldada ka põhiprogram
mis esinevaid identifikaatoreid. Siinjuures tuleb aga arvestada, 
et funktsioonikirjelduses formaalseid argumente tähistavad 
identifikaatorid a1, a2, ... , a11 pole mingil moel seotud põhi
programmi identifikaatoritega; seda isegi juhul, kui mõni ai 
langeb oma kirjapildilt kokku põhiprogrammis esineva identifi
kaatoriga. Selles muide seisnebki funktsioonikirjeldusena esita
tud alamprogrammi suhteline sõltumatus põhiprogrammist funkt
siooni argumentide tähistamisel pole oluline arvestada põhi
programmis kasutatud tähistusi. ülejäänud identifikaatoreid (mis 
ei kuulu argumentide loendisse ai, a2, ... , an) võib funktsiooni
kirjelduses kasutada aga ainult selles tähenduses, mille neile 
annab põhiprogramm. See märkus käib ka funktsiooni nimetusena 
kasutatava identifikaatori f kohta. Et f kuulub seega põhi-

2 Sümboliga , .. , on ALGOL-programmide üksikute konstruktsioonide üld
kujude esitamisel asendatud tavalised mõttepunkti d. See on vajalik segaduste 
vältimiseks, sest punktid kuuluvad ise ALGOL-i tähestiku hulka ja näiteks 
funktsioonikirjeldusse neid paigutada ei. tohi. 
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program.1iili identifikaatorite hulka, tuleb ka tema tüüp (s. t. funkt
siooni \W.rtuste tüüp) määrata sobiva tüübikirjeldusega. See. 
tüübikirjt!ldus peab sealjuures paiknema ALGOL-programmis 
enne vastavat funktsioonikirjeidust Funktsiooni identifikaator 
kirjutatakse tüübikirjeldusse koos järgnevate ümarsulgudega~ 
näiteks 

UEJibiJ!l f () ; 
Kui funktsiooni tüüp pole kirjeldatud, siis kuulub ta auto

maatselt tüüpi TIJIABAIOlliJ1J!l. 
Toome nüüd mõned konkreetsete funktsioonikirjelduste näited. 

Kirjeldusega 

<t>YHKU1151 HOPMHPYYT (A, B, C) :'= A +2 + B +2 + C + 2; 
saame funktsiooni, mille (reaalarvulisteks) väärtusteks on aval
dise A 2 + B 2 + C2 väärtused. Kirjeldusega 

<t>YHKU1151 et> (B, <P) :·= (B + 2 -+ 3.5B X <P +ep+ 2) I (B +ei>); 

defineeritud funktsiooni väärtusteks on aga avaldise 
B2 + 3,5BC/> + cp2 
--B-+ct>-

reaalarvulised väärtused. Tüübi- ja funktsioonikirjeldus 
JIOfl14ECKl1l!l J1 (); 

<PYHKU1151 JI (P, C) := B 3K (HE (PA C)); 
defineerivad seevastu loogilise funktsiooni, mille väärtuseks on 
avaldise B "..._,(p Ä-C) väärtused. 

Toodud näidetes sisaldavad kaht esimest funktsiooni defi
neerivad avaldised ainult formaalsete argumentide identifikaa
toreid, kolmandas näites lisandub neile aga veel põhiprogrammi 
identifikaator B. Teises näites on identifikaatorite valikuga juhi
tud tähelepanu veel sellele, et formaaise argumendi identifikaa
tor võib tarbe korral ühte langeda iseQ"i defineeritava funktsiooni 
idenli fika a tori ga. 

Funkts.ioonikirjeldused on määratud ainult vastavate alam
progTammide defineerimiseks. Pöördumine nende alamprogram
mide poole toimub vastavate nn. väärtust at u d fun k t
s i oo ni d e abil. Põhiprogrammi kõigisse nendesse kohtadesse, 
kus on tarvis arvutada funktsiooni f konkreetseid väärtusi, pai
gutatakse iseseisva avaldisena või selle osana väärtustatud funkt
sioon f(vi, V2, ... , Vn). Siin v~, v2, ... , Vn on kas mingid aval
dised või väärtustatud funktsioonid, mille väärtusi programmi 
sellel kohal tuleb kasutada funktsiooni f tegelike argumentidena. 
Nii näiteks võivad ülalkirjeldatud funktsioonile vastavateks väär-
tustatud funktsioonideks olla ei> ( -4, HOPM11PYYT ( 1, M+·2, SH)),. 
<t>(<t>(3.l,I1), <t>(TI,-5.3)) jne. 
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Oma keelelisteit omadusteit on väärtustatud funktsioon täiesti 
analoogiline muutujaga, mida kasutatakse aritmeetilise või loo
gilise avaldise koostisosana. Seega võib väärtustatud funkt
sioone kasutada näiteks järgmistes omistamisoperaatorites: 

Bl :·= JI( (B2 MP B3), HE B); 

T :=: ($ (A + 2 + 1, 1- C) + 3- 2C)/HOPMI1PYYT (C, A, P); 

Funktsioonide kasutamisel ALGOL-programmides peab silmas 
pidama järgmist reeglit: iga funktsioon tuleb enne tema esma
kordsel kasutamist põhiprogrammi operaatorites defineerida vas
tava kirjeldusega. Sellest reeglist m.oodustavad erandi vaid nn. 
s i s emis e d funktsioon i d. Need funktsioonid on ALGOL
programmides defineeritud juba oma identifikaatoritega, mis· 
kujutavad selle keele reserveeritud sõnu ja neile vastavaid väär
tustatud funktsioone võib programmi .operaatorites kasutada ilma 
eelneva kirjelduseta (vajaliku arvutuseeskirja moodustab pro
grammeeriv programm). Sisemiste funktsioonide hulka võetakse 
tavaliselt kõik elementaarfunktsioonid ja mõned teised sageli 
kasutatavad funktsioonid. 

TRü arvutuskeskuses väljatöötatud automaatse programmee
rimise süsteemis on sisemisteks funktsioonideks esialgu valitud 
järgmises tabelis loetletud funktsioonid. 

J rk.--~ 
nr. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
Il 
12 

13 

14 

15 

Vastava väärtustatud 
funktsiooni üldkuju 

----

KBK(v) 
.3KC (v) 
JIOf (v) 
CHH(v) 
KOC(v) 
TAH (v) 
KOTAH(v) 
APKCHH(v) 
APKKOC(v) 
APKTAH(v) 
A5C(v) 
MAKC (vi V2, fVVV\, un) 

CHfH(v) 

Funktsioon'i arvutuseeskirja selgitus 

ruutjuur 
eksponentfunktsioon (arvu e aste) 
naturaallogaritm 
siin us 
koosinus 
tangens 
kootangens 
arkussiinuse peaväärtus 
arkuskoosinuse 
arkustangensi 
absoluutväärtus 
avaidiste v~. v2, .•.. un väärtuste 

hulgast algebraliselt kõige suurema 
leidmine 

avaidiste v~. v2, •.• , vn väärtuste 
hulgast algebraliselt kõige väik
sema leidmine 

avaldise v1 täisarvulise väiirtuse ja
gamisel avaldise v2 täisarvulise 
väärtusega saadava jäägi lerdmine 

funktsiooni ~ +I, kui v > 0 
väärtuseks 0, kui v = 0 
on --1, kui v<O 
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Funktsioonikifjddustega saab põhiprogrammis defineerida 
vaid suhteliselt .lihtsaid alamprogtamme. Seetõttu on nende kasu
tamise ulatus üsna· piiratud: nad võimaldavad peamiselt vältida 
keeruliste avaidiste korduvat üleskirjutamist ühes ning samas 
ALGOL-programmis ja täiendad,a programmoteeki uute alam
programmidega. Hoopis mitmekesisemad on kirjeldusega TIO,ll
TIPOfPAMMA defineeritavate alamprogrammide rakendamise 
võimalused. . 

.· Reserveeritud sõnaga no,z:(TIPOfPAM1\1A : algav kirjeldus 
defineerib iseseisva alamprogrammina mistahes konstruktsioo-: 
niga liitoperaatori s. Selle kirjelduse üldkuju on: 

TIO,llTIPOfPAMMA a, s; 
kus a tähendab defineeritava alamprogrammi 
(selle alamprogrammi nime). 
· Pöördumine· nii defineeritud alamprogrammi 

spetsiaalse operaatoriga 
BXO,lJ. a; 

identifikaatorit 

poole toimub: 

kus BXO,ZJ, on sellise pöördumisoperaatori jaoks reserveeritud 
sõna. Operaatori BXO,lJ. a tulemusel asutakse kohe pärast tema 
täitmist teostama alamprogrammi · a kirjeldusse kuuluvat liitope
raatorit s. 

Liitoperaatori s täitmist alustatakse alati tema esimesest ope,.· 
raatorist, s. t. operaatorist, mis vahetult järgneb esimesele ope
raatorsuluJe HA 4AJIO. Tem~ koosseisu kuuluvaid operaatoreid 
täidetakse· tavaliste reeglitega määratu(.! järjekorras seni, kui-Ii 
tuleb teostamisele eriline, ühest ainsast reserveeritud sõnast 
BbiXO,ll koosnev operaator. Operaatori BblXO,U täitmine kat
kesta:b: alamprogrammi töö ja suunab põhiprogrammi sellele ope
raatorile, mis val:tetult järgneb operaatorile BXO,U, millega pöör
duti antud alamprogrammi poole. Alamprogramm võib tarbe 
korral sisaldada mitu operaatorit BbiXO)J.. 

Kõrvuti n.-ö. operatsioonilist laadi operaatoriga ( omistamis-, 
suunamis- ja tsiiklioperaatorid) võib alamprogrammi kirjeldüsse 
kuuluv liitoperaator s sisaldada ka kirjeldusi ja kommentaare, 
s. t. kõiki programmi põhilisi koostisosi. Toomegi näite niisuguse 
alamprogrammi kirjeldamisest, milles tenamik neid koostisosi 
leidub (programmi otstarve on seletatud tema tekstis kommen
taarina; olgu vaid märgitud, et programm töötab üksnes siis, 
kUi. A väärtus on mittenegatiivne): t · ; · 

ITOLI.ITPOfPAMMA AJlfAPB, HA4AJ10 UEJlblJ!l (H, M); ITP11ME4A
HHE. See alamprogramm kontrollib, kas põhiprogrammi täisarvulise muutuja 
A väärtus on algarvuline. Kui A väärtuseks on algarv, siis põhiprogrammi 
loogilisele muutujale B omistatakse väärtus I, vastasel korral aga väärtus 0; 

32 

M :=KBK(A); 
Ll.J15I H:=(2, I, M) UHKJl ECJ111 (MO,ll (A, 11)=0), TO 
HA l.JA;JIO B := 0; BbiXO,ll KOHEU; 
B :=I; BbiXO,ll KOHEU AJlfAPB; 



Alamprogrammi identifikaatori (AJlf APB) kordamine liitope
raa tori s viimase operaatorsulu järel pole siin tingimata vajalik, 
kuid lihtsustab programmi lugemist. Defineeritud alamprogrammi 
poole pöördumiseks tuleb muutujale A omistada väärtus, mille 
algarvulisust on tarvis kontrollida, ja seejärel kirjutada operaa
tor 

BXO,U AJifAPB; 

Vahetult selle järel paiknevate operaatorile annabki üks ope
raatoritest BbiXO,U pärast alamprogrammi täitmist jälle juhti
mise. 

Lähemat selgitust vajavad alamprogrammi koosseisu kuulu
vad kirjeldused (toodud näites on selliseks muutujate H ja M 
tüübikirjeldus). Nimelt on nendel kirjeldustel peale oma tavaliste 
funktsioonide täita veel üks eriline ülesanne: tuua alamprogrammi 
sisse uus tähistuste tase. Analoogilise olukorraga oli meil tege
mist juba funktsioonikirjelduste puhul, kus funktsiooni formaal
seid argumente tähistavad identifikaatorid polnud tegelikult seo
tud põhiprogrammi identifikaatoritega. 

Kui mingi muutuja tüüp on alamprogrammis kirjeldatud, siis 
see muutuja on vaadeiciavas alamprogrammis 1 ok a 1 i s e eri
tu d. See tähendab, et vastav identifikaator tähistab sellist 
muutujat, mille väärtusi saab kasutada ning millele saab uusi 
väärtusi omistada ainult selles alamprogrammis. Täpselt sama 
kirjapildiga identifikaator tähistaks põhiprogrammis hoopis teist 
muutujat, millel pole alamprogrammis Iokaliseeritud muutujaga 
sisuliselt midagi ühist. Toodud näites on alamprogrammis 
AJlfAPB Iokaliseeritud muutujateks seega 11 ja M. 

Need muutujad, mille tüüpi alamprogrammis ei kirjeldata, 
pole lokaliseeritud ja kujutavad endast seega põhiprogrammi 
muutujaid. Näiteks toodud alamprogrammis on põhiprogrammi 
muutujateks A ja B. 

Muutujate lokaliseerimine on vajalik alamprogrammide suh
telise sõltumatuse saavutamiseks. See võimaldab näiteks üksi
kute alamprogrammide koostamise jaotada erinevate program
meerijate vahel, kusjuures neil ei tarvitse muretseda kasutatava 
tähistuse kooskõlastamise üle. Samuti võimaldab tähistuste sõl
tumatus ilma muutusteta kasutada varem koostatud alamprog
ramme. 

Kõik alamprogrammis kasutatud märgendid on seal Iokali
seeritud. See tähendab, et väljaspool alamprogrammi kirjeidust 
paiknevate suunamisoperaatoritega pole võimalik suunata alam
programmi märgitud operaatoritele. Ainsaks alamprogrammi 
poole pöördumise mooduseks on operaatori BXO,Ll kasutamine. 
Samuti pole alamprogrammis paiknevate suunamisoperaatoritega 
võimalik suunata väljapoole seda alamprogrammi. Alam
progTammist väljumise ainsaks teeks on operaator BbiXO,U. 
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Märgendite niisugune lokaliseerimine on samuti vajalik alam
programmide sõltumatuse saavutamiseks (kuigi esimene nime
tatud kitsendusiest võib takistada alamprogrammi osade kasu
tamist omaette alamprogrammidena). Sel teel muutuvad alam
programmid täielikeks ja kinnisteks, neid võib arvuti mälusead
messe tuua näiteks alles siis, kui põhiprogrammis esineb vastav 
operaator BXO,[l. 

Programmeerimise! on kirjeidust TIO,UTIPOfPAMMA eriti 
kohane kasutada ühe ning sellesama algoritmi erinevate osade 
esitamisel alamprogrammidena. Nende suhteline sõltumatus ja 
täielikkus võimaldab ökonoomsemalt kasutada elektronarvuti 
mäluseadet ja lihtsustab ALGOL-programmide koostamist. 
Paraku pole aga selle kirjeldusega esitatavad alamprogrammid 
siiski eriti kohased erinevates põhiprogrammides kasutamiseks. 
Eeskätt takistab seda asjaolu, et nendes alamprogrammides esi
neb mittelokaliseeritud muutuj ate ja massiivi de identifikaatoreid, 
mille tõttu teatud osa alamprogrammis esinevatest tähistustest 
peab alati olema kooskõlastatud vastava põhiprogrammi tähis
tustega. 

Kinnist ja põhiprogrammist täielikult sõltumatut alampro
grammi nimetatakse protseduur i k s. Protseduuri lülitami
seks ALGOL-programmi kasutatakse spetsiaalset p r ots e -
du urikirjeId ust, mille üldkuju on järgmine: 

TIPOUEJJ,YPA p(l); s; 

Siin TIPOUE,UYPA on selliste kirjelduste jaoks reserveeritud 
sõna, p - kirjeldatava protseduuri identifikaator ( defineeritava 
alampn~grammi nimetus), l - protseduuri nn. formaalsete para
meetrite loend ja s - selle kirjeldusega protseduurina esitatav 
liitoperaator. 

Muutujate, massiivide, funktsioonide, alamprogrammide ja 
protseduuride identifikaatoreid, märgendeid ning avaldisi, mille 
vahendusel protseduur tema täitmise ajaks seostatakse põhi
programmiga, nimetatakse p a r a me et r it eks. Igal protse
duuri! on teatud kindel arv parameetreid. 

Oma ülesanneteit jagunevad protseduuri parameetrid kolme 
liiki: sisend-, väljund- ja pöördumisparameetrid. S i s e n d
pa rameet r it e abil dikteerib põhiprogramm protseduuri 
sisuks oleva arvutusprotsessi sooritamiseks vajalikud lähteand
med, v ä 1 j un d p a r am e et r it e abil aga antakse põhiprog
rammile selle arvutusprotsessi tulemused. Pöördumispa ra
me et r it e kaudu teatatakse protseduurile põhiprogrammi mär
gendid ning nende põhiprogrammis defineeritud funktsioonide, 
alamprogrammide ja teiste protseduuride nimetused, mida vaa
deldava protseduuri sisuks olevas arvutusprotsessis võib kasu
tada. 
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Parameetreid, mida kasutatakse protseduurikirjelduses, nime
tatakse tema form a a 1 s et eks p a r a m e et r i te k s. Prot
seduuri formaalsete parameetrite loend on üksteise järele kirju
tatud ja omavahel komadega eraldatud identifikaatorite lõplik 
jada. See jada algab vaadeldava protseduuri kõigi sisendpara
meerite loeneliga 11, millele pärast semikoolonit järgneb tema 
väljundparameetrite loend 12 ja lõpuks (pärast semikoolonit) 
pöördumisparameetrite loend !3 • Seega protseduuri formaalsete 
parameetrite loendil (l) on üldiselt kuju (!1; l2; la). 

Igal konkreetsel protseduuri! aga võivad mingisse liiki kuu
luvad parameetrid ka puududa. Sel juhul jäetakse vastav osa li 
formaalsete parameetrite loendist lihtsalt vä !ja. Parameetrite 
üksikute liikide esituse p.oolest saab formaalsete parameetrite 
loendi! (l) olla järelikult seitse erinevat üldkuju: (!1; l2; l3), (li), 
(!1; l2), (l1; ; l3), (; l2), (; !2; l3) ja (; ; la). Näiteks võib ainult 
sisend- ja pöördumisparameetreid sisaldava protseduuri para
meerite loend olla järgmine: 

(Al, A2, B, B;;<I> (), r (")). 
Pöördumine protseduurina defineeritud alamprogrammi poole 

toimub nn. p r o t s e d u u r i op era at ori ga 

p (r); 

kus p on täitmisele tuleva protseduuri identifikaator ja (r) -
tema t e g e I i k e p a r a me et r it e loend. Protseduuri tegelike 
parameetrite loend (r) on oma üldkujult täiesti ühesugune tema 
formaalsete parameetrite loendi ga (l). Nimelt, see peab sisal
dama täpselt sama palju sisend-, väljund- ja pöördumispara
meetreid kui formaalsete parameetrite loend. 

Protseduuri formaalset ja tegelikku parameetrit nimetatakse 
vastavat eks, kui nad parameetrite loendites (l) ja (r) paik
nevad samadel kohtadel. öeldakse, et protseduuri tegelikud para
meetrid on koo sk õ I a s vastavate formaalsete parameetritega, 
kui prqtseduuri sisuks olevas liitoperaatoris s esinevate formaal
sete parameetrite asendamine vastavate tegelike parameetritega, 
mis vajaduse korral on paigutatud ümarsulgudesse, annab sün
ta ktiliselt korrektse operaa tori. 

ALGOL-programmides lubatakse kasutada ainult niisuguseid 
protseduurioperaatoreid, kus parameetrite loendites toodud tege
Iikud parameetrid on kooskõlas selle protseduuri vastavate for
maalsete parameetritega. Seetõttu on parameetrite kooskõlasta
mise probleem protseduuride kasutamisel üheks keskseks küsi
museks. Kahjuks ei luba käesoleva artikli ulatus meid sellel 
küsimusel pikemalt peatuda. Seetõttu piirdume vaid järgmise 
tabeli esitamisega, mis näitab, milliseid keeleühikuicl .on lubatud 
kasutada protseduuri formaalsete ja tegelike parameetritcna ning 
sisaldab ka juhiseid nende parameetrite kooskõlastamiseks. 
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Parameetri 
liik 

Formaalne para
meeter 

Vastav kooskõlas 
olev tegelik para

meeter 
Märkusi 

--- ···--·-- ----'-------------,--------------'::-

Avald is või väär-I 

S isend
parameetrid 

Lihtsa muutuja 
identi fikaa tor tustatud funkt-

sioon 1 

Massiivi identifi- Massiivi identifi-1 Vastavatel massii-
kaator (koos I kaator (koos videl peab olema \ 
nurksulgudega) 1

1 nurksulgudega) 
1 

sama dimensioon , 
I , 

--- ----------- ----,------------ - ---- ------------1 

Lihtsa muutuja I Lihtne või indek-j J 

Väljund
parameetrid 

Pöördumis
parameetrid 

identifikaator sitega muutuja 1 

1

1 ____ --- ------------------~- --- ----·-. ·-- ------ ------i 

Massiivi identifi-1 Massiivi identifi-1 Vastavatel massii- j 

i kaator (koos kaator (koos videl peab olema ! 
l nurksulgudega) j nurksulgudega) i sama dimensioon / 

------------------- --------------1 

i Alamprogrammi I Alamprogrammi 
; identifikaator identifikaator 

~unktsiooni iden~~~ ~iT.~~!~1~- - -~~~;~\el ~~~~b ~~ 
!.1kaator (koos i funktsiooni iden- olema võrdne 
umarsulgudega) i tifikaator (koos arv argumente 1. 

[ ümarsulgudega) 
1 

M. --~ -- ~- Kifj~gTI~~~;~-r va;~~i~1~ :~~1 
tn~! ~~s~ d ,~[~i~ defineeritud l olema võrdne arv li 

se ~un L e mingi teise prot-1 sama laadi si-
~aa or ( 00

" seduuri idendifi- send-, väljund-, 1 

umarsulgudega) kaator (koos ja pöördumispa-
ümarsulgudega) I rameetrcid 

----· ------------------------------

Märgend f Märgend 
I 

1 

I 
I 

Protseduurioperaatori p ( r) täitmise esimeseks sammuks on for
maalsete parameetrite asendamine vastavate tegelike parameet
ritega. Selle asendamise seisukohalt võib protseduuri formaalsed 
parameetrid jaotada kahte klassi. Esimesse klassi kuuluvad need 
sisendparameetrid, mille tähiseks on lihtsa muutuja identifikaa
tor; teise klassi kõik ülejäänud parameetrid (massiivi identifi
kaatorid sisendparameetrite kohal, väljundparameetrid ja pöördu
misparameetrid). 

Esimesse klassi kuuluvatele formaalsetele parameetritele 
omistatakse protseduurioperaatori täitmisele asumisel vastavate 
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tegelike parameetrite väärtused, millega tegelike parameetrite 
osavõtt protseduuri sisuks olevatest arvutustest piirdubki. Näi
teks, kui mingile selle klassi parameetrile protseduuri täitmise 
käigus omistatakse uus väärtus, siis ei muuda see vastava tege
liku parameetri väärtust põhiprogrammis. 

Teise klassi kuuluvad formaalsed parameetrid asendatakse 
protseduurioperaatori täitmisel ajutiselt (kuni protseduuri täit
mise lõpuni) vastavate tegelike parameetritega. See tähendab, et 
kõik protseduuris ettenähtud operatsioonid teostatakse tegelikeks 
parameetriteks olevate põhiprogrammi muutujatega, kasutatakse 
f!_õhiprogrammi funktsioone, alamprogramme ja protseduure ning 
pöördutakse seal esinevate märgitud operaatorite poole. 

Protseduurioperaatori p (r) täitmine seisneb protseduuri p 
kirjelduses toodud liitoperaatori s täitmises, kus teise klassi kuu
luvad formaalsed parameetrid on asendatud vastavate tegelike 
parameetritega ja esimesse klassi kuuluvatele parameetritele on 
antud loendi ga (r) määratud algväärtused. Seda liitoperaatorit 
täidetakse täpselt samal viisil nagu alamprogrammi kirjeldusse 
kuuluvat liitoperaatorit. Ka väljumine protseduurist toimub 
operaatoriga BbiXOJt mis suunab protseduurioperaatorile p (r) 
vahetult järgnevale operaatorile. 

Kõrvuti operatsioonilist laadi operaatoritega peab protseduu
rikirjeldusse kuuluv liitoperaator s sisaldama ka kõikide oma 
identifikaatorite tüübikirjelduseel (vastasel juhul kuuluvad need 
automaatselt ratsionaalarvude tüüpi), samuti kõikide massiivide 
kirjeldused. Kirjeldamata jäävad vaid need massiivid, funktsioo
nid, alamprogrammid ja protseduurid, mille identifikaatorid esi
nevad tema formaalsete parameetrite loenclis. Rõhutame, et prot
seduuri sisuks olev liitoperaator võib omakorda sisaldada ka 
funktsiooni- ja alamprogrammikirjeldusi. Seevastu ta· ei tohi aga 
sisaldada mingi teise protseduuri kirjeidust Nimelt pole vaadei
davas keeles lubatud paigutada üht protseduurikirjeidust teise. 

Eranellikult on kõik identifikaatorid ja märgendid, mida kasu
tatakse protseduurikirjeldusse kuuluvas liitoperaatoris s (kaasa 
arvatud kõik formaalsed parameetrid), selles protseduu~is loka-
1iseeritud. Tänu sellele saab protseduuri kasutada koos mistahes 
põhiprogrammiga ilma, et temas oleks tarvis teha mingeid muu
datusi. 

Esitatud üldiste põhimõtete illustreerimiseks kirjeidarne ise
seisvate protseduuridena võrraneli et> (X) ~= 0 lahendamise algo
ritmi vahemiku poolitamise meetodil 3 ja nn. simpleksmeetodit 4 

lineaarsete planeerimisülesannete lahendamiseks. 

3 Selle algoritmi ja tema blokk-skeemiga tuh·unliseks vt. Matemaatika 
ja kaasaeg, V. lk. 32. 

4 Samas, lk. 34. 
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nPOUE.UYPA BbiPJIAX (A, 5, E; X, Y; ell()); 
HAL.JAJIO nPHME4AHI1E. See on standardne programm võrrandi ep (X) = ü 

lahendamiseks vahemiku poolitamise meetocliga~ 

UEJibiY:l P; X:= A; P :=I; 
I: Y := ep (X); EeJIH (Y = 0), TO BbiXO,U; EeJIH (P = 0), TO 

HAL.JAJIO EeJIH (YXB>O), TO 
HA 4AJIO B := Y; A := X KOHEU 
l1HA4E HALIAJIO e := Y; 5 := X I<OHEU; 

2: EeJIH (5 - A 5P E), TO 
HALIAJIO X := (A + 5)/2; HA I KOHEU; BbiXO,U 

l<OHEU; EeJIYI (P =I), TO 
HA4AJIO B := Y; X := 5; P := P +I; HA I KOHEU 
HHA 4E EeJIYI (Y X B > 0), TO eTO n 

l1HA4E HA4AJIO e := Y; P := 0; HA 2 KOHEU; 
I<OHEU BbiPJIAX(); 

Selle protseduuri üksikasjalikuma analüüsimise jätame luge
jale. Märgime ainult, et reserveeritud sõnaga CTOTI on siin 
tähistatud operaator, mis peatab arvuti (juhul kui vaadeldav 
meetod pole rakendatav). Samuti jätame lugejale ka järgmise 
protseduuri analüüsimise. 
nPOUE,UYPA ei1MnJIEI<e (H, M, E, e, A[,]; 5[], P, T); 
HA4AJIO nPYIME4AI-H1E. See on ALGOL-programm niisuguste lineaarsete 

planeerimisülesannete lahendamiseks, kus tundma
tute arv pole suurem kui 70 ja kitsenduste arv 
pole suurem kui 30; 

UEJibiY:l (5[], B[], 11, Y:l, K. JI, M, H, T); JIOrl14Eei<HY1 P; 
MAeeHB (B[I : 40], r[O: 40], cll[O: 30]); 

nPHME4AHHE. Siin on M kitsenduste arv, M +N - tundmatute arv. 
A - võrrandisüsteemi ja sihifunktsiooni kordajatest 
moodustatud maatriks, E - väike arv (arvutuste täp
sus), e - suur arv, B - alglahendis nulliga võrduvate 
vabade tundmatute indeksitest moodustatud vektor, H 
ja Yl kasutatakse maatriksi elementide tähistamisel in
deksitena, P on muutuja, mille väärtus näitab, kas 
antud ülesandele leiti optimaalne lahend või mitte; 

,UJI51 Y:l := ( 1, 1, H) UHKJI BfY:l] := Yl; 5[01 := 0; 
llJ151 H := (I, I, M) UHKJI 5[11] := H + H; 
nPI1ME4AHHE. Nende operaatoritega moodustati vektorict B ja 5; 

01: X := -E; llJ151 Y:l := ( 1, I, H) UHKJI 
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H-A4AJIO ECJII1 (A[O, Y:l] <X), TO 
HA4AJIO JI := Y:l; X := A[O, Y:l] I<OHEU 

I<OHEU; EeJIH (X= -E), TO 
HA4AJIO P := I; BblXOll KOHEU; 

nPHME4AHHE. Eelnevate operaatorite teostamisel leiti maatriksi A esi
mesest reast kõige suurema absoluutväärtusega nega
tiivne element. Kui selles reas negatiivseid elemente 
polnud, loeti ülesanne lahendatuks, omistati muutujale 
P väärtus I (tunnusena, et leidus optimaalne lahend) 
ja väljuti protseduurist; 

X := e; llJI51 H := (L I, M) UHKJI 
HA4AJIO Ee.JH1 (AfVI, JI] >E), TO 

EC.71l1 (A[H, Ö]/A[I1, JI] <X), TO 
HA4AJIO I< := I1; X := A[I1, O]/A[I1, JI] I<OHEU 



1\0HEU,; EC!IH (X= C), TO 
HAYAJIO P := 0; T := B[Jl]; BbiXO.Ll KOHEU: 

TIPHMEYAHHE. Nende operaatoritega leiti jagatiste A[l1, Oj/A[H, JI] 
(11 = 1,2, ... , M) seast kõige väiksem positiivne jaga
tis. Kontroiiiti, kas ülesanne on lahenduv. Kui ülesanne 
polnud lahenduv, siis omistati muutujale P vä~irtus null, 
muutujale T selle tundmatu indeksi väärtus, mida võib 
piiramatult suurendada ja väljuti protseduurist; 

X :== A[K, Jl]; llJl5I FI := (0, I, H) U.HKJI 
HALJAJIO f[FI] := A[K, YI]/X; ArK. YI] := 0.0 KOJ-IEU; 

r.[Jl] := 1.0/X; llJ15I H := (0, 1, M) UVIKJI 
HAYAJlO cD[H] := A[H, Jl]; A[H, Jl] := 0.0 KOHEU; 

<D[K] :== -1.0; llJ15I 11 := (0, 1, M) UHKJI 
HALJAJIO X :== cD[H]; llJ15I Y1 := (0, I, H) UHKJI 

A[l1, FI] :e= A[l1, tlJ -- f[YI] X X; 
KOHEU; 

TIPI1ME4AHI1E. Eelnevate operaatorite t~iitmisel teosbti ettenähtud tei
seneluseel maatriksi A elementidega; 

11 >= B[JI]; B[Jl] ::e--= E[KJ; E[K] := 11; HA OI: 

TIP11ME4AHI1E. Nende operaatoritega vahetati ühe vaba tundmatu ja 
baasitundmatu indeksid. Alustatakse lahendamise uut 
sammu oper:1atorist OI; 

FOHEU Cl1MDJIEKC(); 

Vaadeldavas sisendkeeles kirjutatud ALGOL-programmides on 
teatud protseduure lubatud kasutada .ilma, et neid oleks eelne
valt kirjeldatud vastavate protseduurikirjelclustega. Selliseid prot
seduure nimetatakse st an d a r d s et eks ja need on määratud 
juba oma identifikaatoritega, mis tujutavad endast reserveeritud 
sõnu. Siinkohal nimetame ainult kahte standardset protseduuri: 
1..JI1TATb ja lll1CATb. Esimest neist kasutatakse ülesannete alg
andmete salvestarnisel elektronarvutisse, teist aga vastuste väl
jastamisel. 

* * * 
Toodud lühike ülevaade ALGOL-prog·rammide koostami

sega seotud küsimustest ei hõlma kaugeltki kõiki neid üksikasju. 
mida programmeerimise! on oluline teada. Neil, kes soovivad 
-põhjalikumalt tundma õppida kirjeldatud keelt ja ALGOL-prog
ramrflide koostamise metoodikat. soovitame tutvuda järgmiste 
raamatutega: 

I. Ma K-K pa K e H, Jt Ll., nporpaM:'I!HpOB3HHe 1!3 AJ1f0Jle. M., 1964. 
2. J1 as p on, C. C., YnHBepcaJihHhii1 513biK nporpaMl\lHpoBaiHHI. M., 1964. 
3. Kop b 10 e, A., ÜnHcaHHe nxo.IJ,Horo H3hiKa CHCTeMbi aBTOMaTH33UIHI 

nporpaMMHponaHHH. TpyAhi Bbi4HCJIHTe"lf>Horo Ue1npa TD', 5, TapTy, 1965. 
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KALENDRILISE PLANEERIMISE üLESANNETE 
MATEMAATILINE LAHENDAMINE 

ü. l(aasik, R. Mullari 

"Tänapäeva üldiselt kiire tehnilise progressi juures on toot
mise juhtimise meetodid ikka veel paljuski jäänud möödunud 
sajandi tasemele. Selle vastuolu tõttu ongi matemaatiliste mee
todite ja elektronarvuti te rakendamine tööstusettevõtete töö 
kalendrilise planeerimisega seotud ülesannete lahendamisel eriti 
aktuaalseks muutunud. Vastavate uurimustega tegelevad praegu 
paljud instituudid ja laboratooriumid üle kogu maailma. 

TRü arvutuskeskuses hakati kalendrilise planeerimise ülesan
nete matemaatilise lahendamisega tegelema juba 1960. aastal. 
Uurimistöö käigus on korduvalt tulnud ümber hinnata nii üles
annete endi esialgset matemaatilist formuleerimist kui ka selle 
alusel väljatöötatava uue planeerimissüsteemi praktikasse raken
damise sobivaid mooduseid. Järgnevalt peatumegi veidi mõnel 
olulisemai järelduse!, millele TRü arvutuskeskuses on jõutud ja 
mis põhijoontes ka iseloomusta'\Vad loodavat planeerimissüsteemi. 

1. Olemineku järkjärgulisusest 

Vähegi suurema tehase töö operatiivne juhtimine ja sellele 
aluseks olev kalendriUne planeerimine on seotud väga paljude 
tingimuste-asjaolude jooksva arvestamisega, s. t. suurte infor
matsioonihulkade kiire läbitöötamisega, mis on täielikult jõuko
hane vaid kaasaeg·setele elektronarvutitele. Et tegelikult tehaste 
tööd ikkagi juhitakse, ja praegu põhiliselt elektronarvutite abita. 
siis on see võimalik ainult informatsiooni äärmiselt jämeda läbi
töötamise teel, inimmõtlemise intuitiivseid vorme kasutades. 

Osutub aga, et nn. kogemuslik-intuitiivseid planeerimismeeto
deid tuleb kasutada mitte ainult enne elektronarvutite ja mate
maatiliste meetodite rakendamist, vaid küllaltki pikka aega ka 
nendega samaaegselt, läbipõimunult. Nimelt peab üleminek mate
maatiliste meetodite ja elektronarvutite kasutamisele toimuma 
j ärkj ärguliselt, ja seda mitte ainult puhttehni I is tel põhjus teL 
Selle poolt räägivad ka mitmed enam põhimõttelist laadi asja
olud. 
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Operatiivse juhtimise kogemuslik-intuitiivsete meetodite kasu
tamisel on küllaltki suur osa va j alikust informatsioonist sa lves
tatud vaid inimese mälus; selline informatsiooni salvestamise 
viis on antud juhul tunduvalt ökonoomsem kõikidest muudest 
viisidest Elektronarvutite rakendamine aga eeldab (vähe
malt tänapäeval), et kogu vajalik informatsioon oleks registree
ritud rangelt formaliseeritud ja korrastatud kujul. Paraku pole 
formaliseeritus ja korrastatus intuitiivsete mõtlemisvormide kasu
tamisel aga inimmälule kaugeltki omane. Siin on peaaegu või
matu välja selgitada isegi seda, millist informatsiooni ühele või 
teisele arvamusele jõudmiseks kasutati. Sellepärast tuleb mate
maatiliste meetodite juurutamise perioodil paratamatult lähtuda 
vägagi puudulikust põhiinformatsioonist. 

Kasutatava informatsiooni ebatäielikkus väljendub tavaliselt 
selles, ei matemaatiliste meetodite rakendamisel kalendrilisel pla
neerimisel selgub järjest uusi tegelikkuses esinevaid asjaolusid,_ 
mida kas pole vastavate andmete puudumisel seni üldse veel 
arvesse võetud või on arvestatud valesti. Samal ajal aga oskavad 
praktikud neid as j aol us id oma kogemustele tugineva intuitsiooni 
abil vähemalt teatud määralgi vastuvõetavalt arvestada. See
tõttu ei või sugugi kindel olla, et rakendatavad matemaatilised 
planeerimismeetodid oleksid otsekohe suutelised edukalt konku
reerima kogemuslik-intuitiivsete meetoditega. 

Niisugust olukorda arvestades saabki täielikult või osaliselt 
automatiseeritud ja praktikas edukalt rakendatavat juhtimis
süsteemi luua vaid järk-järgult, paljuski juhindudes selle süs
teemi üksikute osade tegeliku juurutamise käigus saadavatest 
kogemustest. Sealjuures osutub nähtavasti paratamatuks, et süs
teemi täiendamisel tuleb tema varem kasutusele võetud osi pide
valt ümber teha ja parandada. 

Matemaatiliste meetodite kasutuselevõtmise algperioodil, kui 
olemasolev informatsioon on eriti puudulik, tuleb loodavasse 
süsteemi lülitaela üsna rohkelt mitmesuguseid kogemuslik-intui
tiivselt saadud hinnang·uid ja normatiive (detailide tootmistsükli 
keskmine pikkus, töödelelavate partiide sobivad suurused jms.). 
N agu kogemused näitavad, iseloomustavad need tegelikku toot
mist tavaliselt tunduvalt paremini, kui reaalsust seni vaid ühe
külgselt peegelelavate matemaatiliste valemite abil saadud suu
rused. See tähendab, et valemite kasutamisega ei tohi liialda
da - teaduslikult põhjendatud valemeid mitmesuguste planee
rimiseks vajalike suuruste leidmiseks on sageli võimalik saada 
alles praktikute poolt intuitiivselt määratud suuruste j ärkj ärgu
lisel täpsustarnisel nende tegeliku kasutamise käigus. 

Kõigest öeldust järeldubki tootmise planeerimise ja juhtimise 
järkjärgulise automatiseerimise loomulik tee. Selle asemel, et 
algusest peale ig-a hinna eest püüda võimalikult täielikult raken
dada matemaatilise planeerimise klassikalisi meetodeid (lineaar-
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ne planeerimine jms.), osutub hoopis otstarbekohasemaks koon
dada jõupingutused järgmistesse suundadesse. 

Kõigepealt tuleb viivitamatult automatiseerida need planeeri
mise ja operatiivse juhtimise osad, kus olemasolev informatsioon 
seda vähemalt teatud headusega võimaldab (olgu siin kasutab
vad «matemaatilised meetodid» kasvõi kõige elementaarsema 
aritmeetika tasemel). TRü arvutuskeskuses näiteks alustati teh;1-
ses olevate seadmete keskmise koormatuse ja teiste analoogiliste 
näitajate süstemaatilise arvutamisega. Tootmise juhtimise süs
teemi see veel muidugi ei muuda, kuid võimaldab siiski kog·e
muslik-intuitiivsesse juhtimisse sisse viia mõningaici täpsustu~i. 
formaliseeritud elemente. 

Järgmiseks etapiks valit·i TRü arvutuskeskuses tehase tsehhiue 
igakuiste tootmisülesannete mehhaniseeritud koostamine, mille 
kaudu juba teatav osa operatiivsest juhtimisest langeb elektron
arvutile. Ka siin on kasutatav matemaatiline aparaat esialgu 
veel üsna lihtne. Seoses koostatud tootmisülesannete tegeliku! 
rakendamisel saadavate kogemustega selguvad aga (juba for
maliseeritud kujul) järjest uued ja uued sõltuvused tehase tööd 
iseloomustavate mitmesuguste näitajate vahel. Nende sõltuvuste 
järkjärguline arvestamine tootmisülesannete koostamisel ja edasi 
juba tehase töö operatiivse! juhtimisel üldse on aga lahutama
tult seotud kasutatava matemaatilise aparaadi pideva täiusta
misega kaasaja kõrgeima tasemeni. 

Meetodite järkjärgulise täiustamise käigus toimub ühtlasi 
niisuguste tootmist iseloomustavate suuruste võimalikult täpne 
määramine, mida tavaliselt saadakse vaid praktikute intuitsioo
nile toetudes. Ka selles valdkonnas saab muide kasutada elekt
ronarvuti abi - nii rohkete faktiiiste andmete statistilisel läbi
töötamisel kui ka tehtud järelduste kontrollimisel. Nagu juba 
öeldud, peab selliste põhinäitajate määramine toimuma käsikäes 
p 1 aneerimise j ärkj ärgulise automatiseerimi~e ja «matematisee
rimisega». 

2. Optimaalsuse kriteeriumist 

Matemaatiliste planeerimisülesannete klassikalises sõnastu
ses 1 on eelelatud teatava täpselt määratud sihifunktsiooni ole
masolu. Selle funktsiooni väärtus n.-ö. mõõdab koostaiava 
plaani headust, annab kriteeriumi, mille järgi otsustatakse plaani 
optimaalsuse üle. 

Paljudes majanduslikes probleemides ei valmista sihifunktsi
ooni leidmine erilisi raskusi. Tehasesisese planeerimisega seo
tud ülesannete korral pole aga olukord enamasti sugugi nii 
lihtne. Nimelt ei suuda tänapäeva majandusteadus veel kaugeltki 

1 Lineaarse planeerimisülesande sõnastu.se võib leida näiteks kogumikust 
Matemaatika ja kaasaeg, II, lk. 34-35. 
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üheselt määrata, millise kriteeriumi järgi tuleks otsustada tehase
sisese planeerimise optimaalsuse üle, mida seada tehase töö ees
märgiks. Nii ongi praegu kasutusel terve rida näitajaid, mille 
järgi hinnatakse tehase tegevust: väljalastava toodangu hulk 
( üldmaht ja nomenklatuur), toodangu kvaliteet, omahind jne. 
Kõigi nende näitajate optimaalset väärtust pole aga reeglina 
võimalik üheaegselt saavutada. Võimalik on vaid teatav kompro
miss nende vahel. Milline see kompromiss peaks olema, s. t. kui
das näeb välja vastav sihifunktsioon, seda võib praegu vaid väga 
ligikaudselt oletada. 

Olgu näiteks plaani koostamisel tarvis arvestada ülalnime
tatud kolme faktorit: toodangu hulka, kvaliteeti ja omahinda. 
Plaani headust mõõtva sihifunktsiooni kohta võib siis muidugi 
väita, et see sõltub nendest faktoritest, et ta peab olema esi
mese kahe suhtes kasvav ja viimase suhtes kahanev funktsioon. 
Majanduslikke seoseid lähemalt uurides saab anda veel teisigi 
nõudeid, mida see funktsioon peab rahuldama, kuid üheselt teda 
nende nõuetega määrata siiski ei õnnestu. 

Seega saab meie teadmiste praeguse taseme juures määrata 
vaid sihifunktsiooni üldise kuju, s. t. teatava vägagi laia funkt
sioonide klassi, kuhu ta peab kuuluma. Sealjuures iga funktsioon 
sellest klassist on ühesuguse õigusega võetav sihifunktsiooniks. 

Muidugi, matemaatiliste planeerimis- ja juhtimismeetodite 
järkjärgulise juurutamise käigus (ja põhiliselt sellisel viisil) see 
klass üha kitseneb vastavalt meie teadmiste kasvule. Pole aga 
alust loota, et see funktsioonide klass niipea kahaneks üheainsa 
(konstantse kordaja ja liidetava täpsuseni määratud) sihifunkt
sioonini. Ja kas ta üldse kunagi (kasvõi piirilgi) võib üheks 
funktsiooniks kahaneda, on omaette probleem. Vaevalt me näi
teks usume, et eksisteeriks ilu või headuse kvantitatiivselt täpselt 
i a üheselt määratavad kriteeriumid (s. t. vastavad sihifunktsioo
nid). Ei ole küllaldast alust arvata, et planeerimisülesannetes 
määravaks oleva üldmajandusliku kasu kriteeriumiga, mis kok
kuvõttes tähendab ühiskonna liikmete heakäekäigu nõuet nüüd 
ja tulevikus, peaks olema teisiti. 

Seega tuleb lugeda täiesti loomulikuks sellist matemaatilise 
planeerimise ülesande formuleeringut, kus antud kitsendusi ra
huldavate plaanide hulgast tuleb leida selline, mis annaks mak
simaalse väärtuse kasvõi ühelegi funktsioonile antud funktsioo
nide klassist. 

Meie teadmiste praeguse taseme juures on tehase tööd ise-
1oomustavate näitajate seas üheks kõige ebamäärasemaks just 
ajafaktori osa. See aga tähendab, et tehase töö kalendrilise pla
neerimise ülesannetes on võimalike sihifunktsioonide hulk eriti 
lai. Seetõttu leidub suur hulk kõige erinevamaid kalenderplaane 
ja tehase töö operatiivse juhtimise mooduseid üldse, mida on või
malik mingis mõisiiikus mõttes optimaalseks tunnistada. Ja kui 
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arvestada veel meie kasutuses oleva informatsiooni äärmist puu
dulikkust üldse (vt. p. 1), leidub otse määratu hulk kõige erine
vamaid kalenderplaane, mida mingis vastuvõetavas mõttes võime 
lugeda optimaalseteks. 

Sellises olukorras muutub aga optimiseerimise probleem 
tehase kalenderplaanide koostamisel esialgu hoopis teise j ä rguli
seks. Töö juhtimise järkjärgulise formaliseerimise ning sellest 
välja kasvava mehhaniseerimise ja automatiseerimise kõrval 
omandab keskse koha kõigi kalenderplaanidele esitatavate oluliste 
nõuete ja tingimuste, samuti ajafaktori osa järkjärguline välja
selgitamine. Alles selle tulemusel võib optimiseerimise probleem· 
tehase töö kalenderplaanide koostamisel ning töö operatiivset 
juhtimisel samm-sammult esile tõusta ja keskseks probleemiks. 
muutuda. 

3. Juhuslikkuse arvestamisest 

Kalendritise planeerimise ülesannete üheks iseärasuseks orr 
juhuslikkuse kui objektiivselt eksisteeriva faktori arvestamise 
möödapääsmatus. Tootmises esineb paratamatult mitmesuguseid 
juhuslikkusi (tööpinkide avariid, materjalide puudumine, praak~ 
tööliste haigestumine, kõrvalekaldumine keskmistest normatiivi
dest jne.), ette saab nen.de mõju hinnata vaid teatava tõenäo
susega. Ilma neid juhuslikkusi arvesse võtmata pole aga võima
lik saada praktikas edukalt rakendatavaid tulemusi. 

Näiteks ei saa kuidagi nõustuda üsna laialt levinud püüdega 
koostada pikema perioodi (terve kuu) peale ette jäigad tootmis
graafikud. Mitmesuguste juhuslikkuste mõju tagajärjel pole need 
graafikud praktikas peaaegu kunagi realiseeritavad. Kui aga 
nõuda niisugustest pikaajalistest graafikutest võimalikult täpset 
kinnipidamist, siis reeglina see ei abista, vaid segab tootmist. 

öeldut arvestades tundub hoopis loomulikumana koostada 
pikema aja peale ette mitte rangeid, vaid n.-ö. orienteerivaid 
graafikuid, kus kõik juhuslikud suurused on arvesse võetud oma 
keskväärtuste näol. Tootmise tegelik käik ei ühti sel juhul koos
tatud graafikuga: vahel ta ennetab selle, samas aga jääb maha. 
Piltlikult öeldes: tegelik tootmine kõigub oma orienteeriva graa
fiku kui teatava tasakaaluasendi ümber. Nende kõikumiste suu
rust ja iseloomu saab sealjuures hinnata vaadeldavate juhustike 
suuruste jaotusseaduste kaudu (siit tuleneb ühtlasi vajadus toot
mises esinevate juhustike suuruste detailseks statistiliseks uuri
miseks). 

Mis puutub jäikadesse kalendrilistesse graafikutesse, siis neid 
on mõtet koostada ette vaid suhteliselt lühikesteks ajavahemikeks 
(paariks-kolmeks päevaks). Lühikeste ajavahemike jooksul pole 
nimelt juhuslikkuste mõju nii märgatav ja neid võib erilist viga 
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tegemata ignoreerida. Niisuguse lühiajalise graafiku saab igaks 
perioodiks koostada orienteeriva graafiku ja tegelikult kujunenud 
olukorra baasil. 

Sellise kaheetapilise kalendrilise planeerimise meetodit täp
sustataksegi praegu TRü arvutuskeskuses. Orienteeriva graafiku 
koostamine toimub selle meetodi kohaselt elektronarvuti!, lühi
ajaliste täpsete graafikute koostamine aga «käsitsi» - tehase 
dispetSerite ning meistrite poolt. Niisugust tööjaotust arvestades 
püütaksegi orienteeriv graafik koostada selliselt, et tegeliku töö 
korra 1 d am ine selle järgi oleks võ ma I i kult lihtne. 

Millist töö korraldamise metoodikat lugeda lihtsaks, see sõl
tub muidugi antud momendi tehnilistest ja teoreetilistest võima
lustest (ideaalselt lihtne on selline metoodika, mille korral mi
dagi pole vaja teha!). Praegu on igatahes otsustatud lugeda 
lihtsaks järgmist reeglit: alati, kui on võimalik alustada uut 
tööd, tuleb kõikide võimalikkude tööde hulgast valida see, mille 
alustamise tähtaeg orienteerivas graafikus on kõige varasem; 
kui selliseid töid on mitu, siis valida neist vähem töömahukas. 

Seda reeglit silmas pidades toimub ka orienteeriva graafiku 
koostamine. Nimelt määratakse tööde orienteeriva alustamise 
tähtajad nii, et sellise orienteeriva graafiku ja äsja sõnastatud 
reegli järgi tööd korraldades tegeliku tootmise keskmine kõrvale
kaldumine orienteerivast graafikust oleks väike. 

4. Tegelikkuse modelleerimisest 

N agu ülalpool juba korduvalt rõhutasime, peab tootmise efek
tiivseks juhtimiseks põhjalikult tundma mitmesuguseid seadus
pärasusi ja sõltuvusi. Selgitasime ka, et neid sõltuvusi ei ole või
malik määrata ainult aprioorsete «terve mõistuse» kaalutluste 
või matemaatiliste uurimuste abil, vaid et siin on tingimata vaja
lik vahetu kontakt tegelikkusega matemaatiliste meetodite järk
järgulisele rakendamisele tugineva praktika näol. Muidugi ei 
välista see igasuguste aprioorsete matemaatiliste uurimuste või
malikkust ja vaja I i kk ust, kuid me peame arvestama, et need uuri
mused võivad anda positiivseid tulemusi ikkagi ainult piiratud 
ulatuses, s. o. tootmise mõningate külgede väljaselgitamisel. 

Aga ka sellisel juhul, kui meie kasutuses olevate formalisee
ritud ja korrastatud teadmiste hulk on juba piisav, võime jääda 
tõsistesse raskustesse. Oletame näiteks, et oleme koostanud ap
rioorse matemaatilise mudeli, kus võrrandite kujul on kirja pan
dud kõigi oluliste faktorite otsene mõju tootmise meid huvitava
tele külgedele, kuid samuti ka seosed nende faktorite vahel. Kõik 
kaudsed mõjud ja tootmise vaadeldavates külgedes avalduvad 
seaduspärasused on siis leitavad saadud võrrandisüsteemi lahen
damisel. Kuid tootmise üksikutele külgedele olulist mõju aval
davate faktorite arv võib sageli osutuda nii suureks ja esinevad 
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seosed nii keerulisteks, et vastava süsteemi lahendamiseks oleme 
sunnitud tegema tegelikku olukorda tunduvalt lihtsustavaici lisa
eeldusi. Selle tagajärjel väheneb aga tulemuste kvaliteet kuni 
nende võib-olla et isegi täieliku praktilise kõlbmatuseni. 

Selline olukord sunnib meid otsima teist teed, pöörduma prak
tikasse, kus tootmises avalduvaid seaduspärasusi saab leida toot
mise käigu jälgimisel. Selleks tuleb koguda suur hulk tootmise 
käiku iseloomustavate näitaja te kokkukuu I uvaid väärtusekomp
lekte ja leida vastava matemaatilise töötlemise teel nende näita
jate vahelised seosed. Kuid ka siin on oma «aga». Nimelt tuleb 
meil tootmise käigu lihtsal jälgimisel piirduda ainult oI ema s
oI eva te tingimuste ja olukordadega. Meie andmed kannavad 
piiratuse ja ühekülgsuse pitserit ja nende põhjal saad avad seo
sed on seega ainult äärmiselt ligikaudselt kasutatavad «tlltlte» 
olukordade kirjeldamiseks. Pealegi kulub vajaliku hulga and
mete saamiseks tootmise käigu tegelikust jälgimisest küllaltki 
pikk aeg. 

Kõige loomulikumaks väljapääsuks sellisest ummikust näib 
olevat tootmise meid huvitavate külgede küberneetilise mudeli 
koostamine, kus tootmist imiteeritakse elektronarvuti! üksikute 
tootmisprotsesside ja -operatsioonide kestuse, järgnevuse ja koos
kõlastatuse seisukohalt. Mitmesuguste näitajate kokkukuuluvad 
väärtused saadakse siis küberneetilise mudeli «töö» j ä lgimisel. 
Sellist mudelit on võimalik «töösse rakendada» suvalises rezii
mis, millega me vabaneme saadavate andmete ühekülgsusest 
Pealegi saab niisugusel viisil koguda suure hulga andmeid era
kordselt lühikese ajaga. Modelleerimise õigsust saab siinjuures 
hinnata tegelikkuse ja mudeli andmete võrdlemisel (kui need on 
kogutud teineteisele vastavatel tööreziimidel). 

TRü arvutuskeskuses on modelleerimismeetodil lahendatud 
mitmed ülesanded. Näiteks tuli välja selgitada, kuidas sõltuvad 
põlevkivikarjääri töötulemused kaevandusmasinate kompleksis 
kasutatavate masinate arvust ja tehnoloogilistest parameetritest. 
Antud juhul kujunes vastava matemaatilise mudeli koostamine, 
kõnelemata selle lahendamisest, lootusetult keeruliseks. Tootmise 
tegelikku käiku oli aga võimalik jälgida ainult ühe kindlate 
parameetritega kaevandusmasinate kompleksi korral, sest teist
suguseid masirtaid ei olnud lihtsalt olemas. Seega polnud üles
annet üldse võimalik lahendada teisiti kui modelleerimise teel. 
Kübenieetilise mudeli abil saadud tulemused võimaldasid aga 
teha põhjendatud ettepanekuid uute kaevandusmasinate projek
teerimiseks. 

Samasuguseid meetodeid rakendatakse ka kalendrilise planee
rimise ülesande korral. Näiteks kasutatakse detailipartii tootmis
tsükli pikkuse määramisel ka küberneetilise mudeli abi. Kuigi 
kirjanduses on antud terve rida vastavaid valemeid, ei ole neis 
küllalt põhjendatult arvestatud tootmistsükli ühte olulist juhus-

46 



Iiku iseloomuga komponenti - operatsioonidevahelist aega. Siin 
näib mudeli kasutamine tegeliku tootmise jälgimise ning prakti
kute intuitsiooni arvestamise kõrval olevat peaaegu et ainus tee 
kõigiti põhjendatud valemi saamiseks. Pealegi on praegusel eta
pil intuitiivne moment detailide tootmise organiseerimisel veel 
niivõrd tugev, et arvestamisele tulevad tingimused on «matemaa
tilisele» kirjeldusele suures osas kättesaamatud. 

Analoogilisel viisil parandatakse ka teisi valemeid kalendri
!ise planeerimise jaoks vajalike suuruste leidmiseks. Samuti on 
kü berneetiline modelleerimine ainus võimalik meetod vä lj atööta
tud planeerimissüsteemi n.-ö. uute osade viimaseks kontrollimi
seks enne nende tegelikku juurutamist. 

«KAUBANDUSLIKKE» üLESANDEID 

1. Kaks kaupmeest ostsid üheskoos lOO taalri eest sigu, makstes 5 sea 
eest 2 taalrit, ning lootsid nende edasimüümise] saada suurt kasu. Asjaolude 
muutumise tõttu olid nad aga sunnitud sead kiiresti sama hinna eest maha 
müüma. Nad jaotasid ostetud 250 siga omavahel, kusjuures ühele kaupmehele 
sai 125 paremat, teisele 125 halvemat looma. Esimene müüs oma sead kalli
malt, andes kaks siga ühe taalri eest, teine aga kolm siga ühe taalri eest. 

Esimene sai kiiresti 120 seast lahti ning kogus seega 60 taalrit. Sel ajal 
sai teine sama arvu loomade müügist aga 40 taalrit. Seega osutus, et kaup
mehed olid müünud sigu keskmiselt sama hinna eest, nagu nad ostsid, kuid 
ometi said ostuhinna kätte juba siis, kui veel 10 looma oli müümata. 

ülesandeks on selgitada, missuguste loomadega selline kasulik tehing veel 
võimalik on. 

2. Kaupluse, milles töötab m müüjat, tohib avada alles siis, kui kohal on 
vähemalt n müüjat (n< m), kusjuures pole oluline, missuguses osakonnas need 
müüjad töötavad. Et see oleks võimalik, otsustati panna kaupluse uksele k 
lukku, ning anda igale müüjale p v·õtit. 

Kui väikesed võivad olla arvud k ja p selleks, et alati, kui kohal on rt 
müüjat, saaksid nad kõigi võtmeid kasutades kaupluse avada, kuid ükski 
(n-- 1) -st müüjast koosnev grupp ei saaks oma võtmete abil kauplusesse pää
seda? Anda ühtlasi võtmete jaotamise eeskiri! · 

* * * 

ühesugused metallrahad on paigutatud (lapiti) lauale nii, et igaüks 
puudutab täpselt kolme ülejäänutest Kui suur on minimaalne arv rahasid. 
mille korral selline paigutus osutub võimalikuks? ülesannet on soovitav lahen
dada ilma rahasid kasutamata; ühtlasi tuleks aga sirkli ja joonlaua abil 
valmistada ka vastav täpne joonis. 

See ülesanne on võetud ajakirjast «HayKa H )KH3Hb» (N2 5, 1965. a., lk. 96) . 
.Juhime ainult lugejate tähelepanu sellele, et samas (lk. 158) toodud 
lahendus pole õige. 
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MATEMAATIKA ON KAUNIS 

Rõzsa Peter 

Matemaatikadoktor professor R6zsa Pe
ter on ungari tuntud naismatemaatik. Järg
nevas avaldame tema ettekande, mille ta 
pidas 15. oktoobril 1963. a. Rostockis 
/SDV) keskkooliõpetaiatele ja -õpilastele. 1 

Loodame, et see innustab ka meie kooliõpi
lasi matemaatika saladustesse tungimise[. 

Toimetus. 
Minu kallid kuulaj ad! 
Ma olen siin selleks, et püüda teile edasi anda oma veendu

must matemaatika ilust. Kui ma alustasin oma õpinguid, kahtle
sin ma väga, kas olen matemaatika vääriline. Siis ütles üks kol
leeg mulle otsustava sõna: mitte mina ei ole matemaatikaga 
tegelemise vääriline, vaid matemaatika on väärt, et temaga tegel
da. Oma väärilisuses kahtlen ma sageli nüüdki, hoolimata saadud 
auhindadest ning professuurist, kuid mul ei teki kunagi kahtlust 
selles, et midagi paremat ja ilusamat poleks ma suutnud teha, 
kui ~egelda matemaatikaga. 

Oks asjaolu ei võimalda mul aga siin oma mõtetele vaba voli 
anda. Nimelt olen ma kõik, mis mul matemaatika kohta on 
öelda mitte- ja veel-mitte-matemaatikutele, kirja pannud raama
tus, mis on tõlgitud ka saksa keelde. Kuna Saksa Demokraatli
kus Vabariigis on ilmumisel juba selle raamatu kolmas trükk, 
siis ma oletan, et küllap on mõned kuulajatest seda lugenud. 
Sellepärast ma otsustasingi mitte rääkida sellest, millest on juttu 
raamatus, kuigi polnud sugugi kerge leida uusi mõtteid selle 
teema kohta ja leitudki on omavahel vaid nõrgalt seotud. Praegu 
ei saa aga enam midagi muuta isegi siis, kui ükski kuulajatest 
ei ole seda raamatut lugenud, sest minu saksa keele oskus pole 
improviseerimiseks küllaldane. Igal juhul soovitan aga lugeda 
oma raamatut «Mäng lõpmatusega» 2 - selles leidub matemaa
tika ilu kohta rohkem mater j ali kui käesolevas ettekandes. 

1 Ettekande tõlkis (mõningate kärbetega) H. E s p e nb e r g ajakirjast 
«Mathematik in der Schule», 1964, nr. 2, lk. 81-90. 

2 Originaal: Peter, R.., Das Spiel mit dem Unendlichen. Leipzig, 1957. 
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Kindlasti kahtlevad mõned juba algusest peale selles, kuidas 
saab kuiva «ükskordühte» ilusaks nimetada? Minu eesmärgiks 
ongi näidata, et matemaatika pole kuiv ega ole ka üksnes «Üks
kordüks», vaid et tal on isegi kunstiga palju sugulust. 

Esiteks on suur eksiarvamus, et matemaatik peamiselt arvu
tab. Oma õpilaste hulgast (alates kümnendast eluaastast kuni 
ülikooli esimese kursuseni) olen ma matemaatiliste võimetega 
õpilasi välja valinud järgmise lõbusa ülesandega. Meil on kaks 
ühesugust klaasi. Ohte kailame veini, teise sama palju vett 
(mitte päris täis). Siis võtame ühe lusikatäie veini esimesest 
klaasist, valarne teises klaasis oleva vee hulka ja segame. See
järel paneme ühe lusikatäie seda seg,u esimesse klaasi veini 
hulka. Selle tulemusena on veeklaasis natuke veini ja veiniklaasis 
pisut vett. Kumba on rohkem: kas puhast veini veeklaasis või 
p_uhast vett veiniklaasis? 

Oluline ei ole siin mitte õige vastuse leidmine (ülesandes 
peitub väike lõks, millesse paljud langevad: arvatakse, et vette 
on kallatud lusikatäis veini, veini hulka aga valati lusikatäis 
segu, järelikult puhast vett vähem kui lusikatäis), vaid asi seis
neb selles, kas rahuldutakse järgmise seletusega. 

Veinis on sama palju vett kui vees veini. Vaatame näiteks 
veiniklaasi alguses ja lõpus, arvestamata seda. mis toimus vahe
peal. Vedelikku on selles klaasis lõpuks sama palju nagu algu
ses. Erinevus on ainult selles, et ta on kaotanud natuke puhast 
veini (see on nüüd veeklaasis) ja võitnud veidi puhast vett. 
Oleks kaotus olnud suurem või väiksem kui võit, siis peaks 
temas vedelikku olema vähem või rohkem kui alguses. Järelikult 
on kaotus - vette viidud vein - sama suur kui võit - juurde 
saadud vesi. 

Need, kes mõtlevad vähem matemaatiliselt, ütleme, näiteks 
iüüsikud, ei rahuidu veel selle loogiliselt selge seletusega. Neid 
rahuldab vastav arvutus. Kui ühes lusikatäies segus on näiteks 
kolm neljandikku vett ja üks neljandik veini, siis toome me 
lusikatäiest veinist, mis vette kallati, ühe neljandiku jälle tagasi. 
Nii et kui me tõstsime kolmveerand lusikatäit vett veini hulka, 
jäi ka vette ainult kolmveerand lusikatäit veini. 

N agu näha, on matemaatiku-tele iseloomulik mitte arvutamine, 
vaid selge mõtlemine: oskus mitte arvestada ebaolulisi asju. 

Väike kõrvalmärkus: arvestamata võib jätta muidugi sellised 
asjad, mis ei puuduta käsitletava küsimuse olemust. Väikesed 
õpilased kipuvad ütlema: «Rööpküliku diagonaalid on võrdsed. 
See on õige kõigi rööpkülikute korral, välja arvatud kaldnurk
sed.» Selliste vigade puhul ma esitan alati lõbusa küsimuse: 
«Mille poolest erinevad Barbarossa ja Napoleon?» Vastuseks 
on: «Mitte millegi poolest. Kummalgi ei ole punast habet, välja 
arvatud Barbarossal». 

Nii, see oli vaid väike kõrvalmärkus. 
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Teine ülesanne, milles arve enam üldse ei esine, mis nõuab 
lahendamiseks ainult abstraheerimisoskust, võimet küsimuse suh
tes ebaolulisi asju mitte arvestada (ja seetõttu ongi ülesanne 
matemaatiliselt mõtlejate jaoks), on järgmine. 

Rong sõidab läbi tunneli. Kupee avatud aknast sissetulev 
suits teeb tahmaseks kõigi kolme reisija ninad. N ad vaatavad 
üksteist ja naeravad. Igaüks mõtleb, et just tema on õnnelikuJe 
kohale istunud ja tema nina on puhtaks jäänud. Kuidas taipab 
kõige arukam neist kolmest, et ka tema nina on tahmane? See
juures saab ta tugineda ainult järgmisele kolmele eeldusele: 
1. midagi muud naerda ei ole; 2. kumbki ülejäänutest ei lõpeta 
naermist; 3. kui keegi teak5, et ta ise on naeruväärne, siis ta ei 
naeraks. 

Lahendus ei ole eriti lihtne, kuid põhiline pole mitte see, kas 
mõni leiab iseseisvalt lahenduse, vaid see, et mittematemaatiliselt 
mõtle j ad ei piirdu tehtud eeldustega . .lVlind on sageli pahandatud 
selliste lahendustega nagu: «Kõige arukam vaatab peeglisse» või 
«Kõige arukam mõtleb: teiste ninad on tahmased, miks peaksin 
mina erandiks olema». Oige lahenduse saan ma kõige paremini 
jutustada esimeses isikus; andestage, et ma ennast kõige aruka
mana esitlen. Teiste nimed olgu näiteks Kurt ja Hans. Ma möt
len järgmiselt: Kurdil on põhjust naerda, sest ta näeb Hansu 
tahmast nina. Aga ta näeb ka, et Hans naerab. Miks ei tule ta 
siis selle peale, et ka tema nina on tahmane? .lVluidu tema arva
tes Hans ei näeks midagi naeruväärset, välja arvatud juhul, 
kui ka minu nina on tahmane. Nii see olukord siis aga ongi, sest 
Hans naerab edasi ja ka Kurt ei lõpeta naermist, j äreldades, 
Hansu naermisest, et ka tema nina on tahmane. 

See, et tuginetakse kord juba kindlaks määratud eeldustele 
ning järelduste tegemisel peale nende muud midagi ei kasutata, 
ongi matemaatika aksiomaatilises ülesehituses põhiline. Selline 
süstemaatiline ülesehitus muutus eriti tähtsaks siis, kui niinime
tatud «naiivses» matemaatikas tekkisid vastuolud. Selle juurde 
tulen ma aga veel tagasi. Siinkohal tahaksin märkida ainult 
seda, et aksioomidega ei saa kunagi haarata käsitletava objekti 
kõiki omadusi, vaid ainult mõningaid neist. Nii võibki juhtuda, 
et täiesti erinevad objektid, milledel on ainult mõned ühised oma
dused, rahuldavad samu aksioome. Siis öeldakse, et vaadeldaval 
aksioomide süsteemil on erinevaid «mudeleid». Näiteid sel le 
kohta on toodud minu raamatus, mistõttu ma ei taha siin sellel 
lähemalt peatuda. 

Abstraktsioon, millest ka siin juttu oli, etendab olulist osa 
kogu matemaatikas. Juba meie naturaalarvud on tekkinud abst
raktsiooni teel. On teada algelisi rahvaid, kes kasutasid ümmar
P"Uste, lapikute jm. asjade loendamiseks erinevaid arvsõnu; kui 
neil on näiteks seitse sellist arvude jada, siis va j avad nad küm~ 
neni lugemiseks kokku 70 erinevat arvsõna. Aja jooksul kaotab 
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üks neist j adadest oma erilise «värvingu» ja sel viisil muutuvad 
vastavad arvsõnad arvudeks. Näiteks ühe suguharu loendamis
vahendiks olid lapikud konnakarbid ja esialgselt loenelati seal 
lapiJ<uid esemeid järgmiste sõnadega (vastavas keeles): «Üks
konnakarp, kakskonnakarpi, jne.». Aja jooksul aga kadus täie
Iikult konnakarpidega seotud tähendus, nii et nüüd tähendab 
«Ükskonnakarp» lihtsalt «ühte», «kakskonnakarpi» lihtsalt «kah
te» j n e. 

Igaüks võib ka ise jälgida, kuidas kujuneb välja arvu mõiste 
väikesel lapsel, kes meie silmade all kultuurinimeseks areneb. 
Kulub tükk aega, enne kui talle saab selgeks mõistete «kaks 
silma», «kaks jalga», «kaks pähklit» ühine omadus, nimelt nende 
arv. Hall tähis «2» on ainult paljude elavate kahtede sümboliks. 
Seda vaadates peaks meie silmade ette kerkima pilt sellest, kui
das maailma kõik paarid - kaks tuvi, kaks talle, kaks lõvi, 
aga ka kaks jalga, kaks sõna jne. - Noa laevale marsivad. 

Selle peale võib öelda: jah, abstraktse arvu mõiste juurde on 
tõepoolest jõutud elavate, oma värvinguga asjade kaudu, aga 
edaspidi tegeleb matemaatika juba selle värvitu mõistega -
arvuga. Kuid mida matemaatika ühe käega ära võtab, seda 
annab ta teise käega rikkalikult tagasi: maalib värvituks muu
tunud pildi ootamatute, uute toonidega. Kuus õuna, kuus kodu
jänest on näiteks palju huvitavamad kui nendest abstraheeritud 
arv kuus, mida kasutatakse loendamisel. Ent millise omapärase, 
huvitava tooni omandab see kuus, kui avastatakse, et ta on esi
mene täiuslik arv! Seda mõistet arvatavasti kõik ei tunne. Arvu 
pärisjagajaks on iga temast väiksem arv, millega ta ilma jää
gita jag·ub; arvu nimetame täiuslikuks, kui ta on võrdne oma 
pärisjagajate summaga. Näiteks arvu 6 pärisjagajateks on arvud 
1, 2. Ja 3 ning tõepoolest: 

1 ·+ 2 + 3 = 6. 
Avastamisrõõmu, mis on arvatavasti suurim inimlik rõõm, ei 

suuda ükski teine õppeaine pakkuda sellises ulatuses kui mate
maatika. Koolilastelt, keda ma varem õpetasin, olen selles suhtes 
palju õppinud. Mul ei oleks näiteks kunagi mõttesse tulnud haka
ta kaheteistkümneaastaste tüdrukute klassis rääkima Eukleidese 
algoritmist, aga minu õpilased viisid mind ise selleni. Tahaksin 
sellest tunnist jutustada. 

Me tegelesime sellega, et mina ütlesin kaks arvu ning õpi
lased leidsid nende suurima ühisteguri. Väikeste arvude korral 
läks see kiiresti. Ma nimetasid aga järjest suuremaid arve, et 
õpilased tunneksid raskust ning hakkaksid mingit meetodit nõud
ma. Ma mõtlesin, et selleks meetodiks kujuneb algteguriteks 
1ahutamine. 

Arvude 60 ja 48 suurima ühisteguri leidsid õpilased veel 
kergesti: «Kaksteist!» Aga üks tüdruk märkas: «See on ju sama 
palju kui 60 ja 48 vahe.» 
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«See on juhus», ütlesin ma ja tahtsin edasi minna. Aga nad 
ei lasknud mul jätkata: «Öelge meile, palun, selliseid arve, kus 
see nii ei ole.» 

«Hästi. Ka 60 ja 36 suurimaks ühisteguriks on 12, aga nende 
vahe on 24.» 

Uus vahelehüüe: «Siin on vahe suurimast ühistegurist kaks 
korda suurem.» 

«Jah, see ei ole muidugi juhus. Arvude vahe ja ka summa 
jagub alati nende kõigi ühisteguritega.» Tõsi küll, see vajas 
üksikasjalikku selgitust, aga seejärel tahtsin ma juba tõepoo
lest edasi minna. Ometi ei saanud ma seda ikka teha. üks tüdruk 
küsis: «Kas just selle põhjal ei saakski leida meetodit suurima 
ühisteguri leidmiseks?» 

Muidugi saab! See ongi ju Eukleidese algoritmi põhiideel Nii 
loobusin ma oma plaanist ning läksin õpilaste näidatud teed 
mööda. 

Näiteks arvude 116 ja 36 suurima ühisteguri leidmine on 
seetõttu raske, et 116 on väga suur. Aga nüüd me teame, et 
suurim ühistegur peitub ka nende vahes, s. o. arvus 80, aga 80 
on juba väiksem kui 116. Teiselt poolt, iga teguriga millega 
j_aguvad 80 ja 36, jagub ka nende summa 116. Seega me võime 
arvude 116 ja 36 asemel leida hoopis arvude 80 ja 36 suurima 
ühisteguri. Kes ka neid arve liiga suureks peab, võib 80 asemel 
võtta 80 ja 36 vahe 44. Arvude 44 ja 36 suurimat ühisj aga j at on 
juba palju lihtsam leida. Kes aga ka seda vaeva säästa tahab, 
võib 44 asemel võtta nende arvude vahe 8, seejärel 36 asemel 
arvude 36 ja 8 vahe 28, 28 asemel arvude 28 ja 8 vahe 20, 20 
asemel arvude 20 ja 8 vahe 12 ja lõpuks 12 asemel arvude 12 
ja 8 vahe 4. Et aga arvude 4 ja 8 suurim ühistegur on 4, seda 
näeb pimegi. 

Nii said õpilased kätte soovitud meetodi: arve tuleb lahuta
mise teel vähendada nii, et suurima ühisteguri leidmine osutub 
lapsemänguks. 

Loomulikult muutus korduv lahutamine tüdrukutele õige ruttu 
igavaks ja nad märkasid, et see ongi ülearune. Nii näiteks lahu
tasime me äsja 116-st kolm korda 36, kuni j äi järele 8. Siis 
lahutasime selle 8 neli korda 36-st kuni järele jäi 4. Järelikult 
võib mitmekordse lahutamise asemel jagada ning suurema arvu 
asendada jäägiga. Sellega ongi meetod leitud. 

Tahaksin veel mainida, et andekatele õpilastele on matemaa
tikas jõukohane mitte ainult tuntud tulemuste uuestiavastamine. 
Ma tunnen .õpilast, kes oli kaheteistkümneaastane, kui tema esi
mene uus matemaatiline tulemus (mis väljus koolimatemaatika 
raamidest) ilmus matemaatilises ajakirjas. Mõnel teisel alal oleks 
see vaevalt mõeldav. 

Avastuste põhjuseks on ka see, et matemaatilises loomingus 
sisaldub alati rohkem, kui me ette oleme planeerinud. See on 
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üheks ühiseks jooneks kirjandusteostega, mille tegelaste! on 
omaenda elu, milles autor ei saa enam midagi muuta. 

Inimene võttis loendamiseks kasutusele naturaalarvud, aga 
nendel on oma seadused, mida ta ette ei näinud ega saa ka 
enam muuta; ning matemaatikud näevad vaeva sellega, et neid 
avastada. Ka minu õpilased avastasid sageli mõndagi, millele 
ma polnud mõelnudki. Ma tahaksin selle kohta veel ühe näite 
tuua. Ma jutustasin oma armsaimas keskkooliklassis, et on ole
mas arvutuskunstnikke, kes lahendavad üllatava kiirusega keeru
lisi arvutusülesandeid, kuid aeglaselt arvutav matemaatik võib 
neid sageli ületada teatud matemaatiliste seoste tundmise tõttu. 
Muuseas tahtsin ma näidata, kuidas saab kiiresti arvutada 
summat 

I I I I I 
t:2 + 2. 3 + ~4- + 4. 5 + 5. 6- ) 

aga ühtlasi ka iga summat, mis saadakse järgnevate sama tüüpi 
liikmete liitmise teel. Ma palusin oma õpilasi vaadelda neid 
arve hoolikamalt. Lootsin, et mõni neist märkab, et 

1 I 1 
n(n+_f)_n __ n+l' 

sest parempoolset avalctist ühisele nimetajale viies saame 

n+1-n 
n{n+lf' 

kus lugejaks jääb lihtsalt 1. Järelikult saab vaadeldud summat 
kirjutada kujul 

I I I 1 1 1 1 1 I 1 
T-2+2-3+3-4+4-5+5-6. 

Siin koonduvad kõik liikmed peale esimese ja viimase ning otse
kohe võib öelda tulemuse: 

1 5 
l-6=6· 

Oks tüdrukutest tegi aga hoopis teistsuguse tähelepaneku, 
millel ei ole küll midagi ühist kiire liitmisega, ent mis on ise
enesest väga huvitav. Ta märkas, et toodud näites nimetajad 

I · 2, 2 · 3, 3 · 4, 4 · 5, 5 · 6, 6 · 7, 7 · 8, 8 · 9, 9 · 10, ... 

annavad peale korrutamist reeglipäraselt korduvate lõppnumb
ritega arvud: 

2 6 2 0 0 2 6 2 0 

Niisuguse seaduspärasuse üldkehtivust pole tõepoolest raske 
tõestada; ehk on mõnel pärast ettekannet tahtmist selle üle järele 
mõelda. Selles sisaldub ka teatav mängumoment, mis on jällegi 
matemaatika ja kunsti ühiseks jooneks. Võib-olla tunnevad mõ-
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n ed kuulajad kunstnik Düreri vaselõiget «Melanhoolia», millel 
on kujutatud järgmine maagiline ruut: 

I 16 I 3 2 13 
f ____ _ 

1511011118 

1 9 1 6 1 7 112 1 

[:]~;;T14T I=-
Märgitud aastaarv 1514 on pildi valmimise aasta. Ruutu nime
tatakse maagiliseks, sest iga rea või veeru või diagonaali arvude 
liitmisel saame sama summa, nimelt 34. Ent see Düreri ruut on 
veelgi maagilisem. Kui moodustada näiteks nende nelja arvu 
summa, mis seisavad ruudu nurkades, siis saame samuti 34. 
Sama arvu saame ka järgmise lehekülje joonistel ruutu kujun
datud nelinurkade tippudes asuvate arvude summaks. Seda peab 
igaüks muidugi ise järele kontrollima. 

Niisiis varjab Düreri ruut endas ühiselt matemaatika ja 
kunsti mängumomenti. 

Tahaksin rääkida ka ühest paradoksist, nn. Richardi anti
noomiast, mis samuti sisaldab mõningal määral mängumo
menti. 

Kujutleme endale kirjutusmasinat, mis sobib kõigi eestikeel
sete 3 tekstide jaoks. Eeldame, et sellega saab trükkida 95 erine
vat märki, lugedes märkide hulka ka sõnavahe (tühiku). Kui 
selle masinaga hakataks trükkima, siis tuleks näiteks saja mär
giga tekst enamasti välja mõttetuna; ent juhuslikult võib välja 
tulla ka mõistliku sisuga tekst. Kõigi võimalike saja märgiga 
tekstide hulgas esinevad näiteks kõik - nii õiged kui ka valed
abielukuulutused, sest nad koosnevad alati vähem kui sajast 
märgist, kusjuures nende lõppu võib tarbe korral paigutada 
nii palju tühikuid, et saaks kokku 100 märki. Siit on juba aru
saadav, et saja märgiga tekste on väga palju, kuid mitte lõp
mata palju. Esimese märgi valikuks on 95 võimalust, iga esimese 
märgi korral on teise märgi valikuks jälle 95 võimalust, seega 
]{ahe esimese märgi valikuks 95 · 95 võimalust jne. Nii näemegi. 
et saja märgiga tekste on 95100, mis on suur, kuid lõplik arv. 
Nende tekstide hulgas esinevad ka naturaalarvude definitsioo
nid. Nii näiteks on arv 3 defineeritav järgmise tekstiga (millele 

3 Originaalis - saksakeelsete. 
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järgnevad sõnavahed): «Väikseim paaritu algarv». Kuid iga 
naturaalarvu ei saa defineerida sajast märgist koosneva teks
tiga, sest naturaalarve on lõpmata palju. Vaatleme vähimai 
naturaalarvu, mida ei saa defineerida sajast märgist koosneva 
tekstiga. Ma defineerin: «Vähim naturaalarv, mida ei saa saja 
märgi abil defineerida». Võib kontrollida, et see definitsioon koos
neb 58 märgist; kui nende järele trükkida 42 tühikut, saamegi 
täpselt 100 märki. Arvu, mida ei saa defineerida saja märgi 
abil, saab siiski defineerida saja märgi abil. See ongi Richardi 
antinoomia. 
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Selline paradoks annab juba märku, et matemaatika ei ole 
igav «ükskordüks». 

Matemaatika aksiomaatilise ülesehituse eesmärgiks on just 
peamiselt selliste vastuolude väljalülitamine. Mõisted, milledest 
kõneldakse aksioomides, ei kujuta endast midagi konkreetset, 
vaid mistahes objekte, millel on aksioomides väljendatud põhi
omadused. Salaja mõtleb aga igaüks, kes nendega tegeleb, konk
reetsetele objektidele. Ma juba mainisin mitmesuguseid mude
leid, mis võivad rahuldada samu aksioome. 

Kunsti ja matemaatika ühistest joontest tahaksin ma mainida 
veel vaid ühte, vististi kõige erutavamat - kohtumist lõpmatu
sega. üks näide kirjandusest, nimelt Thomas Manni teosest 
«Joseph ja tema vennad»: 

Sügav on mineviku kaev. Kas ei pea.ks teda mitte põhjaluks nimetama? 
Seda isegi siis, ja võib-olla just nimelt siis, kui see on vaid inlmolend, 

kelle minevik on kõne ia küsimuse all... Sest just siis juhtub, et mida 
sügavamalt asja uuritakse, mida kaugemale mineviku allmaailma tungitakse, 
seda enam mittelooditavatells osutuvad inimsuse, tema ajaloo ja siii.JSuse alg
med, ükskõik kui pikalt me oma loodi ka lahti ei keriks, seda enam edast 
ning kaugemale põhjatusse nad taganevad. Oluline on siin just «edasi ja 
kaugemale», sest väljauurimatu mängib meiega narrimängu. Ta pakub pette
peatusi ja teesi/te, millede saavutamisel avanevad üha uued minevikurajad. 

' Ja matemaatikas? Minu raamat, millest ma ei taha siin mi-
dagi tsiteerida, oligi pühendatud just kohtumistele lõpmatusega. 
Siin tahaksin ma näite varal, mida minu raamatus ei leidu, näi
data, kuidas laheneb pinevus, mille toob kaasa lõpmatusega seo
tud elamus. 

Keegi ütleb: «Telliskivi kaalub 1 kilog-ramm ning veel pool 
oma kaalust. Mitu kilogrammi kaalub telliskivi?» 

Võib arutleda selliselt. Kõigepealt kaalub telliskivi 1 kilo 
ning sellele lisaks veel poole telliskivi -kaalu: ~ kilo ja veel 
pool poolest kivist, s. o. veerand telliskivi. Veerandi telliskivi 
kaal on ~ kilo ning pool veerandist telliskivist, s. o. kaheksan
dik telliskivi. Seega kaalub telliskivi 

1 1 
1+2+4 

kilo ning veel kaheksandik telliskivi. Nii läheb see edasi: 

1 + ~ + ! + ! + . . . kuni lõpmatuseni. 

Teiselt poolt on aga selge, et vasakpoolne kaalukauss ühe tellis
kiviga on tasakaalus parempoolse kaalukausiga, millel on 1 kilo
gramm ning pool telliskivi. Pool telliskivi paremal on tasakaalus 
poolega tervest telliskivist vasakul. Seega peab teise poolega 
tasakaalus olema I kilogramm paremal. Järelikult kaalub pool 
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telliskivi 1 kilogramm ning terve telliskivi 2 kilogrammi. Sega
dus lõpmatusse kulgeva liitmisega laheneb: lõpmatu rea 

1 + ~ -f-- ~ + ~ + ... (lõpmatuseni) 

summa on täpselt 2. 

Oleks stiilikohane lõpetada oma ettekanne nii, nagu see toi
mub muusikas pinevuse lahendamisel. Mõned kuulajad aga pea
vad seda kindlasti puuduseks, et siin ei ole öeldud ühtegi sõna 
matemaatika praktilisest rakendamisest. Kuid selles suhtes ei 
vaja matemaatika mingit kaitsekõnet. On ju üldiselt teada, et ta 
on hädavajalik peaaegu kogu inimloomin gus, eriti aga maj an
duslikus loomingus. Ma tahtsin veenda neid, kes teda kasuli
kuks, kuid värvituks ja kuivaks, paratamatuks nuhtluseks peavad. 
Ma ise töötan alal, mis on tekkinud matemaatika seesmiseks 
otstarbeks. See on nn. rekurssiivsete funktsioonide teooria, mille 
kohta ma ei oleks võinud uneski näha, et teda saaks ka prakti
liselt rakendada. Aga tänapäeval? Minu raamat rekurssiivsetest 
funktsioonidest oli teiseks ungari matemaatiliseks tööks, mis 
Nõukogude Liidus on välja antud ning just sel praktilisel põh
jusel, et tema sisu on muutunud hädavajalikuks arvutusmasinate 
teoorias. Ja nii juhtub varem või hiljem kõigi nn. puhta mate
maatika harudega. Oma ettekandes tahtsin ma näidata, et mate
maatikasse võib armuda ning seejuures pole kunagi põhjust 
karta, et tegeldakse millegi kasutuga. 

ARVAMUSI MATEMAATIKAST 

Kes on matemaatikale pühitsetud, need leiavad sealt naudinguid, mis on 
analoo{!ilised kunsti ja muusika poolt palwtavaile. Nad imetlevad arvude ja 
kuiundile peent harmooniat; nad on vaimustatud, kui mõni uus avastus avab 
neile ootamaluid pespektiive; ja röõm, mida nad niiviisi tunda saavad - eks 
ole ju seegi oma loomult esteetiline. ehkki meeltel pole seal ming!t osa? ... 

. . . Sellepärast ma ei kõhklegi ütlemast, et matemaatika on seda väiirt, et 
teda kultiveeritaks tema enda pärast, ja et see peaks samavõrra kehtima ka teoo
riate suhtes,· mida ei saa füüsi!wle rakendada. 

H. Poincare, 1897. 

* * 
* 

See ei olnud ai n u l t püüdlemine universaalsete haridusele, mis tõmbas 
kõiki renessansi suuri meistreid, nagu Brunellescot, Leonardoda Vincit, Raffaeli, 
Michelangelot ja eriti ka Albrecht Dürerit vastupandamatu jõuga matemaatiliste 
teaduste poole. Nad olid teadlikud, et ko{!u individuaalse kujutlusvõime vaba
dusele vaatamata allub ka kunst paratamatuse seadusele, ja ümberpöördult: oma 
loogilise ülesehituse kogu ranguse juures järgib ka matemaatika ilu seadust. 

F. Rudio. 

57 



ARVRIDADEST 

E. Tiit 

Lõpliku hulga arvude liitmine ja lahutamine on kõigile tut
tav juba algkoolipäevilt. Keegi ei kahtle selles, et kui on. antud 
2, 3 või isegi 1000 arvu (positiivset või negatiivset), siis saab 
alati leida nende summa. Samuti on üldtuntud, et liidetavate 
järjekorra võib valida vabalt, nii kuidas see mugavamana tun
dub - ilma, et summa väärtus sellest muutuks. Arvude liitmisel 
võime neid ka rühmitada, näiteks 

23 + 9 + 17 -~ 40 + 11 = (23 + 17) -/- (9 -f- Il) -~ 40 ·= 

= 40-1- 20 -+ 40 = 100. 
Mõnikord võib aga tekkida vajadus lõpmata paljude liideta

vate summa leidmiseks. Näiteks selle kohta on kasvõi telliskivi 
kaalu leidmine eelmises artiklis (vt. lk. 56). Mida aga sellise 
summa all üldse mõistetakse? Ei saa ju tegelikult liita lõpmata 
palju arve: ükskõik kui mitu arvu me ka kokku liidaksime, on 
saadud summa ikkagi vaid lõpliku arvu liidctavate summa. 

Lõpmatu hulga liidetavate summat 

a1 + a2 -j- a3 -+ ... 
nimetatakse arvrea k s. Arvrea summa defineeritakse liideta
vate lõplike summade piirväärtusena liidetavate arvu lõpmatul 
kasvamiseL Sellise summaga puutume kokku juba keskkoolikur
suses: nimelt tuletatakse seal lõpmatult kahaneva geomeetrilise 
progressiooni summa valem. 

Lõpmatut summat ehk arvrida kasutatakse väga paljude 
matemaatiliste probleemide puhul ja kaugeltki mitte p.lati pole 
tema summa leidmine nii lihtne nagu geomeetrilise progressiooni 
korral. Selliste summade uurimiseks on isegi välja kujunenud 
kõrgema matemaatika haru - r i d a d e teo ori a. 

Vaatleme mõningaid näiteid. 
Näide 1. Keskkoolis defineeritakse ringi pindala korrapärase kõõlhulknurga 

pindala piirväärtusena hulknurga külgede arvu piiramatui kasvamiseL Selle 
definitsiooni abil võime ringi ümbermõõtu kasutamata arvutada ringi pindala 
ning seega ühtlasi kontrollida n arvulist väärtust. 

Valime hulknurkadeks kõigepealt ruudu, siis korrapärase kaheksanurga, 
korrapärase 16-nurga, jne. Nõnda toimides e'i tarvitse me iga kord arvubida 
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tervet hulknurga pindala, vaid vmme piirduda juurdetekkinud kolmnurkade 
pindalade liitmisega varem saadud pin<lalale. Ringi pindala avaldub siis lõp
matu rea S 1 + 4S(2) + 8S(3) + l6S(4) + . :. + 2nS(n) + . . . summana, kus 
sl on ruudu pindala, S(n) aga 2n-nurga ühest ja 2n+I-nurga kahest küljest 
moodustunud kolmnurga pindala 
(vt. joon. 1). Seega 2nS (n) on 
korrapärase 2n+I-nurga pindala sn 
ja korrapärase 2n-nurga pindala 
sn-1 vahe. 

Olgu ringi raadius 1. Siis 

ruudu pindala S 1 = (V2) 2 = 2 ja 
8-nu'rga p:ndala S2 = S 1 + 4S(2), 
kus S (2) on kolmnurga A 1A2As 4 " 
pindala. Et 

ja nurk 
6 

A1AsA2 = -g· 180° = 135°, 

siis 

1 - y2 
S(2) = 2 · V 2 ·~tan 22°30' = 

= 0,2071 ning s2 = 2,828. 

A, 

Joonis J. 

Leiame nüüd 16-nurga pindala S 3 =----= S 1 + 4S(2) + 8S(3), kus SP) on 
kolmnurga A 1A 6A5 pindala. Et 

S(a)· = _!__. ___ 1 ~- tan 11°15' 
2 V2 eos 22°30', 2V2 eos 22°3Õ-, 

siis s3 = 3,062. 
Mida rohkem liidetavaid me sellise protsessi käigus leiame ning summale 

lisame, seda täpsema väärtuse saame ringi pindalale (eeldades muidugi, et 
me teostame arvutused küllaldase täpsusega). Ringi pindala täpset väärtust, 
mida väljendab lõpmatu rea summa, me aga tegelikult liitmise ted leida ei 
saa, kuigi võime pindala arvutada kasvõi näiteks 100 õige kohaga. 

Näide 2. ühes looduslikult kaunis kohas asuva turismibaasi külalisraa
matusse kirjutab iga külastaja oma nime. Kui palju nimesid koguneb üldse 
sellesse külalisraamatusse (oletame, et raamatu täissaamisel asendatakse 
see uuega, kusjuures loetelu jätkub)? Allkirjad e arv raamatus avaldub rea 

n1 + n2 + n3 + ... 
summana, kus n1 on vaatamisväärsust esimesel päeval külastanud turistide 
arv, n2 - teisel päeval käinud külastajate arv jne. 

Toome nüüd sisse mõned lõpmatute ridadega seotud mõisted. 
Rea 

a1 + a2 +aa+ ... 
osa summaks sn nimetame rea esimese n liikme summat: 

s 1 = a 1, s2 = a1 + a2, ... , 

Sn = al + a2 + . . . + an. 
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Rida nimetatakse koo n du va k s, kui tema osasummade ja
dal s1, s2, s3, ... on lõplik piirväärtus s =·lim sn, s. t. iga posi

n~'X) 

tiivse arvu e korral leidub selline arv N, et 
lsn- sl < e iga n> N korral. 

Osasummade jada piirväärtust s nimetatakse rea summaks 
ja kirjutatakse 

a1 +- a2 -+ a 3 + ... =s. 
Kui aga rea osasummade jadal pole lõplikku piirväärtust, siis 

nimetatakse rida h a j u v ak s. Nii osutub hajuvaks rida näites 
2: tõepoolest, siin ei lähene osasummade väärtused mingile lõp
likule piirväärtusele, vaid nad saavad igast lõplikust arvust suu
remaks (kui vaid allkirju küllalt kaua kog·utakse). Sellisel juhul 
kõneldakse ka, et rea summaks on +oo. Hajuva rea summaks 
võib olla samuti -oo, seda siis, kui rea osasummad saavad väik
semaks igast etteantud negatiivsest arvust 1• 

ja 

Näide 3. Aritmeetiliste progressioonide 
-I-2-3-4- ... 

I OO + 99 + 98 + . . . + I + 0 -- I - . . . - 99 - I OO - I 01 -- ... 
summaks on mõlemal -co. Ehkki teise rea osasummad esialgu kiiresti kas
vavad, nii et IOO liikme summa on 5050, on 201 liikme summa juba 0 ning 
edaspidi osasumma d kahanevad järjest. 

Leidub aga ka selliseid hajuvaid ridu, mille summa ei ole ei 
+oo ega ka -oo. Niisugused on järgnevates näidetes toodud 
geomeetriliste progressioonide summad. 

Näide 4. Rea 
I - 2 + 4 - 8 + I6- 32 + 

osasummad on järjest I, --I, 3, -5, Il, -2I, .... Kuigi nende absoluut
väärtused lähenevad lõprnatusele, ei saa kõik osasummad (alates mingist 
kohast) ometi ei suuremaks ega ka Yiiiksemaks ühestki arvust. Seega pole 
vaadeldaval real ei lõplikku ega kct lõpmatut summat: meil on tegemist 
nn. võnkuva reaga. 

Näide 5. Vaatleme rida 
. 1-1--j-I-1-[-I-I+I---- ... , 

mille osasummad on järjest 1, 0, 1, 0, 1, . . . . Sellele real e on tähelepanu 
pühendanud mitmed teadlased, sealhulgas ka kaks oma ajastu geniaalseimat 
matemaatikut - G. W. Le ib n i z ja L. E ul e r, kelle nimede järgi vaadel
davat rida vahel ka nimetatakse. Omapär::~se järeiduseni jõudis selle rea 
kaudu Leibnizi kaasaegne, munk Guido Grandi 2• Kasutades geomeetrilise 
progressiooni summa valemit teguriga --1, leidis ta, et 

l - 1 ·+ I - I + 1-- ... = 1 + ( -1) -i- (-I) 2 + (-I) 3 + ... = -1-_ ~ :=_-:_ f) = + . 
1 Niisuguseid ha juvaid ridu nimetatakse vahel ka +<Xl-eks ning -<Xl-eks 

koonduvateks, et neid eraldada näidetes 4 ja 5 kirjeldatavast hajuvate ridade 
tü ühist. 

2 Näide pärineb raamatust: Kr b e k, F., Uber Zahlen und Oberzahlen. 
Leipzig, 1964, lk. 93. 
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Teiselt poolt aga 

1-1 + 1-1 + 1-l + l- l ... = (1--l)+(l-l)+(l- l)+ 

=O+O+O+ ... , 
ja kaht tulemust kokku võttes 

I 
O+O+O+O ... = 2! 

Viimase võrdusega «tõestas» Grandi, et jumal võis maailma luua eimillestki! 
Selle «tulemuse» analüüsimiseks vaatleme, millistel ridadel võib üldse 

olla summa. 

Rea hajuvuse näitamine osutub sageli väga lihtsaks, kui ar
vestada, et koonduva rea üldliige läheneb nullile. Tõepoolest, et 
an= Sn- Sn-I, siis koonduva rea korral 

lim an = li m s n - lim s n-1 =· s - s = 0. 
n~ oo 

Sellest tunnusest järeldub, et iga rida, mille üldliige ei lähene 
nullile, on hajuv. Seetõttu on kõik näidetes 2-5 vaadeldud read 
hajuvad. Nüüd selgub ka viga Grandi arutlustes (vt. näide 5): 
Euleri rida 1 - 1 + 1 - 1 -t- ... on hajuv ning tal ei ole lõp
likku summat. 

Kahjuks ei järeidu rea üldliikme lähenemisest nullile veel 
rea koonduvus. 

Näide 6. Kahes linnas A ja B kuulutati välja vabatahtlik korjandus. Lin
nas A annetab esimene isik A1 rahakoguse a1 = lOO; isik A2 ei raatsi anda 
sama palju, kuid ei tihka ka panust palju vähendada, annetades a2 = 90; 
isik A3 annetab 90% A2 panusest, A4 jällegi 90% A3 annetusest jne. 

Teises linnas B sattus esimeseks annetajaks 8 1, õige kitsi inimene, kes 
andis kõigest rahakoguse b 1 = 1; järgmine annetaja 8 2 ei ole ka liiga hähe-

lk k .. 'd t I - b I Ed . . .. d b 1 b l i , arp1 es panus poo e vorra: 2 = 2 . asi Jargneva 3 = 3, 4 = 4 ..... 
Kummas linnas koguneb varem korjanduskarpi rahakogus 2000? 

Vaatleme kõigepealt linna A. Annetused moodustavad geomeetrilise pro
gressiooni, kus 

a 1 = 100, a2 = 90, a3 = 81, ... , aw= 38,7, 
ja 

lOO 
s= 1-0,9 = 1000. 

Seega oleks annetuste kogusummaks lõpmata paljude annetajate korral vaid 
1000, rahasummat 2000 ei õnnestu aga selliste annetuste korral kunagi ko
guda. 

Püüame nüüd analüüsida korjanduse käiku linnas B. Annetused moodus
tavad siin rea 

1 I 1 
1 +-+-+-+ 2 3 4 

mida nimetatakse h armooni 1 i s e k s. Kuigi selle rea üldliig·e läheneb nui
lile, osutub rida ometi hajuvaks, nii uskumatu, kui see esimesel pilgul ka ei 
tundu. Tõepoolest, selle rea osasummad sn saavad suuremaks igast lõplikust 
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arvust. Viimase väite põhjendamiseks rühmitarne rea liikmed alates teisest, 
võttes n-dasse rühma 2n-1 liiget: 

1 (1 1) (1 1 I 1) (I I I ) 
I+ 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 +S + 9 + IO + ... + I6 + 

( 
1 1 1 ) + 17 + 18 + ... + 0:2 + .... 

Igasse rühma kuuluvate liikmete summa on lihtsalt hinnatav: 
1 1 1 1 1 I 
2 = 2n-I. '1. 11- < 2n-1 +I+ 2n-1 +2 + · · · + L_ll < 2n-l · 2n-1 = 1• 

kusjuures vasakpoolses võrratuses kehtib võrdus ainult juhul n= I. Kasuta
des seda hinnangut n esimese rühma kohta, saame võrratuse 

n 
I+2<s 2n<I+n (n.>l), (1) 

millest järeldubki, et 

Nii on linnas B tõepoolest võimalik koguda 2000-line rahasumma, kui 
vaid annetajaid on küllalt palju. Vajaliku annetajate arvu M täpne määra
mine on siin aga väga keerukas. Võrratusest ( 1) saame siiski hinnangu 

S2M-1 < M < S22/11-2' 

millest järeldub, et ülesandes nõutud rahakoguse karjamiseks on tarvis 
rohkem kui 21999 = 10600 annetaja panuseid. (Inimeste arv maakeral on 3 • 109, 

seega tuleks maakera igal elaniku! käia korjanduskasti juures umhes 3 · 10590 

korda. Olgu märgitud, et 75-aastane eluiga viiltab umbes 2,4 · 109 sekundit!). 

Viimase näite kogemuste varal veendume, et rea koondumi" 
seks on vähe sellest, kui tema liikmed lähenevad nullile. Kuidas 
siiski kindlaks teha rea koonduvust? Otseselt koonduvuse defi
nitsiooni alusel on seda sageli üsna raske otsustada, sest rida 
uurima asudes ei ole meil ju tavaliselt teada tema summa s. See
tõttu ongi tuletatud väga mitmesuguseid koonduvustunnuseid~ 
mis paljudel juhtudel võimaldavad lihtsalt selgitada vaadeldava 
rea koonduvust. Tutvume neist mõnega. 

Suhteliselt lihtsam on uurida nn. p o s i t i i v s et e 1 i i km e
te ga rida d e (s. t. ridade, mille kõik liikmed on positiivsed) 
koonduvust. Selliste ridade osasummade jada on monotoonselt 
kasvav. Alati, kui real eksisteerib lõplik summa s, on osasum
mari sn tõkestatud: 

Sn <S. 

Reaalarvude omaduste põhjal on otge ka vastupidine väide: 
positiivsete liikmetega rida koondub, kui tema osasummad on 
tõkestatud, s. t. kui leidub selline arv M, millest vaadeldava rea 
kõik osasummad on väiksemad: 

sn < M iga n korral. 
Märgime, et seda positiivsete liikmetega rea omaelust kasutasime juba esi

meses näites. Me võisime olla kindlad, et ringi pindala väljendav rida koon
dub, sest ringi sisse joonestatud hulknurga pindala on alati väiksem 
ükskõik millisest sama ringi ümber joonestatud hulknurga pindalast. 
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Positiivsete liikmetega ridade koonduvuse või hajuvuse kind
lakstegemiseks saab kasutada ka võrdlemisi teiste ridadega, mille 
~<käitumine» meil on juba teada. Sellise võimaluse annab nn. 
r i d a d e võ r d Ius tunnus. -

Kui ridade 
a1 + a2 + a3 +- (2) 

ja 
bl + b2 + b3 + (3) 

liikmeid seob võrraius 
0 <an< bn (4) 

vähemalt alates mingist n väärtusest N, siis rea (3) koonduvu
sest järeldub rea (2) koonduvus ja rea (2) hajuvusest rea (3) 
hajuvus. 

Tõestarne tunnuse kõigepealt eeldusel, et võrratus (4) kehtib iga n kor
;·al. Kui rea (3) osasummad s' n= b1 + b2 + ... + bn on tõkestatud, on 
seda ka rea (2) osasummad sn, sest sn <; s'n• ja järelikult rida (2) koondub. 

Vastupidi, kui rida (2) hajub, siis peab kindlasti olema Jim sn =oo, sest 
n~ oo 

positiivsete liikmetega rea osasumrnad kasvavad. Et s' n;?- s
11

, siis ka lirn s' n= 
ll~CC 

=OO· 

Et lõpliku hulga liikmete ärajätmine või juurdeliitmine ei muuda rea 
koonduvust ega hajuvust, on tõestus läbiviidav ka üldjuhul. 

Tunnuse tegeliku} rakendamisel tuleb eriti jälgida seda, kas 
võrratus, mis näib realiikmete vahel kehtivat, jääb tõepoolest 
jõusse iga n korral. Nii paistab näites 6 esialgu, nagu oleks 
täidetud võrraius an> bn. Et rida a1 + a2 + . . . seal koondub, 
siis peaks sellest järelduma ka teise rea koonduvus. Osutub aga, 
et see võrratus kehtib ainult esimeste liikmete korral. Kuid juba 

a10o < 1 ~0 = b1 00 , ning edaspidi jääb täidetuks võrraius (4), 

mis ei võimalda rea (2) koonduvusest teha ming·it järeldust rea 
(3) koonduvuse kohta. 

Ridade võrdlustunnuse abil saab tuletada mitmesug·useid 
teisi koonduvustunnuseid. Esitame neist d'A I e m b e rt i tu n
n us e, mis põhineb võrdlemisel geomeetrilise progressiooniga. 

Eksisteerigu positiivsete liikmetega rea (2) korral piirväärtus 
a 

lim n+l =D. 
n~oo an 

Kui D < 1, siis see rida koondub, kui D> 1, siis rida hajub. 

Tõestarne kõigepealt selle tunnuse esimese poole. Olgu D< 1. Võtame 
mingi q vahemikust D< q < 1, siis piirväärtuse definitsiooni põhjal leidub 
kindlasti indeks N nii, et 

an+l -a- < q, kui n> N. 
n 
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Kasutades jällegi lõpliku arvu realiikmete ärajätmise võimalust, oletame, 
et see võrratus kehtib iga n korral. Siis saame võrratused: 

an+I < anq < an-Iq2 < ... < a,qn 

ja seega on iga realiige an väiksem geomeetrilise progressiooni liikmest 
a 1qn-I. Ridade võrdlustunnuse põhjal selline rida koondub. 

Rea hajuvus juhul D> 1 järeldub asjaolust, et sel korral alates teata-

vast "indeksist an+l > 1 ehk an+I >an, mistõttu rea üldliige an ei saa 
On 

läheneda nullile. 

Kahjuks ei anna d'Alemberti tunnus meile vastust rea koon
duvuse kohta juhul, kui D = 1. 

52 53 54 5n 
Näide 7. Uurime rea 5 + 2f + 3T +41+ · · · +n! + · · · 

koond uvust. Et 
. an+I . Sn+ln! . 5 

hm -- = hm - --- - -- = hm - -- = 0 < 1 
n--'?OO an n--'?OO (n+1)!·5n IL--'?00 n+I ' 

siis peab see rida koonduma. 

Positiivsete liikmetega read koonduvad vaid siis, kui nende 
üldliikmed lähenevad küllalt kiiresti nullile. Ometi leidub ridu, 
mis on alati koonduvad, kui vaid rea üldliige läheneb nullile. 
Need aga ei kuulu enam positiivsete ridade hulka, vaid sisalda
vad ka negatiivseid liikmeid. Kehtib nimelt järgnev Le ib n i z i 
koo n du v ust un n u s. 

Vahelduvate märkidega monotoonselt kahanevate liikmetega 
rida 

c1- c21 + c3 - c4 + 
koondub alati, kui 

0 < Cn+l < Cn (n= 1,2, ... ) 

lim Cn = 0. 
n-'? OO 

Tõestuse idee esitame geomeetriliselt. Joonisel 2 kujutavad 

Joonis 2. 

lõigu d realiikmeid an= (-1) n-1c11 , viirutatud osa kõrgus aga 
rea osasummasid. Joonise abil veendume, et paarisindeksitega 
osasummad s2n järjest kasvavad, paaritute indeksitega osasum
mad s2'n-I aga kahanevad, kusjuures nende vahe S2n-I - s2n = 
= c2n läheneb nullile, mistõttu rida koondub. 
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ühtlasi näeme, et saame summale s hinnangu: 
0 <s< c1. 

Toome nüüd näite 3, mis manitseb meid ettevaatusele iõplike 
summade omaduste ülekandmisel lõpmatutele ridadele. 

Näide 8. Tõestame, et iga arv võrdub poolega enesest. Selleks vaatleme 
rida 

1 I 111111 1 1 I 
1 -- 2 + 3 - 4 + s - 6 + 1 - s + 9 - 1 o + n- - 12 + · · · 

Leibnizi tunnuse põhjal koondub see rida ning tema summa s rahuldab võr
ratusi 0 <s< 1 (muide, s,= !n 2 = 0,6931). Korrutame rea kõik liikmed 
kahega; vastavalt kahekordistub ka summa: 

,21212121 21 
2 - 1 -~- 3 - 2 + S - 3 + 7 -- 4 + 9 - 5 + TI - 6 + · · · = 2s · 

Kirjutame nüüd viimase rea veidi teisiti: 

(2 - 1 )-~+G-D-~+G-D-k+(~-D- ··· = 2
S. 

See on tõepoolest sama rida: siin on kasutatud kõiki tema liikmeid, igaühte 
ainult üks kord ja ühtegi pole välja jäetud; sulgude asetamine aga asja sisu
liselt ei muuda (need võiks ka ära jätta). Kui me nüüd teostame sulgudes 
märgitud tehted, saame esialgse rea 

1 1 1 1 1,1 
1 --2+3-4+~-6 1 7+ 

mille summa oli teatavasti s. 
Järelikult s= 2s! 
Ilmselt peab siin kuskil olema viga l 

Rea summa muutumist põhjustab nimelt tema liikmete ümberjärjestamine. 

Vaadeldud näites me tõime ju liikme - ~ neliandalt kohalt kolmandale, 

1 1 
liikme - 3 - kuuenclaft viiendale, liikme ·- 4 -- kaheksandalt kuuendale, 

1 
lijkine --

6
-- kaheteistkümnendalt üheksand::dc jne. Vastavalt nihkusid taha-

poole positiivsed liikmed: uues reas on iga positiivse liikme järel kaks nega
tiivset. Tõsi, rida on sama, s. t. esialgse rea igale liikmele on leitud koht 
uues reas ning pole juurde võetud ka uusi liikmeid, kuid kõigi realiikmete 
järjekorranumbrid (peale kahe esimese) on muutunud nii, et negatiivsed nih
kusid ettepoole, nende n.-ö. «tihedus» suurenes, positiivsed aga jäid taha
poole. Sellise ümberpaigutuse mõjul on rea iga osasumma muutunud väikse
maks, kusjuures osasummade jada koondub endisest väiksemaks arvuks. 
Seetõttu ongi saadud rea summa väiksem lähterea summast. 

Toodud näitest ilmneb veel üks oluline erinevus lõpliku ja 
lõpmatu summa vahel: viimase korral ei või alati muuta liikmete 
järjekorda. Kerkib küsimus, millal on lõpmatu rea korral liik
mete ümberjärjestamine lubatud, millal mitte? Selle selgitami
seks tutvume kõig·epealt rea absoluutse ja tingimisi koonduvuse 
mõistetega. 

3 Näide pärineb raamatust Doi1a, /1., MaTf:MaTHKa n npas.n:ono.Ao6Hble pac
cy:>KAeHIUI. M., 1957, lk. 54. 

5 Matemaatika ja kaasaeg VIl 65 



Vaatleme koos reaga ka selle rea liikmete absoluutväärtustest 
moodustatud rida; positiivsete liikmetega rea puhul (näited 1, 2, 
6~ 7) langevad mõlemad read ühte, muude ridade puhul aga 
mitte. 

Rea koonduvusest ei tarvitse alati järeldada tema absoluut
väärtustest moodustatud rea koonduvus. Nii on näiteks koonduva 
rea 

1 1 1 1-2+a-4+ ··· 
liikmete absoluutväärtustest moodustatud reaks 

I+}+~+!+ ... , 
s. t. harmooniline rida, mis, nagu j uba teame, hajub. 

Ridu, mille liikmete absoluutväärtustest moodustatud rida 
koondub, nimetatakse ab so I uut s e 1 t koo n du va k s. Saab 
tõestada, et iga absoluutselt koonduv rida koondub ka tavalises 
mõttes. 

Ridu, mis ei ole absoluutselt koonduvad, nimetatakse t i ng i-
mi s i koo n du vat eks. Sellises reas peab olema lõpmata 

Joonis 3. 

palju nii positiivseid kui ka negatiivseid liikmeid ja neist mõle
matest moodustatud read peavad hajuma. Niisuguste ridade 
kohta tõestas R i ema n n möödunud sajandi keskel järgneva 
teoreemi, mis kannab tema nime. 

Tingimisi koonduva rea liikmete ümberjärjestamJsel võib 
saada mistahes reaalarvuks koonduva rea. 

Selle teoreemi ranget tõestust me siin ei esita, küll aga illust
reerime tõestuse põhiideed geomeetriliselt joonisel 3. 

Oleval .on kujutatud lähterida, all aga ümberjärjestatud rida, 
mille summaks me soovime saada s'. Selleks liidame kõigepealt 
niipalju positiivseid liikmeid, et summa parajasti ületaks s', siis 
võtame esimese negatiivse liikme. Kui selle liitmise järel jäi 
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summa väiksemaks kui s', siis lisame jällegi ühe või mitu posi
tiivset liiget seni, kuni summa parajasti ületab s'; kui esimese 
negatiivse liikme liitmine ei muutnud summat s'-st väiksemaks, 
liidame negatiivseid liikmeid mitu, kuid ikka ainult seni, kuni 
summa saab parajasti s'-st väiksemaks ja asume siis positiivsete 
liikmete liitmisele. Nii saame olukorra, kus osasumma s' n erineb 
s'-st vähem kui maksimaalse seni kasutamata jäetud realiikme 
võrra; et me neid aga järjest kasutame, sealjuures nii, et kõigi 
positiivsete realiikmete omavaheline järjestus jääb muutumatuks 
(samuti ka kõigi negatiivsete oma), ja lähterida oli koonduv, siis 

s' n+ s'. 
Sama rida võib ümber järjestada ka võnkuvaks hajuvaks 

reaks (vt. joonis 4), aga samuti hajuvaks reaks, mille summa on 

loonis .:J. 

näiteks +CXJ. Kuid ka sellise ümberjärjestamise korral tuleb ära 
kasutada kõik negatiivsed realiikmed, kuigi neid võib paigutada 
ritta kuitahes «hõredalt» (vt. joonis 5). 

loonis 5. 

Absoluutselt koonduva rea summa ei muutu aga m;ngi ümber
järjestamise puhul. 

Näide 9. Vaatleme rida 
I 1 I I 2 

l- 2+4-8-1- I6-... ;f' 

Proovime seda rida ümber järjestada näiteks reaks, mille summa on 2. 
Selleks oleks tarvis kõigepe~lt leida positiivsete liikmete summa, mis on 

suurem kui 2. Kuid näeme, et 
I 1 4 

I+4+I6+ ... =3< 2• 
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seega niisuguse summa saamiseks ei piisa ka rea kõigist positiivsetest liik
metest. 

Okskõik missuguse suuruse s'> ~ me ka valiksime soovitavaks uueks 

2 
summaks, alati tuleb kätte nappus positiivsetest liikmetest, kui aga s'< 3• 
siis ei jätku negatiivseid liikmeid. 

Olgu märgitud, et kaasaegses ridade teoorias vaadeldakse 
eeskätt h a j u v a i d r i d u, sea des viimastele teatud summee
r im i sm e net Ius te abil vastavusse sobivaid summasid ( üldi
semas mõttes) .4 

üheks lihtsamaks ja vanemaks summeerimismenetluseks on 
a r i t m e e t i I i st e keskm i st e me net Ius, mis defineerib 
iga rea summa selle osasummade aritmeetiliste keskmiste jada 
piirväärtusena. Saab tõestada, et see menetlus seab igale koon
duvale reale vastavusse tavalise summa, aga mõnelegi hajuvale 
reale saame omistada lõpliku summa. Näiteks Euleri rea osa
summade aritmeetilised keskmised on 

s'r = sr = I· s'z =St+ s2 = .!___+ 0 = _!_ • ' 2 2 2 , 

I I+O+l 2 s3=-
3
--= 3 ; 

' 1 
S 2n =--;;:; 

ja seega Jim s' n·= ~ . Seda seost märgitakse järgmiselt: 

1 
Cr(l-1-j-I-I+I ... )=2, 

kus C1 on aritmeetiliste keskmiste menetluse tähis (matemaatik 
E. C e s ä r o nime järgi, kes seda menetlust on uurinud). Seega 

1 
on tõepoolest võimalik saada Euleri rea summaks :L, nagu seda 

kasutas juba Grandi, kuid see pole enam summa tavalises 
mõttes. 

Hajuvate ridade uurimisele on pühendatud paljude Tartu 
matemaatikute (prof. G. Ka ng· r o ning tema õpilaste - S. Ba
ron i, E. Jüri m ä e, E. Re im e r s i, T. Sõrmus e, M. T õ n
nov i jt.) teaduslikud tööd. 

4 Tutvumiseks ridade teooria mõningate probleemidega võiks soovitada 
elementaarseJt· kirjutatud raamatut: Ma pK y IIl e B H lf, A. 11., PH)l.bi. M., 1957. 
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UUS KLASSIVÄLISE Töö VORM 

Jevgeni GabovitS 

M. V. Lomonossovi nimelise Moskva Riikliku Olikooli Meh
haanika-Matemaatikateaduskonna juures töötab juba kaks aastat 
uus matemaatikakool vanemate klasside õpilaste jaoks. Töö koo
lis on korraldatud kaugõppe korras. Kooli sisseastumiseks tuleb 
sooritada eksam, mis seisneb ülesannete kompleksi kirjalikus 
lahendamises. 

Oppetöö koolis kestab kaks aastat. Neile, kes kahe aasta jook
sul on edukalt lahendanud esitatud ülesandeid, antakse välja 
Moskva ülikooli kaugõppe matemaatikakooli lõputunnistus. 

Kooli peamiseks organisaatoriks ja selle teadusliku nõukogu 
esimeheks on üks silmapaistvamaid nõukogude matemaatikuid, 
NSVL TA korrespondentliige I. M. G e I f an d. 

Kaugõppe matemaatikakooli organiseerimisega avanes Mosk
va matemaatikute} võimalus luua otseseid sidemeid meie maa 
kõige erinevamaie piirkondade andekate noortega. Kuid eeskätt 
on see kool mõeldud VNFSV keskoblastite maanoortele. Teiste 
vabariikide õpilaste jaoks kavatsetakse luua kaugõppekooli filiaa
lid kohalike ülikoolide ja pedagoogiliste instituutide juurde. Sel
lised filiaalid on juba alustanud tegevust Kasahstanis, Ukrainas 
ja Valgevenes. 

Kuidas on korraldatud töö kaugõppe matemaatikakoolis? 
Igale selle kooli õpilasele saadetakse regulaarselt välja ülesan
ded ning Moskva ülikooli õppejõudude poolt otseselt matemaa
tikakooli jaoks kirjutatud brosüürid (neist on osa paljundatud 
rotaprindil, osa aga ilmub raamatukestena sarjas «Matemaatika. 
Füüsika-matemaatikakooli raamatukogu»). Selles sarjas on seni 
ilmunud kaks brosüüri: «Koordinaatide meetod» ning «Funkt
sioonid ja graafikud». Kummagi brosüüri kaasautoriks ja ka 
kogu sarja toimetajaks on I. M. Gelfand. Brosüürid on kirju
tatud niisuguses vormis, et lugejal tekib mulje, nagu ta vestieks 
õppejõuga. Märgime siinkohal, et oleks kasulik tõlkida eesti 
keelde nii selles sarjas juba ilmunud kui ka edaspidi ilmuvad 
brosüürid. 

ülesannete lahendusi kontrollitakse väga hoolikalt, kusjuures 
ühe õpilase töid parandab mõlema õppeaasta jooksul üks ja 
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sama isik (üliõpilane või aspirant). Hinnete panemi~se1le kaasneb 
iga vea üksikasjalik kirjalik analüüs. Seejuures pööratakse en
list tähelepanu matemaatilise mõtlemisviisi juurutamisele ja 
matemaatilise kultuuri tõstmisele. 

Moskva kaugõppe matemaatikakooli 1965.-1966. õppeaasta 
sisseastumiseksarni ülesanded on järgmised: 

I. Tõestada, et täisarvud N6 ja N lõpevad mõlemad ühe ja sama 
numbriga. 

2. Nelinurga ABCD sisse on joonestatud ringjoon keskpunktiga punk
tis 0. Tõestada et nurkade AOB ja COD summa on 1800. 

3. Lahendada võrrand lx- li- 2lx- 21 + 3 lx- 31 = 4, kus :ai tähen
dab arvu a absoluutväärtust: 

!al= J a, kui a > 0, 
' l -a, kui a < 0. 

(Tuletame meelde, et võrrandi lahendamine tähendab kõikide niisuguste 
arvude leidmist, mis seda võrrandit rahuldavad, kusjuures tuleb ka tõestada, 
et muid selliseid arve pole olemas.) 

4. Maleturniirist võtsid osa viis maletajat. Millised olid selle turniiri 
kõikide micingude tulemused, kui· on teada, et a) iga maletaja mängis iga 
teise osavõtiaga ja seejuures ainult ühe korra; b) mängu võitjale antakse 
üks punkt, kaotajale aga null punkti, viigi puhul saab kumbki maletajatest 
pool punkti; e) kõik maletajad kogusid. erineva arvu punkte; d) turniiri 
võitja ei teinud ühteg:i viiki; e) teisele kohale tulnud maletaja ei kaotanud 
ühtep-i partiid; f) netjandale kohale platseerunud maletaja ei võitnud ühtegi 
partiid. 

5. Tõestada, et korrapärase kaheksanurga pindala võrdub tema suurima 
ja vähima diagonaali korrutisega. 

6. Milliseid arve on esimese miljoni naturaalarvu seas rohkem: kas 
neid, mille kirjutarnisel tuleb kasutada -numbrit üks, või neid, mis on kirju
tatavad ilma Gheta? 

7. Kolmnurga ABC kõrgused lõikuvad punktis 0. Leida nurk C, teades, 
et OC=AB. 

8. Millise vähima väärtuse võib omandada avaldis 

_!_ + _!_' 
X . ?J 

kui x ja y on positiivsed arvud, mille summa on 5? 
9. Malelaua ruudud on nummerdatud arvudega 1, 2, 3, ... , 64; kusjuures 

ruudud esimeses reas on vasakult paremale märgitud numbritega 1, 2, ... , 8, 
teises reas samuti vasakult paremale numbritega 9, 10, ... , 16 jne. Seejärel 
on malelauale asetatud kaheksa vankrit nii, et ükski vanker ei saaks lüüa 
ühtegi teist vankrit (vanker lööb mööda seda horisantaali ja vcrtikaali, millel 
ta ise asetseb). Missuguste arvutiste väärtustega võib olla nende ruutude 
numbrite summa, millel asetsevad vankrid? 

tO. Jalakäija liigub konstantse kiirusega mööda tänavat, kus paikneb 
trammiliin. Ta märkab, et iga viie minuti järel tuleb talle vastu tramm ja 
et iga seitsme minuti järel möödub temast tramm. Milliste ajavahemike 
tagant väljuvad trammid liini otspunktidest, kui on teada, et need ajavahemi
kurl on kogu aeg mõlemas otspunktis samasugused ja et trammid liiguvad 
konstantse kiirusega ja peatumata? 

ll. Tasandil on antud kolm paralleelset sirget. Konstrueerida ruut, mille 
k_9lm tippu asetsevad neil kolmel sirgel. 
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12. J\\illine peab olema arv a. et võrranditel 

x3 + ax + I = 0 ja x4 + ax2 + 1 = 0 
oleks ühine lahend? 

13. Kolmnurga ABC mediaanidest on konstrueeritud kolmnurk AtBtCt, 
seejärel aga kolmnurga A 1B 1C1 mediaanidest kolmnurk A2B2C2• Tõestada, et 
kolrnnurgad ABC ja A2B2C2 on sarnased ning leida sarnasustegur. 

Toimetuselt 

Ka Tartu Riikliku Olikooli juurde on alates J. jaanuarist 
1966. a. kavas luua Moskva kaugõppe matemaatikakooli filiaal. 
õppetöö toimuks siin eesti (soovi korral ka vene) keeles; . 

õpilastel, kes soovivad astuda nimetatud kooli õppima, patu
me lahendada ülaltoodud ülesanded (või osa neist) ning saata 
lahendused koos avaldusega kooli astumiseks hiljemalt I. det
sembriks k. a. aadressil: Tartu, V. Kingissepa 16-2, «A1atemaa
tika ja kaasaja» toimetus. Lisada tuleb ka matemaatikaõpetaja 
nõusolek ning ärakiri viimasest klassilunnistusest. · 

Soovitame kaugõppekooli õppima astuda kõigil keskkooli 
vanemate klasside õpilastel, kellel on kavas edasi õppida mate
maatika, füüsika või tehnika erialadel. Kaugõppe matemaatika~ 
kooli lõputunnistuse hindeid võetakse arvesse ka ülikooli astu
misel. 

MURDUDE ARVELAUD 

Kõrvaloleval fotol näete 
ühte huvitavat õppevahendit, 
mille on Elva Keskkooli ma
temaatikaõpetaja Irma Tu 1 e
vi projekti järgi valmistanud 
sama kooli meister L. Ra n d -
v e r koos õpilastega. 

See «masin» on abivahen
diks murdude õpetamisel viien
das klassis. Niisuguse õppeva
hendi abil on lihtne murde lii
ta ja lahutada, aga ka võrrel
da. Näitlikult saab selgeks 
murdude põhiomadus, samuti 
see, miks sama lugejaga murd 
on seda väiksem, mida suurem 
on tema nimetaja jne. Murdu
de ühenimeliseks teisendamine 
on küllaltki raske küsimus 5. 
klassis, arvelaua abil aga muu
tub see palju lihtsanl8kS ja hu
vitavamaks. Murdude arvelaud 
meeldib õpilastele ja on heaks 
abiliseks õpetaiale. Seda kasu
tatakse pidevalt murdude õpe
tamisel Elva Keskkooli viien
das ja kuuendas klassis, etga 
ka algk!Clssidcs. · 
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MAAGILISE GEOMEET.RIA ALUSEID 

Tõeleid Roosinupp 

Kõik lugejad on kahtlemata tutvunud nn. tea du s 1 i k u matem aa
t i ka ga ehk matemaatikateadusega. See koosneb teatavasti peamiselt iga
sugustest teoreemidest, tõestustest ja muudest igavatest asjadest. Väga vähe
sed äravalitud on aga tegemist teinud ma a g i 1 i s e m a te m a at i ka ga~ 
mis küll samuti sisaldab teoreeme ja tõestusi, aga mitte igavaid. Allakirju
tanu ei saa end kahjuks nimetada just maagilise matemaatika loojaks 1, küll 
aga selle silmapaistvaks spetsialistiks ja edasiarendajaks, eriti maagilise 
matemaatika ühe tähtsaima haru - maagilise geomeetria valdkonnas. 

Maagilise geomeetria alustega tutvumist on sobiv alustada mõnede klas
sikaliste «konstruktsiooniülesannetega». Kõigis sellistes ülesannetes näidatakse 
mingi kujundi tükkideks lõikamise ja nendest tükkidest uue kujundi kokku
lappimise teel, et mateeria jäävuse seadus on ilmselt väär: alati on nende 
operatsioonide tulemusel midagi kas ära kadunud \'Õi juurde tulnud. Järgne
valt toomegi vastavaid näiteid. 
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l. Juuresoleval joonisel on toodud 
kolm erinevat kujundit. Alustame 
vasakul ülal paiknevasi ruudust, mille 
külje pikkus on 8 ja pihdala seega 64 
ühikut. Lõikame selle ruuclu joonisel 
näidatud viisil neljaks tükiks: kaheks 
kolmnurgaks ja kaheks trapetsiks. 
Kui nendest tükkiciest moodustada 
ristkülik (joonisel vasakul all), siis 
on selle pindala juba 65 ühikut. Et 
aga lugej::d ei tekiks ekslik arvamine. 
nagu sanks ruudu pindala selle osade 
teisiti paigutamisel ainult suureneda, 
selleks on joonise paremal poolel 
toodud veel samade tükkide teist
suguse ühendamise tulemus -- see
kord aga pindalaga 63 ühikut. 

2. ühe näite varal me juba veendusime, et tükkideks lõigatud kujundi 
osade sobiva ühendamise teel saab selle kujundi pindala muuta. Kerkib õigus
tatud küsimus: kus kohal see pindala juurde tuleb või ära kaob? Sellele küsi
musele vash11niseks ongi määratud järgmine joonjs. 

1 Maagilise matemaatika ajaloo ning klassikaliste tulemuste ülevaate võib 
leida algallikast: ra p )I. H ep, M., MaTeMaTH4eCKHe 4yJI.eca H TaHHbl. M .. 1964. 
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Vasakpoolsest ristküli'kust on välja lõigatud ühe pindalaühiku suurune 
tükk (joonisel must). Selle tühimiku täitmiseks lõikame kujundi viieks osaks: 
A, B, e, D ja E. Jättes kolmnurga A paigale paigutame ülejäänud tükid 
parempoolsel joonisel näidatud viisil ümber. Nii saamegi eelmisega ühesuu
ruse ristküliku, ainult ilma väljalõiketa. Sellega olemegi mitte ainult veendu
nud ristküliku pindala suurenemises, vaid ka näinud, millise koha peal see 
suurenemine toimub. Nüüd jääb juba lugejate ülesandeks kontrollida, kas 
ristküliku pindala ka mõne teise koha peal suurendada õnnestub! 

3. Eelmistest näidetest võis tek
kida mulje, nagu saaks pindala vaid 
ühe ühiku kaupa muuta. See mulje 
pole muidugi õige - kõrvaltoodud 
joonis ongi just tehtud niisuguse 
eksiarvamuse kummutamiseks. Nagu 
igaüks oma silmaga veenduda võib, 
saab äärmiselt lihtsa konstruktsioo
niga suurendada kujundi pindala ka 
tervelt 2 ühiku (ehk peaaegu 7%) 
võrra. 

Mjs puutub senistes näidetes kasu
tatud konstruktsioonidesse, siis on 
nad üldse kõik olnud äärmiselt liht
sad. Selle lihtsuse rõhutamiseks ongi 
kõik joonised mUide tehtud lihtsalt 
käega. Täpsema väljajocnistamise 
jätame juba lugejate eneste hooleks. 
Veelgi lihtsam on aga võtta paberi· 
tükk ja teostada kõik vajalikud lõi· 
kamised ning kokkulappimised. 

A 

(~X 6) +(4 X 5)= 32 

4. Seni me vaatlesime vaid pind
alade muutumist lihtsate geomeetri
Iiste kujundite tükkideks lõikamise 
tagajärjel. Sama meetodit saab aga 
kasutada ka keerulisemate materiaal
sete objektide kadumise või tekkimise 
demonstreerimiseks. 

Selle valdkonna kohta saab siin 
aga tuua vaid mõned üsna lihtsad 
näited, sest keerulisemate juhtude 
vaatlemine pole kahjuks trükitehnili
selt võimalik. Alustame ühe eriti liht
sa näitega. 

Kõrvaloleval joonisel on kujutatud 
13 pliiatsit - 6 sinist (joonisel vöö
di!ised) ja 7 punast (joonisel mus
tad). Lõikame selle pildi näidatud 
jooni mööda kolmeks osaks A, B ja 
e. Jättes osa e paigale vahetame 
omavahel osad A ja B. Tulemus on 
lausa hämmastav: saam~ hoopis 
7 sinist ja 6 punast pliiatsit. Järeli
kult üks punane pliiats muutub selle 
operatsiooni käigus siniseks. 

Jääb vaid soovitada lugejail teos
tada. sama eksperiment pliiatsitega 
ja veenduda selle õiguses! 
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5. Läheme nüüd mateeriä veelgi keerulisemate vormide juurde. Siintoodud 
joonisel on kujutatud kuus meest ja heli õlleklaasi (vi"imased küll veidi abst
raktsionistlikult!). Lõikame joonise jälle kolmeks osaks ja vahetame oma
vahel kaks ülemist. Ja mis me näeme? Joonisel on nüüd vaid viis meest 
<:~ga ühtlasi ka viis õlleklaasi. Oks mees on ilmselt õlleklaasiks muutunud! 

Olgu märgitud, et seda joonist võib edukalt kasutada näitliku mater
jalina näiteks alkoholivastasel loengu!. 

6. Lõpetarne maagilise geomeetria aluste tutvustamise veel üht: näitega 
inimeste maagilise muutumise valdkonnast. Erilisi kommentaare siintoodud 
joonis nähtavasti e·i vaja (kui aga vajab, siis jääh nenrle väljamõtlemine 
lugejale koduseks ülesandeks). 



.. IL !r.tJ ».! D.D.II#!I.w.t'!?.f.?.!il 

ALBERT EINSTEIN JA KAASAEGNE FüüSIKA 

A. Koppel 

Tänavu täitub 60 aastat kaasaegse füüsika 
ühe tähtsaima teooria - relatiivsusteooria 
loomisest. Künune aastat tagasi - 17. ap
rillil 1955 suri aga selle teooria looja, üks 
kõigi aegade suurimaid füüsikuid - Albert 
Einstein. 

Suur Relatiivsuse Pealik - niisuguse tiitli andis üks indiaan
laste suguharu Albert Einsteinile, kui ta 1930. aastal seda sugu
haru USA-s külastas. Ja tõe
poolest -- eelkõige relativist
liku füüsika alusepanijana tun
nebki inimkond Einsteini. 

Erirelati ivsusteoo
r i a andis Einstein füüsikale 
oma 26. eluaastal. See teooria 
sai aluseks loodusseaduste uuri
misel inertsiaalsüsteemides 1 (ja 
neis taustsüsteemides, mida kiil
laidase täpsusega saab lugeda 
inertsiaalsüsteemideks). Erire
latiivsusteooria tugineb kahele 
põhiprintsiibile: 1) loodusnäh
tuste kirjeldamise! on kõik 
inertsiaalsüsteemid samavaar
sed ja 2) valguse kiirus vaa
kuumis on kõigi inertsiaalsüs
teemide suhtes suunast sõltu
matult 2 300 000 km/s. Kogu erirelatiivsusteooria tuleneb nüüd 
loog·iliselt nendest põhiprintsiipidest, mis on eksperimendiga täie
likus kooskõlas. Siit jõutakse kehade pikkuse ja aja kulgemise 

1 Inertsiaalsüsteemi ja üldse taustsüsteemi mõiste kohta vt. raamatust 
0 i g I an e, H., Vestlus relatiivsusteooriast. Tln., 1958. 

2 Kolmekohalise täpsusega. 
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rütmi sõltuvusele kiirusest. Siit tulenevad ka uued mehhaanika
seadused. Osutub, et liikuva keha kiiruse lähenemisel valguse 
kiirusele muutuvad vanad mehhaanikaseadused, sealhulgas hästi 
tuntud Newtoni II seadus, kehtetuteks. Kehade liikumist kirjel
dab relativistlik mehhaanika täpsemalt. 

Relatiivsusteooria üheks olulisemaks järelduseks on seos 
massi ja energia vahel. Relatiivsusteooriaga kaob füüsikast eetri 
kui erilise mehhaanilise keskkonna mõiste, mida varem peeti 
vajalikuks elektromagnetiliste lainete, sealhulgas valguse levi
mise seletamiseks. Seevastu tuleb füüsikasse uus mõiste - väli 
kui objektiivne reaalsus, kui ainest erinev, kuid sama reaalne 
mateeria esinemisvorm. Elektromagnetiliste lainete levik kujutab 
endast välja levikut lõpliku kiirusega, kusjuures väli võib levida 
nii aines kui ka tühjuses. 

Erirel atiivsusteooria aitas kõrvaldada rea raskusi ja arusaa
matusi, millega füüsika areng oli kokku põrganud käesoleva 
sajandi alguseks. Mitmed seni seletamatutena näivad katsetule
mused said nüüd lihtsa ja loomuliku seletuse. Relatiivsusteooria 
avas aga füüsikale ka uusi arenguteid. Just relatiivsusteooriast 
tulenev massi ja energia seos oli see, mis näitas teed tuuma
energia vabastamiseks. Tänapäeva aatomi- ja tuumafüüsika pole 
mõeldavad ilma mikroosakeste võimsate kiirendajateta. Kuid 
mujalgi füüsikalistes uurimustes ja tehnilistes rakendustes kasu
tatakse laialdaselt seadmeid, milles mikroosakesed liiguvad üli
suurte kiirustega."'Selliste seadmete - olgu nad siis kiirendajad 
või televiisorid - ehitamine on aga täiesti võimatu ilma rela
tiivsusteooriale tuginevate arvutusteta. Nii on erirelatiivsusteoo
ria meie aatomisajandi teaduse ülimalt oluline koostisosa, milleta 
oleks mõeldamatu meie sajandi aatomienergeetika koos oma to
hutute arenguperspektiividega. 

Et uued eksperimentaalsed faktid ei mahtunud enam vana 
füüsika süsteemi, siis va j as füüsika areng saj andi algul tungi
valt erirelatiivsusteooria loomist. Ja kahtlemata oleks see teoo
ria varem või hiljem loodud ka Einsteinita. Kuivõrd teaduse 
areng sel juhul oleks pidurdunud, on muidugi iseküsimus. Pärast 
erirelatiivsusteooria loomist nägi selle teooria piiratust ja vaja
dust üldisema teooria järele aga ainult Einstein üksi. Järgne
sidki kümmekond aastat täis loomingulise mõtte erakordset sihi
kindlust, lahendamata probleemidele vastuse otsimise haruldast 
visadust ja loomingulist üksindust, sest enamik füüsikuid ei 
suutnud tollal mõista Einsteini taotlusi. 1916. aastaks lõi Eins
tein teooria, mis kujunes erirelatiivsusteooria üldistuseks, saades 
nimeks ü I d r e 1 a t i i v su st eo ori a. Tuntud füüsik A. Sommer
feld kirjutas: «Filosoofilise mõtlemise niisuguse sügavuse ja jär
jekindlusega, mida pole loodusuurijate peades varem olnud, 
Gaussi ja Riemanni meenutava matemaatilise jõuga püstitas 
Einstein kümne aasta jooksul hoone, mille ees meie ... seisame • 
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tundes hämmastust .ja peapööritust.» Ja füüsikud on tänapäe
vani veendumuses, et kui poleks olnud Einsteini peaaegu pret
sedenditut kangekaelsust, siis oleks vaevalt üldrelatiivsusteoo
riat senini üldse loodudki.. 

Oldrelatiivsusteooria analüüsib aja ja ruumi omadusi veelgi 
sügavamalt kui erirelatiivsusteooria. Teooria kehtivusala ei ole 
siin enam piiratud ainult inertsiaalsüsteemidega. üldrelatiivsus
teooria seletab ka raskusnähtuste olemuse harmoonilises koos
kõlas ideedega, mida tõi kaasa juba erirelatiivsusteooria. New
toni gravitatsiooniteooria kohaselt mõjuvad kehadele gravitat
sioonijõud, kuid kehade vahel ei ole olemas midagi. Vastavalt 
üldrelatiivsusteooriale eksisteerib aga kehade vahel gravitatsioo
niväli, mis vahendabki kehade vastastikust gravitatsioonilist 
mõjutamist ning mis on lahutamatult seotud aja ja ruumi oma
dustega. Kehad muudavad ruumi «kõveraks» ja see kõver ruum, 
kus kehtivad mitteeukleidilise geomeetria seadused, määrab oma
korda kehade liikumise. Raskusjõud on seega üldrelatiivsusteoo
ria järgi ruumi kõveruse ilmsikstulek. Selles teoorias põimuvad 
orgaanilises seoses füüsika ja geomeetria. Oldine relatiivsus
teooria annab gravitatsioonivälja jaoks võrrandid, mis määra-_ 
vad selle välja struktuuri ja kehad e liikumise temas. 

Oma loogilise ranguse ja seesmise matemaatilise ilu poolest 
on üldrelatiivsusteooria tänaseni jäänud füüsikaliste teooriate 
hulgas ületamatuks. Selle teooria järeldused, mis on kontrolli
tavad vaatluste ja katsetega, erinevad aga ainu!t õige vähe New
toni gravitatsiooniteooria omadest. 1916. aastal kinnitas üldrela
tiivsusteooriat ainult üks nähtus - planeet Merkuuri periheeli 3 

nihe, mis pole seletatav Newtoni teooriaga. Erakordselt sügava 
m,ulje jättis 1919. aastal täieliku päikesevarjuiuse ajal mõõdetud 
ja varem mittetuntud efekti - Päikese lähedalt möödunud val
guskiire tegeliku kõrvalekaldumise kooskõla üldrelatiivsusteooria 
ennustusega. Lisaks eespool nimetatuile on üldrelatiivsusteooria 
kinnituseks veel valguse sageduse muutumine gravitatsiooniväl
j_as. Kõik teised teooria ennustused räägivad niisugustest vaevalt 
IJ.Iärgatavatest nähtustest, mida kaasaegnegi mõõtmistäpsus ei 
võimalda avastada. Ka ülalkirjeldatud kolm nähtust on n.-ö. 
katsevigade piiride lähedusse jäävad efektid ja nõuavad väga 
peeni mõõtmisi. Seega näib üldrelatiivsusteooria olevat nii süga
vale looduse peensustesse tunginud, et katsed ja vaatlused ei 
suuda kuidagi järele jõuda. Aga ka ükski vaatius ega katse ei 
ole senini sellele teooriale vastu rääkinud. Oldrelatiivsusteooria 
kui Newtoni gravitatsiooniteooriast täpsema teooria peamiseks 
rakendusaiaks on tänapäeval kosmose avarused, sellised mas
taabid, mille suhtes mitte ainult päikesesüsteem, vaid kogu meie 
Linnutee tähesüsteem on väikeseks objektiks. Teaduslikku kos-

3 Planeedi orbiidi Päikesele kõige lähem punkt. 
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moloogiat peetakse kaasajal täiesti mõeldamatuks ilma üldrela
tiivsusteooriata. 

üldrelatiivsusteooria peaniine jõud on aga kahtlemata tema 
sisemises järjekindluses ja põhioletuste lihtsuses. Ta kuulub 
tähtsa koostisosana meie kaasaegsesse füüsikalisse maailma
pilti. üldrelatiivsusteooria sisuliste rikkuste ammendamine pole 
kaugeltki lõppenud. «Tänapäeval sarnaneb see teooria noorele 
rohelisele kasvavale puule, mille kroon sööstab kõrgele üles, 
juured aga tungivad eksperimendi näol ikka sügavamale ja sü
gavamale Maasse», kirjutas 1962. aastal L. I nfeld - Einsteini 
üks omaaegseid lähedasemaid kaastöölisi. 

Erirelatiivsusteooria põhiseisukohad esitas Einstein esmakord
selt 1905. aastal ajakirjas «Anna le n der Physik» ilmunud töös 
«Liikuvate kehade elektrodünaamikast». Samal aastal ja samas 
ajakirjas ilmus aga veel kaks Einsteini tööd, millel oli oluline 
osa füüsika arengus. ühest neist annab ta range mo 1 e k u
laarstatistilise seletuse Browni liikumisele
vedeliku või gaasi malekuiide mõju all oleva väikese osakese 
korrapäratule liikumisele. Teises neist annab Einstein foto
e f e k t i t e o o r i a, millega ta toob esmakordselt füüsikasse val
guse osakese mõiste tänapäevases tõlgenduses ja paneb aluse 
kaasaegsele ettekujutusele valguse dualistlikust loomusest -
valgus on samaaegselt nii laineius .kui osakeste voog. Nende töö
dega saab Einsteinist üks alussammaste rajajaid ka tänapäeva 
statistilisele füüsikale ja kvantteooriale. 

Elu· viima.sed kolmkümmend aastat pühendas Einstein era
kordse sihikindlusega ja peaaegu täielikus loomingulises eral
elaiuses nn. üht s e v ä 1 j a teooria loomise katsetele. See oli 
Einsteini elutöö loogiliseks jätkuks. Einstein seadis eesmärgiks 
jõuda teooriani, millest saaks relatiivsusteooria edasiarenelus ja 
üldistus ning mis kirjeldaks kõiki looduses eksisteerivaid välju 
kui ühtset füüsikalist objekti, kui ühtset välja. Autori kavatsuse 
kohaselt peab ühtse välja teooria tuginema veel üldisematele 
i deedel e, mõistetele ja seaduspärasustele kui relatiivsusteooria, 
samuti peab ta andma tingimused, millal ühtne väli võtab näi
teks gravitatsioonivälja kuju ja allub üldise relatiivsw::teooria 
võrranditele. ühtse välja teooria peab saama teooriaks, mida ise
loomustab «seesmine täius», mis annab objektiivse ja põhjus
liku seose kõigi tuntud füüsikaseaduste ja füüsikaliste konstan
tide vahel, seob ühisesse põhjuslikkuse allelasse nii kosmose kui 
mikromaailma seaduspärasused. 

ühtse välja teooria loomise katsed ei viinud Einsteini siiski 
Joodetud tulemustele. Selle põhjuseks näib aga kõiRe enam olevat 
füüsika arengu mittevastavus, samuti matemaatilise aparatuuri 
mittepiisavus Einsteini kavandatud programmile. W. Heisenberg 
kirjutab: «Sel ajal, kui Einstein tegeles ühtse välja teooria prob-
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leemiga, avastati pidevalt uusi elementaarosakesi, aga koos sel
lega ka neile vastavaid uusi välju. Seepärast ei olnud Einsteini 
programmi realiseerimiseks veel tugevat empiirilist baasi ... » 

Einsteini püüdlustega luua ühtse välja teooria kui «seesmise 
täiusega» teooria on seotud tema suhtumine tänapäeva kvant
teooriasse - mikromaailma ja selle uuelaadilisi seaduspärasusi 
kirjeidavasse teooriasse. Mitmete oma varasemate töödega andis 
Einstein olulise panuse kvantteooria loomisse. Eelkõige kuulub 
siia valguse dualismi avastamine. 1917. aastal näitas Einstein ka 
nn. indutseeritud kiirguse olemasolu võimalust teatud tingimus
tes. Sellele nähtusele tugineb kogu tänapäeva nn. aatomraadio
tehnika, sealhulgas tohutu intensiivsusega valguskiiri kiir
gavate seadmete - laserite töö. Hiljem aga ei võtnud Einstein 
peaaegu üldse osa aatomi- ja tuumafliüsika-alastest uurimustest 
ja. tema suhtumine hoogsalt arenevasse kvantteooriasse kujunes 
üldiselt ei tavaks. Näib, et selle negatiivse suhtumise tingis eel
kõige asjaolu, et mikromaailma, eriti elementaarosakesi kirjeldav 
teooria pidi kõigepealt lähima sellise tee, kus Einsteini taolisele 
füüsikule. kelle eesmärgiks oli jõuda «seesmise täiusega» teoo
riani, polnud esialgu midagi teha. Sest kui kvantmehhaanikat, 
s. o. mikroosakeste kui tervikute meilhaanilist liikumist kirjelda
vat teooriat võibki lugeda tänapäeval lõpetatuks ja seesmiselt 
harmooniliseks, siis elementaarosakesi, nende vastastikuseid 
muundumisi, struktuuri ja nendeg·a seotud välju kirjeldavat teoo
riat ei saa veel praegugi lugeda ei lõpetatuks ega täiuslikuks. 

Kahtlemata on Einsteini panus füüsikasse tema loodud teoo
riate - fotoefekti teooria, Browni I'iikumise teooria, erirelatiiv
susteooria ja eriti muidugi üldrelatiivsusteooria näol tohutult 
suur. Kuid rääkides Einsteini vaimsest pärandusest füüsikale ja 
üldse teadusele ninQ inimkonnale, oleks siiski üsna väär ainult 
sellega piirduda. L-

I-liiglaslik on osa, mida Einstein etendas meie sajandi f ü ü s i
ka I i s e ja üldse tea du s 1 i k u m õ t 1 emis e kujunemisel. Juba 
erirelatiivsusteooria loomisega andis ta suurepärase eeskuju uute 
radade rajamiseks teaduses. See oli esimene, n.-ö. me e 1 et u 
füüsikaline teooria, mis õpetas ületama hirmu paradoksaalsetena 
tunduvate faktide ees ning lü!itama selliseid paradoksaalseid 
fakte harmoonilisse maailmapilti. Samasugune näivate paradok
side mittekarimine iseloomustab Einsteini antud fotoefekti teoo
riat - valguse dualistlik loomus lülitatakse harmoonilise koostis
osana meie ettekujutustesse loodusest. Erirelatiivsusteooria oli 
ka esimene füüsikaline teooria, mille puhul loogilisest va j adu
sest tingituna kindlalt loobuti «silmnähtavuse» nõudest, heideti 
kõrvale aprioorne eeldus, et looduses peab kõik vastama meie 
igapäevasest kogemusest saadud ettekujutustele. Teaduse areng 
meie sajandil näitaski, et selliste «meeletute» ja igapäevastele 
kogemustele mittevastavate teooriate loomine on hädavajalik 
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looduse saladuste peensustesse tung·imiseks. Alates Einsteinist 
saab seega selgeks, et teadusel tuleb luua ka sellised kontsept
sioone, mis esialgu võivadki näida «meeletutena» ja vasturää
kivatena «ilmsetele» loogilistele skeemidele, «tervele mõistusele» 
ning vaatluste «silmnähtavatele» tulemustele, kuid vastavad 
ometi seejuures täpsemale eksperimendile ja täpsemale, range
male ja täiuslikumale loogilisele skeemile. Meie päevil, näiteks 
on saanud hädavajalikuks uue, elementaarosakeste maailma sü
gavamalt mõista aitava teooria loomine. Ja füüsikud on üldiselt 
arvam·usel, et siin peab lõhe «silmnähiavuse» ja teooria vahel 
o"Iema veelgi suurem kui sajandi alguse füüsikaliste teooriate 
puhul. Nii nagu relatiivsusteooria tekkimisel tuli harjuda terve 
rea esimesel pilgul täiesti pöörastena näivate asjadega, nagu 
näiteks pikkuste ja ajavahemike relatii\Csusega, nii toob kahtle
mata ka elementaarosakeste uus ja sügavam teooria kaasa olu
lisi muutusi meie füüsikalises maailmapildis. Tänapäeva füüsika
teoreetikute mõttestiili ja üldist olukorda teoreetilises füüsikas 
iseloomustavad vägagi piltlikult Niels Bohri sõnad elementaar
osakeste uue teooria ühe esialgse variandi . arutamisel: «Ei ole 
kahtlust, et meie ees on meeletu teooria. Küsimus seisab selles, 
kas ta on küllalt meeletu, et vastata tegelikkusele». Niisiis praegu 
võib füüsikuid rahuldada vaid väga «meeletu» teooria! 

Einsteini teaduslikule loomingule on omane orgaani !ine 
a n t i d o gm a t i s m. «Einstein - see on kõige selle surematu. 
elava, antidogmaatilise kokkuvõte ja süntees, mis on olnud tea
duse ajaloos», kirjutab biograaf B. G. Kuznetsov. Einsteini tea
duslik looming· on suurepäraseks eeskujuks, kuidas heita vanad 
ja iganenud, olgugi seejuures üldtunnustatud seisukohad kartma
tult kõrvale ja rajada uusi teid teaduses, anda uusi teaduse 
arengu va j adus i rahuldavaid ideid ja teooriaid. Kuid tõeliselt 
antidogmaatiline mõte ei dogmatiseeri kunagi ka eitust ennast. 
Näidates vana, XIX sajandi lõpuks väljakujunenud füüsika, nn. 
klassikalise füüsika piiratust ja temas valitsevat dogmaatilist sei
sakui, juhtis Einstein ühtlasi tähelepanu klassikalise füüsika 
väärtustele, tema heale vastavusele loodusega teatud nähtuste 
valdkonnas. 

Einstein ei püüdnud esineda ka prohveti osas, kes ise esitas 
igavesi absoluutseid tõdesid. Otse vastupidi, tema teaduslike 
ideede endi sisu välistab nende absolutiseerimise. Kuni oma sur
mani ei loobunud Einstein rõhutamast, et relatiivsusteooria vajab 
samuti edasiarendamist ja tulevikus tuleb jõuda loodust veelgi 
sügavamalt kirjeidava teooriani. 

Tänapäeva füüsikale on avaldanud suurt mõju Einsteini tea
d us I i k u m õ t 1 emis e st i i I, mida iseloomustab eelkõige 
füüsikaliste ja filosoofiliste probleemide suur lähedus, kohati 
koguni ühtesulamine. Kogu Einsteini loomingule, eelkõige aga 
üldrelatiivsusteooriale ja ühtse välja teooria loomise katsetele 
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on omane püüd looduse võimalikult üldisemate ja sügavamate 
seaduspärasuste tunnetamise poole. Ja tänapäeval võibki lugeda 
üldrelatiivsusteooria üheks väärtuseks füüsikale ka seda, et tema 
aluste ja probleemidega tutvumine õpetab füüsikuid vaatlema 
füüsikaliste nähtuste maailma võimalikult üldisemast aspektist, 
nägema üksikute nähtuste ja seaduspärasuste kohta üldises füü
sikalises maailmapildis. 

Einstein juhib füüsikute tähelepanu ka järjest enam tähtsust 
amandavale probleemile: missugune peab olema vahekord «puhta 
mõtte» ja tunnetuse empiirilise baasi vahel. «Kui me ei usuks, 
et tegelikkust on võimalik haarata teoreetiliste kontseptsiooni
dega, kui me poleks veendunud, et meie maailmal on seesmine 
harmoonia, siis ei oleks ka teadust», rõhutab Einstein koos 
Infeldiga raamatus «Füüsika evolutsioon». Teisal kirjutab Eins
tein, et «pääs kõige sügavamate põhimõtteliste küsimuste juurde 
füüsikas nõuab kõige peenemaid roatemaatilisi meetodeid». Aga 
samal ajal oli Einsteini üheks põhiveendumuseks ka see, et abst
raktne mõte üksi, kui laitmatu ta oma loogiliselt ranguseit ka 
oleks, ei või ise leida looduse tegelikke seaduspärasusi. Vääri
vad tähelepanu Einsteini kui kõigi aegade ühe suurima füüsika
teoreetiku sõnad: <<Kõik, mida me teame reaalsusest, lähtub kat
sest ja kinnitub katsega.» 

Oleks väär hinnata Einsteini elu viimast perioodi, tema püü
deid luua ühise välja teooriat kui täiesti viljatut ja füüsikale 
kasutut. Einsteini suur ja sügavust taotlev mõttetöö aitas palju 
kaasa püstitatud küsimuse keerukuste ja lahendamise raskuste 
väljaselgitamisele. Ja mis veelgi olulisem - Einsteini otsingud 
viisid paljude hoopis uute probleemideni. Mitmedki E~nsteini 
ideed jäid päranduseks tulevastele põlvkondadele, järjest süga
vamalt loodust peegeldavate teooriate loomiseks. 

Ka Einsteini kriitilist hoiakut kvantteooria suhtes ei tule 
käs"itada ainuüksi negatiivse seisukohana, veelgi vähem püüdena, 
mis nõuaks taandumist kvantteooria positsioonideit klassikalise 
füüsika p.ositsioonidele, kvantstatistiliselt põhjuslikkuse kontsept
sioonilt klassikalise statistika kontseptsioonidele. Faktiliselt kri
tiseeris Einstein kvantteooriat hoopiski radikaalsematelt posit
sioonidelt. Ja ei tohi kaugeltki unustada ka eitamise tunnetus
likku tähtsust. Kvantfüüsika üks rajajaid Niels Bahr kirjutab sel 
puhul: « ... Ma tahaksin väga nüüd, kus Einsteini enam ei ole 
meiega, rääkida sellest, kui palju tegi see inimene kvantfüüsika 
heaks oma igavese, taltsutamatu püüdega täiuslikkuse poole, 
arhitektuurilise harmoonia poole, teooriate klassikalise lõpetatuse 
poole, ühtse süsteemi poole, mille alusel võiks arendada kogu 
füüsikalist maailmapilti. ... Igal uuel etapil heitis Einstein väl
jakutse teadusele ja kui ei oleks olnud neid välj akutseid, oleks 
kvantfüüsika areng märgatavalt pikemaks veninud . · .. » 
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ALBERT EINSTEINI MÖTTEID MATEMAATIKAST 

ü. Lumiste 

N agu iga tänapäeva füüsikateoreetik, pidi A. Einstein tundma 
hästi matemaatika neid harusid, mida tal tuli rakendada oma 
uurimustes. Sageli ei piisanud valmis meetodite kasutamisest -
neid tuli tihti loovalt edasi arendada. Kõige selle kõrval huvitus 
Einstein elavalt ka üldisemat laadi filosoofilistest probleemidest, 
nagu füüsikalise maailma ja 
matemaatilise abstraktsiooni 
vahekorrast,· matemaatikast kui 
reaalsuse tunnetamise vahen
rlist jm. Tema kui kõikide aega
de ühe suUrima füüsikateoree
tiku seisukohad neis küsimus
tes on väärtuslikud mitte ai
nult matemaatikute, vaid kõi
gile teaduse arengust ja filo
soofilistest probleemidest huvi
tatud isikuile. 

Lähem tutvus matemaati
kaga algas Einsteini! juba 
varases nooruses. Innustaja
teks olid insenerist onu ja va
naisa. Onu kõneles poisile: 
«Aigebra - see on lõbus tea
dus. Kui me ei suuda taba
da jahilooma, keda me kütime, 
siis me nimetame ta ajutiselt 
«iksiks» ja jätkame jahti, kuni A. Einstein gümnaasiumiõpilasena 
pistame ta kotti.» Einstein 
ise meenutab oma autobiograafias (ja teistes kirjutistes) õpin
gute aega järgmiselt. 

Kui olin 12-aastane, sain hoopis teistlaadi ime osalisel~s: sel!e allikaks 
oli raamatuke eukleidilisest geomeetriast tasandil. Seal olid väited, näiteks 
kolmnurga . kõrguste lõikumisest ühes punktis, mis ei olnud sugugi endast
mõistetavad, kuid olid ometi tõestatavad veenvusega, mis oleks nagu kõr
vaidanud igasuguse kahtluse. Niisugune selgus ja veenvus jättis mulle kir
jeldamatu mulje. Mind ei segartud see, et aksioomid tuli omaks võtta tões~ 
luseta. Uldse oli mulle küllalt, kui võisin oma tõestustes tugineda niisugustele 
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väidetele, mille tõesus nars mulle vaieldamatu. Mäletan näiteks, et Pythago
rase teoreemi tutvustas mulle vanaisa veel enne, kui mu pihku sattus õnnis
tatud raamatuke geomeetriast. ~uure vaevaga õnnestus mul «tõestada» see 
teoreem sarnaste kolmnurkade abil, kuigi pidasin seejuures täiesti «ilmseks», 
et täisnurkse kolmnurga lüUgede suhe määratakse täielikult ühega tema terav
nurkadest. Mulle näis, et tuestada tuleb ainult seda, mis ei ole taalises mõt
tes «ilmne)). Ka objektid, millega tegeleb geomeetria, ei paistnud mulle olevat 
teistlaadi kui «nähtavad ja kombitavad» esemed, s. t. esemed, mis on taju
tavad meeleorganeile. See primitiivne arusaam põhines muidugi sellel, et 
alateadlikult arvestasin seost geomeetriliste mõistete ja nähtavate esemete 
vahel ( pif:t-kus - jäik varras jne.). Võimalik, et /. Kanti tuntud küsimuse 
seade «sünteetilise a priori otsustuse)) kohta tuginebki sellele arusaama/e. 

Kuigi paistis nii, nagu võiks puhta mötlemise teel saada tõepärast infor
matsiooni kaemuslike asjade kohta, ometi rajanes see «ime)) eksian.'amusele. 
Sellele vaatamata näib igale, kes tunnetab taolist «imet)) esitriest kGrda, ime
väärsena fakt ise, et inimene on võimeline saavutama abstraktses mõtlemises 
niisuf{ust usaldatavuse ja puhtuse astet, mida näitasid meile esimesena kreek
lased geomeetrias. 

( AutC?biographisches 1, 1949} 
* * * 

Me austame Antiik-Kreekat Lääne teaduse hälli. Siin loodi esime:.. 
sena loogiline süsteem - tõeline mõtte ime; ta järeldused voolavad üksteisest 
sellise selgusega, et igaüks saab täiesti tõepäraseks. Jutt on Eukleidese geo
meetriast. See imetlusväärne .teos andis inimmõttele tema järgnevais püüd
lusis väga suure eneseusalduse. Keda nonruses pole haaranud entusiasm tao
lise loomingu ees, see ei ole sündinud, et saada teoreetikuks. 

(Comment je vois le monde 2, 1934) 

* * * 
12-16 aasta vanuses tutvusin matemaatika, kaasaarvatud diferentsiaat

.ia integraalarvutuse afgmetega. Seejuures sattusid mulle õnneks' raamatud,. 
milles ei pööratud liialt palju tähelepanu loogilisele rangusele, kuid see-eest 
oli köikjal hästi esile toodud p5hiidee. Need harrastused olid töeliselt köitvad; 
neis oli mõttesööste, mis muljeterikkusett ei jäänud maha elementaorgeomeet
ria «imest)) -- analüütilise geomeetria põhiidee, löpmatud read, diferentsiaali 
[a integraali nzõiste. 

Selleks ajaks, kui ma 17-aastaselt astusin Zürichi polütehnikumi füüsika
matemaatika üliõpilaseks, olin ma juba veidi tuttav teoreetilise füüsikaga. 
Mul olid seal suurepärased õpetajad (näiteks Hurvitz, Minkowski), nii et ma~ 
tõtt öelda, oleksin võinud saada soliidse matemaatilise hariduse. Mina aga 
töötasin suurema osa ajast füüsika laboratooriumis, vaimustude.:: vahetust 
kokkupuutest eksperimendiga . . . Mulle kui üliõpilasele ei olnud ;.·eel selge~ 
et pääs kõige sügavamaie pöhlmõtteliste probleemide juurde füüsikas nõuab 
kõif!e peenemQ-id matemaLLtilisi meetodeid. See hakkas mulle selguma alles 
aegamööda, pärast paljusid aastaid iseseisvat teaduslikku tööd. 

(Autobiographisches, 1949) 

Tee, mida mööda sammus Einstein teaduses, viis teda parata.; 
matult üpris keeruka ja tehniliselt raskepärase matemaatikani. 
Esialgu erirelatiivsuste.oorias võis läbi saada veel suhteliselt liht
sate matemaatiliste meetoditega, milledele andis lõpliku vormi 
Einsteini endine õpetaja Hermann Mi n k ow sk i (1864-1909) 
(kes muide märkis pärast erirelatiivsusteooria ilmumist, et ta ei 

1 Tõlgitud väljaandest: 3H:HUITeHH 11 cospeMeHHa51 cpH3HKa. M., 1956. 
2 Vt. }( y 3 H e u. 0 B, .6. r ., 3-HH.lliTeii:H. M., 1962, lk. 105. 
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oodanud midagi taolist oma Zürichi üliõpilaselt). Einstein kirju
tab selle kohta järgmist. 

Enne Minkowski uurimusi tuli mõne füüsi/wseaduse invariantsuse kont
rollimiseks viia Lorentzi teisendus läbi lõpuni. Minkowskil õnnestus luua sel
line aparaat, et seaduse matemaatiline kuju ise juba kindlustab tema inva
riantsuse Lorentzi teisenduste suhtes. Luues neljamõõtme/ise tensorarvutuse 
andis Minkowski neljamõõtme/ise ruumi jaoks selle, mida ruumi kolme mõõtme 
puhul annab harilik vektorarvutus.a Ta näitas samuti, et Lorentzi teisendus 
ei ole midagi muud kui koordinaadistiku pööre neljamõ3tmelises ruumis (kui 
mitte arvestada erinevust märgis, mis on tingitud aja eriiseloomust). 

(Autobiographisches, 1949) 

Erirelatiivsusteooria matemaatiliseks aparaadiks on seega 
lineaaralgebra (täpsemalt kõneldes teatav eriline neljamõõteline 
analüütihne geomeetria koos vastava tensoralgebraga). Kuid nii
pea, kui Einstein asus oma kontseptsioone laiendama ka gravi
fatsiooninähtuste valdkonda, selgus kohe selle lineaarse apa
raadi piiratus. 

Lineaarsed seadused rahuldavad lahendite osas superpositsiooni printsiipi 
j_a ei ütle järelikult midagi elementaarrnoodustiste vastasmõju kohta. Tõelised 
seadused ei saa olla lineaarsed ega või' oLLa saada1.wd lineaarsetest seadus-
~~ -

Gravitatsiooniteooria õpetas mulle: empiiriliste faktide kogu, ükskõik kui 
ulatuslik ta ka oleks, ei või viia nii keerukate võrranditeni. Kat
setega võib kontrolltda. teooriat, kuid ei ole teed katsetest teooria loomiseni. 
Sedavõrd komplitseeritud võrrandid nagu gravitatsioonivälfa omad, on lei
tavad ainult pärast loogiliselt lihtsa matemaatilise tingimuse leidmist, mis 
määrab täielikult või peaaegu täielikult nende võrrandite kuju. l(ui aga nii
sugused küllalt ranged formaalsed tingimused on juba leitud, siis on 
teooria konstrueerimiseks vaja üsna vähe faktilisi andmeid. Grauitatsiooni
võrrandite puhul on sellisteks formaalseteks tingimus/eks: neljamõõtmelisus 
ia oletus, et ruumi struktuur määratakse sümmeetrilise tensoriga. Need tin
jrimused koos invariantsuse nõudega pidevale teisenduste rühma suhtes mää
ravad võrrandite kuju praktiliselt täiesti üheselt. 

Tee, mida mööda ma läksin üldrelatiivsusteooria esialgsel · formuleerimi
se!, on iseloomustalav järgmiselt. Kui m·e isegi ei tea, missugused on need 
muutujad (välfa struktuur), millega tuleb kirjeldada füüsikalist ruumi, siis 
on meile ometi küllalt hästi tuntud üks eriiuht: erirelatiivsusteooria «välja
vaba» ruum. Niisugust ruumi iseloomustab see, et sobivalt valitud koordinaat
süsteemis kahe punktiga seotud avaldis 

ds 2 = dx 1
2 + dx2

2 + dx3
2 - dx4

2 ( 1) 

ku;utab endast mõõdetaval suurust (kauguse ruutu), järelikult on reaalse 
füüsikalise sisuga. Suvalises süsteemis see suurus avaldub färgmiselt: 

ds2 = gikdxidxk, (2) 

kus indeksid omandavad väärtusi 1-st kuni 4-ni. Suurused gik moodustavad 
sümmeetrilise tensori. 

3 Neljamõõtmelise ruumi all mõtleb Einstein siin muidugi aeg-ruumi. 
Tensorarvutuse lõi juba möödunud sajandi lõpul itaalia matemaatik G. }{i e e i
C urb as tr o (1853-1925). Minkowski vaid rakendas seda aeg-ruumi uuri
misel. Meetodi kõige hiilgavamad rakendused, mis tegid tensorarvutuse laialt 
tuntuks, kuuluvad siiski Einsteinile endale. 
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Füüsikalise ruumi üldist seadust . . . ma iseloomustasin sellega, et kuigi 
uäli on ikkagi veel esitalav Riemanni meetrikaga (2) vastava sümmeetrilise 
tensori abil, ometi ei leidu esitust kujul (J) (arvestamata lõpmata väikest 
tähendust) . . . On selge, et sel juhul peavad kehtima välja võrrandid, mis 
esitavad eelneva seaduse üldistust (kitsqnduste nõrgendamist ). 

(Autobiographisches, 1949) 

Eeltoodust nähtub, et Einsteini! on üldrelatiivsusteooria aren
damisel «areeniks» neljamõõtmeline :Riemanni ruum, mida ta 
füüsikaliseit tõlgendab ühtse aeg-ruumina. Sellise ruumi struk
tuur määratakse iga punkti ümbruses täielikult kahevalentse 
sümmeetrilise tensoriga gik - ruumi nn. meetrilise tensoriga. 
Juba 1V1inkowski uurimusest selgus, et tensor gik peab olema 
erilise ehitusega: maatriksi gik omaväärtustest peavad kolm 
olema ühe märgiga ja üks - see, mis vastab ajal e - sellest eri
heva märgiga (vt. (1)). Einsteini julge üldistus viis aga selleni, 
et aeg-ruumi tuli tal üldiselt vaadelda mitte enam «tasasena», 
vaid igas punktis veidi «kõverana» (nii, nagu näiteks ookeani 
pinda tuleb vaadelda pisut kõver ana). Matemaa.tiliselt tähendab 
see, et ruumis ei ole võimalik leida koordinaate selliselt, 
et meetrilise tensori gill komponentidel oleksid kõikides punktides 
täpselt ühesugused väärtused. Analüütilise geomeetria asemele 
astub siin diferentsiaalgeomeetria, täpsemalt öeldes viimase haru, 
mida tuntakse :Riemanni geomeetria nime all. Niisugust «kõvera» 
ruumi geomeetriat olid matemaatikud viljelnud juba möödunud 
saj andi keskpaigast alates ja loonud apara tuuri, milleta Einstei
nil poleks üldse olnud võimalik oma geniaalseid ideid täpsesse 
ja rangesse vormi valada. 

Einstein ei saanud aga p.iirduda ainult valmis meetodite ra
kendamisega. Tal tuli leida võimalusi ka nende täiustamiseks. 

Tensoranalüüsis, mis sai uue geomeetria ja füüsika (ning hil
jem veel mitme teise täppisteaduse haru) peamiseks uurimisva
hendiks, tuntakse «E i n s t e i n i summee r im i sk okk u 1 e -
p et». Selle järgi võib näiteks avaldist 

4 

2 gikdxidxk = gll (dxi) 2 + ... + g44(dx4) 2 + 
i,k=l + 2gt2dx1dx2 + ... + 2gs4dxsdx4 

kirjutada rahulikult ilma summamärgita kujul gikdxidxk (nagu 
Einstein teebki valemis (2)). Mingeid arusaamatusi, nagu juba 
kauaaegne praktika on veenvalt näidanud, #ei ole vaja karta. 
Vastupidi - kirjutised muutuvad palju lihtsamateks ja seetõttu 
ülevaatlikuma teks. 

Einsteini üldrelatiivsusteooriast selgus, et gravitatsiooninäh
tuste kirjeidarnisel on eriline tähtsus üht eritüüpi :Riemanni ruu
midel, mida praegu tuntaksegi matemaatikas Einsteini ruumide 
nime all. Viimaste teooria on kujunenud ühtviisi tähtsaks nii 
geomeetriale kui füüsikale. Oldiste :Riemanni ruumide seast eral-
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datakse nad üht erilist geomeetrilist omadust väljendava diferent~ 
siaalvõrr·andisüsteemiga, mis Einsteini järgi osutub gravitatsioo
nivälj a võrrandisüsteemiks tühja ruumi ja homogeenselt paik
neva mateeriaga täidetud ruumi jaoks. 

Selle süsteemi lahendamine kujutab endast äärmiselt komp
litseeritud ülesannet. Einsteini ühest kirjast oma kunagisele 
lähimale kaastöötajale poola füüsikateoreetikuJe L. Infeldile 
loeme: 

Arge pange pahaks, et ma nii vähe kiriutan. Probleemideemon surub 
mind halastamatult oma küünte vahele ja sunnib tegema meeleheitlikke pin
r<utusi, et ületada matemaatilisi raskusi. 

L. Infeld meenutab ühise töö aegu 4 : «Väljateooria - nii
sugune nagu .lV\axwelli elektromagnetilise välja teooria või Eins
teini gravitatsioonivälja teooria - on formuleeritud osatuletis
tega diferentsiaalvõrrandite abil. Nende võrrandite lahendami~ 
seks, selleks et leida tulemus, mida võib võrrelda eksperimendiga, 
tuleb integreerida. See on sageli seotud pika ja töörohke protse
duuriga. Loogiline ahel, mis viib teooriast vaatlusteni, seisneb 
peaasjalikult niisuguses diferentsiaalvõrrandite integreerimise 
protseduuris. Selles seisnevad meie peamised tehnilised raskused. 

Kui me kuude kaupa töötasime sedalaadi probleemide kallal, 
kõneles Einstein: «Issandat jumalat ei huvita meie matemaatili
sed raskused. Ta integreerib empiiriliselb>.5 

Selles lauses väljendub Einsteini veendumus, et loodusseadu~ 
sed on järeidatavad lihtsast teooriast, ning et nimelt lihtsus, aga 
mitte deduktsiooniga seotud tehnilised raskused on antud teooda 
ilu mõõdupuuks.» . 

ühtse väljateooria loomise katsed viisid Einsteini veelgi suu
remate üldistuste juurde, milledega matemaatikud seni polnud 
veel tihanudki tegelema hakata. Ta võttis esimesena vaatluse 
alla niinimetatud üldistatud Riemanni ruumid (ehk Einsteini 
mitteriimanlikud ruumid). N ad erinevad Riemanni ruumidest es~ 
majoones selle poolest, et sümmeetriline tensor gik on asendatud 
samasuguse mittesümmeetrilise tensoriga. Nende ruumide geo
meetria uurimine on tänapäeval alles täies hoos. 

Einsteini tööd innustasici matemaatikuid ka teistlaadi üldistus
tele. Nii tõi H. Weyl sisse nn. afiinse seostusega ruumid, 
J. A. Schouten ja E. Cartan projektiivse ja konformse seostusega 
ruumid, mis kõik on ühel või teisel moel kasulikud ka füüsikas. 
üldse tuleb öelda, et üldise relatiivsusteooria loomine on trium
fiks mitte ainult abstraktsete geomeetriale ja selle analüütilisele 
aparaadile, vaid üldse ideedele geomeetria ja. füüsika tihedast 

4 11 H ep e JJ b .11., JI., MoH. BOcnOMH.HaHH.H o6 3i1Hll1Tefme. K.ogumikus: 3fm·
ll1Tei1H M cospeMeHHaH ctH.3H.Ka. M., 1956. 

5 Einstein, kerge huumorivarjundiga, nagu ta seda sageli armastas teha, 
J?ersonifitseerib kog-u looduse «Issanda jumala» isikusse. 
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seosest, mida selgelt väljendasid juba N. I. Lobatsevski ja 
B. Riemann. Peamiselt nende ideede kohta käivad ka Einsteini 
enda filosoofilist laadi mõtteavaldused matemaatikast. Alljärg
nevalt neist mõningaid. 

Tavaliselt on kombeks geomeetria käsitlemisel abstraheerida igasugused 
sidemed tema mõistete ja meie kogemuse vahel. Kahtlemata on omad eelised 
puhtalt loogiliste, juba loomult ebatäielikust eksperimendist mitte sõltuvale 
asjade väljaeraldamises. Puhast matemaatikTAt see rahuldab. Talle on küllalt, 
kui ta suudab oma teoreemid tuletada aksioomidest korrektselt, s. t. ilma 
loogiliste vigadeta. Küsimus, kas eukleidiline geomeetria on õige või mitte, 
teda ei puuduta. Kuid meie eesmärkideks on vajalik siduda geomeetria 
p5himõisted looduse ob iektidega; ilma niisuguse seoseta ei ole geomeetria! 
füüsika jaoks mingit väärtust. 

(The Meaning of Relativity 6 , 1953) 

* :j: * 
Kaasaja teaduse seisukohalt geol/leetria omaette võetuna pole seotud, ran

gelt kõneldes, üldse mittemingite katsetega, teda tuleb nende puhul rakenc 
dada koos mehhaanikaga, optikaga jne ... Geomeetria peab eelnema füüsikale, 
sest viimase seadused ei ole väljendatavad ilma geomeetriata. Seetõttu peabki 
geomeetria näima teadusena, mis loogiliselt eelneb igale eksperimendile 
ja igale eksperimentaalteadusele. 

(He3BKJIH~OBa reoMeTpHH H cpH3HKa 7) 

* * 
Eksperiment jääb kahtlemata matemaatiliste konstruktsioonide füüsikas 

rakendatavuse ainsaks kriteeriumiks, kuid tõeliselt loominguline printsiip sisal
dub nimelt matemaatikas. Selliselt vaatekohalt pean ma õigeks antiik-õpet
laste veendumust: puhas mõte on võimeline haarama reaalset. 

(Comment je vois le monde, 1934) 

* * * 
Mõistete süsteem, nagu lauseõpetuse struktuuri määravad reeglidki, on 

inimlooming. Kuigi mõistete süsteemid omaette on loogiliselt täiesti meele
valdsed, seob neid siiski see, et nad peavad: esiteks, lubama võimalikult 
us aidatavat (intuitiivset) ja täielikku vastavust aistingute koguga; teiseks, 
nad peavad püüdma läbi ajada vähima arvu loogiliselt sõltumatute elementi
dega ( põhim5tete ja aksioomidega), s. t. niisuguste mõistetega, mille jaoks 
ei anta definitsioone, ja niisuguste lausetega, mille jaoks ei anta tõestust. 

(Autobiographisches, 1949) 

* * 
Füüsikaliste teooriate ainus erinevus matemaatilistest konstruktsioonidest 

seisneb järgnevas. Füüsikaline teooria peab andma oluliselt täieliku ja taas 
kindlaks tehtava vastavuse kindlates terminites kirjeldatud reaalsuse ja vahe
tule meeleliste tajumuste vahel. Küsimus sellest, kuidas seda vastavust seada, 
on lahendalav ainult intuitiivselt ega või olla väljendatav loogiliselt formu
leeritud teooria raames. 

(The Meaning of Relativity, 1953) 

6 Tõlgitud väljaandest: 3 tr n liiT e i'! n, A., Cyw:nocTb TeüpHH OTHOCHTe•1b
HOCTH. M., 1955. 

1 V. F. K.agani arhiivist leitud Einsteini käsikiri, mis avaldati kogumikus: 
3HHlllTeifn H pa3BHTHe cpH3HKO-MaTeMaTuqecKoif MbiCJIH. M., 1962. 
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LOGARITMIDE SUND 

E. Tamme 

Matemaatika õpetamisel keskkoolis pööratakse sageli üsna 
vähe tähelepanu käsitletavate küsimuste ajaloole. Kuid faktide 
toomine matemaatika aj aloosi seab õpitava aine paljudel juhtu
del hoopis uude valgusse, aitab äratada huvi selle vastu ja teeb 
ta seetõttu paremini omandatavaks. Käesole.vas kirjutises heida
me pilgu sellele, kuidas matemaatikute arsenali ilmusid Jaga
riimid ja kuidas koostati esimesed Jagariimide tabelid. 

Logaritmide sünnist, s. t. ajast, millal J oh n N apier (loe: 'nei
piar) avaldas esimesed logaritmitabelid, möödus 1964. aastal 
kolm ja pool sajandit. Logariiruide kasutuselevõtmine toimus olu
korras, kus Euroopas üldise majandusliku ja kultuurilise arengu 
baasil hoogustus ka matemaatika areng ning laienesid tema 
rakendusalad. Palju tegeldi sellal arvutamisega, ·eriti seoses täp
sete trigonomeetriliste tabelite koostamisega, mida vajasid ast
ronoomid ja meresõit j ad, ehita j ad ja konstruktorid. Trigonomeet
riliste tabelite arvutamisest võtsid osa ka tuntud astronoomid 
Mikolaj Kopernik (1473--1543) ja Johannes Kepler 
(1571-1630) ning nende õpilased ja kaastöötajad. Näiteks XVI 
sajandi lõpul ilmusid Koperniku õpilaste koostatud 10-kohalised 
tabelid, milles sisaldusid kõigi kuue trigonomeetrilise funktsiooni 
väärtused iga 10" tagant. Murdude vältimiseks 1 võeti seejuures 
ringi raadiuseks r = 1010 . 

On hästi teada, et paljukohaUste arvude konutamine ja jaga
mine nõuab palju aega ja vaeva. Arvutamise lihtsustamiseks 
otsiti mitmesuguseid teid. Teatavaid võimalusi selleks pakkusid 
ka trigonomeetrilised tabelid. Näiteks valemi 

eos a ·eos f3 = ~[eos (a ·+ fi) + eos(a- fi)] 

ja koosinustabeli abil s·aab arvude konutamise taandada liitmi-

1 l(ümnendmurrud võttis Euroopas kasutusele madalmaade insener S i m on 
S_ te vi n alles 1585. a. Neid rakendas aga enam kui poolteist sajandit varem 
a 1 - K a s i - Samarkandi observatooriumis töötanud silmapaistev matemaa-· 
tik ja astronoom. 
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sele ja lahutamisele 2• Tunduvalt efektiivsemaks arvutusabiva
hendiks kujunesid aga logaritmid, mis järk-järgult tõrjusid välja 
teised meetodid. 

Logaritmide idee 

Põhimõtted, millele tugineb logaritmide kasutamine arvutus~ 
abivahendina, olid tuntud juba enne XVII sajandit. Eriti selgelt 
väljendas neid saksa matemaatik Mi e h a e I St i fe I ( 1485-
1567) oma peatöös «Üldine aritmeetika» (Arithmetica integra, 
1544). 

Stifel vaatles nimelt ühe ja sama arvu astmeid, näiteks geo
meetrilist progressiooni 

21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 :=• 16, 25 ~= 32, 26 = 64, 27 ·=· 128, ... 

Jätkates seda ka vasakule 
1 1 1 20 =• 1, 2-1 <==·- 2-2 t::::=•- 2-3 =-
2 ' 4 ' 8 ' 

saame tabeli: 

-3 -2 1-1 0 I I 2 3 I 4 ~-I 6 I 7 

~· 4 I+ 
---·---· 

I 2 J 4-- ~-~-16 j__a2_1 64 __ 112~ 
Selle tabeli teises reas on geomeetrilise progressiooni {2n} liik
med, esimese reas aga vastavad astendajad, mis moodustavad 
aritmeetilise progressiooni. Vaadeldes neid progressioone, näi
tas Stifel, et geomeetrilise progressiooni liikmete konutamise 
saab taandada vastava aritmeetilise progressiooni liikmete liit
misele (kusjuures võib tekkida vajadus tabeli pikendamiseks). 
Näiteks 

4 . 16 = 22 • 24 = 22+4 ·= 26 = 64' 

1 
8. 128 = 2-3 . 27 '=' 2-3+7 =· 24 = 16. 

Analoogiliselt taandub geomeetrilise progressiooni liikmete jaga
mine, asendamine ja juurimine aritmeetilise progressiooni vas
tavate liikmete lahutamisele, korrutamisele ja j agamisele. N äi
teks 

1 
64:2 = 26 : 2-l =· 26-(-l) = 27 = 128, 

3 3_ 

y64·= \126 =·26 :..,3~22 =4 . 

. 2 Vrd. Lumist e, ü., Lehekülgi matemaatika ajaloost Eestis. - Mate
maatika ja kaasaeg, I. 1963, lk. 51. 

7 Matemaatika ja kaasaeg VII 89 



ülaltoodud tabeli esimeses reas on sisuliselt teise rea arvude 
logaritmid alusel 2. Kuid see tabel on liialt hõre tema kasuta
miseks arvutuspraktikas. Seda Stifel ei taotlenudki. Oma märku
sed lõpetas ta sõnadega: «Võiks kirjutada terve uue raamatu 
imepärastest arvudest, kuid siin tuleb mul sellega piirduda ja 
mööduda neist kinnisilmi». 

Stifeli sõnastatud ideid saab kasutada arvutuste lihtsustami
seks ainult siis, kui koostada geomeetrilise progressiooni tabe
lid, milles progressiooni liikmed paiknevad küllalt väikeste vahe
mike tagant. .Selle saavutamiseks tuleb progressiooni tegur vali
da lähedane ühele. Esimesteks sellisteks tabeliteks on Simon 
St ev i n i (1548-1620) liitprotsentide tabelid, milles on esita
tud geomeetrilised progressioonid 

1 , I + r, ( I + r) 2, ( I -+ r) a, ( 1 -+· r) 4, (1 + r) ;; , 

mõnede r väärtuste korral (r ·= 0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05). Kuigi 
neid tabeleid .oleks saanud (eriti r = 0,01 korral) kasutada ka 
korrutamise, jagamise, asteodamise ja juurimise hõlbustamiseks 
j_uhul, kui nõutakse suhteliselt väikest täpsust, ei viita Stevin 
sedalaadi võimalustele. 

Logaritmide tõelisteks loojateks tuleb lugeda sotlast John 
Napieri ja sveitslast Jobst Bürgit, kes peaaegu samaaegselt ja 
teineteisest sõltumatult koostasid ulatuslikud logaritmide tabelid 
ning näitasid nende kasutamist arvutusabivahendina. Napier ja 
Bürgi avaldasid oma tabelid vastavalt 1614. ja 1620. aastal. 
Esikohale tuleb kahtlemata tõsta täiuslikumad Napieri tabelid, 
kuid tutvumist alustame siiski Bürgi omadest, sest need on oma 
ehituselt lihtsamad. · 

Bürgi tabelid 

Sveitsist pärit Jo b st B ü r g i ( 1552-1632) töötas tunnus
tatud kellassepana ja astronoomiiiste instrumentide meistrina 
Kasselis ja Prahas. Kuigi tal polnud matemaatilist eriharidust, 
saavutas ta tänu oma visadusele ja talendile ka arvutajana ja 
matemaatikuna märkimisväärseici tulemusi, mida ta aga kahjuks 
ei armastanud avaldada. Eriti viljakaks kujunes B_ürgi koostöö 
Johannes Kepleriga Praha astronoomia observatooriumis, kus ta 
abistas Keplerit tohutute arvutuste teostamisel, mis viisid pla
neetide liikumise seaduste (nn. Kepleri seaduste) avastamiseni. 
Märgime, et Bürgi hakkas iseseisvalt kasutama kümnendmurde 
f arvatavasti sõltumatult Stevinist) ja tegeles rida aastaid siinus
tabelite koostamisega, mille sammuks oli 2". 

Logaritmide tabelid arvutas Bürgi aastatel I603-l611 Pra
has, kuid trükist ilmusid need sealsamas alles I620. a. (ja sedagi 
Kepleri pealekäimisel), kandes vastavalt selle aja tavadele pikka 
paljuütlevat pealkirja «Aritmeetilise ja geomeetrilise progres
siooni tapelid ühes põhjaliku õpetusega, kuidas neid tuleb mõista 

90 



ja igasugustes arvutustes kasulikult rakendada» (Aritmetische 
und Geometrische Progress-Tabu/en ... ) . Viivitus maksis Bürgile 
prioriteedi. Juba 6 aastat varem olid trükitud Napieri märksa 
täiuslikomad tabelid. Kepler märkis 1627. a., et Bürgi oleks saa-

Bürgi tabelite /iitelleht. Sellel on välimises ringis numbrid trükitud punasega, 
sisemises mustaga. 

nud oma tabelid avaldada aastaid enne Napierit, kuid <<viivitav 
salatsej a jättis vastsündinud la ps e enda le, selle asemel, et teda 
üldsuse kasuks suureks kasvatada». 1620. a. ei äratanud Bürgi 
tabelid enam erilist tähelepanu. Neist on säilinud vaid üksikud 
eksemplarici ja needki ilma pealkirjas lubatud «põhjaliku õpetu-
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seta», mida nähtavasti ei trükitudki koos tabelitega («Õpetus» 
leiti hiljem ja avaldati 1856. a.). Bürgi töö käsikirja säilita
takse Pulkovo obervatooriumis koos teiste Kepleri arhiivi 
materjalidega. 

Bürgi tabelid sarnanevad Stevini liitprotsentide tabelitega, 
neis on esitatud geomeetril ise progressiooni liikmed teguri 1,0001 
_________ - korral, s. t. astmed (1 ,0001) n. Tabeli 

I X I y I 

~--:g-r:ggg?gg~-
1 20 I I 0002 0001 

30 1 0003 0003 
40 I 0004 0006 
50 1 0005 0010 
60 I 0006 0015 
70 1 0007 0021 
80 1 0008 0028 
90 I 0009 0036 

100 I OOlO 0045 
11 0 I OO Il 0055 
120 I 0012 0066 
130 I 0013 0078 
140 I 0014 0091 
150 1 oo 15 0 l 05 
160 I 0016 0120 
170 100170136 
180 I 0018 0153 
190 1 OO 19 0 I 71 
200 I 0020 0190 
210 1 0021 0210 
220 I 0022 0231 
230 I 0023 0253 
240 1 0024 0276 
250 1 0025 0300 
260 1 0026 0325 
270 1 0027 0351 
280 1 00213 0378 
290 1 0029 0406 
300 100300435 

koostamine pole põhimõtteliselt kuigi 
raske, sellega võib toime tulla iga 
keskkooliõpilane. Bürgi arvutas nimelt 

I ,000 I 0 = I ,0000 0000, 
l,OOOP = 1,0001 0000, 
1,000}2 = 1,0002 0001, 
1,000}3 = 1,0003 0003, 
1,0001 4 = 1,0004 0006 

jne. kuni 1,000123027 ~ 10. Seejuures 
iga järgneva arvu saame eelmise kor
rutamisel 1,000 1-ga, milleks eelnevale 
tuleb lihtsalt liita 4 koha võrra taha
poole nihutatud sama arv. Arvestades 
asjaolu, et kümnendmurde kasutati 
seilal veel üsna vähe, sisaldas tabel 
ainult täisarve, mille saavutamiseks 
geomeetrilise progressiooni liikmed on 
korrutatud arvuga 108 (vt. kõrvaltoo
dud väljavõtet Bürgi tabelite algu
sest). Selle progressiooni liikmete as
tendajate n asemel olid tabelis tege
likult kirjutatud arvud 10n (arvata
vasti interpoleerimise hõlbustamiseks). 
Esimeses veerus asuvaid arve nimetas 
Bürgi «punasteks» ja teises veerus 
asuvaid «musta d eks» a rvudeks. Vasta
vait sellele olid tabelis aritmeetilise 
progressiooni liikmed trükitud punase 
ja geomeetrilise progressiooni liikmed 
musta värviga. 

Eeltoodust selgub, et vastavuses olevate «punaste» ja «mus
tade» arvude vahel kehtib järgmine seos: 

y= 108 • (1,000l)x:Jo = 108 • ax:lOii, 

kus konstant 

( 
1 )lOOCO 

a >=== 1 + 
10000 

= 2, 7 18 14 5 9 . . . 

on lähedane naturaallogaritmide alusele 

e= lim (1 +_!_)n= 2,718 281 8 ... 
n~co n 
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Logaritmi mõistet kasutades võib seose x ja y kirjutada ka kujul 

X : 105 = loga (y : 1 08). 

Et Bürgi tabel on korrastatud «punaste» arvude järele, mis kas
vavad sammuga 10, siis on meil faktiliselt tegemist antiloga
ritmide ta beiiga aI us el a. Bürgil kü Il logaritmi al us e mõistet ei 
esine ning sõltuvalt sellest, kuhu paigutame .koma «punaste!» 
arvude!, võime neid tõlgitseda logaritmidena mitmesugustel alus
tel. Näiteks võib neid vaadelda ka logaritmidena alusel 1,0001, 
:sest 

X: 10 = log1,0001 (y: 108). 

Bürgi tabel lõpeb nn. «täieliku punase» arvuga 230 270,022 
{see interpoleerimise teel saadud arv on ainsaks mittetäisar
vuks «punaste» hulgas), millele vastab nn. «täielik must» arv 
10 0000 0000. Tabelis sisalduva 23 027 «musta» arvu leidmine 
nõudis suurt arvutustööd, milleks Bürgil kulus 8 aastat. ümar
damisest tingitud täpsuse kao vähendamiseks tuli arvutamisel 
säilitada ka teatav hulk lisakohti, mis tulemustes on ümarda
tud. Arvutuste täpsust iseloomustab asjaolu, et «täielikus puna
ses» arvus on kõik 9 kümnendkohta õiged. Märgime, et seda 
tüüpi tabelite maht ja tihedus sõltuvad oluliselt sellest, kuivõrd 
vähe erineb geomeetrilise progressiooni tegur 1-st. Näiteks teguri 
1,001 korral saaksime umbes 10 korda väiksema tabeli. 

Bürgi tabeli kasutamine tugineb põhimõtetele, mis sõnastas 
juba Stifel. Jaotarne algebralised tehted nende sooritamise ras
kust arvestades järgmisse kolme klassi: 

j liitmine lahutamine 

_Irj __ ~~r~u-tam:_e __ J j a~;n~e--= 

Vaadeldud tabel võirnaldäb taandada II klassi tehete sooritamise 
I klassi tehetele i a II I klassi tehete sooritamise II klassi tehetele 
(seejuures tuleb korrutada ja jagada vastavalt astendaja ja juu
rij aga). Näiteks kahe arvu a ja b korrutise arvutamisel leiame 
neile kui «mustadele» arvudele vastavad «punased» arvud, lii
dame need omavahel ning otsime summale vastava «musta» 
arvu, mis võrdubki korrutisega ab. Seejuures võib tekkida vaja
dus järgmise kolme abivõtte järele, mida on üldse sobiv kasu
tada arvutamisel 10-st erineva alusega logaritmide (näit. natu
raallogaritmide) tabelite abil. 

1. Kui lähtearvu suurusjärk ei ühti «mustade» arvude suurusjärguga (s. t. 
ta ei asu vahemikus 108 < a < 109}, siis tuleb teda kõigepealt korrutada sobi
valt valitud astmega IOk, kus k on täisarv. Näiteks arvu 36 asemel otsime 
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«mustade» arvude Intigast 3 600 0000 Tulemuse suurusjärgu võime määrata 
«silma järgi» samal põhimõttel nagu arvutuslükati kasutamiselgi. 

2. Kui lähtearvul on küll sobiv suurusjärk, kuid ta siiski ei ühti täpselt 
ühegi «musta» arvug·a, siis Bürgi soovitab leida vastava «punase» arvu Iine
aarse interpolatsiooni abil. Seejuures lihtsustab arvutamist asjaolu, et vas
tavalt tabeli koostamise põhimõtetele võrdub kahe järjestikkuse musta arvu 
erinevus neist esimesega, korrutahma 0,0001-ga. Lineaarse interpolatsiooni 
järele võib tekkida vajadus ka «punastele» arvudele vastavate «mustade» 
leidmisel. 

3. Tehete sooritamise! «punaste» arvudega (näit. nende liitmisel või 
lahutamisel) võib juhtuda, et tulemus on kas negatiivne või suurem «täieli
kust punasest» arvust, millisel juhul ta ei asu «punaste» arvude vahemikus. 
Sellisel juhul tuleb kõigepealt tulemusele liita või sellest lahutada «täielik 
punane» arv (see vastab tulemuse korrutamisele või jagamisele 10-ga) ning 
alles seejärel pöörduda tabeli poole. Bürgi vaatleb näitena jagatise 

154 030 185: 205 518 112 
arvutamist. Jagatavate ja jagajale vastavad «punased» arvud 43 200 ja 
72 040. Et nende vahe on negatiivne, siis leitakse 43 200-72 040 asemel 

230 270,022 + 43 200 ·- 72 040 o= 201 430,022, 
millele yastab must arv 749 472 554. Seega 

154 030 185: 205 518 112 =·' 0.749 972 554. 

Napieri tabelid 

John Napi e r ehk ladinapäraselt N ep e r (1550-1617) on 
soti aadlik, kes sai suurepärase hariduse oma kodumaal ja Hol
landis. Palju aega pühendas ta aga astroloogiliste horoskoopide 
arvutamisele. On ilmunud n·äiteks raamat «Verine almanahh, 
mis sisaldab palju õigeid ennustusi sellest. mis juhtub 1647. aas
tal, ühes arvutustega hirmsa kohtumõistmise aja saabumise koh
ta. Koostanud ja avaldanud kuulus astroloog 1\t\erchistoni lord 
Neper». Tuleb aga arvestada võimalust. et tegemist on võltsin
guga. 

Matemaatika ja astronoomiaga tegeles Napier asjaarmasta
jana. Ta tundis aga hästi selle aja töid astronoomiast ja sfääri
lisest trionomeetriast ning saavutas ka ise nendel aladel märki
misväärseici tulemusi. Mainime, et just N apier soovitas eraldada 
kümnendmurru murdosa täisosast koma või punktide abil, mis 
XVII sajandil järk-järgult võetigi üldkasutatavaks. 

Ohest Napieri kirjast saame teada, et logaritmitabelite moo
dustamise ja kasutamise idee oli tal juba 1594. aastal. Kuid kulus 
veel 20 aastat arvutustööd enne, kui 1614. a. võis ilmuda Napieri 
peatöö «lmepäraste logaritmitabelite kirjeldus» (Mirifici logarith
morum canonis descriptio) Töö eesmärgist kirjutab ta sissejuha
htses: «Ma olen alati püüdnud, kuivõrd seda lubavad minu jõud 
ja võimed, vabaneda arvutamise raskusest ja igavusest, mille 
tüütus paljusid peletab matemaatika õppimisest». 

Põhimõttelise tähtsusega, eriti logaritmide hilisemai rakenda
misel kõrgemas matemaatikas, oli Napieri antud logaritmi kine
rnaatiline definitsioon. Kui Bürgi kõrvuta~ ainult aritmeetilist ja 
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geomeetrilist progressiooni, mis võimaldas saada vaid diskreetse 
tabeli, siis Napier määratles logaritmi pideva funktsionaalse sõl
tuvusena järgmisel viisil. Ta vaatles kahe punkti X ja Y liiku
mist kahel sirge!. Punktid lähtugu samal hetkel ja sama kiiru
sega vastavalt kohtadelt A j'a o-. Seejuures punkt X liikugu 
ühtlaselt, punkt Y aga aeglustuvalt nii, et tema kiirus igal hetkel 
oleks võrdeline punkti poolt veel läbimata lõigu Y B pikkusega y. 
Iga hetke jaoks saame 2 arvu: y = YB ja x := OX, millest teist 
N a pier nimetab esimese I o g a r i t m i k s. Viimane termin tule,_,_Y_, 

A Y B 

b X 1----
X-

neb kahest kreekakeelsest sõilast A,6yos
(suhe) ja aetiJp,6r; (arv). Seega otseses 
tõlkes tähendab logaritm suhtearvu, 
mille all Napier mõtles teatavaid 
abi arve. Varem on N apier logaritrue 
nimetanud ka «kunstlikeks arvudeks». 

Kaasaegse sümboolika abil saame seose x ja y vahel väljen
dada valemiga 

X 1J IJ - =- In..:_ = logu ..:_ 
r r te r ' 

kus r on lõigu AB pikkus ja In tähistab naturaallogaritme, s. L 
logaritme, mille aluseks on eespool defineeritud arv e= 2,718.:. 

Tõepoolest, tähistades punktide Y ja X kiirused vy ja vx, saame Napieri 
definitsioonist seose 

V.y - y hk dy = - }!_ ---,e 
vx r dx r 

Viimäse diferentsiaalvõrrandi integreerimisel leiamegi 

x = -ln .Jj_ , sest x = 0, kui y = r. 
r r 

Asudes tutvuma N ap i eri tabelitega näeme, et neis sisalduvad 
seitsmekohalised trigonomeetriliste funktsioonide ja nende loga
ritmide väärtused, kusjuures murdude vältimiseks on võetud 
AB'= r ·= 107 . Tabeli igal leheküljel on 7 veergu (vt. lk. 98), 
I. veerus on nurgad a iga 1' tagant, teises nende siinused (täp
semalt suurused y = r sina) ja kolmandas siinuste logaritmid 
{suurused x ·=-rIn sina). Viimases veerus asuvad esimese 
veeru nurkade täiendusnurgad 90°- a, kuuendas nende siinused 
{ehk esimese veeru nurkade koosinused) ning viiendas viimaste 
logaritmid. Keskmises veerus on kolmanda ja viienda veeru loga
ritmide vahed, s. t. esimese veeru nurkade tangensite logaritmid. 
sest 

log tan a ·=· log sina- log eos a = log sina- log sin (90°- a). 
Vastavust Napieri tabeli teise ja kolmanda ning kuuenda ja 

viienda veeru arvude vahel saab kasutada samuti nagu vastavust 
«mustade» ja «punaste» arvude vahel Bürgi ta belites. Kuid N a
pieri tabelid avavad ka uusi võimalusi, eriti trigonomeetriliste 
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arvutuste teostamisel, millele tabeli sissejuhatavas osas on ka 
viida tud. 

N ap i eri tabelite viimaseit leheküljelt loeme: «Et selle tabeli 
arvutused, mida oleks pidanud teostama paljude arvutajate osa-

Napieri tabelite tiitelleht 

vötul, on sooritanud üks inimene, siis pole ime, kui temas peitub 
palju vigu. Tekkisid need arvutaja väsimuse või tipograafia 
hooletuse tõttu, nende eest palun heatahtlikult Iugejalt vaban
dust. Siiski, kui ma näen, et õpetlaste! on sellest leiutisest meel
divat kasu, siis võib-olla ma peatselt selgitan viisi, kuidas seda 
teost täiustada, et teda avaldada paljude arvutajate poolt hoopis 
täpsemana teostatuna, kui see on võimalik ühele. Miski pole tek
kides täiuslik.» 

Napieri lubatud teos, milles selgitatakse logaritmide arvuta
mise võtteid, ilmus aga alles pärast autori surma, .kandes peal-
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kirja «lmepäraste logariimitabeliie ehitus» (Nfirifici logarithmo
rum canonis constructio, 1619). Arvatavasti on ta kirja pandud 
aga varem ülalvaadeldust. Näiteks e<.;;ineb "iin «logaritmi» ase
mel veel termin «kunstlik arv». 

Lehekülg Napieri tabelitest 

Me saame teada, et logaritmide tegeliku! arvutamisel jaotab Napier üht
laselt liikuva! punkti! X lõigu OP= AB= r läbimiseks kuluva aja 107 võrd
seks ajavahemikuks ning oletab, et nendel väga väikestel ajavahemikel toimub 

i--l----i --1------- I 
A yl y2 yil B 

1--1--1---1---J 
0 XI x2 Xa p 

ka punkti Y liikumise ühtlaselt ja nimelt kiirusega, mis on võrdeline punkti 
Y kaugusega punktist B ajavahemiku algul. Oletame. et punktide algkiirus 
v =I ja samuti lõigu AB pikkus r =o I (Napieril oli murdude vältimiseks 
tegelikult r = 107 ) ning tähistame punktide Y ja X asi.lkohad 1., 2., 3., .. _ 
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ajavahemiku lõpul Yt. Y2, Y3, .•• ja X1, X2, X3, •••• Siis esimese ajavahemiku 
lõpul 

x1 =-= ox1 = 1 ~ 7 , Y1 = Y1B = 1- 1 ~i. 
1 

Edasi liigub punkt Y kiirusega y 1 = 1 - fõ7, mistõttu 

2 1 1 ( 1 ) ( 1 )2 x2 = OX2 = 107 , Y2 = Y2B = 1 - 10.-- I 
0

, l -
10

, = l --- 107 · 

Kolmanda ajavahemiku lõpul 

3 ( 1 )2 1 ( 1 2 1 3 
Xa = ox3 = 107 ' Y3 = YaB = l -- 107 -1o_7_ l -- 10') = ( l - 107) . 

Induktiivselt pole raske veenduda, et ka üldisell n-nda ajavahemiku lõpul 

xn = OXn = 1~7. Yn :-= YnB = (t-1~7r. 
Tegelik arvutusprotsess on Napieril väga lähedane Bürgi omaga, ainult 

geomeetriline progressioon on Napieril Initte kasvav, nagu Bürgil, vaid kaha
nev. Ka siin on geomeetrilise progressiooni liikmete arvutamine näiteks 
valemi 

Y11 =--= Yn-1 --- 0, 000 000 I Yn-l 

abil äärmiselt lihtne, kuigi aeganõudev. Et Napieril on geomeetrilise prog
ressiooni tegur tunduvalt lähemal 1-le kui Bürgil, siis vajaliku ulatusega tabeli 
saamiseks ainult viimase valemi abil tuleks sooritada miljoneid samme, mis 
praktiliselt pole enam hästi teostatav. Seetõttu kasutab Napier kunstiikke 
võtteid, mis võimaldavad oluliselt vähendada arvutuste mahtu, näiteks teata
val etapil piirduda ainult geomeetrilise progressiooni iga sajanda liikme 
leidmisega.-1 

Sellisel teel saaelav Bürgi tabeliga analoogiline aritmeetilise ja geomeet
rilise progressiooni tabel etendab Napieril vaid abitabeli osa. Selle baasil 
moodustab Napier 1614. a. avaldatud põhitabeli, milleks interpoleerimise abil 
tuli veel Iciela siinuste logaritmid. 

Oleminek definitsioonis määratud pidevalt funktsioonilt geomeetrilise pro
p-ressiooni moodustamisele tingib seda, et Napicri logaritmide aluseks pole 
enam täpselt 1/t'. \'aid 1h. kus 

h -=~= (I. 000 000 I) 10 000 000 = 2,718 281 69 ... 

väga vähe erinel1 arvust e="" 2,718 281 128 ... Erinevus on sedavõrd väike, et 
vastavate logaritmidc crinen1s peaks olema väikseiil Napieri tabeli viimase 
koha ühikust. Tegl'likult on aga Napier tahelite koostamisel teinud väikese 
arvutusvea, mistõttu, vaatamata väga hoolikalt teostatud arvutustele, pole 
tabelis logaritmide viimased kohad enam õiged. Muide seda viga saab tõl
gendada ka logaritmidesüsteemi aluse asendamisega arvust 1/b veidi erineva 

<~rvuga. 

Kümnendlogaritmid 

Paljud Napieri kaasaegsed mõistsid uute tabelite tähtsust 
arvutusabivahendina ning võtsid nad vaimustusega vastu. Peat
selt avaldas E d war d Wright (surn. 1615) tabelid ladina 
keelest inglise keelde tõlgitud tekstiga. Londoni kolledzi profes-

3 Lähemalt Napieri arvutusvõtetest võib lugeda raamatust: A õe ~1 b eo H: 
H. 5., Po)l{.ueHHe .norapH<!JMou . . '\1\.--n., 1948. ptk. V. 
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sor Henry B r i g g s (1556-1630) kirjutas: «Neper, Merehis
toni lord, on minu pea ja käed tööle pannud oma uute ja imet
lusväärsete logaritmidega. Ma loodan teda käesoleval suvel 
näha ... Mitte kunagi pole ma näinud raamatut, mis oleks mulle: 
rohkem meeldinud ja mind enam imetlema pannud.» Briggs 
teostaski kavatsuse ning sõitis 1615. a. suvel Sotimaale Edin
burghi. Kohtumisel N a pieriga olevat ta öelnud: «Mi lord, ma 
võtsin selle pika. reisi ette ainult selleks, et Teid näha ja teada 
saada, millise teravmeelse relva ja kunsti abil Te jõudsite mõt
tele suurepärasest abivahendist astronoomidele - logaritmidest. 
Muide, nüüd imestan ma rohkem selle üle, et keegi neid varem 
ei leidnud, seevõrra näivad nad lihtsatena pärast seda, kui neid 
tunda.» 

N apier ja Briggs sõbrunesid ning arutasid kohtumisel küsi
must uute, arvutamiseks veelgi sobiva ma te logaritmitabel it e 
koostamisest. Nimelt Napieri tabelite kasutamisel toovad endaga 
kaasa mõningaid ebameeldivusi asjaolud, et 0-ga võrdub mitte 
arvu 1 vaid arvu 107 logaritm ning et arvu korrutamisel või 
jagamisel kümne täisastmega oluliselt muutub tema logaritm. 
Nende asjaolude analüüsimisel olid nii Briggs kui ka Napier juba 
varem jõudnud kümnendlogaritmide sissetoomise ideele. Koos 
töötasid nad välja selle logaritmisüsteemi põhimõtte, mis tugineb 
järgmise geomeetrilise ja aritmeetilise progressiooni võrdlemi
sele: 

I Arvud =I 1 ]~10 ~-;Q, IIO' I IO'T-:-.. j 

J Logaritmid I 0 I I / 2 I 3 1. 4 . _1_:.:_: _ __1 

Tabelite koostamisel tuli leida· logaritmid ka arvudest, mis 
pole kümne täisastmed. Briggs asuski innuga tööle, kasutades 
seejuures vägagi leidlikke võtteid 4. Ta külastas Napieri ka 
I 616. a. suvel ning 1617. a. ilmusidki Briggsi tabelid arvude 
1- 1000 8-kohaliste kümnendlogaritmidega. Seetõttu nimeta
takse kümnendlogaritme vahel ka Briggsi logaritmideks. Briggs 
jätka_s arvutusi ning avaldas 1624. a. 14-kohalised kümnendloga
ritmid arvudest 1- 20 000 ja 90 000- 101 000. Seejärel asus ta 
koostama 10-kohalisi tabeleid trigonomeetriliste funktsioonide lo
garitmidest, mis ilmusid posthuumselt 1633. a. Märgime, et nen
des tabelites oli kraad jaotatud lOO minutiks ja minut omakorda 
100 sekundiks, s. t. kümnendsüsteem oli laiendatud ka nurga
mõõtudele. 

Briggsi tööd jätkas hollandi raamatukaupmees Ad r i a e n 
V I ack (1600-1667), kes 1828. a. avaldas 10-kohalised tabelid 

4 Mõnedest Briggsi arvutusvõtetest on juttu raamatutes: r H p lll Ba JI h JJ., 
.n. R, I1cTopHH oTKpbiTHH JiorapHcjJMOB. XaphKOB, 1952; P hi 6 11 H K o B, K A., 
11CTopHH MaTeMaTmm, I. M., 1960. 
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arvude 1 - 1 OO 000 kümnendlogaritmidega ning varsti seejärel 
ka 1 0-kohalised ta bei id trigonomeetriliste funktsioonide logarit
midega nurkarlest iga 1 0" järele. Sellega olid üldjoontes lõpule 
viidud tohutud arvutustööd logaritmitabelite koostamiseks. Hili
semad tabelid tuginevad sageli Vlacki tabelitele, kuigi on muu
detud viimaste struktuuri ja parandatud neis esinevaid vigu. 
Märgime, et Vlacki tabelitest on leitud 173 viga ning isegi 
austria arvutaja Georg V ega (1756-1802) poolt väga hoo
likalt koostatud 7-kohalised tabelid (ilmusid 1783. a.) sisaldasid 
veel 5 viga. 

Logaritmitabelite edasine areng on toimunud kahes suunas. 
ühelt poolt on üldkasutusele võetud järk-järgult väiksemaid ta
beleid. Nii andsid Vlacki 10-kohalised tabelid teed 7-kohalistele, 
seejärel 5-kohalistele tabelitele; tänapäeval aga kasutatakse koo
lides enamasti 4-kohalisi tabeleid. Sellised üleminekud ei toimu
nud sugugi rahulikult, vaid nõudsid visa võitlust, sest paljud ei 
tahtnud nõustuda õigustatud väidetega, et enamikes arvutustes 
saavutame küllaldase täpsuse ka hoopis väiksemate ja mugava
maie tabelite abil, mis suurel määral lihtsustab logaritmide ka
sutamist ja kiirendab arvut.amist. 

Teiselt poolt esineb teaduses ja tehnikas arvutusi, mis nõua
vad väga suurt täpsust. Nende sooritamiseks on koostatud suure 
ktimnendkohtade arvuga tabelid. Märgime näiteks \Volframi 
48-kohalisi logaritrue arvudest 1- 10 000 ja Adamsi 260.-koha
lisi logariime arvudest 2, 3, 5, 7 ja 10 (mõlemad on naturaa]
logaritmide ta helid). 

Osutub, et logaritmide omadused ja kasutamisviis ei sõltu 
palju logaritmide süsteemi alusest. Logaritmi kaasaegse definit
siooni abil on nimelt üsna lihtne näidata, et logaritmid alusel a 
ja b on omavahel võrdelised: 

1 
Iogb x = -- I og x ( a > 0, b > 0). loga b a 

Näiteks naturaallogaritmid avalduvad kümnendlogaritmide kau
du järgmiselt: 

1 
Inx= M logx, kus MI == -

1 
1 

=· 2,302 585 092 994 og e 

Seetõttu on ühe aluse jaoks koostatud logaritmitabelite abil üsna 
lihtne leida logariime ka mingil teisel alusel. Arvutusabivahen
dina on kõige enam levinud kümnendlogaritmid, sest nende 
murdosa (mantiss) ei muutu logaritmitava arvu korrutamisel või 
jagamisel kümne täisastmega. 

Kõrgemas matemaatikas aga kasutatakse peaaegu eranditult 
naturaallogaritme, sest nende korral on kõige lihtsam teostada 
diferentseerimist ja teisi matemaatilise analüüsi tehteid. Maini-
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me, et naturaal1ogaritme nimetatakse vahel ka mitte pans mgu::;
tatult N ap i eri logaritmideks. Tegelikult N ap i eri arvutatud loga
ritmid, nagu eespool selgitasime, erinesid naturaallogaritmidest, 
kuigi vähe. Esimesed väikesed naturaallogaritmide tabelid aval
das 1619. a. vähetuntud inglise matemaatikaõpetaja John 
S pei d e I, nimetust «naturaallogaritm» hakkas aga 1668. a. 
kasutama N i eo 1 au s Mere at o r (Kaufmann, 1620-1687). 

Märgime veel, et sümbolid logaritmide tähistamiseks on tek
kinud loomuliku} sõnade lühendamise teel ning nad võeti kasu
tusele varsti pärast esimeste logaritmitabelite ilmumist, kuigi 
seda tegid eri autorid mõnevõrra erineval kujul. Näiteks süm
bolit «Log» kohtame Kepleri ( 1624) ja Briggsi (1630) töödes, 
sümbolit «log» aga itaallase B. Cavalieri ( 1632) juures. 

Logaritmid on möödunud kolme ja poole saj andi jooksul 
etendanud väga tähtsat osa arvutusabivahendina. Seda iseloo
mustas XIX saj andi prantsuse matemaatik ja astronoom Pierre 
Simon Laplaee, väites, et «logaritmide leiutamine vähendas ast
ronoomide tööd, pikendas nende eht». Tänapäeval on logaritmi
tabelite osa arvutuste teostamisel mõnevõrra vähenenud, sest järjest 
igapäevasemaks muutuvad nende võistle j ad - arvutuslükati d ja 
arvutusmasinad, mille ajalugu on peaaegu sama pikk nagu loga
ritmide ajal ugugi. J uba 1620. aasta 1 hakkas logaritmilisi skaala
sid arvutamisel kasutama Londoni professor E d mu n d Gu n -
te r (-1581-1626) ning esimese teadaoleva aritmomeetri arvude 
liitmiseks, lahutamiseks, korrutamiseks ja jagamiseks konstruee
ris ja ehitas 1623. a. Tübingenis saksa matemaatikaprofessor 
W i 1 h e 1m S ehi e ka r d ( 1592-1635). Nende arvutusvahendite 
arengu jälgimine nõuaks aga juba omaette artiklit. 

NO VALISE 1 MOTTETERI A1ATEMAATIKAST 

Kogu matemaatika - see on õigupoolest üks suur võrrand teiste tea
dl;lste jaoks. 

Mida logaritmid on matemaatikale, seda on matemaatika teistele tea
dustele. 

Matemaatika - see tähendab teadust üldse. Seetõttu kõik teadused pea-
vad saama matemaatikaks. 

Nüüdne matemaatika on ... mõtlemise ablvahend. 
Tema piiritu rakendatauus on tema enese vaialikuks postulaadiks. 
Tema aluseks on seesmine koosk5la. ülesehituse terviklikkus. 
Tõeline matemaatik - see on tõeline entusiast. 
Ilma entusiasmita pole mingit matemaatikat. 
See, kes ei võta aukartusega matemaatilist raamatut ja ei loe seda kui 

avastust, see ei mõista teda. 

' Nov aI i s (kodanikunimega Friedrich von Hardenberg, 1772-1801) 
on saksa poeet-romantik. 
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üHEST PEDAGOOGIDELE VAJALIKUST BROsüllRIST 

I. Kull 

Teadusalade areng toimub täna
päeval ühe kiirenevas tempos. Nii 
näiteks kahekordistub inimteadmiste 
hulk tJmbes 10 aastaga. Kõik see sun
nib paratamatult otsima võtteid ja 
meetodeid õppeprotsessi efektiivsuse 
suurendamiseks. üheks selliseks mee
todiks on programmeeritud õpetami
ne, mis on rakendamist leidnud nii 
Nõukogude Liidus kui ka välismaal 
(eriti USA-s). Et tõsisem huvi prog
rammeeritud õpetamise probleemide 
v<1stu tekkis meie maal alles 1960-
ndatel aastatel, on ülevaatiikke teo
seid sellelt alalt ilmunud ainult üksi
kuid, needki pühendatud peamiselt 
ühe või teise kollektiivi töösuundade 
ja -tulemuste käsitlcmisele. Seda 
enam on põhjust roomu tunda 
U. Aguri brosüüri ilmumisest, mille 
eesmärgiks on asjaliku ja igakülgse 
ülevaate andmine ülalnimetatud kü
simustest.1 

Brosüüris analüüsitakse kõigepealt 
traditsioonilise õppeviisi puudusi (õp
peprotsessi mitteküllaldane individua
liseeritus, süstemaatilise kontrolli 
puudumine jne.), mille kõrvaldamise 
püüded põhjustasidki programmeeri
tud õpetamise tekkimist. Program
meeritud õoetamise üldiselt aktseptee
ritud ja täpne määrang praegusaja! 
veel puudub. U. Agur iseloomustab 
programmeeritud õpetamist järgmiste 
mo1rentide esiletõstmisega: 1) kursu
se range, detailideni viimistletud üles
ehitus materjali loogilise struktuuri 
alusel; 2) õppematerjali doseerimine, 
s. o. esitamine annustena; 3) kohus
tuslik materjali omandatuse kontroll 
iga annuse esitamise järel; 4) kont
rolli tulemuste kohene teatavakstege
mine õppijale. 

1 Agu r, U., Programmeeritud 
õpetamine ja õoetamismasinad ning 
nende r::~kendamine kõrP"emas koolis. 
Tln.. 1964, 120 lk., TPI rotöprindi 
väljaanne. 

Nendes seisukohtades ei ole iseene
sest midagi printsipiaalselt uut. Pro
grammeeritud õpetamise iseärasus seis
neb aga nende põhimõtete võimalikult 
täielikus ja järjekindlas rakendamises. 

Brosüüri järgnevas osas vaadel
dakse õppematerjali programmeerimi
se meetodeid. Nii on võimalik mater
jali esitada kas jada- või hargpro
grammi abil. Viimasel juhul sõltub 
õppeprotsessi käik (annuste valik ja 
nende järjekord) õpilase vastustest 
kontrollküsimustele. Materjali oman
damise kontrolli võib samuti teos
tada kahel erineval viisil, kasutades 
kas nn. valikvastuste või konstruee
ritava1e vastuste meetodit. Edasi an
takse ülevaade õpetamismasinatest 
kõige lihtsamatest - perfoplaatidest, 
kuni kõige komplitseeritumateni 
kaasaegsete arvutite baasil töötavate 
automatiseeritud klassideni. Viimases 
peatükis käsitletakse programmeeritud 
õpetamise mõningaid teoreetilisi ja 
pedagoogilisi probleeme (traditsiooni
lise ja uue õppemeetodi vahekord, 
programmeeritud õpetamise efektiiv
suse määramine jne.), samuti edasisi 
perspektiive. 

Kõiki brosüüri kohta tehtavaid 
märkusi on võimalik resümeerida um
bes järgmiselt: teos paistab silmCI 
ladusa sõnastuse i a küsimuste selge 
ning asjaliku käsitluse poolest. 

Kuigi vaadeldavas brosüüris leia
vad käsitlemist mitmed küsimused 
õppetööst just kõrgemates koolides 
(nagu märgib ka brosüüri pealkiri), 
on teoses esitatav põhiline problee
mistik sõltumatu sellest, kas on tege-
mist alg-, kesk- või kõrP"ema kooliga. 
Seeoärast on selle brosüürie-a soovi
tav tutvuda kõigil pedagoogidel. Kah
juks on see ilmunud aga rotaprindi
väliaandena ia väikeses tiraazis. K~es
oleva kirjutise autori arvates tuleks 
nimehttud teos tingimata anda väl
ja trükis - nii eesti kui ka vene 
keeles. 
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MILLEGA TEGELDAI(SE üLII(OOLI MATEMAATII(ARINGIS? 

A. Riesen 

1964/65. õppeaasta algusest oli möö
dunud ainult paar nädalat, kui mate
maatika- ja füüsikaosakonna värske
test tudengitest moodustati mate
maatikaring_ Avakoosolekul tutvusta
sid õppejõud K.. A riva, E. Jüri
mäe, I. K u Il, L. Kivistik ja 
E. T i i t kohalviibij atele probleeme, 
mille käsitlemine oleks mõeldav rin
gi tööna I kursusel. 

Oliõpilased valisid vastavalt huvi
aladele endile teemad; moodustati 
arvutusmatemaatika ja geomeetria töö
rühmad (viimasesse kuuluvad ka II 
kursuse üliõpilased). Vene õppekeele
ga osakonna üliõpilased alustasid 
tööd matemaatilise analüüsi rühmas. 

Liikmete arvult on kõige suurem 
arvutusm a temaa tikarühm. Pea tume 
kõigepealt mõningatel küsimuste!, 
mis on olnud arutlusobjektideks sel
les rühmas. Sissejuhatavas ettekan
des rääkis dotsent 0. Ka as i k la
hendusalgoritmi blokk-skeemi koosta
misest ülesande ettevalmistamisel 
elektronarvuti} lahendamiseks.' 

Järgnevatel koosolekutel esinesid 
Tartu I Keskkooli lõpeta j ad, kelle 
tööd olid valminud juba keskkoolis 
0. Kaasiku juhendamisel. T. Urb a
n i k tutvustas ristsõnade koostamise 
programmi blokk-skeemi. Selle alusel 
on ta teinud ka programmi, mille 
j-äre-i elektronarvuti valib viietäheliste 
sõnade sõnastikust 6 sobivat sõna 
allpool esitatud ruudustikku. 

Programmi ühekäiguliste male-
ülesannete lahendamiseks koostas 

1 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, V, 
lk. 24-36. 
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T. Ha 1 dr e, kes järgmisel koosole
kul tutvustas programmi blokk-skee
mi ning kirjeldas selle koostamisel 
rakendatud ideid. 

J. S i mm käsitles üht suhteliselt 
lihtsat kahe mängija vahelist mängu 
malelaual ning esitas ringi koosole
kul nimetatud mängu taktikaiise 
blokk-skeemi (koostatud oli ka pro
gramm). Palju elevust tekitas kohal
olijate hulgas mäng kuulajate ja «ma
sina» vahel (viimase osas esines pro
grammi autor). Mäng lõppes alati 
«masina» võiduga. 

Järgnes seeria referatiivseid ette
kandeid matemaatilise statistika alalt 
(juhendaja E. Tiit). 

Ettekannetega aritmeetilisest kesk
misest ja dispersioonist esines 
A. R i e s e n. Näited oma kursuse eri
nevate rühmade hinnete võrdlemisest 
andsid võimalusi ka nendest problee
midest huvitavalt rääkida. 

Seejiirel kõneles J. Karu teemal 
«Spearmani korrelatsioon.» Näitena 
arvutas ettekandja korrelatsiooni üli
õpilaste mütsinumbrite ja kontroll
tööde hinnete vahel (noormeeste! ilm
nes siin tugev positiivne, tütarlastel 
aga nõrk negatiivne korrelatsioon). 

Teist semestrit alustas A. Va i -
n e r kauguse mõiste põhjalikuma 
analüüsimisega.2 

Teiseks semestriks jõudsid tule
musteni ka need üliõpilased, kelle 
ülesandeks oli järelduste tegemine 
läbitöötatud statistilise materjali 
põhi al. 

Mahuka arvutusliku töö tegi ära 
S. No o me n, kes uuris matemaati
kaosakonna üliõpilaskandidaatide ja 
üliõpilaste eksamitulemuste kooskõla, 
võrreldes küpsuseksamite, sisseastu
miseksamite ja ülikooli I kursuse ke
vadiste eksamite tulemusi (vaarleldi 
ainult matemaatilisi aineid). Kahe 
aastakäigu (1961 ia 1963) anrlmete 
põhjal arvutati välja kooskõl8korda
jad. Selgus näiteks, et suhteli.'<"lt 

2 Lähemalt vt. Võhandu, L. 
Kauguse mõiste rakendusi. ;.._ Mate
maatika ja kaasaeg, II, 1964, lk. 
25-30. 



suured on need kordajad köpsusek
samite ja sisseastumiseksamite tule
muste võrdlemisel, kõigi kolme· eksa
mi tulemuste võrdlemisel aga üsna 
väikesed. 

Kirjandusteoste stiili statistilist 
uurimist ei ole eesti kirjanduses seni 
veel tehtud - seda kinnitavad ka 
kiri and us teadlased. Arvutusmatemaa
tikarühma liige T. L a i s k proovis 

Arvutusmatemaatikarühma liige 
Tiina Laisk esinemas 

nimetatud meetodit rakendada Ed. 
Vilde lo011lingu analüüsimiseks. Prof. 
V. Alttoa nõuandel valiti uurimi
seks teosed «Musta mantliga mees», 
«Mahtra sõda» ja «Mäeküla piima
mees», kusjuures uuriti erinevate lau
setüüpide pikkusi ning esinemissage
dusi vaadeldavate teoste erinevates 
osades 

Stiili erinevus vaadeldavates teos
tes on ilmne: esimest raamatut ise
loomustab suhteliselt pikk dialoog ja 
kirjeldavate lausete väike hulk. 
«Mahtra sõjas» .on stabiilne lausete 
pikkus, ülekaalu omandavad kirjelda
vad laused, kuna otsene kõne on lü-

8 Matemaatika ja kaasaeg VII 

hike. «Nläeküla piimamehes» on lau
sete pikkus kõige suurem, dialoogi 
esineb suhteliselt vähe. Huvitav on 
lausete pikkuse dünaamika teose väl
tel, mis iseloomustab sündmustiku 
pinget. 

S. Mänd, L. Lahe sa 1 u ja 
E. Ta m re töötavad dots. I. Kulli 
juhendamisel läbi «Vanemuise» kü
lastajate ankeete. Tulemused kuju
nevad loode,avasti väärtuslikeks ja 
on kasulikud ka teatrile. 

K. T o r p a t s i l valmis ankeet 
matemaatikaosakonna !õpetajate koh
ta. Ankeedi täitj ad vastavad nii tea
duslikku töösse kui ka isiklikku ellu 
puutuvatele küsimustele. Ankeedi and
mete läbitöötamine pakub kahtlemata 
materjali nii osakonna ajaloo uuri
misel kui ka mitmesuguste statisti
list laadi järelduste tegemisel. 

Oks rühma töökoosolekutest toi
mus aga Tõraveres, kus tutvuti ast
rofüüsika observatooriumiga, samuti 
viimase arvutuskeskusega. 

«Külalisena» arvutusmatemaatika
rühmas esines M. P u k s, kelle ette
kanne «Landau sümbolid o ja 0» 
kuulub matemaatilise analüüsi vald
konda. 

Vene õppekeelega I kursuse mate
maatikutest moodustati matem a a-
t i l i s e a n a I ü ü s i r ü h m. Tööd 
alustati lihtsamate ülesannetega, nagu 
trigonomeetriliste võrrandite lahenda- · 
m~nc, graafikute konstmeerimine ja 
algebraliste võrrandite täisarvutiste 
juurte leidmine. Edasi asuti purema 
juba keerukamaid pähkleid: käsitlu
sele tulid hüpcrboolsed funktsioonid, 
rekurrehtsed jadad, Fibonacci arvud, 
ridade koonduvustunnused, lõigul pi
devate funktsioonide põhiteoreemide 
tõestamine Heine-Boreli lemma abil. 
Dotsentide S. Baroni ja E. Rei
m e r s i juhendamisel püütakse ringi 
töö korraldada nii, et juba II kursu
sel oleks võimalik alustada iseseisvat 
tööd. 

G e o m e e t r i a r ü h m a töö, kuhu 
peale I ja II kursuse matemaati
kute kuulub ka füüsikuid, on oma 
iseloomult referatiivne. Ettekanded 
on planeeritud mitme aasta peale 
perspektiiviga anda rühma liikmetele 
soliidne geomeetria-alane ettevalmis
tus iseseisvaks teaduslikuks tööks. 
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Oppejõudude K. A riva ja M. 
Rahu I a juhendamisel võtavad rin
gi tööst aktiivselt osa R. Tamm e
veski, P. Mälk, A. Kolde, 
T. Ha 1 dr e, I. Ta rt, E. Vaja k jt. 

Geomeetriarühma esialgseks te-
maatikaks on põhiliselt tensormeetod. 

Vektori mõiste on tuttav igaühele 
juba keskkoolist. Vektorarvutus ja 
·selle üldistus -- tensorarvutus 

kus. Tensorarvutusega abstraktses 
mitmemõõtmelises ruumis tutvutakse
gi geomeetriarühmas. 

Plaanis on veel erirelatiivsusteoo
ria, hiljem teadmiste täienedes aga 
ka üldrelatiivsusteooria matemaatilise 
aparatuuri uurimine, 

On loomulik, et iga üliõpilane võ
tab osa mingist aineringist Et olla 
meister, peab oma ala armastama, 

Geomeetriarühma liikmed (vasakult) R. Tammeveski, A. Kolde, E. Vajak, 
T. Haldre ja I. Tart heidavad pilku Riemanni geomeefriasse. 

aitavad tunduvalt kaasa paljude geo
meetriliste ja füüsikaliste probleemi
ell' lahendamisel. 

Tensori all mõistetakse mingil vii
sil järjestatud (reana, tahelina jne.) 
arvude või koordinaatide hulka, mis 
kirjeldab teatud geomeetrilist vm 
füüsikalist objekti ja muutumise! . tei
sendub koordinaatsüsteemi kindla ees
kirja järgi. Oluline on selliste suu
ruste (invariantide) leidmine, mis 
iseloomustavad antud objekti sõltu
mata koordinaadistikust. Lihtsamaks 
tensori näiteks on vektor (harilikus 
ruumis kolme koordinaadiga), inva
riandi näiteks aga selle vektori pik-
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pühendama sellele ka vaba aega. 
Matemaatikute meistrikssaamine aga 
algabki just matemaatikaringis! 

Tänapäeva matemaatika paljudest 
suundadest leiavad ringis käsitle
mist muidugi vaid üsna vähesed. Te
maatika märgatavat laiendamist ta
kistab aga see, et ring on määratud 
üksnes nooremate kursuste üliõpilas
tele, olles seega vaid n.-ö. sissejuha
tuseks edasisele iseseisvale tööle. 
Põhjalik hargnemine suundade järgi 
toimub nimelt 3. kursusel. Siitpeale 
j.ätkub töö vastavate juhendajate juu
res juba kas individu!l'alselt või 2---3 
liikmelistes rühmades. 



ELEKTI{ONARVUTIGA LEITUD MARSRUUTIDE JÄRGI 

M. R.eigo 

Käesoleva aasta veebruari algul 
valmis TA Küberneetika Instituudis 
programm, mis on määratud ühetüü
biliste autovedude marsruutide koos
tamiseks elektronarvuti! «Minsk-2». 
Selle programmi abil toimub praegu 
isekallutajate veomarsruutide koosta
mine Tallinna Autokaubaveo Valit
suse jaoks. Iga päev kella 12-ks saa
detakse järgmise päeva vedude nõud
mised Küberneetika Instituudi arvu
tuskeskusesse. Seal need perforeeri
takse, antakse arvutisse ja juba kella 
13-ks saadakse valmis marsruudid, 
mille alusel koostatakse autojuhtide 
teekonna lehed. 

Marsruutide väljavalimiseks kasu
tatakse meetodit, mille kirjeldus on 
antud B. Geronimuse jt. artiklis 1• 

I Vt. re p 0 JJ li M y e, 5. li .up., 
TipHMeHeHHe CHCTeManJtJeCKOfO MeT0)1.a 
n nJiaHHposamJH nepeno:~oK. - «ABTO
M06HJibHbiit TpaucnopT», 1961, N;! 7, 
lk. 30--34. Prob!C'emi sõnastus on esi
tatud ka artiklis: KuI I, I., Transport 
ja matemaat·ika. Matemaatika ja 
kaasaeg, III, lk. :19· -~l9. 

Selle metoodika rakendamine võimal
dab vähendada tühisõitude kogupik
kust umbes ühe kolmandiku võrra, 
võrreldes transpordis varem kasutu
sel olnud planeerimisvõtetega. 

Marsruutide leidmiseks koostatud 
programm sisaldab ühe osana ka 
transpordiülesande lahendusprogram
mi. Viimase mõõtmeid arvestades on 
Tallinn jagatud 44 Inikrorajooniks, 
kusjuures vastav kauguste maatriks 
paikneb pidevalt elektronarvuti välis
mälus (magnetlindil). 

Enne progrcnnmi valmimist tehti 
sama tööd Tallinna Autokaubaveo 
Valitsuses käsitsi. Vedude suuremate 
mahtude korral tuli ülesannet kunst
likult vähendada, kuid ka siis oli 
lahendamine töömahukas ja aeganõu
dev. Et aga lahendamise aeg oli pii
ratud, siis ei olnud enamasti võima
lik ei parandada lahendamisel tekki
nud vigu ega leida kõiki võimalikke 
marsruute. Nendest puudustest vaba
nemiseks võetigi kasutusele elektron
arvuti. Nüüd sõidavad isekallutajad 
Tallinnas juba elektronarvuti koosta
btd marsruutide järgi! 

_,,M~tem.G.o.tllto. ;a. lt.a.o.~a.jo." lti.".ia.lt.a.~t 

MIDA ANDIS «MATEMAATIKA JA KAASAJA» ANKEET? 

«Matemaatika ja kaasaja» IV 
numbriga kaasa saadetud ankeeti
dest 1 on suur hulk toimetusse tagasi 
saabunud koos sisukate vastustega. 
Kõige elavamalt on «Matemaatika 
ja kaasaja» ankeedile reageerinud 
õpetajad - üle 60% vastustest kuu
lub nendele. Arvukuseit järgmine on 
mitmesuguste erialade inseneride 
grupp ( 18% ankeete), õpilastelt päri
neb laekunud ankeeticiest kõigest 
12o/o, ülejäänud autoriteks on mitme
suguste erialade esindajad (filoloo
gia, metsandus, majandusteadus), 
pensionärid ja lõpuks ka «anonüüm
sed» isikud, kes on punkti 1 hoopis 

1 Ankeedid olid kaasas vaid osal 
tiraazist. 

8* 

täitmata jätnull. Enamus \ästajatest 
oli lugenud kõiki numbreid, seega 
peegeldavad ankeedivastustes antud 
hinnangud väljaannet tervikuna. 

Küsimuse 3 («Millised artiklid 
meeldisid Teile kõige rohkem?») vas
tused näitasid, et kõige populaarsem 
autor on 0. Lumiste, kelle artiklile 
«Lehekülgi matemaatika ajaloost 
Eestis» sai osaks ligi 30% antud 
positiiYsetest hinnangutest; järgnesid 
«Küberneetika teoreetilisi probleeme» 
(15% hinnanguid). «Nelja värvi prob
leem» (11%) ja terve rida teisi ar
tikleid, mis olid kõige rohkem meel
dinud ühele või teisele lugejale. 

Rubriikidest said peaaee-u võrdselt 
lugejate heakskiidu . osaliseks «Täienc 
dusi koolimah·maatikale», «Kübernee-
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tika» ja «Matemaatika ajalugu». Vi
hikutest on seni parimaks peetud IV 
numbrit. 

Küsimusele 4 («Millised artiklid 
ei meeldinud või tundusid ebaotstar
bekohastena») oli kriitilise sisuga 
vastus ainult kahes ankeedis: üks 
vastajaist (õpetaja) leidis, et liigselt 
on ruumi raisatud elektronarvutitega 
seotud probleemidele, teisele (inse
ner) ei meeldinud üks artikkel rub
riigist «Täiendusi koolimatemaatika
le». ülejäänud lugejad kas pidasid 
kõiki artikleid vajalikeks või ei täit
nud vastavat lahtrit üldse. 

Küsimusele 5 («Kas artiklid olid 
kirjutatud arusaadavalt») vastas üle 
70% ankeeditäitjatest jaatavalt, lüo/o 
tea_tud reservatsiooniga («üldiselt 
arusaadavad»), 20% vastajatest -
eeskätt keskkooliõpilased ning mitte
matemaatilise haridusega lugejad 
märkisid mõningate artiklite puhul, 
et need tundusid rasketena. 

Olgu siin märgitud toimetuse sei
sukoht: kõikide artiklite kirjutamine 
sellisel tasemel. et nad oleksid aru
saadavad eranditult igale lugejale, 
sunniks meid oma materjalivalikut 
liigselt piirama, mis muudaks välja
ande suurele osale lugejaskonnast 
vähehuvitavaks. Seetõttu loodame, et 
kuigi mõni artikkel osale lugejatest 
raskena tundub, ei tehta selle eest 
toimetusele liigseid ettehei~eid, vaid 
tõsise huvi korral püütakse vastava 
kirjanduse abil, mis peaaegu alati on 
artiklis märgitud, iseseisvalt mater
jali mõistmiseni jõuda. 

Kõik küsimusele 6 vastanud luge
jad pidasid ülesannete lahendamist 
vajalikuks. Kahjuks ei ole avaldatud 
arvamusi ülesannete jõukohasuse koh
ta (kuigi on märgitud, et neid la
hendati). 

Vastused küsimusele 7 (rubriikide 
«Matemaatiline päevakaja» ja «Kroo
nika» kohta) on üldiselt positiivsed 
(« ... pean neid rubriike väga huvi
tavateks»). Ainuke negatiivne hin
nang (mittematemaatikult) kõlab: 
«V;:~id kitsale ringkannate huvitav 
materjal». Sellele vastukaaluks võib 
aga tnua arvamuse teiselt mittema
temaatikult: «Informatsiooni ja kroo
nika nurk on väg,a huvitav, eriti teis-
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te alade esindajatele». üldine soov 
on näha neis rubriikides materjale ka 
vennasvabariikide ja välismaa mate
maatikaelu kohta. Püüame seda soovi 
senisest rohkem arvestada! 

Uutest rubriikidest soovivad tuge
j ad näha nelja: eestikeelse ma temaa
tilise terminoloogia, biomeetria, män
gude teooria ja insenerimatemaatika 
tarvis. Esimese neist avasime juba 
eelnevas numbris. ülejäänud kolm ei 
tule toimetuse arvates iseseisvate 
rubriikidena arvesse, küll aga püüa
me mainitud suundi käsitlevaid ar
tikleid avaldada rubriikides «Küber
neetika» ja «Majandusmatemaatika». 

Kõige rohkem on vastuseid kirju
tatud küsimusele 9 - peaaegu igal 
ankeedivastajal on olnud soove aval
datavate materjalide kohta. Osale 
neist soovidest vastasime juba «Ma
temaatika ja kaasaja» eelmises numb
ris; on aga ka neid soove, milledele 
me pole vastanud, kuid püüame ar
vesse võtta (osalt küll alles järgne
vas aastakäigus, sest käesoleva aas
takäigu sisu on põhijoontes juba pla
neeritud). 

Omapoolseid materjalipakkumisi 
laekus ankeedivastajaiii kahiuks vähe. 
Siin tuleks veel korrata: lugejaid hu
vitab vabariigi matemaatikaelu selle 
kõige laiemas mõttes; ka see, mis
suguste metoodiliste küsimustega te
gelevad õpetajad, mida tehakse koo
lide matemaatikaringides, milliseid 
probleeme lahendavad matemaatikud 
tööstuses jne. Selle kõige kohta oota
me teilt kaastööd! 

Küsimusele 12 («Kas peetakse va
jalikuks muuta «Matemaatika _ja kaas
aeg» ajakirjaks?») olid lugejate vas
tused kõige üksmeelsemad: ühtegi 
eitavat vastust siin ei leidunud. tüh
jaks oli jäänud see lahter ainult ka
hes ankeedis (t~itiad olid mittemate
maatikud). ülejäänute vastusteks olid 
«Jah», «Tingimata vajalik», «Kind
lasti» jne. 

Täname siin kõiki ankeedile vas
taiaid ia palume oma lugejateli edas
pidi aktiivset osavõttu «Matemaatika 
ja kaasaja» ees seisvate probleemide 
lahendamisest nii kaastöö kui ka 
nõuannetega. 

Toimetus 



UUSI TEADUSTE KANDIDAATE 

27. mail 1965. aastal kaitses oma 
väitekirja «Loogiliste skeemide sün
teesist» ENSV TA Küberneetika Ins
tituudi noorem teaduslik 1iiiilaja Pia 
Hanko. Tööd juhendas dots. U. Kaa
sik, oponeerisid füüsika-matemaatika
doktor A. Humal ja füüsika-mate
maatikakandidaat I. Kull. 

Väitekirjas esitatakse piisav tingi
mus selleks, et antud loogiline valem 
oleks kvaasikordumisteta skeemi juh
tivusvalem. Uuritakse loogiliste vale
mite kvaasikordumisteta realiseerita
vust juhul, kui nimetatud tingimus 
ei ole täidetud. Saadud tulemuste 
põhjal esitatakse kaks algoritmi, mis 
on vajalikud Joogiliste skeemide sün
teesimisel. Esimene algoritm eraldab 
antud loogilise funktsiooni disjunk
tiivses normaatkujus need liikmete 
kombinatsioonid, mis ei rahulda 
kvaasikordumisteta realiseeritavuse 
tingimusi. Juhul kui selliseici kombi
natsioone ei leidu, teeb algoritm kind
laks valemi rea-liseeritavuse kvaasi
kordumisteta skeemina. Teine algo
ritm määrab kindlaks vajalikud kor~ 
dumised otsitavas skeemis. 

Pia Hanko on sündinud Tallinnas 
14. jaanuaril 1932. a. Ta lõpetas 1950. 
aastal Tallinna 7. Keskkooli, kus tema 
matemaatikaõpetajaks oli R. Meres
maa. Tartu Riikliku ülikooli mate
maatikaosakonna lõpetas P. Hanko 
1955. aastal. 

TOIMUS KESKKOOLIOPILASTE 12. 
TÄPPISTEADUSTE OLüMPIAAD 

Et Uippisteadusi õpilaste hulgas 
populariseerida ja nende huvi mate
maatika, füüsika ja keemia vastu 
lõst:-~, selleks organiseerivad ENSV 
Haridusministeerium ja Tartu Riiklik 
Olikool igal aastal keskkooliõpilaste 
Uippisteaduste olümpiaade. 

Viimastel aastatel on see olüm
piaad hõlmanud tuhandeid meie va
bariigi koolide õpilasi. Seda võimal
elas olümpiaadi laiendamine õpilas
tele alates seitsmendast õppeaastast: 
VII ja VIII klasside õpilased moo
dustavad C-grupi, IX ja X klasside 
õpilased E-grupi ja XI klasside õpi
lased A-grupi. On aga saanud tradit
siooniks, et nooremate klasside õpi
lased räägivad tõsiselt kaasa vane
m<lle Idasside olümpiaadidel auhin
nalisle kohtade jagamisel. Eriti on 
see silma paistnud A-grupi olümpiaa
di!. Nimetagem siin Kehra Keskkooli 
endist õpilast Un d o U us i, Haap
salu 1. Keskkooli endist õpUast V e ·1-
1 o Loorits at, Tallinna 2. Kesk
kooli lõpetanud H i I j a I her it ja 
Jaak Tepandi t ning viimastel 
olümpiaadidel eriti silmapaistvalt esi
nenud Tartu 5. Keskkooli 10. klassi 
õpilast Mi h k e 1 Au 1 i. 

Täppisteaduste olümpiaad toimub 
ülesannete lahendamise võistlusena 
eraldi kolmes aines: matemaatikas, 
füüsikas ja keemias. See võistlus 
viiakse läbi kolmes voorus. Esimene 
neist toimub detsembris ja j aanua
ris, kus õpilased lahendavad kodUs 
neile antud ülesanded. Teine voor 
toimub juba kindlaksmääratud kuu
päevadel ja kellaaegadel koolides ja 
kolmas voor samuti kindlaksmäära
tud ajal: E-grupile suuremates lin
nades ja rajoonikeskustes ning A-
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.grupile Tartu Riiklikus ülikoolis. 
C-grupis toimub olümpiaad ainult 
matemaatikas ja see viiakse läbi ka
hevoorulisena, s. t. selgitatakse ai
nult kooUde parimad. B-grupis sel
guvad aga linnade ja rajoonide pa
rimad ning A-grupis vabariigi pari
mad noored täppisteadlased. 

Olümpiaade _koolides juhivad vas
tavad olümpiaadi koolikomisjonid, 
linnades ja rajoonides olümpiaadi 
linna- või rajoonikomisjonid ja vaba
riiklikus ulatuses vabariiklik komis
jon. Viimase esimeheks on juba aas
taid olnud Tartu Riikliku Olikooli 
Füüsika-Matemaatikateaduskonna de
kaan dots. Anatoli Mitt. 

Olümpiaadi võitjaid autasustatak
se diplomite ja väärtuslike auhinda· 
dega ning lõpuklasside õpilased va· 
bastatakse kevadel vastava aine küp
suseksameist. 

Käesoleva aasta märtsi lõpul toi
mus Tartu Riiklikus ülikoolis 12. täp
pisteaduste olümpiaadi A-grupi III 
voor, kus selgusid vabariigi 1964/65. 
õppeaasta parimad noored täppistead
lased. Matemaatikaolümpiaadi lõpp
voorust võttis osa 52 õpilast 28 vaba
riig-i keskkoolist. Neile anti lahen
·dada j~rgmised ülesanded: 

1. Tõestada, et igas kolmnurgas 
kehtib seos 

u. j] li )' b 
ian 2 ·tan -2 +tan 2 ·tan -2-= p-, 

'kus b on kolmnurga üks ki.i\g- ja 2p 
ümber mõõt. 

.2. Lahendada v"'•-rand: 
(3x+2) 4 + (2x-4)4= 

= (2x + 3) 4 + (4x- 2) 4. 

3. On antud rööpkülik ABCD. 
Küljega AB paralleelnc sirge lõikab 
lcülgi BC ja AD ning cliagonaali AC 
vastavalt punktides K, M ja L. Tões
tada, et kolmnurgad ABK ja ALD 
on pindvõrdsed. 

4. On antud aritmeetiline prog
ressioon a 1, a2, ••. , an, ... ja geo-
meetriline progressioon b1, b2, ••• , 

bn, ... , mille puhul a 1 = b 1, a2 = b2. 

Progressioonid o"n kasvavad }a. po· 
sitiivsete liikmetega. Tõestada, et 
aritmeetilise progressiooni kõik liik
med, alates kolmandast, on väikse
mad geomeetrilise progressiooni vas
tavaist liikmeist. 
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Esimese ülesande Jahendas õi-
gesti 23 õpilast, teise 40 õpilast, kol
manda 32 õpilast ja neljanda 14 opl
last. Kasutades hindamist nagu ta
valiselt 5-palli süsteemis, saaks hin
de «.5» panna seitsmele parimale töö
le, hinde «4» järgnevale kuuele töö
le, hinde «3» kümnele tööle, hinde 
«2» kahekümne neljale tööle ja üh
tegi ülesannet polnud suutnud lahen
dada viis olümpiaadist osavõtjat. 

Mihkel Aul 

Parilllatcks osutusid: 
1. Mi h k e I Au I, Tartu 5. Kesk

kool, 
2. .M i h h a i I P o p o \·, Tallinna 

6. Keskkool, 
3. N ata I i a K o 1 o s s o v a, Tal

linna 31. Keskkool, 
4. Piret Kere s, Tartu l. Kesk

kool, 
5. V i kto r N äkk, Tapa 2. 

,Keskkool, 
6. B ori s F re i d i n, Tallinna 

19. Keskkool, 
7. A 1 eksand e r P et r u s i n. 

Tallinna 23. Keskkool, 
8.-Indrek Kolka, Viljandi I. 

Keskkool. 
9. AnatoI i St u 1 o v. Talli"nn:1 

19. Keskkool. 
10. V l a'rt im ir Smirnov Tal

linna 25. Keskkool. 



Parima kooli nimetuse sai mate
maatika alal Tallinna 6. Keskkool ja 
sellele koolile antakse üle Tartu Riik
liku ülikooli ränddiplom, mis on va
rem rippunud Tallinna 1. Keskkooli, 
Pärnu 1. Keskooli, Viljandi 2. Kesk
kooli ja neli aastat Tallinna 2. Kesk
kooli seinal. 

Keemiaolümpiaadil olid parima-
teks: 

I M i h k e I A u 1, Tartu 5. Kesk
kool; 

2. Re i n lv\ ä Il, Tartu o. Kesk
kool, 

3. Re i n H i o b, Pärnu 2. Kesk
kool. 
Füüsikas olid võitjateks: 

I. Mi h k e I A 11 I, Tartu 5. Kesk
kool, 

2. Vladimir Nõmm, Tallinna 
6. Keskkool, 

3. Re i n K i pp e r, Tartu 1. 
Keskkool. 

Keemia alal tunnistati parimaks 
kooliks Tartu 5. Keskkool ja füüsika 
alal jällegi Tallinna 6. Keskkool. 

Olümpiaadi kõigil kolmel alal 
võisteinud õpilastest oli parim Mi h
k e I Au 1. Temale j~irgnesid Mi h
h ai l Pop o \" Tallinna 6. Keskkoo
list ja Aavo Hei n I o T:1llinna 7. 
Keskkoolist. 

Olümpiaadi lõppvoorust osavõtja
tele ei olnud need p~ievad <tinult pin
gelisteks võistluspäevadeks, vaid olid 
ka enesetäiendamiseks ja kultuurili
seks meelelahutuseks. Seda kindlusta
sid ekskursioonid Tartu Riikliku ülikoo
li arvutuskeskuscsse, samuti füüsika ja 
keemia lahoratooriumidesse, ülikooli 
õppejõudude dots. ü. Kaasiku, v.-õp. 
V. Kargu ja R. Tani loengud ning 
Weberi oooeri «Nõid kütt» i a Kuus
bergi näidendi «Andres Lapeteuse 
juhtum» jälgiminr tE'CJtris «Vane
muine». 

0. Prinits 

TEINE LEND KESKHARIDUSEGA 
MATEMAATIKUID 

Käesoleval aastal lõpetas A. H. 
Tammsaare nimelises Tartu l. Kesk
koolis juba teine lend programmeeri
jaid. õppimist matemaatika eriharus 
alustatakse alates 9. klassist tootmis
·eriala õppimise korras. 

Peale tavalise keskkoolikursuse 
võetakse nendes klassides läbi veel 
terve rida eriaineid, nagu kõrgema 
matemaatika alused, ligikaudsed ar
vutusmeetodid, elektronarvutid ja pro
grammeerimine. Eriaineid õpetavad 
Tartu Riikliku Olikooli õppejõud ja 
arvutuskeskuse töötajad. 

Matemaatik-programrneerij a kvali
fikatsiooni saamiseks tuleb õpilastei 
teoreetilise ainete kõrval läbi teha ka 
arvutusmeetodite ning programmeeri
mise praktikad. Tootmisõpetus l3peb 
praktikatöö arvestamisega ja kvalifi
katsioonieksamiga. Praktikatööks on 
mingi probleemi iseseisev lahenda
mine ja vastava programmi koosta
mine elektronarvutile «Ural-1». Selle 
töö teostanud õpilased lubatakse 
kvalifikatsioonieksamile. Eksami soo
ritanud õpilastele omistatakse mate
maatik-programmeerija kvalifikatsioon 
ja erialaline kategooria. 

19. III 1965. a. toimunud kvalifi
katsioonieksamil said kõrgeima, s. o_ 
3. kategooria järgmised lõpetajad: 

l. Ka 1 d a, Aadu 
2. K e r e s, Piret 
3. K ip p e r, Rein 
4. K u 1 d m a a, Enn 
5. K ö b a s, Marge 
6. R e d i, Varpo 
7. T õ rv a, Liia 
8 U n iv e r, Tiiu. 

2. kategooria: 
I. Ab e n, Enn 
2. Ai mI a, Märt 
:t A s t e I, Helle 
4. K e rt, Jüri 
5. K otsa r, Tiina 
6. K u u t, Riina 
7. K ä h r i k, ülo 
8. Laar, Virve 
9. L e i t, Sulev 

IO. Lepp, Riho 
Il. L o o, Andres 
12. Ta m põld,. Lembit 

1. kategooria: 
l. E n g e 1, Heino 
2 H e I s t e i n, AureHa 3: La m b u r, Tõnu 

I964/65. õppeaastal lõpetas arvu
tusmatemaatika erialal ka Tallinna 
I. Keskkoolis esimene lend. · 

L. Luht 
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Eesti NS V-s ilmunud matemaatika
alase kirjanduse nimestik 

Jaanuar--veebruar 1965 

(Koostanud E. Annus) 

RAAMATUD 

Agu r, U. Programmeeritud õpe
tamine ja õpetam:smasinad ning nen
de rakendamine kõrgemas koolis. 
Tln., 1964. 120 lk. -- Trükitud rota
prindil 900 eks. 

M e r e s t e, U. l(eskmised ja va
riatsiooni-näitarvud. Trt., 1965. 151 
lk. (TRü. Rahanduse ja krediidi ka
teeder.) - Trükitud rotaprindil 500 
eks. 

P a s t, V. ja K o o r i t s, A. Füü
sikalis-keemilised arvutused. Trt., 
1965. 172 lk. (TRü. Keemia katee
der.) - Trükitud rotaprindil 200 eks. 

Re Iv i k, H. ja S i I d e, D. 
D'A1ambertJi printsiip. Dünaamika 
üJdvõrrand. Lagrange'i teist liiki võr
randid. Tln., 1964. 92 lk. (TPI. Teo
reetilise mehhaanika kateeder.) 
Trükitud rotaprindil 600 eks. 

R u ube I, A ja R i iv e s, S. 
l(u_iutava geomeetria koduseid harju
tusülesandeid EPA kaugõppeteadus
konna üliõpilastele. I vihik. Trt., 1964. 
28 lk. (Eesti Põllumajanduse Aka
deemia.) - Trükitud rotaprindil 1000 
eks. 

Matemaatika. Metoodiliste artiklite 
kogumik. III. Tln., 1965. 76 lk. 
(ENSV Ministrite Nõukogu Riiklik 
Kõrgema ja Kesk-Erihariduse Ko
mitee. Teaduslik-m(J!:oodiline Kabinet.) 

Sisu: J. Re im an d. Matemaatika alg
mete arengu seosest majandusliku eluga 
ürgkogukonnas. - I. I< u I I. Lineaarsest 
planeerimisest. - 0. I< aa sik. Hulkliik
mete astendamine. - J. G a i d u k. Ekstree
mumülesannete õpetamise metoodikast. -
M. Lev i n. K:ahe elementaarse teoreemi 
üldistu~ed. - A. R u u b e I. Borneri skeem 
graafiiises käsitluses. - J-I. Meri I o. Kesk
kooli algebrast. -- M. Lev i n. ülesandeid 
õpilastele. 
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Matemaatika ja kaasaeg. Abimac 
terja1e matemaatika õpetajatele ja 
õppijatele. V. Trt, 1964. 112 lk. (Tar
tu Riiklik ülikool.) 

Sisu: G. K: an gr o. Kaasaja matemaa
tilise analüüsi mõned iseloomulikud jooned. 
- 0. Lepik. Mis on plastilisuseteooria? 
-- 0. I< a a s i k. Algoritmide blokk-skeemid. 
-- I. K: u I I. Dünaamiline planeerimine. -
H. Ab e n, J. I< aja r i. Operatsiooniana
lüüsi kasutamisest linna generaalplaani 
koostamisel. -- Jakob Ga b o vi ts. Veidi 
kolmnurga aritmeetikat. - S. I. Z et e I. 
Automediaansed kolmnurgad. - E. Ta m -
me. Pierre Fermat ja XVII sajandi mate
maatika. - I. Rabinov it s. Eestist võr
sunud matemaaiikaklassik. - A. P a I g e. 
15 aastat akadeemik N. N. Luzini surmast. 
- A. V i h ma n. 75 aastat proL Albert 
Borkvelli sünnist. - J. P uk k. «Minsk-2» 
-- esimene pooljuhtidel elektornarvuii vaba
riigis. - 0. L u mi st e. Muljeid teadusli
keit konverentsidel!. - 0. I< aru. Vabariigi 
noorim. - K:. V e I s k e r. Metoodika-alane 
seminar Tartu Riiklikus ülikoolis. - Toi
mub järjekordne täppisteadustealane konve
rents. - E. Annus. Eesti NSV-s ilmunud 
matemaatika-alase kirjanduse nimestik. Sep-
tember-oktoober 1964. ülesancleici. 
Rahvusvahel i ste matemaatikaolümpia adi de 
ülesannete lahendusi. 

Tpy;~,hi 8hJ4HCJIHTeJibHoro u,eHTpa. 
BLmycK 4. TapTy, 1964. 68 CTp. (Tap
TYCKHH roc. yr-r-T) PoTanpHHT 
500 .3K3. 

Co.n.ep)KaJine: e. JiyxT, M. 1\pyJIJih. 
-~~1. PaxelllW. PacLICThi 3arpyH<eHHOCTH cTa
iiOLIHoro llapKa 3aao.n.a. 

Tpy!~hl 8hJ4HCJIHTeJihHOro u,eHTpa. 
BLmycK 5. TapTy, 1965. 119 eTp. 
(TapTyCKHH roc. yH-T) - PoTanpmn 
300 3K3. 

Co.n.ep)KaHne: A. KophiOC. OnHcaHue axo.n.
Horo 513h!Ka CHCTeMbl aBTOMaTI;I3al~HH npo-
rpaMMH])OBaHHll. . 

PERIOODII(AS ILMUNUD 
ARTII(LID 

L i n t s, A. Programmeeritud õpe
tamise probleeme matemaatikas. 
«Nõukogude Kool», 1964, nr. 12, tk. 
934-938. 

Usa i, 
metoodika. 
1965, nr. 
134-141. 

M. Võrratuste õpetamise 
«Nõukogude Kool», 

1, lk. 60-67; nr. 2, .lk.,_ 



ülesandeid elementaarmatemaatikast 1 

I. Perekonnas on 4 liiget: isa, ema, poeg ja tütar. Nende vanuste summa 
on 73 aastat. Isa on emast 3 a. vanem, tütar aga pojast 2 a. vanem. Neli 
aastat tagasi oli perekonna koguvanus 58 aastat. Kui vana on iga pere
konnaliige praegu? 

2. Kas 

a) 1991 + 9II 9 

b) 4393 + 9343 

e) 5775 + 7557 

d) 4664 + 6446 

jagub 10-ga? 
jagub 25-ga? 
jagub 8-ga? 
jagub 3-ga? 

3. Kas ringi kõõlud, mis pole diameetriteks, saavad lõikepunktis üksteist 
poolitada? 

4. Kuidas leida ringi keskpunkt, kui käepärast on ainult joonesiuskolm
nurk ja pliiats? 

II 

5. Kaks turistide gruppi väljusid samaaegselt süstadel - üks punktist 
A vastuvoolu ja teine punktist B pärivoolu - teineteisele vastu. Esimene 
g_rupp, kohtudes teise grupiga punktis e, pöördus ümber ning edasine sõit 
toimus koos (teise grupi kiirusega). Poolteise tunni pärast peale väljumist 
jõudsid mõlemad grupid punkti D, mis asub punktist B 15 km kaugusel. 
Kui esimene grupp oleks väljunud 1 tund varem teisest grupist, siis oleksid 
nad kohtunud punktis E, mis asub punktidest A ja B võrdsel kaugusel. 

Leida kummagi grupi sõidukiirus kalda suhtes ning punkti e kaugus 
punktist A, kui punktide A ja B vaheline kaugus on 20 km. 

6. On antud kuup ABeDAIBieiDI, kus AA~. BBI, eel ja DDI on külg
servad. Millises suhtes jaotab serva e1B1 tasand, mis läbib tippu A, tahu 
A 1B 1e 1D 1 keskpunkti F ja tahu BB1e1e keskpunkti G? 

7. Lahendada võrraius 

~ sin2 x + ! sin2 2x > eos 2x. 

8. Näidata. et võrrandit 

' 2 .\' • 2, X 2 -j l 2 SID - SID - = X - -2 6 ' x2 

ei ole lahendeid. 

1 . Elementaarmatemaatika ülesanded on jaotatud kahte ossa nii, et I rühma 
ülesannete lahendami.sel poleks vaja teadmisi matemaatikast rohkem kui kesk
kooli 7 klassi ulatuses. 
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ülesandeid kõrgemast matemaatikast 
oo 

""' 1 X 1. Uurida rea ~ 'Ln tan ".:.n (x ;=! kn, k --- täisarv) 

n=O 
koonduvust. 

2. Näidata, et 

D.= =0 . 

. ,·us __ sin (k8 + ~ ( .a __ 
. .1'\ ak- sin kB a, u suvalised, sin kB ~ 0). 

KOGUMIKU VIIENDA VIHIKU üLESANNETE LAt-lENDUSEO 

A. Elementaarmatemaatika 

ülesande nr. 1 lahendus. Avaldame 
·täisnurkse· kolmnurga ABE pinclab kahel 
viisil: 

B 

Ft 

siis 

1 a 1 
T -2 · h = 2 ·AB· r. 

A 

ülesande nr. 2. lahendus. Arvestades, et 

a-\{3~~-=---(y-f-6), cos(a+/3)= eos (y-f-ö), 

E 

:saame 
eos 2a ·+-eos 2/J +eos 21' +-eos 26 == 2 eos (a + /3) eos (a- jJ)-:

+ 2 cos(y + o)cos(y- o)= 2 cos(y + o)cos(a -,~)-;
-f-2cos(a -f-f3)cos(y-o). 

e 

Teisendades saadud avaldis1 summa ja vahe koosinu~e valemile põhjal, jõua
rne~i nõutava tulemuseni. 

ülesande nr. 3 lahendus. ülesandel on kaks/ lahendust: 

I 847108 
T 95438 

-942546 
+ 

847138 
95408 

942546 

ülesande nr. 4 lahendus. K.orrutises n2 -- 3n = n (t~- 3) on tegurid n ja 
:n -3 kas ühisjagajata arvud või on nende suurimaks ühisjagajaks arv 3. 

Kui n ja n- 3 on ühisjagajata arvud, siis nende korrutis on täisruut 
siis ja ainult siis, kui kumbki neist arvudest on täisruut: 

n = b2, n - 3 = a2 ( 0 < a < b) . 
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Sel juhul b2 -- a2 = 3. (b--a) (b + a) = ~3. 

jb-ao=l 
Ib+ a = 3. 

a = 1, b =-= 2 ning n=-= 4. 

Kui n ja n- 3 suurimaks ühisjagajaks on arv 3, siis nende korrutis on 
täisruut siis ja ainult siis, kui 

n-3=3a2• n~~3b2 (O<a<b). 
Sel juhul 

3b2 - 3a2 = 3 
a = 0, b = 1 ning n~ 3. 

Seega n2 - 3n on täisruut ainult n=~ 3 ja n 7
"' 4 puhul. 

B. Kõrgem matemaatika 

ülesande nr. l lahendus. Valime koordinaattcljestiku nii, et kolmnurkade
alused asuvad x-telje! ning esimese kolmnurga aluse keskpunkt nullpunktis_ 

Siis kolmnurkade tipud on ( 0, ~ y3), (2. ~ 1/;j), ( 6, ~ y;j),. 

( 2 7 -.!"-) ( 2 
2n- 1 -) El' · 'd · t t 1 , 2 v 0 , . . . . n -n, --

2
- V 0 , . . . 4 nnmeen es n-1 seos es 

2n -1 
x = n2 -- n, y = ---2---- V~-, 

saame 

mis esitab parabooli fookust.~ga F ( +, 0) . 
kaugus fookusesi on n2 --n+ J. 

( 
2n-l -. 1 -) Tipu n2 ---n, --2-- r 3 

ülesande nr. 2 lahendus. Et võrramii vasakul poolel on avaldise· 
x2(l-x)y' + x(x + 2)1/ tuletis, siis võrraneli t•simene intcgraal on 

' x3 +el x2 (1--x)y -i x(x-f-2)y'= j----. 

Saadud lineaarse diferentsiaalvõrrandi üldJahend on 

x 2 1 1 el + 1 3--
(x --- 1)3 y = X - 1 + 2 (x - i)2 + 9 (x - 1) 3 - In c2 V X - I. 

RAHVUSVAHEUSTE MATEMAATIKAOLüMPIAADIDE 
üLESANNETE LAHENDUSI 

111 .olümpiaad 

ülesanne nr. 1. Lahendada võrrandisüsteem 

{ 

x+y-f-z=a, 
x2 + y2 + z2= b2. 
x_tf = z2, 

kus a ja b on etteantud arvud_ Missugust tingimust peavad rahuldama arvud' 

115 



a ja b, et süsteemi lahendid x, y ja z oleksid kõik positiivsed ja mittevõrdsed. 
L ah e n d us. Tõstes süsteemi esimese võrrandi mõlemad/ pooled ruutu. 

lahutades sellest teise võrrandi ning asendades kolmandast xy = z2• saame 

millest 
2z(x -+- y -+- z) = a2- b2 ehk 2az = a2 -- b2

, 

a2- b2 
z=~-

a2 _,_ b2 (a2 _ b2)2 
Et X + y = a - z = - 2a ja X y =-~ Z

2 = 4a2 ' 

siis x ja y on ruutvõrrandi 
4a2u2 -2a(a2 +b2)u+ (a2 -b2)2=0 

lahenditeks. Seega süsteemi JahendHeks on: 

a2 + b2 ± V (a2 - 3b2) (b 2 - 3a2 ) X = ___________ 4Q _________ -------- , 

--------·---
a2 + b2 + V (a2 - 3b2) (b 2 - 3a2) 

Y = - - -- ---- - ·4a- - - - · 

a2- b2 
z~,-- 20:;-. 

Süsteemi esimesest võrrandist saame vahetult, et 

(1) 

a > 0. (2) 

Tingimusest z > 0 järeldub nüüd, et a2 - b2 > 0, millest omakorda järeldub, et 
a >Ib:. (3) 

R_uutvõrrandi diskriminant annab tingimuse 
a2 --- :~b2 < 0, (4) 

sest (3) põhjal b2 ---- 3a2 < 0. Lihtsustades tingimust (4) saame (2) põhjal 

a < V-3lbl. 

Tingimused (2), (3) ja (4) annavad järgmise tingimusc: 
{I -

1 -< Ib-j < V 3. (5) 

Tingimus (5) ongi tarvilik ja piisav, et süsteemi Jahendid oleksid positiivsed 
ja erinevad. 

ülesanne nr. 2. Kolmnurga küljed on a, b ja e ning pindala on S. Tões
tada, et kehtib võrratus 

a2 + b2 -1 c2 ;?: 4S V 3. (6) 

Missugustel tingimustel kehtib siin võrdus? 
Lahendus. Koosinuslause ja kolmnurga pindala valemi põhjal saame 

anda võrratusele (6) kuju 
1 -

b2 + c2 
-- 2bc eos a + b2 + c2 ;?: 4 · -:;T ab s i n 1' · \ 1 3. 

Et siinuslause põhjal a sin y =esin a, siis 

b2 + c2 - bc eos a > V3bc sina, 

b2 + c2 ;_-;" bc(V3 sina+ eos a), 
b2 + c2 >= 2bc eos (60°- a). 

Et iga x korral lcos xi < 1. siis tõepoolest võrratus kehtib. 
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Võrdus kehtib, kui b = e ja 60° -- a =- 0, s. t. kui kolmnurk on võrd
külgne. 

ülesanne nr. 3. Lahendada võrrand 
cosnx -- sinnx --co I, 

kus n on mingi naturaalarv. 
Lahendus. Vaatleme eraldi kahte juhtu: 
l 0 n==2k, k=l, 2, ... ja 
2°n=2k-l-l, k=O, I, 2, .... 
Juhul ]0 on iga x korral cos11x > 0 ja sinnx > 0, millest järeldub, et 

lahenditeks on \"aid need x väärtused, mille puhul !eos x! = I ja sin x = 0, 
s. t. x = s:n, s = 0, ±I, ±2, . . . . 

Juhul 2° saavad lahenditena kõne alla tulla vaid need x väärtused, mille 
korral eos x > 0 ja sin x < 0, s. t. IV veerandi nurgad. Et käesoleval juhul 
(-1 )n= --1, siis võrrandi lahenditeks on v~ihemalt need x väärtused, mille 
puhul eosx=--= I ja sinx=O, või eosx=O ja sinx=-1. Järelikult on 

lahenditeks x 1 = 2s:n ja x2 =~:n-+· 2s:n (s'"'"-= 0, -1_::1, =f~2 •... ). Näitame, et 

võrranclil pole teisi lahendeid, s. t. et tema lahendiks ei saa olla niisugune 
x*, mille korral 1 >eos x* > 0 ja -I< sin x* < 0. Lähtume seosest 
cos2 x* + sin2 x* = I. Kui n= 2k -1- I > 2, siis teiltud eeldustel x* kohta 
saame, et 

ja 

järelikult 

eos2 x* > cos2 x* . cos2k-1 x"' ~-=eos 2k+l x* 

sin2 x* > sin2 x* ( -sin2k-t x"') ' - ---s i n21l ~ l x*; 

eos2k+l x*- sin2k+t x• < I. 
l(ui aga n= 2k + I < 2, s. t. n= I, siis järeldub vi"lrratuslest 
ja sin2 x* < -sin x*, et eos x* -sin x* > I. 

eos2 x* < eos x* 

Kokkuvõttes saame, et võrrandi lahenditeks on: r s:n ' s= 0, ±1. ±2, . . . kui n on paaris;! 1"\. 

x=~ 2s:n s=0,±1.±2, ... , I 
l 

:1 kui 11 011 paaritu arv. -x :n-+- 2s:n, s= o, ± 1. :-.t2 .... 

ülesanne nr. 4. On antud kolmnurk 
P1P2P q ja selles punkt P. Sirged P 1P, P2P, 
P3 P lõikavad kolmnurga vastaskülgi vasta
valt punktides Q1, Q2, Q3• Tõestada, et suhte 
P 1P P2P P3P 
PQ

1
, -P-Q~' PQ; hulgas on vähemalt üks, 

mis ei ole stllll"l'lll kui 2, ja vähemalt üks, 
mis ei ole v~iiksl'lli kui 2. 

L a h e n d u s. Olgu M kolmnurga 
P,P2Pa mediaa11ide lõikepunkt (joonis 1); 
A,B, 1/ P2Pa, A2B2II P,P3 ja A3Ball P,P2. 

A, 

Joonis 1. 

Irapetsid AtB1P3P2, A2B2P1P3 ja AaB3P2P1 katavad täielikult kolmnurga 
P,P2Pa; samuti kartakse kolmnurk P,P2Pa täielikult kolmnurkade PiAiBi 
(i= I, 2, 3) poolt. Oeldust järeldub, et kuhu me ka punkti P ei paigutaks 
kolmnurka P1P2P3, leiab alati aset kaks järgnevat olukorda: 

1°. Leidub kolmnurk f-\t~;0 B;0 (I < i0 <; 3) nii, et punkt P asub kas selle 

kolmnurga sees või küljel A;
0
Bi.· 
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2°. Leidub trapets AJoBiopspk (1 <; j 0 <; 3, s :;Lk, s ~~=Jo k ;7:.}0 ) nii, et punkt 
p.p 

P asub kas selle trapetsi sees või alusel A;
0
B;

0
• Näitame, et 1° puhul PO;,, <; 2 

pjop' 
ja 2° puhul P(j. P 2. Lõikude PiQ,, ja AiBi lõikepunkti tähistame Li. Kiirie 

jo 

teoreemi ja kolmnurga mediaanide lõikepunkti omaduste tõitu Pi'-i = 2 
LiQi . 

Kui leiab aset 1°, siis P;
0
P <; P;J-fo ja PQ;

0 
;> Lio Q ;

0
, millest järeldub, et 

p.p 
PQ. (; 2; juhul 2° kehtib PinP > 1\L/o ja PQjo < L/oQio' mis annavad, et 

lo 

piop ' 
0 1- Q. ,;:. .,., m. o. t. t. 

.To 

K 

Joonis 2. 

ülesanne nr. 5. Konstrueerida kolmnurk ABC, kui AC= b, AB= e .ia 
L_ AMB= w, kusjuures M on külje BC keskpunkt ja w < 90°. Tõestada, et 
ülesanne on lahendm· siis ja ainult siis, kui 

(J) 

b tan 2 ~e< b. 

Millal kehtib võrdus? 
L a h e n d u s. Konstrueerime algul ringjoone, mille kõõluks on e = AB 

ja sellele kõõlule toetuvaks piirdenurgaks w (joonis 2; w = L AM1B). Olgu 
selle ringjoone keskpunktiks 0 1. Lõigu AB keskpunktist 0 2 tõmbame ring-

b 
joone raadiusega 0 2M 1 = 2 . Lõiku gu need ringjooned punktides M 1 ja M2• 

Punktist A tõmbame ringjoone raadiusega AD= b. Kiired BM1 ja BM2 lõi-
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kugu selle ring·joont:ga \·astavalt punktidest C1 ja C2. Et 202M 1 '-"" AC1 ja 
BU2 = 0 2A, siis 0 2M1 on kolmnurga ABC1 kesklõik ning BM 1 = M 1C 1; ana
loogiliselt saame tõestada, et BM2 = M2C2• Seega AM1 on kolmnurga ABC1 

mediaaniks ja AM2 on kolmnurga ABC2 mediaaniks. mistõttu mõlemad kolm
nurgad rahuldavad ülesande tingimusi. 

Et cu on teravnurk, siis e·< b. Tõepoolest, kolmnurkade BM 1A ja C 1M 1A 
vastavate külgede võrdsusest järeldub, et suurema nurget 180°- cu = L_ C1M 1A 
vastas on ka suurem külg. 

Seega· on ülesanne lahl'mluv siis ja ainult siis, kui e< b ning ringjoontel 
keskpunktidega 0 1 ja 0 2 on viihemaH üks ühine punkt. Viimane tingimus on 
samaväärne tingimusega 

e w . b 
2 col -.z -· 'i . (JJ 

/J tan 2 ~e. 

w 
Järelikult tingimus b tan 7" <; e< h on tarvilik ja piisav ülesande lahendu-

vuseks. Juhul kui H ja Ha ü.htivad, siis b tan~ =e (M1 = M2 ,= H1 = H2 

ja C1 = C2 '" 0
' KJ; et 808 1.. 0 1H1, siis võrduse korral on tegemist täisnurkse 

kolmnurgaga, mille kaalt>tid on b ja e. 

ülesanne nr. 6. On antud lasand t: ja kolm mitte ühel sirge! asetsevat 
punkti A, B ja C. Nende punkticll· pooll määratud tasand ei ole paralleelne 
tasandiga E. Tasandil e on võl'lud kolm punkti A', B', ja C'. Lõikude AA', 
BB' ja CC' keskpunktid on tähistalud vastavalt tähtedega L, M ja N. Tähega 
G on tähistatud kolmnuria LMN raskuspunkt. (Siin ei vaadelda selliseid 
punktide A', B' ja C' asendcid, rnille korral LMN ei moodusta kolmnurka). 

Leida punkti 0 geomeetriline koht, kui punktid A'. 8' ja C' üksteisest 
sõltumatult liiguvad tasandil r. 

Lahendus. Konstruet·rillll' :~ tasandit EA, ~:: 13 ja Ee järgmiselt: 
eA 11 E8 11 ee 11 E, kusjuures t:11 (r11 ja t:c) on punktist A (B ja C) ning tasandist 
e võrdsel kaugusel. Mlssugusl' punkti A' me ka tasandil E ei valiks, siis kiirte 
teoreemi põhjal on lõigu AA' keskpunkt alati tasandil Etl (analoogiline olu
kord kehtib ka lõiku el(• BB' ja CC' keskpunktide kohta, mis on vastavalt 
tasanditel en ja ee). Kl•hlib ka vastupidine: missuguse punkti !1'' me ka tasan
dil EA ei valiks, lõlkuh sirge AA" tasandiga E punktis A' nii, d AA"=== A" A'; 
analoogiline olukord on kehtiv ka tasandite Ea ja Ee iga punkti korral, s. t. 
BB" = B"B' ja CC" · C"C'. Juhul kui mõni tasanditest e11 , t:n või Ee ühtib 
tasandiga E, siis kollslrtll'critakse A", B" või C" järgi A', B' vöi C' nii, <'t 
A', B' või C' asuh sirge! AA", BB" või CC", kusjuures AA",_-" A"A'. BB" = 
= B"B' vi">i CC" C"C'. Järelikult punktide L, M ja N geomeetriline koht 
Dn tasand t·,.1• r 11 ja vastavalt Ee. Tasandit, mis on paralleelne eA-g<~ ja mis 
asub võrdsel l<augusel nii tasandist eA kui ka tasandist e8 , tähistarm· EAJl· 

Et punktid A' ja B' liiguvad üksteisest sõltumatult, siis ka L ja M liiguvad 
üksteisest sõllumalull, millest järeldub, et lõigu LM keskpunkti geoJIIl'drilinL· 
koht on tasand rtl!J· Tasandite eAB ja ee vahele paneme nendega p<lr(llll·else 
tasandi EAfJC nii, et selle kaugus tasandist Ee on kaks korda sUIII'l'lll kui 
kaugus tasandist t'MJ· Et tasand Ee on punkti N geomeetrilinc koht, siis 
punktide A', 8' ja C' üksteisest sõltumatu liikumise tõttu jiirclcluh. d tasand 
eABC on kolmnurga LMN rnediaanide lõikepunkti geonl<:'etriliJH' kol1l. El 
kolmnurga puhul mediaanide lõikepunkt ja kolmnurga raskuskt·Sl' iilltivad. 
siis punkti G w·omcPtriline koht on tasand F,wr.-
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