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MATEMAATIKA JA TEGELIKKUS

'R. Mullari

Selleks, et midagi viita, peab arheoloog teostama viljakae-
vamisi, uurima vanu irikuid, koguma ja 1dbi té6tama suurel
hulgal faktilist materjali. Samuti keemik, fiiiisik, filoloog, mee-
dik, botaanik — koik nad peavad oma vididetele kinnitust otsima
tegelikkusest kogutud faktilisest materjalist: kes siis labora-
tooriumis teostatud katsetest, kes rahva konepruugist, kes hai-
guslugudest jne. jne. Ja siiski ei v8i nad kunagi absoluutse kind-
lusega Gelda, et see voi teine asi on tdpselt nii ja ei mitte mingil
juhul teisiti. Nii ei ole iikski arst suuteline kdigis iiksikasjades
tdpselt d4ra méddrama mone ravimi toimet, samuti nagu {ihelgi
ajaloolasel ei ole voimalik tidpselt kirjeldada mineviku siind-
muste kulgu. Koik nende viited on seotud teatava ligikaudsu-
sega, toendosusega. '

Samal ajal on aga matemaatikul pShimotteliselt voimalik
teostada oma uurimusi ainult pliiatsi ja paberi abil, igasugust
konkreetset faktilist materjali kasutamata. Ja sellest hoolimata
on tema védited absoluutselt iimberliikkkamatud, ranged. Nii on
elementaarmatemaatikas kaks ja kaks neli ning kolmnurga sise-
nurkade summa 180° ja ei kiibetki vdhem ega rohkem.

Matemaatika sellised isedrasused on juba ammu koitnud ini-
mesle tdhelepanu. Kiill on siis matemaatikat peetud koigi tea-
duste aluseks, kiill ainsaks tde tunnetamise vahendiks. Tde ja
tunnetusteooria kiisimuste uurimisel on matemaatikal eraldi pea-
tunud silmapaistvamad filosoofid antiikajast alates. Pythagoras
pidas kdige ‘aluseks maailmas arvu ja Platon ei lasknud oma
kooli kedagi, kes ei moistnud geomeetriat. K. Marxi tuntud
iitluse kohaselt saavutab teadus alles siis tdiuslikkuse, kui tal
avaneb voimalus matemaatika kasutamiseks.

"~ Ei ole midagi imestada, et just malemaatika isdrasustest
tahtudes voidakse ‘teha siigavalt idealistlikke jarcldusi, nagu
oleks voimalik tode tunnetada ainult motlemise abil, eitada prak-
tikn mdadravat osa tunnetusprotsessis. .

Kaasajal, mil toimub matemaatika laialdane rakendamine
itha rohkematel inimiegevuse aladel, muutuvad matemaatika eri-
joontega scotud kilsimused jéirjest aktuaalsemaks. Uha suuremal
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hulgal teadlastel on oluline teada matemaatika kohta teiste tea-
duste seas, tunnetusprotsessis iildse, matemaatika suhet tegelik-
kusega. Vastasel korral voib matemaatikale rakendusvoimalusi
otsides ndha ebadigete arusaamade tottu palju tarbetut vaeva
pohimdtteliselt lahendamatute probleemide «lahendamisel», alus-
tada mitmete vaimse tegevuse alade «matematiseerimist» hoopis
ebadigest kiiljest, aga ka jédtta paljud soodsad voimalused kasu-
tamata. Seetottu on matemaatika enda sisu Oppimise korval
vajalik piiiida selgusele jouda ka tema «vélistes» probleemides.
Kéesolevas artiklis piilitaksegi sel teemal joudu modda motteid
arendada. Et késitletavad probleemid on veel kiillalt diskussioo-
nilist laadi, siis voib ainult pari olla sellega, kui edaspidi ka
juba lugeja haarab sule.

Alustame jiargmisest voib-olla veidi liiga stiliseeritud néitest.
‘Olgu meil kaks isikut A ja B, kellest A peab ajavahemiku AT
jooksul kirjeldama isikule B nahtust Q, mille omadusteks on

01, Os, 03, ... (dialektika Opetab, et igal reaalsel nihtusel on

lopmata palju omadusi). Kui A kirjeldab AT jooksul n omadust

0y, Oz, ..., Op, siis kasutab ta iihele omadusele keskmiselt aja-
AT

vahemiku Af = o Mida suurem on n, seda terviklikuma pildi

nihtusest Q saab B, ja mida viiksem on n, seda iihekiilgsema.
Mida suurem on Af, seda iiksikasjalikumalt, tdpsemalt saab A
kirjeldada Q iiksikuid omadusi, ja mida vdiksem on A¢, seda pea-
liskaudsemalt, ebatdpsemalt. Et suurused n ja Af on p66rdvor-
delised, siis on siin iihelt poolt tegemist terviklikkuse ja vihese
tipsusega, teiselt poolt aga iihekiilgsuse ja suure tidpsusega.
Kumba eelistada? Kus on «kuldne kesktee»?

Konkreetsuse mottes voime nédhtuseks Q votta mingi eseme;
olgu selleks nditeks ohupall. Siis A voib iitelda, et Q on kesk-
mise suurusega, iimmargune, kerge, sinine, ldikiv, elastne. Aga
samuti voib ta {itelda, et Q on ellipsoid telgedega 28, 25 ja
22 cm, 2,3 g raske. Esimesel juhul saab B ohupallist kiillaltki
ebaméirase, teisel juhul aga iihekillgse pildi. Seevastu on esi-
mesel juhul pilt kiillaltki terviklik, teisel juhul — tédpne.

Selline vastandlikkus terviklikkuse ja tdpsuse vahel ei ise-
loomusta kaugeltki mitte ainult esitatud ndidet, vaid ta mojusfaér
on tunduvalt laiem, ldbides punase joonena peaaegu et kogu
inimtunnetuse. lkka on nii, et modne konkreetse, tegelikkusest
voetud probleemi tundmadoppimiseks on meie véimalused piiratud,
ja peame neid jaotama terviklikkuse ning tdpsuse vahel, kusjuu-
res ithte on voimalik saavutada teise, teist aga esimese arvel.

On loomulik, et ndhtuste ebatdpsel (kuid see-eest terviklikul)
kirjeldamisel tuleb kasutada ebatdpseid, paindlikke (s. o. ran-
gell Tikseerimata tdhendusega), samuti aga ka mitmetdhendus-
likke ja iileckantud tdhenduses kasutatavaid moisteid. Tarvitseks
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vaid ctte kujutada vastupidist olukorda, kus igal sammul tuleks
rangelt silmas pidada naiteks seda, et «palju» tdhendab «vihe-
malt 1003», et «metsaga kaetud» tdhendab «vdhemalt 0,022 m?3
kasvavat puitu keskmiselt iihe- m? kohta», et «ilus» tdhendab... !
On ilmne, et nii peaksime suure osa oma energiast ja ajast
kulutama kasutatavate mdistete definitsiooni tdidetuse kontrol-
lile, paljudel juhtudel jddksime aga vastavate rangelt definee-
ritud moistete puudumise tottu tosistesse raskustesse. Teisest
kiiljest on aga selge, et ndhtuste omaduste tidpsel kirjeldamisel
tuleb kasutada ka vastavaid tdpselt, rangelt fikseeritud tdhen-
dusega moisteid.

Kui A dtles ohupalli kohta, et see on keskmise suurusega,
iimmargune, kerge jms., siis tdhendarijalikult vottes ei Gelnud ta
ju peaaegu mitte midagi. Suurem osa esemeid voib vist olla
mones mottes «keskmise suurusega», «kerged» vms. Et isikul B
sellest hoolimata tekiks Ghupallist mingisugune konkreetne ja
veidigi Oige ettekujutus, peame eeldama, et ta ei ole «péris
rumal». Isik B peab oma kdigi varasemate kogemuste ja tead-
miste baasil ise taipama, millises proportsioonis ta loetletud
omadused tervikuks siinteesib, aimama, mis tdhenduses A vois
kasutada moisteid «keskmise suurusega» jt.

Uldiselt voiks ehk Oelda, et tunnetamine paindlike, ebamaa-
raste moistete abil eeldab teatavat «elutarkusts». Sellist lisaeel-
dust ei ole aga tarvis teha tunnetamise kohta tédpsete, rangelt
fikseeritud tdhendusega moistete abil (kui mitte lugeda «elu-
tarkuseks» kasutatavate moistete definitsiooni tundmist). Kui A
iitleb, et Q on ellipsoid telgedega 28, 25 ja 22 cm, saab isik
B seda ainult iiheselt tolgendada, ilma et tal oleks oma koigi
varasemate kogemuste ja teadmiste abil tarvis nuputada, mida
just A selle all motles. Piisab tunda numbreid, teada siimboli
«cm» ning sonade «ellipsoid» ja selle «telg» tdhendust.

Niitena ebamiiraste moistete rakendamise tugevatest kiilge-
dest voiks tuua vist koik vanasonad, konekddnud ja aforismid.
Kui hakata neis kasutatavaid moisteid rangelt piiritlema ja
defineerima, asenduksid nad 16putute (kuigi pchjalike ja asjalike)
aruteludega, nende tabavuse ilust ei jddks aga kivi kivi pealegi.
Siin on eriti selgesti ndha, kuidas just motete ebaméédrane for-
muleering vdimaldab varasemate kogemuste baasil talletada
neisse méidratu sisurikkuse. Sellega saavutatakse aga otse era-
kordne viljenduse ratsionaalsus, lakoonilisus.

Teisest kiiljest on aga selge, et paindlikele, ebamaarastele
mdistetele ei saa tugineda vasturdikivustevabad mottekonstrukt-
sioonid. Kui me hakkame puhtmotteliselt cdasi arendama eba-
maaraselt formuteeritud todesid, poimides ncid omavahel ja
andes neile iiha uusi vorme, satume peagi iiletamatutesse vastu-
oludesse, loogilistesse vasturddkivustesse ja kaugeneme jareli-
kult toest. On ju loogilistest vasturddkivustest hoidumiseks tar-
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vilik jdlgida formaalse loogika reegleid. Ebaméairaste mdoistete
rakendamise korral ei ole neist tididetud aga koige elementaar-
semgi, s. 0. samasuse seadus S=3S. Kui me tipselt ei tea, mis
sisu me moistele S anname, kuidas voime siis garanteerida, et
moiste S sisu arutluse kdigus ei muutu!

Teistsugune on olukord rangelt fikseeritud tdhendusega mois-
tete korral. Siin on formaalse loogika reeglid rakendatavad oma
tdies. jous ja scetdttu on pohimotteliselt voimalik ehitada loo-
rilistest vastuoludest vabu kuitahes komplitseeritud mottekonst-
ruktsioone. Paraku ei tihenda aga loogiline Gigsus veel motte
toesust, s. o. tema vastavust tegelikkusele. Kui me ka kuitahes
suure tdpsusega suudaksime fikseerida monede néhtuste iiksi-
kud omadused ja hakkasime nende abil motteliselt uurima néh-
tustevahelisi seoseid, siis, soltumatult arutluste loogilisest oig-
susest, kaugeneksime ajapikku ikkagi toest. Sel korral oleks
pohjuseks asjaolu, et ndhtustevahelised seosed soltuvad mitte
ainult nahtuste {iksikutest, vaid koigist omadustest, mida on
Iopmatult palju. Voimalikult rohkemate omaduste arvestamine
tingib. aga mitte péris rangete moistete kasutamist ning viib see-
tottu pikapeale toest kaugenemisele kasvoi nditeks loogika vastu
patustamise tottu.

Kokkuvottes tihendab see aga tuntud tode, et tunnetusprot-
sess peab tingimata olema kolme-etapiline: elav kaemus —
abstraktne motlemine — kontroll praktikas. Praktikast voetud
andmed. to6tatakse 14bi abstraktse motlemisegay tulemuste toesust
tuleb aga jillegi praktikas kontrollida ja tdpsustada. Me ei ole
suutelised saavutama seda, et motteprotsessi tulemused wvas-
taksid tegelikkusele tdielikult, s. o. oleksid absoluutselt toesed.
Kiisimus on aga selles, kuidas teostada puhta motlemisega voi-
malikult pikka «dhulendu», et selle tulemused veel enam-vihem
toesteks jadksid, oleksid praktika andmetel korrigeeritavad, ehk
lihtsamalt Geldes, et neist veel midagi kasu oleks. Ja siin on
viga oluline oige kursi valimine kahe darmusliku pooluse vahel,
millest iiks kujulab toest eemaldumist ebaloogilisuse, teine aga
— ndhtuste {ihekiilgse kujutamise tottu. Et need poolused on
otseselt seotud kasutatavate moistete tdpsuse kiisimusega, véib
6elda, et mingi konkreetse iilesande lahendamisel kasutatavate
mboistete méadratluse rangus peab soltuma esmajoones sellest,
kuivord mojutab antud juhul tulemuste tGesust iihelt poolt arut-
luste ebaloogilisus voi teiselt poolt ldhenemisviisi {hekiilgsus.

Kui peame motteliselt lahendama nditeks kiisimuse, kas meile
juba: tuttav ohupall on voimeline ohku tousma voi mitte, aitab
me’d vidhe teadmine, et ta on keskmise suurusega, iimmargune,
kerge, sinine, ldikiv ja elastne. Siin on esmajoones tarvis teada,
et see Shupall on ellipsoid telgedega 28, 25 ja 22 cm ning see-
juures 2,3 g raske. Vastupidine on olukord, kui otsustame, kas
ohupall sobib lastele médnguasjaks.



Ja niiiid siis matemaatika juurde. Mida voib tilalesitatu poh-
jal oelda? Matemaatikas' kasutatavad moisted on rangelt maé-
ratletud, tdpsed. Siin ei esine mitmetdhenduslikkust ega iilekan-
tud tdhenduses kasutamist, vaid iga moiste korral peab tapselt
teada olema, mis tdhenduses seda kasutatakse. Kui iitleme «el-
lips», siis on ka «ellips», s. 0. «tasandi nende punktide geomeet-
riline koht, mille kauguste summa tasandi kahest kindlast punk-
tist on konstantne». Kui iitleme, et «a > b», siis mitte mingil
juhul ei kehti seosed «a = b» voi «a < b». Isegi moistet «pea-
aegu koikjal» kasutatakse matemaatikas rangelt fikseeritud ta-
henduses. Sellest tulenevalt asub matemaatika abstrakise tunne-
tuse ithel ddrmisel poolusel — tépsel ja iihekiilgsel. Uldse on
lugu nii, et kui meil on rida rangelt fikseeritud tdhendusega
moisteid ja seoseid ning opereerime nendega ranges vastavuses
formaalse loogika seadustega, tunnistades «toesteks» nii ja ai-
nult nii saadud jdreldused, siis ei nédi olevat mingit pohjust, mis
ei lubaks seda koike matemaatikaks nimetada. Asja sellisel moist-
misel iihtib matemaatika parajasti sellega, mis on abstraktse tun-
netuse iihe! darmisel, s. o. tdpsuse ja iihekiilgsuse poolusel.

Niisuguselt seisukohalt oleme suutelised seletama artikli algu-
ses kirjeldatud niilise paradoksi: {ihelt poolt matemaatika eemal-
dumine tegelikkusest, teiselt poolt tema véidete iimberlitkkama-
tus — paradoksi, mis on olnud aluseks paljudele idealistlikele
jareldustele tunnetusteoorias.

Eespool me mairkisime, et loogiline vasturddkimatus ei tdhen-
da veel toesust, s. o. vastavust tegelikkusele. Matemaatikas aga,
vastupidiselt tunnetusteooriale, kasutatakse moistet «tode» just
esimeses tihenduses. Kui vaadata meie poolt artikli alguses too-
dud néidet «2 4 2=4», peab selle tunnetusteoreetilise tdoesuse
selgitamiseks vaatama ka, mis talle tegelikkuses vastab. Sead-
nud molemale arvule «2» vastavusse mingi kaheelemendilise
hulga, peame andma reaalse sisu ka operatsioonile «4». Vasta-
sel korral tiidaksime hulka ainult oma peas, s. o. motteliselt, ja
sellele ei vasta tegelikkuses midagi. Kui aga operatsioon «-4»
all moista mingit konkreetset reaalset protsessi, mille kestel
mingid kaks kaheelemendilist hulka iihinevad, siis ei tarvitse
tulemuseks sugugi olla alati neljaelemendiline hulk. Sellistel
juhtudel saame aga, et 24 25£4. V6ib ju nditeks perekonna
teketki sageli kujutada protsessina 14+ 1=3.

Siit aga ndeme, et matemaatiliste todede absoluutse iimber-
lilkkamatuse oreool voib kehtida ikkagi ainult matemaatika enda
piires, tegelikkusele rakendatuna osutuvad nad tavalisteks ligi-
kaudseteks, relatiivseteks todedeks. Selle pohjuseks on asjaolu,
et matemaatilised arutelud, kuigi loogiliselt oiged, ei arvesta
kunagi kogu tegelikkuses esinevat mitmekesisust. Sellest abstra-
heerutakse juba {ilesande matemaatilise formuleerimise ajal.

Oleme niisiis joudnud arvamusele, et. matemaatika kujutab
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endast abstrakise tunnetuse iiht darmist poolust. Samuti oleme
selgitanud matemaatiliste todede toesuse kiisimust. Niiiid oleks
aeg selgitada ka matemaatika kui teaduse ainet. Seda tuleks
teha kasvoi traditsiooni padrastki, sest iga teaduse méirab esma-
joones (voi ainult!) ikkagi tema aine, see, mille uurimisega vas-
tav teadus tegeleb. Praegu oleme kiill natuke isesuguses olu-
korras, sest oleme, vihemalt endi arvates, juba iildjoontes selgi-
tanud, mis matemaatika on. Jarelikult tuleb matemaatika aine
méidrata nii, et matemaatika jddks selleks, mis on juba deldud,
ent vastavalt aine mdiramisele muutuks samaaegselt teaduseks.

Niisiis, mida on voéimalik uurida ainult rangelt fikseeritud
tihendusega moistete abil, kusjuures loogilist vasturddkimatust
voib lugeda samaviidrseks toe kriteeriumiga? Eespool ndgime, et
reaalseid nédhtusi saab rangelt fikseeritud tdhendusega moistete
abil uurida ainult siis, kui votta vaatluse alla vaid suhteliselt
védike arv nende omadusi. Sel juhul on aga paratamatu uurimis-
tulemuste teatav ebatbesus, mistottu nad vajavad kontrolli ja
parandamist praktikas. Jarelikult ei saa reaalsed nihtused olla
matemaatika kui teaduse aineks, kuidas see meile ka voib-olla ei
meeldiks. Matemaatika kui teaduse aineks saavad olla ainult
rangelt fikseeritud omadustega abstraktsed objektid, ehk — mis
niib olevat samavididrne — koik, mille  uurimist on voimalik
teostada ainult formaalse loogika abil.

Sageli peetakse viidet, et matemaatika ei uuri tegelikkust,
idealistlikuks. Pigem voiks aga idealistlikuks pidada vastupidist
viidet, sest materialismi jérgi ei ole tegelikkust voimalik tundma
oppida ainult motlemise abil, tunnetusprotsessi kolmanda etapita,
s. 0. motlemistulemuste praktilise konirollita. Viimast aga mate-
maatika mitte ainult ei eelda, vaid isegi vilistab. Ei nime-
tata ju mingil juhul matemaatikaks seda, kui nditeks kolmnurga
pindala valem voetakse «kontrollimiscle» ja «parandamisele» pa-
pist véljaloigatud kolmnurkade pindalade mootmise teel!

See, et matemaatika ise tegelikkust ei uuri, ei tdhenda aga
kaugeltki seda, et teda ei saa legelikkuse uurimisel kasutada.
Matemaatika rakendatavus koige mitmesugusematel teadusaladel
tulenebki just sellest, et ta ei ole seotud mingite kindlate tege-
likkuses esinevate objektide voi seaduspérasustega, vaid holmab
terve pooluse abstraktsest tunnetusest.

Matemaatik niiteks ei uuri maakera kuju. Seda teeb geodeet,
kasutades sealjuures tulemusi, mida matemaatik on saanud maa-
kera kujuga teataval maiiral sarnaste abstrakisete objektide
uurimisel. Analoogiline vahekord valitseb ka matemaatiku ja fiiii-
siku, matemaatiku ja astronoomi jt. vahel. Siinkohal tuleb aga
silmas pidada, et kui matemaatik midagi absoluutse kindlusega
vaidab, siis niimoodi see kehtib ikkagi ainult tema poolt uuri-
tavate abstraktsete objektide kohta. Tegelikkuse kohta on viide
ainult ligikaudne.
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Nii voib matemaatik absoluutse tdpsusega lahendada mingi
vorrandi, mis kirjeldab elektronide olekuid. Fiiiisik kontrollib
tulemusi praktikas ja selgitab vadlja lahkuminekud tegelikkusest.
Nendest ldhtudes koostab fiiiisik vorrandi, mis juba paremini
kirjeldab elektronide olekuid. Selle vorrandi voib matemaatik jille
absoluutse tdpsusega lahendada jne.

Kui vaadelda nditeks Newtoni mehhaanikat, siis matemaati-
lisest kiiljest on see tdiesti tdpne ja oOige, fiiiisikalisest kiiljest
aga teafavasti — ligikaudne.

Néiteks voOiks tuua ka reaalse maailma ndhtuste vaheliste
ruumiliste suhete uurimise. Nende suhete kiillaltki heaks mate-
maatiliseks mudeliks osutub kolmemoddtmeline eukleidiline geo-
meetria. See mudel on niivord hea, et kaua aega samastatigi
nahtustevaheliste ruumiliste suhete uurimist kolmemdootmelise
eukleidilise geomeetria arendamisega. Kuid ruumilised suhted
ei saa olla orgaaniliselt soltumatud koikidest muudest suhetest
nahtuste vahel ja jérelikult ka kuitahes suure tdpsusega iseseis-
valt uuritavad. Selle tosiasja mitteteadmine viis moéddunud sa-
jandi [opus fiilisika paradoksaalsete tulemusteni. Nendest néi-
tas vidljapddsu Albert Einstein, kes oma erirelatiivsusteooriaga
selgitas reaalsete ndhtuste ruumiliste ja ajaliste suhete vahelise
seose. Sobiva matemaatilise mudeli nende suhete kompleksseks
uurimiseks — neljamootmelise pseudoeukleidilise geomeetria andis
seejarel Hermann Minkowski. Edasi selgitas Einstein oma ild-
relatiivsusteooriaga juba ka ruumi, aja ja gravitatsiooni omava-
helise seose ja andis nende kompleksseks uurimiseks vastava
matemaatilise mudeli — teatavat liiki neljamootmelise kovera
ruumi geomeetria. On selge, et fiiiisikalises mottes ei saa aga ka
ildrelatiivsusteooria olla absoluutselt tdpne, sest reaalsete né&h-
tuste vahel on lopmatult palju iiksteisest soltuvaid erinevat liiki
suhteid.

Eespool joudsime arvamusele, et vead, mida tehakse mate-
maatika tulemuste vahetul iilekandmisel tegelikkusesse, tule-
nevad esmajoones matemaatilise l&henemisviisi iihe- (oigemini
vihe-) killgsusest. Seetottu on matemaatikat sobiv rakendada
selliste probleemide lahendamisel, kus on vélja eraldatavad mo-
ned olulised kiiljed, iilejddnud 16pmatu hulga ebaoluliste kiil-
gede koosmdju on aga tithine. Kuna dialekiika aga apetabki, et
igas vastuolus on pohivastuolu, igas probleemis aga keskne
probleem, siis saab arusaadavaks matemaatika rakendatavus
koige mitmesugusematel vaimse tegevuse aladel. Ainult et see
rakendamine ei saa olla absoluutne, mistottu dkski tegelikkust
uuriv teadus ei ole tiielikult «matematiseeritavs. Matemaatika
on nendes teadustes rakendatav ainult piiratud ulatuses kui
abstraktse tunnetuse iiks darmisi pooluseid.

Mis puutub elektronarvutite kasutuselevotmisse, siis see kaht-
lematult kvalitatiivne hiipe matemaatiliste meetodite kasutamises
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ei muuda sugugi olukorda pohlmottellsest kiljest. Iga arv, ka
kuitahes suur, on ikkagi 16plik. Sellest tulenevalt ei saa ka elekt-
ronarvutite suurt voimsust tiielikku vastavusse seada tegelikkuse
Iopmatu mitmekesisusega. Kui vaadata eespool toodud naidet
nahtuse Q kirjeldamisest, siis elektronarvutite kasutamine véi-
maldab i{iksikute omaduste o; kirjeldamisel noutava «tdpsus-
klassi» saavutamiseks tunduvalt vahendada vajalikku keskmist
ajavahemikku Af¢ ning jarelikult suurendada kirjeldatavate kiil-
gede arvu n. Tdpne kirjeldamine muutub terviklikumaks, vihem
ithekiilgseks, kuid ikkagi ainult loplik arv korda.

Lopuks tuleks monede vdimalike vastuvdidete ennetamiseks
oelda veel jargmist. Sageli viidatakse vidite, et matemaatika
uurib tegelikkust, kaitsmisel matemaatiliste abstraktsioonide pa-
ritolule reaalsusest. Moiste «sirge» on ilmselt tuletatud valgus-
kiire ja pinguletommatud n6ori, «tasand» aga veepinna jalgi-
misest. Muidugi on see nii, kuid kiisimuse voib seada jargmiselt:
kas matemaatika ise ndouab, et see nii oleks? Mitte midagi taolist!
Matemaatika ei esita iihtegi kiisimust oma mbistete péritolu
kohta. Kui nad aga reaalsusest périt on, siis selle selgitamiseks
voiks esile tuua jargmisi matemaatikaviliseid pohjusi.

Meie fantaasia toitub ikkagi tegelikkusest. Nédhtavasti ei ole
me lihtsalt suutelised ette kujutama omadusi, mille taolisi me
varem kuskil ei ole kohanud, niditeks monda tédiesti uut liiki
varvi, heli voi 1ohna. Aga see on juba psithholoogia kiisimus ega
puuduta matemaatikat. Liiatigi on inimfantaasia suuteline tege-
likkuses esinevaid omadusi sellisteks kujutlusteks siinteesima,
millele tegelikkuses enam vasteid ei leidu, néiteks kentaurideks.
ingliteks, kuraditeks jts. (Sellepdrast ta ju ongi fantaasial).
Loomulikult suudame me siis koostada ja uurida ka selliseid
rangelt fikseeritud omadustega (kuigi reaalsusest tuletatutega)
abstraktseid objekte, millele tegelikkuses sarnaseid ei leidu (voi
ei ole veel leitud).

Tuleb arvestada ka, et inimene on ikkagi elav ja {ihiskondlik
olend, kellele elu igal sammul iitha uusi ja uusi iilesandeid seab.
Ja on tdiesti loomulik, et inimene ise piiilab oma teaduslikke
uuringuid suunata elu antud iilesannete lahendamisele v6i et
ta on otse sunnitud seda tegema. Matemaatikas avaldub see
piilides koostada uuritavaid abstraktseid objekte nii, et nad ka-
jastaksid meid huvitavaid reaalseid objekte. Kuid see ei ole ]al
legi matemaatika, vaid elu ndue.

Sageli vdivad matemaatikas uuritavad abstraktsed objektid
osutuda sarnasteks teatavatele reaalsetele objektidele ka taiesti
ettekavatsematult, s. o. juhuslikult. On ju tegelikkus 15pmatult
mitmekesine ja seesmiselt iihtne. V6ib tuua néiteid, kus nii md-
nigi matemaatiline teooria, mille arendamine tundus. esialgu tema
niilise «eluvodrsuse» tottu olevat ligikaudu vérreldav abstraktse
kunsti harrastamisega, osutus hiljem hidavajalikuks vahendiks
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uute tegelikkusest viljakasvanud iilesannete lahendamisel. Sel-
line matemaatilise ja reaalse objekti, voiks oelda, juhuslik sar-
nasus ei ole aga jdllegi ilmsell matemaatikast tulenev noue.

Ja kui me ka noustuksime vditega, et koigil matemaatikas
uuritavatel objektidel on prototiiiibid tegelikkuses ja et mate-
maatika ise néuab seda, tdhendaks see ikkagi ainult matemaatika
tegelikkuses rakendatavuse rohutamist. Teadus uurib ju ikkagi
seda, mille kohta ta midagi vdidab. Matemaatika absoluutsed
viited ei saa aga kehtida tegelikkuse kohta, -nagu iilalpool juba
korduvalt nditasime. Iseasi, kui matemaatika rangeid todesid
kasutada mitteranges tdhenduses. Kuid siis ei ole see enam mate-
maatikal

MONINGAID V. V. GOLUBEVI MOTTEID.

Vladimir Vassiljevit§ Golubev (1884—1954) — tuntud ndukogude . mate
maatik ja mehhaanik — oli professoriks Moskva UOlikoolis ja H. J. Zukovski
nimelises Soja-Ohujoudude Akadeemias. Aastal 1934 valiti ta NSVL TA kor-
respodentliikmeks ning alates 1943, aastast. oli ta Vene NFSV teeneline
teadlane. V. V. Golubevi pdhilised teaduslikud t66d kuuluvad aeromehhaanika
ja kompleksmuutuja funkisioonide teooria valdkonda.

Alljargnevad mattekillud on vdetud tema &pilase prof. A. A. Kosmodem-
janski raamatust «Ouepku no ucropuu Mexanuku», M., 1964, 1k. 385—408.

«Arge vithe endale iseseisvaks loominguliseks t66ks kohe liiga rasket
tlesannet. Isegi siis, kui te olete viga andekas, tuleb teil dppida oma talenti
rakendama uue loomiseks. Tuleb, nagu ébeldakse, ¢teritada hambaids kergema
materjali varal.»

[

Vestlus aspirandiga 1932. aastal.

«Noh, kuidas liheb?» — «Halvasti.»

«Miks?» — «Mitte midagi ei tule vilja, Vladimir Vassiljevit§,»

«No kas te siis motlete, et dissertatsiooni kiriutada on sama litne kui
lounatada. Istusite laua taha ja valmis. Ei! Loominguline t66 ei ole nii-
sugune. Tuleb mbelda visalt iga pidev. Analilisige oma teema pohikisimusi
nti raamatukogus kui trammis. Tuleb jouda selleni, et fteie 166 oleks nagu
haige hammas, millele te ei tahaks kiall mdelda, huid mis ikkagi meenutab
end. Vaat siis tuleb teil viljal»

«Armastase teadust ia rihkige alati edasi. Kas voi vdhehaavalgi, kuid
ikka edasi. Kui teaduslik 166 on teile nagu kittel, mille fe panele selga
kaheksaks tunniks pdcvas ia mille te seeidrel meeleldi dra vitate — maoelge
sils jdarele ja ofsige enesele teine,elu_kz.dse.»

«Te kisite, miks professor N peab halvasti loenguid? Ta ju iutustab teile
koik. mida ta teab. Kuid seda ei tohi teha. Loenguks tuleb Fkriitlliselt valja
valida kbige olulisem. kéige parem. Piirake materiali hulka. Ega te ju aja-
kirjadeski ei trithi kGike, mida m6tlete.‘ Kas pole Gige?»

V. V. Golubkevi arvates peaksid tulenased kirgemate koolide onneioud
algul aGpetama keskkoolis, et seal Gpnida dGpetamise metoodikat. «Kiorgem
kool ei anna ega saagl anda oma (bG6tajatele dpetamise metoodikat. Kogu
loengu pidamise metoodika dlikonlis vdih vitta kokku lausesse «tunne oma
ainet [a esita seda selgestis. Kuid esitamise selgus — see on suur ja kee-
ruline kunst, mida el omandata kaugeltki kohe. Kiige paremini sunnib seda
kunsti omandama keskkool.»
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ELEMENTAARFUNKTSIOONIDEST

S. Baron

Matemaatilises analiiiisis ja selle rakendustes on eriline osa
taita elementaarfunktsioonidel. Nad moodustavad lihtsaimate
funktsioonide klassi, mille tdhtsaimate esindajatega — lineaarse
funktsiooniga ja ruutfunktsiooniga, péoérdvordelise sdltuvusega,
trigonomeetriliste funktsioonidega, eksponent- ja logaritmfunkt-
siooniga tehakse tutvust juba keskkoolis. Ka ajalooliselt olid ele-
mentaarfunktsioonid esimesteks pohjalikult uuritud funktsiooni-
deks.

Elementaarfunktsiooni moiste ongi Oieti tdnapdevani jddnud
ajalooliselt kujunenud kategooriaks, mis on lahutamatult seotud
algse kujutlusega funktsioonist kui analiiiitilisest avaldisest. Kui
lihtuda kaasaegsest iildisest kisitlusest: funktsioon on ithe arvu-
hulga kujutus teise arvuhulka, siis ei saa niidata {ihtki sisemist
tunnust, mis eristaks elementaarfunktsioone teiste pidevate ja
tiikati diferentseeruvate funktsioonide seas. Vahe tuleb ilmsiks
alles funktsiooni analiiiitilisel esitamisel.

Definitsioon on nimelt jargmine: elementaarfunktsiooniks ni-
metatakse iga funktsiooni, mida on véimalik moodustada kons-
tantidest, astme-, eksponent-, logaritm-, siinus- ja arkussiinus-
funktsioonist, rakendades [6plik arv korda nelja aritmeetilist
tehet (liitmine, lahutamine, korrutamine, jagamine) ja liitfunkt-
siooni koostamise eeskirja.

Enamik selles definitsioonis esinevatest moistetest ei vaja
arvatavasti selgitust. Kiill tuleks vahest peatuda ldhemalt ast-
mefunktsiooni ja liitfunktsiooni moistete juures.

Astmefunktsioon y=x* reaalarvulise astendaja a
korral defineeritakse jargmiselt. Kui a on positiivne ratsionaal-

. . m .
arv r ja on esitatav taandatud murruna r=_- (s. t. m ja n on
ithistegurita naturaalarvud) siis, nagu juba keskkoolist teada,

n___
X7 =/ xm

Siinjuures tuleb rohutada, et paarisarvulise n korral, mil tea-
tavasti (—z)" = 2" ja seega vorrandi z"=A lahendiks on koos
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arvuga z ka arv —=z, loetakse juure y A védrtusteks mitte selle
vorrandi molemad lahendid, vaid ainult positiivne lahend. Sel-
line juure definitsioon! on osutunud vdga otstarbekaks. Ta on
kujunenud iildtunnustatuks ning seda tuleb voimalike segaduste
irahoidmiseks alati arvestada. Sellest dieti tulenebki, et nditeks

vorrandi 22=A lahendamisel saame tulemuseks z= - v A4,
ning et ruutvorrandi lahendusvalemis tuleb juuremérgi ette ase-
tada alati 4.

Kui x40, siis negatiivse ratsionaalarvulise astendaja r=
= — |r] 3£ 0 korral defineeritakse
P P
X =x"1 I—x|"’
lisaks sellele loetakse, et x°=1.

Reaalarvulise irratsionaalse astendaja a korral defineeritakse

x%=lim x'»,

kus r, (n=1, 2, ...) on mistahes ratsionaalarvude jada ette-
antud piirvdirtusega limr,= a. (Matemaatilises analiiiisis t0es-
tatakse, et lim x7» soltub tdepoolest ainult sellise jada piirvdar-
tusest a, mitte aga jada enda valikust!).

Funktsioonidest y={(u) ja u=¢@(x) moodustatud funkt-
siooni y = f(p(x)) nimetatakse teatavasti 1iit funktsiooniks.

Pérast neid selgitusi esitame elementaarfunktsioonide monin-
gaid nditeid. Elementaarfunktsioonideks on koigepealt koik polii-
noomid (nditeks y==5x6— 2x3 4 x2— ), koéik ratsionaalsed

. . 27T — x5\ . . . .
funktsioonid (nalteks y=m—l—) ja juurfunktsioonid (n#iteks

4
y=V5x3-l— Vx2—1). Trigonomeetriast tuntud samasuste pdh-
jal on elementaarfunktsioonid ka koik trigonomeetrilised funkt-
sioonid ja arkusfunktsioonid, naiteks

Y = COS X = sin(% —x) s
. x
y = arctan x = arcsin ——,
V14 x?
T
y=arc cot x = 5 — arc tan x.
! Ruutjuurele omistatakse kaks vaartust kompleksmuutuja funktsioonide
J— 1 1
teoorias, kus iga kompleksarvu 2 korral defineeritakse V z=zT=e7L"2,Siin
on see loomulik, sest logaritmfunktsioon Lnz defineeritakse valemiga Lnz=
«In|z| 4 i(argz 4 2kw) (=0, 41, 42, ...) ning tal on seega lopmata

palju véirtusi.
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Monevorra uudseks on vahest jdrgmine elementaarfunktsioon,
mlllel on ‘meije hilisemas kisitluses tiita eriline osa:

x, kuix >0,
y—l-xl—{.—x kui x<0

See funktsioon on toesti elementaarne, sest ta on saadav astme

funktsioonidest y=u"7 =1 u (millel on iilalselgitatu pohjal ai-

nult mittenegatiivsed vdirtused) ja # = x? liitfunktsiooni y = /x2
moodustamise teel.

Pikka aega, kui matemaatikas ja selle rakendustes tunti ai-
nult elementaarfunktsioone, ei osatud teist laadi funkisioone
oieti kujutledagi. Isegi veel Leonhard Euler kirjutas oma
«Sissejuhatuses analiiiisi» (1748): «Muutuva suuruse funktsioon
on' analiiiitiline avaldis, mis on koostatud teataval viisil sellest
suurusest ja arvudest voi konstantsetest suurustest».

Sellise definitsiooni puudulikkus hakkas aga selguma juba
moni aasta pédrast Euleri monograafia ilmumist. Uurides kahe
punkti vahele pinguli tommatud keele vonkumist matemaatika
abil, joudis Daniel Bernoulli 1753. aastal veendumusele,
et keele iga asendit kirjeldav funktsioon on esitatav lopmatu
trigonomeetrilise rea abil. See D. Bernoulli poolt fiiiisikalistel
kaalutlustel esitatud hiipotees osutus hiljem pohijoontes digeks,
kuid tollal langes ta Euleri terava kriitika alla. Euler tugines
sellele, et keele asendiks voib olla kahe erineva funktsiooni graa-
fikust koosnev joon, mida tema arvates pole pohimotteliselt voi-
malik esitada ka sellise iihtse analiiiitilise avaldise nagu trigono-
meetrilise rea abil. Euleri selle eksiarvamuse kummutas 1822. aas-
tal 1. B. J. Fourier, kes oma: klassikalises to6s «Soojuse ana-
liiitiline teooria» andis muu hulgas esimesed néiited funktsioo-
nidest, mis on. oma médramispiirkonna eri osades antud erine-
valt, kuid sellele vaatamata on arendatavad iihtsesse tngono»
meetrilisse ritta.

Trigonomeetriline rida on aga kiillalt komplitseeritud avaldxs
ja selle abil ei saa anda vastust isegi jargmistele lihtsatele kiisi-
mustele. Kas funktsioon, mis on koostatud oma maéadramispiir-
konna eri osades isesugustest elementaarfunktsioonidest, voib
olla elementaarfunkisioon? Kui voib, millised on siis selleks
piisavad tingimused?

Teisi meetodeid kasutades osutub ka nende kiisimuste lahen-
damine siiski voéimalikuks. Nditeks esimesele kiisimusele vasta-

miseks vaatleme funktsiooni

S (1—2¢,  kui. x < —2,
Y= 5 , kui—2<x<3,
2x — 1,  kui x >3



Esimesel pilgul paistab, et tegemist on mitteelementaarse funkt-
siooniga, sest funktsiooni midramispiirkonna kolmes osas on y
analuitiliselt esitatud kolme erineva valemiga. Ometi on aga y
elementaarfunktsioon, sest teda saab esitada kujul

= |x 4 2|+ |x —3|.

Veenva vastuse teisele kiisimusele andis hiljuti iihes lithimar-
kuses 2 noukogude matemaatik B. P. Pugat§ov. Tutvustame
alljargnevalt tema mottekdiku monevorra laiendatud ja itksikutes
detailides lihtsustatud kujul.

" Nimelt vaatleme funktsiooni
¢p(x) kui x<a,
f(x) = kui x=a, (1)
'/’(x), kui x> a;
kus @(x) ja ®(x) on elementaarfunktsioonid, mille mairamis-
piirkonnad sisaldavaa punkti x=a. Matemaatilisest analiiii-
sis on teada, et iga elementaarfunktsioon on oma maéaédramispiir-
konnas koikjal pidev. Siit jireldame, et f(x) elementaarsuseks
on tarvilik vorduste ¢@(a)=4y(a) =A kehtivus, s. t. kui
q;(a);é_—A voi y(a) £ A, siis f(x) on mitteelementaarne funkt-
sioon. Osutub, et see tingimus on ka piisav, s. t. kui (p(a) =

:9(a), siis f(x) on elementaarfunktsioon. Seda néitab jirgmine

Teoreem. Pidev funktsioon f(x), mis on elementaarne oma
mddramispiirkonna X, igas osas (kusjuures selliseid osi on lop-
lik arv), on elementaarne ka kogu mddramispiirkonnas.

Toestus, Vaatleme valemitega (1) esitatud funktsiooni
[(x). Selle funktsiooni midramispiirkorid X on punktiga x =a
jnotatud kahte ossa. Kui @(a) = p(a) = A, siis funktsioon f(x)
un {depoolest elementaarne, sest ta on esitatav elementaarfunkt-
~foonide abil valemiga:

fo) =g (aty@x—a—Ix—a))+
+y(atgr—a+ k—a))—a @)

Kontrollides ndeme, et kui x < a, siis
f =9 (e+gExr—atr—a)-
|l p (et y@E—a—x+0a))—A=px +p@ —A=p(x).

kui x=a, siis f(a)—<p(a)+¢(a) — A=A,
ning lopuks kui x> a, siis

f(x)=(p(a—}—%(x—~a——x+a))_f
p(atglx—atx—a)—A—p@ +px) —A=yp().

* Vi, ilyraves B. T, :O6 OAHOM HETGUHOCTH B DPYKOBOACTB4X 1O MaTe-
mnNecKoMY aHaausy. — Ycnexun MateM. Hayk, 1964, XIX, Ne 5 (1i9), lk. 234.
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Niiiid on kerge veenduda, et kui ¢(x), p(x) ja g(x) on ele-
mentaarsed, @(a) =1(a) ja lisaks viimasele eeldusele veel
¥(b) = g (b) = B, siis on elementaarfunktsioon ka

@(x), kui x<a,
¥(x), kui a<x<b,
g(v), kui x>b,

mille médramispiirkond X on punktidega x =a ja x =10 jaota-
tud kolme ossa. Toepoolest, f,(x) voime valemiga (1) analoogi-
liselt esitada kujul

fi(x) =

f(x), kui x<b,
f1(x) —_—lB , kui x=10,
Lg(x),kui x> b,

kus f(x) on funktsioon (2).

Kui funktsiooni mairamispiirkond X koosneb n osast, kus n
on 10plik naturaalarv, siis teoreemi tOestuse saab Geldu pdohjal
Iopule viia matemaatilise induktsiooni meetodiga.

Lopuks peatume paari sonaga elementaarfunktsioonide oma-
dustel ja nende tdhtsusel.

Kui elementaarfunktsioon on oma maéramispiirkonnas koik-
jal diferentseeruv, siis tuletis on ka elementaarfunkisioon. Kuid
elementaarfunktsiooni integraal ei tarvitse enam olla elemen-
taarne. Ka koonduva funktsionaalrea summa voib olla mitteele-
mentaarne funktsioon, ehkki rea liikmed on elementaarfunktsioo-
nid. Teoorias ja praktikas esinevad mitteelementaarsed funkt-
sioonid viga tihti (nditeks diferentsiaalvorrandite lahendamisel).
Mitteelementaarfunktsioonide uurimiseks avaldatakse neid ele-
mentaarfunktsioonide integraalide, ridade, lopmatute korrutiste

jne. kaudu.
Viimase kohta esitame nditena tdhtsaima mitteelementaarse
funktsiooni — Euleri gammafunktsiooni I'(x) — integraali, 1op-

matu korrutise ja piirvdartuse kaudu (x > 0):

1
o= e (22

e (n—=lnx
7ﬂ$;u+n.“u+n—n (3)
ning In I'(x) — elementaarfunktsioonide rea kaudu:
[ 2]
, n-+2 n+x’
In/t (x) :2 [ (x— l) In n——{—_l —In n_—]:l ..

n=0



Ka keskkooli kursusest on koigil teada iiks mitieelementaarne
funktsioon, nimelt faktoriaal y=x!=1.2-3....-x. Mitteele-
mentaarsus tuleneb siin sellest, et korrutamistehete arv ei ole
ette antud, vaid sbltub argumendi véirtusest ja voib kasvada
kuitahes suureks. Gammafunktsioon I'(x) on funktsiooni y = x!
iildistus mistahes reaalsele argumendile x > 0. Seda ndeme néi-
lcks valemi (3) abil toestatavatest seostest

r(l)=1jaxr(x)=r(x+1).
Kui x=n on naturaalarv, siis saamegi I'(n-- 1) =nTI(n) =

nn—1)rn—2)=...=nalr'(l) =n!. Gammafunktsioon I'(x)
pole enam katkev, vaid pidev'ning isegi mistahes arv korda
diferentseeruv funktsioon, kui x > 0.

TULETIS ON ALATI PIDEV!

Toeleid Roosinupp

Matemaatilise analiliisi ja kdrgema matemaatika opikutes viaidetakse tava-
lisclt, et funktsiooni tuletis ei tarvitse olla pidev. Nagu aga selgus allakirju-
tanu pdhjalike uurimuste tulemusena, on see vidide tdiesti ekslik. Saab nimelt
tovstada, et iga diferentseeruva funktsiooni tuletis on igas punktis pidev.
Jiirgnevalt esitamegi vastava toestuse, piirdudes liihiduse huvides vaid tule-
lise pidevuse nditamisega nullpunktis (tBestuse iildistamine mistahes punkti
julinle ei tohiks tidhelepanelikule lugejale mingit raskust valmistada).

Olgu f(x) diferentseeruv funktsioon. Fikseerides argumendi x v&ib iga
Av =0 korral deiineerida suuruse

f(x+Ax) —fx
Ax
Selle vorduse kirjutame kujul ]
f(x+A4x) =f(x) + [ (x)dx + eAx (b
o paneme tahele, et Ax >0 puhul ka &¢->0.

Votame niiiid vorduses (1) algul x =0, Ax ==2h, siis x =0, dx=h ning
lopuks x = h, Ax=h. Nii saame vordused

f(2h) = [(0) + 2Af'(0) +- 2he,, (2)
f(R) =[(0) 4~ A['(0) + he,, (3)
f2h) =[(h) + hf’(h) + hes, (4)

hus indeksitega suuruste & juures on rohutatud seda, et need suurused pole
muidugi vordsed (kuid >0 korral ikka &, &, 63-—>0)
Vorrandit (4) (k) suhtes lahendades leiame

F(h) = ir2h) —fh)

kui siin f(2r) ja f(h) asendada nende vaidrtuslega vordustest (2) ja (3),
un samme f(h) jaoks avaldise

]W(h) = f’(O) + 2&‘1 — &g — Eg.

Scellest avaldisest v6ib aga vahetult niha, et £->0 korral f'(h) >/ (0).
t diferentseeruva funktsiooni tuletis on nullpunktis tdepoolest pidev. -

* Mnfemnaatika ja kaasaeg VIIi 17
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8. Maatriksite rithmad

Kui artikli eelmises punktis vaadeldud siimmeetrilised riih-
mad etendasid erilist osa rithmateoorias selle tekkimise perioodil,
siis tdnapdeval on iiheks tdhtsamaks rilhmade klassiks maatrik-
site rithmad.

Maatriksiks (n-jarku maatriksiks) nimetatakse ruudukujulist

tabelit
a;; @y ... Qg
A ={a;] =[ Qg QAo ... Qop ]’
Qm Qpy ... Qpy -
milles a; — maatriksi elemendid — on suvalised reaalarvud.

Selliste tabelite jaoks voib defineerida nende vorduse ning lit-
mise ja korrutamise operatsiooni !

Maatrikseid loetakse vordseteks, kui nende koik samadel koh-
tadel olevad elemendid on vordsed: A =[a;] ja B =[b;] on vord-
sed (ehk A= B), kui a;=>5;; iga i ja j korral. Maatriksite 4 =
={a;] ja B=1[b;j] summaks nimetatakse maatriksit A 4 B, mille
elemendid on saadud ldhtemaatriksite vastavate elementide
liitmise teel: A 4 B=1a; -} b;]. Mirksa keerukamalt defineeri-
takse maatriksite korrutamise operatsioon: selleks et leida kor-
rutismaatriksi A-B i-nda rea ja j-nda veeru element, tuleb A
i-nda rea esimene element korrutada B j-nda veeru esimese ele-
mendiga, siis A i-nda rea teine element B j-nda veeru teise ele-
mendiga jne. ning lopuks koik need korrutised omavahel liita.
Seega

ag Gz ... G biy b1y ... by,
A. B=['aij]-[b.ii]|=|:'a2l.a22 .az"' :l.[bzl bas ... ban :|=

Qin Q2n ... Qpp bat buo ... by

'Vt Kangro, G, Korgem algebra, TIn.,, 1962, § 9, art. 1..




anbu—+ ...+ apb, ... anbi+ ... aln nn
_ anbii+ ...+ aonbm ... b+ . —I— 2nb sn
‘anlbll + Ce Apnbpt ... a;llbln“‘l‘ + ann nn

Naileks

2 _3 0 24-4 —1] 4 1 —1
1 1l+ —2 4 3]:[ 0 4]
-2 0 1 2 5 0 !

—1 5 2}[2 —1 2
0 10 [1 —2 1]:
3 —4 1 0 0 2
—2+5+ 1— 1040 —2+ 514 3 -9 7
| 04+14+0 0—2+0 O0+1+4+0 =1 —2 1
6—4-+0 —3+-81-0 6—4-12 2 5 4

Maatriksite liitmine on kommutatiivne ja assotsiatiivne tehe,
est la taandub arvude liitmisele, mis on nii kommutatiivne kui
I 2 assotsiatiivne.

Maatriksite korrutamine ei ole iildiselt kommutatiivne. Selle
awantamiseks korrutame teises: jarjekorras iilal esinenud kolman-
dat jarku maatriksid:

2 —1 21[—=1 5 2
[1 9 1][ 0 1 o]:
0 0 2 3 —4 1
246 10—-1—8 4-+2 4 1 6
-:l~—1+3 5.2—4 241 :[2 —1 3J.
6 —8 2 6 —8 2

lulemus erineb varem saadud maatriksist, see aga toestabki, et
muatriksite korrutis soltub tegurite jarjekorrast ning korrutamine
pole scega kommutatiivne.

Muaatriksite korrutamise assotsiatiivsuse toestamiseks esitame
nende korrutamise reegli kompaktsemal kujul, kasutades summa

mirki? 30 |
lay]-1by] = lkZ_: Qirbg;] -

n
¢ Siimbol X x; tihendab summat x, x4+ ... 4-x,.

i=1
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Niiid voime kirjutada (tdnu arvude liitmise assotsiatiivsusele)

(fas]- b4) -leg) = [ X auby)-ley) =1 37 (3 aubu) es) =
= [é‘ é’l airbpici] = L_ﬁl' aik; ;1' bricii) 1= [a;]- [é brici] =
={ay]- ([by]- (i),

ia maatriksite korrutamise assotsiatiivsus ongi toestatud.

Koik n-jdrku maatriksid moodustavad liitmise suhtes kommu-
tatiivse rithma, milles nullelemendiks on maatriks 0==1[0] (koik
a;=0) ja maatriksi A =[a;] vastandmaatriksiks on maatriks
—A =[—a;] (kontrollida!). Liitmise suhtes moodustavad riithme
ka nn. kolmnurksed maatriksid, mille peadiagonaali a; (s. o
vasakust iilemisest nurgast ldhtuva diagonaali) all asuvad ele
mendid on nullid: a; =10 kui i >j. Naiteks maatriks

1 2 3 4

01 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1
on kolmnurkne,

. Uldse moodustavad liitmise suhtes rithma koik sellised maat:
riksid, milles teatud fikseeritud kohtadel asuvad ainult nullig
(miks?).

Huvitavaid rilhmade néiteid voib konstrueerida nn. maagilis
test ruutudest, s. o. ratsionaalarvuliste elementidega maatriksi
test, mille iga rea, iga veeru ja iga diagonaali elementide sum
mad on omavahel vordsed. Maagilisteks ruutudeks on niitek
jdrgmised maatriksid:

4 4 49 9 11 4 9
—4 4|’ 35 7(, 6 8101, |
6

8 1 712 5
.8 —5 —6 5 0 14 3 13
—3 2 3 0 1 5 8 6
1 —2 —1 4l 12 2 15 14’

—4 7 6 —7 7 9 4 10
—1 12 —5 8 —9 5 5 5 b5 5 5
5 —7 I 9 -3 5 17 4 3 14 5
11 —6 7 —10 51, 5 6 11 12 9 5

—8 0 13 —4 4 5 10 7 8 13 5}

—2 6 —I11 2 10 5 5 16 15 2 5
5 5 5 5 5 5
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[lmselt moodustavad koik antud jarku tdisarvuliste elemen-
tidega maagilised ruudud ja samuti koik antud jarku maagilised
ruudud rithma maatriksite liitmise suhtes (toestadal).

Rithmateooria seisukohalt on eriti tdhtsad maatriksite multi-
plikatiivsed rithmad. Esimese néitena sellisest rithmast toome
nun. P-maatriksite riihma. Nonda nimetatakse niisuguseid maat-
rikseid, mille igas reas ja igas veerus on iiks ja ainult iiks nul-
list erinev element — arv iiks. Naiteks maatriksid

01 0 O
[01] [g‘]’(‘)] 1000
1 0 0 10 001 0

0 0 0 1
on P-maatriksid.
Kolmandat jarku iiksteisest erinevaid P-maatrikseid on kuus:

1 0 0 1 00 00 1
E=|0 1 of, S(1)={o0 01,3(2)=[0 1 0],
00 1 01 0 1 0 0
010 0 0 1 01 0
3(3)=[1 0 0], AF_—[I 0 0], B=[0 o-?1|.
00 1 010 1 0 0

Nad moodustavad korrutamise suhtes rithma, mis on isomorfine
rithmaga S; (vt. kdesoleva artikli p. 7).

Uldiselt moodustavad koik n-jarku P-maatriksid ruhmaga 'Sa
isomorfse rithma. Seega on substitutsioonide riihmade ja iihtlasi
ha koigi 10plike rilhmade teooria teatud erijuht maatriksiriih-
made teooriast.

Lihtne on veenduda selles, et ihikelemendiks maatriksite
multiplikatiivsetes rithmades on nn. iihikmaatriks E, mille pea-
diagonaalil asuvad iihed, mujal aga nullid (kontrollida!?).

Uhikmaatriksi E olemasolu voimaldab tosta iiles poordmaat-
riksi leidmise kiisimuse, mis aga osutub kaugeltki mitte lihtsaks
wlesandeks. Pealegi pole ta alati lahendatav, nagu niiteks maat-

riksi
0 0 1
0 0 1
1 00

horrdl. Toepoolest, korrutades seda maatriksit iikskdik millise
maalriksiga [a;], saame 1 '

0 0 1 an Qap ap az Qas QA
0 0 1] ]lan @ as as dsp QAzl|.
1 00 Qs A4z Qs an ap a3

Viimane maatriks aga ei vordu kunagi ihikmaatriksiga, seéf
«wlleks peaksid olema a3 ja asp iihelt poolt vordsed iithega (kui
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peadiagonaali elemendid), aga teiselt pooll vordsed nulliga, mis
on ilmselt voimatu. Kiill aga leidub po6rdmaatriks peaaegu alati
nn. dimgonaalmaatriksil, s. o. maatriksil, mille koik véljaspool
peadiagonaali asuvad elemendid a; =0 (is£j). Kui diagonaal-
maatriksi koik peadiagonaali elemendid a; erinevad nullist, siis
leidub temal podrdmaatriks {a’;], mis osutub samuti diagonaal-
mﬁatriksiks, kusjuures a’;;=0 ja a’;=1:a; (kontrollida!). Nii-
teks

5 0 0 07!

030 olls ° 90 10 0 0
T2 9 101 0 0

o o0 L o 0—3 0 O 001 0

0 0 0—; 0 0 0—7

Et kahe diagonaalmaatriksi korrutis on alati diagonaalmaat-
riks (tdestada!), siis moodustavad koik antud jarku diagonaal-
maatriksid, mis rahuldavad tingimust: iga i korral a;=%0, mul-
tiplikatiivse rithma. Ratsionaalarvuliste elementidega diagonaal-
maatriksid moodustavad selles alamrithma.

Ka kolmnurksel maatriksil on p&érdmaatriks olemas para-
jasti siis, kui a;%40. Selle asjaolu toestamine ning kolmnurkse
maatriksi poordmaatriksi leidmine on aga mérksa raskem, kui
eelmisel juhul. Margime vaid esialgu, et teist ja kolmandat jarku
kolmnurksete maatriksite péordmaatriksid avalduvad jdrgnevalt

(kontrollida!):
1 e
[an alz]_l= a Q- Qg
0 221 0 1
)
ja
A% apan—an-on
—1 an apn - Qs Qpp* Ao~ dgs
an Ay i 0 1 aps
0 Oy Gz - 741721 —022'033
0 0 ass )
0 0 —
as3

Et kahe kolmnurkse maatriksi korrutis on kolmnurkne maat-
riks (toestada!), siis koik tingimust a;40 rahuldavad antud
jarku kolmnurksed maatriksid moodustavad korrutamise suhtes
rihma (teist ja kolmandat jarku maatriksite korral me seda
juba toOestasime). Ka siin moodustavad ratsionaalarvuliste ele-
mentidega maatriksid alamrithma (miks?).

Maatriksi p66rdmaatriksi olemasolu voib kindlaks teha maat-
riksiga seotud erilise arvu — maatriksi nn. determinandi abil.

1)



Maatriksi A ={ay] determinandiks nimetatakse n! korrutise
i, Qoiy . .. Qni, algebralist summat, kus iy, i, ..., i, on arvude
, 2, ..., n mistahes imberjirjestus. Seejuures voetakse liidetav
mndrgiga -, kui
1 2 ...n
i] i2 ... l:n

on paarissubstitutsioon ning mérgiga —, kui viimane substitut-
sioon on paaritu.
Maatriksi A = [a;;] determinanti tédhistatakse siimboliga

au Gz ... Qin
Al= lay| == | @1 B o A,
(1,“ anz .« .. ann k

Kehtib jirgmine lause 3: maatriksil A on péérdmaatriks ole-
mas parajasti siis, kui tema determinant |A] erineb nullist.
Naiiteks

2 3|_9.9__3.1==1-
ll 2|_2- 3.1 =140

=1-1-14+2-2.243.3.3-3.1.2—2.3.1—
—1-2-3=185£0

ning vastavatel maatriksitel leiduvad p66rdmaatriksid:

(e =1

N QO —

QO = N

3
2
1

s 1 1

_ 18 18 18

s il s 7
o 3 1 - 18 ~ 18 18
7 1 5

18 18 ~ 18

Eespool oli meil ndide maatriksist, millel pole pdéérdmaat-
riksit. Selle maatriksi determinant on tdepoolest vordne nul-
liga:

0 0 1
tf0 0 1{=0-0-04+-1-0-0-+4-0-1-1—1-0-1—0-0-0—
10 0 —0-:1-0=0.

Maatriksi determinandi definitsioonist jareldub, et kolmnurkse
maatriksi determinant vordub peadiagonaali elementide korru-

3 Vt. Kangro, G, Korgem algebra. Tln.,, 1962, § 9, art. 2.
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tisega, s. 0. arvuga @4y ... Qn, (mMiks?). Seepdrast on kolm-
nurksel maatriksil tepoolest poordmaatriks olemas siis ja ainult
siis, kui koik a;s5£0.

Vaib toestada, et kahe maatriksi korrutise determinant vor-
dub korrutatavate maatriksite determinantide korrutisega:

|AB| = [A]-|B.

Sellest jareldub, et koik nullist erineva determinandiga n-jarku
maatriksid (neid nimetatakse regulaarseteks) moodustavad Kkor-
rutamise suhtes riihma. Toepoolest, kahe regulaarse maatriksi
A ja B korrutis ei saa olla mitteregulaarne (ehk singulaarne),
ning et iiksikmaatriksi E determinant on 1 (miks?), siis regu-
laarse maatriksi p6drdmaatriks on samuti regulaarne, s. o.
|Al=£0 korral ei saa olla |47!|=0 (muidu seosest A.A"1=E
jarelduks, et 0=|A4|-|A| = |AA!| = |[E|=1).

- Koigi- regulaarsete maatriksite riithma nimetatakse tdielikuks
lineaarseks ‘rihmaks ning mérgitakse siimboliga L., kus n on
maatriksite jark. Koimnurksete ja diagonaalmaatriksite rithmad
ning P-maatriksite rithmad on rithma L, alamriihmadeks. L,
alamrithma moodustavad veel niiteks maatriksid, mille deter-
minant on 1, ning sellised maatriksid, mille determinant on
kas 1 voi —1 (miks?).

Ulesandeid:

25. Kas koik antud jarku maagilised ruudud, mille csimese rea eclemen-
tide summa on paarisarv, moodustavad riihma liitmise suhtes?

26. Toestada, et' P-maatriksite korrutis on P-maatriks.

27. Toestada, et P-maatriksi pé6rdmaatriks on P-maatriks. Kuidas naeb
valja see poordmaatriks?

28. Toestada, et n-jirku P-maatriksid moodustavad korrutamise suhtes
rihma, mis on isomorfne rithmaga S,,.

9. Siimmeetriarithmad

. 360° - . .
Korrapédrase n-nurga pdérded nurkade =— vorra, mis tei-

sendavad selle n-nurga iseendaks, moodustavad monogeense
rithma, mille jérk on n (vt. iilesanne 18). Uldiselt, kui liikumiste
korrutamise all moista liikumiste jdrjest rakendamist, siis koik
litkumised, mis teisendavad antud geomeetrilise kujundi iseen-
daks, moodustavad rithma. Siinjuures loeme kahte liikumist vord-
seks, kui langevad kokku nende rakendamise tulemused, vaa-
tamata sellele, et nende puhul kujundite liikumise tra]ektoorld
voivad olla erinevad.

Erinevalt korrapirase n-nurga pdorete rithmast, ei tarvitse
1ga selline riithm olla kommutatiivne. Naiteks korrapdrast kolm-
nurka ruumis issendaks teisendavate lifkumiste rithm on isomori-
ne riilhmaga $; ning seega. mittekommutatiivne.
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Uldiselt koik korrapirast n-nurka iseendaks teisendavad lii-
humised moodustavad ruumis rithma, mis koosneb 2r elemendist —
n poordest selle n-nurga tasandis ning n poérdest ruumis » siim-
meetriatelje imber (paarisarvulise n puhul ldbivad need teljed
vastastikku asetsevaid tippe voi kiilje keskpunkte, paaritu n kor-

”\“@@%”/ﬂ
e

Joonis 1. Liikumine ei olene keha trajektoorist.

al aga tippe ja nende vastaskiilgede keskpunkte). See rithm on
~somorfne rithma S, teatud alamriihmaga — nimelt sellisega,
nille elementideks on vaadeldavatele liikumistele vastavad n-nur-
2 lippude substitutsioonid (vt. nait. joon. 2). K&ik need riih-

JAVAVAVAVAWA
L

3 6 p 5 P c
AVAVAVAVAWA

(23 GiIdGLINGEENGENETS

Joonis 2. Korraparase kolmnurga liikumiste rihm.

maad on mittekommutatiivsed, sest poordele tasandil nurga 360° : n
vorra ja podrdele ruumis tippu ldbiva siimmeetriatelje suhtes vas-
“wand substitutsioonid

1 2...n—1 n\ . (1 2...n
(2 3... n I)Ja (]‘~n...2)
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ning nende liikumiste korrutised erinevas jarjekorras viiva
esimese tipu kord teiseks, kord n-daks ja on seega erinevad lii
kumised.

Korraparase n-nurkse piiramiidi (joon. 3) liikumiste riih
on isomorfne korrapirase n-nurga tasandiliste poorete rithmaga
Ta on alamrithmaks kahest korrapdrasest n-nurksest piiramiidis
koosneva n-nurkse dieedri (joon. 4) ruumiliste liikumiste riih
mas, viimane on aga isomorine eespool vaadeldud korrapiras
n-nurga koigi ruumiliste liikumiste rithmaga. Seepédrast nimeta
takse viimati mainitud rithma dieedri rithmaks. Ka korrapéras
rooptahuka (joon. 5) poorete riilhm on isomorfne dieedri riih
maga.

\‘__-..-____--_
\
\

_4}—_

Joonis 3. Joonis 4. Joonis 5.
Korrapdrane piramiid. Korrapédrane dieeder. Korrapdrane réoptahukas

Votame niiiid vaatlusele korrapédraste hulktahukate tippe tip-
pudeks teisendavate lijkumiste rithmad. Korrapiraseid hulk{
tahukaid on viit tiilipi: korraparane tetraeeder (joon. 6), kuu
(joon. 7), korrapédrane oktaeeder (joon. 8), korrapérane ikosa
eeder (joon. 9) ja korrapiarane dodekaeeder (joon. 10).

Korrapéraste hulktahukate tippude, servade ja tahkude arvu
on toodud jidrgmises tabelis

\

‘ Tetraeeder Kuup Oktaeeder ‘ Tkosaeeder D%‘iﬁi?
Iippude_arvb 18 ’ 6. ' 12 1.2
Servade arv ) 6 ’ 12 ' 12 l 30 30
Tahkude arv| 4 6 | s | 20 12

§

Jiargnevalt vaatlemegi ainult korrapidraseid hulktahukaid, see
tottu jdtame me edaspidi dra sona «korrapirane». ,
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Joonis 9.
lkosaeeder.

Joonis §.

Joonis 10. Dodekaeeder kahes projektsioonis.
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Piisav on leida tetraeedri, kuubi ja ikosaeedri liikumiste
rithmad, sest oktaeedri ja dodekaeedri liikumiste riihmad osu-
tuvad isomorfiseteks vastavalt kuubi ja ikosaeedri liikumiste riih-
madele. Et selles veenduda, joonistame iilielt poolt kas kuubi
oktaeedrisse (joon. 11) voi oktaeedri kuubisse (joon. 12) ja

PN

Joonis 11. Joonis 12.
Kuup oktaeedri sees. Oktaeeder kuubi sees.

teiselt poolt kas ikosaeedri dodekacedrisse voi vastupidi --—-
dodekaeedri ikosaeedrisse (joon. 13). Niiid on selge, el iga
kuubi liikumine indutseerib oktaeedri liikumise ja vastupidi: iga
oktaeedri liikumine indutseerib kuubi liikumise. Analoogiliselt
jareldame, et ikosaeedri ja dodekaeedri litkumiste rithmad on
isomorfsed. C

Joonis 13.
Ikosaeeder ja dodekaeeder teinetfeise sees.

Joonised 11—13 selgitavad, miks on kuubi ja ikosaeedri tip-
pude arvud vordsed vastavalt oktaeedri ja dodekaeedri tahkude
arvudega ja vastupidi.. Nimelt on esimestena mainitud kujundite
tahkude keskpunktid viimatimainitute tippudeks ja iimberp6o6r-
dult. Samas on histi ndha, et kuubi ja oktaeedri ning ikosaeedri
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i dodekaeedri servade vahel on korraldatud. iiksiihene vastavus,
mslottu on neil servade arvud vordsed. Selline duaalsus esineb
1 letraeedri puhul, kuid see on duaalsus iseendaga (joon. 14).
“eeloltu on telraeedril tippude ja tahkude arvud vordsed.

I'elraeedri liikumiste rithm
oosneh  kaheteistkiimnest ele-
mnendist: ihikelemendist, kahek-
ast o lilkumisest, mis jatavad
paigale tihe tippudest ja teos-
tavad pdéorde seda tippu ning
tema vastastahu keskpunkti 13-
hiva  siimmeetriatelje iimber
ivi. joon. 6) ning kolmest p&or-
dest vastasservade keskpunkte
nhendava kolme siimmeetriatel-
je imber (vt. joon. 6). Liht-
ne on veenduda, et kdikidele
nendele  liikumistele vastavad
tippude paarissubstitutsioonid. Joonis 14.

Scega on tetraeedri liikumiste Tetraeeder tetraeedri sees.
rithm isomorfne vahelduva riih-

maga A,. Uldse koosnevad korrapiraste hulktahukate liikumiste
rithmad ainult podretest, mistottu neid nimetatakse poodrete riih-
madeks. .

Kuubi poorete rithm koosneb 24-st elemendist ning on iso-
morfne rithmaga S4. Tema elementideks on pdorded' diagonaa-
lide iimber (kaks pooret nurkade 120° ja 240° vorra iga nelja
diagonaali iimber) ning siimmeetriatelgede {imber, mis {ihen-
davad vastastahkude keskpunkte (kolm pooéret nurkade 90°, 180°
ja 270° vorra iga kolme telje iimber) -vb6i vastasservade kesk-
punkte - (iiks poore 180° vorra' iga kuue sellise telje iimber).
Kokku saame 2-4-43.3--6=23 pooret, mis koos iihikele-
mendiga annavadki 24 elementi. Et leida igale teisendusele vas-
tav substitutsioon, tuleb joonisel 7 vaadata, millisteks tippudeks
A; voi A’; teisenevad tipud A; (i, j=1, 2, 3, 4). Siinjuures alati,
kui A;=>A; voi A;> A’} siis A’;> A’; vdi A’ > A; (kontrollida!)

Ikosaeedri ja dodekaeedri poorete rithmad koosnevad kumbki
60-st elemendist. Néiteks ikosaeedril on 31 siimmeetriatelge, mis
jagunevad kolme liiki: kuus telge iihendavad vastastippe, kiimme
vastastahkude keskpunkte, viisteist aga vastasservade keskpunkte.
Igale esimest liiki teljele vastab neli mittetriviaalset poéret nur-
kade 72°, 144° 216° ja 288° vorra, teist liiki teljele kaks pooret
nurkade 120° ja 240° vorra ning kolmandat liiki teljele iiks pdore
180° vorra. Koos samasusteisendusega saamegi 1-44-6-
[-2.10 4 15 = €0 elementi. Mainime veel, et ikosaeedri pooérete
rithm on isomorfne riihma S; alamrithmaga As,

Teades korraparaste hulktahukate poodrete rithmi on. lihtne
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lahendada jirgmist iilesannet korraparaste hulktahukate varvi-
misest. On antud n erinevat varvi, kus n on korrapdrase hulk-
tahuka tahkude arv. Mitmel geomeetriliselt erineval viisil on
voimalik védrvida selle hulktahuka tahud nii, et erinevad tahud
oleksid viarvitud erinevate varvidega, kui geomeetriliselt sama-
vaarseteks varvimisteks lugeda sellised varvimised, mis on teine-
teisest saadavad hulktahuka pooramise teel mone siimmeetria-
telje iimber?

Lahendame selle iilesande néaiteks oktaeedri jaoks. Nummer-
dame ira tema tahud. Ilmselt on esimese tahu varvimiseks ole-
mas kaheksa erinevat voimalust. Kui esimene tahk on juba mingi
virviga varvitud, voime teise tahu virvida iikskoik millisega
tilejddnud seitsmest varvist. Seega on kahe tahu varvimiseks
kokku 8 -7 = 56 voimalust. Analoogiliselt leiame, et kolme tahu
varvimiseks on 8-7-:6 =336 voimalust jne., ja lopuks koigi
kaheksa tahu vérvimiseks 8-7-6. ... -2.1=8! voimalust. Et
aga oktaeedri pd6orete riihm koosneb 24-st elemendist, siis geo-
8!

meetriliselt erinevaid varvimisi on 24 korda viahem, s.o. 33 =

—58:7:6:5-4:3:2'1 _ 1680 erinevat varvimist. Tetraeedri jaoks

24
on see arv vordne ainult kahega: ﬁl'22;l-=2.

Korraparaste hulktahukate korral voib lisaks tavalistele tippe
tippudeks teisendavatele liikumistele vaadelda veel peegeldusi
hulktahuka mingi siimmeetriatasandi suhtes ning peegelduste
kembinatsioone pdoretega. Sellisel juhul saame iga korrapirase
hulktahukaga siduda veel ithe rithma — nn. simmeetriariihma,
mille elementideks on koik poorded, peegeldused ning nende
kombinatsioonid ehk korrutised, mis teisendavad kdéik tipud jal-
legi tippudeks. Ulalvaadeldud p&orete rithmad on siimmeetria-
riihmade alamriihmadeks. Mainime, et tetraeedri siimmeetriarithm

T /
e’
Joonis 16.
Joonis 15. Kujund, mille simmeetriarihm:
Taielikult  ebasimmeetriline kujund. koosneb kahest elemendist.

30



wneb 24-st elemendist ning on isomorine rithmaga S4, aga
owaeedri ja dodekaeedri siimmeetriarithmad sisaldavad kumbki
‘' clementi ning on isomorfsed rithmaga S;. Kuubi ja oktaeedri
wmmeetriarithmad sisaldavad molemad 48 elementi.

Siimmeetriariihmi voib vaadelda ka tasandiliste kujundite
~11al, Peale lihikriihma, mis on taiesti mittesiimmeetrilise ku-
ndi (joon. 15) slimmeetriariihmaks, iithikelemendist ja {ihest
«oypreldusest koosneva rithma, mis on nditeks joonisel 16 toodud
ajundi siimmeetriarithmaks, ning korrapdrase n-nurga poédrete
-1 iimmeeriariihmade, mis koosnevad vastavalt n poordest voi
poordest ja n peegeldusest, on veel kaks lopmatut siimmeet-
nuhma. Uks neist on suunaga varustatud ringjoone (joon. 17)

Joonis 17. Joonis 18.

wormeetriarithm, mis koosneb pooretest suvaliste nurkade vorra,
v on tdielikult ringsiimmeetrilise kujundi (joon. 18) siim-
~tuarithm, mis sisaldab peale koikide pdoorete veel peegeldusi
1 ~iimmeetriakeskpunkti ldbivate sirgete suhtes.
Itakenduste  seisukohalt on huvitavad 16pmatult korduvate
mectriliste kujunditega kaetud véode voi tasandite siimmeet-
ninnad.  Sellised rithmad on seotud ornamentidega, mida
1:1;1\';1(1 juba vanast ajast koigi maade kunstnikud, muuseas
anapdeva tarbekunstnikud, voi parkettidega, mida tuleb ku-
S igas suunas lopmatusse kulgevaina.
Iluvitav on markida, et ornamentide meistrid on oma prak-
leidnud kéikvdimalikud ornamentide tiiibid (kokku 17 tiiii-
“eda, et nendega on toepoolest koik ornamentide tiiiibid am-
Adatud, onnestus toestada aga alles rithmateooria abil. Joo-
1 on toodud koigile seitsmeteistkiimnele siimmeetriariih-
- vastavad ornamendid.
\nib vaadelda ka selliseid ornamente, mille jaoks leidub sirge
samendi telg), mis teiseneb iseendaks iga selle ornamendi
wimeetriateisenduse puhul. Niisuguseid ornamente nimetatakse
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bordiiiirideks ehk ddristeks. Selgub, et on olemas vaid seitse eri-
nevat dariste tiiiipi,” mis on koik toodud -joonisel 20. Neile vasta-
vad siimmeetriarithmad on jargmised. Rilhm L, koosneb nihetest
teatud loigu a ja tema kordsete vorra. L, on isomorine taisar-
vude aditiivse rithmaga. Riihmad L, Ls, L, ja L; on saadavad
rithmast L, vastavalt jirgmiste teisenduste lisamisel: p6ore 180"
vorra dirise teljel asetseva punkti {imber, peegeldus #érise tel-

Joonis 19. Tasandiliste ornamentide tibid.
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Joonis 20.

cpra risti asetseva sirge suhtes, peegeldus aarise telje suhtes
mng lopuks kahe teisenduse — nihke (16igu g— v6rra) ja pee-

wlduse (darise telje suhtes) korrutis. Rithmad L, ja L; saadakse
aslavalt rithmadest Ly ja Ls, lisades neile peegelduse dérise
teljega ristuva sirge suhtes.

Voib vaadelda ka tsentraalsiimmeetrilisi ornamente, kuid nen-
de siimmeetriariihmad ei erine millegi poolest 1oplike tsentraal-
wimmeetriliste geomeetriliste kujundite siimmeetriariihmadest,
mis on allpool juba kirjeldatud.

lisimeseks teadusalaks, milles riihmateooriat rakendati siiga-
viale probleemide lahendamiseks, osutus omal ajal kristallograa-
i, Nimelt klassifitseeris tuntud vene matemaatik J. S. Fjodorov
IN0. a. kdoik korrapédrased ruumivored, kasutades seejuures sel-
liste vorede siimmeetriariihmi. Selgus, et niisuguseid rithmi —
neid nimetatakse kristallograafilisteks rihmadeks ehk Fjodorout
-uhmadeks — on 230, kusjuures 65 rithma ei sisalda peegeldusi
11 165 sisaldavad neid. Moistagi, et kristallograafid ei suutnud enne
-ulinateooria kasutamiselevotmist ise anda sellist ammendavat

lassifikatsiooni ning pidid piirduma palju jdmedama liigitusega.

Ulesandeid:

29. Kas korrapédrase hulknurga siimmeetriariihm on isomorine dieedri riihmaga?

30. Toestada, et kolmnurga liikumised, mis teisendavad teda iseendaks
nuanis, moodustavad Ss-ga isomorise rilhma (vt. joon. 2).

31 )Mltmel geomeetriliselt erineval viisil voib vérvida kuubi tahud kuue

Larviga?
5 Millised on tetraeedri tahkude kaks erinevat virvimise viisi?
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SEMIOOTIKA JA OPPEPROTSESS

L. Kull

Viimastel aastatel on itha enam hakatud tidhelepanu poorama
semiootikale — Gpetusele margisiisteemidest. Selle pdhju-
seks on asjaolu, et semiootika voimaldab iihtsest ja kiillalt iildi-
sest seisukohas! kisitleda tegelikkuse vidga paljusid ndhtusi ja
protsesse. Tihedas seoses on semiootika keeleteadusega, infor-
matsiooniteooriaga ja jdrelikult ka kiiberneetikaga.

Kéiesolevas kirjutises piiiiame selgitada semiootika pohimois-
teid ja rakendusvoimalusi eeskdtt oppeprotsessi analiiiisimisel.

On hésti teada, et mistahes aine oOpetamisel on maéaérava
tahtsusega selle aine opetamise eesmairk. Nii voib nditeks mingi
matemaatilise aine Opetamisel eesméargiks olla kas teatava iile-
vaate andmine vastavast ainest v6i meetodite andmine selles
aines esinevate konkreetsete iilesannete lahendamiseks. Arusaa-
davalt on aine opetamise kdik neil kahel juhul kiillaltki erineva
iseloomuga.

Opetatav aine koos Opetamise eesmirgiga médrab kindlaks
need objektid, mille konstrueerimist on vaja dpetada. Selgitame
seda ndidete varal. Vaatleme nditeks mingi voorkeele opetamist,
kus Opetamise eesmirgiks on praktilise keeleoskuse tagamine.
Antud eesmirgi korral on vaja opetada konstrueerima selle keele
lauseid ja véljendeid. Viljendid ja laused pole aga keele jaga-
matuteks iiksusteks. Jagamatuteks iiksusteks keeles on héilikud,
millest moodustatakse esiteks sénad ja nendest omakorda kind-
late konstruktsioonireeglite abil viljendid ja laused. Keele val-
damisel tuleb koiki neid konstruktsioonireegleid osata praktili-
selt rakendada.

Teise nditena vaatleme veidi iiksikasjalikumalt tidisarvude
aritmeetikat, kus eesmirgiks on aritmeetiliste avaldiste arvulise
viadrtuse arvutamise oOpetamine.

Jagamatuteks iiksusteks on siin jirgmised objektid:

0,1,23,45,6,7,8 9, +, — X, (,), =

(koma «,» muidugi vélja arvatud). Seda simbolite loetelu nime-
tame tdisarvude aritmeetika tdhestikuks, tdhestiku siimboleid
aga selle tdhestiku tihtedeks. Tdhestiku tihtede loplikke jadasid
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nimetame sonadeks selles tdhestikus. Nii on sonadeks tdisarvude
aritmeetika tdhestikus néiteks:

5007
(24 — 15) X 6 — 38
3) + (— X =

Taisarvude aritmeetika sonu tdhistame vajaduse korral siimboli-
tega P, Q, R jne. Kasutades neid tdhiseid on kerge defineerida
uusi moisteid, nagu «kahe sona iihendus». Nii nimetame sonade
P ja Q ihenduseks sona, mille saame, kui sonale P kirju-
tame jdrele sdna Q. Nii on néditeks sonade 34 ja 08 ithenduseks
sona 3408. Sonade P ja Q ithendust tdhistame PQ abil.

Mitte koik sonad tdisarvude aritmeetika tdhestikus pole olu-
lised tdisarvude aritmeetika iilesehitamisel. Olulised on ainult
teatud liiki sonad, nagu tdisarvud, aritmeetilised avaldised ja
aritmeetilise avaldise véirtuse arvutamised. Need sonaliigid
voib koik tdpselt defineerida. Esitame néiteks lédisarvu definit-
siooni (induktiivse definitsioonina):

1.0, 1,2 3,45 6,7 8 ja9 on mirgita tdisarvud, :

9. kui P ja Q on mdrgita tdisarvud, siis on nende uhendus
PQ mdrgita tdisarv;

3. kui P on mdrgita tiisarv, siis on +P ja —P mt’irgiga
ldisarvud;

4. koik mdrgita ja mdrgiga tdisarvud on tdisarvud.

Nii on selle definitsiooni kohaselt niiteks sonad 79, —134,
192 ja 00048 tdisarvud.

Aritmeetilise avaldise defineerime samuti induktiivselt:

1. kui P on tdisarv, siis on P aritmeetiline avaldis,

2. kui Q ja R on aritmeetilised avaldised, siis on (Q) —+
| (R) (Q) — (R) ja (Q) X (R) aritmeetilised avaldised,

3. kui Q on aritmeetiline avaldis, siis on +(Q) ja V(Q)
arilmeetilised avaldised.

Toodud definitsiooni pohjal véime Gelda, et nditeks séna

(((24) — (15)) X (6)) — (38) (1)

on aritmeetiline avaldis. :

Viimast vdidet voib kontrollida nii: et 24 ja 15 on aritmeeti-
tised avaldised (vt. aritmeetilise avaldise definitsiooni p. 1), siis
an (24)—(15) aritmeetiline avaldis (def. p. 2); et 6 on arit-
meetiline avaldis (def. p. 1), siis on ((24)—(15))<(6) aritmee-
tiline avaldis (def. p. 2); et 38 on aritmeetiline avaldls (def. p.

1), siis on
(((24)—(15) )X (6)) —(38)
iitmeetiline avaldis - (def. p. 2).
Toodud méottekaiku (uht1351 ka aritmeetilise avaldise (1)
konstrueerimist) voib esitada skemaatiliselt nii:
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ey 1028 — (15) X (©) — @9)]

) H
aritm. av. i i
et 0% 129 — (15) X <f>| | 38 | aritm =y,
itm. av. 1z | aritm. av.
ety @) — a5) | [6] e =y
7 T

itm. av. itm. .
e T B B Gl i

Joonis 1.

Joonisel 1 ristkiilikutes kirjutatud aritmeetilisi avaldisi nime-
tatakse antud aritmeetilise avaldise (1) osaavaldisieks. Nagu
nahtub juba avaldisest (1), esineb selles suur hulk sulge. Need
on vajalikud aritmeetilise avaldise konstrueerimise jérjekorra
(ehk osaavaldiste) kindlaksmadramiseks. Teatavate lisakokku-
lepete ahil on aga voimalik sulgude arvu vdhendada, ilma aval-
dise konstrueerimise (ehk osaavaldiste) kohta kdiva informat-
siooni kaotamiseta.

Ulaléeldut silmas pidades lepime kokku, et 1) mirgita tais-
arvu pole vaja sulgudesse paigutada; 2) mirk «)X» seob aval-
di<i tihedamini kui mirgid «+» ja «—», s. t. et néiteks avaldisi
(PYX(Q)+(R) ja (P)X(Q) — (R) (P, Q ja R on aritmeeti-
lised avaldised) tuleb moista vastavalt avaldistena ((P)X(Q))+
+(R) ja ((P)X(Q)) — (R); 3) arilmeetilised avaldised
+(+(R)), +(—(R)), —(+(R)) ja —(—(R)), kus R on arit-
meetiline avaldis, voib asendada vastavalt avaldistega --(R),
—(R), —(R) ja +(R).

Seega saame avaldise (1) kirjutada kujul
(24 — 15) X6 — 38. (2)

Aritmeetilise avaldise védrtuse arvutamise juurde asudes
tuleb koigepealt defineerida aritmeetilised tehted: liitmine, la-
hutamine ja korrutamine tdisarvude puhul, ehk teisiti Geldes,
nn. elementaarsete aritmeetiliste avaldiste

(P) + (Q),
(P) —(Q),
(P) X (Q)
vadrtused, kus P ja Q on tdisarvud. Lihtsuse pérast oletame, et
need tehted on defineeritud vastavate algoritmide abil.
Aritmeetilise avaldise R véairtuse arvutamiseks nimetame

sona kujul
R=R =Ry= ... =Ry,
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kus Ri, R., ... , R, on aritmeetilised avaldised, avaldis R;
(i >1) on saadud eelmisest avaldisest Ri-; (Ro=R) mingi ele-
mentaarse aritmeetilise avaldise (nimelt osaavaldise) asenda-
mise teel selle avaldise védirtusega, ja R, on tdisarv. Arvu R,
nimetamegi aritmeetilise avaldise R véartuseks.

Aritmeetilise avaldise (2) véaiartuse arvutamine on néiteks
jargmise kujuga sona:

(24 —15)X 6 —38=9 X 6 —38=>54—38=16. (3)

Arvutuse (3) pohjal voime veenduda, et see kujutab endast toe-
poolest teatava sona konstrueerimist tdisarvude aritmeetika ta-
hestikus.

Analoogiliselt tdisarvude aritmeetikaga voib eraldada vasta-
vad tdhestikud ka mistahes teise aine v0i oskuse opetamisel.
Nii voib nditeks mingisuguse masina kasitlemise opetamisel koik
vajalikud toboperatsioonid (juhtimisoperatsioonid) taandada nn.
elementaarseteks operatsioonideks, mis moodustavadki vastava
tahestiku. Kompleksne todoperatsioon on seega vaadeldav tea-
tava sonana elementaarsete tdéGoperatsioonide tdhestikus.

Nagu nédeme, saab mistahes aine voi oskuse Opetamist vaa-
delda kui teatud liiki sonade konstrueerimise opetamist. Opetata-
vasse ainesse kuuluvad so6nad moodustavad siisteemi, mida ni-
metatakse objektkeeleks. Toodud néiidetes oli objektkee-
leks vastavalt voorkeel, tdisarvude aritmeetika ja masina késit-
lemine.

Objektkeele iilesehitamine ja Opetamine pole aga voimalik
ainuiiksi sellesama objektkeele abil. Selleks on vaja kasutada
veel mingit informatsiooni edasiandmise siisteemi, mida nimeta-
takse metakeeleks vaadeldava objektkeele jaoks.

Nii on niiteks inglise keele opetamisel eesti Gppekeelega koo-
lis objektkeeleks inglise keel, metakeeleks aga tavaliselt eesti
keel. Eesti keele Oopetamisel eesti dppekeelega koolides objektkeel
ja metakeel nagu iihtiksid. Tegelikult on aga ka sel juhul objekt-
keelt ja metakeelt voimalik taiesti selgesti eraldada. Nii nditeks
kuuluvad eesti keele grammatika késitlemisel kdik seletused, poh-
jendused ja reeglid metakeelde, konkreetsed harjutused ja néi-
ted aga objektkeelde.

Toodud néiites tdisarvude aritmeetika kohta oli metakeeleks
eesti  keel, millele Ilisandusid teatud siimbolid nagu
P, Q, R, Ry, Ry, ..., R, jms. Médrgime, et tdisarvude aritmeetika
moistete (tdisarv, aritmeetiline avaldis jne.) defineerimine pole
voimalik ilma metakeele kasutamiseta.

Toome veel moned niited objektkeele ja metakeele vahe sel-
gitamiseks.

1. Oletame, et mingi ettevotte juhataja dikteerib sekretdrile
jargmise «kirja»:
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Gagarini esimehele.

Vastuseks Teic kirjale sellest ja sellest kuupdevast teatame, et tdidame
Teie tellimuse (loetlegc 5 esimest nimetust ja vastavad kogused mis on
nende kirjas toodud) k. a. 1l kvartalis, iilejddnud seadmed aga III kvartalis.
Kuupiev, allkiri.

Esitatud «kirjas» esinevad iiheaegselt nii objektkeele kui ka
metakeele viljendid (viimased on antud kursiivis). Vastavatest
metakeele viljenditest ldhtudes tulevad alles leida need objekt-
keele viljendid, mis peavad esinema kirjas selle 1oplikul kujul.

Jargmised niited kdivad metakeele ja objektkeele mitteeris-
tamise kohta.

2. Algoritmilise keele ALGOL-60 esituses tunakse monikord
selgitusi Vastavate konstruktsioonide kohta niisugusel kujul: liit-
operaator moodustatakse skeemi

begin Ay; Wo; ... ; A, end,

kus (A, s, ... . A, on operaatorid) pohjal. Sellised iildised
skeemid kuuluvad pohimotteliselt metakeelde, kuid voivad sisal-
dada ka objektkeele siimboleid (nagu iilaltoodud kiri). Niisu-
guste skeemide puhul tuleb skeemis esinevad metasiimbolid asen-
dada vastavate objektkeele konstruktsioonidega, objektkeele
siimbolid aga jdtta asendamata. Asi on siin nimelt selles,
et sona «...» tuleb moista kui metakeele véljendit «ja nii edasi»,
kuid samaaegselt on «» ka objektkeele tdheks. Arusaamatuste
véltimiseks tuleks kasutada spetsiaalseid siimboleid <,> meta-
keele viljendite tdhistamiseks ja kirjutada kas

begin Ay; As; < ... >; A, end

vOi
begin uy; s; < ja nii edasi >; U, end.

3. Koreas kehtib komme, et peigmees peab pulmadol de-
monstreerima kiilanoortele oma teravmeelsust (vt. [1] lk. 402).

Kord pandi kahekiimneaastane neiu mehele kolmeteistkiimneaastasele poi-
sile. Peigmees kartis viga eelseisvat proovi, morsja lubas teda aga aidata.
Kui kiila noorsugu kogunes nende fansa akna alla, oodates peigmehe sdnu,
laks peigmees akna juurde, morsja aga peitis end aknast pisut kaugemale.

«Kas kuuled?» kiisis naine.

«Kas kuuled?» kordas mees valjusti.

«Kuuleme, kuuleme», vastati talle duest lobusalt.

«Seda ma kiisisin sinu kaest,» sosistas naine.

«Seda ma kiisisin sinu kiest,» iitles mees valjult.

‘ «Metsas kasvab noor mind,» sosistas naine.
Mees kordas, kuid sedavérd kiiresti, et naine sosistas talle:

«Tasem, tasem .

Ja mees kordas:
«Tasem tasem.»

Ob]ekt- ja metakeele valjendlte mitteeristamise tottu said
kiilanoored varsti aru, et peigmees lihtsalt kordab oma morsja
sonu.
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Nagu nédgime, on metakeele kasutamine mistahes aine opeta-
misel moéddapdasmatu. Probleem seisneb aga odige (optimaalse)
vahekorra leidmises objekt- ja metakeele vahel. Voimalikke vahe-
kordi on muidugi palju. Joonisel 2 on nendest esitatud moned
tiitipilised juhud.

Juhtumil 1 tuuakse koigepealt objektkeele tahestik, seejirel
mingit moistet ettevalmistavad ndited (objektkeeles). Parast
seda defineeritakse see moiste (metakeeles), millele jargneb ma-
terjali kinnistamine (harjutusiilesanded) objektkeeles. Analoogi-
lisel viisil jatkub Opetamise kidik ka edaspidi.

2 m k.
! o———/\——\A~——/\-——</l
. " \ o k
3 ; p m. k.
: ‘ / 0. k.
——amo-- - - m. Kk
3. / \ / \ i
0. k.
T e ——-  m ok
./
o k

Joonis 2. (m. k. — metakeele tase, 0. k. — objektkecle tase).

Juhtum 2 erineb eelmisest juhtumist selle poolest, et siin
nuuduvad mingit moistet voi konstruktsiooni ettevalmistavate
niidete etapid. Moistete voi konstruktsioonide definitsioonidelt
(metakeeles) minnakse edasi harjutusmaterjalile objektkeeles,
scllelt omakorda uuele definitsioonile metakeeles jne. Téahen-
dame, et eespool toodud nidide tdisarvude aritmeetika iilesehi-
tuse kohta iihtib iildjoontes kdsitlusega juhtumil 2.

Juhtum 3 erineb eelmisest selle poolest, et nditeid ja harju-
tusmaterjali objektkeeles ei esitata uute mbistete ja konstrukt-
sioonide puhul mitte alati, vaid ainult teatavatel keerulisematel
juhtudel.

Neljandal juhtumil toimub péarast objektkeele tédhestiku esi-
tamist kogu kasitlus metakeeles.

Uue materjali esitamise kiirus on esimesel juhtumil kahtle-
mata koige vaiksem ja neljandal juhtumil kdige suurem. Sellest
hoolimata ei saa aga neljandat juhtumit lugeda parimaks, sest
opilastel voib tekkida tosiseid raskusi metakeele konstruktsioo-.
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nide realiseerimisel objektkeeles. See aga pole kooskolas Opeta-
mise eesmirgiga. Otstarbekohaseimaks opetamisviisiks tuleb lu-
geda mingisugust kombinatsiooni esimesest kolmest juhtumist,
arvestades opilaste arengu taset ja materjali keerukust. Kuidas,
seda optimaalset kombinatsiooni leida, on muidugi omaette
probleem, mille uurimisele on alles asutud.

Mingi aine iilesehitamisel analoogiliselt tdisarvude aritmee-
tika iilesehitusega eespool toodud niites anname tegelikult selle
aine siintaktilise tlesehituse. Siintaktilise {ilesehituse korral esi-
tatakse selle aine n. 6. sisemine struktuur: defineeritakse voima-
likult tépselt eri liiki sonad, opereerimisreeglid sonadega jms.
Kuid objektkeele sdnad ei kujuta alati tegelikkuse tunnetamise
vahetut astet ja nouavad seega nende seostamist objektiivse
reaalsusega. Objektkeele sonade sellist seostamist nimetatakse
nende sonade semantiliseks interpreteerimiseks. Selline
interpreteerimine on tingimata vajalik objektkeele rakendamisel,
samuti aga ainete Opetamisel.

Tegelikult kujutab semantiline interpreteerimine endast iildise
metakeele teatud spetsiaalset taset, mida voib nimetada ka an-
tud objektkeele semantika metakeeleks. Metakeelt, mida kasu-
tame objektkeele siintaktiliseks {ilesehituseks, voib nimetada
antud objektkeele siintaksi metakeeleks.

Emakeele Opetamisel podratakse peatdhelepanu tavaliselt selle
keele siintaktilisele iilesehitusele!, sest selle keele semantiline
kiilg on Opilastele praktiliselt kiillaltki hésti teada. Vajaduse
korral kasutatakse fiksikute sonade ja viljendite semantilisel
interpreteerimisel sellesama keele sonu ja vialjendeid.

Voorkeele opetamisel antakse sonade ja véljendite semantiline
interpretatsioon paralleelselt selle keele siintaktilise filesehitu-
sega. Semantilise interpretatsiooni andmisel kasutatakse mitme-
suguseid vahendeid: emakeelt, Gpetatava keele semantiliselt juba
omandatud osi, esemete ja piltide demonstreerimist jne.

Matemaatiliste ainete Opetamisel voib eristada vdhemalt kaht
erinevat semantilise interpreteerimise voimalust. Uks nendest on
suuruste, matemaatiliste moistete, vahekordade konstruktsiooni-
de jms. geomeetriline interpreteerimine. Selle kiillaltki univer-.
saalse ja iildarusaadava interpretatsiooni kasutamine suurendab
kahtlemata oppeprotsessi efektiivsust. Kuid sellel interpretat-
sioonil on ka omad piirid: teda ei tohi kasutada selles mottes,
et sealt védlja lugeda uusi, senitoestamata fakte.

Matemaatiliste maoistete, vahekordade jms. semantilise inter-
preteerimise teine voimalus seisneb nende interpreteerimises meh-
haanika, fiilisika, majandusteaduse ja teiste mittematemaatiliste
moistete abil. Tuleb markida, et sellistele interpreteerimise vo0i-

1 Siintaksi moiste semiootikas holmab ka morfoloogia moiste traditsioo-
nilises grammatikas.
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malustele ei poorata matemaatika Opetamisel alati kiillaldast
tdhelepanu. Niisugune olukord ei soodusta aga- matemaatika
rakendusvoimaluste ndgemist ja voib oppijates vdhendada huvi
matemaatika vastu.

Viimastel aastatel on matemaatikud loonud védga palju abst-
raktseid kunstlikke keeli (FORTRAN, IT, ALGOL-60, COBOL jt.)
nii automaatse programmeerimise kui ka teistel eesmérkidel.
Nendes keeltes on hésti eraldatavad niisugused kiiljed nagu
objektkeel, siintaks ja semantika. Esineb teoseid, kus vastavate
abstraktsete keelte kdsitlemisel ei péorata semantikale kiillaldast
tahelepanu (nditeks ALGOL-60 ametlik vdljaanne). Sellised t66d
ei sobi muidugi esimeseks tutvumiseks nende keeltega, sest nad
on raskesti arusaadavad ja voivad tekitada lugejas lootusetuse
tunde (vt. [2], 1k. 3).

Monel pool on vididetud, et raskused malemaatika opetamisel
on tingitud eeskdtt matemaatika abstraktsusest. Kui modistia
abstraktsust semantilise interpreteerimise keerukuse mottes, siis
vastab see seisukoht ainult osaliselt tegelikkusele. Raskused
matemaatika Opetamisel voivad tekkida ja tekivad aga ka see-
tottu, et aine esitamises liialdatakse siintaksi metakeelega ob-
jektkeele arvel. Samuti tekivad raskused siis, kui objektkeel on
viga keerulise struktuuriga (objektkeeles on vidga suur hulk
eri liiki sonu, millega opereeritakse erineval viisil). Kuid viima-
sed asjaolud pole iildse seotud abstraktsusega, sest semantilise
interpreteerimise probleem jadb seal téiesti korvale.

Tuleb maérkida, et siintaksi
ja semantika vahekorra prob-
leem on iildise sisu ja vormi
vahekorra probleemi eriaspekt.
Nendel probleemidel on aga ka
erinevusi. Nditeks tuleb tunnis-
tada tdiesti ekslikuks monede
matemaatikute-formalistide esi-
tatud seisukoht, et matemaatika
on opetus vormidest, millel puu-
dub iildse igasugune sisu. See-
vastu tuleb tunnistada, et ob-
jektkeele siintaksit (eriti mate-
maatiliste ainete puhul) on voi-
malik esitada ilma semantilise
interpretatsiooni  abita.  Asi
seisneb nimelt selles, et mate-
maatilist teooriat ei saa sa-
mastada selle teooria objekt-
keele siintaksiga, mis, nagu me
cespool esitatust teame, on ai-
nul iiks osa sellest teooriast. Joonis 3.
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Kui vaadelda praktiliste oskuste opetamist (masinate kasitle-
mine, voimlemine jms.), siis nende puhul ei vaja objektkeele
sonad (vastavad fiisilised liigutused) spetsiaalset semantilist
interpreteerimist. Ka méangude puhul puudub semantilise inter-
pretatsiooni tase. Teisiti on aga lugu kunsti valdkonnas, kus
semantiline interpreteerimine on oluline. Joonisel 3 on kujuta-
tud stseen Peer Gynti (U. Rannaste) ja Solveigi (T. Saealle)
tantsust, mille semantika andis balleti lavastaja Ida Urbel sdona-
dega «See on nende armastuse lugu». Mirgime veel, et kuigi
ballett on véliselt sarnane kunstilise voimlemisega, on balletis
viga oluline semantiline interpreteerimine, mis kunstilise vdimle-
mise puhul aga iildse puudub.

Kokkuvotlikult voib {ilalkdsitletud semiootilisi tasemeid esi-
tada jargmise skeemi abil:

f (siintaksi) ) opiektieetc
// metakeel |sﬁntaktiline
. iileschitus
lili, mis viib  { objektect
tegelikkuse ana- ' [
ldiisimiselt me-
takeele filesehi- \ semantiline
tamisele \ interpretatsi- | objektkeele
\ oon semantiline
\ iilesehitus
\] tegelikkus

Opetamise eesmirk saavutatakse Opetatava aine objektkeele
siintaksi ja semantika omandamisega (kui viimane antud aine
puhul ildse esineb). Kuid peale selle on otstarbekohane anda
opilastele iilevaade ka metakeele iilesehitamise ldhtekohtadest.

Skeemi on voimalik tdiendada veel kahe komponendiga: opi-
lane ja opetaja (vdi teda asendav seade), mis on omavahel
ithendatud otse- ja tagasisidekanalitega. Selle tdienduse korral
avaneb voimalus uue semiootilise aspekti — pragmaatika —
kisitlemiseks, mis uurib mérgisiisteemide vahekordi nende kasu-
tajaga. Kdesolevas kirjutises pole aga vdimalik sellest iiksikasja-
likumalt konelda.

Tihendame, et Sppeprotsessi semiootiline analiiils aitab pare-
mini aru saada selle protsessi loogilisest struktuurist ja voib
abiks olla oppeprotsessi efektiivsuse suurendamise voimaluste
otsinguil. Semiootiline ldhenemisviis on ilmselt otstarbekohane
sel juhul, kui soovime kasutada matemaatilisi meetodeid, samuti
programmeeritud 6petamise printsiipide rakendamise korral.

Kirjandus

N. Garin, Umbermaailmareisi paevikutest, TIn., 1957,
H. U Arees, Otuone aaropammuueckoro s3eka AJICOJI-60, M., 1964.
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INIMENE VESTLEB MASINAGA

Intervjun Claude Shannoniga

Kédesoleva aasta kevadel viibis Noukogude Liidus kiilaskdigul tuntud
ameerika opetlane Claude Shannon, iiks kiiberneetika loojaid.

Claude Shannon siindis 1916. a. Gaylordi linnas (Michigani osariik,
USA-s). 1936. a. Iopetas ta Michigani Olikooli elektrotehnika ja matemaatika
crialal ja asus tdble Massachusettsi Tehnoloogia Instituuti, kus uuris relee-
jan liilitusskeeme. Tdnu eelkdige tema té6dele muutus kdige abstraktsem mate-
maatikaharu — matemaatiline loogika — hadavajalikuks instrumendiks side-
lchnika probleemide lahendamisel. 1940. a. omistati Shannonile elektrotehnika
magistri ja matemaatikadoktori kraad. Ajavahemikul 1940.—1956. a. todtas ta
Belli Telefonikompaniis. Koos N. Wieneriga rajas ta sellel perioodil infor-
matsiooniteooria alused. Praegu t66tab Shannon Massachusettsi Tehnoloogia
Instituudis professorina.

Claude Shannoni téddes on onnelikult iihendatud siigavad matemaatilised
rleed tehnika probleemide laiahaardelise analiilisiga. Tema t66d informatsioo-
vifcooria, automaatide teooria, tdenidoste skeemide teooria ja juhitavate siis-
teemide teooria alalt moodustavad N. Wieneri to6de korval selle aluse, millele
rajati kiiberneetika kui teadus.

Claude Shannon on USA Rahvusliku Akadeemia ja Ameerika Kunstide
1t Teaduste Akadeemia liige.

Allnool esitame Shannoni vastused ajalehe «Jlutepatypnas rasera» korres-
pondendile 1.

— Mida voite 6elda kiiberneetika arengu perspektiividest?

— Eelkoige on vaja kokku leppida, mida moista kiiberneetika
all. Kuigi kiiberneetika tekke momendist on méédunud peaaegu
kakskiimmend aastat, ei ole teaduslikes ringkondades vaibunud
vaidlused selle idle, milline sisu anda sénale «<kiiberneetikas.
Maned teadlased on joudnud ddarmuslike seisukohtadeni: nad kas
kuulutavad kiiberneetikaks peaaegu koik teadusliku métte suu-
nad v6i siis iildse eitavad kiiberneetika kui teaduse olemasolu.

Kuigi iga definitsioon on siin iipris tinglik, ndaib mulle, et
kiitberneetika all {uleb moista koigi teaduste hulka, mis on seo-
fud arvutusmasinate arendamise ja kasutamisega, peaaju tdo
tundmaéppimisega ja selle uurimisega, kuidas peaaju juhib orga-
nismi koiki funktsioone. Kui néustuda sellise isna avara defi-
nitsiooniga, siis tuleb kohe mdrkida, et kiiberneetika asub oma
arengu koige madalamal etapil. Ma ei kahtle, et edaspidine areng
toimub tormiliselt. Kasutades meie matemaatilisi termineid voib

! «Jlureparypuas rasera», 22. mai 1965 a. Tolkinud ja sissejuhatusega
varnstanud G. Vainikko. )
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delda, et kiiberneetika areng hakkab kulgema eksponentsiaalselt.
Selle arvamuse digsuse pandiks on iiha laienev arvutusmasinate
kasutamine.

— Mister Shannon, millist kiiberneetika ees seisvatest iiles-
annetest peate tdhtsaimaks?

— Ma ei julge eraldada kogu kiiberneetika kéige tdhisamat
probleemi. Lubage mul parem jutustada probleemist, mis mind
ennast kéige enam erutab. See on inimese suhtlemine masinaga.
Asi on selles, et meie moistuse siinnitised motlevad nédhtavasti
hoopis teisiti kui meie — rangelt loogiliselt, ilma igasuguste
metafooride ja assotsiatsioonideta. Seeldttu ei ole neile tkski
inimkeel arusaadav, see on neile liiga piltlik, ebatipne. Peaaegu
iga lauset meie keelepruugis véib mdista mitmeti, aga masinal
pole seni intuitsiooni, mis voimaldaks lause mitmest tdhendu-
sest valida ainsa vajaliku. Seetdttu on vilja téotatud spetsiaal-
sed vahenduskeeled, mis on arusaadavad nii masinale kui ka
inimesele. Viimasel kiimnel aastal on selles asjas saavutatud
suurt edu. Ainuiiksi Ameerika Uhendriikides on vilja méeldud
iile poolteise tuhande sellise keele. Kuid vdhehaaval hakkas
olukord meenutama paabeli segadust — erinevate firmade ma-
sinad ei saanud iiheskoos téotada, sest nad «rddkisid» erine-
vates keeltes. 1958. a. alustati iihtse rahvusvahelise vahendus-
keele — ALGOL’i — loomist. Jargmisel kahel aastal seda pisut
tdiustati ning niidd rddgivad teadlased masinatega koikjal kee-
les ALGOL-60.

Kuid rahvusvahelise masinkeele loomine ei lahendanud sugu-
gi Roiki probleeme. See keel ei ole kiillalt mahukas, et viljen-
dada koiki idlesandeid.. Keel, mis seda vdimaldaks teha, peaks
olema iilimalt mahukas ja painduv. Kuid see tihendab, et ka
tema dppimine oleks raske. Vastuolu iihelt poolt keele vabaduse,
paindlikkuse ja piltlikkuse ning teiselt poolt keele loogilisuse,
ithetdhenduslikkuse ja tdpsuse vahel ei ole senini lahendatud.

— Arvatavasti Te teate, et kaks aastat tagasi avaldas noor
noukogude teadlane Andrei JerSov motte selle kohta, kuidas
seda probleemi tema arvates tuleks lahendada. Ta tegi ettepa-
neku luua inimese ja masina vahel nn. «diinaamiline seos». Ini-
mene esitab masinale iilesande oma tavalises keeles. Kui masin
ei saa millestki aru, siis ta esitab kilsimuse, noudes teksti iihe
voi teise osa 10igu iimberfraseerimist voi tdiendavat informat-
siooni nendest moistetest vdi grammatilistest konstruktsiooni-
dest, mis ei ole talle tuttavad. Mone aja méddudes saab kogu
iilesanne masinale selgeks.

Kas inimese ja masina «diinaamilise seose» meetod niib
Teile perspektiivsena?

— Ma pean seda meetodit iisna perspektiivseks. Me liheme
Ameerikas umbes sama teed. Tasi kill, tuleb delda, et meie
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kogemused selles suunas on alles mdangu staadiumis. Kuid viga
paljud Fkiiberneetika edusammud on vilja kasvanud just sellis-
test teaduslikest meelelahutustesi. On olemas iiks ming — sel-
lest peetakse lugu nii meil kui ka arvatavasti teie maal. Mois-
tatakse mingit isikut voi sindmust ja on vaja, esitades kiisimuse
kisimuse jdrel, teada saada, keda v6i mida nimelt mdéeldakse.
See mdng ei ole sugugi nii lihine — ta néuab kujutlusvoimet,
loogikat ja teatud teadmiste hulka. Muidugi ei ole iihelegi kaas-
aegsele masinale selline meelelahutus joukohane. Kuid hiljuti
katsetati programmi aukartustiratava nimega «Sir», mille abil
onnestus masinalt saada vastus kiisimusele: «Mitu sérme on
Johnil?» Viieaastane laps naeraks kuuldes, kui palju aega ja
joupingutusi noudis, et rebida masinalt vastus sellele kiisimusele.
Kuid tdiskasvanud inimesele on selge, kui palju informatsiooni
tuli masinale anda oige vastuse saamiseks.

Sellega on visandatud uus, vdrske ja iipris viljakas lihene-
misviis kiisimusele inimese ja masina suhtlemisest. Kuid kau-
geltki mitte koik raskused ei taandu linguvislilistiele, loogilistele
v6i matemaatilistele iilesannetele. Et kontakt oleks tdielik, tuleb
masin varustada mingi organiga, mis oleks ekvivalentne inimese
silma ja korvaga. Teiste sonadega, ta peab oppima omandama
nightavat ja kuuldavat informatsiooni vahetult, kodeerimata ku-
jul. Kuid see on tuleviku probleem.

— Mister Shannon, laialt on tuntud teie varajasemad t66d
elavate olendite lihtsaimate kditumisaktide modelleerimisest —
ma pean silmas kuulsat kunstlikku hiirt labiirindis. Kuidas ede-
nevad need uurimused niiiid?

— Juhtus nii, et selle probleemi uurimise sisemine loogika
toi meid ka siit ilesande juurde, mis on vdiga ldhedane dsja
kisitletuga, —. kujundite dratundmise iilesande juurde. Sest sel-
leks, et masin saaks «ndgijakss, tuleb luua talle mitte ainult
ndgemisorganid, vaid opetada teda ka vastandama vilismaa-
ilmast saadud informatsiooni sellega, mis on masinas juba ole-
mas. Teiste s6nadega, «ndhes» mingil objekti, peab masin selle
«dra tundmas.

Méne aasta eest ehitas mu Opilane Heinrich Ernst, siis veel
Massachusettsi Tehnoloogia Instituudi aspirant, manipulaator-
kde FEillaltki keerulise mehhaanilise, elekironarvuti poolt juhi-
tava mudeli. Manipulaator pidi korjama kokku klotse, mis olid
puistatud laiali, ja paigutama need laual asuvasse karpi. See
lihtne iilesanne osutus masina jaoks viga keeruliseks. Koige-
pealt leiab automaat karbi ja jdtab meelde selle asukoha. See-
jiarel asub ta klotside otsimisele, ja leidnud esimese, teeb kind-
laks selle asukoha ja maootmed, et mugavamalt temast <«kinni
haaratas. Vétnud klotsi s6rmede vahele, asetab kdisi selle karpi
ja siirdub teise kloisi jdrele.
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Pisut erinev on teine meie otsingute suund esemete dratund-
mise alalt — piide épetada masinat <«Ilépuni joonistama» ese-
mete neid osi, mis mingil pdhjusel on tema eest varjatud. Ndi-
tame masinale nditeks portfelli, mille kdepide on kaetud tuha-
toosiga. Eelneva kogemuse péhjal, — aga masinale on eelnevalt
ndidatud mitmesuguseid esemeid - ja ta teab, milliseid portfelle
on iildse olemas, — masin, esiteks, identifitseerib eseme, s. t. vdi-
dab, et see on portfell ja mitte miski muu ning teiseks, «joonistab
lopuni» selle tdieliku kuju.

Minu arvamine on, et seda tiiipi téédel on suur tulevik.

— Millised muljed on Teil Moskvast?

— Koéige meeldivamad. Ma kohtusin oma kolleegidega —
noukogude opetlaste A. Kolmogorovi, V. Kotelnikovi, V. Siforo-
viga, viibisin Teaduste Akadeemias, Moskva Ulikoolis, Automaa-
tika ja Telemehhaanika Instituudis. Teadusliku informatsiooni
vaba vahetus on olnud tihtis koigil aegadel, aga niiiid, kus tea-
duse progress on nii tormiline, on see eriti tdhiis.

Veel iiks moment, mida ei tohi unustada: opetlaste aktiivne
suhtlemine on tdhtis rahvusvahelise pinevuse lodvendamise
vahend.

JARJESTIKUSED NULLID ARVUS 2n

On kerge veenduda, et vdhimaks n vairtuseks, mille puhul arvu 2r kir-
jutis kiimnendsiisteemis sisaldab numbrit null, on n=10. Toepoolest, 210 =
== 1024. Hoopis rohkem arvutamist njuab niisuguse vahima n leidmine, mille
puhul arvus 27 sisaldub kaks jidrjestikust nulli Vastuseks saame
n=>53, sest )

253 — 9007199254740992.

Kuidas on aga olukord edasi? Kas voib arv 27 sisaldada kolm, neli jne.
jarjestikust nulli? Ameerika matemaalikud E. Karst ja U. Karst
leidsid elektronarvutit IBM-1620 kasutades, et vihimad n- vairtused, mille
puhul arv 27 sisaldab neli, viis, kuus, seitse ja kaheksa jarjestikust nulli,
on vastavalt jargmised:

n =377, 1491, 1492, 6801 ja 14007.

Jdtkates arvutusi kuni vaartuseni n= 60000, ei leidnud nad ihtegi arvu 2n:,
milles oleks iiheksa jarjestikust nulli.

Lugeja pani muidugi tahele, et siin toodud iilevaates on liink sees. Seega
avaneb tal voimalus iseseisvaks nuputamiseks: millise vihima n. puhul sisal-
dub arvus 2n kolm jarjestikust nulli? '

r

46



IGAUKS VOIB KIIREMINI ARVUTADA'!

Laszlo Molnar

«Kiire arvutamine», «Kiiremini,
kui arvutusmasinal», «Stenograafia
matemaatikas» ... sellised pealkirjad
ilmusid hiljuti Ungari ajalehtedes ja
ajakirjades. Artiklites kirjutati uuest
arvutusmeetodist, mille leiutas dok-
tor Laszlo Molnar. «Ta vabanes oma
matemaatikas kdigist neljast arit-
meetilisest tehtest ja numbritest,
asendades mneid siimboolsete miérki-
degan».

Et lugeja saaks otsustada nende
hinnangute paikapidavuse iile, anna-
megi sona autorile, kes liihidalt kir-
jeldab oma uut arvutusmeetodit.

Tutvustan teid arvutusmeetodiga, mille ma nimetasin ste-
nomeetriliseks. Peab kohe iitlema, et kiesolevas artiklis te ei leia
meetodi tidielikku kirjeldust. Ma jutustan vaid sellest, kuidas ste-
nomeetria abil saab teostada kaht aritmeetilist tehet — liitmist ja
lahutamist. Meetodi tdielik kirjeldus on antud stenomeetria opi-
kus, mis varsti ilmub Ungaris.

Niifid aga tutvume meetodiga. Esiteks anname numbritele
stenomeetrilised siimbolid, nimelt kujutame neid jargmiste joo-
nekeste abil:

/I T LLUU U U UG
1723456 7 8 9

Arve 5, 6 ja 9 voib kujutada ka jargmiselt:
S 6/ 9 U

Nulli tahistatakse kas siimboliga V v6i /, tihti aga ei kirju-
tata iildse.

! Ajakirjast «<Hayka u xu3nb», 1965, nr. 3. Tolkinud M. Rahula.
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Nagu ndete, erinevad paaritute arvude siimbolid paarisarvude
siimbolitest selle poolest, et nende joon 16peb punktiga:

VY. S VAP
2 4 6 8 17 3 5 7 9

Stenomeetrilisi siimboleid on kerge meelde jétta, sest iga
jargmist voib eelmisest saada ettekujutatava lainelise joone
jatkamise teel:

L LT U U LT W UT UT U
2 4 6 8 17 3 5 7 9

Stenomeetrilisi siimboleid kirjutatakse kumerate nurkadega
ja vidikese kallakuga nagu stenograafilisigi. Sealjuures voib ste-
nomeetrilisi mirke kirjutada igas asendis, néiteks:

4. L, 2, 1,0

1 4, - .
2. 1, — 6 v, N, S ,1L.
3.0, S, 8. U, U, ,n.

Neid variante pole vaja meeles pidada. Kui pohisiimbolid
on meeles, siis arvutuse kdigus vajalik siimbol tuleb iseenesest
vilja.

Liitmine ilma arvutamiseta
Laine reegel

Liitmise puhul kirjutatakse arvude stenomeetrilisi marke iiks-
teise jarel mooda ettekujutatavat lainelist joont, niiteks:

2+4+ 8 + 6

242 =1 ,2+2+42 = 1!
1 UY UL

2 *2+2f2= -

Kui olete juba harjunud, siis summat andva lainelise joone
joonistamine ei valmista mingeid raskusi.

Mitmekohaliste arvude puhul kirjutatakse siimbolid iiksteise
alla. Niiteks arv 422 kirjutatakse nii:

L (4)
/I (2)
. (2)
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Liidame kokku kaks mitmekohalist arvu, ndit. 422 ja 2042.
Toimime jargmiselt. Arvu 422 korvale, mille siimbolid on.kirju-
tatud iilalt alla, kirjutame arvu 2042. Seejuures tuhandete jarku
kuuluva numbri 2 kirjutame iihe koha vorra korgemale:

I /
L C
) T T U
/ { L

Saime 2464. Liidame niiiid tulemusele juurde arvud 234, 1,26 ja
0,32 (koma asendab viike horisontaalne kriipsuke):

| ! / I (2)
u U ) U (6)
Ul w1 W vl (9)
v U U1 v (9)
T v (5)

v U~ u- (8)

Liites need arvud. kokku hariliku voitega, saame 2699,58.
Seda naditab ka meie viimane tulemus, mille saime ilma mingi
arvutamiseta.

Punkti reegel

Viga tdhtis on meelde jatta, et kui viimane siimbol laine-
lises joones 10peb punktiga, siis jargmine arv tuleb votta dhe
vorra vaiksem. Néiteks arvude liitmisel 5 ja 3 tuleb punktiga
1oppeva viie jdrele kirjutada mitte kolm, vaid kaks:

Tulemuse saamisel joone keskel asuvat punkti arvesse ei
voeta, arvestatakse vaid l6pus seisvat punkti. Toome veel nii-
teid:
3+3=UL=U=6 B+4+2=UT7=U1=9

Ja Iopuks, kui punktiga loppevale arvule on vaja liita arv
iiks, siis punkti kohale tommatakse viike kriipsuke, mis «kustu-
tab» punkti. Naiteks:

A1 =) =1/=2 B3+1=0L-=0L=4
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Jargmisse jdrku iilemineku reegel

Siimbolite kirjutamisel iiksteise jarele jadb varem vo&i hiljemr
seljataha ka koige pikem siimbol 9. Kuid ka sel juhul pole vaja
arvutada. Lihtsalt sinna, kus 10peb iiks laine lisatakse viike
iimmargune rdéngas voi aas, mida vdib teha pliiatsit paberilt
tostmata:

8+6 = U

Selles ndites tehakse aas arvu 6 kirjutamisel. Aas tdhendab
arvu 10 ja tema jérel seisab arv 4. Niisiis on tulemuseks

Uy = o =14
Jalgime veel méningaid naiteid:
b4 +h+ 4 =L =a. =12
6+2+4LH =Ub =a =12
L+2+8 =LY =a) =14
2+44+6+5=10"1 =17

Aas on vaja moodustada kindlasti siis, kui tehte loppedes
1opeb laine. Nditeks:

6+3=0U7 ,8+1=U"
aga

8+2=U7,6+4=U2,9+1=172
Viimases ndites on aasa voetud kriipsuke ja punkt, mille ta

dra kustutab. Uleminekul jdrgmisse jdrku pole aasa vaja eraldi
joonestada. Niites

g +2 = D e

on aas ja temale jdrgnev iiks (vt. punkti reegel) tehtud korraga.
Jooned

v JSL

ja neid eraldavad aasad vahelduvad seega pikal lainelisel joonel
jargmiselt:

VeV abava vaw



Illustreerime iilaloeldut jargmise niitega:

2468 + 4226 + 6848

/ 'J l.'_/'l

a o, Y,

o N L e
v S WV

Tulemuse saamiseks vaadatakse joonis 1dbi alt iiles ja seal,
kus esinevad aasad, lisatakse eelmisele (iilemisele) numbrile
juurde aasade arv. Pédrast sellist «korrektuuri» nieb joonis vilja
nii.

i

o
(W
U
UL

Aasade jéirel paiknevad niiiid tulemuse numbrid:
i=1,t=3, =5, J=4,1=2.

Vastuseks on 13542.
Pikal lainelisel joonel vo6ib esineda vdga palju aasu. Neid
on kerge loendada nii: kaks aasa all, kaks iilal jne.:

oo oo oo
oo -] o o

Védga pika joone puhul loetakse ainult iilemiste aasade paare.

Kaks iilemist paari on samaviirsed kaheksa aasaga — seega
«korrektuuri» tegemisel tuleb {ilemisele numbrile lisada kaheksa.
Lahutamine

Stenomeetrilisel lahutamise! pole samuti vaja arvutada. Tehe
toimub vastupidiselt liitmisele. Toome niite: 8796—4624 — 4172.
Esiteks kirjutatakse stenomeetriliselt vélja lahutatava numbrid,
seejdrel tdiendatakse neid kuni vihendatava numbriteni:

4624 L 8796 L

v (.
/ vy
L L

+ 5t



Lahutamise tulemust naitavad need elemendid, mis on Jlahuta-
tavale juurde lisatud:

= F:Zl) Lf—.=_'= 4,
1'_/') =ﬂ=7’ \’_I = '—_‘.2.

Punkti reegel lahutamisel on vastupidine punkti reeglile liit-
mise korral. Kui lahutatava siimbol 16peb punktiga (paaritu arv),
siis vdhendatava siimbol lisatakse iihe vorra suuremana. Naiteks
vahe 8—5 leidmisel tdiendatakse punktiga I6ppevat viie siimbolit
mitte kaheksani, vaid iiheksani:

8 —'5 = U—] = -J = 3 »
Samasugune on olukord ka néiidetes:

7-3=1""==4
9-5=1=0=4

Vaatleme veel ndidet mitmekohaliste arvude lahutamise kohta:

L'l

I
6748 -4123 = T =2625

—

il

Kuidas aga toimida siis, kui vdhendatava moni number on
vdiksem lahutatava vastavast numbrist? Naiiteks vahe 82—46
arvutamisel tuleb viimase koha leidmiseks numbrist 2 lahutada
temast suurem number 6. Sellisel juhul toimime jargmiselt. Esi-
teks tdiendame nelja tavalisel viisil kaheksani. Seejarel kirjutame
kuve siimboli ja tema korvale horisontaalsesse asendisse kahe
siimboli

[
v _

Jargnevalt dhendame kahe siimboli kuue siimboliga. Uhikute
lahutamise tulemus on kies:
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Kuna siin esineb iilleminek jargmisse jarku,
UL = Uw .,

siis neljast, mis seisab kiimnete jargus, on vaja lahutada iiks,
s. t. on vaja lisada vaid punkt: '

L r
» = = 36
UL T
Teine ndide: 867—482:
T i m ‘
LU r

U U= U =385
1 I g

Jutustades lahutamisest puudutasin ma vaid olulisemaid p6hif-'
moisteid. -

AJARAISKAJAID

Asendage tihed numbritega (samad tihed samade numbritega)..r.niifeti
kehtiks : .

H
1
E
I

Tat
m~™0

T
+ 6 R
T

WA STER

(Tolkes: see on ilks suur ajaraiskaja). Jirgnevad moned viaiksemad aja-
raiskajad

_SPEND _ELEVEN ,SEVEN
B L ESS T H R EE N I NE
M O N E Y E!l GHT E 1l GHT
F ORT Y O N E
+ T EN- + T W O
. T E, N F O U R

S 1 XTY S EVEN
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KOOLIMATEMAATIKA SISU MODERNISEERIMISEST
NOUKOGUDE KOOLIS

0. Prinits

Ajakirja «Maremaruka B wkoJse» veergudel on avaldatud ma-
terjale, mis viitavad koolimatemaatika sisu eelseisvale ulatusli-
kule moderniseerimisele Noukogude koolis. Suurt t66d on selle
ettevalmistamisel teinud NSV Liidu Teaduste Akadeemia juures
tootava vastava komisjoni liikmed, tuntud noukogude matemaa-
tikud I. M. Gelfand, A. N. Kolmogorov, A. I. Markusevit§,
A. D. Moskis, D. K. Fadejev ja I. M. Jaglom.

Vene NFSV Pedagoogikateaduste Akadeemia koostas selle
komisjoni ettepanekute alusel uue matemaatikaprogrammi pro-
jekti koos juurdekuuluva seletuskirjaga. Et praegu kehtivate
programmide printsipiaalsed alused périnevad XIX sajandist,
geomeetria osas aga Eukleidese ajast, et koolides on kasutusel
moddunud sajandil kirjutatud opikud ning et tdnapdev oma kor-
geltarenenud tehnilise tasemega nouab keskkoolilopetajailt hoo-
pis ulatuslikumalt matemaatika-alaseid teadmisi, siis ongi seatud
eesmirgiks tosta oOpilaste {ildist matemaatika-alast kultuuri ja
kindlustada neile tidnapdevale vajalikul hulgal teadmisi.

Aluse suuremate muudatuste tegemiseks keskkooli matemaa-
tikaprogrammis annavad rohked katsetused nii Noukogude koo-
lides kui ka vélismaal. Koolimatemaatika sisu moderniseerimise
kiisimus on ju pdevakorras paljudes riikides.

Uut programmi iseloomustab tendents opetada Gpilastele pea-
aegu kogu praegune keskkooli matemaatika kaheksa aastaga ja
lilitada vanemate klasside programmi juba téiesti uued teemad.
Selle sammu oigustuseks tuuakse ette praegust liiga madalat
tempot matemaatiliste teemade kisitlemisel algklassides.

1. Algklasside matemaatikast

Matemaatika opetamist alustatakse konkreetsetest hulkadest,
millede kaudu joutakse naturaalarvudeni. Korvuti vordusméirgiga
voetakse I klassis kasutusele ka vorratuse mirk. Aritmeetilisi
tehteid teostatakse III klassis kuitahes suurte naturaalarvudega.
Tutvutakse kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse seadusega.

Senisest mairksa enam on algklasside programmi liilitatud
geomeetrilist materjali, kusjuures lahtutakse punkti, sirge, kiire
ja 1oigu moistetest. ‘
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Ulatuslikult on algklassides ette nahtud kasutada ka tédhte
arvu tdhisena. Néiteks ndutakse uue programmi projektis, et
opilane oskaks leida tdhe voimalikud arvulised vaartused jarg-
nevat laadi seostes:

1378 -+ x = x - 1378; 1278 — x =1924; 24 < x < 30;
144+ x<18; x-78=78-x; 18x=1080; x:45=720;
8a==0; a:8=a; 7-a=7.

2. Keskklasside matemaatikast

8-klassilise kooli matemaatikaprogrammi on traditsioonilisele
kursusele juurde toodud teemad, nagu aritmeetiline ja geomeet-
riline progressioon, eksponent- ja logaritmfunktsioon, vorratuste
lahendamine ning trigonomeetria kasitlemine sellises ulatuses,
et oleks voimalik lahendada kaldnurkseid kolmnurki.

On otsustatud aritmeetikasse ja algebrasse kuuluvaid teema-
sid kédsitada alates V klassist fusionistlikult iithe Oppeainena.
Omaette aine moodustavad geomeetrilised teemad.

Ka sellel kooliastmel osutatakse erilist tdhelepanu hulga mois-
tele. Nii vaadeldakse juba IV klassis kujundit punktide hul-
gana ja leitakse vorratuste nagu x <7b, a<x<(b ja hiljem ka
|x| < a lahendite hulk.

Juba IV klassis tutvustatakse negatiivseid arve, lahendatakse
vorrandeid ja tutvutakse kahendsiisteemi arvudega.

Murdude késitlemist alustatakse hariliku murru moistega,
millele jirgneb protsendi moiste ja kiimnendmurru moiste. Teh-
teid sooritataksegi siin ainult kiitmnendmurdudega.

V klassis voetakse kasutusele koordinaatteljestik ja tut-
vutakse kahe tundmatuga vorrandiga. Uhtlasi voetakse lahenda-
misele lineaarsed vorrandisiisteemid. Geomeetrilistest kiisimus-
test on pearohk asetatud teljelisele siimmeetriale, mida raken-
datakse ka kolmnurga kongruentsuslausete kisitlemisel.

VI klassis on kavandatud funktsiooni moistega ja tema
esitusviisidega tutvumine, samasusteisenduste teostamine, algeb-
raliste tdisavaldiste késitlemine, aritmeetiline progressioon ja
ruutvorrandid. Siin on kavas ka tsentraalne siimmeetria ja vek-
tori moiste. Peale vektorite liitmise ja lahutamise on ette ndhtud
roopkiiliku kédsitlemine.

VII klassis laiendatakse algebraliste avaldiste valdkonda
murdratsionaalsete avaldistega ning funktsioonidest tutvutakse
poordvordelise soltuvuse y =k : x graafiku ja omadustega. Edasi
on kavas vorrandisiisteemide lahendamine, kusjuures ndhakse
ette isegi kolme tundmatuga lineaarvorrandisiisteemide ja eri-
votetega lahenduvaie ruutvorrandisiisteemide lahendamine. Ast-
me moiste laiendamine negatiivsele astendajale ja astendajale
null toimub samuti VII klassis. Ka kuuluvad siin késitlemisele
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ligikaudse arvutamise kiisimused, kaasa arvatud relatiivne viga,
samuti mitmesuguste pindalade ja ruumalade arvutamine ette-
antud valemite jargi. Geomeetriast on aga ette ndhtud ringjoone
kasitlus ning p66rde moiste tutvustamine. Viimast seostatakse
ka teljelise siimmeetriaga. Pindala mootmisest on juttu seoses
hulknurkadega. Enne Pythagorase teoreemi ndhakse aga ette
ringjoone pikkuse ja ringi pindala kasitlus. Analiiiitilise geo-
meetria valdkonnast on VII klassi kavva vdetud kahe punkti
vahelise kauguse avaldamine koordinaatides ja ringjoone vor-
randi tuletamine.

VIIT klassis laiendatakse astme moistet ka murrulisele
astendajale, kisitletakse geomeetrilist progressiooni ning see-
jarel ka eksponent- ja logaritmiunktsiooni. Edasi tutvutakse
arvutusliikati ehitusega ja Opitakse sellel arvutama. VIII klassi
kavas on veel homoteetsus ja sarnasus ning meetrilised seosed
kolmnurgas ja ringis. See peatiikk holmab nii terav- kui ka niiri-
nurga trigonomeetrilised funktsioonid ning siinuslause, koosinus-
fause ja kolmnurga pindala valemid.

3. Vanemate klasside matemaatikast

Keskkooli vanematesse klassidesse on ette ndhtud tuua pohi-
liselt uus materjal, mida pole seni koolis kéisitletud.

Nii alustatakse IX klassis funktsiooni iildtdhisega ning
mitmesuguste funktsiooni uurimisega seotud kiisimustega, nagu
kasvamine, kahanemine, monotoonsus jne. Kisitletakse arvjada-
sid, sealjuures ei nouta piirvddrtuse olemasolu ja omaduste kohta
kdivate teoreemide toestusi. Tutvutakse ka funktsiooni piirvaar-
tuse ja pidevusega. Edasi on aga kavas tuletise ja integraali
moisted. Tuletist kasutatakse ka funktsioonide uurimisel. Integ-
reerimisoskuse ndue piirdub esialgu astmefunktsiooni ja hulk-
lilkme integreerimisega. Seejdrel defineeritakse arv e, leitakse
tuletis ja integraal eksponentfunktsioonist ning logaritmfunkt
siooni tuletis. Joutakse orgaanilise kasvamise seaduseni ja la-
hendatakse diferentsiaalvorrand y’ = xy. IX klassis {ildistatakse
ka nurga moiste, defineeritakse trigonomeetrilised funktsioonid
mistahes nurga jaoks ning leitakse trigonomeetriliste funktsioo-
nide tuletised, mida kasutatakse trigonomeetriliste funktsioonide
uurimisel. Geomeetria osa sisaldab IX klassis vektoralgebra Kkii-
simusi kuni vektorkorrutiseni (incl.); analiiiitilisse geomeetriasse
kuuluvaist teemadest on kavas sirge normaalvorrand, iildvorrand
ning tousu ja algordinaadiga méaaratud vorrand, aga samuti
tasapinna ja sirge vorrandid ruumis. Kavas on muidugi ka sir-
gete ja tasapindade siinteetiline kisitlus.

Kui juba IX klassi programmis leidub mitmeid fiiiisikast pa-
rinevaid teemasid, nagu nurga all iiles visatud keha liikumine,
to0, baromeetriline korgusvalem, aatomi lagunemine, vahelduv-
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voolu jou ja voimsuse efektiivsete vaartuste arvutamine, siis
X klassis on ette ndhtud terve peatiikk harmoonilistele von-
kumistele, kus joutakse diferentsiaalvorrandi y” -+ xy =0 lahen-
damiseni. Kompleksarvude késitlemisel noutakse ka nende trigo-
nomeetrilise kujuga tutvumist ja n-jdrku juurte leidmist. Tradit-
siooniliselt kavas olnud kombinatoorika kiisimustele lisanduvad
moned teemad tdendosusteooriast, nagu tinglik toendosus, toe-
ndosuste liitmise ja korrutamise valemid. Kaasaegse algebra
moisted nagu rithm, ring ja korpus, samuti isomorfismi moiste
on kavas peatiiki «Aksiomaatiline meetod matemaatikas» kisitle-
misel. Geomeetriliste kehade késitlus on samuti X klassi kavas,
kusjuures poéordkehade pindalade valemid leitakse ruumala vale-
mitest, vottes tuletise lineaarse argumendi jirgi.

On kaheldamatult selge, et kirjeldatud uus programm nouab
tosist kaalumist, eriti selle realiseerimise voimalikkust silmas
pidades. Vastuargumentidest kerkivad esimestena arvamused opi-
laste iilekoormamise kohta neile iile jou kdiva materjaliga, sest
uute teemade késitlus samastatakse korgemas koolis opitud vas-
tavate kursustega. Programmi autorid ei votnud aga eesmirgiks
korgema kooli kursusi keskkoolis kidsitlema hakata. Programmide
iildmaht on suur, kuid uue programmi projektist ei tule aru
saada mitte nii, et ta sdilitab koik senised ndudmised ja lisandab
neile veel palju uusi, vaid et senises koolipraktikas peab muu-
tuma suhtumine geomeetria toestustesse ja rohketesse keeruka-
tesse iilesannetesse. Toestused, mis omandatakse ainult maélu
harjutamiseks, peavad koolikursusest vélja jidma, samuti palju
aega noudvad iilesanded, nagu néditeks raskemad trigonomeetri-
lised, eksponent- ja logaritm- ning juurvoérrandid, mis on olnud
kavas peamiselt ainult sel pohjusel, et korgemate koolide vastu-
votueksameil neid noutakse. Aastakiimnete eest jouti kokkulep-
pele, et ahelmurdude késitlemisel koolis polnud muud ilesannet,
kui et see oli materjal, mille abil «saab opilasi kergesti labi
kukutada», ning see osa kustutati kooli kavast. Niiiid on jarg
joudnud koolimatemaatika seisukohalt mitte sugugi rohkem pd&h-
jendatud teemade kustutamiseni.

Tartu Riikliku Ulikooli matemaatikaosakonna oOppejoudude
koosolekul kdesoleva aasta septembris oli uue matemaatikaprog-
rammi projekt arutusel. Ulatusliku ettekande selle kohta tegi
professor G. R @ go. TRU matemaatikud esitasid programmi pro-
jekti kohta rea ettepanekuid. Leiti, et uue matemaatikaprogrammi
projekt on sobiv aluseks votta IV-—VIII klassis matemaatika ope-
tamisel. Programmi edasise osa pohiliseks puuduseks loeti aga
niisuguste punktide puudumist, mis aitaksid kaasa opilaste ruu-
milise kujutlusvéime arendamisele. Harmoonilistele vonkumis-
tele piihendatud peatiikk soovitati ile kanda fiiiisikasse.
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TAIUSLIKUD ARVUD

Jevgeni Gabovits

Naturaalarvu iga positiivset jagajat, mis on temast endast
vaiksem, nimetatakse selle arvu périsjagajaks. Tavaliselt on
naturaalarvu n pdrisjagajate summa kas viiksem n-st (siis nime-
tatakse naturaalarvu alatédiuslikuks) voi suurem n-st
(siis nimetatakse n-i iletdiuslikuks). Néiiteks on arvud
4, 8, 10 ja 15 alatdiuslikud, sest nende pirisjagajate summad
1+2=3, 1+2+4=7, 1424+5=8 ja 14+3+5=9 on
nendest vdiksemad. Arvud 12, 18 ja 24 on aga iiletdiuslikud,
kuna nende jagajate summad on vastavalt 1 -2+ 344 6=
=16>12, 14+243+4+4-+-6+4+9=25>18 ja 14+2-+34+4-+
-+ 648+ 12=236 > 24.

Leidub, kuigi viga harva, ka selliseid naturaalarve, millede
périsjagajate summa vordub arvu endaga. Lihtne on veenduda,
et esimene selline arv on 6 ja jidrgmine 28. Toepoolest on
14+-2+43=6 ja 1+4+2-+4-4+7-+4+14=28. Niisuguseid arve
nimetatakse tdiuslikeks. 6 ja 28 on seega tdiuslikud arvud.

Suuruselt jargmise tdiusliku arvu leidmine pole sugugi lihtne
ilesanne. Selleks arvuks osutub 496. Tema péarisjagajateks on
arvud 1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124 ja 248, mis kokkuliidetuna anna-
vadki 496. A

Neljandat tdiuslikku arvu, milleks osutub arv 8128, on ot-
seste arvutuste teel vaga tiilikas leida. Selles aga, et 8128 on
toepoolest tdiuslik arv, veendub lugeja kiillalt lihtsalt ise.

Neid nelja tdiuslikku arvu tundsid juba vanad kreeklased.
Téaiuslikud arvud figureerivad Eukleidese ja Platoni raamatutes.
Tédnu nende definitsioonis toodud huvitavale omadusele ning
viga harva esinemisele peeti neid arve universumi harmoonia
véljendajateks ning teatud maéairal miistilisteks.

Juba esimesel sajandil enne meie ajaarvamist kirjutas vana-
kreeka matemaatik Nikomachos: «Tdiuslikud arvud on kau-
nid. Kuid ilusad asjad on teatavasti haruldased ja neid on vihe,
inetuid on aga kiilluses. Ule- ja alatdiuslikud on peaaegu koik
arvud, tdiuslikke arve on viga vihe.»

Mainime veel, et roomlaste pidustustel oli koige auvéirse-
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maks kuues koht. Sellest, et uuspiitaagorlaste akadeemias oli
28 liiget, pdrines traditsioon, mille kohaselt paljudes teaduslikes
tthingutes ja eriti teaduste akadeemiates (nditeks Prantsuse Tea-
duste Akadeemias) oli paljude sajandite jooksul 28 liiget (aka-
deemikut).

Huvitav on maérkida, et suur vene kirjanik L. Tolstoi ar-
mastas «kiidelda», et tema sfindimise pdev on seotud kahe tiius-
liku arvuga. Nimelt siindis ta 28. augustil 1828 (vana kalendri
jargi), kusjuures 28 on ise tdiuslik arv, 1828 aga muutub téius-
likuks, kui temas dra vahetada kahe esimese numbri kohad.

Milline on tdiuslike arvude hulk? Kui palju neid on? Kas neid
on loplik arv voi on neid lopmata palju? Sellised taiuslike
arvudega seotud kiisimused on ammust ajast huvitanud mate-
maatikuid.

Ukski algarv p ega iikski algarvu aste p" ei kujuta endast
tdiuslikku arvu. Toepoolest, p* péarisjagajateks on arvud 1, p,
p2 ... , p*' nende summa l14p+p2+ ... fprl=
:‘L‘t&'{i'};,,fipu Hp—1) ____P::ll<pn' Seega p" on ala-

taiuslik.

Nelja esimese tdiusliku arvu juures on maéargata huvitavat
seaduspdrasust. Nimelt, kui lahutada nad tegureiks, siis ilmneb,
et koik need tidiuslikud arvud on iileskirjutatavad kujul
k(K1)

6= 2- 3=21(22—1),
8= 4. 7=22(22—-1),
496 = 16- 31 =24(25—1),
8128 =64 - 127 = 26(2" —1),

kusjuures sulgudes asetsev arv 2¢1—]1 on algarv. Tekib Kkiisi-
mus: kas on see juhuslikult nii, voi on koik sellise struktuuriga
arvud tidiuslikud?
Positiivse vastuse viimasele kiisimusele leiame juba Euk -
leidese «Elementides»:
iga arv
K— 2k(2k+l_])'

kus p=2*1—1 on algarv, on tdiuslik.

Eukleidese teoreemi toestuseks margime, et arv K jagub
arvudega 1, 2, 22, ... , 2% Kkusjuures nende arvude summa on

1424224 . 2= 0kH_|=p
ja arvudega p, 2p, 2%p, ..., 2% !p, millede summa on

pt2p+2p+ ..+ 2 p=(142+4224 .. + 2 Np=
= (2*=1)p.
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Ilmselt pole arvul K muid parisjagajaid. Seega koigi tema paris-
jagajate summa on
P (28 —1)p = (14 22—1)p = 2kp = 2% . (21 —]) =

Asja toestatud Eukleidese teoreem lihtsustab kiill tamshke
arvude leidmist, kuid ei anna vastust iihelegi eespool seatud
kiisimusele.

Toetudes Eukleidese teoreemile leiame veel ihe taiusliku
arvu. Selleks arvutame arvud 2/ — 1 ({=% - 1), andes [-le jar-
jestikused vdidrtused alates kaheksast (sest neljanda tdiusliku
arvu 8128 puhul /=7), kuni leiame, et 2/ — 1 on algarv. Lihtne
on veenduda, et /=28, 9, 10 ja 12 puhul pole tegemist algarvu-
dega. Toepoolest 28 — 1 =255, 210 — 1 = 1023 ja 2!2— 1 =4095
jaguvad kolmega, 2°— 1=>511 aga 'seitsmega. Selles, et ka
21 — | = 2047 pole algarv, on juba raskem veenduda, kuid see
on ikkagi nii, sest 2047 = 23-89. Arv 2!3 — 1 = 8191 osutub juba
algarvuks ja seega me oleme leidnud veel iihe tdiusliku arvu

212(213 — 1) = 4096 - 8191 = 33 550 336.

See (arvult viies) tdiuslik arv esineb esmakordselt {ihes aastal
1456 koostatud anoniiiimses késikirjas, s. o. 17 sajandit pérast
Eukleidest.

Seda teed m66da minnes leidis 1603. a. itaalia matemaatik
A. Cataldi veel kaks tdiuslikku arvu, mis vastasid [ vaar-
tustele 17 ja 19. Need arvud on

216(2'7 — 1) = 8 589 869 056 ja 2!¥(2'® — 1) = 137 438 691 328

Aastal 1772 leidis kuulus. matemaétik Leonhard Euler
kaheksanda tdiusliku arvu, mis vastab ! vidirtusele 31:

230(231 —1) =2 305 843 008 139 952 128.

Algarve mis, on esitatavad kujul 2/-—1, kus astmenditaja
[ on ise ka algarv, nimetatakse Mersenneial garvudeks
(prantsuse matemaatiku F. M. Mersenne’i nime jargi). Sellis-
teks on algarvud 3=22—1,7=2%—1, 31 =25 —1, 127 =27 —1,
8191 =23 —1 jt. Ilmselt on Mersenne’i algarvud tihedalt seo-
tud kiisimusega tdiuslikest arvudest. On ju iga Mersenne’i alg-

arvu 2/ —1 korral arv 2-1(2!—1) taiuslik.
On lihtne nédidata, et ka vastupidi, iga tdiusliku arvu
2% (211 — 1) puhul peab algarv 21 — 1 olema Mersenne’i algarv.

Toepoolest kui £+ 1 poleks algarv, leiduksid naturaalarvud m;é
41 ja n41, nii et k4 1'=m.n. Siis aga ei saa arv 2# —
olla algarv, sest tal leidub teguriteks lahutus:

2k 1= (2™ —1) (1.4-2m - 22m | | 20-Dm L 9(n-Dym),
Naiteks o ’ o
4095 =212 —1 =(2* —1) (1 +2¢4- 28) =
= (16 — 1) (1 4} 16 }- 256) = 15-273.
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Paljud XVII sajandi silmapaistvad matemaatikud olid arva-
misel, et 2/ —1 on algarv iga ! puhul. Teatavasti aga pole see
sugugi nii, sest 2!\, —1 = 2047 = 23- 89 on kordarv.

Mersenne véitis juba 1644. a., et nii {=31, kui ka l—~67
1 =127 ja =257 korral on 2! —1 algarv ja seega saame Mer-
senne’i algarvudega ja vastavad tdjuslikud arvud. Uhtlasi vaitis
ta, et ithegi teise algarvu [ puhul, mis on véiksem kui 257, ei voi
see nii olla. Kuid 1872. a. nditas prantslane E. Lucas, et Mer-
senne eksis. Nimelt osutus 267 —1 kordarvuks (hlljem sel-
gus, et ka 2%7—1 on kordarv). Aasta hiljem nditas Lucas, et
2127 —1 on toesti algarv ja seega oli leitud veel iiks taiuslik
arv. Lahtiseks jdi aga kiisimus, kas Euleri ja Lucas’ leitud taius-
likkude arvude vahel leidub veel moni tdiuslik arv. Aastal 1883
toestas tuntud vene arvutaja — 0Oigeusu maakiriku preester
Pervusdin Permi kubermangust —, et 26! —1 on algarv. See-
ga oli leitud suuruse poolest iiheksas tdiuslik arv. Kiimnenda
téiusliku arvu 288(2% —1) leidsid 1911. a. teineteisest s6ltuma-
tult R.E. Powers ja E. Fauquembergue. Huvitav on as-
jaolu, et samad matemaatikud (jille teineteisest soltumatult!)
leidsid kolm aastat hiljem ka d{heteistkiimnenda tdiusliku arvu
2106(2107 —1). Seega osutus varem Lucas’ leitud arv suuruse. poo-
lest kaheteistkiimnendaks tdiuslikuks arvuks. N

Moddus veel 38 aastat enne, kui 1952. aastal ameerika mate-
maatik R. M. Robinson avastas viis jirgmist tdiuslikku arvu,
mis vastasid ! védartustele 521, 607, 1279, 2203 ja 2281. Aastal
1957 néditas rootsi matemaatik H. Riese l, et ka [ = 3217 puhul
saame tdiusliku arvu. 1962. aastal leidis ameerika matemaatik
A. Hurwitz veel kaks tdiuslikku arvu, mis vastavad [ viir-
tustele 4253 ja 4423. Aastal 1964 kontrolhs ameerika matemaatik
D. B. Gillies labi koik algarvud kuni 2'20.nj ning leidis veel
kolm arvu, mis annavad Mersenne’i algarve ja seega ka tdius:
likke arve. Need on 9689, 9941 ja 11213. Niisiis on ténapéeval
teada kakskiimmend kolm tédiuslikku arvu. Neist viimane on

Qu212(Qu213 1),

Uhtlasi on siin sulgudes olev arv suurim tidnapdeval teadaolev
algarv. ‘

Nii Robinson kui ka Riesel, Hurwitz ja Gillies kasutasid uute
tdiuslike arvude otsimisel elektronarvuteid. Et ilma nendeta po-
leks selliseid arvutusi voimalik 1dbi viia, néditab kasvoi asjaolu,
et juba Rieseli leitud tdiuslik arv koosneb umbes 2000 numbrist.

Kuigi vo6ib loota, et arvutusmasinate abil leitakse veelgi
tidiuslikke arve, ei anna selline olsimise protseduur vastust iihe-
legi meie poolt iilesseatud kiisimusecle. Voib juhtuda, et arvutus-
masinad hakkavad avastama tdiuslikke arve peaaegu iga péeyv,
kuid sellest veel ei jareldu, et neid arve on lopmata palju. Vas-
tupidi, voib juhtuda, et maailma koik arvutusmasinad tegelevad
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aastaid ainult uute tdiuslike arvude otsimisega, kuid ei leia neid.
Sellele vaatamata ei voi me viita, et neid arve on 16plik hulk
ja et me kunagi enam ei leia iihtegi tédiuslikku arvu. Vastuse
ner;dele kiisimustele voib leida vaid matemaatiliste arutelude
teel.

Kahjuks tuleb markida, et praegu ei tea iikski matemaatik,
kas tdiuslike arvude hulk on 1oplik v6i lopmatu. On vaid teada,
et paarisarvude seas pole muid tdiuslikke arve peale nende, mis
avalduvad kujul 2%(2F1 —1), kus 2*' —1 on algarv. Selle teo-
reemi toestas juba Euler. Esitame siin tema toestuse.

Olgu N >0 suvaline paarisarv. Siis leiduvad niisugune natu-
raalarv n ja selline paaritu arvm >0, et N =2".m. Olgu arvum

koik jagajad mo=1, my, ..., My, my=m ning vérdugu nende:
summa arvuga M. Arvu N iga jagaja on esitatav kujul 2¢.m;,
kus i<n ja j=0, 1, 2, ..., k. Fikseeritud i korral on nende

jagajate summa 2‘M, koikide N jagajate summa (N ise kaasa
arvatud) aga
M4+2 M2 M4 42 M= (2" —1)M.
Kui niiid N on taiuslik arv, siis vordub viimane summa arvuga
2N (périsjagajate summa on N, koigi jagajate summa aga see-
ga 2N):
(2r —1)M = 2N = 2(2" . m) = 2. m,

siit saame

M 2"-'—1

mo gt _q "
Et selle vorduse paremaks pooleks on taandumatu murd, siis
voivad vasakpoolse murru lugeja ja nimetaja selle taandumatw
murru lugejast ja nimetajast erineda vaid mingi {ihe ja sama
naturaalarvulise teguri ¢ poolest:

M=2n+l ,t' m — (2n+l _l)t

Teisest vordusest jdreldub, et m jagub kahe erineva arvugar
arvudega ¢ ja (2" —1)f{>t¢. Et nende arvude summa ¢
-+ (2" —1)t = 271t =M, mis teatavasti vordus m koikide jaga-
jate summaga, siis pole arvul m muid jagajaid peale nende
kahe. Kuid ainult kaks jagajat on arvul vaid siis, kui ta ise on
algarv. Seega t=1 ja 2*"' —] = m, kusjuures viimane on alg-
arv, nagu viidetigi Euleri teoreemis.

Kuigi paarisarvuliste tdiuslike arvude kohta on meie tead-
mised kiillaltki ebatdiuslikud, siis teame me paarituarvuliste
tdiuslike arvude kohta veelgi vdhem. Nimelt pole teada iihtegi
sellist arvu, pole isegi teada, kas neid iildse on olemas.

- Igatahes iga paaritu arv N, mis on esitatav kahe erineva
algarvu astmete korrutisena N = p™g", kus p >3 ja g > 5, om
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alatdiuslik. Toepoolest, jdrgnevast tabelist ndeme, et N jagajate
summa on

prHl—1 gnil—|

p—l q-—l
i N jagajate summa
N jagajad ridade jargi
1 p P

q pq p’q (pm+1 —1/p — 1)gq

pm-1 p?; | pmtl —1/p — 1
N
|

| (pmtt —1/p—1)¢?

.

qn—l pqn—l p2qn—l pm—lgn-1 | pmgn—1 ( Pm+l —1)/p— 1)qn—l

¢ | rg P’q’ ‘ ] pm-ig2 | pmg2

Kdigi N jagajate summa 4:“_‘T_1 P_";‘l_‘_T_l

qn l pgn ! pPgn | ... l pm-ign I pmgn i (pmtl —1/p — 1)gn
|

Et see arv on vaiksem arvust

pm+l qn+l
p—1g—1’
. N koigi jagajate summa
siis suhe N on vidiksem arvust
pm+l qn+l
p—1 g—1_ _ Pq_ /35 15 o
pmg" p—1(g—1) > =3 <

mis tdhendabki, et on tegemist alatalusllku arvuga.

Uldse, kui paarisarvude seas on enam-vidhem samapalju ala-
ja wletaluslxkke arve, siis enamus paarituid arve on alatédius-
likud. Esimeseks paantuks iiletdiuslikuks arvuks osutub arv
945=3%.5.7, mille jagajate summa on 975.

Kui paarituid tdiuslikke arve iildse on olemas, siis on nad
vdga suured. Noukogude matemaatik J. GradStein néditas
1923. a., et ei kolme, nelja ega ka viie erineva algarvu astmete
korrutisena avalduvad paaritud arvud ei saa olla tdiuslikud.!
Oldse tundub védga toendolisena, et paarituid tdiuslikke arve
pole iildse olemas, kuid toestada ei oska seda veel keegi.

Lopuks mérgime ilma toestuseta, et koigil teadaolevatel paa-
risarvulistel tidiuslikel arvudel, vdlja arvatud vidhim téiuslik arv-
6, on kaks jargmist huvitavat omadust.

! Téanapaeval on teada, et paaritu tédiuslik arv (kui nnsugune eksisteerib)
ei v6i sisaldada vihem kui 2800 erinevat algarvulist tegurit ja peab olema
suurem arvust €52728 kus e = 2,71828.
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Esiteks, kui liita kokku algul tdiusliku arvu enda numbrid,
siis saadud summa numbrid jne., siis saame lopuks arvu iiks.
Naiteks

98 : 248=10
496 : 44-94+6=19
8128 : 8+1+248=19
33550336- 34-345-+-54+3+3-46=28
8580869 056: 8+ 54-8+9+81-6-+9-+5-+6=64
140=1
149=10, 14+0=1
14+9=10, 1--0=1
91.8=10, 1 +0=1
61-4=10, 1--0=1jne

K
Teiseks, iga taiuslik arv 2¢(2¢1 —1), kus &> 1, avaldub 22
jarjestikuse paaritu arvu kuupide summana:

28 = 13 43
496 = 13 -+ 33 - 53 4 73
8128 =131 3+ 5 4 ... -+ 1334 15
33550336 = 13-+ 35 - 55 ... - 1258 127% jne.

NUPUTAMISEKS

Uhes majakeses elab kolm kolmeliikmelist perekonda, iga perekond koos-
neb mehest, naisest ja pojast. Meeste nimedeks on Madis, Mats ja Mihkel,
naiste nimedeks on Nelli, Niina ja Nora ning poegade nimedeks on Paul,
Peep ja Peeter.

Mihkel ei ole Nora mees ega Peebu isa.

Nelli ei ole Matsi naine ega Pauli ema.

Kui Pauli isa on Mats voi Mihkel, siis Nora on Peetri ema.
Kui Nora on Matsi naine, siis Niina ei ole Pauli ema.

Kes on kelle naine ja kes on nende poeg?

*

Te tahate klaverit koridori killgseinas paikneva ukse kaudu tuppa viia.
Klaveri pohiplaaniks on ristkiilik laiusega a ja pikkusega b. Ukseava laius
on ¢ ja koridori laius on d. Milliseid tingimusi peavad suurused a, b, ¢ ja d
rahuldama, et klaver koridorist tuppa mahuks, s. t. iikski suurustest a, b, ¢
ja d klaveri transportimisel oma esialgset vairtust ei muudaks?
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150 AASTAT K. WEIERSTRASSI SUNNIST

T. Sormus

. XVIII sajand on matemaatika ajaloos tuntud matemaatilise
analiiiisi tormilise arengu sajandina. See XVII sajandi teisel
poolel loodud matemaatika osa leidis iiha uusi rakendusi mitme:-
sugustes loodusteaduste harudes, kuid tema alustes oli palju
ebaselget, vaieldavat. Juba pohimoiste — lopmata vaike suurus,
mille abil toodi sisse diferentsiaal ja integraal — oli teataval
madaral miistiline suurus. Alles XIX sajandi esimesel poolel suut-
sid B. Bolzano ja A. L. Cauchy piirvddrtuse moiste abil kiillal-
dase rangusega pohjendada matemaatilise analiiiisi pohitulemu-
sed. Nende t66 lopuleviijaks oli aga suur saksa matemaatik Karl
Weierstrais, kelle siinnist kdesoleva aasta 31. oktoobril moédédus
150 aastat.

Eluloost

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass siindis 31. oktoobril 1815. a.
Ostenfeldes Loode-Saksamaal Miinsterlandi maakonnas. Tema isa
Wilhelm Weierstrass (1790—1869) oli sel ajal Prantsusmaa tee-
nistuses riigikassa laekahoidjana. Karl Weierstrassi ema suri
1826. a. Perekonnas oli neli last: Karl (1815—1897), Peter
(1822—1904), Klara (1823—1896), Elisa (1826—1898). Isa abi-
ellus uuesti 1827. aastal. Weierstrasside perekonnas valitses kato-
liiklik ohkkond, sest perekonnapea oli katoliiklane. Wilhelm
Weierstrass oli mitmekiilgsete teadmiste ja avara silmaringiga
mees, kes oskas suurepidraselt prantsuse keelt ja oli vordselt
huvitatud nii fiifisikast kui keemiast. Muuhulgas oli ta to6tanud
ka koolidopetajana.

Karl Weierstrassi kooliaastad algasid Miinsteris ja alates
1829. aastast moodusid Paderborni katoliiklikus giimnaasiumis,
kus tavaline koolikursus kestis kuus ja pool aastat. Juba giim-
naasiumis paistis noormees silma oma ecrakordsete voimetega.
Igal aastal tunnistati ta I auhinna vééariliseks iithes voi enamas
niisugustest oppeainetest, nagu keeled (saksa, kreeka ja ladina
keel) ja matemaatika. Kuid teda on peetud auhinna véériliseks
veel teisteski Oppeainetes. Andeka oOpilasena lopetas ta 1834. a.
giimnaasiumi, seega ettendhtust aasta vorra varem. Olles innus-
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tatud poja edust, rajas Wilheim Weierstrass suuri lootusi tema
tuleviku suhtes — ta lootis ndha Karli Preisi ametnikkonna kor-
gemates kihtides. Selleks saadeti Karl 1834. aastal Bonni iili-
kooli oppima oigus- ja majandusteadusi.

Uliopilasaastad 1834—1838 moodusid Weierstrassil tormili-
selt. Ta oli Corps Saxonia aktiivne liige ning iilikooli voitmatu
ja uljas vehkleja. Ridagitakse, et ta oli ka Bonni trahterites iiks
Iobusamatest igapédevastest kiilastajatest. Kui arvestada, et
Weierstrassist sai XIX sajandi iiks suurimaid matemaatikuid,
tundub seikleja ja muretu iiliopilase reputatsioon talle ebako-
hasena. Ent K. Lampe (ilks Weierstrassi hilisemaid opilasi) arva-
tes oskas Weierstrass ka siit teha Giged ja vajalikud jareldused
tuleviku jaoks: ta muutus ja jdi elu Iopuni tdiesti iseseisvaks ja
kindlameelseks inimeseks, kes suurepiraselt orienteerus elulistes
probleemides. On teada, et Weierstrass kuulas Bonnis vaid
iiksikuid loenguid. Ta oppis ja uuris teda huvitavaid kiisimusi ja
moningaid kohustuslikke kursusi iseseisvalt. Peatselt selgus, et
isa poolt méiratud tee ei suutnud koita noort We'erstrassi. Akki,
ithel 1838. a. hilissiigisesel pdeval ilmus ta koju Paderborni tea-
tega, et on oppused iilikoolis katkestanud. Sellega paistsid Kar-
lile rajatud lootused purunevat. Perekonna «ainuke tuleviku-
lootus» nédis olevat viletsa tervise juures ja rusutud meeleolus
ning, nagu Weierstrass ise hiljem meenutas, «kannatas ta sel
ajal nii vaimselt kui ka fiiiisiliselt.» Tema «kannatuste» toeline
nohjus on tdnini selgumata.

Kodus veetis Karl kuus kuud, mille kestel jouti otsusele, et
ta peab sooritama riigieksamid Opetaja diplomi saamiseks. Nii
astuski Weierstrass 22. mail 1839. a. Miinsteri akadeemiasse ja
juba 29. veebruaril 1840. a. taotles ta eksamikomisjoni presiden-
dilt luba eksamite sooritamiseks opetaja kutsele. 2. mail 1840. a.
sai Weierstrass eksamikomisjonilt kirja, millega talle esitatakse
kirjalike eksamite teemad. Vastused kirjalike eksamite kiisimus-
tele olid dra saadetud kuue kuu jooksul. Peale kirjalike eksamite
toimusid 1841. a. aprillis veel suulised eksamid ja katseloengud.

Matemaatika kirjalik eksam seisnes Ch. Gudermanni! poolt
valitud kolme probleemi lahendamises. Esimesena neist tuli uuri-
da elliptiliste funktsioonide (modulaarfunktsioonide?) snu, cnu
ja dnu esitatavust niisuguste murdudena, mille lugejas ja nime-
tajas seisaksid argumendi u astmeread. Viimaste kordajateks on
tdisratsionaalsed funktsioonid suurusest %2, kus 2 on integraaliga

dz

”=§vu'—’22)u?k’zﬂ_)
méidratud moodul. Teised probleemid kuulusid elementaargeo-
meetria ja mehhaanijka valdkonda.

1 QUks eksamikomisjoni liikmeist ja Weierstrassi opetaja Miinsteris.
2 Gudermanni termin elliptiliste funktsioonide jaoks.
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Esitatud probleemistikule oli lisatud markus, et esimene prob-
leemidest iiletab kandidaadile 3 esitatavad nduded, kuid komisjon
kinnitas selle probleemi kandidaadi enda palvel.

Eksamid, mis olid ulatuslikud ja peensustesse tungivad, soo-
ritas Weierstrass edukalt. Talle omistati diplom koos kirjaliku
tunnistusega, milles rohutati, et kandidaat ilmutas eksamil hiid
teadmisi ja erakordset talenti korgema analiilisi probleemide
lahendamisel. Samas margiti, et laitmatult ja matemaatiliselt
leidlikult on lahendatud ka teised matemaatikaalased kiisimused.
Réidgitakse, et Gudermanni hinnang Weierstrassi esimesele vas-
tusele oli jdrgmine: «Selle té6ga astub kandidaat kuulsusega
kroonitud auvdirsete avastajate pere tdiediguslikuks liikmeks.»
Uks Weierstrassi opilasi G. Mittag-Leffler kinnitab 6eldu o6igsust
sonadega: «Ukski matemaatik, kes on uurinud Weierstrassi esi-
mest vastust, ei lilkkka {imber Gudermanni entusiastlikku arva-
must.»

Seega ei saanud Bonnis veedetud 4 aastat méoduda tulutult,
nagu arvas Wilhelm Weierstrass. On ilmne, et neil aastail siive-
nes juba koolipdlves tdrganud huvi matemaatika vastu ning
just Bonnis rajas Weierstrass aluse nendele teadmistele, mis
voimaldasid tal ligikaudu poolteise aastaga jouda elliptiliste
funktsioonide tecorias hinnatavate tulemusteni. Nii pidi matemaa-
tika koitma andeka nooruki huvi juba aastaid. Oletus leiab kin-
nitust jirgmistes faktides.

On teada, et Weierstrass teenis juha 15-aastaselt endale tas-
kuraha, pidades toidukaupluste rikaste perenaiste arveraamatuid.
Koolis oli ta matemaatikas sedavord arenenud, et giimnaasiumi
II klassis uuris iseseisvalt piisiva huvi ja jarjekindlusega integ-
raalarvutust. Samuti on andmeid selle kohta, et glimnaasiumi-
pdevil Paderbornis luges Weierstrass Crelle’i ajakirja. Selles ta
jalgis ja uuris pidevalt J. Steineri artikleid, mis kéasitlesid geo-
meetria siinteetilise iilesehituse probleeme. Erilist moju avaldas
talle sel perioodil C. G. Jacobi «Elliptiliste funktsioonide teooria
uued alused» (Fundamentia nova theoriae functionum elliptica-
rum). Selle raamatu tootas ta pohjalikult 1dbi ja tegi samas
otsuse selles késitletavat elliptiliste funktsioonide teooriat veelgi
arendada. Otsus oli muidugi erakordselt julge, cnt see tdideti!
Jatkuvast huvist matemaatika vastu rddgib seegi, ct nende vi-
heste loengute hulka, mida Weierstrass Bonnis kuulas, kuulub
ka matemaatika. Astronoomia, fiiiisika ja matemaatika profes-
soriks Bonnis oli kuni 1836. aastani Karl Dietrich von Miinchow,
kes oli vana kooli esindaja. Weierstrass ei kuulanud tema loen-
guid, kuigi Dietrich juhendas sageli Weierstrassi iseseisvaid
matemaatikaopinguid. Alates 1836. aastast kuulus matemaatika
ja fiilisika Oppetool Bonnis J. Pliickerile, kelle loenguid kiilastas

3 Nii nimetati opetaja diplomi taotlejat.
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Weierstrass regulaarselt iihe semestri jooksul. Samal ajal aren-
das Gudermann Miinsteris iiksikasjaliselt elliptiliste funktsioonide
teooriat. Nii voib arvata, et Weierstrass siirdus meelsasti Miins-
teri akadeemiasse, kus ainsateks loenguteks, mida ta 1839/40. a.
kuulas, olid just Gudermanni loengud. Eespooldeldu pohjal on
arusaadav, kuidas osutus voimalikuks see, et Weierstrassi vas-
tus riigieksami iihele kiisimusele osutus suure teadusliku vaar-
tusega tooks. Koos viimasega kerkis Weierstrassi ette kindel
eesmirk: arendada rangelt ja siistemaatiliselt astmeridade ra-
kendamise metoodikat eeskatt selleks, et lahendada kuitahes
korget jdrku hiiperelliptiliste integraalide poéordiunktsioonide
leidmise probleem.

Miinsteri akadeemia lopetamisele jdrgnevail aastail 1841—
1855 tootas Weierstrass viikestes Preisimaa linnades oOpetajana.
Aastatel 1842—1848 oli ta Deutsch Crone progiimnaasiumis ma-
temaatika, saksa keele, geograafia, ilukirja ja voimlemistundide
opetajaks. Siit siirdus ta 1848. aastal Ida-Preisimaale Brauns-
bergi glimnaasiumi, kuhu jdi kuni 1855. aastani.

Nii moodusid tulevase opetlase esimesed 40 eluaastat tdhtsu-
setute linnade katoliiklikus 6hkkonnas, sest nii tema perekond
kui ka koolid, kus ta oppis ja opetas, olid katoliiklikud. Meenu-
tades oma esimesi t66aastaid rddgib Weierstrass kirjas P. du
Bois-Reymond’ile 1875. a. jargmist: «See oli halb aeg, mille
16putu tilfitavus ja mottetus oleks ilma pideva toota voinud
muutuda véljakannatamatuks, mis oli vbdimeline muutma senini
muretult 16busat elu elanud meest erakuks, kelleks ma tegelikult
ka sain ja jdin... Noil pdevil, mis tavaliselt kannavad elu kau-
nimate pdevade nimetust, kaotasin ma isegi tuju kirjavahetuse
pidamiseks ... Selleks oli veel teinegi pohjus... — tol ajal oli
regulaarne kirjavahetus luksuseks, mis kooliopetajale 29-taalrise
kuupalga ja 30-nddalatunnise tédkoormuse juures kiis iile jou.»
Sama ajavahemiku kohta mérgib F. Klein, et kohad, kus Weier-
strass t6otas kooliopetajana, seisid eemal igasugustest teadusli-
kest siindmustest ja olid ligipddsmatud peaaegu igasugusele
matemaatilisele stiimulile. Sarkastiliselt iitleb Mittag-Leffler, et
need olid kohad, kus «mees, keda Gudermann «kuulsusega kroo-
nitud auvdidrseks avastajaks» nimetas, veedab iiksluiseid péevi,
opetades viikestele poistele matemaatika elemente». Ometi t66-
tas Weierstrass ka siin visalt ja riindas julgelt ning sihikindlalt
enda ette seatud eesmairki. Jirgmine looke nditab ilmekalt, kui
siigava unustuseni suutsid Weierstrassi kéita kiisimused, mida
ta Braunsbergi pdevil uuris: «Uhel varajasel talvehommikul mar-
kas giimnaasiumi direktor Schultz, et esimese klassi 6petaja pole
oppetodle ilmunud. Kuna Weierstrass pidi kohe alustama tundi ja
elas siinsamas korvalhoones, ldks direktor isiklikult tema juurde,
et selgitada puudumise pohjust. Ta leidis Weierstrassi pingsalt
tootavana — ta jatkas eelmisel ohtul alustatud t66d ega tead-
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nud, et tegelikult oli 66 mo66dunud ja kdes jargmise pdeva hom-
mik. Direktor juhtis tema tdhelepanu sellele, et aeg on tundi
minna, ent Weierstrass ei marganud isegi vabandada hilinemise
pérast, kuna ta oma motetega oli ikka veel huvitavate uurimuste
maailmas ja pealegi polnud tal kunagi iilevaadet tunniplaanist.»*

Tdpsed andmed Weierstrassi uurimustest kirjeldataval perioo-
dil praeguseni puuduvad, sest tema enda initsiatiivil avaldati
sellel ajavahemikul ainult kolm t66d. Mirksa hiljem paigutati
suurmeistri kogutud teostesse vaid védhesed (kokku 10) sellest
perioodist sdilinud t66d. Nii ilmus Deutsch Crone progiimnaa-
siumi 1843. a. aruandes artikkel «Mairkusi analitiitilistest fakto-
riaalidest» (Bemerkung ilber die analytischen Fakultdten), milles
leidus juba algmeid Weierstrassi tulevasest funktsiooniteooriast.
Braunsbergi gtimnaasiumi 1849. a. aruandes on dra ftriikitud
kokkuvote tema uurimuste tulemustest teemal «Uurimus Abeli
integraalide teooriast» (Beitrag zur Theorie der Abelschen Integ-
rale), milles iildistatakse I ja Il jarku hiiperelliptiliste integraa-
lide kohta kehtivad perioodide omadused mistahes jarku hiiper-
elliptilistele integraalidele. Samas tuletatakse perioodidevaheline
lineaarne seos. Kone all oleva ajavahemiku viimase téona ilmus
1854. a. Crelle’i ajakirja 47. koites artikkel «Abeli funktsioonide
teooriast» (Zur Theorie der Abel’schen Functionen), millega oli
Miinsteri akadeemia 10petamise péevil seatud eesmirk vallutatud.
Nagu Weierstrass ise mérkis, on selles t66s antud meetod, «mis
pole mitte ainult tdielikult erinev sellest, mida eespool mainitud
matemaatikud > on rakendanud, vaid annab voimaluse analoogi-
liste tulemuste saavutamiseks veel kdrgemategi transtsendent-
suste korral.»

Mirksa hiljem, Weierstrassi avaldamata t66de revideerimisel,
selgus, et aastateks 1841 ja 1842 oli ta vilja joudnud funktsioo-
nide analiiiitilise jdtkamise mdisteni ja analiiiitilise funktsiooni
moisteni tema koige dldisemal kujul ning funktsiooniteooria iihe
tahtsaima, kdesoleval ajal Laurent’i teoreemi nime all tuntud
tulemuseni.

Seega t66tas Weierstrass aastail 1841—1854 raskeimate mate-
maatiliste probleemide kallal. Seejuures suutis ta piirduda vaid
enesekontrolliga ega avaldanud iihtegi markimisvdarset uurimis-
tulemust enne, kui joudis terve probleemi tdieliku lahenduseni.
Seetottu iillataski ta 1854. aastal Crelle’i ajakirjas ilmunud iilal-
nimetatud artikliga kogu maailma matemaatikuid, vdites teeni-
tult koigi austuse ja lugupidamise. Siit peale toimus Weierstrassi
elus jarsk muudatus — muutus milj6d, t66 iseloom, t66 tempo,

4 «Natur und Offenbarung», k. 43. Rektor W. Killingi kone. -
5 Siin on moeldud C. G. Jacobi, G. A. Gopeli ja J. G. Rosenhaini uuri-
musi -fihe ja kahe muutuja hiiperelliptiliste funktsioonide kohta.
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tookoht, vahetusid sobrad, tuttavad, saabus kuulsus ning iiksil-
dast, 40-ndate aastate piirile joudnud meest {imbritses akki hu-
bane perekonnaelugi. Ja nimelt, peatselt parast Crelle’i ajakirja
47. koite ilmumist saabus Braunsbergi Konigsbergi iilikoolist de-
legatsioon eesotsas F. J. Richelot’ga, kes andis Weierstrassile
pidulikult iile Kénigsbergi iilikooli audoktori henoris causa dip-
lomi. See toimus sonadega: «Me oleme koik leidnud endale ope-
taja hr. Weierstrassis». Niisugune ootamatu tunnustus ja lugu-
pidamine oli Weierstrassile unustamatuks elamuseks. G. Mittag-
Leffler atleb selle kohta jargmist: «lsegi oma 80-ndal siinni-
pdeval, kui Weijerstrassile oli omistatud kéik aunimetused, mida
opetatud maailm oma juhile sai anda, rddkis ta suure elamu-
sega Richelot’ kiilastusest ja Konigsbergi audoktori kraadi pidu-
likust iileandmisest kui oma elu koige kaunimast mélestusest.
Ent samas lisas ta valuliselt: «Koik siin elus saabub paraku
liiga hilja.»»

Aastateks 1855—1856 jdi Weierstrass veel Braunsbergi, kuid
teadusliku t66 intensiivsemaks jatkamiseks ldks aastasele puh-
kusele. Selle tulemusena valmis kiiresti uus ulatuslik uurimus
«Abeli funktsioonide teooria» (Theorie der Abelschen Funk-
tionen), mis ilmus 1856. a. Crelle'i ajakirjas. Tehtud t66d kroo-
nis samal aastal professori koht Berliini Kuninglikus Poliitehni-
lises Instituudis ja mone kuu pérast edutati ta veel Berliini
iilikooli ekstraordinaarseks professoriks ning Berliini Teaduste
Akadeemia korraliseks litkmeks. Sellest ajast peale oli Weierst-
rassi edasine elukdik alaliselt seotud Berliiniga ja selle iilikoo-
liga. Siin iimbritses teda iihtdkki uusimatest matemaatilistest
motetest tulvil 6hkkond, mille 16id tema uued kolleegid — L. Kron-
ecker (1828—1891), E. Kummer (1810—1893) ja W. Borchard
(1817—1880), kellest hiljem sai Crelle’i ajakirja toimetaja. Weier-
strassile mairati Berliinis suur 12-tunnine nadalakoormus, mis
koos intensiivselt jdtkuva teadusliku uurimistééga rakendas ta
toole maksimaalse pingega. Mitmeaastase iilipingsa t66 tulemu-
seks oli teadlase tervise sedavord jarsk halvenemine, et 1861/62.
oppeaastaks vabastati ta loengulisest t66st. Paranedes luges
Weierstrass loenguid ainult iilikoolis, kus 1864. aastast alates
oli ta juba iilikooli ordinaarseks professoriks. Austuse ja kuul-
susega késikdes kdis tema pidev iilekoormatus t60s. Sellest rda-
gib niditeks S. V. Kovalevskaja kiri G. Mittag-Lefflerile: «Tema
loengud, mida ta loeb suurele auditooriumile, ettevalmistused
Jacobi ja Steineri kogutud teoste viljaandmiseks, igasugused
akadeemia-senati-teaduskonna istungid jm. selletaoline tdida-
vad ta pdeva sedavord, et tal pole voimalik 16petada oma uuri-
musi, eriti tema killalt korge ea ja halva tervisliku seisundi
tottu.» Samale viitavad ka Weierstrassi enda sonad iihes kirjas
S. V. Kovalevskajale, kus ta 1obusalt rddgib sellest, et on selgeks
oppinud moningate istungite ratsionaalse &4rakasutamise, tegel-
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des seal kirjade kirjutamisega peamiselt matemaatilistel tee-
madel. On teada, et kogu tema ja Borchardi vaheline kirjalik
disklussioon aritmeetilis-geomeetrilisest keskmisest kulgeski istun-
gitel.

Weierstrassi hiilgavad loengud Berliinis koitsid aasta-aastalt
ikka suuremat arvu kuulajaskonda. Tema pedagoogilise t66 vil-
jaks on moodunud sajandi 16pu ja kédesoleva sajandi alguse
nimekate teadlaste ja pedagoogide plejaad, kelle seast nime-
tagem G. Mittag-Leiflerit, H. A. Schwarzi, L. Koenigsbergerit,
G. Cantorit, K. Knoblauchi, S. Kovalevskajat, A. Hurwitzit,
M. Plancki, O. Hoélderit, A. Pringsheimi, J. Schuri, H. Mangoldti,
A. Burkhardti, A. Kneserit jt. Loengulist t66d jédtkas Weierstrass
tegelikult kuni 1890. aastani, kusjuures viimastel aastatel assis-
teerisid talle loengutel tema lemmikopilased.

Esitades fragmente Weierstrassi isiklikust elust, mainime, et
kuigi ta polnud abielus, imbritses teda Berliinis perekonnaelu
soojus ja sobralikkus. Tema algatusel taasithendati perekond
Berliinis, kuhu ta kutsus oma molemad 6ed ja poja edust onne-
liku isa. On teada, et Weierstrass leidis aega ka kasulapse
Fréntzcheni kasvatamiseks. Weierstrasside korteri kahes elutoas
valitses pedantsusesse ulatuv kord ja puhtus, ent «mulje sellest
haihtus korteri kolmandas toas — suure matemaatiku todkabi-
netis. Siin rippusid rdndkunstniku poolt Kriigeri stiilis halvasti
maalitud isa ja ema portreed, dagerrotiiiip vennast, mitmeid
siluette, Descartes’i, Laplace’i ja Kanti kipskujud ning Aristote-
lese biist. Piipude arsenal viitas teadlase norkusele suitsetamise
vastu.» 6 Weierstrassist kui vidsimatust to6mehest rddgib see,
et isegi puhkehetked ja puhkused piithendas ta teadusele voi
teadlaste kasvatamisele. Nii, viibides 1888. a. suvel puhkusel
Harzis, iimbritses ta end rithma noorte matemaatikutega —
G. Mittag-Leffleri, V. Volterra, G. Cantori, H. A. Schwarzi,
S. V. Kovalevskajaga jt. — arutledes aktuaalseid probleeme ja
korraldades dispuute. Weierstrassi parimateks soOpradeks loeb
H. Gyldén G. Mittag-Lefflerit, Ch. Hermite’i, H. Poincare’d ja
S. V. Kovalevskajat. Koiki neid nimetab ta naljatades «vastas-
tikuse imetluse liiga» liikmeteks. Erilise tdhelepanu osaliseks sai
suurmeistri vanas eas tema ainuke naisOpilane S. V. Kovalevs-
kaja, keda Weierstrass ise nimetab kirjades «ustavaks opilaseks,
truuks sobraks ja oma norkuseks», ning kellega ta oli alalises
kirjavahetuses kuni Kovalevskaja surmani 10. aprillil 1891. a.

Teeneka teadlase ja lugupeetud pedagoogi 70-ndat ja 80-ndat
juubelit tdhistati suure pidulikkusega. Tédhtpdevadel iimbritsesid
teda tema enda ja tema opilaste Opilased, kes saabusid oma ope-
’][a(]iattaustama mitmete maade tcaduslikest iihingutest ja iilikoo-
idest. ‘

6 TI. 4. Toany6apunosa-Kounua «K 6norpadun C. B. Kosanesckoit».

71



Elu viimased aastad veetis Weiersirass kodus, tegeldes pea-
miselt oma tédde ja loengute toimetamisega. Weierstrassi kui
teadlase omapéiraks oli see, et ta avaldas suhteliselt vdikese arvu
oma toodest. Loengute kirjastamisega noustus ta aga alles elu
16pul. Nii levisid tema suurepédrased loengud jarelkirjutuste néol
kdest kitte ja olid aastaid haruldusteks. Peamine pohjus, mis
sundis Weierstrassi loobuma otsusest loenguid mitte kirjastada,
avaldub 1. jaanuaril 1875. a. S. V. Kovalevskajale kirjutatud
kirjas: «Kdesoleval ajal, alates momendist, mil noored matemaa-
tikud joudsid selgusele selles, et parimaks vahendiks masside
austuse voitmiseks ja hea koha saavutamiseks on paksude raa-
matute kirjutamine just analiiiisis, mille pohjalikule uurimisele
ma piihendasin oma elu parimad aastad, tehakse seda ilma véhi-
magi vastutustundeta ja on ammu saabunud aeg selle takis-
tamiseks.»

Raske haiguse tagajdrjel suri Weierstrass 17. veebruaril
1897. a. oma 82. eluaastal.

Pedagoogilisest tegevusest

Andmeid Weierstrassi pedagoogilisest tegevusest giimnaasiu-
mis peaaegu pole, seepdrast vaatleme vaid tema t66d Berliinis.

Olles poliitehnilise oppeasutuse ja iilikooli professoriks, teos-
tas ta teadlaste noore kaadri kasvatamist eelkdige loengute
kaudu, mis alati olid metoodiliselt mitmekiilgsed ja peensusteni
labimoeldud. Loengute sihiks oli tervikliku ja voimalikult tdius-
liku kursuse esitamine, milles ilmneksid mdaistete ja jarelduste
vahelised seosed. Seejuures algas kursuse iilesehitus alati baasi
loomisest, kuhu sageli kuulusid kiillaltki elementaarsed moisted
ja iildtuntud tdoed. Seetottu polnud tema loengutes vajadust vii-
deteks teistele kursustele ja opikutele, nendes oli esitatud kdik
vajalik. On teada, et Weierstrass ei armastanud oma loengutes
tsiteerida teisi autoreid.

Suure oOpetlase ithe lemmikopilase W. Killingi sonade jargi
olnud Weierstrassi enda sooviks, et kogu auditoorium omandaks
tema loengutega piisivaid ja véirtuslikke teadmisi. Loengute
iilesehitus olnud niisugune, et koik, kes soovisid neid taielikult
moista, pidid tingimata loenguid regulaarselt kiillastama ja neid
pidevalt 1idbi t66tama. Need, kes selleks osutusid voimelisteks,
omandasid Weierstrassi loengutel niivord palju uut, petlikku ja
teaduslikult vairtuslikku, mida nad poleks saanud iiheltki tei-
selt loengult ega iihestki raamatust. Weierstrassi enda teadus-
like avastuste kiiruse ja mahukuse tottu tdienesid loengute
tsiiklid aastast aastasse uute seisukohtadega ja poinud harul-
dus, et iiks ja sama auditoorium kuulas iihte tema loengute tsiik-
lit mitu aastat.

Nii kujunes aastatega tema absoluutne ja kdigutamatu peda-
googiautoriteet. On teada, et isegi teiste iilikoolide professorid
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saabusid mitmeteks semestriteks Berliini, et Oppida suurelt
meistrilt. Tema seisukohad ei kuulunud kritiseerimisele, kuigi
juhtus sedagi, et vahel ei suudetud tema loengute. kaugele- ja
siigavaleulatuvust taielikult moista.

Weierstrass luges Berliinis 1856.—1890. aastatel 87 loengu-
kursust, mille peateemadeks olid analiiiitilised ja elliptilised
funktsioonid, elliptiliste funktsioonide rakendused, hiiperellip-
tilised ja Abeli funktsioonid. Kuid ta luges kursusi ka siintee-
tilisest geomeetriast, variatsioonarvutusest jm. Tema mitmete
loengute jérelkirjad olid aastaid ainsateks allikateks teadlas-
tele, kes arendasid ndit. kompleksmuutuja ja analiiiitiliste funkt-
sioonide teooria kiisimusi. Loengute jérelkirjad said tegelikult
aluseks ka paljudele hiljem ilmunud o6pikutele nimetatud aine-
tes. (Niaiid- voib neid loenguid leida auvdidrt teadlase kogutud
teoste esimestes koidetes.) Nagu eespool Geldud, andis Weierst-
rass oma loengute kirjastamiseks loa alles elu 1opul. Loengute
toimetamise usaldas ta sageli oma parimatele opilastele. Niiteks
loengutsiikli Abeli funktsioonidest valmistasid triikiks ette G. Hett-
ner ja J. Knoblauch, loengutsiikli elliptiliste funktsioonide teoo-
riast — J. Knoblauch ja loengutsiikli elliptiliste funktsioonide
rakendustest — R. Roth.

On sidilinud moningaid 10busaid kilde, mis puudutavad
Weierstrassi loengute tehnilist kiilge.

L. Koenigsberger kirjutab, et esimene tema kuulatud Weierst-
rassi loeng jéttis talle voimsa ja unustamatu mulje. Samas mee-
nutab ta jargmist:

«Karmidel aprillikuu pidevadel astus, juba oma vélimusega
meis aukartust dratav, vdga lugupeetud meister alati rasketes
kalossides ja kaela {imber mahitud paksu salliga ning sealjuures
peaaegu alati arglikult ja kohmetult kateedrile, laotas sellele
terve paki tédiskirjutatud lehti, mis juba Gige pea olid viidud
niisugusesse kaosesse, et sageli 1iks nende korrastamiseks ka-
duma tervelt pool tundi loenguteks ettendhtud ajast.»

Teatavasti oli Weierstrass Berliinis t66ga pidevalt sedavord
koormatud, et iilevdsimuse tottu kannatas ta sageli tugeva pea-
podrituse all. Haige kési takistas pahatihti tahvlile kirjutamist.
Sellistel juhtudel assisteerisid talle parimad Opilastest. Uhest
niisugusest loengust aastal 1877/78, kus assistent Wernicke jul-
ges Weierstrassi korrigeerida, meenutab Runge jargmist.

Seistes tahvli ees, palus Weierstrass kirjutada tahvlile va-
lemi, mis varsti kustutati. Selle teistkordsel iileskirjutamisel
tahtis Weierstrass seda muuta, ent Wernicke kirjutas ta iiles
endisel kujul (ilmselt arvas ta, et professor eksis). Weierstrass
palus selle taas kustutada ja dikteeris veel kord uuel kujul, kuid .
Wernicke taastas valemi ikka endisel kujul. Kulus hulk aega,
kuni molemale selgus segaduse pohjus.

Weierstrass kuulus nende pedagoogide hulka, kelle t66 noor-
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tega ei Ioppenud auditooriumis. Tema kodu uksed olid avatud
koigile, kes vajasid nduannet ja abi, t66 noortega ja kolleegidega
jatkus koikjal, kus see vdhegi kone alla tuli — istungitel, suvi-
tuskohtades, isegi haigevoodis. Ta oli oma rohkearvulistele opi-
lastele ammendamatuks inspiratsiooniallikaks. Ta pea oli alati
tulvil uutest probleemidest ja ta loovutas need meelsasti vestlus-
kaaslastele, kui méarkas, et nad on sellest huvitatud.

Teadlase moju oma oOpilastesse oli erakordselt tugev. Vihe oli
neid, kes, olles kokku puutunud oma opetaja uurimustega, olek-
sid neile selja pooranud. Koitev oli tema usalduslik, tosine ja
abivalmis suhtumine o&pilastesse. Ta usaldas neile oma kasi-
kirju, laskis neid uurida ja korraldas hiljem diskussioone vas-
tavatel teemadel. Weierstrass vois vajaduse korral raisata oma
opilaste peale tunde selleks, et aidata neid nende uurimist6ds,
et neid julgustada, innustada ja sundida neid 16pule viima oma
uurimusi. Paljud tema opilaste hilisemad tulemused olidki ins-
pireeritud niisugustes vestlustes ja nii monedki neist oleksid voi-
nud kuuluda ka Weierstrassile. On iildtuntud jirgmine teda ise-
loomustav iitlus: «Weierstrass rodomustas iga temalt nédpatud
motte puhul ainult siis, kui see leitakse taas koos nidppajaga.»
Samal puhul meenutab L. Koenigsberger «... Tookord olin ma
eelkdige onnelik selle huvi iile, mida minu suhtes ilmutas
Weierstrass, keda ma sageli vabadel pealelounatundidel kiilas-
tada voisin, et talle jutustada oma opingutest ja kuulata siiga-
vas hardumuses, kui ta jagas minuga mofteid oma uurimustest
Abeli funktsioonide teoorias.»

Weierstrassi kohta voib julgelt 6elda, et ta oli XIX saj. suu-
rim pedagoog, kelle kide all sirgusid sajandi l16pu nimekaimad
teadlased ja pedagoogid, ning tdnu temale hakati tosiselt arves-
tama saksa matemaatikute koolkonda.

Teaduslikust loomingust

Laiem matemaatikute ring tutvus suurema osaga Weierstrassi
toodest alles parast opetlase surma, kui eeskdtt R. Roth jt. tema
opilased hakkasid avaldama oma opetaja kogutud teoseid.

Tema peamised uurimused olid piihendatud matemaatilisele
analiiiisile, analiiiitiliste funktsioonide teooriale, variatsioonarvu-
tusele, diferentsiaalgeomeetriale ja lineaaralgebrale.

Kaasaegse analiiiisi seisukohalt on eriline vairtus Weier-
strassi poolt viljatootatud matemaatilise analiiiisi
loogilisel siisteemil Viimane tugineb tema (peaaegu
samaaegselt G. Cantori ja R. Dedekindiga) rangelt pohjendatud
reaalarvu teoorial aastast 1872. Kdesoleva aja matemaatilise ana-
liidisi ranguse normid ja traditsiooniliseks kujunenud struktuur
olid vilja tédtatud tema analiiiisiloengutes. Teenitult nimetatakse
teda sellepdrast «matemaatilise ranguse isaks.» Ranguse saavu-
tamiseks kasutab Weierstrass stistemaatiliselt arvuhulkade 'iile-
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mise ja alumise raja ning kuhjumispunkti moisteid. Néiteks
annab ta range tdestuse teoreemile, mis vdidab, et iga ldigul
pidev funktsioon saavutab sellel 16igul oma iilemise ja alumise
raja, konstrueerib 1875. a. ndite pidevast ei kusagil diferentsee-
ruvast funktsioonist. Niisuguseks funktsiooniks on

f(x) = kZ:; a* cos (b*mx),

kus 0<a<{1, b on paaritu arv, ab>l+gn. Sama viidet

kinnitav ndide oli olemas B. Bolzanol juba 1830. a., kuid triikis
avaldati see mérksa hiljem. Funktsioonide aproksimatsiooniteoo-
rias on vaga oluline Weierstrassi teoreem, mis véidab, et iga
I6igul pidev funktsioon f(x) on arendatav iihtlaselt koonduvaks
poliinoomide reaks, s. o.

ﬂm=§mm.

kus p,(x) on n-astme poliinoom.

Matemaatilise analiiiisi range pohjendamise ja iihtse print-
siibi véljatootamisel joudis Weierstrass 1880. aastaks analiiiisi
pohimoistete tdnapdeval kasutatavate definitsioonideni ja toes-
tusmeetoditeni, mis tuginevad teatavasti meile niiid hasti tuntud
deduktiivsele arutlusele ¢ — ¢ keeles («Olgu antud &£ >0, siis
leidub niisugune 6 >0, et ...»). Temalt pirinevad ka seejuures
kasutatavad siimbolid.

D. Hilbert iseloomustab Weierstrassi teeneid analiiiisis sona-
dega: «Pohiliselt on see Weierstrassi teadusliku tegevuse teene,
et analiiiisis valitseb niiiid tdielik iiksmeel ja kindlus niisugustes
toestusmeetodites, mis tuginevad irratsionaalarvu moistele ja
piirvddrtusele iildse, ja temale vdlgneme-me tdnu selle eest, et
on joutud iihtsele kokkuleppele kdikide nende tulemuste suhtes,
mis puudutavad diferentsiaal- ja integraalvorrandite teoo-
riat,. . .».

Analiiiitiliste funktsioonide teooria kujunes
vilja kompleksmuutuja funktsioonide teooria Weierstrassi aren-
datud suunast. Uue aine iilesehituse teostas ta sama rangelt ja
siistemaatiliselt kui matemaatilises analiiiisiski. Kogu analiiiiti-
liste funktsioonide teooria baasiks on astmeread, mis on siin nii
analiiiitiliste funktsioonide avaldamise kui ka nende omaduste
uurimise vahendiks. Késitluse ranguse saavutas Weierstrass
sellega, et ta «aritmetiseeris» tehted ridadega, hakates nendega,
«ettevaatlikumalt> {imber kdima. Sealjuures toetus ta oluliselt
tema enda antud iihtlase koonduvuse moistele. Oluliseks tulemu-
seks on teoreem rongakujulises. piirkonnas analiiiitilise funkt-
siooni arendatavusest astmeritta argumendi positiivsete ja nega-
tiivsete astmete jédrgi. Kuigi Weierstrass joudis sellele tulemu-
sele juba 1841. a., avaldas P. A. lLaurent sama tulemuse enne
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Weierstrassi 1843. a. ja see tulemus on tuntud Laurent’i teoree-
mina. Ka funktsiooni analiiitilise jidtkamise moisteni joudis
Weierstrass juba 1842. a.

Kuid dldiselt huvitavad Weierstrassi 1840.—1850. aastatel
koige enam siiski konkreetsete analiiiitiliste funktsioonide (ellip-
tiliste, hiiperelliptiliste ja Abeli funktsioonide) klassid. Kuigi
ildise analiiiitiliste funktsioonide teooria kisitluse esilas ta juba
1861. a. loengutes, fikseerib ta oma funktsioonitecoria-alased
uurimused alles teostes «Uheste analiiiitiliste funktsioonide teoo-
ria» (1876) ja «Funktsiooniteooriast» (1880). Ka siit ilmneb
Weierstrassi iseloomujoon: ta ei avaldanud oma uurimusi enne,
kui oli joudnud need arendada Ioplikuks stiiliiihtseks tervikuks.

Funktsiooniteooria valdkonnas pélvisid Weierstrassi tdhele-
panu ka kiisimused tdisfunktsioonide esitatavusest 10pmatute
korrutistena, mitme muutuja kompleksfunktsioonide teooria alu-
sed jm.

Variatsioonarvutusse kuuluvate uurimuste tule-
mused esitas Weierstrass loengute tsiiklites 1865—1889. a. Siin
loob ta tugeva ekstreemumi teooria, revideerib ekstreemumi tar-
vilikke tingimusi ja tuletab esimesena tarvilikud ja piisavad
tugeva ning norga ekstreemumi tingimused. Selleks kasutab ta
edukalt Jacobi antud ekstremaalide vélja moistet. Suureks tee-
neks variatsioonarvutuses on tema arendatud variatsioonarvutus
parameetriliselt antud funktsioonide jaoks. Samuti uurib ta va-
riatsioonarvutuse {ilesannete katkevaid lahendeid jm. kiisimusi.

Diferentsiaalgeomeetria valdkonda kuuluvad tema
uurimused geodeetilistest joontest ja minimaalpindadest, mille
puhul kasutab Weierstrass oma tulemusi variatsioonarvutusest.

On kujunenud tavaks kanda Weierstrass puhta matemaatika
esindajate hulka. Kuigi suurem osa tema loomingust kuulub toe-
poolest puhta matemaatika valdkonda, oli rakenduslik kiilg talle
alati siidameldhedane. Sellest rddgivad tema loengud, mis osa-
liselt olidki rakendusliku kallakuga ning mis alati olid vaja-
likul méairal illustreeritud sobivate nédidetega. Peale selle suu-
nas ta sageli oma opilasi uurima rakendusalaseid kiisimusi.
Vaite kinnituseks esitame iihe 10igu tema Berliini akadeemiasse
astumisel peetud konest: «Mulle ndib siiski, et matemaatika ja
loodusteaduste vahel tuleks luua palju kaugeleulatuvam side kui
nditeks niisugune, mis ilmneks, kui fiiisika ndeks matemaatikas
ainult abivahendit, kas voi vdga vajalikkugi, matemaatikud aga
vaatleksid fiiisikute t66d vaid kui rikkalikku nédidete kogumit
oma meetodite illustreerimiseks.»
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EULERI PROBLEEM

Jakob Gabovits -

Uheks kdoige enam tuntud diofantiliseks vorrandiks on nn.
Pythagorase vorrand
24y =22 (1)

millel teatavasti leidub lopmata palju naturaalarvulisi lahen-
deid: =
x=m?—n? y=2mn, z=m?4 n? 2)
(m ja n on suvalised naturaalarvud, kusjuures m > n).
Seitsmeteistkiimnenda sajandi iiks suurimaid matemaatlkmd
Pierre Fermat (1601—1665) piistitas kiisimuse diofanti-

lise vorrandi
fyr= (3

(mille erijuhuks n= 2 korral on vorrand (1)) lahenduvuse kohta
mistahes naturaalarvulise n puhul. Fermat viitis, et véorrandil
(3) pole n>2 korral naturaalarvulisi lahendeid. See viide, mis
on tdnapdevani itildjuhul tdoestamata (kuigi ta on toestatud pal-
judel erijuhtudel ja muuhulgas koikide arvust 4000 véiksemate
n vaartuste puhul), on tuntud Fermat suure teoreemi
nime all!. Selle teoreemiga tegeles palju jargmise, kaheksateist-
kiimnenda sajandi {iks suurimaid matemaatikuid Leonhard
Euler (1707—1783).

Kuid Euler l2henes probleemile hoopis laiemalt vaatekohalt.
Ta esitas jdrgmise iilesande: milline on vdhim liidetavate arv
k > 2, mille puhul diofantilisel vérrandil

X" xt=y" (n2>2) (4)
leidub naturaalarvulisi lahendeid?

Fermat’ vorrand (3) on Euleri vorrandi (4) erijuhuks (k== 2)
ja kui Fermaf’ viide peaks olema o6ige, siis Euleri vorrandil
voib n > 2 korral lahendeid olla vaid juhul &> 2.

Euleri iilesande uurimiseks defineerime kaks funktsiooni.
Viahimat liidetavate arvu &, mille puhul vorrandil (4) on vdhe-
malt iiks lahend dhistegurita naturaalarvudes, tdhistame siim-

! Vt. ndit: Tamme, E, Pierre Fermat ja XVII sajandi matemaatika. —
Matemaatika ja kaasaeg, V, lk. 83—84.
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boliga h(n); vahimat liidetavate arvu, mille puhul sellel vor-
randil on 16pmata palju erinevaid lahendeid {ihistegurita
naturaalarvudes, tdhistame vastavalt siimboliga H(rn). Ilmselt
need funktsioonid rahuldavad tingimust h(n) <H(n). Samuti
on ilmne, et n =2 korral

h(2) =H(2) =2, (5)
sest vorrandil (1) on I6pmata palju lahendeid, mis on antud
valemitega (2).

Vaatleme niiiid juhtu n = 3. Sellest, et vorrandil

x3+y3=23

pole naturaalarvulisi lahendeid, jareldub, et A(3) >2 ja H(3) >
> 2. Teiselt poolt aga vordus

38 - 43 53— 67 (6)
néaitab, et diofantilisel vorrandil
B AP = (7)

on vidhemalt itks lahend iihistegurita naturaalarvudes ja seega
h(3) = 3. Kuid juba 16. sajandi 16pul leidis prantsuse matemaa-
tik Frangois Viete (1540—1603) samasuse

(a* —2ab%)2 4 (20% — b)2 - (@%b - b4)2 = (@' + ab?)?, (8)
millest jdreldub, et vorrandil (7) on l0pmata palju lahendeid
kujul

x=a(a®—2b%), y=b(2a%®— b9, } (9)
z=0b(a3+ b9, u=a(a®+b).
Seega ka H(3) = 3 ja kokkuvottes saime tulemuse
h(3) =H(3) =3. (10)
Valemites (9) on a ja b suvalised naturaalarvud, mis vaid rahul-
davad tingimust a3 > 2b3 (vastasel korral saame kiill vorrandi
(7) lahendeid, kuid mitte naturaalarvudes). Niiteks a=2 ja

b=1 puhul saame (pirast taandamist kolmega) iilaltoodud
lahendi (6), vottes aga a =3 ja b = 2 saame uue lahendi

333 - 463 | 703 = 1058,

Vorrandi (7) lahendamisega tegelesid paljud matemaatikud,
kes ka leidsid suure hulga erikujulisi samasusi selle vorrandi
lahendite arvutamiseks. Eriti lihtsa samasuse tuletas (kdesoleva
sajandi algul) kuulus india teadlane S. Ramanujan:

(3a2 4 5ab — 5b2)3 -|- (4a2 — 4ab |- 6b2)3
-+ (5a2 — 5ab — 3b2)3 = (6a2 — 4ab }- 4b2)3. (11)

Vordused (8) ja (11) ei anna veel vorrandi (7) koiki lahen-
deid. Valemid selle vorrandi iildlahendi leidmiseks andis Euler
1756. aastal, kuid nende keerulisuse tottu jdtame nad siin vilja
kirjutamata. Piirdume vaid vorrandi (7) moningate vidiksemate
erilahendite esitamisega tabelis 1.
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Tabel |

x Yy z u
3 4 5 6
1 6 8 9
3 10 18 19
7 14 17 20
4 17 22 25
18 19 21 28
11 15 27 29

Paordume niiiid tagasi funktsioonide h(n) ja H(n) juurde.
Vordustele (5) ja (10) toetudes oletas Euler, et mistahes n kor-
ral kehtib vordus

h(n) = H(n) = n. (12)

Seda Euleri vididet, mida pole tdnapdevani ei toestatud ega
timber litkatud, nimetatakse Euleri hiipoteesiks. Tingimus
(12) on samavdirne viitega, et k=n korral on vorrand (4)
lahenduv (ja et tal on isegi lopmata palju lahendeid iihistegu-
rita naturaalarvudes), kuid ta ei ole lahenduv iihegi k< n kor-
ral.

Raskused Euleri hiipoteesi toestamisel on seotud asjaoluga,
et ta koosneb Oieti kahest viitest: negatiivsest (kui #<n,
siis vorrandil (4) pole lahendeld) ja positiivsest (k=n
puhul vorrandil (4) on lahendeid). Nii néiteks vorduse A(4) = 4
toestamiseks, mis on vidite (12) «kergem» osa, peaksime koige-
pealt toestama, et diofantilisel vorrandil

Xyt =t (13)
pole iihtegi naturaalarvulist lahendit. Kuid vérrandi (13) mitte-
lahenduvust pole tdnapdevani onnestunud tdestada. Ainus tule-
mus, mis selle vorrandi kohta osutus voimalikuks saada (ja mis
praktiliselt vaatekohalt kiillalt suurt huvi pakub) on jidrgmine:
kui vorrandil (13) leidub moni lahend, siis peab olema u >
> 10000. Selle teoreemi toestas 1945. aastal ameeriklane
U. Ward. Wardi tulemuse voib sonastada ka nii: iikski biruut
alusega kuni kiimne tuhandeni pole esitatav kolme biruudu
summana.

Pitiides toestada Euleri hiipoteesi, olid paljude matemaatikute
joupingutused suunatud vorrandi

byt 2t = (14)

lahendamisele. Ent kaua aega jdid koik otsingud viljatuiks. See-
tottu kerkis paevakorda véirtusele £ =5 vastava Euleri vorrandi

Myt ut =t (15)
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lahendamine. Aastal 1871 leidiski D. S. Hart selle vorrandi iihe

lahendi:
4* 4 6% 4 84 9+ 144 = 15*
ja h(4) jaoks oli seega leitud tingimus
3<hA) 5. (16)
Alles 25 aastat hiljem tuletas C. Hald em an samasuse

(302 - 9b2)* - (4a2 -+ 1262)* + (4a? — 12b2)4 +
- (202 + 12ab — 6b2)* - (222 — 12ab — 6b2)* = (5a2 - 15b2)*,

mis néitab, et vorrandil (15) on I6pmata palju lahendeid. Seega
oli suurusele H(4) leitud samad hinnangud, mis suurusele A(4):

3< H(4) <5. (17)

Esimese positiivse tulemuse Euleri hiipoteesi kinnitamiseks
juhul n =4 sai Soti matemaatik R. Norrie. Aastal 1911 avas-
tas ta vorduse

304 4 120¢ - 2724 - 315¢ = 3531, (18)

millest selgus, et vorrandil (14) on olemas vidhemalt iiks la-
hend naturaalarvudes. Vordus (18) voimaldab parandada iht
hinnanguist (16):

3K h(4) 4.

Et analoogiliselt parandada ka hinnangut (17), peaks ndi-
tama, et vorrandil (14) on Iopmata palju lahendeid. Kuid se-
nini pole seda onnestunud tdestada. Kaua aega ei olnud isegi
teada, kas vorrandil (14) on peale lahendi (18) iildse teisi la-
hendeid. Alles 1958. aastal leidis inglise matemaatik J. Leech
(rakendades elektronarvutit EDSAC-2) vorrandile (14) seitse
uut lahendit, toestades iihtlasi, et v < 4303 korral sellel vor-
randil teisi lahendeid ei ole. Veel iihe lahendi leidis 1963. aastal
ameeriklane S. Brudno. Seega on praegu vorrandil (14) teada
vaid {iheksa lahendit iihistegurita naturaalarvudes (vt. tabel 2).

Tabel 2

x y z u v i
30 120 272 315 ' 353
240 340 430 599 651
435 710 1384 2420 2487
1130 1190 1432 . 2365 2501
850 1010 1546 2745 2829
2270 2345 . 2460 3152 3723
350 16562 3230 3395 3973
205 1060 2650 4094 4267
l’ 955 1770 2634 5400 5491
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Vaatleme niiiid jdrgmist n vadrtust: n=5. Me teame, et vor-
randil x54- y5= 25 pole naturaalarvulisi lahendeid (Fermat’ teo-
reemi erijuht), kuid Euleri hiipoteesi kohaselt peaksid olema
mittelahenduvad ka diofantilised vorrandid

x5+y5+25=u5 ja x5+y5+25,_i_ Uud = b,

Kahjuks on ka see kiisimus tdnapdevani lahendamata. Aastal
1887 naitas A. Martin, et 454 55+ 65} 754 95 4 115=125,
ja seega olid suuruse £(5) jaoks saadud rajad 3 << h(5) <6.
Alles 1933 aastal toestasid india matemaatikud S. Chowla ja
S. Sastry, et diofantilisel vorrandil

X5 4 45 25 4 ud 4 07 = ws (19)
on lopmata palju naturaalarvulisi lahendeid. Seega olid korraga
leitud hinnangud 3 < A(5) <5, 3 << H(5) 5.

Chowla—Sastry samasusel on jargmine kuju:

(50ab%)5 4 (10a3b2)5 - (a’ - 25b5)5 |- (a® — 25b%)5 4
~+ (7565 — a®)5 = (a5 4 75b5)5.
Seejuures peab olema
2565 < a® < 75b5 (a, b>0).
Nii néiteks a=2 ja b=1 korral saame jargmise lahendi:
75 4 43°% -} 575 ++ 80° -+ 100° = 107°.

Viiest suuremate n véairtuste puhul on meie teadmised vorran-
di (4) lahenduvuse kohta védga puudulikud. Euleri hiipoteesi
jargi peaks leiduma kuuendaid astmeid, mis on esitatavad kuue
samasuguse astme summana. Kuid n =6 korral pole teada iihtki
vorrandi (4) lahendit mitte ainult juhul k=6, vaid isegi mitte
iihegi £ < 14 korral. Juhul £=15 on teada vaid iiks lahend:

3.1647.264 5.36=48,
Seega vbdime ainult véita, et
3K h(6) < 15 (20)

Veel suuremate n védirtuste puhul pole olukord sugugi parem.

On teada vaid jargmised hinnangud (Subba Rao, 1934):

h(7) <25 H(7) <42, h(8) <17, H@B8) <17, h(9) < 32.
Mistahes n vdidrtuste puhul voib kiill kergesti leida hinnangu
H(n) <27, (21)
kuid see on muidugi viga kaugel oletatavast tdpsest vdartusest
H(n) = n. Nii nditeks n = 6 korral saaksime H(6) < 64, mis on
palju halvem mitte ainult Euleri miinimumist H(6) =6, vaid
isegi h(6) jaoks saadud hinnangust (20). Méirgime l0puks, et

hinnang (21) jédreldub samasusest
n

(a® -1 br)n = 2 < :) (an*bk)m.

k=0

6 Matemaatika ja kaasacg VIII 8!



UHEST MATEMAATIKA AJALOO POPULARISEERIMISE
KATSEST EESTIS

J. Depman

Kiisimused matemaatika ajaloost pakuvad kahtlemata iisna
laialdast huvi, eriti oppiva noorsoo hulgas. Kuid Eesti territoo-
riumil, jattes vilja viimased aastakiimned, on vdhe teateid kat-
setest tutvustada laiemat lugejaskonda matemaatika ajalooga.
Uht katset voib siiski nimetada.

1868. a. ilmus Tallinnas 34-lehekiiljeline broSiiiir «Die Ent-
wickelung der Mathematik und ihre Beziehung zur Naturwissen-
schaft, von Carl Lais, Oberlehrer der Mathematik und Physik
am Gymnasium 2u Reval» (Matemaatika areng ja tema seos
loodusteadustega, Carl Laisilt, Tallinna Giimnaasiumi matemaa-
tika ja fiiiisika iilemopetajalt).

Autorist teatab Album Academicum, et Carl Lais on siin-
dinud 1825. a., oppinud Tartus 1847—1850, omandanud kandi-
daadi astme, tootanud 1859—1861 tdhetorni direktori abina ja
fiiiisika kabineti inspektorina ning 1861—1887 Tallinna Giim-
naasiumi {ilemopetajana, seejirel elanud pensiondrina Tallinnas.

Raamatu eessonas iitleb autor, et tema eesmérk on anda giim-
naasiumi lopetajale enne iilikooli minekut iilevaade matemaatika
arenemisloost, niidata, kuidas see teadus on olnud muistsest
ajast peale loodusteaduste aluseks. Autor tahab noorsugu veen-
da, et ainult tésine mottetéd ja loominguline visadus viivad toe-
liste edusammudeni inimkonna arengus.

Paaril lehekiiljel kujutab autor, kuidas inimene loodusndhtusi
vaadeldes neid esialgu muinasjuttude abil seletada piiiidis ja
hiljem — Egiptuses ja Babiiloonias — looduse objektide vormi
ja arvu vaadeldes esimesi teaduslikke jdreldusi tegi.

Kreeklased arendasid edasi eeskdtt just ndhtuste vormi uuri-
mist, kuna India teadlased avaldasid huvi peamiselt arvu vastu.
Molemale suunale annab autor voimaliku pohjenduse. Pohjaliku-
malt peatub ta kreeka matemaatika saavutustel ja iseloomul,
kujutades seejuures iildiselt digesti tdhtsamate kreeka teadlaste
teeneid. Eukleidese tutvustamisel nimetatakse tema ideede jatka-
jatena Steinerit ja Poncelet’d. Kisitlust leiavad india matemaa-
tikute saavutused aritmeetikas ja algebras (kuni Pelli vérran-
dini). On mainitud ka voimalikke kreeka ja india Gpetlaste ideede
vastastikuseid mojustusi Aleksandrias (Diophantos).
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Matemaatika arengu jdlgimisel Euroopas annab autor iile-
vaate Kepleri, Viéte'i, Stiefeli, Napieri, Stevini ja Descartes’i
loomingust. Seoses vorrandite teooria edusammudega nimeta-
takse Cardanot, Tartagliat, Ferrarit, Harriot'd, Girardi.

Peatiikis korgemast matemaatikast on enam juttu Leibnitzist
kui Newtonist. Bernoullide ja Euleri saavutused leiavad hinda-
mist, Gaussi omad napilt. Raamatu viimased lehekiiljed sisalda-
vad vaimustava pildi matemaatika tdhtsusest loodusteadustele
(Leverrier, Adams, Fresnel, Hamilton).

Viimane lehekiilg algab sonadega: «Niartsimata loorberid, mis
ehivad korgemat matemaatikat loodusteadustes, ei tee elemen-
taarmatemaatikat iilearuseks, sest loodus ei hdbene luua monin-
gaid oma nidhtusi dige elementaarsete seaduste pdohjal ja konst-
rueerida puht-eukleidilisel viisil sirkli ja joonlaua abil, nagu
seda oOpetavad imepdraselt seaduspirased lumehelbed ja tuhan-
ded teised kristallid...» Autor Iopetab Fourier’ vaimustavate
sonadega: «Matemaatika on inimmoistuse voime, mis aitab katta
selle piiratust ja elu lithidust».

Raamatukeses kolavad praegusele lugejale moned read ehk
aegunutena. Omal ajal vddris ta tdhelepanu ja on veel praegugi
loetav. Kahjuks pole temas juttu vene teadlaste saavutustest.

Loodame, et ka tdnapdeval kerkib esile keskkooliopetajaid,
kes Carl Laisi eeskujul seavad endale eesmirgiks tutvustada
meie koolinoori ja iildse laiemat lugejaskonda matemaatika aren-
guga ja tema osaga teaduste siisteemis.

SAM LOYDI ULESANDED

Samuel Loyd, ameerika suurim nuputusiilesannete koostaja, siindis 30. jaa-
nuaril 1841. a. Philadelphias. Kolm aastat hiljem asus nende perekond elama
New Yorki, kus noor Sam oppis kuni 17-aastaseni. Ta oli pikk, kohn, vaikne
ja tal olid ebaharilikud harrastused: jdreleahvimine, trikkide tegemine, kéhu-
riakimine, mustast paberist silueltide véljaloikamine, malemédng. Malet oppis
ta mingima 10-aastaselt ja ta kiindus niivord sellesse mingu, et luhtusid
isegi plaanid saada inseneriks. Korvuti malemidnguga hakkas ta koostama
maleiilesandeid. Ta oli 14-aastane, kui avaldati esimene tema malciilesanne ja
tema kuulsus maleiilesannete koostajana kasvas kiiresti. Loyd on sel alal jaa-
nud tdnapdevani iiletamatuks meistriks.

Pirast 1870. aastat rauges Loydi huvi maleciilesannete vastu ja ta hakkas
koostama matemaatilisi nuputusiilesandeid. Ka siin saavulas la kiiresti kuul-
suse, tema iilesannete eest maksti miljoneid. )

Loydi iilesanded olid laiali pillatud paljudes ajakirjades ja ajalehtedes.
Pirast tema surma (10. apr. 1911) kogus {cma poeg Samuel Loyd jun. isa
iilecsanded kokku ja avaldas nced kogumikuna Cyclopedia of Puzzles. Selles
tcoses oli aga kiillalt palju vigu. Tuniud tcaduslike ja nupulusiilesannete
raamatute autor Martin Gardner tegi itlesannetest valiku, siistematiseeris ja
korrigeeris neid ning avaldas kahckéitelise teose Mathematical Puzzles of Sam
Loyd (1959), millest jargnevalt ongi toodud mdned niited.!

! Ulesanded tdlkinud ja sissejuhatuse kirjutanud R. Samel.
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KUI PALJU KAALUB LAPS?

Mrs. O'Toole, pidades silmas majanduslikku kasu, kavatseb kaaluda kor-
raga cnnast, oma last ja koera. Kui ta kaalub sada naela rohkem kui koer
ja laps ning koer kaalub 60% viahem lapsest, kas te voite siis 6elda, kui
palju kaalub laps?

ERALDADA POISID JA TUDRUKUD

Kaheksa pongerjat iilal pildil seisavad reas, nii et poisid ja tiidrukud
on vaheldumisi. Ulesandeks on nad selliselt {imber paigutada, et neli sodurit
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oleksid ihel poolel ja neli Punase Risti tiidrukut teisel poolel, kusjuures koik
kaheksa seisaksid iiksteise korval. Seda tuleb leha nelja imberpaigutusega,
ll:usmures iga umberpaigutus . seisneb kahe korvutioleva lapse viimises teise
ohta.

Parim tee lahendada {ilesannet on asetada penniline iga poisi kohale ja
10-sendiline iga tiidruku kohale, seejdre! nihutaces kaht raha korraga piiiida
tuua koik pennid ihele poole ja 10-sendilised teisele poole nelja iimberpaigu-
tusega. Pidage meeles, et nihutatavad rahad peavad olema korvuti asetsev
paar ja e ei vdi neid omavahel iimber vahetada. Niiteks te vdaite paigutada
D ja E (tihed on mitsidel) rea vasakusse serva. Kui te leete nii, siis te ei
voi neid iimber asetada, nii et E oleks D-st vasakul
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KUIDAS ESIMENE MANGIJA VOIB ALA1l VOITA?

Hiljuti sattusin 15. sajandi manguhulluse kirjeldusele, kus teiste osavus-
ja onnemingude seas, mille peale riiiitlid nii hoolimatult kihla vedasid, oli
mainitud munade linale ladumise sporti. Siit vbib-olla périnecb Kolumbuse
ja muna lugu, kuid hoolimata oma targast sisust tundub ta liiga tuimana
sellise " metsiku perioodi jaoks. Mulle meeldis selle mingu pohimote, mis
kutsub esile leidlikke ja originaalseid mottekiike.

Seda mingu mingivad kaks vastast, kes asctavad vordse suurusega mune
vaheldumisi ruudukujulisele salvritikule. Kui muna on asctalud, siis ei vbi
kumbki mingija seda liigutada voi puudutada. Ming jitkub seni kuni salv-
ratik on nii tdis, et sellele pole vdimalik juurde panna enam dhtki muna.
Mingija, kes asetas muna viimati, on voitia. Salvritiku voi munade suurus,
samuti munadevahelised kaugused c¢i ole tihisad ja scetidttu paistah, et vii-
mase muna asetamine on onne vdi juhuse asi. Siiski, kasntades kava-
lat strateegiat voib esimene mingija alali vdita, mis, nagu suur rmeresditja
mainis, «on kdige lihtsam asi maailmas, kui teile on niidatud, kuidas!»

85



20 AASTAT STEFAN BANACHI

SURMAST

1. Tammeraid

31. augustil 1965. a. moddus 20
aastat viljapaistva poola matemaati-
ku, lineaarsete ruumide kaasaegse
teooria rajaja Stefan Banachi sur-
mast.

Stefan Banach siindis 30. mirtsil
1892. a. Krakovis, kus omandas ka
keskhariduse. A. 1910—1914 oppis ta
L.vovi poliitehnilises instituudis. Huvi
matemaatika vastu iratas noores
Banachis tema sober, poola hulga-
teoreetilise koolkonna esindaja H.
Steinhaus. Oma csimese iseseisva 160
avaldas Banach alles 26-aastasena
(1918). Tema varasemas loomingus
oli eriline koht 1922. a. ilmunud to0l,
milles lahendati {ildine mododu prob-
leem sirgel ja tasandil.

1922. a. alustas Stefan Banach
lineaarsete ruumide ja lineaarsete
operaatorile uurimist, todde tsiiklit,
milles rajati kaasaegse funktsionaal-
analiiiisi alused. Need toid talle ka
tunnustuse. 1924. a. valiti ta Poola
Teaduste Akadeemia korrespondent-
liikmeks ja Lvovi iilikooli professo-
riks. Lvovis koondus Banachi {imber
terve funktsionaalanaliiiisi koolkond
(J. Schauder, S. Mazur jt.). Alates
1929. a. andis Banach koos Stein-
hausiga vilia rahvusvahelist ajakiria
Studia Mathematica. Selle ajakirja
esimeses numbris ilmus Banachi su-
lest artikkel, milles oli esmakordselt
dra toodud iiks lineaarsete ruumide
teooria pohiteoreeme — teoreem line-
aarsete funktsionaalide jitkamisest.
1032. a. ilmus Banachi monograafia
«Lineaarsete operatsioonide teooria»
(Théorie des opérations linéaires).
See monograafia oli 6pikuks tervele
matemaatikute plejaadile. Neil aastail
asus Stefan Banach t66tama juba
mittelineaarse funktsionaalanaliiisi
aluste kallale, alale, mille uurimisega
on hiljem tegelnud paljud nimekad
matemaatikud.
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onnestus tal

Koige selle korval
saada uusi tulemusi ortogonaalridade
teoorias ja lahendada probleeme ka
teistes kaasaegsc malemaatika haru-

des. Banachi kui pedagoogi huvide
ring oli vdga lai, ulatudes isegi meh-
haanikasse. (Ta avaldas originaalse
kahekoitelise mehhaanika opiku.) So-
jaeelsetel aastatel oli Banach Poola
Matemaatikaseltsi president. 1939. a.
kevadel anti falle Poola korgeim tea-
dusl’k preemia.

1939. a. {ihendati Lvov Ukrainaga.
Stefan Banach asus kogu energiaga
organiseerima té66d Lvovi dlikoolis.

Ta valiti fiilisika-matemaatikateadus-
konna dekaaniks. )
1941. a. ei onnestunud Banachil

evakueerida perekonda ja ta jdi Lvo-
vi, kus tema olukord kujunes valja-
kannatamatult raskeks. Nagu paljud
teisedki Lvovi teadlased, tootas Ba-
nach «tiitoitjana» instituudis, mis



valmistas tiitifusevastast  vaktsiini.
Pirast noukogude voimu taaskehtes-
tamist asub ta wuuesti todle Lvovi

iilikooli. Seoses fileelatud katsumuste
ja areneva kopsuviahiga halvenes
Banachi tervislik seisund 1945, a.

algul jarsult, tommates kriipsu peale
tema tulevikuplaanidele. Siefan Ba-
nach suri 3l. augustil 1945. a.

Esitame jdrgnevalt moningaid kil-
de H. Steinhausi kénesl, mille ta pi-
das 4. septembril 1960. a. Poola Tea-
duste Akadeemia 'Matemaatika Insti-
tuudi  konverentsil. Konverents oli
pithendatud S. Banachi 15. surma-
aastapdevale .

Banachi arvates oli otsustav tdiht-
sus matemaaltiliste teooriate vadrtu-
sel, sealjuures nende omapirasel, mit-
te utilitaarsel vddrtusel. Tema vilis-
maised konkurendid lineaarsete ope-
raatorite teooria alal votsid vaatlusele
litalt ildised ruumid ja seetOttu said
vaid banaalseid tulemusi, voi siis te-
gid nende ruumide kohta liiga palju
ecldusi, mis kitsendas rakenduste
sfdari mdnede kunstlike niidetega;
Banachi geenius ilmnes kuldse kesk-
tee leidmises.

ES *®
*

Banach ci lootnud kunagi onneli-
kule juhusele ja sellele, et tditub
antud momendil soovitav oletus. Ta
armastas rdadkida, et «lootus on lolli-
de ema»; selline skeptitsism opti-
mismi suhtes oli talle omane mitte
ainult matemaatikas, vaid ka polii-
tilistes prognoosides. Ta sarnanes
Hilbertiga selles mdttes, et riindas
iga ‘probleemi otserinnakuga, ia heit-
nud ndidete abil korvale kdik kilg-
teed, koondas kogu oma jou jdrele-
jddnud sihileviivale teele; ta uskus,
et ilesande loogiline analilis, mis
on ldbi viidud nii, nagu maletaia
analiiiisib keerulist seisu, peab viima
teoreemi toestuseni vGi selle eitami-
seni.

* *
®

Banach ei olnud professor selle
sonag otseses mottes. Oma loenguid

! Vene keelest télkinud G. Vai-
nikko. Kone tiieliku teksti v6ib leida
ajakiriast «)Xvpuaa Iloarcko#t Axane-
muu Hayk», 1960, V, Ne 3—4, lk. 78—87.

pidas ta hiilgavalt; kunagi ei eksi-
nud  aksikasjades ega kirjutanud
tahulit tiis keerulisi valemeid ja
arvukaid simboleid. Ta ei omista-
nud tdhtsust oma esinemiste vormi
tdiuslikkusele; talle oli védras iga-
sugune humanitaarne lihv ja kogu
oma eluajal sdilitas ta Krakovi viru-
kaela moned jooned nii kditumses
kui ka koneviisis. Tal oli raske for-
muleerida mb3iteid kirjalikult; oma
kdsikirja kirjutas ta eraldi lehtedele,
mis olid vdlja rebitud vihikutest; kui
oli vaja muuta osa kirjutatud teks-
tist, loikas ta kérvaldatavad read dra
ja kleepis nende kohale puhta pabe-
ri, millele kirjutas uue teksti. Sop-
rade ja assistentide abita ei oleks
Banachi esimesed t66d kunagi triikis
ilmunud. Kirju ta peaaegu iildse ei
kirjutanud ja kirjalikele jarelpdrimis-

tele ei wvastanud.
L3 *
%
Banach oskas todtada alati ja

koikjal. Ta ei olnud harjunud muga-
vustega ja el wvajanud neid; see-
tottu oleks nagu pidanud jdtkuma
professori palgast. Kuid kohvikus vii-
bimise kirg, taielik argielu 6konoo-
mika mittetundmine ja igapdevased
segadused oma asjades olid p3hju-
seks, et ta sattus vblgadesse ja jai
lopuks vaga raskesse majanduslikku

olukorda.
* *

*

Banach, Mazur ja Ulam — see
oli peamine laudkond «Soti kohvi-
kus» Lvovis. Ukskord toimus koguni
«istungs, mis ovdltas 17 tundi; tule-
museks oli tihe Banachi ruumide koh-
ta kdiva tdhisa teoreemi toestus,
kuid keegi ei kirjutanud toestust iiles
ja niiid ei suuda keegi seda taas-

tada... Toendoliselt pesi koristaia
pirast «istungit» harjumuse kohaselt
keemilise  pliiatsiga tdiskirjutatud

lauakese puhtaks. Nilsugune oli pal-
jude Banachi ja tema dpilaste toes-
tatud teorcemide saatus. Seetittu on
vdga suur tema naise Lucia Banachi
teene, kes ostis paksu kovade kaan-
tega kaustiku ja andis selle «Soti
kohviku» dlemkelnerile; kaustiku leh-
tedele tuli kanda probleemid nii, et
pdérdele oleks kunagi vbimalik kir-
jutada vastavad lahendused ja vas-
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tused. Seda originaalset «Soti raa-
matuty vois kasutada igaiiks, oli vaja
vaid tellida kelnerilt. M3ned problee-
mid olid sinna kirja pandud vaeva-
tasu lubadusega lahenduse eest; pree-
mia koikus tassist mustast kohvist

kuni elusa haneni.
* *

Ekslik oleks pidada Banachi unis-
tajaks, apostliks voi askeediks. Ta oli
realist, kes isegi oma vdlimusega ei
sarnanenud pihaku kandidaatidega ...
Ta oli terve ja tugev, oli realist
isegi kinismini, kuid andis Poola tea-

KONVERENTS

dusele, eriti Poola matemaatikale
rohkem kui keegi teine. Kellelgi ei
onnestunud eredamalt kui temal ha-
jutada kahjulikku arvamust, et tea-
duslikus viistluses on geeniuse puu-
dumine (voi vahemalt talendi puudu-
mine) asendatav teiste eelistega, mil-
lel koigil on muide see dhine joon,
et neid on raske kindlaks teha. Ba-
nach teadis, milline on tema tdhtsus
teaduse jaoks ja milliseid vdartusi ta
loob. Ta rGhutas oma magilasparit-
olu ja suhtus kiallalthi pilglikult
portfellita intelligendi tidpi, kellel
oli vaid iildine haridus.

«TAPPISTEADUSTE ARENGU JA METOODIKA

POHIKUSIMUSI EESTI NSV-S»

A. Oja

Seekordne, arvult kolmas téappis-
teadusle alane teaduslik-pedagoogiline
konverents toimus 7.—9. maini Tar-
tus. Konverents oli  pithendatud
Eesti NSV 25. aastapievale.

Osavott konverenisist oli arvukas
ja aktiivne: osavotjaid registreeriti
ule 300. Tanu ENSV Haridusminis-
teeriumi aktiivsele kaasabile konve-
rentsi ettevalmistamisel, olid esinda-
tud peaaegu koigi rajoonide haridus-
osakonnad. Ule poole osavéijatest
olid viljastpoolt Tartut ja Tallinna.
Kui arvestada ka ekskursioone TRU
arvuluskeskusse, fiilisika laboratooriu-
midesse, Toravere observatooriumi ja
«kiiberneetilise» ndidendi «Raps» iihis-
kiilastust, siis kujunesid konverentsi
«tdopdevad» iisna pikkadeks ja dihe-
dateks, kestes liihikeste vaheaegadega
hommikust hilisdhtuni.

Avaplenaaristungil kisilles K.-S.
Rebane fiiisikute ettevalmistamist
TRU-s perioodil 1961.—1970. a. Huvi-
pakkuvad ettekanded olid J. Einas-
tolt ja L. Valdilt. Esimene neist
radkis leadusliku 166 produktiivsusest,
tuues esile rea praktikas esinevaid
organisatoorset laadi mojureid, mis
pidurdavad teaduslikku to6d ja mille
korvaldamine parandaks tunduvalt
teadusliku t66 kvaliteeti ja kvanti-
teeti. L. Valt pohiendas oma ettekan-
des <«Teaduse metodoloogia aktuaal-
seid probleeme» vajadust uurida eri-
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nevate tunnetusmeetodite vahekorda.
Ettekandja kirjeldas teadusliku tunne-
tuse struktuuri loogilist mudelit ja
rohutas, et on vaja analiiiisida laie-
mas plaanis teadusliku uurimise prot-
sessi ennast, — see ongi teaduse
metodoloogia {ilesanne.

Rida Tallinna, Tartu ja Toravere
teadlasi tutvustas kuulajaid oma tea-
dusliku uurimistéd saavulustega.

Suurt tdhelepanu poorati konve-
rentsil metoodika kiisimustele.  Nit
matemaatika kui ka fiiiisika sektsioo-
nis oli {ihe istungi tulipunktis vas-
tava aine metoodika. Metoodikaala-
sed ettekanded olid kill mitmeke.i-
sed, kuid iihise murena jai nii fii .i-
ka kui ka matemaatika pedagoogisel
kolama see, et keskkooli oppepro :-
rammid ei vasta tegeliku elu noul-
mistele, Kaasaegne tehniline ja tca-
duslik progress nduab noortelt ellu-
astujatelt selliseid teadmisi, miile
kohta oppeprogrammides pole sonajri.
Otseselt  kisitlesid neid kiisimusi
J. Reimand («Majanduslikud kii-
simused keskkooli matemaatikakursu-
ses») ja K. Velsker («Tdenédosus-
teooria ja matemaatilise slatistika
elementide kisitlemise vajalikkusest
keskkoolis», «Matemaatika meloodika
rahvusvahelisi probleeme»). Viimane
neist kasitles iildharidusliku poliiteh-
nilise keskkooli reformimise problee-
mi ka laiemalt, ndidates dra selle



rahvusvahelist iseloomu. Kui seni
piiiiti reformimist teostada olemasole-
vate programmide kohandamise ja
parandamise teel, siis viimasel ajal
peetakse vajalikuks koostada algu-
sest lopuni tdiesti uued oppeprogram-
mid.

. Konverentsi kesksemaks teemaks
kujunes programmeerilud Gpetamine.
Sellest valdkonnast oli etiekandeid
koige arvukamalt. See on ka tdiesti
moistetav, sest programmeeriiud ope-
tamine on -viimastel aastatel olnud
paljude pedagoogide tihelepanu ob-
jektiks. Kuulajate aktiivse ja asja-
tundliku osavotu pohjal voib nende
kiisimuste arutamisest jdreldada, et
paliud meie fiiisika ja matemaatika
opetajad ei ole programmeeriiud ope-
tamise kilsimustega mitte ainult hasti
kursis, vaid kasutavad programmee-
ritud Opetamise meetodeid ka igapie-
vases koolipraktikas. Kokkuvatteid
oma kogemustest ja vordlevatest uuri-
mustest programmeeritud ja tavalise
opetamisviisi kohta esitasid H. Kull
(Tarlu 2. Keskkool), A. Haamer
(Elva Keskkoo!), T. Palm (Tallinna
21. Keskkool) ja L. Lubi (Pirnu
1. Keskkool). Arvukalt esinesid pro-
grammeeritud oOpetamise alaste ette-
kannetega ka kérgemate koolide pe-
dagoogid (U. Agur, K. Toim,
L Kull jt).

Vaatamata i{isna ulatuslikule pro-
grammeeritud Opetamise rakendami-
sele kogu vabariigis, jdi siiski mul‘e
(seda rohutasid ka mitmed eltekand-
jad), et praktikas pole tegelikult kau-
gemale joutud Opilaste teadmiste
mehhaniseeritud  kontrollist. Né&hta-
vasti on sellise olukorra pGhjuseks,
kui voorastav see ka ei tunduks,
oppeprotsessi  siigavamate seaduspi-
rasuste vihene tundmine.

. Konverentsil voeti vaslu jargmine
resolutsioon:
RESOLUTSIOON

“Tartu Riikliku Ulikooli, ENSV TA
Loodusuurijate Seltsi ja ENSV Hari-
dusministeeriumi  poolt korraldatud
111 teaduslik-pedagoogilise  konve-
rentsi «Tappisteaduste arengu ja me-
tondika pohikiisimusi Eesti NSV-s»
toost vottis osa iile 300 matemaatika
ja fiiisika Opetaja ja {dppisteadlase
vabariigi kesk- ning korgematest
koolidest ja uurimisinstituutidest.

Konverents konstateerib, et meie
vabariigi korgemates koolides ja ins-
tituutides uuritakse edukalt matemaa-
tika, fiiiisika, teoreetilise mehhaanika
ja asironoomia paljusid aktuaalseid
teoreetilisi ja praktilisi probleeme.
Seda tunnistab ka asjaolu, et vii-
mastel aastatel teostatud tappistea-
duste alastest uurimustest on esita-
tud mitmeid ulatuslikke tdéid Nouko-
gude Eesti preemiate saamiseks.

Tosiselt tegeldakse samuti 1dppis-
teaduste Gpetamise probleemidega nii
kesk- kui ka korgemates koolides. Nii
on meie vabariigi matemaalikud ja
fiitisikud kirjutanud suure hulga opi-
kuid ja rotaprindil paljundatud oppe-
vahendeid. On vilja antud metoodi-
list kirjandust. Tappisteaduste tase-
me tostmiseks ja huvi &dratamiseks
tappisteaduste vastu meie vabariigi
opilaste ja tootajate hulgas on kaasa
aidanud niisugused populaarteadusli-
kud viljaanded, nagu «<Matemaa-
tika ja kaasaeg», kogumikud
«Loodus ja matemaatikay,
«Matemaatika. Metoodiliste
artiklite kogumik» ja mitmed
meie vabariigi teadlaste kirjutatud
populaarteaduslikud teosed. Juba pi-

kemat aega  korraldatakse  tap-
pisteaduste alaseid vabariiklikke oliim-
piaade keskkooli Gopilastele.  1965.
aasta  aprillikuus  toimunud  dle-

venemaalisest tdppisteaduste oliimpi-
aadist votsid osa ka meie vabariigi
koolinooréd, kes saavutasid seal
mitmeid auhinnalisi kohti.

Koigi nende positiivsete saavutuste
kdorval esineb aga ka mitmeid olu-
lisi kitsaskohti tdppisteaduste cdasi-
arendamisel meie vabariigis, samuti
vastavate spetsialistide etlevalmista-
misel ja koolinoorte matemaatika- ja
fiilisikaalasel viljaoppel.

Nende kitsaskohtade kdrvaldami-

seks teeb konverents jargmised ette-

panekud:

1. Teadusliku uurimiston efektiiv-
suse ja produkiiivsuse suurendami-
seks soovilab konverents vabariigi
korgematel koolidel, uurimisinstituu-
tidel ja vastavatel wvabariiklikel or-
ganitel (ENSV MN Riiklik Koreema
ja Keskerihariduse Komitee, ENSV
MN Riiklik Teaduslike Uurimistdode
Koordineerimise ~ Komitee)  pdorata
suuremat tihelepanu teaduslikus t66s
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esinevate kitsaskohtade analiliisile ja
uurimustele teadusliku t66 metoodika
ning teaduste metodoloogia alal.

2. Konverents soovitab ENSV Tea-
duste Akadeemial, ENSV MN Riik-
likul Korgema ja Kesk-erihariduse
Komiteel, korgematel koolidel, uuri-
misinstituutidel ja ENSV Haridusmi-
nisteeriumil poorata suuremat téhele-
panu teadusliku informatsiooni hanki-
misele ja vahetamisele tidppisteaduste
aktuaalsete suundade kohta, samuti
tiappisteaduste metoodika valdkonnas.
Sel eesmirgil tuleks suurendada voi-
malusi komandeeringuteks, seathul-
gas ka vilismaisteks.

3. Konverents soovitab ENSV MN
Riiklikul Kirjastuskomileel, kirjastusel
«Eesti Raamat», ajakirjade {oimetus-
tel, ENSV Haridusministeeriumil ja
tippisteadlastel podrala suuremat ta-
helepanu vastava ala opikute, Oppe-
vahendite (iilesannete kogud, t6ovihi-
kud ja muu didaktiline materjal), po-
pulaarteaduslike teoste ja kirjutiste
laialdasemale koostamisele, tolkimi-
sele ja avaldamisele.

Kirjastustel ja vabariiklikul raa-
matukaubastul {uleks tdhelepanu p66-
rata samuti piisavate tiraazide maa-
ramisele tdppisteaduste alastele val-
jaannetele.

4. Konverents loeb hadavajalikuks
oluliselt parandada koolidele vajalike
didaktiliste materjalide véljaandmist.

5. Taotleda kogumikule «Mate-
maatika ja kaasaeg» ajakirja oiguste
andmist.

Konverents konstateerib, et vaja-
dus analoogilise ajakirja jirele on
ka fiiiisika ja keemia alal.

6. Paluda vabariigi pedagoogilisc
ajakirjanduse toimetust avada «Nou-
kogude Opetajas» v6i «Noukogude
Koolis» rubriik «Uusi oppevahen-
deid», milles avaldada artikleid uute
oppevahendite tutvustamiseks ja ka-
sutamiseks oppetdos.

7. Pidada otstarbekohaseks Eesti
NSV matemaatikute seltsi loomist,
mis organiseeriks ja koordineeriks
matemaatikaalast tegevust meie va-
bariigis.

Vastava seltsi organiseeriva ko-
mitee moodustamine teha iilesandeks
TRU matemaatikaosakonnale.
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8. Konverents leiab, et meie va-
bariigis on vajalik sdilitada 11-klassi-
line keskharidus. Seoses sellega peab
konverents otstarbekohaseks viltida
iildse 10-aastase Gppeajaga keskkooli
I6petajate lende.

9. Konverents peab vajalikuks jat-
kata t60d keskkooli matemaatika- ja
fiilisikakursuse sisu méaidramiseks ja
metoodilise kisitluse parandamiseks.

10. Konverents soovitab keskkoo-
lide matemaatika ja fiilisika Opetaja-
tel poorata erilist tidhelepanu opilaste
huvi dratamisele tidppisteaduste vas-
tu. Sel eesmirgil voiks peale kooli-
siseste irituste (erialaringide G0,
lemaatilised seinalehed jms.) korral-
dada kohtumisohtuid vabariigi tap-
pisteadlasiega, stimuleerida Opilaste
osavottu tippisteaduse-alastest olim-
piaadidest jne.

Konverents soovitab keskkoolide
matemaatika ja fiilisika Opetajatel
po6rata tihtlasi tdhelepanu vastavate
eeldustega noorte innustamisele asu-
da edasi oppima tédppisteaduste ala-
del. .
11. Konverents kiidab heaks tap-
pisteaduse-alaste eriklasside loomise
meie vabariigi moéningate keskkoolide
juures.

Konverents peab otstarbekohaseks
(vastava Opetajatekaadri ja materiaal-
se baasi olemasolu korral) niisuguste
eriklasside arvu suurendamist.

12, Konverents soovitab program-
meeritud Opetuse pohimotete edasi-
arendamisel ja rakendamisel poorata
senisest suuremat tdhelepanu prog-
rammeeritud  Opetuse teoreetilistele
probleemidele.

13. Konverents soovitab ENSV
MN Riikliku Korgema ja Kesk-eriha-
riduse Komiteel taotleda programmee-
ritud Opetamise alase vabariiklikn
probleemlaboratooriumi loomist.

14. Ed. Vilde nim. Tallinna Pe-
dagoogilises Instituudis ja Tartu
Riikliku Ulikooli pedagoogilistes ha-
rudes soovitada kisitleda program-
meeritud Opetamise kiisimusi.

15. Konverents soovitab ENSV
Haridusministeeriumil organiseerida
tappisteaduse-alaste diafilmide wval-
mistamist ja tootmist, pidades silmas
eriti programmeeritud Gpetamise va-
jadusi.



Lenini preemia Caureaate

Kiimnest Lenini preemiast, mis
1965. a. anti vilja eriti silmapaist-
vate teaduslike t06de eest, omistati
kolm preemiat matemaatikutele. Kor-
ge austuse osalisteks saanud mate-
maatikuteks on:

1. Arnold, Vladimir Igorjevits
(siind. 1937. a.), fiilisika-matemaati-
kateaduste doktor, Moskva Riikliku
Ulikooli professor, Kolmogorov,
Andrei Nikolajevit§ (siind. 1903. a.),
akadeemik, kateedri juhataja samas
iilikoolis, — t6ode tsitkli eest Hamil-
toni siisteemide stabiilsuse alalt;

2. Mitropolski, Juri Alekse-
jevits (siind. 1917. a.), Ukraina NSV
Teaduste Akadeemia akadeemik, Uk-
raina NSV Matemaatika Instituudi di-
rektor, — t66de tsiikli eest mitteli-
neaarsete diferentsiaalvorrandite teoo-
rilaIt ja mittelineaarsete vonkumiste
alalt;

3. Kantorovits, Leonid Vi-
taljevit§ (siind. 1912. a.), akadeemik,
NSVL Teaduste Akadeemia Siberi
Osakonna Matemaatika Instituudi di-
rektori asetaitja, NemtsSinov,
Vassili Sergejevits (1894—1964), aka-
deemik, NovoZilov, Viktor Va-
lentinovits, majandusteaduste doktor,
Leningradi Insénermajandusliku Ins-
tituudi professor, — lineaarse pla-
neerimise ja majanduslike mudelite
teadusliku  teooria  viljatootamise
eest.

Akadeemikute = Kolmogorovi ja
Kantorovitsi kohta ‘leiab lugeja ma-
terjale «Matemaatika ja kaasaja» eel-
mistest numbritest (nr. 2 lk. 77—78 ja

nr. 6 lk. 88).
Allpool avaldame liihiiilevaated,
mis tutvustavad kéesoleval aastal

Lenini preemia saanud tédde sisu ja
tahtsust.

AUTORID: OPETAJA JA OPILANE!

I. Gelfand

Viahe leidub kéesoleval ajal Opet-
lasi, kelle nimi kutsuks esile nii iiks-
meelse teenete ja -autoriteedi tunnus
tuse kui A. N. Kolmogorovi oma
Tuntud .on Andrei Nikolajevitsi to6d
peagu igast matemaatika valdkon
nast. Vaarib erilist markimist, et sil-
mapaistev noukogude matemaatik ja
pedagoog, akadeemik A. N. Kolmo-
gorov on tunnistatud Lenini preemia

véiriliseks koos oma andeka oOpi
lase V. L. Arnoldiga toode tsikl
eest, milles kisitletakse Hamiltoni

siisteemide stabiilsuse probleemi.
Neil matemaalika ja mehhaanika
piirialastel toodel on erakordne taht
sus. Juba ammu — mitte vihem
kui seitsekimmend aastat tagasi —
parast A. Poincaré uurimusi, muutus
moistetavaks, et ainult viikest arvu
mehhaanikaalaseid {ilesandeid on voi-

! Ajalehest «Hasecrus», 22.
1965. a., tolkinud K. Ariva.

apr.

Akadeemik A. N. Kolmogorov
noortele matemaatikutele loengut
pidamas.
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malik lahendada tdpselt. Uksiku pla-
needi liikumist imber Pidikese on voi-
malik tidpselt kirjeldada. Kuid juba
kolme keha samaaegse liikumise prob-
leemil ei ole tdpset ehk — nagu
matemaatikud itlevad — analiiitilist
lahendit. Monel juhul vGetakse abiks
ligikaudsed meelodid ja kaasaegsed
arvutusmasinad. Kuid juba maérgitud
kolme keha probleemiga ei tule toi-
me isegi koige kiirem elektronar-
vuti. Pohjuseks on arvutamise tap-
suse kiire kahanemine juhul, kui on
tarvis vaadelda siisteemi liikumist
pika ajavahemiku viltel. Niiteks Maa
on oma olemasolu kestel sooritanud
umbes viis miliardit tiiru imber P4i-
kese, sellepdrast on voimatu kirjel-
dada tema liikumist ligikaudsete
meetoditega.

Niisiis real juhtudel ei saa meid
aidata ei tdpsed (analiiiitilised) ega
ligikaudsed (numbrilised) meetodid.
On vajalikud mingid iildised kvalita-
titvse uurimise meetodid.

V. 1. Arnoldi ja A. N. Kolmogp-
rovi uurimustes ongi valja toéstatud
tdiesti uus matemaatiline meetod.

Selle rakendamine véimaldas autoreil
lahendada rea probleeme, mida se-
nini, paliude silmapaistvate matemaa-
kute, mehhaanikute ja astronoomide
pingutustest hoolimata ei suudetud
«vallutada». Niitena voib tuua jalle
kolme keha probleemi. V. I. Arnold
toestas oma Opetaja. A. N. Kolmo-

gorovi viljatéotatud meetodi abil
selle iilesande stabiilsete lahendite
kiillalt suure «massiivi» olemasolu.

See uurimus on vahetult seotud néi-
teks Piikesesiisteemi stabiilsuse prob-
leemiga.

Uued meetodid osutusid sedavord
viljakaiks, et neid Onnestus raken-
dada mitte ainult klassikaliste prob-
leemide uurimisel, vaid ka terve rea
iilesannete. puhul, mille tdhtsust mois-
tetakse alles praegusel ajal, — nii-
teks Kkiisirnus laetud osakeste liiku-
misest «magnetloksudes».

V. L "Arnoldi ja A. N. Kolmogo-
rovi to6de ilmumine on erakordselt
tdhtis siindmus. Kogu maailmas mdis-

tetakse, et tegemist on ndukogude
matemaatika suurepirase saavutu-
sega.

LENINI PREEMIA MITTELINEAARSETE SUSTEEMIDE
UURIMISE EEST!

N. A. Tsaikovski ja E. M. Parasjuk

‘Paljud faisikalised protsessid on
kirjeldatavad  diferentsiaalvorrandite
abil, mis sealjuurees voivad olla kas
lineaarsed — kui esinevad vaid tule-
tiste esimesed astmed —, vdi siis:
mittelineaarsed — kboigil teistel juh-
tudel. :

Ajalooliselt koige varem uuriti
lineaarsete diferentsiaalvorrandite ra-
jaiilesandeid (tdnu nende lahendite
suhteliselt lihtsale struktuurile) ning
tinapdeval on need tulemused muu-
tunud matemaatika klassikaliseks saa-
vutuseks. Mittelineaarsete diferent-
siaalvorrandite teooria erineb aga li-
neaarsete vorrandite omast iisna olu-
liselt ja lineaarsete vorrandite puhul

'

1 Kiesolva artikli saatsid «Mate-
maatika ja kaasaja» toimelusele Lvo-
vi matemaatikud. Vene keelest tdlkis
E. Jiirim3e. :
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tuntud meetodite lihtne iilekandmine
mittelineaarsele. juhulé ei osutunud
voimalikuks. Seetottu kerkis kogu
maailma matemaatikute ette vajadus
luua printsipiaalselt uued meetodid,
mis oleksid kiillalt efektiivsed mitte-
lineaarsete iilesannete lahendamiseks.
Seoses eeskédtt raadiotehnika laiaula-
tusliku arenguga muutus eriti pakili-
seks vajadus uurida nn. mitteline-
aarseid vonkumisi, s. t. diferentsiaal-
vorrandeid, mis sisaldavad ajaliselt
muutuvaid parameetreid. Selle vaja-
duse tottu tekkiski kdesoleva sajandi
30-ndatel aastatel noukogude ja va-
lismaa teaduses uus matemaatika-
haru — mittelineaarne mehhaanika.
Klassikalistele tulemustele, mis on
seotud A. M. Ljapunovi ja H. Poin-
caré nimedega, lisandus niitid niisu-
guste efektiivsete ligikaudsete meeto-
dile areng, mis on rakendatavad von-



kumisi kirjeldavatele mittelineaarse-
tele diferentsiaalvorranditele. Nende
meefoditega seotud &ddrmiselt tdhtsate
kiisimuste lahendamine ongi Kiievi
matemaatikute koolkonna tiheks ti-
helepanuvédirseimaks saavutuseks,

Esimene matemaatikute koolkond
Ukrainas tekkis Kiievis akad. D. A.
Grave (1863—1939) juhtimisel. Sel-
lest koolkonnast parinevad vilja-
paistvad algebraistid ja arvuteo-
reetikud A. Ostrovski, B. N. Delo-
ne, M. F. Kravtduk, O. J. Smidt,
N. G. Tsebotarjov jt.

J. A. Mitropolski

matemaatikute teist kool-
konda juhtis akad. N. M. Krolov
(1879—1945), kes andeka noore mate-

Kiievi

maatiku N. N. Bogoljubovi (siind.

1909) isikus leidis endale vdiirilise
oOpilase, kaasto6taja ning oma 166
jatkaja. Alates 30-ndatest aastatest

tegelesid N. M. Krolov ja N. N. Bo-
goljubov probleemidega, mis hiljem
liitusidki mittelineaarseks mehhaa-
nikaks. Seetdttu peetaksegi neid
oigustatult selle uue teadusharu
loojaiks. Nad teostasid suure tsiik-
li uurimusi seoses raadiotehnika,
siinkroonsete masinate staatilise ja
diinaamilise stabiilsuse ning teiste
rakendusmehhaanika ja tehnika dles-
annetega. Nende t66d arenesid pohi-
liselt diinaamiliste siisteernide astimp-
tootilise  integreerimise ja  niisu-

guste siisteemide iildise teooria suu-
nas. Ulesandeks seadsid nad luua
mittekonservatiivsete siisteemide jaoks
viikese parameetri jirgi arendamise
efektiivsed meetodid, mis voimaldak-
sid vastavaid vorrandeid vaadelda
kui lineaarseid konstantsete kordaja-
tega vorrandeid.

N. M. Krolov ja N.*N. Bogoljubov
arendasid ning pohjendasid mitleli-
neaarse mehhaanika ligikaudseid ja
astimptootilisi meetodeid, luues sel-
lega mittelineaarsete vonkumisprot-
sesside uurimiseks sobiva teooria.
Nende toode jitkajaks on N. N. Bo-
goljubovi oOpilane, '1965. a. Lenini
preemia laureaat J. A. Mitropolski.

Juri Aleksejevits Mitro-
polski siindis 3. jaanuaril 1917. a.
SiSaki kiilas Gogolevski rajoonis
Poltaava oblastis. 1942. a. lopetas
ta Kasahhi (Alma-Ata) iilikooli. Aas-
tatel 1946—1950 to6tas ta Ukraina
NSV Teaduste Akadeemia Ehitusmeh-
haanika Instituudis, aastast 1950
aga Matemaatika Instituudis, olles
seal 1953. a. alates osakonna juha-
taia. Aastast 1958 on J. A. Mitro-
polski Matemaatika Instituudi direk-
toriks. Samal aastal wvaliti ta ka
Teaduste Akadeemia korrespondent-
liikkmeks ning 1961. a. tegevliikmeks.
Ta on Ukraina NSV Teaduste Aka-
deemia fiiiisika-matemaatikaosakonna
biiroo esimees.

Oma tééde pohilised tulemused on
J. A. Mitropolski avaldanud kahes
monograafias — «Mittestatsionaarsed
protsessid mittelineaarsetes  vonku-
missiisteemides»  (Kiiev, 1955) ja
«Asiimptootilised meetodid mitteline-
aarsefe vonkumiste teoorias» (Mosk-
va, 1958; kaasautor N. N. Boeoliu-
bov) — ning terves reas artiklites.

J. A. Mitropolski peamiste resul-
taatide sisuliscks iseloomustamiseks
anname niiiild sona laurcaadile cne-
sele 2,

— Mida annavad Tele lahendatud
matemaatilised  prohleemid  feistele
teadusharudele, tehnilistele distsinlil-
nidele? Sellise kiisimuse esitas kor-
respondent J. A. Mitropolskile. Virs-

ke lenini preemia laureaat vastas
jargmiselt.
? Jirgnev intervjuu on voetud

nadalalehest «Ykpaina» Ne 15, 1965,
Ukraina keelest tolkinud G. Vainikko.

93



— Matemaatika on iks abstraki-
semaid distsipliine. Erinevalt {feistest
teadustest kasutab matemaatika pea-
aegu eranditult iildistatud mdisteid.
Kuid kogu abstrakisusest hool mata
on matemaatikute antud jdreldused
seotud tegelikkusega ja leiavad laial-
dast rakendamist teistes teadustes.

Kaasaegse teaduse ja tehnika pal-
judes harudes tuleb kokku puutuda
vonkumistega, mille sagedus ja amp-
lituud on muutuvad. Selliseid vonku-
misi nimetatakse mitlelineaarseteks
vonkumisteks. Lineaarseid v3nkumisi
on suhteliselt lihtne uurida, nad on
kirjeldatavad ildiselt lihtsate ma‘e-
maatiliste valemite abil. Aga niivea
kui on tegemist mittelineaarsete vin-
kumistega, kerkivad matemaatikute
ette erakordselt rasked probleemid.
Suurimad raskused seisnevad niisu-
guse matemaatilise avaldise leidmi-
ses, mis arvestaks vionkumise pa-
rameetrite ja kordaiate muulumist.
Selle probleemiga on seotud wvint-
vollide, turbiini rootorite, transmis-
sioonide, propellerite, tsentrifuugide
arvutus. Samasuguste vonkumistea

puutuvad kokku teadiased, Res arvu-

‘tavad kosmiliste rakettide ja maa te-

hiskaaslaste orbiite, aga samuti tead-
lased, kes projekteerivad siinkrofa-
sotrone, mille abil fadsikud Gpivad
tundma looduse sigavaimaid sala-
dusi — aatomi tuuma ehitust. Kiiren-
datavate osakeste voog hakkab juba
pdris algul mittestatsionaarselt vin-
kuma, mille tagajirjel osakesed v6i-
vad «kleepuda» sinkrofasotroni sein-
te kilge ja vajaliku kiiruse saavuta-
mine muutub siis endastmdbistetavalt
véimatuks.

Mul onnestus vilja tédtada nii-
suguste ilesannete lahendusmeetodid,
leida vastavad algoritmid. Oeldes
eminav, ei pea ma silmas isiklikult
ennast ja isegi mitte instituuti, mida
juhin. Tdnapdeval ei tehta avastusi
Gksikult. Mittelineaarsete sisteemide
vonkumiste uurimismeetodid said voi-
malikuks tanu ndukogude matemaa-
tikute kooli oitsengule, tinu iile-
maailmselt  kuulsatele  teadlastele
N. N. Bogoljubovile, N. M. Kr3lovile,
A. N. Kolmogorovile ja paljudele
teistele kodumaa teaduse korifeedelc.

MATEMAATILISE MAJANDUSTEADUSE LOOJAD'!

Viimastele aastatele on iseloomu-
lik majandusmatemaatiliste meetodite
tormiline areng ning nende praktiline
rakendamine viaga mitmesugustes pla-
neerimise ja juhtimise {llesannetes.
Mirkides noukogude teaduse selle
uue ja erakordselt perspektiivse suu-

na edusamme, omistatigi 1965. a.
Lenini preemia kolmele silmapaist-
vale ndukogude Opetlasele — L. V

Kantorovitsile, V. L. NemtSinovile ja
V. V. Novoiilovile. Nende téddes on
siigavalt analiiiisitud tdpsete mate-
maatiliste meetodite kasutamise vai-
malusi majanduses, esitatud pohimot-
teliselt uus ldhenemine keeruliste ma-
janduslike  ndhtuste  kvalitatiivsele
analiiiisile ning vilja té6tatud numb-
rilised meetodid tdhtsate tehnilis-ma-
janduslike f{ilesannete lahendamiseks.

! Kirjutis on lithendatud tolge aja-
kirjast «9koHoMuKa M MareMaTHyeckHe
meroan», 1965, T 1, BHD 3,
1k. 463—465. Tolkinud E. Tamme.
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Tootmise optimaalse organiseeri-
misega seotud praktiliste iilesannete
analiliisimise kidigus formuleeris

Leonid Vitaljevits Kanto-
rovits juba aastatel 1938—1939
laia klassi ekstreemumiilesandeid li-

satingimustega vorratuste kujul ja
to6tas vilja lineaarsete ekstreemum-
iilesannete lahendamise meetodid. Oma
t66s <«Tootmise organiseerimise ja
planeerimise matemaatilised meetodid».
(«MaTemaTHueckie MeTOLbl OpraHm3a-
MM ¥ TNJIaHUPOBAHHA TNPOU3BOJACTBA»),
mis ilmus 1939. a., demonstreeris ta
uue ldhenemisviisi eduka kasutamise
voimalusi rea praktiliste {iilesannete
lahendamiseks. Selles t66s olid esma-
kordselt esitatud uue rakendusmate-
maatika haru, mida hiljem hakati ni-
metama lineaarseks planeerimiseks,
alused.

Tuleb mairkida, et lineaarse planee-
rimise meetodid avastati uucsti USA-s
alles 40-ndate aastate 1opul (10 aas-
tat hiljem!), sest majandusmatemaa-



tiliste meetodite alased L. V. Kanto-
rovitdi to6d jdid kuni 50-ndate aas-
tate alguseni viahetuntuteks.
Lineaarse planeerimise matemaa-
tiliste ideede edasiarendamisele ja
siivendamisele ning selle distsipliini
meetodite abil lahendatavate {ilesan-
nete klassi avardamisele on piihen-
datud L. V. Kantorovitsi 1959. a.
avaldatud raamat «Ressursside pari-
ma kasutamise matemaatiline arves-
tus» («DkoHoMHueckHii pacuer HaM-
JIYYLIEero HCNOJb30BaHHUSL DPECYpCOB»).
Selles on esmakordselt esitatud rah-
vamajanduse optimaalse plaani prob-
leem ranges matemaatilises vormis.

Noukogude majandusmatemaatilise
kooli iiheks rajajaks oli niiid meie
hulgast lahkunud Vassili Serge-
jevits NemtSinov. Koigile on
teada tema hiiglaslik panus majan-
dusmatemaatilise uurimissuuna ku-
jundamisse ja arendamisse meie maal.

V. S. NemtSinovi t66des on antud
terve rida konkreetseid majandusma-
temaatilisi mudeleid vastavalt majan-
duse erinevatele tasemetele. Tema
poolt  iiksikasjalikult  viljatootatud
majandusrajooni mudelit on raken-
datud reas NSV Liidu rajoonides.

Erilist huvi pakuvad V.S. Nem-
tSinovi t66d sotsialistliku majanduse
arengu kvantitatiivsete seaduspara-
suste, tema tasemete, proportsiconide
ja tempode méidramise ning selle
alusel optimaalsete plaanide leidmise
metodoloogia viljato6tamise alal. Koik
see peab olema uue, NemtSinovi
poolt planomeetriaks nimetatud ma-
jandusliku distsipliini sisuks.

V. S. NemtSinov piistitas esime-
sena NSV Liidus majanduskiibernee-
tika probleemi. Ta vaatles majandust
kui suurt automaatreguleerimise siis-
teemi ja kavandas rahvamajanduse
juhtimise pohijooned. Nemt3inov kait-
ses visalt motet siisteemi iseregulee-
rumist tagavate paindlike tagasiside-
mete vajalikkusest. Sellest vaate-
punktist 13henes ta majanduslike stii-
mulite ja hindade kujundamise kiisi-
mustele.

V. S. NemtSinovi teaduslike 166-
de kokkuvotteks on tema raamat «Ma-
jandusmatemaatilised meetodid ja
mudelid» («9KOHOMHKO-MaTeMaTHye-
CKHe MeToAH M Mojdejnl», 1962),
mis kujunes kdsiraamatuks igale majan-

dusmatemaatiliste meetodite alal spet-
sialiseeruvale teaduslikule tobtajale,
samuti ka paljudele 6konomistiaele-
praktikutele.

V. S. NemtSinov on olnud ka vil-
japaistvaks opetlaseks-organisaatoriks.
Tal on suuri teeneid N>VL TA ma-
jandusmatemaatika alase laboratoo-
riumi ja teadusliku noukogu organi-
seerimisel (neist esimese baasil moo-
dustati 1963. a. NSVL TA Majan-
dusmatemaatika Keskinstituut), Mosk-
va Ulikooli vastava kateedri loomi-
sel jm.

Kolmas Lenini preemia laureaat —
Viktor Valentinovits No-
voZilov on paljud oma uurimused
pithendanud kulutuste ja tulemuste
vahekorra, samuti t66 ning kapitaal-
mahutuste efektiivsuse mootmise kii-
simustele sotsialistlikus majanduses.
Tema teoreetilised konstruktsioonid
haaravad néukogudemaa majanduse
organiseerimise ja majanduspoliitika
koige teravamaid kiisimusi.

Kulutuste ja tulemuste vahekorra
modtmise probleemi tdhtsust on ras-
ke iile hinnata. Selle lahendamisest
soltub teravate ebakdlade likvideeri-
mine meie hindadesiisteemis, rahva-
maijandusliku efektiivsuse ja iksiku
ettevotte  isemajandamise  vahelise
vastuolu iiletamine ning paljude teis-
te negatiivsete nghtuste kdrvaldamine
meie- majanduses.

V. V. NovoiZilovi t66 «Kulutuste
ja nende’ tulemuste mootmine sotsia-
listlikus majanduses» («HMamepenne
3aTpaT M MX pe3yJbTATOB B CcOLMa-
JMCTHUECKOM Xo3fiiicTBe», 1959), mis
on kokkuvotteks tema palju aastaid
vildanud uurimuste tulemustest, ku-
jutab endast olulist panust optimaal-
se planeerimise tcooriasse. Selle fun-
damentaalse t66 pohilinc {eoreetiline
ja praktiline tidhtsus seisneb asjaolus,
et kapitaalmahutuste efektiivsuse, jt.
kiisimusi kasitletakse iihisest vaate-
punktist — oplimaalse planeerimise
printsiipide alusel.

L. V. Kantorovit§i. V. S. Nem-
tsinovi ja V. V. Novozilovi té6d, mis
iiksteist vaslasiikku tiiiendavad, si-
saldavad crakordse teadusliku ja ra-
kendusliku viirlusega jireldusi. Neis
on oigupoolest rajatud uue teadus-
haru — matemaatilise majandustea-
duse alusmiiiir.
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»Matemaatibe jo Baasajo” keelenurk

NURGAPAARIDEST, MIS TEKIVAD
KAHE SIRGE LOIKAMISEL KOLMANDAGA

0. Riink

Kooli planimeetriakursuses (aga
dsna sageli ka mitmesugustes geo-
meetrilistes  konstrukisioonides  ja
toestustes) esinevad oluliste mbiste-
tena nurgapaarid, mis saadakse kahe
sirge (eriti kahe paralleelse sirge)
16ikamisel kolmanda sirgega. Paarid
moodustatakse nii, et iiks nurk voe-
takse fihe ja teine teise Idikepuhkti
juurest. Tdhtsad on ainult jargmistel
viisidel moodustatud paarid (sulgu-
des on toodud lihtepaariga analoogi-
lised paarid; vt. joonis):

a) 1 jab (2ja6; 3ja7; 4ja8);

b) 1 ja7 (2ja8 3jab; 4ijaéb);

c) 1 ja8(2ja7 3jaé6; 4jab).

Paare (a) nimetati meil pikemat
aega vastavateks nurkadeks
{vene k. coorsercreetnbie yeaw; sak-
sa k. gleichliegende Winkel, ka Ge-
genwinkel ja Stufenwinkel). Juba
monda aega on meie koolikirjanduses
selle asemel juurutatud uut lerminit
kaasnurgad, mis oma kolavusest
ja liihemusest hoolimata tundub endi-
sest sisu poolest vdhem selgemana.
Uue termini loojad ja pooldajad vii-
davad, et vanal olevat see puudus,
et ta voib osutuda segavaks tasandi
punktteisenduste kisitlemisel, kus on
vaja konelda nurgast ja tema teisen-
dist kui teineteisele vastavate nur-
kade paarist. Nii voib nditeks kind-
lale nurgale iihe loikepunkti juurest
vastavaks teha iga nurga teise 10i-
kepunkti juurest. Kuigi see tGepoolest
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nii on, peab ometi Gtlema, et siin
nahakse tonti, mida pole olemas. Ta-
sandi  punktteisendusle kisitamisel
tuleb vaevalt vaja kone all olevaid
nurgapaare, mis on ju moodustatud
eriotstarbeiks; teisalt aga oleme ma-
temaatikas . harjunud silmas pidama
mitmeid vastavusi korraga. Ka ei
tohiks moéda minna tbdsiasjast, et
vana termin vastavad nurgad
on tdielikus kooskolas venekeelse ter-
miniga coOT8eTcTB8eHHble Yyenst,

Sellegipoolest voidakse ikkagi ka-
helda «vastavuse» moiste kasutamise
oigsuses selles kohas, Kahtlust sil-
vendab tosiasi, et muud keeled pole
siin «vastavust» kasutanud, vaid on
olsinud ja leidnud mitmesuguseid
muid voéimalusi; seega piiiidlusi avas-
tavuse» arendamiseks mone muu
sonaga fuleks ka eesti keeles lugeda
pohiendatuks. Tekib kiisimus, kas esi-
mene sellekohane tosisem katse meie
keeles on histi onnestunud. Selleks
piiliame vilja selgitada, kas uuel
terminil on ka puudusi tema ilmsete
paremuste (kdlavuse ja lithemusé)
korval.

Allakirjutanu arvates on uue ter-
mini koige olulisemaks puuduseks
see, et eesliite kaas- kasutamine
pole siin histi kooskolas selle ees-
liite kasutamise traditsiooniga mate-
maatikas. Nimelt kasutatakse seda
eesliidet ainult juhtudel, kui paari-
liste vahel on tugev loogiline side,
kui tiks tingib ja méadrab kohe ka

teise — loomulikult ja sea-
dusparaselt (ndit.  kaassihid,
kaasdiameetrid, kaaskompleksarvud

jm.), mitte aga deklaratiiv-
selt. Seevastu keelendeid «vastav —
vastavad — vastavus» kasutatakse
hoopis laiema diapasooniga, eriti ka
deklaratiivsete paaritamisie ehk vas-
tavusse seadmiste korral (ndit. asea-
me I6pliku hulga A iga elemendi vas-
tavusse mingi elemendiga samast hul-
gasts).



Piliame 1opuks kiisimusele ldhe-
neda ka imberp6ordult, s. t. drgem
1ihtugem nurgapaaridest (a), otsides
neile sobivat nime, vaid ldhtugem kee-
lendist «kaasnurgad» ning otsigem
sellele kui «matemaatilisele termin.le»
sobivat sisu. Ilmselt peaks selleks
sisuks olema nurgad, mis teineteist
tingivad ja mdidravad. Soovides an-
tud nurgast saada tema «kaasnurka»
minimaalsete vahenditega, jouaksime
kergesti sihile naiteks jargmise lihtsa
miidranguga: «kaasnurkadel olgu ihi-
sed haarad (mistottu nad oma graa-
filises pildis summeeruvad taispoor-
deks, arvuliselt aga oleks tegem’st
suurustega « ja 360° —a). Oleks
histi moeldav analoogiliselt definee-
rida ka ringi ja kera <kaassekto-
reid» jm., kui see mingiks otstarbeks
vajalikuks osutuks. See arulelu nii-
tab, et nurgapaare (a) ja keelendit
«kaasnurgad» ei tohi kohelda kui tei-
neteisele iiksiiheselt vastavaid feno-
mene.

Heaks viljendiks nurgapaaride (a)
jaoks  on saksakeelne term.n gleich-
liegende Winkel, kuigi liialt pikk.
Kanjuks ei lase see ennast ladusalt
ja lihidalt (s. t. terminiks sobivalt)
adekvaatselt tolkida eesti keelde.
Paljudest  sellekohastest  katsetest
peab allakirjutanu parimaks sona —
kohasnurgad. Prof. A Humal
tegi sellele lisaks tdhelepanuvéérse
ettepaneku — pédrinurgad —,-
mis ndib aga iisna hasti sobivat ka
paaridele (c), kus seni on meil kasu-
tatud termineid rindnurgad (va-
remalt) ja- ldhisnurgad (prae-
gu), milledel ka on moningaid puu-
dusi.

Koiki puudusi selles terminoloogi-
lises kompleksis korraga likvideerida
piilides saaksime vahest jirgmise ta-
beli (kus paare on nimetatud sa-
mapoolseteks ja eripoolse-
teks vastavalt sellele, kas paarilised
on loikavast sirgest iihel pool voi
teine teisel pool).

Samapoolsed paarid

Isepoolsed paarid

(a) 1 ja5 2 ja6 3 ja7;, 4ja8
on kohasnurgad
(b) 1 ja 8 2 ja7 3 ja6; 4jab

on pdrinurgad
(sisemised ja vélimised)

(c) 1 ja7,2ja8 3 jas5 4ijab
on pdiknurgad

(d) 1 ja6 2 jab; 3 ja8 4ja7

~ voiksid olla néditeks «koord-

nurgad», aga praktikas pole neid

vaja.

PROFESSOR JAAN DEPMAN 80-AASTANE

. Professor Jaan Depmani juubeli puhul likitati talle jirgmine auaadress,
millele kirjutas alla rithm korgemate koolide oppejoude ja 110 matemaatika-

opetajat vabariigi koolidest:

_ Eesti matemaatikud ja Varskasse suvekursustele kogunenud malemaatika-
dpetajad tervitavad ja onnitlevad Teid auvddrse juubeli —

80. SUNNIPAEVA PUHUL.

Olles teadlikud Teic suurest huvist koolimalemaatika vastu ja tuttavad
Teie kirjutatud sellealaste raamatutega, samuti Teie tihelepanuvddrsete t56-
dega matemaatika, eriti aritmeetika ajaloo alalt,

soovime Teile raugematut joudu ja tublit tervist oma rikkalike kogemuste
ja teadmiste jagamiseks nii meile kui ka teistele Teie noorematele kollee-

gidele.

7 Matemaatika ja kaasacg VIIL
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17. juulil 1965. a. pihitses oma
80. siinnipieva iiks meie teenekamaid
vanema polve malemaatikapedagooge,
Leningradi A. 1. Herzeni nim. Peda-
googilise Instituudi professor Jaan
Depman.!

Siindinud Viljandimaal Tarvastus
pollutodlise perekonnas ja 1opetanud
kohaliku valla- ja kihelkonnakooli,
siirdus J. Depman 15-aastase nooru-
kina Tartusse, kus astus vene Oppe-
keelega Tartu Opetajale Seminari.
Selle ldpetamisele 1904. aaslal jirg-
nes kaheaastane Opetajat6d Virumaal
Toilas ja lisakus, kodudpetaja eksa-
mite sooritamine Narva giimnaasiu-
mis ning siirdumine A. Jansoni reaal-
ja kaubanduskooli Opetaja .kohale Pe-
terburi. Seal Giendas J. Depman 1907.
aastal Peterburi Il giimnaasiumi juu-
res kiipsuseksamid ja astus Peterburi
iilikooli matemaatikat Gppima. Parast
iilikooli 1opetamist 1912. a. kirjutas
ja kaitses J. Depman oma kandidaa-
ditéd ning 1914. a. algas jillegi pe-
dagoogitegevus, seekord Jamburgi
(praegu Kingissepp) kommeriskoolis.
Edasisteks tookohtadeks olid Smo-
lenski Opetajate instituut (1917/18.
0.-a.), Petrogradi Opetajate instituut
(1918/19. 6.-a.) ja Vijatka (praegu
Kirov) pedagoogiline instituut (1919
aastast). Viimases omistati J. Dep-
manile 1922. a. professorikutse.

Piisivaks elukohaks saab prof.
J. Decpmanile 1924. aastal Lenin-
grad ja tookohaks 1925. aastal A. L
Herzeni nim. Pedagoogiline Instituut.
Ta on aga opetanud ka mitmetes
teistes Leningradi korgemates Oppe-
asutustes (ndit. aastatel 1946—1956
Leningradi iilikoolis), samuti Lenin-
gradi eesti oppekeelega koolides.

J. Depmani iihiskondlik ja kirjan-
duslik tegevus algas juba iiliopilas-
polves. Ta oli innukas kaasal6gja
Peterburi Eesti Uliopilaste Seltsi iiri-
tustes, kuuludes selle uude pahem-
poolsesse juhtkonda koos V. Kingis-

sepa ja J. Anveldiga. Viimasega si-

dus teda tihe soprus, mis algas juba
seminaris ja siivenes jirgnevatel sa-
gedastel - kokkupuudetel (vi. kogumik
«Jaan Anvelt», TIn., 1965). Seltsi
viliaandel avaldas J. Depman ligi
paarkiimmend eestikeelset loodustea-

1 vt pilt kleebisel lk. 73 vastas.
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. maatikaseltsi ajaloost.

dusi populariseerivat kirjutist. Kaas-
160 eest bol3evistlikule ajalehele «Kiirs-
sattus ta tsaaripolitsei jarelvalve alla,
arestist paidses ta kord ainult selle:
tottu, et politsei ei suutnud onneks
kindlaks teha V. G. Korolenko «Iga-
pdevase nahtuse» eestindajat jaterava
eessona autorit «J. D.» Koos J. An-
veldi ja H. Poogelmanniga toimetas
J. Depman hiljem ka UK(b)P Eesti
osakonna hailekandjat «Edasi».

Kui pérast Suurt Oktoobrirevolut-
siooni avanesid uurijaile tsaarivalit-
suse arhiivid, sai prof. J.. Depmanist
peagi eesti kultuurilugu puudutavate
Leningradi materjalide _silmapaistev
uurija ja publitseerija. Koos J. An-
veldi ja J. Lilienbachiga leidis ta
vadrtuslikke andmeid eesti toolisaja-
kirjanduse minevikust ja avaldas
need Leningradis «Kiilvaja» kirjas-

tusel. Hiljem on Noukogude Eesti
perioodikas ilmunud J. Depmanilt
materiale seoses C. R. Jakobsoni,

E. Vilde, M. Veske jt. tegevusega.
Rohkesti véirtuslikke andmeid, eriti
Tartu iilikooli ajaloo kohta, on jai-
nud tdnaseni kasikirjadesse.

Prof. Jaan Depmani teadusliku
uurimist66 pohisuunaks on matemaa-
tika ajalugu, millega ta hakkas jar--
jekindlamalt tegelema 1930-ndail aas-
tail. Sellel alal on ta kujunenud sil-
mapaistvaks spetsialistiks, keda tun-
takse mitte ainult Noukogude Lii-
dus, vaid ka valjaspool. Prof. J. Dep-
man asus esimesena uurima mate-
maatika ajalugu Eestis, eriti Tartw
iilikoolis. Koos prof. J. Sarvega tol-
kis ja avaldas ta iilikooli kasvandiku
K. Petersoni silmapaistva pinnateoo-
ria-alase viitekirja, mis kuulub prae-
gu diferentsiaalgeomeetria  klassika
hulka. Tolkele on lisatud pohjalik
uurimus autorist ja ajajirgust. Prof.
J. Depman on kasitlenud ka: Kaasa-
nist Tartusse siirdunud matemaatiku,.
N. I. LobatSevski Opetaja M. Bar-
telsi tegevust, tuntud saksa matemaa-
tiku C. Fr. Gaussi sidemeid Tartu
iilikooliga jms. Uheks viimaseks ja
ulatuslikumaks uurimuseks prof.
J. Depmanilt on t66 Peterburi Mate-
Laialt tuntud
«Aritmeetika aia- .
juba kahes
teisi to6id

on. tema raamat
lugu», mis on ilmunud
viljaandes, ja arvukalt
matemaatika ajaloo alalt.



Rohkesti artikleid ja brosiiiire on
prof. J. Depman adresseerinud otse-
selt oOpetajalele. Mainigem -neist mo-
ningaid: «Moodud ja meetriline siis-
teem» (1954), «Esimene tutvus mate-
maatilise loogikaga» (1963) jt. Eesti
lugeja tunneb tema «Jutustusi mate-
maatikasts . (Tln., 1956). Kogu Nou-
kogudemaa laste peres on populaar-
sed J. Depmani <«Arvude maailm»
(1963) ja «Jutustusi illesannete la-
hendamisest» (1964). Uldse sisaldab
prof. J. epmani avaldatud téode
nimestik kuni 150 artiklit, raamatut,
brosiiiiri. Mitmed neist on t6lgitud
véliskeeltesse.

Professor Jaan Depmani viljakas
160 on leldnud viairilist tunnustamist.
Teda on valitud Vene NFSV Hari-
dusministeeriumi 6petatud ndukogus-
se, NSVL korgema atestalsiooniko-
misjoni retsensendiks jm. 1961. aastal
anti talle Lenini orden. Loodusuuri-
jate Selts ENSV TA juures valis

prof. J. Depmani 1960. aastal. oma
auliikmeks.
Eesti matemaatikud soovivad, et

prof. J. Depmanil jitkuks ka edas-
pidigi joudu tegutsemiseks armasta-
tud erialal, ning loodavad, et side-
med siinnimaaga tugevnevad veelgi

0. Lumiste

AKADEEMIK N. ALUMAE
50-AASTANE

Kéesoleva aasta 12. septembril sai
ENSV teeneline teadlane ENSV Tea-
duste Akadeemia asepresident akadee-
mik Nikolai Alum#8e 50-aastaseks.

Juubilar siindis Talllnnas. Pérast
Tallinna Tehnikaiilikooli 16petamist
1941, a. piihendus N. Alumde teadus-
likule tegevusele. Suure Isamaasoja
ajal tootas ta Eesti NSV Rahvako-
missaride  Noukogu  stipendiaadina
T3eljabinski Pdllumajanduse Instituu-
dis ja Ukraina Teaduste Akadeemia
Miemehhaanika Institundls. Pérast
kandidaadiviitekirja kaitsmist 1945. a.
siirdus N. Alumie toole Oppejouna
Tallinna Poliitehnilisse Instituuti. In-
tensiivset teaduslikku to6d jdtkas
N. Alumie alates 1948. a. Moskvas,
olles NSV Liidu Teaduste Akadeemla
Mehhaanika Instituudi juures dokto-
rantuuris. 1951. a. kaitses N. Alumde
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doktorivaitekirja «Ohukeseseinaliste
elastsete koorikute uurimine parast-

kriitilises staadiumis», . ning talle
omistati tehnikadoktori teaduslik
kraad.

Jirgnevail aastail jitkas Nikolai
Alumie elastsete koorikute . teooria
arendamist "Eesti NSV Teaduste Aka-
deemias tootades. 1956. aastast saa-
dik oli N. Alumde Energeetika Insti-
tuudi mehhaanika ja rakendusmate-
maalika sektori juhataja ja alates
1960. aastast. on ta Kiiberneetika Ins-
tituudi direktor.

1954, a.
NSV Teaduste Akadeemia korrespon-

valiti N. Alumide Eesti
dentliikmeks ja 1961, a. akadeemia
tegevliikmeks mehhaanika alal.

Juubilari  peamiseks  teadusliku
uurimise objektiks on olnud Bdhukeste
koorikute tasakaalu, stabiilsuse ja
diinaamika kiisimused. Sellel alal on
temalt ilmunud dle kahekiimne fun-
damentaalse teadusliku 166. Sealjuu-
res on N. Alumie olnud mehhaanika-
alaste uurimuste initsiaator ja selle
ala noorie teadlasle etlevalmistamise
suunaia meie vabariigis.

Roa6biti  viljaka uurimistédga on
juubilar akliivselt osa votnud teadus-
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liku t66 organiseerimisest. Tema init-
siatiivil asuti kiberneelika milmete
pohiprobleemide uurimisele meie va-
bariigis ja rajati Eesti NoV Teaduste
Akadeemia Kiiberneetika Instituut.

N. Aluméde on mitmete teaduslike
noukogude ‘ja teaduslike ajakirjade
redaktsioonikolleegiumi liige. Ta kuu-
lub Noéukogude Liidu Rahvusliku
Mehhaanika Komitee koosseisu.

Viljapaistvate teenete eest teaduse
arendamisel anti neil pdevil Nikolai
Alumiele Eesti NSV teenelise tead-
lase aunimetus.

L. Ainola

MATEMAATILISE OPTIMAALSE
PLANEERIMISE ALANE KONVE-
RENTS NOVOSIBIRSKIS

Kéesoleval aastal 31. maist kuni
4. juunini toimus Novosibirskis tea-
duslikus  keskuses konverents, mis
oli piihendatud optimaalse planeeri-
mise matemaatilistele  meetoditele.
Sellel ulatuslikul noupidamisel oli
umbes 150 osavotjat Novosibirskist ja
umbes 550 osavotjat Noukogude Lii-
du teistest keskustest ning Poolast,
Ungarist, T3ehhoslovakkiast ja Saksa
Demokraatlikust ~ Vabariigist.  Eesti
NSV matemaatikutest votsid konve-
rentsi t60st osa U. Kaas'k, E. Tamme,
A. Laumets ja V. Tinn TRO-st,
M. Tamm ja J. Kajari Kiiberneetika
Instituudist ning M. Reisner Majan-
duse Instituudist.

Ava- ja loppsdonaga esines konve-
rentsil NSVL TA akadeem'k L. V.
Kantorovits., Majandusteadlane
NSVL TA korr.-liige A. G. Agan-
begjan koneles lineaarse planeeri-
mise meetodite senistest olulisema-
test majanduslikest rakendustest. Ta
rohutas vajadust otsustavate sammu-
de astumiseks matemaatil's‘e meeto-
dite kasutamise laiendamiseks meie
maiancduselu juhtimisel. Jirgnevalel
plenaaristungitel riadkis B. T. Pol-
jak paliude muutujate ndgusa funkt-
siooni ekstreemumi leidmise uuema-
test meetoditest, S. I. Zuhhovits-
ki vaatles sama probleemi lahenda-
mist teatavate kitsendustega méira-
tud kumeras piirkonnas. N V. Mois-
seijev peatus numbrilistel meetodtel
diinaamilise planeerimise ({ilesannete
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lahendamiseks, D. B. Judin késit-
les matemaatilise ‘planeerimise m.tte-
majanduslikke rakendusi, I. A. Po-
letajev ' tutvustas perspektiivseid
voimalusi ‘nende meetodite kasutami-
seks bioldogias, A. N. Tihhonov
koneles lineaaralgebra ja lineaarse
planeerimise iilesannete korrekisusest
ning G. S. RubinsStein niitas
voimalust duaalse iilesande maoiste
sissetoomiseks vidga iildisel juhul ja
selle moiste kasutamist.

Arvukates lilhemates ettekannetes
tutvustati tulemusi, mida on saadud
matemaatilise planeerimise meetodite
viljatéotamisel, uurimisel ja rakenda-
misel meie maa arvutuskeskustes jt.
asutustes.

Enamik konverentsi istungeid toi-
mus  Novosibirski  ilikooli . (asut.
1959. a.) 1962. a. valminud boone
avarates ja valguskiillastes auditoo-
riumides. Istungite vaheaegadel tut-
vusid konverentsist osavotjad teadus-
like uurimistéddega NSVL TA S‘beri
Osakonna Matemaatika Instituudis ja
arvutuskeskuses.

E. Tamme

TALLINNA POLUTEHNILISE
INSTITUUDI XX TEADUSLIK
KONVERENTS

18.—22. mail 1965. a. toimus TPI
XX leaduslik konverents. Fiilistka ja

matemmaatika sektsioonis kuulati &ra
9 etlekannet. Dots. A. Sdrevi ette-

kandes «Konstruktiivse funktsiooni-
teooria  moningatest  kiisimuslest»
uuriti funktsioonide ldhendamist po-

sitiivsete lineaarsete
ja kompositsiooni aproksimeerimist
trigonomeetriliste  polinoomide ‘a
tdisfunktsioonidega. Fiilis.-mat. kandi-
daadi M. Levini ettekandes konst-
rueeriti  kaalufunktsiooniga kvadra-
tuurvalem, mille sélmedeks on loigu
otspunktid ja mis on parim funkt-
sioonide Kklassi {f(x)} korral, kus
f(r)(x*€ Lo. Asp. V. Arro vaatles et-
tekandes <«Lié ridade moningatest ra-
kendustest» harilike diferenisiaalvor-
randite Cauchy ja rajavdidrtuse f{iles-
annete lahendamist. Ass. A Jégi
uuris iteratsioonimeetodite koondu-
vust Rieszi ja Cesaro {feisendustega.
Saadud tulemustes paranes hariliku

operaatoritega



iteratsiooni ja Newtoni meetodi apos-
terioorne veahinnang vo6i suurenes
vastavate meelodite koonduvuspiir-
kond. Asp. E. Ruustali ettekandes
«Integraaloperaatori ligikaudsest p6o-
ramisest> vaadeldi Laplace’i operaa-
tori pooramist, kui kujutiseks on
murdlineaarne funktsioon. Originaali
leidmine taandatakse Volterra II lii-
ki integraalvorrandile, mis lahenda-
takse iteratsioonimeetodiga.

Teoreetilise mehhaanika kateedrist
esitati ettekandeid: A. Timanok
«Sil'ndrilise kooriku iilemineku von-
kumine liikuva koormise mgjuly ja
dots. G. Golst «Korduva 166kkoor-
muse moju».

F. Vichmann

STATISTIKASEMINAR TORAVERES

10.—12. juunini ki3esoleval aastal
kogunes Toravere W. Struve nime-
lisesse Astrofiilisika Observatooriumi
ile kahekiimne noore matemaatiku
Tallinnast ja Tartust. Fiiisika ja Ast-
ronoomia Instituudi (FAI) matemaa-
tikute. eeskitt A. Nilsoni initsiatiivil
sai siin teoks esimene asutusevahe-
line matemaatilise statistika alane se-
minar. millest votsid ettekannetega
osa Teaduste Akadeemia Kiiberneeti-
ka Institundi, FAl ja Tartu Riikliku
Ulikooli toétajad.

Seminari avas fiilisika-matemaati-
kakandidaat 1. Petersen, kes mir-
kis matemaatilise statistika fiha suu-
renevat tihtsust kaasajal ning aval-
das lootust, et kuigi matemaatiline
statist'’ka ei kuulu vabariigis n.-6.
traditsiooniliste uur‘missuundade hul-
ka, intensiivistub 1ihemal ajal tea-
dustk t66 ka selles - rakenduslikult
olulices matemaatika valdkonnas.

Jargnevaist ettekannetest sisaldas
osa uusi teoreetilisi tulemusi, nagu
I. Peterseni «MdAned kiisimnsed
seoses reoress‘oonanalitiisiga», A.Nil-
soni «Téendosuste ruutude summa-
de statistilistest rakendustests. R.
Tammeste «Informatsinon‘listest
meetoditest  statistikas»: moningad
ettekanded olid pithendatud statisti-
liste meetodite programmeerim’sega
seotud prohleemidele — nfmetasime
neict U Operi <«Regressioonana-
lidsi» ning J. Kiho samateemalist

ettekannet ja H. Pallumi «Disper-
sioonanaliiiisi». Huvi pakkusid ka et-
tekanded, mis kaésitlesid tootmises
tekkinud  probleemide  lahendamist
sobivate stalistiliste meetodile abil,
ndit. E. Lelumehe <«Kvaasistatsio-
naarsete ajajadade spekiraalanaliiiis».
Seminari 16pul toimunud lébiraa-
kimistel leiti vajalik olevat paranda-
da statistikute ettevalmistamist vaba-
riigis. Osulus nimelt, et koik statis-
tika alal t6otavad malemaatikud
(pohiliselt moningate viimaste aas-
tate jooksul iilikooli lopetanud noo-
red) on eranditult «isedppijad», s. t.
seni ei ole meie vabariigis veel i{ihte-
gi matemaatilise statistika voi toe-
niosusieooria alal ilikooli ega ka
aspirantuuri 16petanud matemaatikut.
Olukorra  parandamiseks  otsustati
taotleda TRU matemaatikaosakonnas
matemaatilise  statistika  kallakuga
spetsialistide ettevalmistamist ldhe-
matel aastatel. Teine viga tdsine
probleem, mida seminaril korduvait
esile tosteti, on matemaaliliste ia sta-
tistikaalaste teadmiste parandamine
teiste erialade teadlaste (n-6. mate-
maatilise statistika meetodite «tarbi-
jate») hulgas. Seminar otsustas teha
ettepaneku  komplekteerida mitmete
TRU teaduskondade (bioloogide, mee-
d'kute. geograafide it) TI1 kursuste
fliopilaste hulgast tugevdaind mate-
maatilise ettevalmistusega riihm, mil-
le 16petanud voiksid abistrda vas-
tava eriata teadlasi matemaatika. eri-
ti matemaatilise statistika rekendsmi-
sesa seotud lihtsamate prohleemide
lahendamiz<el; siin‘uures soovitati ka-
sutada TPI eeskniu, kus analoogi-
line rithm iuba e-dukalt tGAtab.
Jiremine analoogiline seminar ka-
vatsetakse 1ibi viia aasta pdarast.

E. Tiit

ULEVFNEMAALINE TAPPIS-
TEADUSTE OLUMPIAAD

Kaesnleva aasta 18 —922 aprill'ni
toimus Moskvas es‘mene i'levenemaa-
line tAppisfeaduste oliimniaad mis
jarunes tegetikult kaheks: fhiisika-
matemaatikaolimpiaadiks ia keemia-
olitmniaadiks. Neil. kes v~tsid osa
fliisika-matemaatikaoliimpiaadist, tuli
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lahendada nii matemaatika- kui' ka
fiifisikatilesandeid.

Oliimpiaadi nimetati {ilevenemaali-
seks, sest pohilise osa voistlejaist
moodustasid Vene NFSV linnade ja
oblastite voistkonnad. Sisuliselt oli
see aga iileliiduline, kuna Vene NFSV
voistkondade korval votsid oliimpiaa-
dist osa ka koigi teiste liiduvabarii-
kide voistkonnad, igast iiks.

Voistkonnad olid 9-litkmelised ja
nende koosseisu voisid kuuluda &
kuni 11. klasside opilased. Kuuel opi-
lasel voistkonnast tuli osa votta fiiii-
sika-matemaatikaoliimpiaadist, kolmel
keemiaoliimpiaadist.

Meie vabariiki esindasid Moskvas
fitiisika ja matemaatika alal Vladimir
Nomm ja Mihhail Popov Tallinna
6. Keskkoolist, Piret Keres ja Rein
Kipper Tartu 1. Keskkoolist, Nalalia
Kolossova Tallinna 31. Keskkoolist
ning Boris Freidin Tallinna 19. Kesk-
koolist; keemia alal Mihkel Aul ja
Rein Mill Tartu 5. Keskkoolist ning
Rein Hiob Pédrnu 2. Keskkoolist.

Osavyotijate iildarv oli tile 900, neist
fiitisika-matemaatikaoliimpiaadist osa-
voitiaid umbes 550.

Voistkondlikku arvestust kéesole-
val aastal ei peetud.

Meie vabariigi voistkonnast jou-
dis matemaatikas ainsana auhinnali-
sele kohale Vladimir Nomm (opetaja
N. Popova). Talle anti iiks nelianda-
test kohtadest (I jargu kiituskiri) I1.
klasside osas.

Tulemustest fillisikas ja keemias

on lihemalt kirjutatud kfesoleva
aasta 5. juuni «NOGukogude
Opetajas». Oliimpiaadi matemaa-

tikaiilesanded on toodud tk. 110—I111.
Aega iilesannete lahendamiseks oli
ette nihtud 4—5 tundi soltuvalt klas-
sist.

K. Velsker

MEIE KULALISI

Hiljuti kiilastas Tartut iiks vélja-
paistvaid Noukogude tGendosusteoree-
tikuid Ukraina NSV TA akadeemik
Boriss Vlad'mirovit§ Gnedenko. Ta
tutvus kohapeal meie matemaatikute
uurimissuundade ja saadud tulemus-
tega ning real juhtudel andis ka
omapoolseid noduandeid edasise to6
suhtes. Arvuka kuulajaskonna elavat
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tihelepanu dratas B. V. Gnedenko
ettekanne «Matemaatikast ja
praktikast», milles ta esitas oma
seisukohti matemaatika osast teistce
teaduste hulgas ja inimeste praktili-
ses elus.

Peatume kiesolevas lithidalt aka-
deemik Gnedenko teaduslikul tegevu-
sel. Viljapaistvate matemaatikute ja
fiitisikute erakordsed vdimed ja ande-
kus avalduvad reeglina juba varases
nooruses. Kiiberneetika looja Norbert
Wiener lopetas iilikooli 14-aastaseli,
neli aastat hiljem kaitses aga dokto-
rikraadi, meie sajandi suurimal fiiii-
sikul Albert Einsteinil valmis dokto-
ridissertatsioon tema 26 eluaastal,
kaasaegse toendosusteooria aluste ra-
jaja Andrei Nikolajevits Kolmogorov
saavutas  iilemaailmse  funnustuse
enne kolmekiimnendat eluaastat.
Seda néidete loetelu voiks jéatkata ka
Gnedenko nimega. 18-aastaselt I6pe-
tas ta Saraatovi iilikooli, 25-aastaselt
aspirantuuri Moskva Riikliku UOlikooli
juures ja 30-aastaselt, olles 20 tea-
dusliku kirjutise autor, kaitses dok-
torikraadi. Samal aastal (1942) omis-
tati talle ka professorikutse. 33-aas-
tasena valiti ta Ukraina NSV Tea-
duste Akadeemia korrespondentliik-
mel:<s ja 3 aastat hiljem akadeemi-
kuks. :



B. V. Gnedenko kuulub matemaa-
tikute keskmisse polvkonda, kelle ha-
ridustee kulges tervikuna noukogude
korra ajal ja kes vbditlis rah-
vusvahelise tunnustuse pirast Teist
maailmasdda. Tema teaduslikku pro-
duktsiooni iseloomustab iisna lai
‘diapasoon temaatikas. Esialgu uuris
ta Aleksander Jakovlevits Hint$ini
Jjuhendamisel soltumatute juhuslike
suuruste summeerimist ja nende lahu-
tamist ortogonaalsete funktsioonide
jargi, siis ildistas Bern$teini teo-
reemi soltumatute juhuslike suuruste
normaalsuse kohta. Oma elu Kiievi
-perioodil (1950.—1960. a.) joudis ta

N. Kolmogorovi ja N. V.
Smirnovi ideede jdtkajana véar-
tuslikele tulemustele teoreetilise ja
-empiiriliste jaotusfunktsioonide vahe
absoluutvéddrtuse maksimumi omadus-
te uurimisel ja esitas nende prakti-
liseks kasutamiseks rea assiimptooti-
lisi valemeid.

Erilist huvi aratab aga ta toode
tsikkel samast perioodist koost66s
arstide ja bioloogidega siidamehai-
guste diagnoosist. Nagu teada, on ka
‘parimate kardioloogide tehtud siida-
mehaiguste diagnoosid Giged keskmi-
-selt iihel juhul kolmest. Akadeemik
Gnedenko soovitatud ja kasutusele
voetud matemaatilise statistika mee-
todid haiguste siimptoomide uurimi-
sel ja vastavate arvutuste teostamine
elektronarvutil tostsid diagnoosi usal-
duspiirid 90 protsendini.

Alates  1960.  aastast  todtab
B. V. Gnedenko Moskva Riikliku Uli-
‘kooli tGendosusteooria kateedris, uuri-
des massilise teenindamise e: jérje-
korrateooria, usaldatavuse feooria ja
moningaid matemaatika ajaloo kiisi-
‘musi.

Akadeemik Gnedenko on tuntud
suurepdrase pedagoogina ja teaduse
‘populariseerijana. Ta on teinud &ra
suure t66 Ukraina tGendosusteoreeti-
kute koolkonna rajamisel, tema ak-
tiivsel osavotul loodi Ukraina NSV
TA voimas arvutuskeskus ja kiiber-
neetika instituut. Arvukatel vilismaa-
reisidel on ta propageerinud nduko-
gude teaduse saavutusi. Viibides
paari aasta eest teaduslikul koman-
deeringul Bulgaarias, rajas ta poole
aastaga matemaatika koolkonna, mis
nifid rakendab ulatuslikult statisti-

lisi meetodeid bioloogias ja meditsii-
nis. Tema sulest pédrinevad mono-
graafia matemaatika ajaloost, opikud
toendosusteooriast, jérjekorrateooriast,

.programmeerimisest ja usaldatavuse

teooriast.

Poordudes eesti  matemaatikute
poole, soovitas B. V. Gnedenko p66-
rata senisest suuremat tihelepanu

matemaatika kaasaegsetele rakendus-

‘'suundadele. Ta mairkis, et matemaa-

tika Opetamise programmid ja me-
toodika vajavad pohjalikku reformi
nii keskkoolis kui korgemates oppe-
asutustes.

Boriss Vladimirovit3i energia ja
t6ovdoime tunduvad olevat ammenda-
matud. Raske on isegi uskuda, et
kolme aasta eest tdhistasid kolleegid
tema 50. siinnipdeva.

Kui kiilalisele tema ettekande 15-
pul anti kingitusena iile meie aja-
kirja «Matemaatika ja kaasaeg» il-
munud numbrid, sdonas ta naeratades;
«Ma ei saa teile kill lubada, et
opiksin dra eesti keele, ometi piian
ma endale selgeks teha, millest on
siin juttu. Loodan sellega foime tul-
la, sest teatavasti kirjutatakse mate-
maatilised valemid koigis keeltes iht-
viisi.»

R. Tammeste

TEENELINE TEADLANE

Eesti NSV Ulemndukogu Presii-
diumi  seadlusega 15. oktoobrist
1665. a. anti TRUO matemaatilise ana-
liiisi kateedri juhatajale prof. Gun-
nar Kangrole Eesti NSV tleene-
lise teadlase aunimetus viljapaist-
vate teenete eest teaduse arendami-
sel ja teadusliku kaadri ettevalmis-
tamisel.

Prof. Kangro viljapaistvaid tee-
neid iseloomustavad néileks jargmi-
sed arvud. Ainuiiksi viimase 5 aasta
jooksul on ta Opetanud seitset eri-
ainet (matemaatiline analiiiis, funkt-
sionaalanaliiiis, funktsioonide ldhen-
damine jne.); tal on valminud 8 tea-
dusl’kku t66d, dle 30 retsensiooni,
u. 250 referaati, 2 opikut; tema ju-
hendamisel tootab praegu 4 aspiran-
ti, 16 on aga aspirantuuri 16petanud.

Prof. Kangrole — kdikide mate-
maatikute tugev kdepigistus!
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XX ULIOPILASTE TEADUSLIK
KONVERENTS JA AUHINNATOOD

1.—4. aprillini 1965. a. toimus
Tartu Riiklikus Ulikoolis XX iiliopi-
laste teaduslik konverents.

Matemaatika sektsioonis peeti jirg-
mised ettekanded:

1. M. Abel (mat. IV k.). Sum-
meeruvustegurid  kompleksset  jarku
Cesaro menetluse jaoks. Mati Abeli
vastavasisuline uurimus «MuoxHTENH
CYMMHpPYEMOCTH AJs MeTofoB Yesapo
KoMmsieKcHoro mnopsizka» oli  esitatud
1964./65. oppeaastal ka voistlustdona
ja tunnistati esimese auhinna véiiri-
liseks. (Juhendaja dots. S. Baron.)

2. K. Riives (mat. V k.). Dub-
novi iilesanne neljamootmelise ruumi
pindade teoorias. (Juhendaja dots.
U. Lumiste.)

3. E. Sakkov (mat. VI k.). Risi-
kiilikukujuliste elastilisplastiliste plaa-
tide pérastkriitilise staadiumi ana-
liits. (Juhendaja prof. U. Lepik.)

4, H Tiirnpu (mat. VI k).
Fourier’ ridade absoluutsest summee-
ruvusest. (Juhendaja prof. G. Kang-
ro.)

5. 1. Vainikko (mat. VI k).
Ummarguste elastilis-plastiliste plaa-
tide termopingetest. (Juhendaja prof.
U. Lepik.)

Pedagoogika sektsioonis oli ena-
mus ettekandeid matemaalika peda-
googilise osakonna iiliopilastelt:

1. R. Ruut (mat. ped. IIT k).
Ulevaade ENSV fiiiisika ja matemaa-
tika Opetajate kaadrist. (Juhendaja
van.-0p. J. Reimand.)

2. V. Rouk ja N. Allikas
(mat. ped. III k). Erinevused suht-
lemisrahuldatuses normaalsetel ja
«rasketel» lastel. (Juhendaja dots.
H. Liimets.)

3. M. Ubius ja S. Peets (mat.
ped. Il k). Oppeedukuse diinaamika
matemaatikas. (Juhendaja dots. kt.
1. Unt) S

4. E. Ilves, P. Raud ja
J. Siim (mat. ped. IIT k.). Fiifisika-
matemaatikaklasside opilaste koos-
seis. (Juhendaja dots. kt. I. Unt).
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5. K. Ridali, T. Midndveer
(mat. ped. IV k.). ja U. Ese (mat.
I k). Matemaatika-, fiiiisika- ja
keemiaalastest teadmistest 1964. a.
vastuvotueksamite alusel. (Juhendaja
van.-6p. J. Reimand.)

Psithholoogia sektsioonis peetud
ettekannetest margime dra jargmise:

J. Huik (mat. ped. IV k.). Oppi-
mise matemaatilisest mudelist. (Ju-
hendaja van.-6p. U. Siimann.)

UUS! ULIKOOLI LOPETANUD
MATEMAATIKUID

23.—25. juunini 1965. a. lopetas

Tartu Riikliku Ulikooli jérjekordne

lend matemaatikuid. = Malemaatika

pedagoogilises osakonnas kaitsti jarg-
mised diplomit66d:

1. Piiroja, Olle. Boole'i algeb-
ra elemendid keskkooli  kursuses.
(Juhendaja prof. G. Rédgo.)

2. Puudersell, Aare. Arvu-
tusliikati 8-klassilises koolis. (Juhen-
daja dots. O. Prinits.)

3. Ruu!l, Lea. Tartu raskesti-

kasvatatavate opilaste arengu isedra-

sustest. (Juhendaja dots. H. Liimets.)
Riigieksamitega 16petasid mate-

maatika pedagoogilise osakonna:

Kammiste, Mati,

Kukrus, Linda,

Lippur, Linda,

Paju, Maimu,

Pomerants, Ene,

9. Riatsepso, Vilma,

10. Soonvald, Leili,

1l. Vassil, Aita.

CENP A

Nimetatud diplomandidele omistati
matemaatiku ja matemaatikadpetaja
kutse.

Kaugoppe Pedagoogilise Instituu-
di lopetasid matemaatika erialal ja
said  keskkooli matemaatikaopetaja
kutse:
Liimask, Kalju,
Leis, Virve,
Krimm, Evi,
Leisner, Silvia,
Maidlas, Laine,
Mark, Endla,
R aja, Laine,
Saarepere, Herta.
Uska, Aino,
Tiro, Salme,

CORND N b =



Eesti NSV-s ilmunud matemaatika-
alase kirjanduse nimestik

Mirts—juuni 1965
(Koostanud E. Annus)
RAAMATUD

Harjutuste kogumik fiiiisika, kee-
mia ja matemaatika alalt. (Olikooli
sisseaslujatele.) Trt.,, 1965. 71 k.

(Tartu Riiklik Ulikool.) — Paljunda-
tud rotaprindil.

Kangro, G. Matemaatiline ana-

lids. I osa. TIn., «Eesti Raamats,
1965. 468 Ik.
Telgmaa, A. Jirkjargulise 1i-

henemise meetodist koolimatemaatikas.
Tin,, 1965. 100 1k. (ENSV Pedagoo-
gika Teadusliku Uurimise Instituut.
Nr. 17)

Oiglane, H. Integraalarvutuse
lihikursus, Trt., 1965, 44 1k. (Eesti
Pollumajanduse Akadeemia.) — Trii-

kitud rotaprindil 1500 eks.

MaTepuannl BCECOXO3HOTO COBELIAHWS
N0 NPHMEHEHHI0 KapT ¢ mepdopupo-
Baunbimu kpasmu. Tanmun, 1965, 174 c.
(Llentp. Gopo TtexH. mudopm. CHX
3CCP.)

Tpvuos, E. K. Pacuer cucrem
neKepcTHBIX  6afoK Ha  SJEKTPOHHBIX
UHGPOBLIX BHIMHCAUTENBHLIX MalIWHAX.
Asropedépar. Tanauu, 1955. 19 c.
(TannnHCcKUA NONHTEXH. MH-T.)

Xauko, [I1. O cunTese JOruYecKHx
cxem. Asrtopedepar. Tanauu, 1965. 9 c.
(Akan. nayk dcrouckoi CCP.)

KOGUMIKKUDES JA AJAKIRJADES
ILMUNUD ARTIKLID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia
toimetised. Fiilisika-matemaatika- ja
tehnikateaduste seeria. Tln., 1965.

Nr.” 1. Matemaatika-alased artik-
lid (vene k., resiimeed eesti ja ing-
lise k.):

L. Ainola ja U, Nigul Pingelal-
ned elastsetes plaatides ja koorikutes. —

T. Tobias, Moningatest Wienerl mdddu
mottes parimatest ligikaudsetest valemitest. 1.

— A. Nilson. Toéendosuste ruutude sum-
made monedest-omadustest ja nende mate-
maatilis-stalistilisest rakendusest,

Matemaatika ja kaasaeg. Abima-
terjale matemaatika Opetajatele ja op-
pijatele. VI. Trt., 1965. 107 1k. (Tartu
Riiklik Ulikool.)

Sisu: J. Gabovits. Algebra pbohi-
moisteid. I. — U. Kaasik ja A. Kor-
j us. Automaatne programmcerimine. (Jirg-
neb.) — Programmeerijate cttevaimisiami-
sest. — T. Ak kel Lineaarse planeerimise
rakendamine loomakasvatuses, — Matemaa-
tiliste meetodite rakendamisest T$ehhoslo-
vakkia Sotslalistiku Vabariigi rahvamajan-
duses. — K. Ariva. Konstruktsioonid sirkli
ja joonlauaga. — M. Rahul!la. Nurga tri-
sckisioon hiiperbooli abil. — S. 1. Zetel.
Automediaansed kolmnurgad. — H., Ridt-
s ep. Arvsdnade péritolust eesti keeles, —
U.Lumiste, A C. Clairaut — matemaatik,
geodeet, astronoom. — A. Jagel «Mate-
maalika ajaloo lithiiilevaade» (D. J. Struik,
A concise History of Mathematics). —
E. Jirimie Kompleksmuutuja funktsi-
oonide {eooria eestikeelne opik (H. Keres,
Matemaatilise fiilisika meetodid 1), -
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| Ulssorndesd |

A. Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1 .
1. Toopiev lihenes 8 tunnilt 7 tunnile. Samaaegselt suurenes tddviljakus
20%. Mitme protsendi vorra suurenes toodangu viljalase?

2. Lahendada vorrand

5 9 _ 1 4
x—3 x—2 x—4 x—1°

3. Tiisnurkses kolmnurgas ABC on joonestatud nurga B poolitaja BO
ning kiilje AC keskristsirge DO, mis 16ikuvad punktis O. Témbame OE | AB
ning OF | BC. Kuna OE = OF (nurgapoolitaja punktid asuvad vordsel
kaugusel nurga haaradest) ja OA = OC (ldigu keskristsirge punktid asuvad
vordsel kaugusel 16igu otspunktidest), siis tdisnurksed kolmnurgad AOE ja
COF on vérdsed. Jirelikult AE = CF. Kuna EB = FB (kolmnurkade BOE ja
BOF vordsuse tottu), siis ka

AE 4-EB=CF + FB, AB=CB,
s. o. tdisnurkses kolmnurgas vordub hiipotenuus kaatetiga. Kus peitub viga?
4. Jaotada nurk 54° kolmeks vordseks osaks sirkli ja joonlaua abil.

5. Kui reisija istuks linnas A rongile, siis ta jouaks linna B 20 tun-
niga. Kui ta aga ootaks lennuki viljumist (oodata tuleks iile viie tunni),
siis jouaks ta linna B 10 tunniga (kaasa on arvatud ootamisaeg).

Mitu korda sbidab lennuk kiiremini rongist, kui on teada, et lennuk jouab
rongile jirele 8/9 tunniga? (Eeldame, et lennuk lendab piki raudieeliini ja
libib ohus sama vahemaa, mis rongki.)

6. Leida a ja b tdisarvulised vairtused nii, et vorrandi

33 +taxr+bx-12=0
itheks lahendiks oleks x =1+ V3.

7. On antud ringjoon raadiusega R==1 ja keskpunktiga O. Punktis E
on ringjoonele tommatud puutuja. Ringjoonel on voetud punkt M, kusjuures
Z EOM=¢ (0°<@<90°). Leida niisuguse ringjoone raadius r, mis puu-
tub antud ringjoont punktis M ja antud puulujat.

8. Lahendada vorrand 3loge(¥?) — | = 31+logex —3-1+logox,

B. Ulesandeid korgemast matemaatikast.

1. Konstrueerida antud p66rdkoonuse nii-
sugune elliptiline 1Gige, mille ristprojektsioon
tasandil, mis on paralleelne I6ikeellipsi vii-
kese teljega ning ka koonuse pddrlemisteljega,
gsut)ub ringiks. Kas {ilesanne on alati lahen-
uv?

2. On antud ortogonaalse teljestiku Oxyz
ja xz-tasandil asuva punkti A ristprojektsioon
(vt. joonis). Leida tasandi e(A4, y) kaldenurk
¢ projektsioonitasandi suhtes.

y Ulesanded koostas O. Riink Tallinnast.

Kogumiku VI vihiku iilesannete lahendused avaldame IX vihikus.
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RAHVUSVAHELISTE MATEMAATIKAOLUMPIAADIDE
ULESANNETE LAHENDUSI

IV oliimpiaad

Ulesanne nr. 1. Leida vihim naturaalarv rn, millel ‘on jirgmised oma-
dused:

a) kiimnendsiisteemis on selle arvu viimaseks numbriks 6;

b) kui viimane number 6 paigutada imber esimeseks, siis saadud arv on 4n.

Lahendus. Olgu otsitav arv m=aa, ... ay_IG; selle voib esitada ka
kujul m=10x 4 6. Kui otsitaval arvul on y kiimnendkohta, siis
4(10x +6) =6-105-1 + x
ja siit
39x = 6(10¥-1 —4), ehk 13x=2(10s-1 —4).
Seega 10¥-1 —4 jagub 13-ga. Andes y-le vadrtusi 2, 3, 4, 5,... saame
avaldise 10#-1—4 vididrtuseks 6, 96, 996, 9996, ... Viimaste hulgast otsime

vihima, mis jaguks 13-ga. See arv on 99996 = 13.7692. Vorrandist leiame,
et x = 15384 ja otsitav arv on seega 153846. Toepoolest, 4153 846 = 615 384.

Ulesanne nr. 2. Lahendada reaalarvude vallas vorratus
VB—x— Vx+41> % .

Lahendus. Vorratuses esinevatest juurtest saame tingimused: x < 3 ja
x > —1. Et juurte vahe peab kindlasti olema positiivne, siis lisandub veel
tingimus: x < 1. Eeldamegi niiiid, et —1 < x < 1. Tostes vdrratuse mdlemad
pooled ruutu, jddb vdrratus samapidiseks, §. t.

3—r—2VE—MEF D +rt1>1

millest V(3 x) (x+1) <’T§ ehk 64x2 —128x 33 >0,
Viimase vorratuse lahendiks on x > 1+ _V%_ x<Z1— —\Lg—l .
- , vV 3l
Antud dlesande lahendiks on seega —1 < x<1— -

Olesanne nr. 3. On antud kuup ABCDA’B’C’D’, millel ABCD ja
A’B’C’'D’ on vastastahud ja AA’||BB’||CC’|| DD’. Punkt X liigub konstantse
kiirusega ruudu ABCD kiilgi mooda (antud tippude jirjekorras) ja punkt Y
liigub .sama kiirusega ruudu B’C’CB kiilgi mooda (antud ti%ude jarjekor-
ras). Punktid X ‘la alustavad liikumist vastavalt punktidest A ja B’ sama-
aegselt. Leida 13lgu XY keskpunkti Z geomeetriline koht.

Lahendus. Téhistame tahu ABB’A’ keskpunkti tdhega O,, -tahu
BB’C’C keskpunktl tihega O, ja tahu ABCD keskpunkti tahega Os.

Olgu A koordinaatide alguspunktiks ning AB, AD ja AA’ vastavalt x,- y-
ja z-teljeks. Kuubi serva Xikkusc votame iihikuks, Jaotame aja, mille jooksul
punkt X libib tee ABCDA, neljaks vordseks osaks ja votame selle osa aja-
tihikuks. Koostame punktide X, ¥, Z koordinaatide tabeli, kus koordinaadid on
avaldatud soltuvaina ajast f.
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X 1 1 3—1 0
X y 0 t—1 1 4—1t ‘
z 0 0 0 0
x 1 1 1 1
Y Y t 1 33—t 0
z 1 2.t 0 t—3
- S 14t 1_ O 4—t 1 -
* 2 2 2
t ¢ 41—t 4 ¢
z L i 17 4—t
! 2 2 2 2
1 2t t—3
i 1 21 0 t—3
“ D) 2

Kui t=0, 1, 2, 3, 4, siis punkt Z asub vastavalt punktides O, O, C,
0;, O,. Nende punktlde vahelistel 13ikudel Z muutuvad koordinaadid lineaar-
selt, s. t. punkt Z joonestab ruumis 16igud 0,0, 0,C. COs, 030;. Seega Z
lngub modda rombi 0,0,CO; kiilgi.

Ulesanne nr. 4. Lahendada vorrand
cos? x - cos? 2x + cos?23x = 1.

Lahendus. Kasutades valemeid 2cos2x=1 + cos2x, 2co0s?2x=
=1 4~ cos 4x teisendame vorrandi kujule

cos 2x -} cos 4x -+ 2¢c0s23x =0
ja siit 2cos3x-cosx 4+ 2cos?23x =0, 4cos3x-cos2x-cosx=0.
Seega saame kolm vorrandit _
cos3x=0; cos2x=0 ja cosx=0,
millede lahendeiks on vastavalt

n n n b1 . n
=tz hk n=p+5k ja xa=5tak

kus k& on mistahes taisarv.
Et lahendid x; on lahendite x; hulgas, siis on vastusteks x; ja x,.
Ulesanne nr. 5. Ringjoonel on antud kolm punkti A, B ja C. Samal
ringjoonel konstrueerida sirkli ja joonlaua abil neljas punkt D nii, et neli-
nurk ABCD oleks puutujanelinurgaks iihele ringjoonele.
‘Lahendus. Et nelinurk ABCD oleks puutuianelinurgaks, siis peab
AD 4-BC=AB + CD. Olgu AB > BC, siis AB— BC=AD—CD >0.
Ulesanne taandub kolmnurga ACD esitamisele, millest on teada alus
AC, tipunurk ADC=x— / ABC ja kiilgede vahe AD —CD = AB — BC.
Oletame, et iilesanne on lahendatud ja leiame 16igul DA punkii E nii, et

DE = CD. Seega on' A CDE vordhaarne, jirelikult / CED = ——# =
:»é';B—C— ja / AEC'—_‘::—%BE. Punkti D leidmiseks konstrueerimegi eel-
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nevalt punkti E. Selleks ehitame IGigule AC kui koolule niisuguse ringjoone
kaare (punkti B suhtes vastaspoolele), mis mahutab nurga / AEC =

ABC
=n— £z TR Punkti A iimber joonestame ringjoone raadiusega AB — BC =

=AD —CD=AD —DE=AE. Selle ringjoone ldikepunkt varem joonestatud
ringjoone kaarega médirabki punkti £ asukoha. Punkti D saamiseks tuleb 15iku
AE pikendada kuni 16ikumiseni punktidega A, B ja C miidratud ringjoonega.

Kui AB == BC, siis saadakse punkt D kui nurga ABC poolitaja 16ikepunkt
punktidega A, B ja C middratud ringjoonega.

Ulesanne nr. 6. On antud vordhaarne kolmnurk ABC. Selle kolmnurga
iimberringjoone raadius on r ja siseringjoone raadius on g. Toestada, et nende

ringjoonte keskpunktide vaheline kaugus d = \/r(r—2g)—.

Lahendus. Olgu kolmnurgas ABC AB = BC. Taihistame sclle kolm-

nurga tmberringjoone keskpunkti tihega M ja siseringjoone keskpunkti ta-
hega S. Uhendame punktid C ja S. Pikendades seda loiku kuni {imberring-
jooneni saame punkti D. Veendume kdigepealt, et kolmnurk ADS on vérd-
haarne. Et / DAB= / DCB, / DCB= / DCA, / DCA= / SAC, siis on
/ DAB = / SAC ja / DAS= / BAC. €t / ASD=2 / SAC= / BAC, siis
/ ASD = / SAD ning A ADS on vdrdhaarne.
" Niif'd vaatleme kolmnurki CST ja EDA, kus T on vordhaarse kolmnurga
ABC korguse aluspunkt ja E on punkt Gimberringjoonel, mis saadakse loigu
DM pikendamisel. Siin / CTB= / EAD = 90° ija / SCA= / DEA, jérel'’kult
A CST ~ N A\ EDA ia seega CS:ST=DE:AD. Ft ST=9p, ED=2r ja AD=
= DS, siis CS- DS = 2ro. Otsitavaks on 16igu SM pikkus d, mis on osa dia-
meetrist BF. Et SC-DS = BS-SF =(r + d) (r—d), siis

2ro=(r+d)(r—d), d=Vr(r—2e).

Ulesanne nr. 7. Leidub 5 kera, mis puutuvad tetraeedri SABC koiki
servi voi nende pikendusi. Tdestada,

a) et telraeceder SABC on korrapirane,
b) et vastupidi, iga korrapirase tetraeedri jaoks leidub 5 niisugust kera.

Lahendus. Puutugu kera £ koiki sirgeid, milledel asetsevad tetraeedri
SABC servad. Siis kera @ 15ikab tetraeedri iga-tahu tasandit kas kolmnurga
(tetraeedri tahk) siseringjoont v6i vélisringjoont médda (kolmnurga vilis-
ringjooneks nimetatakse ringioont, mis puutub kolmnurga {iht kiillge ja kahe
teise kiilje pikendust). Sealjuures on naabertahkude tasandeil asetsevatel
ringjoontel nende tasapindade 15ikesirgel (sellel asetseb ka tetraeedri serv)
ithine punkt, milles see 15ikesirge puutub sfddri. On voimalikud 2 juhtu.

1°. Kera puutepunktid asetsevad koik kiilgservadel. Sel juhul on kaik
kera ja letraeedri kiilgtahkude 1Gike‘ooned siseringjooned. Kera puutepunktid
tahu ABC servadega olgu: serval BC punkt P, serval CA punkt Q, serval
AB punkt R ning serval SA punkt K. Libi nelia mitte iihel tasandil asetseva
punkti K, P, Q ia R saab kujutada ithe ja ainult ithe kera. Seega kui eksis-
teerib esimest tiiipi kera, siis ainult iiks.

2°. Asetsegu vidhemalt iiks kera puutepunkt mone serva pikendusel. Ole-
tame konkreetselt, et punkt K asetseb nii, et A on K ja S vahel. Siis on
ringjoon O, mis puutub sirgeid SA, SB ia AB, vilisringjoon. Tema puute-
punkitid nende sirgelega olgu vastavalt K, L (B on L ja S vahel) ja R.
Kera ja tahu SCA tasandi 16'kejooneks olgu ringjoon Os;, mis sirget SA
puutub punktis K, kiilgserva CA punktis Q ja sirget SC punktis M (C asub
S ia M vahel). Lopuks ringjoon O, mis on kera ja tahu SBC tasandi loike-
jooneks, puutub sirgeid SB ja SC vastavalt punktides L ja M ning kiilg-
serva BC punktis P. Seega teist tiilipi kera puulub tetraeedri kolme serva
ja f{ilejadnud kolme serva pikendust. Kui eksisteerib teist tiiiipi kera, siis
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voib kujutada 4 teist tiiiipi kera, sest tetraeedril on 4 tahku. Nende iihesuse
saab naidata jille nelja mitte iihel tasandil asetseva punkti abil.

Eksisteerigu koéik 5 kera. Tihistame tetraeedri SABC servade pikkusi
jargmiselt: SA=a, SB=»b, SC=c¢, BC=a’, AC=1V ja AB=".

~Olgu K, L, M, P, Q, R — esimest tiiiipi kera puutepunktid. Siis SK=
=SL=SM, AK=AQ=AR, BL=BP=BR, CM=CP=CQ ja et
AK+ KS=SA, BP 4 PC= BC jne, siis a+a’'=b+b'=c4c.

Vaatleme teist tiiiipi kera, mis vastab tahule ABC. Siis on SK—AK=
=8A, BP4PC=BC, SL—BL=SB, AQ-+4QC=AC, SM—CM=SC,
AR - RB = AB, millest a—a’=b— b =c—c’. Vorreldes seda esimest tiiii-
pi kera korral saadud tulemusega jareldame, et a=b=¢, a’'=0b"=c". Kui
vaatleme teist tiilipi kera, mis vastab tahule SAB, saame tulemusena, et ¢’ =
=a=~>b. Seega on tetraeeder korraparane.

Tahistame korraparase tetraeedri keskpunkti tihega O. Keéra £, mille kesk--
punktiks on O ja mis libib {the serva keskpunkti, libib- ka dlejddnud viie
serva keskpunkti ja puutub seega koiki tetraeedri servi. Sarnasusteisendusega,
mille tsentriks on S ja kordajaks 3, teiseneb see kera keraks 2,, mis puutub-
samuti koiki tearaeedri servi ja on teist tiiiipi keraks. Nii saab konstrueerida
teist tiiipi kera iga tipu jaoks.

Seega leidub korraparase tetraeedri jaoks parajasti 5 kera, mis puutuvad
samuti koiki tetraeedri servi ja on teist téilipi keraks, Nii saab 'konstateerida
teist - tiilipi kera iga tipu jaoks. Seega leidub korrapédrase tetracedri jaoks
parajasti 5 kera, mis puutuvad koiki tema.servi voi nende pikendusi.

V ja VI oliimpiaadi #ilesannete lahendused vbib leida ajakirjas «Mare-
Matnka B mkojes Ne 6, 1963 ja Na 6, 1964.

FUUSIKA-MATEMAATIKAOLUMPIAADI LOPPVOORU ULESANDED
MATEMAATIKAS'!

8. klass

1. Arvud X, X3, ... , x, vdivad omandada fiksteisest sdltumatult vadr-

tusi 1, 0 ja —I. Milline on vdhim vidartus, mille voib omandada nende
arvude koikvoimalike paarikaupa voetud korrutiste summa?

2. On antud laud suurusega 3 X3 ruutu ja 9 kaarti suurusega 1 ruut.
Kaartidele on kirjutatud mingid arvud. Kaks maingijat asetavad kordamisi
kaarte laua ruutudele. Parast seda, kui koik kaardid on &ra paigutatud, loeb
esimene mingija (miangu alustaja) kokku esimeses ja kolmandas. reas olevate
arvude summa, teine maingija aga esimeses ja kolmandas veerus olevate ar-
vude summa. Voidab see, kelle arv on suurem. Toéestada, et kui esimene
maéangija maingib Oigesti, siis teine maingija ei saa vbita sgltumata kaardi-
kestele kirjutatud arvudest.

3. Kolmnurga ABC iimber on joonestatud ringjoon. Kodlud, mis iithenda-
vad kaare AC keskpunkti kaarte AB .ja BC keskpunktidega, loikavad kilgi
AB ja BC punktides K ja H. Niidata, et 16ik KH on paralleelne kiiljega AC
ja labib kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkti. .

4. Autobussipileti jarjekorranumber on kuuekohaline arv. Onnepiletiks
nimetatakse piletit, milles kolme esimese numbri summa on vordne kolme
viimase numbri summaga. Toestada, et kdigi Gnnepiletite jirjekorranumbrite
summa jagub arvuga 13.

5. Viikesel saarel on proZektor, mille kiir valgustab merepinna Ioiku:
(proZektori juurest arvestatuna) pikkusega a. Prozektor poorleb {ihtlaselt
iimber vertikaaltelje selliselt, et tema kiire 16pp-punkt liigub kiirusega v. Tdoes-
tada, et kaater, mille maksimaalne kiirus on v:8, ei saa saarele markamatult
liheneda.

7 Télkinud G. Vainikko. Vt. artikkel 1k. 101—102.
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9. klass

1. Rahvamalevas on 100 inimest ja igal ohtul on valvekorras 3 rahva-
malevlast. Toestada, et ei ole voimalik koostada sellist valvekorragraafikut,
mille korral 2 rahvamalevlast oleksid koos valves parajasti iihel korral.

2. Kolmnurga siseringjoonele on tommatud puutuja paralleelselt kolm-

nurga alusega. Milline on kolmnurga haarade vahel asuva puutujaldigu
suurim voimalik pikkus, kui kolmnurga perimeeter on 2p?

3. Arvud Xy (i, j=1, 2, ... , n) rahuldavad n3 vorrandit:
x”-’-x’-k'l-xki:() .(i, j, k=], 2, ... ’ n).
Toestada selliste arvude a; (j=1, 2, ..., n) olemasolu, et iga i ja j kor-

ral x;=a;—a,.

4. Kas ruutu killjepikkusega 1 on voimalik paigutada 1965 punkti selli-
selt, et igas ruudu kiilgedega paralleelsete kiilgedega ristkiilikus pindalaga
1:200, mis sisaldub ruudus, oleks vihemalt iiks nendest punktidest?

5. Arvu dmardamiseks nimetatakse tema asendamist iihega lihimatest
taisarvudest. On antud n arvu. Toestada, et neid on voimalik dmardada sel-
liselt, et mistahes &2 @mardatud arvu summa erineb nende arvude endi sum-
mast mitte rohkem kui (n4-1):4 vorra (k=1, 2, ... , n).

10. klass

1. Milline on arvude x;, X3, ... , x, kodigi paarikaupa voetud korrutiste
summa vihim vidirtus, kui dhegi arvu absoluutviartus ei dleta 1?

2. On antud kaks ithisteguriteta arvu p ja ¢. Taisarvu nimetatakse
heaks, kui ta on esitatav kujul px + gy, kus x ja y on mittenegatiivsed tiis-
arvud, ja halvaks vastasel korral. Toestada sellise tidisarvu C olemasolu, et
tdisarvudest n ja C—n on alati ilks hea ja teine halb.

3. Rongiga Moskvasse soitnud turist hulkus kogu pdeva jalgsi linnas.
Ohtustanud thel viljakul asuvas kohvikus, otsustas ta minna tagasi vaksa-
lisse ainuit neid tidnavaid mddda, mille ta oli lidbinud paaritu arv kordi.
Toeslada, et see on alati voimalik.,

4. Uks komisjon tuli 40 korda kokku. Iga kord oli istungitel 10 ini-
mest, kusjuures mitte mingid 2 inimest ei olnud: istungitel koos iile dhe
korra. Toestada, et komisjoni liikmete arv on suurem kui 60.

5. Luurelennuk lendab mddda ringjoont keskpunktiga A. Ringi raadius
on 10 km, lennuki kiirus on 1000 km/t. Teatud momendil lastakse punktist A
vilja rakett, millel on sama kiirus mis lennukilgi ja mida juhitakse nii, et
ta asub kogu aeg lennukit ja punkti A ihendaval sirgel. Kui palju kulub
rakelil aega lennukile jirelejoudmiseks?

11. klass

1. Sama mis 9. klassi ilesanne nr. 2.

"2, Arvud p ja ¢ on iihisteguriteta. Kui palju eksisteerib naturaalarve,
mis ei ole esitatavad kujul px - gy, kus x ja y on mittenegatiivsed tdisarvud?

3. Toestada, et 25 inimesest ei ole voimalik moodustada 5-liikmelisi
komisjone rohkem kui 30 selliselt, et mistahes kahes komisjonis ei oleks iile
ithe Ghise litkme.

4. Toestada, et hulktahuka koigi servade pikkuste summa on suurem kui
3d, kus d on suurim kaugus hulktahuka tippude vahel.

. 5. Kerakujulisele planeedile 1iheneb kosmoselaev, mis v&ib lennata kii-
rusega v. Planeedi ainus elanik voib liikuda planeedi pinnal kiirusega u.

" Toestada, et v:u > 12 korral on kosmoselaev voimeline avastama planeedi
elanikku, kuidas loo ka ei piiiaks end peita. Mirkus: seda viidet on voimalik
toestada isegi v:u>6 korral
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