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BOURBAKI «-MATEMAATIKA ELEMENDID»

G. Kangro

I. Kaasajal on matemaatika meetodid ja teooriad paisunud
nii arvukaiks ja ulatuslikeks ning matemaatika arengu tempo
sedavord kiireks, et ka koige suurema eruditsiooniga spetsia-
listid ei suuda enam jdlgida matemaatika arengut tema koigis
harudes. Enamik teaduslikult t66tavaid matemaatikuid on sunni-
tud pdhiliselt piirduma endale valitud kitsa eriala raamidega.
Samal ajal matemaatiliste meetodite rakendusvéli mitmesugus-
les teadusalades aga laieneb itha kiiremini. Seepédrast on kaas-
ajal vajadus olemasolevate matemaatiliste teadmiste siistemati-
seerimise jdrele eriti suur.

Matemaatika siistematiseerimisega on aegade viltel tegel-
nud paljud matemaatikud alates Eukleidesest, kelle teos «Ele-
mendid» (III saj. e. m. a.) annab tunnistust laialdasest siiste-
matiseerimisest antiikaja matemaatikas. Paljud XIX ja XX sa-
jandi suured matemaatikud nagu Riemann, Weierstrass, Cantor,
lL.ebesgue, Hilbert, Fréchet, Riesz, Banach jt. seadsid endale iilesan-
deks vilja selgitada kodige pohilisemad moisted ja printsiibid, mille-
le toetub matemaatiline analiiis kui matemaatika koige ulatusli-
kum osa. Nende joupingutuste tagajirjel kujunes kiesoleva sa-
jandi kolmekiimnendateks aastateks vdlja matemaatilise analiiiisi
nusharu— funktsionaalanaliiis, mille tekkimine tdhen-
das suurt edusammu analiiiisi siistematiseerimise kdigus. Osu-
tus nditeks, et kui piirduda Banachi ruumidega, s. o.
liielike lineaarsete normeeritud ruumidega!, siis kasutatakse
analiiiisi mingi lineaarse probleemi uurimisel sisuliselt vaid kol-
me ildist printsiipi, mida tuntakse thtlase t6kestatuse,
lahtise kujutuse ja funktsionaali jatkamise
printsiipide [2] nime all. Funktsionaalanaliiiisi ideed ja
mecetodid aga juurdusid niivord siigavale paljudesse matemaa-

! Lineaarse normeeritud ruumi moiste ja mitmed teised kidesolevas artiklis
esinevad moisted on antud artiklis [1]. Lineaarset normeeritud ruumi R nime-
talakse tdielikuks, kui tingimuse lim || Xpip —%p || =0 kehtivusest iihtla-

n—co
“elt p suhtes jéreldub jada {x,} (x,& R) koonduvus ruumis R.



tika distsipliinidesse ja rakendusaladesse, et funktsionaalana-
liis muutus iiheks koige mahukamaks matemaatika alaks ja
hakkas ise vajama siistematiseerimist.

Matemaatika edasise siistematiseerimise kdigus on suurimad
teened prantsuse matemaatikutel eesotsas Jean Dieudonné, André
Weili, Claude Chevalley, Henri Cartani jt. Kolmekiimnendate
aastate keskel koondus nende iimber rithm kdige silmapaistva-
maid prantsuse matemaatikuid, kes seadsid endale iilesandeks
koostada kaasaegse teaduse tasemel pohjalik koguteos matemaa-
tikast, mis koige iildisematele printsiipidele toetudes annaks sisu-
lise iilevaate voimalikult koi-
gist matemaatika tdhtsamatest
aladest. Nicolas Bourba-
ki kollektiivse pseudonime all

AC UALITES SCIENTIFIQUES ET (NDUSTRIELLES
(MY 129 1258 ua

Deuxiime edition Nouvelle édition

hakati vilja andma koguteost
«Matemaatika elemen-
did» (Eléments de mathémati-
que), mille esimene koide il-
mus 1939. a. Koguteos «Mate-

maatika elemendid» jaguneb
osadeks, osad — raama-
tuteks, raamatud — koi-

deteks. Kiesolevaks ajaks on
ilmunud 27 koéidet, mis moodus-
tavad kokku 8 raamatut. Neist
6 raamatut kuulub koguteose
esimesse o0ssa, mis sisaldab
matemaatilise analiiiisi elemen-
te ja kannab pealkirja «Ana -

ELEMENTS DE MATHEMATIQUE

par
N BOURBAKI
XVIL XX, KXIL

PREMICEE PARTIR

LES STRUCTURES FONDAMENTALES DE L ANALYSE

LIVRE ¢

THEORIE DES ENSEMBLES

CHAPITRE |. DESCRIPTION DE LA MATHEMATIQUE FORMELLE

CHAPITRE It. THEORIE DES ENSEMBLES
Deuxléme ¢dition 1990

CHAPITRE (II. ENSEMBLES ORDONNES —
CARDINAUX — NOMBRES ENTIERS
1986

CHAPITRE (V. STRUCTURES
[}

FASCICULES DE RESULTATS
Troisi¢me édition, 1088

ldisi pohistruktuu-
rid». Selle osa raamatute
pealkirjad on jargmised:
Hulgateooria
Algebra
Uldine topoloogia
Reaalmuutuja funktsioonid
Topoloogilised vektorruumid
Integreerimine.
Viimased kaks raamatut on nummerdamata; nad kannavad peal-
kirju:

Rithmad ja Lie algebrad

Kommutatiivne algebra.
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Esiteks ldhtub Bourbaki sellest, et matemaatika uurimisob-
jektiks on mitmesugused hulgad, mis koosnevad 16plikust voGi
Iopmatust arvust elementidest. Naiteks uurib klassikaline arit-

meetika tdisarvude hulka, klassikaline algebra — algebraliste
poliinoomide hulka, klassikaline analiiiis — pidevate funktsioo-
nide hulka, reaalmuutuja funktsioonide teooria — mdootuvate

funktsioonide hulka jne.

Teiseks arvestab Bourbaki, et kaasaegse matemaatika seisu-
kohalt pole niivord olulised vaadeldava hulga elemendid, kuivord
seosed hulga elementide (ja nende elementide moodustiste)
vahel. Néiteks jaguvuse teooria seisukohalt on tdisarvude hulgal
ja algebraliste poliinoomide hulgal iithesugused omadused, kuigi
nende hulkade elemendid on isesugused. Need iihesugused oma-
dused on tingitud sellest, et nii tdisarvude hulk kui algebraliste
poliinoomide hulk on peaideaaliringid {3] ehk, nagu
itleb Bourbaki, molemal hulgal on peaideaaliringi
struktuur. Uldiselt mdidravad seosed hulga elementide (v6i
clementide moodustiste) vahel Bourbaki jiargi teatava struk-
tuuri [1] sellel hulgal.

Kolmandaks kirjeldab Bourbaki hulga struktuuri aksioomide
siisteemiga, mida rahuldavad hulga struktuuri méiiravad seosed.
Néiteks peaideaaliringis on elemendid seotud kahe tehtega —
liitmise ja korrutamisega, mis rahuldavad iihikelemendiga ringi
aksioome koos aksioomidega, et ringis puuduvad nullitegurid
ia et iga ideaal ringis on peaideaal. Struktuuri médidramine ak-
sioomide siisteemi kaudu kindlustab struktuuri moiste andmise
koige iildisemal kujul ja seega selle moiste koige avaramad
rakendusvoimalused. Uhtlasi etendab formaalne aksiomaatiline
meetod {ilitdhtsat osa iiksikute struktuuride avastamisel uurita-
vas matemaatilises siisteemis.

Algebralised tehted médravad hulgal algebralise
«truktuuri, hulga elementide iimbruste siisteem, mis maa-
rab hulgas piirprotsessi, — topoloogilise struktuuri
ja teatavate paarikaupa voetud elementide jargnevus — jar-
jestuse struktuuri. Viimased kolm struktuuri moodusta-
vad matemaatika pohistruktuurid. Neid pohistruktuure,
mis esinevad juba arvsirgel koik koos, uuritaksegi Bourbaki
<Matemaatika elementide» kolmes esimeses raamatus. Siinjuures
tuleb rohutada, et iildist topoloogiat késitletakse Bourbaki teo-
~es esmakordselt siistemaatiliselt. Uhtlasi paistab silma, et sel
ajal, kui algebralise ja topoloogilise struktuuri uurimisega tege-
'evad matemaatika iseseisvad osad — algebra ja topoloo-
via — puudub matemaatikas ala, mis oleks pithendatud spet-
siaalselt jarjestuse struktuuri uurimisele. Seepirast késitle-
takse jdrjestuse struktuuri «Matemaatika elementide» hulga-
{eooria raamatus, mis on sissejuhatuseks mitte ainult analiiiisi
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pohistruktuuride valda, vaid Bourbaki koguteosele tervikuna.
Siit aga ei tule jireldada, et jarjestuse struktuuril oleks oluliselt
viiksem tdhtsus kui teistel pohistruktuuridel. Kiill aga voib
arvata, et jdrjestuse struktuuri osa matemaatikas pole seni am-
mendavalt uuritud. Kaasaegses matemaatikas on igatahes prob-
leeme, mida ollakse harjunud kéisitlema topoloogilise struktuuri
abil, kuid mida saab iildisemalt uurida, kui kasutada jérjestuse
struktuuri. Niiteks ridade teoorias on pohilise tdhtsusega prob-
leem, missugustel tingimustel lopmatu maatriksiga (a@.s) antud
jadade teisendus

yn=l€2_;ankxk (n=12, ..)

kujutab mingi klassi X jadad {x,} teatava klassi Y jadadeks
{y,} (niiteks koik tokestatud jadad koonduvateks jadadeks). Selle
probleemi lahendamiseks kasutati seni topoloogilist struktuuri
klassides X ja Y. Nagu niitas aga prantsuse matemaatik Vuil-
leumnier’ 1964. a., on vodimalik saada iildisemaid tulemusi, kui
defineerida klassides X ja Y sobiv jirjestuse struktuur.

Bourbaki «Matemaatika elementide» iiheks suureks teeneks
on topoloogilise vektorruumi (ehk lineaarse ruumi) struktuuri
kui matemaatika {ihe kesksema struktuuri esiletoomine. Raske
on leida matemaatikas mingit vdhegi tdhtsamat funktsioonide
klassi, millel poleks topoloogilise vektorruumi struktuuri. Siin-
juures Geldakse, et vaadeldaval hulgal on topoloogilise
vektorruumi struktuur, kui sellel hulgal on miaratud
nii vektorruumi struktuur kui ka topoloogiline struktuur, kus-
juures molemad struktuurid on omavahel nii seotud, et vektor-
ruumi struktuuri méaravad algebralised tehted (s. o. liitmine ja
skalaariga korrutamine) on pidevad topoloogilise struktuuriga
antud piirprotsessi suhtes. Topoloogiliste vektorruumide hulgast
eraldab Bourbaki peale klassikaliste normeeritud ruumide veel
nn. lokaalselt kumerad ruumid, s. o. topoloogilised
vektorruumid, kus nullpunkti iga iimbrus sisaldab mingit kume-
rat iimbrust? Lokaalselt kumerate ruumide teooria on vahetuks
iildistuseks normeeritud ruumide teooriale (kus kumeraks iimb-
ruseks on kera) ning paistab silma tdhtsate rakenduste poolest
iildistatud funktsioonide teoorias ja teoreetilises fiiiisikas.

3. Bourbaki poolt teostatav matemaatika siistematiseerimine
ei avaldu ainult selles, et selgitatakse vidlja matemaatikas esi-
nevad mitmesugused struktuurid. Struktuuri moistet kasutab
Bourbaki eriti selleks, et lahti motestada {the voi teise esi-
tatava teooria olemust, tema sisu. «Matemaatika elemendid» ei

2 Hulka nimetatakse kumeraks, kui hulk sisaldab koos iga kahe punk-
tiga ka neid punkte iihendavat sirglGiku.
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ole entsiiklopeediline teos, kus koos iga teooriaga piiiitakse anda
voimalikult koik teoreemid, mis on saadud selles teoorias kuni
kdesoleva momendini. Bourbaki piirdub pohimoétteliselt nende teo-
reemidega, mis moodustavad vaadeldava teooria loogilise aluse
ja mille teadmine on vajalik selle teooria rakendamiseks prakti-
kas sagedamini esinevatel juhtudel. Siinjuures antakse alati vas-
tavate teoreemide tiielik toestus. Tulemused, millel on vihem
rakendusi, esitatakse sageli harjutusiilesannete kaudu, kusjuures
tavaliselt lisatakse ka nende iilesannete lahendamiseks vajalikud
juhendid. Ka nende {ilesannete suhtes on tehtud ldbimoeldud
valik, mistottu niisuguste i{ilesannete lahendamine on andnud
sageli touke jargnevaks teaduslikuks téoks.

Bourbaki rithm, kuhu kuulub 10—20 koige silmapaistvamat
matemaatikut, on viga voimas ja noudlik kollektiiv. Igal aastal
kogunetakse monesse Prantsusmaa kuurorti, kus iihiselt aruta-
takse 1dbi iga koite projekt. Pérast projekti vastuvotmist t6o6-
tab keegi kollektiivi liikmeist vdlja kéite esimese variandi, mil-
lega tutvuvad kéik liikmed. Jirgmisel rithma kokkutulekul saab
esimesele variandile osaks igakiilgne halastamatu kriitika. Esi-
mesele variandile jdrgneb teine variant, mille to6tab vilja tava-
liselt kollektiivi teine liige. On esinenud juhtumeid, kus on koos-
tatud kuus kuni seitse varianti. Integreerimise teooriale piihen-
datud raamatu esimene variant niiteks liikati téielikult tagasi
pohjusel, et selle pohiline osa — integraaliteooria
abstraktses ruumis — polnud kirjutatud vajalikul maa-
ral originaalselt. Tuleb mérkida, et abstraktse integraali viga
komplitseeritud ja mitmekesise struktuuri tottu ei ole kuni kées-
oleva ajani dnnestunud anda rahuldavat kisitlust integraaliteoo-
riale abstraktses ruumis, kuigi sel teoorial on eriti palju raken-
dusi (tdendosusteoorias, funktsionaalanaliiiisis, topoloogilises al-
gebras, diferentsiaalvorrandite kvalitatiivses teoorias, teoreeti-
lises fiilisikas jm.) ja temale on pithendatud eriti rohkesti mono-
graafiaid.

4. Bourbaki «Matemaatika elementide» arvel on tehtud mit-
meidki kriitilisi mérkusi. Jargnevalt vaatleme neist kahte oluli-
semat.

Bourbaki kasutab mdnikord viga palju moisteid ja teoreeme,
mis véljendavad mitmesugusel valiselt erineval viisil iihte ja
sama sisu. See etteheide oleks viga tosine, kui Bourbaki votaks
kasutusele mitmesuguseid samaviirseid moisteid ja teoreeme
juhuslikult, selgitamata nende sisu iihtelangemist ja nende vaja-
likkust praktika seisukohalt. Kuid seda Bourbaki pohiliselt ei
fce. Teoreetiliselt oleks muidugi voimalik loobuda samaviirsete
moistete ja teoreemide esitamisest, kuid Bourbaki tingimustes
muudaks niisuguse «optimaalsuse» printsiibi teostamine toestus-
fes esinevad arutlused kohmakamaks, vastavate moistete ja teo-
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reemide sisu aga iihekiilgsemaks. Oeldu selgitamiseks vaatame,
kuidas kisitletakse matemaatilises analiiiisis iihte pohilist kiisi-
must — reaalarvude hulga ehk, geomeetriliselt koneldes, arvsirge
pidevust. Intuitiivselt valjendub arvsirge pidevus selles, et
arvsirget saab paberilehele joonestada, eemaldamata joonestus-
vahendit lehelt. See osutub aga véimatuks, kui eraldada arvsir-
gest kasvoi iiksainus punkt. Matemaatiliselt véljendab arvsirge
pidevust nn. pidevuse aksioom. Pidevuse aksioomi vdib
aga sonastada vidga mitmel, viliselt tidiesti erineval viisil. Esi-
tame neist kuus voimalust:

1) igal iilalt tokestatud reaalarvude hulgal on olemas 16plik
ilemine raja;

2) igal iilalt tokestatud monotoonselt kasvaval reaalarvude
jadal on olemas loplik piirvdartus;

3) kui arvsirgel iiksteisesse sisestatud 1oikude jadas 16ikude
pikkused ldhenevad piiramata nullile, siis on neil l6ikudel iihine
punkt;

4) arvsirge kui lineaarne normeeritud ruum on téielik;

5) igast tokestatud jadast arvsirgel saab eraldada koonduva
osajada;

6) kui arvsirge loik on kaetud mingi lopmatu vahemike siis-
teemiga, siis saab sellest vahemike siisteemist eraldada lopliku
osasiisteemi, mis katab antud loigu.

Siin on tegemist kuue samavdidrse lausega: nimelt voib iga-
ithte neist tGestada iikskoik millise teise lause 1)—6) pohjal.
Pohimotteliselt on vdimalik iiles ehitada reaalarvude teooriat,
milles aksioomiks on v&etud iikskoik missugune neist lausetest,
néiteks esimene. Raskused aga voivad tekkida selle teooria
rakendamisel. Kujutleme néiteks, et niisuguse teooria abil tuleb
toestada mingis 16igus pideva funktsiooni tokestatust. Seda oleks
viga lihtne teha teoorias, kus aksioomiks on voetud kas viies
voi kuues lause. Vaadeldavas teoorias aga osutub 10igus pideva
funktsiooni tokestatuse toestus tunduvalt kohmakamaks, sest eel-
nevalt tuleb toestada iiks viimati mainitud lausetest esimese
lause poOhjal.

On huvitav maérkida, et ka eespool toodud kolm lineaarse
funktsionaalanaliiiisi pohilist printsiipi pole iiksteisest soltuma-
tud, vaid néiteks iihtlase tokestatuse printsiipi saab tuletada (ja
sealjuures suhteliselt lihtsalt) lahtise kujutuse printsiibist. Ometi
ei ole késitluse lihtsuse ja sisulise selguse mottes 6konoomne
ehitada iiles lineaarset funktsionaalanaliiiisi Banachi ruumis
ilma iihtlase tokestatuse printsiibita. Muidugi ei tule eelnenust
jidreldada, et Bourbaki «Matemaatika elementides» ei leidu iildse
teatavas mottes liigseid moisteid ja teoreeme, kuid tGendoliselt
nouaks nende viljaselgitamine umbes samasugust téémahtu, kui
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vastava osa koostamine Bourbaki rithmalt. «Matemaatika ele-
mentides» toodud moistete ja teoreemide kasutamist hélbustab
aga tunduvalt iiksikute raamatute jaoks antud tulemuste kok-
kuvote.

Teine Bourbakile sagedamini tehtav etteheide on seotud
«Matemaatika elementides» aluseks voetud formaalse aksiomaa-
tilise meetodi piiratusega. Nimelt tdestas K. Godel 1931. a. [4],
et iga kiillalt tugev (s. t. naturaalarvude aritmeetikat sisaldav)
mittevasturddkiv formaliseeritud aksiomaatiline teooria on mit-
tetdielik, s. t. vastavas mitteformaliseeritud teoorias leidub tdene
teoreem, mis ei ole toestatav formaliseeritud teooria aksioomi-
dest ldhtudes. Godel annab iithtlasi meetodi niisuguse teoreemi
konstrueerimiseks. Seega on pohimotteliselt voimalik, et «Mate-
maatika elemendid» peaksid sisaldama teoreemi, mida ei saa
toestada Bourbaki poolt kasutatud formaalse aksiomaatilise mee-
todiga. On muidugi voimalik lillitada niisugust mittetoestatavat
teoreemi vaadeldavasse teooriasse aksioomina, kuid saadud teoo-
ria suhtes kerkib omakorda mittetdestatava tdese teoreemi esi-
nemise voimalus jne. Seepdrast ei saa «Matemaatika elemente»
pohimotteliselt vaadelda kui mingit 16plikku, kindlaks tdhtajaks
l1opetatavat, vaid kui pidevalt jatkuvat, tdienevat teost — seda
enam, et matemaatika kui teadus areneb edasi. Ja polegi tege-
likult teada, missuguse kuju votab Bourbaki teos edaspidi. Kin-
del on aga see, et «Matemaatika elemendid» on avaldanud &ér-
miselt suurt méju XX sajandi matemaatika arengule. Bourbaki
stiili on osaliselt vGi tdielikult omaks votnud paljud juhtivad
matemaatikud maailmas. 1958. a. alustati «Matemaatika elemen-
tide» avaldamist ka venekeelses tolkes. Seni prantsuse keeles
ilmunud 27 koitest on siiani vene keeles vélja antud 13 koidet
viies raamatus. «Matemaatika elemendid» on teos, mille toelist
vadrtust saab hinnata alles pidrast tema pikemaajalist kasuta-
mist, pdrast Bourbaki stiiliga harjumist. Nimetatud teos on hida-
vajalik kdsiraamat igale teaduslikult to6tavale matemaatikule.
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KATKENDEID P. R. HALMOS! ARTIKLIST «NICOLAS BOURBAKI»!

Ta on kreeka perekonnanimega, rahvuselt prantslane ja ipris huvitava
‘paritoluga. Ta on ks koige mdjukamaid XX sajandi matemaatikuid. Tema
kohta on hulk legende ja nende arv
kasvab iga pdevaga. [...] Koikjal,
kuhu koguneb rithm matemaatikuid,
leiab ta tuliseid poolehoidjaid ja ki-
ratsevaid vastaseid. Kuid koige ime-
viarsem on see, et teda pole olemas.

See olematu prantslane kreeka pe-
rekonnanimega on — Nicolas Bour-
baki. Asi on selles, et Nicolas Bour-
baki on matemaatikute mitteametliku
rithmituse kollektiivne varjunimi. [...]
Pohjused, miks autorid vétsid enda-
le nimeks Bourbaki, on mihitud sa-
ladusse. On alust arvata, et valik on
seotud prantsuse armee ohvitseriga,
kes mingis teatavat osa Prantsuse-
Preisi sojas. Kindral Charles-Denis-
Sauter Bourbaki oli vdga koloriitne
kuju. Kui ta oli 46-aastane, tehti tal-
le 1862. a. ettepanek hakata Kreeka
kuningaks. Kuid ta loobus sellest voi-
malusest. [...] Koneldakse, et Nan-
cys on lalle pistitatud ausammas.
See annab voimaluse viia teda {iihen-
dusse nende matemaatikutega, kes
votsid ta nime, sest mbdned neist on
olnud aegade jooksul seotud Nancy
iilikooliga.

Sellel ithe graviiiiri jdargi tehfud pil-
adilll on kujutatudl kindral B(;\;tfbtllki,
kelle eesnimi pole sugugi Nicolas, Esialgu esines rithm varjunime
vaid Charles-Denis-Sauter. Kord oleks 4] osaltgnalja parast, osalt sjelleks,
ta ddrepealt saanud Kreeka kunin- ot yiltida pikka ja tiifitavat autorite
gaks. nimekirja tiilellchel; niiiid kasuta-
takse seda varjunime rohkem kollek-
tilvse nimena  kui  maskeeringuks.
Rithma liikmete nimed ei ole enam matemaatikute cnamikule saladuseks.
Uhe legendi kohaselt tekkis Bourbaki peatod «Matemaatika elemendid»
André Weili ja Jean Delsarte'i vahelisest vaidlusest selle iile, kuidas tuleb
opetada matemaatilist analiitisi. Kuid iikskoik millised olid selle t66 tekkimise
-esialgsed pohjused, kéesoleval ajal ei pea see t66 silmas iiksnes pedagoo-
gilisi eesmirke. Tuleb vilja tdpselt samuti, nagu oleks arutelu, kuidas pare-
mini Opetada mdistma populaarset muusikat, andnud alguse koikehaaravale
uurimusele harmooniast ja muusikateooriast. .
* * *

! Scientific American, May 1957, lk. 88—99. Katkendid on artikli vene-
keelsest viljaandest (Maremarndeckoe mpocBeilenue, 5, 1960, 1k, 229—239)
tolkinud U. Lumiste.
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Kuidas siis tehti seda védga tdhtsat ihist t66d? Suurt osa seliest omis-
tatakse Jean Dieudonnée’le (algul t66tas Nancys, praegu USA-s, Northwestern
University). Dieudonnée oli peaaegu algusest peale rithma koéige aktiivsem
liige. Et Dieudonnée on mitme omaenda nime all avaldatud matemaatilise
teose autor, siis on iisna raske teha vahet tema enda té6de ja Bourbaki jaoks
kirjutatud todde vahel. Koneldakse, et ta oskas kord suurepiraselt tulla
vilja raskest olukorrast ilma fakte moonutamata. Uhes artiklis, mille Dieu-
donnée avaldas Bourbaki nime all, avastati viga. See parandati artiklis
«Bourbaki veast» ja alla kirjutas J. Dieudonnée.

* Ed *

Bourbaki prantsuse orientatsioon ei tulene S$ovinistlikest kaalutlustest,
vaid on lihtsalt keeleliseks paratamatuseks, sest rithma rajajateks on prants-
lased. Kui kogunevad sellised esimese jdrgu tdhed nagu Weil, Dieudonnée,
Claude Chevalley ja Henri Cartan koos oma kolleegidega, siis on sealjuures
voolava prantsuskeelse kone vood tdepoolest aukartustidratavad. Seetdttu
peab, et voidaks jilgida konelust ja votta osa vestlusest, suutma prantsuse
keeles mitte iiksnes kiiresti ja wvaljult konelda, vaid tuleb tunda ka Pariisi
iiligpilaste uusimat Zargooni.

Vaatamata sellele, et kuulsatel Bourbaki koosolekutel rahuldavad koik
osavotjad neid noudeid, on raske aru saada, mis kavalusega nad tdotavad
neis tingimusis. Kuid t66 liigub ...

Nicolas Bourbaki on siin kujutatud prantsuse matemaatikute [antastilise
iilierutatud kambana. Portreeline sarnasus vais tulla ainult tdiesti juhuslikult.
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ALGEBRA POHIMOISTEID IV

Jevgeni Gabovits
11. Kahe operatsiooniga algebralised siisteemid

Koikides seni vaadeldud algebralistes siisteemides (grupoi-
did, poolrithmad ja rithmad) on korraga defineeritud vaid iiks-
ainus algebraline operatsioon. Tosi kiill, tihti me nédgime, et
mingi grupoidi, poolriihma v0i rithma elementide hulgas v&ib
defineerida veel ithe voi isegi mitu uut algebralist operatsiooni.
Néiteks tdisarvude vallas voib peale tavalise liitmise ja korru-
tamise defineerida veel jirgmise algebralise operatsiooni a>k b =
=a’+4b (1%k1=5 2%k1=8, 1k2=9, 2+%2=12, ..).
Positiivsete reaalarvude vallas on algebraliseks operatsiooniks
a0 b= (logb)? (nditeks 4 © 2=,
liste elementidega n X m-maatriksite jaoks vo6ib defineerida jérg-
mise algebralise operatsiooni :f: maatriksite A =[a;] ja B =
=1{b;;] ==-korrutiseks nimetame maatriksit

L;n by ‘gls bu ...
A B | 921 G2 23 Qog .. |
+F as biyy asy by ...

208 =09, jne.) Taisarvu-

Niiteks:
1 2 0 5 2 0 3 1 1 0 0 1
[3 4 —1 0] 4 [0 5 1 4] _ [0 4 1 0]
0 2 1 2 2 1 2 0 01 1 0o}
2 3 1 2 0 —5 1 1 0 3 1 2

(See operatsioon on assotsiatiivne — miks?)

Varem me uurisime selliseid operatsioone iiksteisest eral-
di ning meid ei huvitanud, millised on hulga elementide oma-
dused iiheaegselt mitme operatsiooni suhtes. Juhul kui need ope-
ratsioonid on mingil viisil omavahel seotud, muutub aga vaja-
likuks nende koosuurimine.

Toome siin moningad sagedamini esinevad tingimused, mis
seovad omavahel kahte operatsiooni — liitmist ja korrutamist.
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Tavaliselt esitatakse need mingi samasuse kujul, nagu naiteks
jdrgmistes tingimustes:

ab = —ba antikommautatiivsus;

(a4 b)c=ac+ bc korrutamise distributiivsus
liitmise suhtes;

(ab)c -+ (bc)ya+ (ca)b=0 Jacobi samasus;

a(ab-c)=ab-+ ac modulaarsus;

ab+c= (a4 c) (b4 ¢) liitmise distributiivsus

korrutamise suhtes;

For— 0 . .
a;Qy...0, = 0 }_ nllpOtensuS,
Z{_clz——éll—bb—);i a }— neelamisseadused.

Kuigi me nilpotensuse tingimuste kirjutamisel ei ole siin
kasutanud liitmise méarki, seovad need tingimused ometi korru-
tamise ja liitmise tehteid, sest neis esineb element 0, mis on
madratud tema omapdrase kditumisega liitmise suhtes. Analoo-
giliselt seob antikommutatiivsuse tingimus korrutamist liitmi-
sega, sest seda tingimust vdib esitada ka kujul ab -+ ba = 0.

Kahe operatsiooni vahelise seose voib mddrata ka nn. tinglike
samasustega, nditeks jargmiselt:

I kui x=£y, siis xy=0;

I kui x4y, siis xy=x—+y;

IIT kui a#£0, siis iga b korral leidub x, nii et ax=2b.

Kahe algebralise operatsiooniga algebralistest siisteemidest
vaatleme siin ldhemalt nelja koige olulisemat: ringi, korpust,
Lie’ ringi! ja struktuuri. Igaiiks neist on hulk, mis on korru-
tamise suhtes grupoid ning liitmise suhtes kommutatiivne pool-
rithm, kusjuures korrutamine on liitmise suhtes distributiivne.

Ringi puhul osutub poolriihm liitmise suhtes rithmaks. Kui
ringi elemendid, mis erinevad selle rithma nullist, moodusta-
vad rithma ka korrutamise suhtes, siis on tegemist korpusega voi
kaldkorpusega, olenevalt sellest, kas korrutamine on kommuta-
tiivne voi ei tarvitse seda olla. Kui aga selle asemel ringi ele-
mendid rahuldavad Jacobi samasust ja samasust a®> =0, siis
nimetatakse ringi Lie’ ringiks.

Struktuuride korral on liitmine ja korrutamine n.-6. vordéi-
guslikud, mis véljendub neid siduvate tingimuste siimmeetrias:
siin on mitte ainult liitmine, vaid ka korrutamine kommutatiivne
ja assotsiatiivne ning kehtib samuti liitmise distributiivsus kor-
rutamise suhtes. Peale selle kehtivad struktuurides ka mélemad
neelamisseadused.

1 Sophus Lie (1842—1899), tuntud norra matemaatik, kelle t66d on
avaldanud vdga suurt mdju rithmateooria ja kogu kaasaegse algebra arengule.

13



Ulesandeid:

33. Millised selles punktis vaadeldud samasustest ja tinglikest samasus-
test kehtivad tdisarvude hulgas, kui vaadelda liitmisena tavalist t#isarvude
liitmist, korrutamisena aga operatsiooni:

a) a ¥k b=a-+-b-}ab; d) a x b=b—uq;
b) a # b=ab— ba; e) a xb=a
¢) a xb=a-b; f) a * b=10b2

34. Selgitada sama tdisarvuliste elementidega maatriksite tavalise liit-
mise ja korrutamise suhtes, kui neil maatriksitel on jirgmine kuju:

0 0 Q) as

[O 0 a3 ay ]

000 O
0 0 0 0.

35. Antud hulga A koigi alamhulkade hulgas vaatleme liitmisena alam-
hulkade iihendi leidmist ning korrutamisena iihisosa votmist2 Millised iilal-
mainitud samasustest kehtivad sel juhul?

36. Niidata, et (m X n)-maatriksite - I -korrutamine rahuldab tingimusi
AmA=A, BHA7 B=B, AfBifC=A%=C
ning on seotud maatriksite liitmisega jargmiste distributiivsust ja modulaar-
sust iildistavate tingimustega:

(A+B) & 2C= (A = C) + (B # C),
(A #B) +C= (A+C) #(B+C),
[24 §t (A 1 B) 4+ C]= (4 % B) -+ (4 i C).
37. Milliste ilalmainitud operatsioonide suhtes tekivad ringid, korpused,
struktuurid voi Lie’ ringid?

12. Ringid

Eespool juba mainisime ringi moistet. Uksikasjalik definit-
sioon on jdrgmine. Ringiks nimetatakse hulka, milles on defi-
neeritud kaks distributiivsuse seadusega

(a4 b)c=ac+ bc
seotud tehet — liitmine ja korrutamine, kusjuures liitmise suh-
tes moodustab see hulk kommutatiivse rithma (nimetatakse an-
tud ringi aditiivseks rihmaks), korrutamise suhtes aga grupoidi
(nimetatakse ringi multiplikatiivseks grupoidiks).

Kui ringi multiplikatiivne grupoid osutub assotsiatiivseks
voi kommutatiivseks, siis nimetatakse ka ringi ennast vastavalt
assotsiatiivseks voi kommutatiivseks. Kui multiplikatiivsel gru-
poidil on iihikelement, siis seda nimetatakse ringi iihikelemen-
diks, ringi enda kohta aga oeldakse, et ta on dhikuga ring.

Toome niiiid ringide néiteid. Koik tdisarvud moodustavad
tihikuga kommutatiivse ja assotsiatiivse ringi tavalise liitmise
ning korrutamise suhtes. Samasuguse ringi moodustavad ka koik
ratsionaal-, reaal- ja kompleksarvud, samuti Gaussi téis- ja rat-
sionaalarvud.

2 Vt. Gabovits, Jevgeni, Opereerihiine hulkadega. — Matemaatika ja kaas-
acg, III, lk. 3—14,

14



Ringi alamhulka, mis on ise ring selle ringi operatsioonide
suhtes, nimetatakse ringi alamringiks. Niiteks paarisarvude ring
on alamringiks koikide tdisarvude ringis, ise aga sisaldab alam-
ringi, mis koosneb koikidest neljaga jaguvatest arvudest. Kom-
pleksarvude ring sisaldab reaal-, ratsionaal- ja tdisarvude alam--
ringe.

Vorduste jadast

(lail] +1{by)) - lei] = [ay -F by} - {cij] =
= {é (A bir) ij] =‘£:Zl' QipCprj +k=2nl' bircri]l = LZ’;' aipcrj] +
-+ [’él bircsil = lay] - [ei] -+ [by] - [cijl

ndhtub, et maatriksite korrutamine on maatriksite liitmisega seo-
tud distributiivsuse seadusega. Seetdottu moodustavad ringi koik
taisarvuliste elementidega maatriksid, koik ratsionaalsete ele-
mentidega maatriksid jne. Koik need ringid on assotsiatiivsed,
kuid mittekommutatiivsed iihikuga ringid.

Iga kommutatiivne rithm muutub ringiks, kui temas definee-
rida nn. nullkorrutamine. iga kahe elemendi korrutis on null
See ring on kommutatiivne ja assotsiatiivne, kuid tal puudub
iihikelement.

Antud hulga koik alamhulgad ei moodusta ringi ithendi ja
ithisosa votmise operatsioonide suhtes, sest kuigi need operat-
sioonid on omavahel seotud distributiivsuse seadusega (isegi
kahe, distributiivsuse seadusega: Z(ANB)UC= (AUC)N
N(BUC) ja (AUB)NC= (ANC)U (BN C)) ning kuigi kdik
alamhulgad moodustavad molema operatsiooni suhtes tihikuga
kommutatiivse poolriihma, ei osutu kumbki neist poolrithmadest
riithmaks (vt. p. 3).

Ringidest, mille elementideks on arvud, nimetaksime peale

_ 3__
tiisarvude ringi veel nditeks hulki {a -6V 5}, {a-+bVv 3+

3
[-cV 9} jne., kus a, b ja ¢ on tdisarvud.

Muutuja x tadisarvuliste kordajatega polinoomide ax"--
bax™ 4 ... -+ a,yx -+ a, jaoks voib korrutamise ja liitmise
defineerida tavalisel viisil. Néiteks
(o8 L 7x2 — 1)  (—x 4 28 — 2x) = —x* - 63+ Tx2 — 2x — 1

(x2— 1) (Bx5 4 2x3 - 1) = 3x7 — x> — 2x3 F-x2 — 1.
Osutub, et ka poliinoomid moodustavad kommutatiivse ja assota-

tiivse ithikuga ringi.
Funktsionaalanaliifisi seisukohalt on vidga tdhtsad funktsioo-

15



nide ringid. Liitmisena vaadeldakse niisugustes ringides - alati
tavalist funktsioonide liitmist

' (F+ &) (%) =TF(x) +g(x).
Korrutamise operatsiooni v6ib aga defineerida mitmel erineval
viisil. Koige tavalisem definitsioon ndeb vilja jargmiselt:

(f-g) (x) =F(x) - g(x).

Tihti aga vaadeldakse korrutamisena nn. funktsioonide super-

positsiooni
(F O g) (x) = gl (x)].
Peale selle pakub huvi ka jargmine funktsioonide «korrutamine» 2

(P g) () = [ F(x— Dg(tyat.

Igaiiks neist korrutamistest on distributiivne funktsioonide liit-
mise suhtes, mistottu iga liitmise ja korrutamise suhtes kinnine
funktsioonide hulk moodustab ringi. Néiteks korrutamiste - ja 'O
puhul on selliseks koigi 16igul [a, b] defineeritud funktsioonide
hulk, korrutamise > puhul néditeks samal loigul pidevate funkt-
sioonide hulk.

Téisarvude ringis leidub vaid kaks elementi, mis vorduvad
oma ruuduga — need on arvud 1 ja 0. Maatriksite ringides lei-
dub neid juba rohkem. Néiiteks maatriksite

1 00 0 0 0 0 0 1 0 00
0 0 of, {0 1 1}, |O O OfjajO 1 O
0 0 Ol 0 0 O 0 0 1 0 0 1

ruudud vorduvad nende endiga. Selliseid ringi elemente e, mille
jaoks e?=e, nimetatakse ringi idempotentideks. Idempotentsetel
elementidel on tdhtis koht ringiteoorias.

Poliinoomide ringis pole muid idempotente peale arvude 0
ja 1. Samasugune on olukord funktsioonide ringis tavalise kor-
rutamise mottes. Kuid funktsioonide ringis, kus korrutamise osas
esineb superpositsioon, osutub idempotendiks iga konstantne
funktsioon f(x)= ¢, samuti ka funktsioon f(x)=x (kontrollida!).

Tédisarvude ringis on kahe elemendi korrutis null siis ja
ainult siis, kui vdhemalt iiks teguritest on null. Samasugune on
olukord ka poliinoomide ringis. Kuid maatriksite ringides leidub
nullist erinevaid elemente, mis korrutamisel annavad nullmaat-
riksi. Naiteks

0 2 5]f10 1 3 0 0 O
0 0 3{-10 0 O}]=]0 0 O}.
0 0 0110 0 O 0 0 0

Ka funktsioonide ringides leidub nullitegureid. Néiteks tava-
lise funktsioonide korrutamise puhul on funktsioonide

2 Vt. Kangro, G. Kaasaegse algebra kiisimustest. — Loodus ja mate-
maatika, 3, Tartu, 1963, lk. 88.
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_Jx—1, kuix>1 . — 0, kui x > —1
l1(x) —'{ 0, kui x</1 ja I2(%) {x+l, kuix;é—l

korrutis nullfunktsioon, kuigi need funktsioonid ise erinevad null-
iunktsioonist (funktsioonide f, ja f. graafikud on toodud jooni-

sel).
1ALY)
N 1
1

Nullist erinevaid ringi elemente, mille korrutis on null, nime-
tatakse nulliteguriteks. Ringe, milles ei leidu selliseid elemente,
nimetatakse nulliteguriteta ringideks.

Nulliteguriteta ringi moodustavad koik poolsirgel 0 < x < oo
defineeritud pidevad reaalmuutuja funktsioonid eespool definee-
ritud korrutamise >k suhtes. Nimelt vaidab funktsionaalanaliiiisis
tuntud Titchmarshi teoreem, et kui funktsioonid f(x) ja g(x) ei
vordu samaselt nulliga, siis ka funktsioon

SHx—ngat

¢i vordu samaselt nulliga.

Eriti tdhtsad on kommutatiivsed ja assotsiatiivsed nullitegu-
riteta ithikelemendiga ringid, mis kannavad integriteetkondade
nime. Integriteetkondades, niiteks tdisarvude ja poliinoomide
ringides, saab edukalt arendada jaguvuse teooriat.

Niite kommutatiivsest ja assotsiatiivsest ithikuga ringist, mil-
lel leiduvad idempotendid ja nullitegurid, voib saada, kui defi-
neerida arvudest 0, 1, 2, 3, 4 ja 5 koosneval hulgal liitmine ja
korrutamine jargmiselt:

@0 1 23 45 ©|0 1 23 45
0/0 1 2 3 4 5 0/0 000 00
1|1 23 450 1{0 1 2 3 4 5
202 3 4 5 0 1 210 2 40 2 4
313 45 0 1 2 3/0 3030 3
414501 2 3 400 42 0 4 2
515 0 1 2 3 4 510 5 4 3 2 1

Nimelt on siin tekkivas ringis kaks idempotenti, mis erinevad
ihik- ja nullelemendist (nendeks on elemendid 3 ja 4) ning kaks
paari nullitegureid (2 ja 3 ning 3 ja 4).
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Praegu vaadeldud ring on erijuht laiemast ringide klassist —
jddgiklassiringide klassist. Jddgiklassiring mooduli n jdrgi koos-
neb nimelt = elemendist — arvudest 0, 1, 2, ..., n — 1, millede
liitmine & ja korrutamine O erineb tavalisest arvude liitmi-
sest ja korrutamisest selle poolest, et tavaline summa ning kor-
rutis jagatakse arvuga n ning operatsioonide @ ja & tulemuseks
loetakse tekkinud jadk. Niisiis:

EPRI— k-1, kui 2+ 1 <n,
k+1l—n, kui B-+1>n,

k-l kui kIl <n,
ol kel—mn, kui n < kl<2n,
ROL=1\k.1_ on, kui 2n<kl<3n

Voib ndidata, et juhul kui n==p on algarv, ei ole jaagiklassirin-
gil mooduli p jirgi nullitegureid. Kui aga n on esitatav kahe
arvu k ja [ korrutisena, siis on alati 2-/=0 ja seega moodus-
tavad & ja ! nullitegurite paari.

Huvitava ringi ndite voib konstrueerida «arvudest», mis on
esitatud vasakule Iopmatuseni ulatuva tdisarvude jadade abil.
Sellisteks «arvudeks» on nditeks ...0000127, ...55554321,

. 12312312345678910, ...2951413 jne. Nimetame neid siin liht-
salt lopmatuteks arvudeks.

Kahte lopmatut arvu loeme vordseteks, kui neil on omavahel
vordsed paremalt poolt lugedes vordsel kaugusel asuvad numb-
rid. Kahe lopmatu arvu summa, vahe voi korrutise n viimase
numbri leidmiseks tuleb votta moélemal arvul n viimast numbrit
ja nende poolt moodustatud tdisarvud omavahel vastavalt liita,
lahutada voi korrutada. Tulemuse n viimast numbrit annavadki
otsitava 16pmatu arvu n viimast numbrit.

Nditeks
+...7654321 _...212121
. 1197531 ...323232
.. 8851852 ... 888889
: ... 579323 . ... 9376
Chsisl T esns
... 579323 ... 6256
... 737969 . .5632
... 158646 8198
... 579323 4384
... 737969 - Ay
570303 0 eeeee 9376
......... 136613
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Ilmselt moodustavad lopmatud arvud kommutatiivse rithma
litmise suhtes ja assotsiatiivse ning kommutatiivse iihikuga
poolriihma Kkorrutamise suhtes (iihik- ja nullelementideks on vas-
tavalt arvud ...0001 ja ...0000). See, et liitmine ja korrutamine
on assotsiatiivsed ja rahuldavad distributiivsuse seadust, jérel-
dub asjaolust, et koiki arvutusi lopmatute arvudega vdib kui-
tahes tdpselt ldhendada vastavate arvutustega loplike arvudega,
mille jaoks need omadused kehtivad.

Lopmatute arvude ring sisaldab tavaliste tdisarvude ringi,
sest iga tédisarvu (nditeks arve 273 ja 10073) voib esitada lop-
matu arvuna, kirjutades arvu ette lopmatul hulgal nulle (meie
niite puhul on nendeks lopmatuteks arvudeks ...0000273 ja
..000010073).

Peale iihik- ja nullelemendi leidub antud ringis veel kaks
idempotenti. Kolmandaks idempotendiks on 16pmatu arv d, mis
on imbritsetud raamiga jdrgmises tabelis, kus iga jargmine arv
on eelmise ruut.

N
__l
3970(6
8910 6

152587

Neljandaks idempotendiks lopmatute arvude ringis on arv
¢ 1 —d=...09376. Toepoolest, e2= (1 —d)?=1—2d +d’ =

1—2d+dv—1—d——e

Vaadeldavas ringis leidub ka nullitegureid. Need on idempo-
hndld e ja d. Toepoolest, e-d = (1l —d)yd=d—d*=d —d=

Llhtne on méirgata, et nii voib arutleda suvalise ringi puhul:
kui ringis leidub idempotent d, siis on ka 1 — d idempotent ning
d( — d) = 0.

Ulesandeid:

38. Millised funktsioonide korrutamise operatsioonid on kommutatiivsed
4+ millised assotsiatiivsed?

39. Millised idempotendid ja nullitegurid esinevad jddgiklassiringis moo-
Auli 30 jérgi?

10. Leida 16pmatu arvu ...0101010101? viisteist viimast numbrit.

41. Naiidata, et jdagiklassiringis mooduli 7 jérgi pole nulltegureid.

13. Mitteassotsiatiivsed ringid

Koik senivaadeldud ringid olid assotsiatiivsed. Leidub ka
millcassotsiatiivseid ringe; {iks selliseid on kolmedimernsionaal-
efc vektorite hulk liitmise ning vektorkorrutamise operatsiooni
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suhtes. Tuletame meelde, et vektorite a ja b vektorkorrutis a Xb
on vektor pikkusega absiny (kus a ja b on vektorite a ja b
pikkused, y aga nurk vektorite a ja b vahel), mis asetseb ruumis
risti vektoreid a ja b ldbiva tasandiga, kusjuures selliselt, et vek-
torid a, b ja a X b moodustavad nn. parema kide kolmiku. Kol-
lineaarsete vektorite korral a X' b ==

Selleks et veenduda vektorkorrutamise mitteassotsiatiivsuses,
valime nullist erinevad vektorid a, b ja c nii, et a ja b oleksid
kollineaarsed, ¢ aga nendega risti. Siis a X b=0 ja ka (aX
X b) X ¢=0. Samal ajal b c on risti vektoriga b ja iihtlasi
ka vektoriga a ning erineb nullist; seega a X (b > ¢) on nullist
erinev, sest mittekollineaarsete vektorite vektorkorrutis on null
vaid siis, kui iiks teguritest on null.

On voimalik néidata, et vektorite ringis, milles korrutami-
seks on vektorkorrutamine, kehtib Jacobi samasus:

(a3 b) X e (bX ¢) X a+ (X a) X b=0.
Et iga vektor a on iseendaga kollineaarne, siis a > a = 0. Ringi,
milles on tdidetud Jacobi samasus ja samasus a?= 0 nimeta-
takse Lie’ ringiks. Jarelikult kolmemodtmelise ruumi vektorid
moodustavad Lie’ ringi vektorite liitmise ja vektorkorrutamise
operatsioonide suhtes.

Lie’ ringide ja assotsiatiivsete ringide vahel on tihe side.
Nimelt voib igast assotsiatiivsest ringist R tuletada Lie’ ringi
L, kui asendada ringis korrutamise tehe operatsiooniga

aob=ab— ba.
Viimast nimetatakse kommuteerimise operatsiooniks.

Toepoolest, kommuteerimise operatsioon on liitmise suhtes
distributiivne:

ao((b+c)=ab+c)— (b-+c)a=abH ac—ba—ca=
= (ab — ba) 4- (ac—ca) =a o b+ a o,
(a+b) oc= (a-t+b)yc—c(a-}b) =ac+ bc— ca— cb—=
= (ac—ca) 4+ (bc —ch) =a o c+ b oc,
seega on meil tegemist ringiga L.
[lmselt vordub ringi L iga elemendi ruut nulliga:
a oa=aa—aa=0.
Jddb vaid veenduda Jacobi samasuse kehtivuses. Ka see on
kontrollitav vahetu arvutamisega:
(aob)oc+ (boc)oa (coa)ob= (ab—ba) oc -+
-+ (bc — cb) © a+ (ca—ac) © b= (ab— ba)c — c(ab — ba)+
~+ (bc — c¢b)a — a(bc — cb) - (ca — ac)b — b(ca— ac)=0.
Seega on L toesti Lie’ ring.
Kuigi igast assotsiatiivsest ringist on lihtne saada Lie’ ringi,
on vastupidine {ilesanne — leida antud Lie’ ringi L jaoks assot-
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siatiivne ring, millest L on saadav iilalkirjeldatud teel — viga
keerukas ning ei tarvitse isegi olla alati lahenduv.

Huvitav on maérkida, et Lie’ ringid on (vdheste eranditega)
mittekommutatiivsed, sest igas sellises ringis on tdidetud anti-
kommutatiivsuse seadus. Toepoolest, Lie’ ringi iga elemendi ruut
on vordne nulliga, olgu see element a, b voi a-+ b:

a?=02= (a+ b)2=0.
Kuna me ei tea, kas ringis on tdidetud kommutatiivsuse sea-
dus, siis ei voi me (a@-- b)? arvutamisel kasutada valemit
(a1 b6)2=a>-+ 2ab -+ b2,
millega oleme harjunud, vaid peame korrutama (a- &) liik-
meti (a -~ b)-ga, muutmata seejuures tegurite jarjekorda. Saame
(a+b)2= (a4 b)(a-+b) =a%2+ ab -+ ba -+ b2 = 0.
S(;,)ose a?=b? =0 tottu jareldub siit ab + ba =0 ehk ab =
- —0a.

Kui assotsiatiivne ring on kommutatiivne, siis temast lal-
kirjeldatud viisil saadav Lie’ ring on nullkorrutamisega ring:
ub = ba korral a © b =ab — ba = 0. Uldiselt voib 6elda, et ele-
mendid, mis kommuteeruvad assotsiatiivses ringis, osutuvad vas-
tavas Lie’ ringis nulliteguriteks.

Kommutatiivset ringi, milles on rahuldatud jirgmine assotsia-
litvsuse seadust iildistav samasus:

[(a-a)-b]-a= (a-a) - (b-a),
nimetatakse Jordani ringiks. Ka koik assotsiatiivsed ringid on
ithtlasi Jordani ringid.

Ka Jordani ringe voib saada assotsiatiivsetest ringidest, kui
tuna neis sisse uus korrutamine — niiild juba valemi

a}kb=ab-Lba
jargi. See tehe on ilmselt kommutatiivne:
a>xXb=ab--ba=ba-'-ab=>b*a
ning on liitmise suhtes distributiivne. Selles voib veenduda sa-
muti, nagu me seda tegime Lie’ ringide puhul, s. t. otsese arvu-
tamisega. Kehtib ka samasus
[(a>ka) >k b]>Ka= (a>ka) >k (b><a).

Toepoolest: aka=a.a--a-a=2a® ja [(aXa)kb]lXa=
= (2a2>k b) ka= (2a2-b+b.2a%) }ka=(2a*- b+ b-2a%-a+
+a-(2a2.-b L b-2a%) = 2a%ba - 2ba® + 2a%b | 2aba® =
— 2a?(ba + ab)-+ 2(ba -+ ab)a? = 2a? X (ba + ab) =
=(a>xa)k(bka).

Tavalise korrutamise asendamine >k-korrutamisega voib anda
nitteassotsiatiivse Jordani ringi vaid siis, kui ldhtering ei ole
kommutatiivne. Assotsiatiivse ja kommutatiivse ringi korral te-
kib jélle assotsiatiivne ring:
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(a v by o (ab  bay « ¢ (ab |- ba)c -+ c(ab 4+ ba) =
i buac | cab-|-cha: a(be-|-cb) + (be+cb) ra=
=a(bkc)-(b>Xc)a=a>* (bkKc).

:(l’)('

Veel iihe iildiselt mitteassotsiatiivsete, kuid assotsiatiivsetelei
ringidele kiillalt 1dhedaste ringide klassi moodustavad nn. alter-
natiivsed ringid, mille iga kahe elemendi a ja b korral

(aa)b =a(ab) ja (ba)a= b(aa),

s. t. assotsieeruvad selliste elementide jérjestatud kolmikud, mil-
les on kaks korvuti seisvat vordset elementi. Kui siimboliga
[abc] tdhistada elementide a, & ja ¢ nn. assotsiaatorit (ab)c —
— a(bc), siis voib alternatiivsuse tingimuse esitada kujul [aab]=
=[bad] =0, samal ajal kui tavaline assotsiatiivsus on esitatav
kujul [abc] = 0.

Huvitav on markida, et alternatiivseteks osutuvad need ja
ainult need ringid, milles iga kahe elemendi korral neid elemente
sisaldav vidhim alamring on assotsiatiivne. Vordluseks méirgime,
et assotsiatiivsetes ringides on iga alamring assotsiatiivie. Peale
selle vaadeldakse veel nn. assofsiatiivsete asimetega ringe, s. o.
selliseid ringe, mis ei tarvitse olla alternatiivsed, kuid nilles
iga elemendi korral vihim seda elementi sisaldav alamring on
assotsiatiivne.

Vaatleme niiiid néditena ringi, mille moodustavad jirgmised
maatriksid iile jddgiklassiringi mooduli 3 jargi tavalise maatrik-
site liitmise ja korrutamise suhtes (s. t. maatriksi elemendid on
selle jddgiklassiringi elemendid), kusjuures maatriksife su:nma
ja korrutise elementide arvutamisel arvestatakse selle jddgiklassi
isedrasusi:

10 0 10 i} 10 2 _Jvr o) 4,11 1
o= o} e=[% o] e=[5 &) °=16 oI =[5 ol

=[5 81 1=[3 8h =[5 ) »=[3 3]

Meenutame, et jddgiklassiringis mooduli 3 jirgi 3=0, 4= 1=
= —2 ja 2= —1. Seetottu —a=0b6, —c=f, —d=~h ja —e =g,
nii et vaadeldava ringi korrutamistabel ndeb vilja nii, nagu mér-
gitud tabelis 1.

Moodustame sellele ringile vastavad Lie’ ja Jordani ringid.
Nende korrutamistabelid on esitatud vastavalt tabelitel 2 ja 3.

Viimasest kahest korrutamistabelist on selgesti nidha esimese
ringi antikommutatiivsus ning teise ringi kommutatiivsus. Et
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molemad ringid on mitteassotsiatiivsed, seda niitavad jargmised
arvutused:

(eoh)oa=aoa=0, eo(hoa)y=eo0 b=,
(ckd) kg=g>kg=g. ck (dkb) =cke=F
Tabel 1
|0|a|b|c|d|e f|g h
ojojofofofofofo]o]o
alo|ofo]jofo]o]ofo]o
tlojojojojofo]o|o]o
c|0|a|b|cld|elf glh
d[0|a|b|c|d e'fgk
e'OIaIb’cId e| figlh
f|0|b|a f|h|g cled
gIO|b|a'f|I1|g cle|d
h'0|b|a]f|h|g clela
Tabel 2 Tabel 3
o|0 a]b cldie’f'glh *lOablc dle f'gllz
olofojofo]o]ofo]o]o olojofofofofofo]o]o
a|0|0|0bb‘b‘a|a|a aOOOlaaa|b|blb
plofofofalalalb|s|e] te]o|o]o|s|s|b|alala
’c|0|a’b 0Olalbfo|ale clolale|flg|n|c|ale
'd|0|a|b‘b OlaabO dOabg|kce]cd
;(?\0|a‘b|a b|0b0a e|0|a|b|n|c|g|d]|e]e
]’Olb1a|0ba0ba fOIbaced,fI/zg
glo]b|alb]a alo]s glofblalalc|e|n|g|ec
h‘O'biaaO b|lalo0 h|0|b|a|e|d|c|g|c|h

Kumbki nendest ringidest pole isegi alternatiivne. Toepoo-
lest, elementide a ja ¢ korduval liitmisel saame koik ringi ele-
mendid:

0=a—a, b=a-+ta, d=a+c¢, e=c-+ 2a, [=2c,
g=2c—+a, h=2a- 2c.
Jérelikult langeb vdhim alamring, mis neid sisaldab, kokku terve
ringiga ning on seega mitteassotsiatiivne. Alternatiivse ringi
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korral peab aga iga kaht elementi sisaldav vahim alamring ole-
ma assotsiatiivne.
Ulesandeid.

42. Naidata, et kolme teineteisega ristuva iihikvektori korral kehtib Jacobi
samasus.

43. Kui lugeda, et 1 4+1=0 ja —I =1, siis maatriksid

_Jo 1 _ o _n n . _fo o

a=[o o] o=[o ol =[5 o] 5= o=[5 ¢
moodustvad assotsiatiivse ringi. Leida sellele ringile vastavad Lie’ ja Jordani
ringid. Kas nad on assotsiatiivsed?

44, Tuua néiteid kommutatiivsetest Lie’ ringidest.

VEEL SAM LOYDI ULESANDEID

Millised on kaelkirjaku véiduvéimalused?

Seclleks et ndidata, kui vdhe paljud vdiduajamistesse narruseni armunud
inin(ﬂiesed toeliselt motlevad voiduvoimaluste iile, esitame jargmise lihtsa dles-
ande,

.f&
SRNG 3’!5) X

Kui joehobu voidulootused on iiks kahe vastu, ninasarvikul aga kaks
kolme vastu, millised on siis kaelkirjaku $ansid?

Ka teine iilesanne on seotud sama pildiga. Kui kaelkirjak suudab nina-
sarvikut kahe miili jooksus vdita kaheksandikmiiliga, ninasarvik edestab jGe-
hobu samal rajal veerandmiiliga, millise edumaaga voidab siis kaelkirjak
kahe miili jooksus joehobu?
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GENEREERIVAD l-;UNKTSIOONlD JA SUMMADE
ARVUTAMINE

U. Kaasik

Matemaatiliste probleemide lahendamine on {isna sageli seo-
tud mitmesuguste (loplike vo6i Iopmatute) summade arvutami-
sega. Tosi kiill, vahetult keskkooli matemaatikakursuses kerkivad
probleemid eriti keerulisi summasid tavaliselt ei sisalda. Nen-
lega puutuvad aga kokku juba matemaatika vastu veidi enam
huvi tundvad opilased — tarvitseb vaid meenutada matemaatika-
ringide jaoks véljaantud raamatuid voi oliimpiaadidel esitatud
ilesandeid. Seetottu tuleb keskkooli matemaatikaGpetajal viahe-
malt klassivilises t60s tegelda ka summade arvutamise meeto-
dite tutvustamisega.

Teatavasti pole summade tapsete vairtuste leidmine kaugeltki
mitte alati lihtne {ilesanne. Kahtlemata on paljudel lugejaist tul-
nud kohtuda niisuguste «ebameeldivate» summadega, mille tdpse
viidrtuse arvutamine on osutunud iile jou kdivaks. Selle summa
viiirtuse leidmisel monest tabelist on aga lahtiseks jddnud kiisi-
mus, kuidas see on saadud.

Niisuguseid raskusi pohjustab eeskétt just asjaolu, et sum-
made arvutamiseks kasutatavad meetodid ei ole kahjuks univer-
vuilsed. Koik nad seisnevad ju teatavate samasusteisenduste
sooritamises antud summaga seni, kuni saadakse avaldis, milles
esinevate summade tdpsed vdidrtused on lahendajale tuntud (voi
mida Onnestub leida kéepdrast olevates tabelites). Sobivate
teisendusvotete véljavalimine nouab lahendajalt sealjuures mar-
gatavat leidlikkust ja mis peaasi — kiillalt suurt votete taga-
viara. Kahjuks aga ei Opetata niisuguseid votteid peaaegu kus-
hil. v6i kui opetatakse, siis vaid lihtsamaid !. Ainus {ildisemalt tun-
tud universaalne vote 1oplike summade arvutamiseks on mate-
muatilise induktsiooni meetod, kuid selle rakendamine véhegi
hecrulisemate summade korral on enamasti seotud vidga suurte

Moningaid kbdige lihtsamaid votteid, mida summade arvutamisel laial--
1aolt kasutatakse, on lithidalt tutvustatud nditeks artiklis: Kaasik, 0O,
sumbolid I ja IT ning nende omadusi. — Matemaatika metoodiliste artiklite
woprumik, [1 Tin., 1964,, 1k. 21—40.
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raskustega — otsitava summa avaldise kuju oletamine paari
kolme erivddrtuse jargi kdib ka kdige «ldbindgelikumale» mate
maatikule sageli {ile jou.

Kéesoleva artikli eesmdrgiks on tutvustada iiht suhtelisel
vihe tuntud votete kompleksi — nn. genereerivate funktsioonid:
kasutamist summade arvutamisel. Artikli piiratud mahtu arves
tades saab siin muidugi puudutada vaid selle iisna universaals
aparatuuri koige lihtsamaid rakendusvoimalusi. Tiiesti kisit
lemata jddvad sama aparatuuri rohkearvulised rakendused teis
tes valdkondades 2.

Vaatlusele tulevad summade arvutamise votted ei ole alat
kirjeldatavad ainult elementaarmatemaatika vahenditega. Nen
dest arusaamiseks on tarvis (vdhemalt pogusalt) tunda tuletis
ja integraali moisteid, samuti (ratsionaalsete) funktsioonide aren
damist astmeridadeks. Seetottu ongi jirgnevad read mdelduc
eeskdtt iliopilastele ja korgema haridusega lugejatele.

Jada {a;} genereerivaks iunktsiooniks nimeta
takse summat
A(x) = 3 aix, (1

kus summeerimine toimub iile kéikide nende i v3irtuste, mis an
tud jadas indeksitena esinevad. Siinjuures tuleb muidugi arves
tada, et jada elementide varustamine indeksitega on suhtelisel
vaba. Nii nditeks vboib jada esimese elemendi indeksiks valid:
kas 0 voi 1 vdi hoopis mone muu naturaalarvu. Vastavalt sellel
muutub muidugi ka jada genereeriv funktsioon. Seega on jad:
genereeriv funktsioon iiheselt midratud alles siis, kui jada ele
mentidele on kinnistatud kindlad indeksid. Edaspidises késitlu
ses pole meil aga oluline, kas antud jadal on iiks vdoi mitu gene
reerivat funktsiooni (kuigi me alati kasutame vaid iihte neist)
Vastavalt sellele loeme jada {a;} genereerivateks funktsiooni
deks peale (1) tarbe korral ka néditeks jadade {a;} ja {a;n} ge
nereerivaid funktsioone, s. t. summasid

Daxtt ja Maxtl
7 7

Uldsust kitsendamata voib lugeda, et genereeriva funktsioon
definitsioonis esinev summeerimine toimub 16pmatuseni: kui jad:
on loplik, siis tuleb teda vaid nullidega tdiendada. Ndiiteks bi
noomkordajate jada

(=460 (), ()

vaadeldakse tavaliselt koosnevana vaid n 41 elemendist. Ku

2 Veidi ldhemalt on sellistest rakendustest juttu nditeks raamatus
PuopnaH, Jx., BBemenne R kKoMOGHHAaTOpHHIH aHaaus. M., 1963.
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aga defineerida tdiendavalt?, et n<i korral('}):O, siis voib
seda jada lugeda ka lopmatuks. Seega voib soltuvalt vajadusest
hinoomkordajate jada genereerivat funktsiooni kirjutada kahel
viliselt erineval kujul:

§<?>xf w 3(0)e

Genereeriva funktsiooni definitsioonis pole midagi oeldud
seal esineva astmerea koondumise noude kohta. Me nimelt jata-
megi fikseerimata, mis tdhendus on iildse siimbolil x (hiljem on
meil vahel ainult tarvis, et ta saaks omandada vaartust 1). Koos
sellega langeb aga dra ka kiisimus genereeriva funktsiooni mia-
ramispiirkonnast, s. t. vastava astmerea koondumisest 4.

Nii saadava formaalse aparatuuri (nimetatakse Cauchy
algebraks) tksikasjalikku teooriat me siin esitama ei hakka.
Koik operatsioonid genereerivate funktsioonidega toimuvad tap-
selt samuti nagu tavaliste koonduvate astmeridadega. Seega on
nditeks jadade {b;} ja {c;} genereerivate funktsioonide

B(x) =3 bx* ja C(x)=cx

korrutis A(x)= B(x)C(x) jada f{ar genereeriv funktsioon,
kus

k
Qp — §0 b,’CH. (2)

Analoogiliselt saame jada {a;} genereeriva funktsiooni A (x) dife-
rentseerimisel jada {(i 4 1)a;+} genereeriva funktsiooni, s. t.

d d . o
- A(x) = 2 a;xl = Zta[x‘ L
i i

Genereerivate funktsioonide kasutamisel summade leidmiseks
eeldame tavaliselt, et teatavate astmeridade summade avaldi-
sed on juba varem teada. Mida suurem on selliste teadaolevate
summade hulk, seda lihtsamaks osutub muidugi ka kirjeldusele
tulevate meetodite rakendamine. Kéesoleva artikli lugejalt nii-

8 Sellist' tdiendavat definitsiconi on sobiv kasutada vaid n >0 korral,
sest mitmetes rakendustes iildistatakse binoomkordaja mdistet n <0 puhul
hoopis jargmiselt:

(—n) _ (—n) (—n—1) (—n—i41) )

[ i!

+ Seetottu ei ole genereerivad funktsioonid iildse funktsioonid tavalises
mottes, vaid tdiesti formaalselt defineeritud siimbolid, mille omadused tdien-
davalt defineeritakse.
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teks eeldatakse, et talle on tuttavad jargmised valemid ®:
n

S () x=a+4xrm, @3
=0
Se=1=E (4)
i=0

Eer (5)
i=0
==z (6)
=0
ST ) e=ta—nm @)

i=0
Siin vasakul on lihtsalt paremates pooltes olevate funktsioonide
arendused astmeritta punktis x = 0.

Genereerivate funktsioonide aparatuuri saab summade vair-
tuste leidmisel kasutada iisna mitmel viisil. Tutvustame nendest
viisidest vaid moningaid koige iildkasutatavamaid.

Eriti lihtsalt saab genereerivaid funktsioone summade v&ir-
tuste leidmiseks kasutada sel teel, et summa 3 a; vahetu arvu-

tamise asemel piiiitakse leida vastava genereeriva funktsiooni (1)
viidrtus kohal x=1 voi piirvddrtus llmA( ). Toomegi selle

votte illustreerimiseks koigepealt moned lihtsad néited. Olgu
aga kohe margitud, et nendes nédidetes saaks summade vairtu-
sed (tegelikult tdpselt samal viisil) leida ka ilma genereerivaid
funktsioone kasutamata. Seetottu tuleb esimest viit nédidet vaa-
delda sissejuhatusena edasiste voimaluste tutvustamisele.

Néiide 1. Leida summa

n
AL
i=0
Vastava genereeriva funktsiooni avaldis on valemi (3) koha-
selt

n
n .
Ay =3 (7)x =1 +x"
i=0
5 Viimase kahe vorduse puhul voéime koondumise kiisimuste korvalejét-

mise kohta tehtud mérkust arvestades isegi unustada, et need -kehtivad
vaid |x| <1 korral.
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Seega saame vaadeldava summa vairtuseks
n

n
S ()=4am =2
=0
Téiesti analoogiliselt leiame nditeks, et

R

X =ni(7)=0

i=0

Niide 2. Leida summa

n—m .
i n n—1
22 (1) (i)( m.)’
knus 0 < m < n.
Vastava genereeriva funktsiooni

A = 3= (5 (1) ¢

avaldise leidmiseks tuleb siin ette votta moned teisendused.
Binoomkordajate definitsiooni arvestades saame

A(x) = i’ (—D 50z _’jjff’;;ni[ R

i=]

22 (—l)im!(njlrglr;!i—!(r:)—!m—i')k!' ¥=
i=1

=3 () ()= () (T =
i=1 i=1

= (”’:)[2(”_,”1) (_x)i_(n—om)(_x()o]=(’;l)[(1 — x)nm— 1]
i=0

Seega

. n—m

() =am=—(z)-

i=1

Niide 3. Leida summa

(i+2)at
2 TN N

i=0
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Lihtsate teisendustega saame (valemit (5) arvestades):

(l+2)a‘ ; 1) +1 :
( ) = y ——2 (l(l+)1;|" (ax)L:

ja jére]iku]t
(i+2)aé a 1 . (a+1)ea—1
E —(lTlﬁ' A(])-—-e +_a (e —1)— ——“—a —_.

i=0

Niide 4. Leida summa
®© .
2 (_ l)i(/z—tz) )
i=0

Eelmiste nédidetega analoogiliselt toimides (ja valemit (7)
kasutades) saame

A(x) = 2.0 (" ; i) (—x)i= (1 4 %)=

i=0

ST =am =g

Seda summat veidi pohjalikumalt vaadeldes on aga kerge
margata, et siin pole iildse tegemist koonduva arvreaga: rea iild-
liige ei ldhene nullile 6. Seega oleme me leidnud mitte rea summa
(seda pole olemaski!) vaid teatavas mottes iildistatud summa.
Siinjuures on huvitav maérkida, et tdisarvuliste liikmetega rea
ildistatud summaks voib osutuda murdarv.

Loomulikult pole iildistatud summa saamine siin mitte juhus-
lik tulemus, vaid see iseloomustab iildse genereerivate funktsioo-
nide kasutamist. Kirjeldatud meetod nimelt polegi tegelikult
midagi muud, kui arvrea iildistatud summa leidmine nn. Abeli
summeerimismenetlusega. Seega annab see meetod
tulemuseks alati iildistatud summa, mis aga koonduva rea kor-
ral langeb iithte tavalise summaga.

ning seega

6 Arvridade koondumise ja summeerimise kilsimustest on juttu niiteks
artiklis: Tiit, E., Arvridadest. — Matemaatika ja kaasaeg, VII, 1k. 58—68.
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Monikord tuleb summa arvutamiseks vajaliku genereeriva
funktsiooni leidmisel kasutada ka mitmesuguseid kunstlikke vot-
teid. Uhe niisuguse vottega voib tutvuda jdrgmise ndite varal.

Nidide 5. Leida summa
< 1
2 @
i=0

Genereeriva funktsiooni

S i
i=0

avaldise saamiseks votame vaatlusele veel teise funktsiooni

* x2it+1
B(x) = 2@'-}- 0"
i=0

Siis valemi (5) kohaselt

oo}

Ax) +Bx) = 35—,
i=0
A(x) —B(x) = 3T — o,
i=0

Neid vordusi liites (ja tulemust kahega jagades) leiame, et
A(x) = (e e™)
ning jarelikult
< | 1 1
=0

Uhtlasi saame siit aga veel korvaltulemuse

- -1 1
i=0

Summa vaidrtust andva genereeriva funktsiooni avaldise leid-
miseks tuleb peale niisuguste lihtsate votete kasutada tihti veel
penereerivate funktsioonide (kui astmeridade) diferentseerimist
vor integreerimist. See toimub koige sagedamini sel teel, et gene-
reeriva funktsiooni (1) kompaktse esituse saamiseks vaadeldakse
sin esineva astmerea algfunktsiooni (integraali)

[ee]
a. .
B(x) = Z#l— x’hL] —I—- bg,
i=0
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mis ilmselt iga bp korral rahuldab seost
d
EB(X) '=A(x).

Kui (tarbe korral konstanti b, sobivalt valides) onnestub leida
B(x) esitus lihtsama avaldisena, siis A(x) saamiseks tuleb seda
B(x) avaldist lihtsalt diferentseerida. Illustreerime selle vatte
kasutamist jadrgmise kahe niite abil.

Niide 6. Leida summa

vy ./
X (i)
i=1
Vaadeldes genereerivat funktsiooni kujul

A = Xi(5) =
i=1

voib kergesti veenduda, et see on saadud néiteks funktsiooni

n

Bx)= (1) x=(1+x"

i=1

diferentseerimise teel. Seega
d o
A(x) == B(x) = n(l 4 x)*
ja
2;(;’) = A(1) = n2+,
i=t
Téiesti analoogiliselt voib leida, et néaiteks
>+ ()= (n+2)2.
i=0
Nidide 7. Leida summa’

n
> 2.
=1
Valides genereeriva funktsiooni kujul
A(x) = 3 i2xi!
i=1

saame (integreerides ning valemit (4) arvestades):

7 Selle summa (ja iildse naturaalarvude astmete summade Iik) leidmisel
saab kasutada ka monevorra vihem téomahukaid, kuid spetsiaalseid votteid;
vt. Tamme, E., Korgemat jirku aritmeetilised progressioonid. — Matemaa-
tika ja kaasaeg, I, k. 39—45.
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A(x) = % (Zix") =%(x Zix"“) :-dix [x% (Z’x‘)] —

i=0
_4a xi(l_——xnﬂ _d Jx— (n41)xntl 4 pgni2]
- dx \ 1 —x ) —dx[ (1—x)2 ]_

_t4+x— (n+4-1)2xn 4 (2n2 4 2n — 1) xn+l — n2xnt2
- (1—x)3 :

I’Hospitali reeglit korduvalt kasutades leiame niiiid

(n+1)2xn 4 (2n2 4- 2n — 1) xnHl — n2xnt2
(I—x)3 -

A(l) = lim 112 =

x—1

— lim l—n(n-1)2xn-14- (n4-1) (2n2+ 2n — 1) xn — n2(n + 2)xntl

x>l —3(1 —x)2
— lim —n(n—1)(n4-1)2xn-24n(n4-1)(2n*+4-2n—1)xn-1—n?(n41)(n42)x" __
Tl 6(1 —x) —
lim —n(n—1)n—2)n4-12xn-84-n(n2—1)2n24-2n—xn-2—n¥n+1)(n+42)xn-1_
x—>1 —6 -
_nn+1)@n+1)
= 6 .
Seega

n

Ziz i=n(n+ 1)(2n 4 1)
6 ’
i=1

Astmeridade diferentseerimist on genereeriva funktsiooni
avaldise leidmiseks ménikord sobiv kasutada ka teisiti. Nimelt
voib osutuda, et genereeriva funktsiooni asemel on hoopis liht-
sam leida tema tuletise (vbi mone korgemat jirku tuletise)
avaldist. Genereeriva funktsiooni saame siis selle avaldise integ-
reerimise teel. 1llustreerime ka selle votte kasutamist mone néi-
tega.

Niide 8. Leida summa
n

2 ia—l:ll (,'Z) :
i=0

Vaadeldes genereerivat funktsiooni kujul
n

’ aitl n i
A = i+1(i)"+l’
. i=0
saame lihtsalt arvutada tema tuletise:
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n

4 . ‘ n .
wAX) = Za‘“ ('Z) xi= aZ’('Z) (ax)i=a(l + ax)"
i=0 i=0
Kui niiiid veel arvestada, et ilmselt A (0)=0, siis leiame summa
otsitavaks véartuseks
| _ (I+4anrt1—1
- nt+1 °

1 1
A1) =SdixA (x)dx = aj(l + ax)ndy — U Fa0m
0 0

0

Seega oleme toestanud vorduse
n

aitl fn\ _ (14 ayntt —1
2 i+1 (z) - a1
i=0
mis kehtib iga a korral.

Niide 9. Leida summa
1 1 1 ( )
1_7_‘_?_7_1_“._ 2’7 DAy

Vastava jada genereeriva funktsiooni

Ao —— 3

i=1

tuletise saab lihtsalt arvutada:
oo

4 Aw) =N (=)= 3 (—x) =1ix-
i=0

i=1

Seega A(0) =0 t6ttu

1 1
d
A(l)=51_tx=ln(l+x) =1In,
0 0
© .
STEDE g
i : ’
i=1
Niide 10. Leida summa
1,1 1 (=)
l—g+5—7+ =2 a3
i=0
Vaadeldes genereerivat funktsiooni kujul
o0
. xa ﬁ_ x7 _ (_l)ix2i+l
AX) =1—F+5—7+...= 3 Hr
i=0
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saame, kasutades cenereeriva funktsiooni diferentseerimist

( ) H (_l lx2l_2 (_x'2 1+x2)

d

1 1

A(l) = S 7 j_xxz = arctan x =%
0 0
(o]
(=hi__=
2%+1 4
i=0

Eriti efektiivseks osutub genereerivate funktsioonide korruta-
mise eeskirja kasutamine 10plike summade arvutamisel. See on
voimalik nditeks siis, kui summa

S = a;

M.

Il
o

ildliiget a; onnestub esitada korrutisena kujul

a;== biCp-i,
hus jadade {b;} ja {c;} genereerivad funktsioonid B(x) ja C(x)
on tuntud. Otsitav summa s vordub valemi (2) kohaselt sel juhul
lihtsalt x* kordajaga astmereas B(x)C(x).

Rohkesti rakendusi leiab see meetod just binoomkordajate-
vaheliste seoste leidmisel. Toomegi moned vastavad néited.

Niide 11. Summa
k

n m
(06
i=0
(kus & < min(m, n)) arvutamiseks tdhistame

b= () da em=("))-

Siis valemi (3) kohaselt

B(x) = (1+x" ja C(x)=(1+x"

Scega
i n+m 4
n m i
B(x)C(x) = (14 x)mm= 3 ("T™) 4,
i=0
hust leiamegi otsitava summa viddrtuse kui x* kordaja:

S(O6m)=1)
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Niide 12. Leida summa
k

> =0i(3)-
i=0
kus £ <n (juhul 2= n tdime vastava tulemuse juba niites 1)
Arvestades, et (—1)*=1 ja iga i puhul (—1)i= (1)~
voib selle summa iildliikme kirjutada korrutisena

D7) = =DH(F) (D= bice

Valemeid (3) ja (6) kasutades saame niiiid

n

B(x) = Y (—1)k(7) &= (=1 +x)",

i=0
oo o |
Cx) =3 (=i =q15,
i=0

B(x)C(x) = (—1)*(1 4 x)=.
Seega on otsitava summa védrtuseks

300 = ).

=0
Niide 13. Leida summa 8
n—1 )
()
i=0
Kirjutades selle summa iildliikme kujul
R4y __(k+i —
()= (1) 1=t
saame
B(x) = 3 (¥F)x=(1—x)*,
i=0
C(x) = fozl_lx
i=0
B(x)C(x) = (1 —x)—k—2=2(k+i‘+i) X,
i=0

8 Teise meetodiga on see summa leitud niiteks artiklis: Kaasik, U
Ohendid. — Matemaatika metoodiliste artiklite kogumik, I. TIn., 1963, 1k
18—30.
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Vaadeldava summa vairtuseks on x*7! kordaja viimasest aval-
disest:
n—I1

SE)=0ID=01ID.
i=0
Ndide 14. Leida summa

2s

(R (T

i=0

Valides néiteks
by= (—1)t (n—l—z—]) gt = (n+25—_i—1)

25 —i
saame valemit (7) kasutades

B = 3 (—1) (") wm (1)

i=0
C(x) = 2.0 ("= —nm,
=0
B(x)C(x) = (1 — )™= i("ﬂf—‘) x2%,

k=0
't otsitav summa on selles avaldises x? kordajaks, siis jareli-

kult
2( (n+2s—lz—1)(n+i—1):(n+ss—l).
i=0

Vaatleme 10puks veel {iht eriti efektiivset (kuigi tunduvalt t56-
mahukamat) votet genereerivate funktsioonide kasutamiseks sum-
made arvutamisel. Selle votte puhul piiiitakse rea 3 a; iildliige

a; teisendada niisugusele kujule, et ta vorduks argumendi x tea-
tava i-st sOltumatn astme kordajaga mingi tuntud genereeriva
funktsiooni A;(x) astmereas. Otsitava summa saamiseks tuleb
siis leida argumendi sama astme kordaja funktsiooni

Z[,'Ai(x)

astmereas.

Paneme tdhele, et sellise meetodi korral pole pohiliseks mo-
mendiks mitte enam astmereana antud genereeriva funktsiooni
kompaktse avaldise leidmine, vaid antud funktsiooni reaksaren-
damine (tdpsemalt, selle reaksarenduse iihe kordaja leidmine).
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Niide 15. Leida summa

n . 2 . . l
2 (_l)t( ”i L)a2m'2.
i=0
Kirjutades selle summa iildliikme kujul

2n — i . .
(2:—2Li) Q2n—2i ., (1)
ndeme, et tegemist on x2* kordajaga funktsiooni

(1 4 2x)2n—i. (—x2)¢
reaksarenduses. Valemit (4) arvestades leiame, et

([ + 2x)n+] — (._x2)n+l .

3 (1 20) 2 (—x) = (1 + 2)" (E=F

i=0

(14 2x)2nt (—=1yn+ix2nt2 (1 + 2x)n
B T (1+x)2 ’

Selle poliinoomi kanoonilise kuju leidmine on seotud véig:
suurte arvutustega. Sellepdrast unustame, et tegemist on polii
noomiga ja arendame ta reaks nagu murdratsionaalse funktsiooni
Siinjuures ndeme, et selle funktsiooni avaldise teise liikme aren
damisel saadavas astmereas on x?* kordaja null (argumend
madalaimaks astmeks osutub x?"*2). Jarelikult piisab vaid funkt
siooni avaldise esimese liikme vaatlemisest, s. t. tuleb arenda
da astmereaks jagatis

(1 4 2x)2n+1
(1+x)2
Selle jagatise tdisosaks on teatav (2n — 1)-astme poliinoom
jadgiks aga esimese astme poliinoom. Jddgi leidmiseks kasutam:
lihtsalt kontrollitavat iildist tulemust, mille kohaselt poliinoom
P(x) jagamisel (x — a)2-ga saadavaks jdigiks on?
(x —a)P'(a) 4 P(a).
Seega antud juhul saame jaagi
(L+2) (24 1) -2 (=] 4 (—1)2nt =
=—1-+ (4n42) (1 +x).
Kiisimus taandub jérelikult x2» kordaja leidmisele jagatise
—1+ (4n4+2)(1 +x) _ —I +4n+2
(T+x)2 B TS

9 See tdhendab, et iga poliinoomi P(x) ja arvu a korral kehtib seos
Py _ (x —a)P’(a) + P(a)
(x—a)ﬂ_Q(x)_’_ (x—a)? ’
kus Q.(x) on kahe vGrra madalama astme poliinoom kui P(x) (kui P(x) o
iilimalt esimese astme poliinoom, siis muidugi Q{x) =0).
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astmereas. Selle astmerea saame aga vahetult valemist (7):

= 2< D) r= 3 D+

i=0

(12— nt2) 3 (1) xe tnt2) 3 (i

i=0 i=0
Jérelikult x2" kordajaks on

(—hH2i2n4-1) 4 dn+2)(—1) =
=—2n—14+4n+2=2n-+41

ja seega

D e E et

=0

Genereerivaid funktsioone saab summade leidmiseks kasutada
veel {isna mitmel viisil. Siin kirjeldatud lihtsamad votted moo-
dustavad aga selle «raudvara», mida peab tundma igaiiks, kellel
summade arvutamisega nii voi teisiti tuleb kokku puutuda. Nende
votete tegelikuks omandamiseks tuleb neid muidugi korduvalt
rakendada. Esialgseks harjutamiseks voib soovitada jargmisi
iilesandeid, mis koik on lahendatavad kiesolevas artiklis kirjel-
datud meetoditega.

Harjutusiilesandeid
Toestada jdrgmised vordused (kui summeerimisrajad on kirjutamata jéae-
tud, siis toimub summeerimine nullist kuni l0pmatuseni vo&i suurima nii-

suguse tdisarvuni, mille korral vastavad binoomkordajad sédilitavad oma
tavalise tdhenduse; n, r ja s on tidisarvud):

I {HI e N [ R
2(7)22(2:) 6. 2( )= 2(%—’1111):2"”"

i
n

3. 2i3=ﬁ(_“4il-)—2.‘ 7. 2 —1)nrt22a(”24l.'_”"')=n‘+ 1.

i=1

(i) =-(32") 8.2("ﬂ)2i=21+1_-§—_1>5

i

ST ) e 92<—l>-( J)G=E) =

i

=]

-

@

39



MASINAD JA MOTLEMINE

R. Mullari

On tuntud tosiasi, et kaasaegsed elektronarvutid, mis kiill
vorratult iiletavad inimvoimeid arvukate loogilis-matemaatiliste
iilesannete lahendamisel, on ometi seni vdga paljude iilesannete
lahlfndamisel osutunud inimajuga vorreldes veel ddrmiselt abi-
tuiks.

«Ta tootab kui elektronarvuti» — arveametnik ja raamatu-
pidaja loeksid seda enesele suurimaks kiituseks, arst-diagnoosija
kehitaks olgu, maletaja tunneks end solvatuna, kirjanik aga kut-
suks meid sellise véljendi eest voib-olla isegi kahevoitlusele.

Me iitleme, et masinatele sobib lihtne, iihetooniline, mehhaa-
niline t66, et masinatel pole korget mottelendu, loovat sidet,
hinge. Materialistidena teame aga ometi vdga hésti, et motle-
mine pole midagi muud kui védlismaailmast vastuvoetud infor-
matsiooni {imbertédtamine, et iikski loov sidde ei teki iseenesest
ega mittemillestki, et hing ei kujuta endast mingit asja iseene-
ses vOi omaette substantsi.

Esimesel pilgul nédibki, et vaimse tegevuse mone liigi meh-
haniseerimiseks tuleb lihtsalt jdlgida inimaju tegevust (kui ma-
teeria teatavat liikumist), jaotada see elementaaroperatsioonideks
(-liikumisteks) ja tolkida need elektronarvuti keelde. Et elektron-
arvuti sooritab iga elementaaroperatsiooni vorratult kiiremini kui
inimaju, siis voib ta seda teha ka vdga paljude operatsioonidega.
Ja kokkuvottes voiks loota, et elektronarvuti — isegi oma praegu-
sel kujul — on suuteline tegema mitte ainult i{ikskoik millist
vaimset t66d, vaid tegema seda ka palju efektiivsemalt kui ini-
mene.

Paljudel juhtudel on selline ldhenemisviis toepoolest andnud
suurepdraseid tulemusi (nditeks voiks tuua mitmesugused arvu-
tustood jms.). Ja ndibki, et pole midagi lihtsamat kui jdlgida
omaenese motet ning see tdht-tdhelt kirja panna (et seejérel
programmeerida). Paraku selgub aga kummaline tdsiasi: tarvit-
seb meil ainult hakata tosisemalt mone motte jilgi ajama, piiiid-
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ma selgitada, kust ta on tulnud, kuhu ldinud, kui jdljed kaovad
kui vits vette. See on ka arusaadav, sest on ju kindlaks tehtud,
et inimaju t66tab pohiliselt paralleelse toimega, s. t. aju téotleb
informatsiooni korraga vidga mitmes suhtes, mitmeid kanaleid
moédda. Teadvuses saab aga korraga olla iildiselt ainult iiks mote.
Siit jouame tahes-tahtmata jareldusele, et kaugeltki mitte kogu
meie mottetegevus ei ole teadlik, vaid et
suur osa sellest toimub alateadlikult, in-
tuitiivselt.

Loomulikult on alateadliku mbotlemise
olemasolu mérgatud juba ammu, kuid et
ta on just alateadlik ja seetdottu meile
seni veel peaaegu tdiesti tundmatu, on
ta aastasadade jooksul osutunud ebausk-
like ja Sarlatanide silmis sobivaks varju-
paigaks koikvoimalikele korgematele vai-
mudele ning miistilistele joududele. Kah-
juks on see jatnud oma jédlje alateadvuse
moiste kasutamisele iildse, mistottu te-
mast piiiitakse vo6imaluse korral moédda
minna, teda maha vaikida (et hoiduda
vaartolgendustest). On aga selge, et
tegeliku motteprotsessi analiifisile ei saa tema ithe komponendi
mahavaikimine kasuks tulla.

Selle poolt aga, et aju t66 just pohiliselt paralleelse toimega
on, voiks muuhulgas tuuna ka néditeks jargmisi ildisi kaalutlusi.

Ajusse on kdigi meie aistingute, tajude, elukogemuste kaudu
salvestunud vdga palju informatsiooni, on tekkinud teatav koo-
pia vdlismaailmast, maailmapilt. Olgu meil tarvis lahendada mingi
konkreetne probleem. Et vilismaailma ndhtused on omavahelises
soltuvuses, siis oleneb lahendus selle probleemi seostest koigi
valismaailma nahtustega. Jarelikult peame {ilesseatud probleemi
voimalikult oigeks (motteliseks) lahendamiseks seda vaatlema
kogu oma peas oleva maailmapildi suhtes ja seega kasvéi lin-
nulennultki 14bi to6tama kogu meie peas oleva tohutu informat-
sioonihulga. Ilmselt ei tule see aga jérjestikusel viisil (fiisioloo-
giliste protsesside piiratud kiiruse tottu) praktiliselt vastuvoe-
tava ajaga kone allagi. Jd4b arvestada kaht voéimalust: infor-
matsioon téodeldakse™ kas paralleelselt voi ainult osaliselt. Et
osaline, paratamatult informatsiooni vdga véikese osaga piirduv
tootlemine annaks meile sageli probleemi iisna halva lahenduse,
siis tuleks aju tunnistada viga ebaratsionaalseks organiks, kui
ta ei suudaks rakendada esimest vdimalust — informatsiooni
paralleelset t66tlemist. Organite ratsionaalsuse eest hoolitseb aga
teatavasti looduslik wvalik. Siit on péris loomulik jédreldada, et
informatsiooni t66tlemine peab tingimata toimuma just paralleel-
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les koigis miljonites voi ka mil
jardites iiksiksuhetes, loigetes,
kanalites jms. saadud lahen-
duste resultant, teatav keskmi-
ne, annab meile midagi tead-
likku — aprioorse isikliku arvai

selt ja seega alateadlikult. Al-{

muse ndol. Siinjuures vdiva
itksikud nn. mikrolahenduse
seda arvamust kinnitada, osali-
selt kinnitada voi isegi talle
vastu rddkida (ei tarvitse j
meie peas olev maailmapilt su-
gugi koigis iiksikasjades klap-
pida — ikkagi koopia! — ja nahtavasti ej ole ka paralleelne mot-
lemine péris laitmatu). Et aga igasugune keskmine on {ildiselt
stabiilsem oma komponetidest (eriti, kui neid on viga palju),
siis voib iitelda, et aprioorse arvamuse toesus iseloomustab
esmajoones just meie maailmapilti ja soltub vdhe alateadliku
motlemise aparaadi kvaliteedist. Viimasele esitatavad nouded ei
ole selles osas jarelikult kuigi suured.

Niib, et alateadliku motlemise kdigus soelutakse {ihtlasi vilja
'see osa informatsioonist, mis paistab olevat meie aprioorse arva-
musega kas eriti hédsti kooskolas voi siis rdédkivat sellele risti
vastu. See informatsioon, mida on suhteliselt vdhene hulk
touseb teadvusesse ja tootatak-
se 1dbi juba kvaliteetsemalt,
s. o. jérjestikku, teadlikult. Tu-
lemused lisanduvad meie maa-
ilmapildile. Kui osutub, et tule-
mused ei ole kooskolas apri-
-oorse arvamusega (ja me ei
siirdu iile monele teisele tege-
vusele), algab kogu protsess
uuesti. On aga saavutatud koos-
kola, loeme probleemi lahenda-

tuks. ] ;
Voib muidugi juhtuda, et _ )
intuitiivse arvamusega eriti Tal on maailmapilt!

kooskdlas oleva voi talle eriti

vasturdikiva informatsiooni soelumisel jdib soel tiihjaks. Sellise

juhul saame isikliku arvamuse, mida me aga ei oska eriti moist

likult pohjendada ega ka iimber liikata. Toendoliselt voib igaiik:

siin iseenda praktikast tuua niiteid rohkem kui vaja!
Paralleelse motlemise seisukohalt oleks muide huvitav vaa
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delda nn. imearvutajate probleemi. Ajaloo viltel on tuntud ja
tuntakse praegugi paljusid inimesi, kes on silma paistnud oma
fantastiliselt kiire ning tdpse peastarvutamise voime poolest. Kui-
gi imearvutajate seletuste jirgi toimub arvutamine nende peas
absoluutse selguse ja arusaadavusega, ometi ei suuda nad selle
mehhanismi teistele inimestele mingil moel avada. Ndhtavasti on
siin tegemist eriti védljaarenenud, teadvuse tasemele tousnud
paralleelse motlemisega (paralleelsusega saavutataksegi tohutu
kiirus). Teistele selgitamiseks peab imearvutaja aga kasutama
jarjestikuse toimega kanaleid (keel, kiri), ja seetdttu ta ei suu-
dagi oma paralleelse toimega teadvust kirjeldada.

Kui meenutada niiid artikli alguses esitatud arutlusi inim-
aju tegevuse jilgimisest, selle jaotamisest elementaaroperatsioo-
nideks jms., siis paistavad alateadliku paralleelse motlemise vaa-
tekohalt need probleemid hoopis erinevas valguses. Mingisugusest
legeliku inimmétte ammendavast jilgimisest ja elementaarope-
ratsioonideks jaotamisest ei saa juttugi olla, vahemalt veel mitte
tdnapdeval. Uhelt poolt puuduvad meil vahendid alateadvuse
jalgimiseks, teiselt poolt puudub meil aga ka vihegi tidielikum
ettekujutus alateadliku motlemise struktuuristki. Ei ole sugugi
kindel, kas see iildse annab end elementaaroperatsioonideks jao-
tada. Ja kui annab, siis on nende elementaaroperatsioonide hulk
kahtlemata vaga suur.

A. N. Kolmogorov iitleb, et elundhtuste uurimisel on oluline
mitte 16pmatu, vaid suure dialektika, mis néitab, kuidas suure
hulga elementide kombinatsioon moodustab uued kvaliteedid. An-
tud juhul aga t66tab see suure dialektika meile ndhtavasti vastu.
Kui asetaksime vdga suure hulga paralleelse motlemise elemen-
taaroperatsioone (kui sellised iildse eksisteerivad!) {ihte ritta,
nagu vajab oma tooks kaasaegne elektronarvuti, voime saada uue
kvaliteedi, mille nimeks oleks praktiliselt 1opmatu. See tdhendab,
ot kuidas me ka ei kiirustaks oma elektronarvutit, ei suudaks ta
ometi seda rida praktiliselt vastuvoetava ajaga labi todtada.
Praktiliselt 10pmatu iilesande néditena voiks tuua koikvoimalike
variantide ldbivaatamisele rajaneva malemidngu. Nimelt osutub,
et masin, mis analiiiisiks miljon kaiku sekundis, kulutaks siin
csimese kdigu sooritamisele 10% (!) aastat.

Koigest sellest jareldub, et inimaju voib oma paralleelse t66-
¢ga saavutada tulemusi, mis jarjestikuse toimega elektronarvutile
on ndhtavasti pohimoétteliselt kdttesaamatud. See tuleneb aju
voimest kiiresti ja mitmes suhtes (kuigi kohati ebatdpselt) 1dbi
[6otada temas salvestatud tohutuid informatsioonihulki. VGib ar-
vata, et siin peitubki inimaju k6rge mottelennu ja loova sddeme
saladus, see, mis oigupoolest teebki motlemise motlemiseks.

Kaasaegne elektronarvuti voib iiletada inimest selliste iiles-
annete lahendamisel voi nendes suhetes, kus médédravaks ei osutu
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inimese poolt elu jooksul talletatud informatsiooni tohutute hul-
kade labito6tamine, kus viimast saab kompenseerida viiksema
hulga voi iildse teist liiki informatsiooni parema to6tlusega, s. t.
kus elutarkust on voimalik kompenseerida kas teistsuguse tar-
kuse vOi asjatundmatuse, kuid tdiuslikuma tehnikaga. Siinjuures
on inimesele dige suureks eeliseks see, et eriti raske niib olevat
kompenseerida elukogemusi halvasti korrastatult, miiraga sega-
tult ja paljudes eri liiki koodides laekuva informatsiooni vastu-
votmisel ja salvestamisel. Lihtsamalt Geldes — see, mida ini-
mene voib tdnu oma paljudele mitmesugustele kogemustele tai-
bata vihjest, lausekatkendist, hdiletoonist, paberile kriipseldatud
sonadest, peab olema masina jaoks esitatud rangelt formalisee-
ritud (kodeeritud, programmeeritud jms.) kujul. Viimane asjaolu
on praegu tosiseks miinuseks masina tegelikul t66sserakenda-
misel ka lihtsate {ilesannete korral.

Meenutades artikli algul nditena esitatud erinevate elualade
esindajaid paneme tahele, et arveametniku ja raamatupidaja t66
ei vaja just vdga palju informatsiooni. Arst-diagnoosija t66 pu-
hul, kui arvestada edukalt rakendatud diagnoosimismasinate ole-
masolu, voib oletada, et selleks hddavajalik informatsioonihulk on
tdnapdeva elektronarvutil téddeldav, kuigi ulatub kriitilise piiri
ldhedale. Maletaja kasutab partiide analiitisimisel eelmiste par-
tilde mingimisest ja jdlgimisest saadud kogemusi ilmselt juba
vdgagi suurel hulgal. Kirjaniku t66s aga ei ole jarjestikuse toi-
mega elektronarvutiga vist kiill midagi peale hakata.

Arvuti t66printsiip ja organisatsioon asetavad tema praktilis-
tele voimetele kiillaltki ranged piirid. Piltlikult voiks seda ette
kujutada jdrgmise nédite varal !: «...kui kasutada elektronarvuti
organisatsioonivormi s6jadhujoududes, siis saaksime sellise len-
nukite «kooskolastatud» tegevuse, et ainult iiks nendest voiks
tousta ohku, iilejddnud aga oleksid kokkupdrgete véltimiseks sun-
nitud asuma lennuvéljal». On ilmne, et kuidas me ka ei suuren-
daks lennukite kiirust, ei saa sellised 6hujoud olla eriti efek-
tiivsed.

Ulalesitatu loomulikuks jarelduseks on: kui tahetakse luua toe-
liselt motlevat masinat, mis suudaks inimvoimeid juba iga-
kiilgselt iiletada, tuleb seda teha kaasaegsetest elektronarvutitest
mingil tdiesti erineval printsiibil, kusjuures {iheks olulisemaks
tingimuseks néib olevat informatsiooni paralleelne t66tlemine.
Viimane on veel peaaegu tundmatu ala, kus pealegi ei néi kehti-
vat meie tavalised arusaamad informatsiooni t66tlemisest. Nah-
tavasti on just kiiberneetilise tehnika arendamiseks tarvis «mee-
letuid» ideid, millest koneles N. Bohr (kiill kaasaegset fiiiisikat
silmas pidades).

! Poce w6y, ¥, Cucremn u uudopManus. — Bonpocsl ¢uaocodun,
1964, 3, lk. 78—85.
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Esialgu on siin muidugi koige Oigem piiiida vilja selgitada
ja masinates rakendada inimaju t66 pohimotteid, sest uute ideede
otsingul tuleb esmajoones ikka poérduda tegelikkuses juba ole-
masoleva poole. Seda pidas silmas ka J. V. Neumann, Geldes 2:
«...pole vélistatud voimalus, et ... loogika on sunnitud I&bi
tegema metamorfoosi ja muutuma neuroloogiaks palju suuremal
méédral, kui neuroloogia loogika haruks». Mis puutub aga inim-
aju ildisesse struktuuri ja to6tamispohimdtteisse, siis vOiks vist
olla pédri O. H. Schmitti arvamusega3: «...kdige jdrgi otsusta-
des on keskndrvisiisteem oma mdalu ja arvutuslike funktsioonidega
statistiline siisteem, milles iga konkreetse siindmuse méletami-
sest votab osa miljoneid rakke ja needsamad rakud siilitavad
samaaegselt miljonite teiste siindmuste kujutisi». Ndhtavasti just
malu selline hajutatus ning erinevate siindmuste kujutiste 1dbi-
poimumine ongi pdhiline, mis tagab aju paralleelse t66. Kuidas
neid omadusi aga kiiberneetilistes masinates tegelikult realisee-
rida? '

Lubatagu siinkohal teha védike korvalepdige. Me konelesime
vajadusest vilja selgitada inimaju toopohimotted, selleks et neid
rakendada masinais, s. t. ajutegevuse modelleerimise vajadusest.
[Li tule aga unustada, et modelleerimine ei ole siin eesmaérgiks
omaette, vaid ainult abivahendiks paremate ideede puudumisel.
llesmérgiks ei ole ju saada masinat, mis motleks just nagu
inimene, vaid masinat, mis oleks suuteline tegema korgemat liiki
vaimset t66d ja kui voimalik, siis tegema seda paremini kui ini-
mene. Selleks tuleb aga alati olla valmis uute, paremate lahen-
duste leidmiseks, piirdumata ainult nendega, mis on inimajus
valmis kujul olemas. Néitena voiks tommata paralleeli lennun-
duse arenguga. Kui peamiseks eesmérgiks oleks olnud lennata
nagu lind, aga mitte hdsti lennata, lehvitaks vist suurem
osa lennukeist praegu tiibu (lennukikonstruktorite ndérdimu-

sest hoolimata).
X * *

Kaasajal uuritakse informatsiooni paralleelse t66tlemise pohi-
mottelisi ja praktilisi voimalusi mitmel pool, mitmel viisil ning
mitmes suunas. Paraku ei ole artikli autor pddev nendest téodest
mingit asjalikku iilevaadet andma. Seepdrast piirdume vaid iihe,
{osi kiill, kaunis primitiivse niitega selle kohta, kuidas voiks
¢hk toimuda informatsiooni paralleelne t66tlemine 4.

2 Neumann, J. v., The General and Logical Theory of Automata. “The
World of Mathematics”, v. 4. lk. 209.

3 Schmitt, O. H, The Design of Machines to simulate the Behavior
of the Human Brain. «IRE National Convention» (Symposium) 1955, Ik
210—255.
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Olgu vaadeldavaks masinaks ruutudeks jaotatud plaat, kus
iga ruut A;(ii=1, ..., I) voib olla iihes kahest selgesti eralda-
tavast seisundist 1 voi 0 (néit. elektriliselt laetud voi laadima-
ta). Masina t66tsiiklit nimetame kat-
seks. Olgu antud veel téendosused
_ p;", mille tdhendus on jargmine:
ruudu A; viibimine seisundis 1 n-nda
katse ajamomendil ¢ pohjustab toe-
_— nidosusega p;® ruudu A; viibimise
seisundis 1 n-da katse ajamomendil
t4+ 1. Iga katse alguseks (aja-
momendiks 0) viiakse masin min-
gisse algseisu, s. t. koik ruudud
viiakse mingisse soovitud seisun-
disse. Katse viimasel ajamomendil T kontrollitakse aga mingi
kindla ruudu, néiteks A; seisundit.

Vaatleme néiiteks kahte erinevat liiki algseise, millest esimese
korral on ainult plaadi mingi iithe veeru, teise puhul mingi iihe
rea ruudud seisundis 1. Kui katse 1dhtub esimest liiki algseisust
ja ajamomendiks T on ruut A; seisundis 1, loeme katse onnestu-
nuks, kui aga ruut A; on seisundis 0, siis — ebadnnestunuks.
Teist liiki algseisu korral loeme tulemusi vastupidiselt.

See, kas katsed onnestuvad voi mitte, s. t. kas masin suudab
eristada esimest ja teist liiki algseise, s0ltub pohiliselt tGendo-
sustest p;#. Kui me tahame, et masin omandaks sellise eristamis-
voime, peame jarelikult suurustele p;” vastavad védartused andma.
Loomulik on seda teha teatava oOpetamisprotsessi abil néiteks
jargmisel viisil.

Sooritame suure hulga katseid, ldhtudes ldbisegi mitmesu-
gustest algseisudest. Pérast iga katset n muudame suurusi p;"
jargmisel pohimottel: kui katse onnestus, muudame suurusi p;"
iildiselt samas suunas, nagu me seda tegime pirast (n—1)-se
katse lopetamist, s. t. et iildiselt oleks

(pii" — pi™ 'y (™ — pi*) 20,

ebadnnestunud katse korral aga vastassuunas. Muutmisel arves-
tame ka teatavaid juhuslikke suurusi ¢;", andes nende abil kogu

4 Asjast rohkem huvitatutele soovitame probleemistiku ning saadud tule-
mustega tutvumiseks nditeks jargmisi artikleid.

CMouasan, JI. T, Texunka m mosr. — Bomnp. ¢unocodpnn, 1965, 5, lk. 83—
94.

CaMio3ab, A. JI., UckyccTBennniii pasyM: nporpecc u mnpo6iaemsl. Ilpu-
J0XK. kHurn: M. Tay6e, BuludciuTenbHble MamdHbl H 34paBblii cMblcad. M., 1964
(vt. 1k. 138).

denbn6aym, A A, INpouecch o6yueHuss aogeir n aBroMartos. «Kubep-
HeTHKa, MblllJeHHe, Xu3Hb», M., 1964, lk. 421—458.

Maxkxkaanaoxk, Y. C, IMurtc, V., Jlornueckoe HcuucieHue HAeil, OTHO-
CAIMXCA K HEPBHOH aKTHBHOCTH. «ABToMartni», M. 1956.
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foendosuste p," siisteemile paindlikkust ja varieeruvust. Naiteks
voiksime avaldada

pi*™t = [(pi"s k" (Py" — ps"™), 04"),
kus

hno— 1, kui n-s katse onnestus,
— 1, kui n-s katse ebaonnestus,

ja, muuhulgas,

f(x, 0, 0) =x,
0<f(x 4 2) <1,
kui vaid 0 < x <1 ning |y] <1, ja
df
o > 0.

Siin on muide analoogia opetamisprotsessiga selle sona tava-
lises tdhenduses, kus oige vastuse korral 6eldakse, et opilane on
nigel teel ja soovitatakse jdtkata samas suunas. Juhuslike suu-
ruste ¢i* modju on aga moningal maidral vorreldav unustami-
sega.

Siinkohal me ei analiiiisi, kas ja millise konkreetse funktsiooni
/. juhuslike suuruste ¢ jaotusseaduse ja teiste tingimuste korral
masin toesti opib juba margatavalt suure tdendosusega Oigesti
cristama esimest ja teist liiki algseise. Paneme ainult tdhele, et
kui ta seda teeb, siis on meil toepoolest tegemist statistilise siis-
feemiga, kus informatsioon koikide iiksikute vaadeldud algsei-
sude kohta sdilitatakse kogu suuruste p;* siisteemis tervikuna,
hajutatult, 1dbipoimunult. Informatsiooni t66tlemine toimub voi
voib toimuda paljudes kanalites korraga, s. o. paralleelselt. Niib
ka, et iiksikute suuruste p;® muutmine voi ka iiksikute ruutude
viljalangemine siisteemist ei halva eriti masina t66d, s. t. et
vaadeldav siisteem on, samuti kui aju, suhteliselt tookindel.

Me muidugi ei nimeta kirjeldatud masinat veel mbtlevaks,
voime aga iitelda, et temal voi monel muul umbes samasugusel
pohimottel ehitatud masinal on moningaid omadusi, mis arva-
tavasti peaksid olema iseloomulikud nii motlevale masinale kui
ka ajule tema to6s kuni aprioorse isikliku arvamuse kujunemi-
seni. Pakuks huvi juhtida tdhelepanu jdrgmisele omadusele.

Ulalkirjeldatud masina puhul on meil tGepoolest raske ndi-
data, miks ta mingit antud konkreetset algseisu peab kas esi-
messe voi teise liiki kuuluvaks. Siin tuleks arvesse votta koik
siiurused p;* ja teostada terve hulk arvutusi. Kui ruutude arv
ulatub aga miljarditesse, s. t. on suurusjidrgult vordne toeliselt
motleva masina — aju elementide arvuga, osutub vajalike arvu-
tuste hulk juba praktiliselt peaaegu Iopmatuks. Sel korral peame
aga itlema, et me ei ole praktiliselt voimelised kirjeldama konk-
reetselt masina to6d {ihe voi teise iilesande lahendamisel, vaid
<iame seda kirjeldada ainult {ildiselt, pohimotteliselt — tépselt
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samuti, nagu me ei ole voimelised konkreetselt kirjeldama ala-
teadlikku motlemist, intuitsiooni (kirjeldamine saab ju olla ikkagi
ainult jarjestikune!). Tdpsemaid hinnanguid kiillalt suure paral-
leelselt tootava masina t66 kohta on seega vdimalik anda nih-
tavasti ainult masina t66 enda pikaajalise jdlgimise tulemusena
musta kasti pohimottel.

On arusaadav, et paralleelselt to6tavate masinate korral
omandab vastupidiselt kaasaegsetele elektronarvutitele keskse
koha mitte programmeerimine, vaid 6petamine. Siin on pdhiline
just masinasse salvestatava informatsiooni valik ja salvestamise
tegelik kdik, mitte aga selle pohjalik kirjeldamine, mida masin
peab informatsiooniga peale hakkama. Teiste sonadega, kui ldh-
tuda analoogiast eespool toodud niitega, on oluline see, milli-
seid iilesandeid anda masinale lahendada, millises jdrjekorras ja
‘millisel viisil muuta vo6i lasta muutuda masina sisemist struk-
tuuri nii onnestunud kui ka ebaonnestunud lahenduste korral. Ja
seda koike tuleb kaaluda, pidades silmas seda, mis otstarbeks,
s. t. millise iseloomuga vaimseks t6oks Opetatavaid masinaid
tegelikult tahetakse kasutada.

Inimene korjab suure osa oma elutarkusest n.-6. stiihiliselt
igapédevastes toimingutes, iihiskondlikus suhtlemises. Elu ise an-
nab talle pidevalt uusi iilesandeid. Kui inimene tegutseb vasta-
valt sellele, kuidas ta need {ilesanded eelnevalt mottes lahendas,
signaliseeritakse talle ta tegevuse edukuse vGi ebaedukuse kaudu
tema poolt leitud lahenduste ja arusaamade Oigsusest voi via-
rusest. Pohiliselt ainult koolitarkus ja sihikindel lugemine moo-
dustab informatsioonist selle osa, mille inimene saab koigiti ette-
‘kavatsetult. Kiillaltki raske, ja ndib et isegi peaaegu voimatu on
siinjuures selgitada, kuivord vajalik on iiks voi teine osa inimese
kogu stiihiliselt voi ettekavatsetult kogutud tarkusest mingi loo-
va vaimse t66 tegemiseks. On ilmne, et Maksim Gorki kirjaniku-
palge omapéra tulenes just sellest miljoost, milles ta kasvas (ko-
-gus elutarkust stiihiliselt), vaevalt suudab aga keegi hinnata,
kuivord aitas teaduslikus t66s F. Engelsit tema iiri keele voi
A. Einsteini viiulimdngu oskus. Et siin aga mingi s6ltuvus on,
sellele viitab asjaolu, et peaaegu koik, kes mingil vaimse t66
alal on saavutanud suurtulemusi, suutnud luua midagi kvalita-
tiivselt uut, on olnud védga laialdase huvi- ja silmaringiga ning
mitmekiilgsete teadmistega inimesed.

Koik see néditab korgemat liiki vaimset t66d tegevate masi-.
nate opetamise probleemi ddrmist keerukust. Voiks ju kone alla:
tulla voimalus saata masin néiiteks Vanapagana taoliselt maa;
peale inimeste sekka, antud juhul kiill mitte 6ndsaks saama nagu
Porgupdhja Jiirka, vaid stiihiliselt elutarkust koguma. (Milline
peaks kiill olema selle masina konstruktsioon, sisend- ja véljund-
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seadmed jms.?!) Aga teatavasti ei saanud ka Jiirka inimeste seas
elades eriti targaks, mis siis veel masinast konelda! Inimeste
hulgas viibiva masina keskkond erineb siiski oluliselt inimeste
hulgas viibiva inimese keskkonnast. Selle tulemusena kujuneks
meie masinast mingisugune vaimne veidrik selle sona tavalises,
inimlikus tdhenduses. Sellega ei ole muidugi 6eldud, et veidrikud
mingisuguse vaimse t60ga hakkama ei saa. Aga kas see masin
oleks ka digel viisil veidrik, s. t. kas ta meie poolt soovitatud t6id
siiski teha suudaks? Arvatavasti ei leiaks me lahendust, vaid
porkaksime selle probleemiga veelgi teravamalt kokku siis, kui
teeksime &dra tohutu t60, viies masinasse kogu elutarkuse sisse
mitte stiihiliselt, vaid organiseeritult, ettekavatsetult.

Oigesti Opetamise erilist tdhtsust voiks toonitada veel jarg-
mise néditega. On teada rida juhtumeid, kus inimlapsed kasvasid
iiles metsas huntide juures. Hiljem, sattudes inimeste juurde, ei
omandanud need lapsed enam intellekti.

* * &

Meid koiki hdmmastab peaaju kompaktsus (mis iildiselt kiill
monevorra vahemal méidral on omane peaaegu kogu orgaanili-
sele loodusele). Oma umbes liitrise ruumala juures on aju suu-
teline mahutama tohutul hulgal informatsiooni ja tditma &armi-
selt keerulisi funktsioone. See eeldab ajult viga peent struktuuri.
Orgaanilises maailmas saab sellise struktuuri aluseks olla orgaa-
niline aine ise oma tuhandetest aatomitest koosnevate moleku-
lidega. Siin liilitub molekulide keeruline struktuur aktiivselt sisse
organi enda struktuuri, viies selle n.-6. molekulaarsele ehk mik-
rotasemele. Niiteks voib tuua kasvoi desoksiiribonukleiinhappe
(DNH) molekulid, mille struktuuris sisaldub kogu parilikkuse-
informatsioon. Midagi selletaolist ei saa aga olla anorgaanilises
maailmas, kus molekulide struktuur on suhteliselt lihne ja jdik.
Jérelikult peab anorgaanilisest mateeriast masina struktuur olema
peaaegu tiielikult n.-6. makrotasemel, mis on aga mikrotasemest
vorratult jdmedam. See aga tdhendab, et anorgaanilisest matee-
riast motlev (paralleelse toimega) masin, millel oleksid umbes
inimaju voimed, peaks olema ajust vorratult suurem ja kohma-
kam. See viib mottele kasutada masinates orgaanilist mateeriat 5,
korgmolekulaarseid ithendeid. Nende keerulises struktuuris peitu-
vate voimaluste drakasutamine masina t66s, aga ka lagunemisest
hoidmine saab toimuda ainult keemiliste ainevahetusprotsesside
abil. Lithidalt, meil peab olema elav kude, ja ndhtavasti siis
juba ajukude. Inimajuga vorreldes on siin positiivset efekti
iildiselt” samasuguse struktuuri korral loota esmajoones kasuta-
fava ajukoe suuremast massist. Probleem taandub seega

5 Vt. Tamme, E., Norbert Wiener. — Matemaatika ja kaasaeg, III,
Ik. 24—26.
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ajukoe kunstlikule kasvatamisele ja rakendamisele masi-;
nais. Ideaalsel juhul osutub voimalikuks kasvatada ajuku-
det, mis analoogiliselt imearvutajatele on suuteline teostama
informatsiooni paralleelset t66tlemist ddrmiselt kvaliteetselt. Vas-
tasel korral tuleks aga ette ndha ajukoe liitmine {ihtsesse siis-
teemi jdrjestikuse toimega anorgaanilise masinaga, sest, nagu:
arvata voib, ei osutu ajukude informatsiooni paralleelsele t6ot- -
lemisele jdrgneval jérjestikusel todtlemisel just eriti efektiivseks:
(praegugi moodustavad ju inimajud ja elektronarvutid mitmete’
probleemide lahendamisel n.-6. iihtse siisteemi).

Siinjuures kerkivad aga iiles ka mitmesugused moraaliprob-
leemid. Me moistame siigava pahameelega hukka inimeste kallal
teostatud elajalikud katsed fasistlikes vangilaagrites, ei luba ise- 1
gi arstidel teaduse huvides ohustada inimeste elu ja tervist. Siin'
aga kavatseme kasvatada suure titki ajukudet, millelt eeldame
motlemisvoimet (ja jdrelikult ka teadvust), ning tahame tegut-
seda sellega oma suva kohaselt. Sellised probleemid ei kerki iiles
mitte iiksnes ajukoe kasvatamisel, vaid igasuguste motlevate
masinate puhul iildse, kui vaid ollakse joutud nii kaugele, et
masina kohta voib mingis suhtes delda, et ta motleb selle sona
tavalises inimlikus tdhenduses. Praegu ei ole aga veel saabunud
aeg nende probleemide tulipunkti seadmiseks. Teema ise on kir-
gede Iokkelepuhumiseks kiipsemata, arutlus spekulatiivne. Ei ole
ju veel selgemalt teada, kuidas ja kas iildse motlevate masina-
teni joutakse. Kunagi tulevikus voib aga toesti juhtuda, et puh-
keb Age sule- ja sonasdda moraalse kditumise kohta masinatega,
et asutatakse masinakaitseseltse jms. Ja kui kaua voibki masi-
naid enam masinateks nimetada, millal peab hakkama nende
kohta iitlema «kes» ja «Teie»? '

* * x®

Lopuks tahaks veel puudutada moningat hirmu tekitavat
probleemi masinate voimalikust
iilemvoimust  inimeste  iile.
Toepoolest, kui masinad jir-
jest arenevad ja iiletavad 16-
puks oma intellektilt inimese,
kas nad siis viimaks ei orjasta
inimest? _

On aga teada, et intellekt
iiksi ei tee midagi, 1dheb tarvis
ka fifizilist joudu, motete téide-
viijat. Idee muutub materiaalseks jouks teatavasti alles siis, kui
ta vallutab rahvahulgad. .Idee muuta inimene masina or]aks
ei saa aga rahvahulkasid vallutada. Pole muidugi voimatuy,
et tulevikus - vdib olla ka motlevatest masinatest koosnevaid
«rahvahulkasid». Péris kindlasti on need masinad-ajukolossid
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aga fiilisilises tegevuses kohmakad ja inimesel ei ole raske neid
voita nende voimuhaaramise katse korral. Motlevad masinad
on ju ikkagi spetsialiseerunud vaimsele téole. Ja just tdnu sel-
lele voibki loota, et nad on suutelised siin inimest iiletama. Ini-
mese bioloogilise arengu kdigus ei saanud sellist spetsialiseeru-
mist toimuda, sest vGitlus loodusega noudis talt iitheaegselt nii
vaimset kui ka fiiiisilist tdiust. Voib arvata, et just see vaimsete
ja fiiiisiliste voimete ithtsus jddb alatiselt inimese eeliseks kitsalt
spetsialiseeritud masina ees.

Pealegi tekib kiisimus, mida masin inimesest orjaga peale
hakkaks? Orjapidamine oigustab end ju ainult tootlike joudude
kiillaltki madala taseme korral. Kaasaja ja eriti tuleviku korgelt-
arenenud tootlikud joud nouavad toéotajate nii vaimsete kui ka
fiiiisiliste voimete tdielikku véljaarendamist. Tdies ulatuses saab
see teoks ainult kommunistliku iihiskonna raames. Kui aga tule-
viku kommunistliku {ihiskonna juhtimisega hakkaksid tegelema
ka supertargad masinad, siis juhtimisele see igatahes kahjuks
ei tuleks. Ja iga md&istlik inimene oleks valmis sellele kahe
kdega alla kirjutama.

MONINGAID MOTTEID OPPIVATEST MASINATEST!

Universaalsete elektronarvutite loomise tagajirjel sattus inimene kum-
malisse olukorda, mida voib kirjeldada sonadega «Me viime koike, kuid ei tea
kuidas».

Kui tahame modelleerida aju t66d eristamisel, peame Gpetama masinat
klassifitseerima objekte ndidiste jirgi, mida talle O&petamisel tutvustatakse,
mitte aga formaalsete reeglite jargi. Tunnused peab ta ise iiles leidma.

Katsetused 6ppivate eristamisprogrammidega vastavad jaatavalt Risimu-
scle: kas masin voiks teada loodusseaduste kohta rohkem kui teda loonud
inimesed? Loeme siin teadmise kriteeriumiks otstarbekat kdiitumist ‘(ndi-
feks — mddrata 6ige diagnoos, suunata puurauk nii, et joutakse naftani, mitte
veeni). Imestada pole selle lile rohkem kui selle iile, et nditeks jargnev fiilsi-
kute polvkond voib eelnevast rohkem teada. Selleks peavad nad mitte iiks-
nes lugema raamatuid, wvaid ka, esiteks, tegema uusi katseid ja teiseks —
vanu  katseid uuesti ldbi motlema. Ning see koik on tdiesti joukohane ka
masinale,

! Katkendid on tdlgitud M. Bongardi artiklist: Eristamisprotsessi model-
lcerimine. — «Hayka u JKussb», 1965, 6, k. 17—25.
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ELEKTRONARVUTITE MASSILISEST RAKENDAMISEST
MAJANDUSLIKKUDE PROTSESSIDE JUHTIMISEL

A. Jigel

Majanduslike protsesside edukas juhtimine tdhendab sisuliselt
moistlike otsuste vidljatodtamist ja nende otsuste digeaegset rea-
liseerimist. Peamine on siinjuures just kiisimus sellest, kuidas
kiiresti saada 6igeid otsuseid. Pikaajaline praktika on néidanud,
et heade otsuste digeaegseks tegemiseks peavad koigepealt ole-
ma tdidetud jargmised kaks eeltingimust. Meil peab olema vaa-
deldava protsessi kohta kiillalt palju informatsiooni, millele toe-
tudes saaks vGimalike alternatiivide (iiksteist vélistavate otsus-
te) hulgast, mis igaiiks on mingis mottes hea, vaid iithe alterna-
tiivi vélja valida. Lisaks kiillaldasele informatsioonile peab meie
kdsutuses aga olema veel voimalus seda informatsiooni vajali-
kuks tdhtajaks iimber toéotada.

Majanduslike protsesside juhtimiseks vajalikule informatsioo-
nile ja selle tootlemisele on iseloomulikud niihdsti vdga suur
maht ja kvalitatiivne mitmekesisus kui ka koikvoimalikud to6t-
lusastmed (alates niisugustest, kus informatsiooniiihiku kohta
tuleb vaid iiks voi moni teisendus, kuni niisuguste té66tlusastme-
teni, kus teisendusi tuleb informatsiooniiihiku kohta sadu ning
isegi tuhandeid). Selle informatsiooni mahu ja mitmekesisuse
ldhemaks iseloomustamiseks toome moéningad konkreetsemad and-
med.

1958. a. hinnati majandusliku p&hiinformatsiooni mahtu NSV,
Liidu t60stuse osas 3,4 miljardile dokument-reale iga kuu kohta}
Siia ei kuulu veel see informatsioon, mis ei vota osa igapieva-
sest ringlusest, kuid tuleb arvesse informatsiooni téotlemisel,
(nagu nditeks tehnilis-6konoomilised nditajad jms.). 1960. a|
tuli arvestus-planeerimistdos iga kuu kohta keskmiselt juba 1
miljardit dokument-rida, mille tootlemisega tegeles 2 miljonit
inimest. Keskmiselt teeb see inimese kohta 35 dokument-rida tun-
nis, s. t. iga tunni véltel tuleks tehteid teha ligikaudu 200—
300 kolme- kuni viiekohalise arvuga. Pealegi vdtab veel lisaaega
informatsiooni saamine ja viljastamine. Koigest sellest jareldub,
et késitsi arvutamise korral peab informatsiooni té6tlus olem
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iisna hore — iiks arv votab teisendustest osa vaid moned korrad
ja tehted ise peavad olema lihtsad.

Informatsiooni nii hore té6tlemine sisaldab endas suurt ohtu:
kui selles suunas midagi otsustavat ette ei voeta, siis seisame
10—15 aasta pérast olukorra ees, kus teadlikult juhitud laienda-
tud taastoomine muutub praktiliselt teostamatuks. Kdige mini-
maalsemalt vajaliku informatsiooni té6tlemisvéimaluste loomisel
on senine iithiskondlik praktika (rahvusvahelises ulatuses) tugi-
nenud peaasjalikult vastavate kaadrite suurendamisele. Nii tuli
1870. aastal nditeks USA-s 12,5 miljoni t66taja kohta 300 tuhat
kontoritdotajat, kuid 1960. aastal oli juba 9 miljonit kontorité6ta-
jat, s. t. kontorité6tajate arv suurenes 30 korda, kusjuures koigi
tootajate {ildarv suurenes samal perioodil vaid 5,2 korda.

Sellega seoses tuleb ka meenutada Ukraina Teaduste Aka-
deemia viitsepresidendi V. Gluskovi seisukohta («Pravda», 14.
dets. 1962. a.), kes leiab, et kui votta arvesse planeeritud t6os-
tustoodangu kasvutempot, siis selleks, et planeerimine toimuks
praegusega samal tasemel (see ei ole kaugeltki rahuldav), peame
juba 1980. aastal sellele tdole rakendama kogu Noukogude Liidu
tdiskasvanud elanikkonna.

Sellised véljavaated ja prognoosid on iisna motlemapanevad.
Isegi siis, kui see ennustus realiseeruks vaid 50% ulatuses, tuleks
jidreldada: ainus reaalne véljapidis sellest olukorrast on voim-
sate elektronarvutite massiline rakendamine majandusliku infor-
matsiooni t66tlemiseks ja kiirete ning suure voimsusega infor-
matsiooni-iilekandeseadmete kasutuselevotmine. Kuigi elektron-
arvutite ja kiirete ning suuremahuliste informatsiooni iilekande-
salvestusseadmete laialdase rakendamise hddavajalikkus on téna-
pdeval juba enam-vdhem {ildtunnustatud, siiski puudub esialgu
iihtne seisukoht nende rakendamise konkreetsete teede ja prob-
leemide vaatluselevotmise sobivaima jarjekorra kiisimustes. Se-
niste kogemuste pohjal voib elektronarvutite ja informatsiooni
iilekande-salvestusseadmete rakendamisega seotud uurimistéddes
tdheldada kolme enam-vdhem véljakujunenud suunda. Neid suun-
di saab lithidalt iseloomustada jargmiselt.

1. Olemasolevate majanduslike informatsioonivoogude ning
informatsiooni ringlusskeemide viljaselgitamine (koos nende loo-
gilis-siimboolse kirjeldamisega) jargnevatel eesmaérkidel:

— olemasolevate informatsiooni to6tlemise algoritmide for-
maliseerimine ja nende realiseerimise jérk-jarguline tile-
andmine arvuteile;

— informatsiooni iilekande-salvestusseadmete spetsiifika ja
vajalike omaduste selgitamine;

— tootmisprotsessis té6vahendite juurest saadava informat-
siooni kogumise siisteemi véljatéotamine (koos sobivate
kodeerimisvotetega).
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2. Informatsiooni téotlemise tdiustatud algoritmide koosta-
mine koos optimaalsuse kriteeriumide sissetoomisega ja vasta-
vate algoritmide realiseerimine elektronarvuteil.

3. Rahvamajanduse juhtimise struktuuri ja tegeliku juhti-
mise iimberorganiseerimisega seotud kiisimuste lahendamine suur-
te arvutusvoimsuste kasutamise seisukohalt.

Edaspidises me rddgimegi lithiduse mottes nendest suunda-
dest vastavalt kui esimesest, teisest ja kolmandast suunast. Kui-
gi need kolm suunda tegelevad majandussiisteemi matemaatilis-
kiiberneetilise modelleerimisega erineval viisil, ei ole nad siiski
omavahel isoleeritud ega tdiesti soltumatud.

Esimene suund vaatleb siisteemi iiksikosade vahelisi suhteid
pohiliselt informatsiooniliste seoste valguses ega esita kiisimust,
miks on iiks voi teine informatsioonivoog korraldatud just nii,
aga mitte teisiti. Selle suuna pohieesmirgiks on luua kindel kord
informatsiooni liikumises ja tagada vajalik informatsioon oige-
aegselt. See suund ei tegele tdieliku optimiseerimisega, koik teh-
tavad parandused on siin korrigeerivat laadi.!

Mis puutub teise suunda, siis selle raames tegeldakse p6hi-
liselt lokaalse optimiseerimisega (nditeks iihe ettevotte ulatu-
ses), mistottu suuna pohiliseks majanduslikuks uurimisobjektiks
on siisteemi iiksikosade vahelised funktsionaalsed seosed. Peab
muidugi méarkima, et paljud teise suuna probleemid kerkivad
just esimese suuna uurimuste kdigus, saadavad tulemused liili-
tuvad aga esimese suuna raames loodavatesse algoritmidesse.

Kolmanda suuna pohiiilesandeks on tegelda kogu majandus-
siisteemi juhtimise tdpsustamisega ja siisteemi kui terviku opti-
maalsuse kriteeriumide véljatédtamisega.

Mis puutub Noukogude Liitu, sealhulgas ka Eesti NSV-sse,
siis on kdesolevaks momendiks meil koige rohkem arenenud just
teine suund. Seevastu esimese ja kolmanda suuna osas esialgu
eriti nimetamisvadarseid saavutusi veel ei ole. Sealjuures on kol-
manda suuna alased t66d alles tdiesti teoreetilise uurimise tase-
mel. Nihtavasti aga saabki kolmas suund oma konkreetse kal-
laku ja praktilise rakendussfdéri alles péirast vajaliku taseme
saavutamist esimeses ja teises suunas. Sellepdrast me kolman-
dast suunast siin rohkem ei rddgigi, sest pakilisemad vajadused
ja probleemid on seotud nimelt esimese kahe suunaga.

Nagu juba o&eldud, on meil pohiliselt arenenud just teine
suund. Uheks pdhjuseks on siin asjaolu, et praegustes tingimus-
tes annab teine suund suhteliselt rohkem materiaalset efekti kui
esimene suund, lisaks sellele on ta teaduslikuks uurimist6dks
tunduvalt mugavam ega noua elektronarvutitelt nii suurt t66-
kindlust kui esimene suund. Nditeks palgaarvestuses, mille auto-

1 Siin kasutatud mdistetest on juttu niiteks artiklis: Jdgel, A, Ope-
ratsioonianaliliis. — Matemaatika ja kaasaeg, 1V, lk. 31—39.
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matiseerimine kuulub esimese suuna alla, ei tohi eksida isegi iihe
kopika vorra. Kui me aga matemaatilise planeerimisiilesande la-
hendamisel (see kuulub teise suuna alla) mone juhusliku vea
tottu ei saa kiill kdige paremat lahendit, kuid leitud lahend on
siiski praktikas realiseeritav ja annab paremaid tulemusi kui
seda oleks saadud ilma matemaatilise planeerimiseta, siis ei esi-
tata selle arvutusvea suhtes erilisi pretensioone (kui ta iildse
avastataksegi) ning tulemus loetakse heaks.

Suurem osa teises suunas saavutatud konkreetsetest tulemus-
test on nii vai teisiti seotud mitmesuguste matemaatiliste pla-
neerimisiilesannete sonastamise ja lahendamisega. Eriti laialda-
selt on NSV Liidus elektronarvutitega lahendatud néiiteks nn.
transpordiiilesandeid, kusjuures selgus, et vedude optimaalse
plaani rakendamine andis reeglina 10—15% kokkuhoidu. Veelgi
suuremat efekti on saadud keerulisemate planeerimisiilesannete
lahendamisel.

Senised tulemused selles valdkonnas on aga siiski olnud vaid
suhteliselt iiksikuteks katseteks parandada rahvamajanduse juh-
timise moningaid liilisid. Kvalitatiivset muutust need katsed veel
endaga kaasa ei too. Kvalitatiivseks muutuseks oleks siin iile-
minek matemaatilise planeerimise (ja iildse operatsioonianaliiiisi)
meetodite massilisele rakendamisele. Selleks on aga tarvis viia
esimene suund praktikas sellisele tasemele, et vaadeldavate ob-
jektide kohta oleks tagatud kiillaldane informatsioon ja see oleks
kidttesaadav Gigeaegselt ning moonutusteta.

Lisaks objektiivse ja suuremahulise informatsiooni kittesaada-
vaks muutmisele, mis on vajalik matemaatiliste planeerimisiiles-
annete majanduslikult korrektseks esitamiseks, tuleb oluliselt
parandada ka operatiivset juhtimist. Halva operatiivse juhtimise
korral toimub korrektuuride sisseviimine esialgselt arvutatud
optimaalsetesse plaanidesse praktiliselt alati hilinemisega; see-
tottu muutuvad need plaanid jiigaks ja ei vasta mone aja pé-
rast enam iildse reaalsusele. Mida operatiivsem on juhtimine,
seda suuremat efekti annab matemaatilise planeerimise meeto-
dite rakendamine. Operatiivse juhtimise parandamine on aga
iiks esimese suuna iilesannetest.

Elektronarvutite senine rakendamine majanduslike protsesside
juhtimiseks on nii Eesti NSV-s kui ka kogu NSV Liidus kulge-
nud esimese ja teise suuna vahel ilmses disproportsioonis. Seda
iseloomustab kasvdi asjaolu, et vastava-alastes refereerivates
ajakirjades on rohkesti materjali ja ettepanekuid mitmesuguste
planeerimiseeskirjade parandamiseks mning matemaatiliste pla-
neerimisiilesannete lahendamiseks, vdhe aga t6id planeerimis-
v6i juhtimistegevuse' lihtsamategi osade tegeliku iileviimise kohta
elektronarvuteile.

Et matemaatilise planeerimise meetodite tegelikult massilist
rakendamist on takistanud eeskétt just esimese suuna t66de maér-
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gatav mahajaamus, siis ongi viimane aeg hakata astuma samme
selle suuna forsseeritud arendamiseks. Vabariigis on nende tdode;
mahajddmust pohjustanud ka elektronarvutite ning vastava kaad-!
ri nappus. See siiski ei digusta tekkinud olukorda ega anna poh-
just viivitada vastavasuunaliste ettevalmistus- ja vurimistédega.|

Vaatleme, mida meile praktiliselt annab esimese suuna eelis-fi

tatud arendamine. Esiteks, saame konkreetse iilevaate vabariigi
majandussiisteemis ringleva informatsiconi mahust ja informat-
sioonivoogude kvalitatiivsetest isedrasustest. Teiseks, saame
konkreetselt teada, missugused informatsiooni té6tlemise algorit-
mid on lihtsalt formaliseeritavad ja missugused mitte. Kolman-
daks, saame tegeliku pildi sellest, mis osas on olemasolev infor-
matsioon puudulik ja kus ringleb liigne informatsioon. Neljan-
daks, saame hinnata algoritme nende konkreetse téomahukuse
seisukohalt. Viiendaks, saame hinnata tegelikku elektronarvutite
ja informatsiooni {ilekandeseadmete vajadust vabariigis, mis on
vajalik informatsiooni ja operatiivse juhtimise korrastamiseks.
Kuuendaks, saame konkreetse suunitluse teaduslike planeerimis-
meetodite rakendamiseks ja arendamiseks, saame majanduskii-
berneetika kui terviku jaoks konkreetsed iilesanded ja probleemid.

Esimese suuna eelistatud arendamisega loome eeldused sel-
leks, et tdiendavate elektronarvutite saabumisel saame need kii-
resti rakendada majandusliku informatsiooni to6tlemiseks. Sel
juhul ei dhvarda meid oht, et informatsiooni t66tlemine muutub
sisuliselt jarjest horedamaks, mis 16puks voib viia selleni, et ma-
jandussiisteem muutub itha rohkem ja rohkem stiihiliselt ise-
reguleeruvaks (on ju péris ilmne, et 1980. aastal kogu NSV Lii-
du tdiskasvanud elanikkonda ei saa panna rahvamajanduse pla-
neerimisega tegelema).

Veel {iks asjaolu, mis rddgib esimese suuna eelistamise kasuks
ldhemas tulevikus, on see, et selle suuna arendamisel tekib voi-
malus tommata t66desse kaasa osa ettevotete ja asutuste juhti-
vast kaadrist, kes sel teel omandaks edaspidiseks t66ks vajaliku
kvalifikatsiooni. Uurimist66 aspektist vaadelduna nouab teine
suund nimelt kaadri osas mairgatavalt korgemat kvalifikatsiooni
kui esimene, seetottu ei ldhe ka kaadri ettevalmistamise problee-
mid nii teravaks. Peamine on selles, et me ldhemas tulevikus
koiki oma arvutusvoimsusi ei rakendaks ainult teise suuna tee-’
nistusse nagu seni, vaid rohuvama osa neist jataksime just esi-
mese suuna tarvis.

Mis puutub vélisriikidesse, siis on seal oluliselt arenenud
just esimene suund ja enamus majanduses kasutatavatest elekt-
ronarvuteist ongi rakendatud nimelt suuremahuliste informatsioo-
nimassiivide téotlemiseks. Selle tulemusena on vastavais ettevot-:
teis saavutatud kohapealse juhtimise operatiivsuse mérgatav pa-
ranemine, kusjuures vabanevat kaadrit (eeskatt mitmesuguste:
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arveametnike ndol) tuleb iihe arvuti kohta keskmiselt 125—150
inimest. Arvutite niisuguse rakendamise majandusliku efekti koh-
ta USA-s tehtud analiiiis (1959. a.) niitas, et 300 vaadeldud ette-
votte puhul 82% juhtudest digustavad elektronarvutid end téieli-
kult, 18% juhtudest aga suurenesid ettevbtete kulutused (peami-
selt arvutite mittetdieliku koormamise ja juurutamise ettevalmis-
tamatuse tottu). Analoogilistele jareldustele on joutud ka mit-
mes teises riigis.

Koik need jédreldused kinnitavad veelkord seda, et elektrom-
arvutite ning informatsiooni iilekande-salvestusseadmete massi-
line rakendamine peab ldhemas tulevikus toimuma just esimeses
suunas. See on podhiline abindou, mis voimaldab piirata administ-
ratiivse personali suurenemist, garanteerides sealjuures tootmise
kasvamisega kaasnevate suuremate informatsioonihulkade tdotle-
mise vdhemalt praegusel tasemel. Mis aga puutub kaugemasse
perspektiivi, siis on vaieldamatult selge, et edaspidi langeb prob-
leemide raskuspunkt nimelt teisele ja kolmandale suunale. Selleks
aga, et rahvamajanduse juhtimine koigis iiksikosades n.-6. «infor-
matsiooni nidlga» ei kdrbuks, tuleb esmalt korrastada just majan-
dusliku informatsiooni kiire ja suuremahuline t66tlemine elektron-
arvuteil.

ASTENDAMINE ON LIHTNE!

(8- 1)2= 8l

(54 1-+2)2 =512

(449414 3)%=4913

(5 + 8+ 34 2)3 = 5832
(14+7+547+6)3=17576
(14946 -+ 8-+ 3)3=—=19683

(2 -+ 4+ 04 1)4 = 2401

(2L 84 4-+214 54 6)4 = 234 256
(39406 2-+5)4= 390625
(6+1+4-46+45-+6)2=614656
(1+6+7+9+6-+1-+6)4=1679616
(5+2+5+4+2+1-+48+745)5= 52521 875
(6 044+ 646147 6)5= 60466 176
(14+74+24+140+3+4 6+ 8)5= 17210368
B+ 440414242421 4)6=34012224
(6+1-+2+24+24+0- 043 +2)7=612220032
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ERINURKSED KOLMNURGAD

Jakob Gabovits ja S. Zetel

Olgu antud niirinurkne kolmnurk ABC niirinurgaga e ning
teravnurkadega g ja p. Huvitavate omaduste tottu pélvivad eri-
list tdhelepanu need niirinurksed kolmnurgad, kus niirinurk « on
parajasti tdisnurga. vorra suurem iihest teravnurgast, néiteks
nurgast f. Sellist kolmnurka nimetatakse erinurkseks, kus-
juures nurk g kannab pohinurga nime. Nurgad e ja p aval-
duvad pohinurga kaudu jirg-
miselt (vt. joonis 1):

a'—= 900 —l— ﬂ, (1)
pi=90° — 28.

Siit muide ndhtub, et eri-
nurkse kolmnurga  pohinurk
peab rahuldama tingimust '8 a ¢

0° < B < 45°

Alustame erinurkse kolm-
nurga omaduste uurimist sel-
lega, et avaldame ta kiiljed a, b ja ¢ ning pindala S p6hinurga 8
ja iimberringjoone raadiuse R kaudu. Selleks tugineme siinus-
lausele, millele voime vorduste (1) pohjal anda kuju

a b _ ¢ oR

cosf  sinf cos2B

Joonis 1.

Siit jareldub, et
a=2Rcosf, b=2RsingB, c¢=2R cos2p. (2)
Pindala arvutamiseks ldhtume tuntud valemist
. S = 0,5 ab sin p=0,5 ab cos 28.
Vorduste (2) pohjal on
ab = 4R? cos § sin § = 2R? sin 28
ja seega saame lopptulemuseks
S=0,5R?sin 48.
Esitame niiiid kiisimuse, milline seos kehtib erinurkse kolm-
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nurga killgede vahel. Vastuse annab jargmine teoreem. Selleks,
et kolmnurk oleks erinurkne, on tarvilik ja piisav, et
(@2 4 0%) 2 = (a — b2)2 3)
Toestame koigepealt tarvilikkuse. Olgu vaadeldav
kolmnurk erinurkne. Siis kehtivad seosed (2) ja jarelikult

a?+ b2 =4R2, (4)
Edasi leiame seoste (2) pohjal, et
a* — b? =4R?(cos? § — sin? §) = 4R? cos 28 = 2R,

a? — b2 =2Rc. (5)
Kui selle vorduse molemad pooled ruutu tosta ja arvestada vor-
dust (4), siis jouamegi seose (3) juurde.

Toestame niiiid piisavuse. Kehtigu kolmnurga kiilgede a,
b ja c¢ vahel seos (3}, kusjuures a olgu selle kolmnurga suurim
kiilg. Kolmnurga erinurksuse néitamiseks ldhtume tuntud vale-
mitest

S. O.

b2 4 ¢ _ a? a? _ b2 - c?

CoS @ =, 9be , COSf= 500 (6)
Valem (3) vdimaldab avaldada kiilje ¢ kiilgede a ja b kaudu:
a? — b2
C = ——. (7)
Va? - b2

Asendades selle ¢ vddrtuse vordustesse (6) saame pérast lihtsus-
tamisi

cos @ = — b‘, 08 f=————. (8)
Val {62 Va?+ b?
Nédeme, et a on niirinurk, sest
ta koosinus on negatiivne. Vor-
dustest (8) jdreldub wveel, et 50°3
cos?a +cos? § =1, £
millest 2 \\
cos? ¢ = sin? . 0B, \
Et @ on niirinurk ja 8 on te- S N
ravnurk, siis saame viimasest N
seosest 7 \
co0s @ = — sin § = 8 a ¢
= cos (90° 4 B), Joonis 2.

ja seega a=90°+ 8, mida oligi tarvis tdestada.

Olgu antud erinurkne kolmnurk ABC (joonis 2). Tombame
tipust C kiiljele a = BC ristsirge, mis 16ikub kiilje ¢ = BA piken-
dusega punktis D. Tekkinud tdisnurkset kolmnurka BCD nime-
tame erinurkse kolmnurga ABC genereerivaks kolm-
nurgaks. Viimase suurem kaatet a langeb iihte erinurkse kolm-
nurga suurima kiiljega. On kerge nédha, et genereeriva kolmnurga
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viiksem kaatet CD uvordub erinurkse kolmnurga pGhinurga vas
taskiiljega b, sest
/ CAD = / CDA=090°—§

Siin me l&dhtusime antud erinurksest kolmnurgast ja konst-
rueerisime selle pohjal ebavordsete kaatetitega tiis:
nurkse kolmnurga. Vastupidi, 1dhtudes mistahes ebavordsete kaa-
tetitega tdisnurksest kolmnurgast, vdoime konstrueerida {ihe eri-
nurkse kolmnurga. Selleks tuleb tdisnurga tipust C tdmmata hii:|
potenuusile korgus CE ja leida viimase suhtes kaatetiga CD!
siimmeetriline 16ik CA. (joonis 2). Lihtne on veenduda, et niiviisi1
saadud kolmnurk ABC ongi erinurkne.

Seega on kindlaks méiidratud iiksiithene vastavus erinurksetei
kolmnurkade hulga ja ebavordsete kaatetitega tdisnurksete kolm:
nurkade hulga vahel. Teiste sonadega, molemad need hu]gad!
osutusid ekvivalentseteks.

Olgu d= BD genereeriva kolmnurga hiipotenuus. Pythago-
rase teoreemi pohjal siis
a? + b?= a2
Siit ja valemist (4) jéreldub, et _

d=2R. €))
Seega on toestatud, et erinurkse kolmnurga iimberringjoone dia-
meeter vordub genereeriva kolmnurga hiipotenuusiga. Teiselt
poolt on aga teada, et tdisnurkse kolmnurga iimberringjoone dia-
meeter vordub tema hiipotenuusiga. Seda arvestades voime oel-
da, et erinurkse ja genereeriva kolmnurga iimberringjoontel on
vordsed raadiused.

Erilist huvi pakub ratsionaalsete killgedega eri-
nurksete kolmnurkade vaatlemine. Kui a, b ja ¢ on ratsionaalsed,
siis on seda ka timberringi raadius R, sest vordusest (5) néihtub,i
et i
a2 — b2 ‘

R =—5— (10)i

Kuid siis osutub ka erinurkse kolmnurga pindala S ratsionaal-

seks, sest teatavasti on iga kolmnurga puhul |

S = 2 !

4R - "

Seega kuuluvad koik ratsionaalsete kiilgedega erinurksed kolm-

nurgad ratsionaalsete kolmnurkade! hulka. Tépse-

mini, nditame, et ratsionaalsed erinurksed kolmnurgad moodusta-,

vad Heroni kolmnurkade hulga teatud alamhulga. Kodigepealt on

selge, et ratsionaalne erinurkne kolmnurk ei saa olla Pythagora-

se kolmnurgaks, sest ta on ju niirinurkne. Edasi vaatleme vord-
haarse erinurkse kolmnurga juhtu. Tingimusest

p=7=90°— 28

1 Vt. Gabovits, J, Veidi kolmnurga aritmeetikat. — Matemaatika ja
kaasaeg, V, lk. 57—67.
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jareldub, et =9 =230° ja seega a—= 120°. Niiiid véime kergesti

veenduda, et kiilgede a ja & suhe vordub irratsionaalarvuga v 3
ning seega ei saa olla tegemist ratsionaalse kolmnurgaga. Seega
ndeme, et iga ratsionaalne erinurkne kolmnurk kuulub kaldnurk-
sete isekiilgsete ratsionaalsete kolmnurkade hulka, s. t. ta on
Heroni kolmnurk.

Vordused (9) ja (10) nditavad, et ratsionaalse erinurkse
kolmnurga genereeriv kolmnurk on Pythagorase kolmnurk. Nii-
tame ka vastupidist: kui genereeriv kolmnurk on Pythagorase
kolmnurk, siis temast tuletatud erinurkne kolmnurk on ratsio-
naalne. Eelnevast me juba teame, et erinurkse kolmnurga kaks
kiilge vorduvad genereeriva kolmnurga kaatetitega a ja b, kol-
manda kiilje ¢ saame arvutada valemist

2 2
=227, (11)
nagu jdreldub seostest (5) ja (9). Jarelikult, kui genereeriva
kolmnurga kiiljed a, b ja d on ratsionaalsed, siis on seda ka
vastava erinurkse kolmnurga kiiljed
. at—b?
a, b ja F I (12)

Sellega oleme toestanud, et ratsionaalsete erinurksete kolm-
nurkade ja Pythagorase kolmnurkade hulgad on ekvivalentsed.

Sel tulemusel on suur praktiline véirtus, sest ta voimaldab
meil, ldhtudes Pythagorase kolmnurkadest (millede tabuleeri-
mine on lihtne; vt. lk. 60 tsiteeritud artiklit), jark-jargult leida
koik ratsionaalsed erinurksed kolmnurgad.

Siinjuures peame madarkima jdrgmist asjaolu. Lihtudes pri-
mitiivsest? Pythagorase kolmnurgast saame murdarvu-
lise kiljega ¢ erinurkse kolmnurga (vt. (11}). Et tuletatav eri-
nurkne kolmnurk oleks samuti primitiivne, korrutame kolmnurga
(12) kiilgi teguriga d. Sel teel saame primitiivse erinurkse kolm-
nurga kiilgedega

o’ =ad, b =bd ¢ =a®—0b?
mis on sarnane kolmnurgaga (12).
Ka ilma genereeriva kolmnurga abita saab tuletada valemid,
mis voimaldavad leida koik primitiivsed erinurksed kolmnurgad,
Jittes nende valemite tuletamise lugeja hooleks, piirdume siin-
kohal ainult 16pptulemuse esitamisega.
Olgu m ja n iihisjagajata naturaalarvud, kusjuures m >n
ja iitks neist on paarisarv. Siis kolmnurk kiillgedega
a’ = max [m* — nt, 2mn(m? 4+ n?)},
b’ = min [m* — nt, 2mn(m? 4 n?)],
¢/ = |m*— 6m?n? ++ n*|

nn primitiivne erinurkne kolmnurk.

2 S. t. tdisarvuliste iihisjagajata kiilgedega.
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Alljérgnevas tabelis on antud k&ik primitiivsed erinurksed
kolmnurgad (a@’, b’, ¢’), mille puhul genereeriva kolmnurga
(a, b, d) killgede pikkused ei iileta arvu 100.

Primitiivsete erinurksete kolmnurkade (a’, &', ¢’) tabel

a b d a’ b’ c
4 3 i 5 20 15 7
12 5 l 13 156 65 119
15 8 17 255 136 161
24 7 25 600 175 527
21 20 29 609 580 41
35 12 i 37 1295 444 1081
40 9 ! 41 1640 369 1519
45 23 : 53 2385 1484 1241
60 11 1 61 3660 671 3479
56 33 ; 65 3640 2145 2047
63 16 | 65 4095 1040 3713
55 48 ; 73 4015 3504 721
77 36 i 85 6545 3060 4633
84 13 : 85 7140 1105 6887
80 39 ; 89 7120 3471 4879
72 65 | 97 6984 6305 959

Niiteks, m =23, n=2 puhul saame @’ =156, b’ =65, ¢ =
=119, s. t. meie tabelis teisena antud kolmnurga.

Esitame niiiid kiisimuse, milline on primitiivsest erinurksest
kolmnurgast ldhtudes konstruktsiooni teel saadav gene-
reeriv kolmnurk. Et primitiivne erinurkne kolmnurk saadi kolm-
nurgast (12) tema kiilgede korrutamisel teguriga d, siis on selge,
et tema genereerivaks kolmnurgaks on mitteprimitiivne
Pythagorase kolmnurk kaatetitega ad ja bd ning hiipotenuusiga
d?. Siit jareldub, et primitiivse erinurkse kolmnurga iimberring-
joone diameeter avaldub naturaalarvu ruuduna.

Lopuks tuletame valemi primitiivse erinurkse kolmnurga pind-
ala S’ arvutamiseks. Selleks arvutame eelkdige kiiljele ¢"=a? —
— b? tommatud korguse h. On selge, et £ langeb iihte (mitte-
primitiivse) genereeriva kolmnurga hiipotenuusile tommatud kor-
gusega. Me teame, et tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusile tom-
matud korgus vordub kaatetite korrutise ja hiipotenuusi jaga-
tisega. Jarelikult

Seega on toestatud, et kOrgus h vordub primitiivse genereeriva
kolmnurga kaatetite korrutisega.
Niilid saame leida otsitava valemi pindala jaoks:

§’=0,5ab(a? — b?).
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UHEST TUUPILISEST ALGEBRALISEST VEAST
JA SELLE ALLIKATEST!

J. Gaiduk

Jérgnevad read pole kirjutatud mitte selleks, et tdiendada
kesk- (ja isegi korgemate 2) koolide oOpilastele iseloomulike «tiiii-
piliste matemaatiliste eksimuste» nimekirja. Autori peamiseks
eesmargiks on poorata tdhelepanu moningatele {ildistele jérel-
dustele, mis selliste eksimuste analiiiisimisest tulenevad.

Esitame meid huvitava situatsiooni eksamil toimuva kahe-
konena pedagoogi P ja 6pilase O vahel.
O: (jitkates oma iilesande lahenduskidigu esitamist): ... seega
saime vorduse
a c e
T tat7=0 (1)
millest jareldub, et
b, d |, f
7—{——0—]--7—0... (2)

P: (katkestades): Kuidas teil kiill onnestus vordusest (1)
saada vordust (2)?

O: (imestunult): Kas see pole siis oige? Me tegime ju varem
ka niimoodi...

P: Ei ole teinud! Siin on jdme algebraline viga.

O: Kuid lubage ... Alles eile te tdestasite, et vordusest

5 +z=0 (3)
jéreldub vordus

b d

—T5=0. (4)

Analoogiliselt peab siis vordusest (1) jdreiduma ka vordus (2):
moélemal juhul saadakse uus vordus ju lihtsalt eelmise litkmete
«iimberpdoramise» teel ...

1 Artikli on toimetusele saadetud venekeelsest késikirjast tolkinud
0. Kaasik.

2 Autoril on tulnud siinkirjeldatud eksimusi tdheldada néiteks iiliopilaste
juures, kes vastavat tiilipi diferentsiaalvorrandite lahendamisel sellisel viisil
«eraldavad muutujaids.
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P: (ironiseerides): te nihtavasti tahate arutleda matemaati-
lise induktsiooni meetodil. Kuid siis tuleks alustada juhuga, mil
vorduse vasakul poolel on vaid iiksainus murd!

O: Proovime ... Tdhendab, tuleb tdestada, et kui

5 =0, (5)
siis ka

L =0

- =0 (6)
Hmm... (pdrast minutipikkust motlemist roomsalt). Kuid sel-

leks tuleb lihtsalt korrutada vérduse (5) molemad pooled tegu-
riga g% ja taandada!

P: (enesevalitsemist kaotades): teil pole ju algebrast aimugi!
Mida te kiill oppinud olete? Tdna pole meil teiega enam mil-
lestki radkida.

O: (lahkub hdmmeldunult).

Tema lahkumist kasutades piiiiame koos P-ga teha juhtunust
«metoodilisi jdreldusi». Me muidugi saame aru nii P irooniast
sellise pimeda usu puhul mittetdielikku induktsiooni kui ka tema
nordimusest nulliga jagamise rdnga patu korral. Ometi ei ole
aga O (ja tema paljude kaaslaste) algebraliste vigade juur mitte
selles, vaid tunduvalt siigavamal!

Ajalooliselt on kujunenud nii, et algebra koolikursuses leiab
iisna laialdaselt aset vidga kahjulik terminoloogiline dualism.
Nii nimetatakse niiteks vorduselt a 4- 6 = ¢ vordusele a =c— b
iileminekut kahel erineval viisil: monikord oeldakse, et «vor-
duse molematest pooltest lahutati iiks ja seesama suurus b»,
teinekord aga, et «arv b viidi vorduse vasakult poolelt vastas-
margiga iile paremale poolele». Sellise dualismi tagajérjel tuleb
Opilastel iiheaegselt tegemist teha nii matemaatilise tehtega
(lahutamine) kui ka «mehhaanilise» tehtega (iileviimine), kusjuu-
res nende kahe tehte sisuline samavédirsus jdib kergesti hoopis
tdhele panemata. «Uleviimise reegli» hiipnoos on monikord nii-
vord tugev, et opilased lahendavad vorrandit a= x umbes selli-
selt: koigepealt —x= —a, ning «méirkide muutmise reeglits ka-
sutades 3 saadakse alles x =a.

Meie keskkoolialgebra niisugune dualism takistab opilastel
aru saada algebraliste teisenduste olemusest ning algebra ja
aritmeetika iihtsusest. Opilaste silmis muudab see algebra min-
giks vihe arusaadavaks «siimbolitega Zongleerimiseks», provot-
seerides neid kasutama algebralisi valemeid kas liiga vabalt voi
siis hoopis puhtmehhaaniliselt. Niisuguse ohkkonna tottu selles

3 Selle mehhaanilise reegli matemaatiliseks sisuks on vorduse molemate
poolte korrutamine arvuga —I.
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Ooppeaines ongi ndhtavasti paratamatud need oOpilaste ridngad
eksimused, millede iile me sageli kaebame ja vahel ka Iobusalt
naerame. Nende eksimuste iile tasuks aga iisna tosiselt moétel-
da...

Po6rdudes tagasi O konkreetse vea juurde, mis oli meie mir-
kuste ldhtepunktiks, rohutame, et selle vea aluseks pole mitte
niivord analoogia vorduste (3) ja (4) vahel eksisteeriva seosega,
kuivord <«halb harjumus» mehhaaniliselt opereerida algebraliste
valemitega. Selle harjumuse tagajirjel hakkavadki opilased ni-
metatud seost omandama kui mingi «murdude iimberpddramise»
teel saadavat tulemust.

Opilaste niisugused eksimused meenutavad jirjest tungiva-
malt, et oleks juba ammu aeg muuta meie koolialgebra termino-
loogia kaasaegsemaks. Siinjuures tuleb iihtlasi rohutada, et ter-
minoloogia selline revideerimine on mitmes riigis juba teostatud.

ARVUDE SUMFOONIA

1X841=9 9 % 987654321 — 1 = 8888888888
12X 8+2=098 9 X 98765432 + 0 — 888888888
123 X 84 3 =987 9 X 9876543 - 1 — 88888888
1234 X 8 + 4 = 9876 9 987654 - 2 = 8888888
12345 X 8 + 5 = 98765 9 X 98765 - 3 = 888888
123456 < 8 -+ 6 = 987654 9 X 9876 + 4 — 88888
1234567 X 8 + 7 = 9876543 9 987 4- 5 = 8888
12345678 X 8 -+ 8 = 98765432 9 % 98 + 6 = 888
123456789 X 8 +- 9 = 987654321 9% 94+7=288
123456789 X 9+ 10= 1111111111
12345678 %X 9 9= 111111111
1234567 X 9+ 8= 11111111
123456 X 9 7= 1111111
12345 X 9+ 6= 111111
1234><9+ 5=11111
123X 9+ 4=1111
12X94 3=111
1X94 2=11
1 =12
1o+ 1=2
1+24+34+241=2
14+2+3+4+34+241=42
1+24-3 144514431241 =5
1 424344154645+ 44+34+241=62
14-2434+44+54+647+6+5+44+3+241=72
142434415464+ 7+8+7+6+-54+4431+241=28
14-24+3+4+5+6+7+849+8+7+645+44+3+21L1=092

5 Matemaatika ja kaasaeg IX

=3}
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MATEMAATIKA OPETAMISE REFORMIMISEST SAKSA
DEMOKRAATLIKU VABARIIGI KOOLIDES

0. Prinits

Sojajirgsetel aastatel kannatas Saksa Demokraatlik Vabariiki
rahvamajanduse ja kultuurielu mitmetel aladel spetsialistide puu-!
duse all. Ei jatkunud ka matemaatika opetajaid. Koolimatemaa-!
tikasse toi see kaasa teatava revisjonismi perioodi, kusjuures tuli
programmilisi noudmisi vadhendada. Niisugune periood kestis
kuni 1957. aastani. Selleks ajaks jouti juba ette valmistada kiil-
laldaselt eriharidusega pedagooge ja ka ettevalmistuseta inime-
sed olid suutnud end vajalikul maidral tdiendada. Sellest
ajast alates kehtib noue, et 6petust tuleb anda tdna-
pideva teaduse tasemel ja tootmispraktika
alusel Niisuguse eesmdirgi saavutamiseks rohutati jargmisi
vajadusi:

1° muuta efektiivsemaks algopetus;

2° késitleda juba VII klassis arvutusliikatit;

3° luua kooskodla matemaatika ja fiilisika opetamise vahel;

4° siistemaatiliselt rakendada kasutuselevoetud moisteid

(ndit. astme moistet tutvustati V klassis, kuid selle juurde
tuldi IX klassis jdlle kui uue moiste juurde);

5° anda kujutavale geomeetriale tagasi tema koht koolimate-

maatikas (vahepeal oli selle koolimatemaatikast vélja su-
runud tehniline joonestamine).

Et jdrgnevat paremini mbista, olgu siinkohal nimetatud, et
I. sept. 1956. a. loodi Saksa Demokraatlikus Vabariigis 10-aas-
tase oppeajaga keskkoolid (Oberschule). Korvuti nende koolidega
jatkus t66 ka varem kehtinud 12-aastase dOppeajaga giimnaasiumis.
(Erweiterte Oberschule), kusjuures ainult viimaste lopetajatel on
oigus jatkata opinguid korgemates oppeasutustes.

1. 1959/60. oppeaastal kehtestatud programmist ]

Alates 1959/60. Gppeaastast voeti SDV-s kasutusele uus oppe-
plaan ja uued programmid. Matemaatika programmi lisati uusi
ja jdeti dra juba vananenud teemasid. Jargnevalt ongi lithidalt
iseloomustatud selle programmi noudeid 10-klassilises koolis.
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Programmis noutakse 1 klassis liitmise ja lahutamise &petamist 100
piires, kui seal ei toimu iileminekut {ihest kiimnest teise. II klassis viiakse
arvutusoskus kahekohaliste ja iihekohalise arvude korrutamise ja jagamiseni
100 piires. III klassis laiendatakse arvuvalda tuhandeni ja TV klassis
miljonini. Kiillalt ulatuslikult on algklasside kavas ette nihtud geomeetriliste
kujunditega tutvumine. Nii on juba I klassi kavas kuup, risttahukas, silinder,
kera, kolmnurk, nelinurk, (ruut, ristkiilik) ja ring. Samuti tutvutakse pikkuse,
raskuse, raha- ja ajaiihikutega.

V klassis on kavas kiimnendsiisteemi arvude tundmadppimine ja seoses
sellega mitmesuguste modtithikute tundmise siivendamine (25 tundi), el
pohitehet naturaalarvudega (70 tundi), sissejuhatus murdudega arvutamisse
(harilike ja kiimnendmurdude liitmine ja lahutamine — 30 tundi), geomeetria
pohimdisted ja konstrukisioonid (30 tundi), kus vaadeldakse sirgloiku, Kkiirt,
sirget, ringi jagamist (nurgad 0° kuni 360°), joonestamist méotkava jirgi,
diagramme ning kuubi ja risttahuka pinnalaotuse valmistamist. Nurka = defi-
neeritakse kui kiire p&oramise modtu. V klassis toimub veel kuubi ja rist-
tahuka pindala ja ruumala arvutamine (20 tundi) ning alustatakse kujutavat
geomeetriat pohivaate mbdistega (5 tundi).

VI klassis jitkub arvutamine harilike ja kiimnendmurdudega (100
lundi), geomeetria osas on kavas nurgad ldikuvate sirgete juures, telg, siim-
meetria, kolmnurk ja nelinurk (kokku 50 tundi), réopkiliku, kolmnurga, tra-
petsi, nelinurga ja hulknurga pindala (20 tundi) ning kujutava geomeetria
vsas pohivaade ja esivaade (10 tundi).

VII klassis tulvustatakse negatiivseid arve (20 tundi), kisitletakse
vorrandeid (propedeutiline kursus — 20 tundi). Siin tulvustatakse ka vor-
ratust. Suhte ja vorde késitlemiseks on ette nahtud 35 tundi, protsenarvutu-
seks (ka intressi arvutamine) 40 tundi, arvutusliikatiga tutvumiseks 5 tundi,
ringi ja ellipsi tundmaoppimiseks 25 tundi ja ringi pindala ning prisma ja
silindri pindala ning ruumala késitlemiseks 20 tundi. Kujutava geomeetria
osas (15 tundi) esitatakse kolmvaateid ja kehi kaldprojektsioonis.

VIIT klassis tuuakse sisse tdht arvu tdhisena (ka tehted iiks- ja hulk-
lilkmetega, kokku 25 tundi), tutvustatakse lineaarset funktsiooni ja lahenda-
takse lineaarseid vorrandeid (25 tundi); sarnasust késitletakse siin seostatult
vorde moistega (40 tundi) ning Pythagorase lauset seoses ruutude ja ruut-.
juurtega (25 tundi). Kehadest on kavas piiramiid, koonus ja kera (25 tundi)
ning kujutavast geomeetriast 16igu oige pikkuse ning tasandilise kujundi Gige
kuju ja suuruse esitamine ning kera kolmvaade (koos koordinaatide vor-
puga).

IX klassis on kavas tehted hulkliikmetega (10 tundi), algebraline murd
{15 tundi), lineaarne vorrand ja vorrandisiisteem (15 tundi), ruutfunktsioon
(10 tundi), ruutvérrand (20 tundi), astmefunktsioon naturaalarvulise astenda-
jaga (5 tundi), tehted astmetega (10 tundi), astendaja null ja negatiivne
astendaja (5 tundi), murrulise astendajaga aste (10 tundi), eksponentfunkt-
sioon (2 tundi). logaritmfunktsicon (8 tundi), arvutamine logaritmide abil ja
arvutuslitkati (25 tundi). Kujutavast geomeetriast on kavas rist- ja kaldpro-
icktsioon (5 tundi) ning aksonomeetriline kujutamine (10 tundi).

X klassis on rohuv enamik tunde reserveeritud trigonomeetria kiisimus-
lele. Nii on teravnurga irigonomeetrilistele funktsiocnidele ette n#&htud 15
tundi, tdisnurkse ja vordhaarse kolmnurga lahendamisele 25 iundi, trigono-
meetriliste funktsioonide iildisele definitsioonile 5 tundi ja kaldnurksete kolm-
nurkade lahendamisele 50 tundi. Seega ei késitleta trigonomeetria kursuses
nurkade summa ja vahe, kahekordse ja poolnurga valemeid ega ole ette néh-
'nd trigonomeetriliste funkisioonide summa ja vahe teisendamist korrutiseks.

Geomeetriliste kehade kisitlemiseks on eite nidhtud 40 tundi ja kahend-
siisteemi arvudega tutvumiseks 5 tundi.
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Selle programmiga jédeti koolimatemaatikast vdlja rida ]uba'l
vananenud teemasid, nagu kolmlaused, ruutjuure algoritm, al-|
gebraliste avaldiste konstrueerimine sirkli ja joonlaua abil, kolm-
nurkade ja nelinurkade konstrueerimine kiilgede pikkuste summa
ja vahe jirgi jne. Ka vidhendati niisuguste teemade osatéht-}
sust, millega varem oli iile pakutud. See puudutas eelkmge'
sarnasusopetust ja stereomeetria siistemaatilist kursust. Loobuti
niisuguste teemade kéasitlemisest, millel 10-klassilises koolis puu-
duvad rakendused, nagu arvutamine kompleksarvudega, tngono-'
meetrilised vorrandld tangenslause jne.

Nende muudatustega taotleti eelkoige Gpilaste ulekoormamlse;t
viltimist ja elementaarse arvutamisoskuse osatdhtsuse suurenda-}
mist. Viimast loeti aga poliitehnilise opetuse ja kasvatuse uheksq
pohialuseks. Poliitehnilise opetuse eesmérke peeti silmas ka geo-
meetriliste kehade kisitlemise jaotamisel koigi klasside vahel
(vdlja arvatud IX klass). Programmi seletuskirja kohaselt peab
75% oOpetamise ajast kulutatama harjutustele.

Alates 1. septembrist 1960. a. kehtestati uued programmid ka.
giimnaasiumidele (Erweiterte Oberschule) eesmirgiga anda oOpi-
lastele tdpseid, teaduslikult pohjendatud teadmisi ja oskusi.

Giimnaasiumi 16puklasside matemaatika programm sisaldab
peamiselt analiifitilise geomeetria ning diferentsiaal- ja integraal-
arvutuse kiisimusi.

Piisivamate teadmiste saavutamiseks suurendati tundide arvu.
Paremaid tulemusi pidi garanteerima ka kordamisteemade niita-
mine programmis (néiteks lineaarvorrandite juures on margitud
vorde ja kiirte lause kordamise vajadust). Noutakse matemaati-
liste moistete tdpsemat defineerimist. Selleks on loobutud niiteks
hulkliikme moiste kui algebralise summa tihendusest ja samasta-
tud see poliilnoomi moistega, s. 0. avaldisega Xja;x* (erandiks on

i=0
aga (a4 b)™ mida nimetatakse binoomi astmeks).

Ruutfunktsiooni késitlemisel péoratakse suurt tdhelepanu
parabooli 3ablooni kasutamisele ning ruutfunktsioonide graafi-
kute ehitamist ndhaksegi ette Sablooni litkke ja peegelduse abil.

Irratsionaalarvu moiste juurde joutakse vorrandi x2—2=20
lahendamise kaudu.

Peetakse tdiesti {ilearuseks astme moiste iildistamisel mitme-
suguste kombineeritud {ilesannete lahendamist, nagu néiteks

a-3.b2c2.a5b-1c0 @-5b—4c3.q7bh0c-1
24503 - a—2030—6 * @bb—3c—2 - a2b1c3

Oluline on, et omandatakse mdisted, mis vdoimaldavad hiljem

kiiresti lahendada tuletise leidmise ja integreerimise iilesandeid.

- d (1 ~. dx
Sellisteks naideteks on E(F) voi | 5.

Va?
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Ka giimnaasiumi programmis on kujutav geomeetria kiillalt
suure osatahtsusega.

2. Seadus matemaatika Opetamise parandamiseks ja
edasiarendamiseks

1960. ja 1961. a. olid SDV-s aktuaalselt pdevakorras matemaa-
tika opetamise metoodilised kiisimused, kuid iiha sagedamini esi-
tati ka radikaalsemaid ettepanekuid koolimatemaatika sisu uuen-
damiseks. Poliitehnilise opetuse konverentsil 1961. a. jaanuaris
rohutati, et opetuse kvaliteedi taseme tGstmine saab tulla kéne
alla ainult pdhjalike loodusteaduste-alaste teadmiste ja oskuste
kaudu ning et poliitehnilise hariduse andmine peab algama loo-
dusteaduslike ainete pohjaliku, eksaktse kisitluse taseme tostmi-
sega.

Opetuse paremustamiseks peeti vajalikuks kasutada intensiiv-
semalt dppetundi, suurendada iseseisva t66 osatdhtsust, seostada
opetamist praktilise té6ga jne

Koolimatemaatika puuduseks loeti, et see arendab liialt vdhe
laste vaimseid voimeid. Kohe algul, 1 klassis, tehakse siin suur
samm, omandatakse arvu mobiste ja Opitakse arvudega tehteid
sooritama, siis laskutakse aga mitmeks aastaks kogemuste tase-
mele. Seetottu noutaksegi teooria osatdhtsuse suurendamist: nii-
teks moisted, nagu hulk, vastavus, ithesus tuleksid tutvustami-
sele juba algklassides; lineaarvorrandisiisteemide késitlemisel
rakendataks maatrikseid jne. Ollakse veendunud, et kui funkt-
sioon on defineeritud hulkadevahelise vastavusena, siis ei tulda
enam oOpetajalt kiisima, kas y=3 on funktsioon.

Loogilise motlemise ja abstraktsioonivoime suurendamises
nahakse vahendit ka praktiliste iilesannete iseseisva lahendamise
voime parandamiseks.

Nidhakse ette kaks teed koolimatemaatika taseme edasiseks
tostmiseks: 1) koostada uus programm, tuues sisse uued aineldi-
gud, nagu kiiberneetika alused, tdoenfosusteooria, matemaatiline
statistika, arvutusmasinad, programmeerimine ja 2) séilitada
pohiliselt senine programm ja piiiida kursust moodsamalt {iles
ehitada. Esimest voimalust peetakse kaugemaks eesméirgiks, teist
ligemaks.

Otsustava péorde SDV koolimatemaatikasse toi 17. XII 1962. a.
vastu vOetud Saksamaa Sotsialistliku Uhtsuspartei Keskkomitee
Poliitbiiroo ja SDV Ministrite Noukogu otsus «Matemaatika
Opetamise parandamise ja edasiarendamise kohta SDV iildhari-
duslikes poliitehnilistes keskkoolides». Selles otsuses juhitakse
tdhelepanu koolimatemaatika taseme mitterahuldavusele, tema
sisu mittevastavusele tdnapdeva vajadustele. Tdheldatakse piisi-
vate pohiteadmiste puudumist arvutamises naturaalarvudega,
murdudega, positiivsete ja negatiivsete arvudega ja iildiste arvu-
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tahistega. Suuruste kujutamise, ruumikujutiuse ja funktsionaalse
motlemise taset peetakse ebarahuldavaks. Suureks puuduseks
loetakse ka asjaolu, et opilastele valmistab raskusi matemaatiliste
probleemide sonastamine ja neile lahenduste leidmine. '

Mittekiillaldast matemaatilise motlemise oskust loetaksegi pea-
puuduseks. Seda on pdéhjustanud suurel maidral 1953—1955. a.'
koolimatemaatikas ldbiviidud revisjonism.

Matemaatika Opetajate ettevalmistamisel nodutakse edaspidi-
seks tugevamat ainealast ettevalmistust, et nad kogu koolis 6pe-
tatavat ainet opiksid tundma tépses teaduslikus kéasitluses. Metoo-:
dilise ettevalmistuse taseme tdstmiseks otsustatakse paremad.
opetajad liilitada Opetajate ettevalmitust6dsse. Rohutatakse opeta-
jatele antavate lisaerialade vajalikkust ja vajadust neid nii
valida, et see garanteeriks Opetajate parema jaotuse koolidesse.
Peetakse vajalikuks luua koolimatemaatika instituut.

Otsuse pohjal ei lubata enam matemaatikat opetada neil ope-
tajail, kellel puudub selleks eriharidus. Nidhakse etfe abinoud
opetajate teadmiste tdiendamiseks.

Otsustatakse teostada Oppeplaanis tdpsustusi ja need kehtes-
tada 1. sept. 1963. a. Oppetdd parandamise huvides ja Opetajate
metoodilise ettevalmistuse tdiustamiseks aga tolkida 1963. a.
jooksul koik Noukogude kooliopikud I—IX klassini saksa keelde.
Nihakse ette ajakirja «Mathematik in der Schule» asutamine,
kus peavad kajastuma uuenduslikud ideed kogu koolimatemaatika
ulatuses. Senisest suurema rohu asetamist noutakse matemaatika-
alasele klassivdlisele toole. Eriti andekate opilaste jaoks otsus-
tatakse asutada ringid iilikoolide juures ning korraldada ande-
kaile opilastele suvelaagrid.

Otsusekohaselt alustatakse matemaatika-alase opilaskirjan-
duse véljaandmist. Koigisse noorte- ja lasteajakirjadesse luuakse
selleks matemaatika rubriik. Suuremates t66stuskeskustes nahakse
ette spetsiaalsete matemaatikaklasside asutamine.

Ka teadlaste ette seab otsus oma iilesandeid. Nii noutakse
jargmiste kiisimuste uurimist:

a) milliseid teadmisi ja oskusi peavad tulevikus saama opila-
sed {ildhariduslikust poliitehnilisest keskkoolist;

h) kui suures ulatuses on vdimalik koolis késitleda matemaa-
tilise analiiiisi, hulgateooria, tGendosusteocoria, matemaati-
lise statistika jt. pohimodisteid ja elemente;

¢) kui kaugele voib vanemais klassides minna algebra kiisi-
muste kasitlemisel ja kui ulatuslikult on algebralised mee-
todid algklassides rakendatavad;

d) kui suurel méaéral tuleb opilasi tutvustada arvutusmasinate
ja -automaatidega;

e) missuguste pohiprintsiipide jédrgi tuleb tdnapideval mate-
maatika kooliopetus iiles ehitada.

70



Samuti esitati rida metoodilist laadi probleemne, nagu opeta-
mise intensiivsusest ja efektiivsusest, matemaatilise motlemise
arendamisest jne.

Otsuse jargi tuleb wuutele pohimotetele iilesehitatud mate-
maatika programmi rakendamisele asuda 1965. a. alates.

3. Matemaatika tidpsustatud programm

1. sept. 1963. a. kehtestati koolidele tdpsustatud matemaatika
programmid. See ei toonud endaga kaasa olulisi muudatusi aine
paigutuses, kiill aga kasitlemise meetodites. 10-klassilise kooli
matemaatika programmis tehtud muudatustest nimetagem siin
jargmisi:

I klassi kavva toodi tagasi korrutamine ja jagamine 20 piires. Tundu-
valt on muutunud kasitlusvotted. Liitmise ja lahutamise kisitlemisel tutvusta-
takse moisteid, nagu hulk, selle suurendamine ja vdhendamine; suurem Kkui,
vaiksem kui; vordne, summa, vahe, tundmatu. I klassis hakatakse eristama

moisteid number ja arv, tutvutakse liitmise kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse
seadusega ning naturaalarvude jadaga kuni 100-ni.

Il klassi kavas on peardhk asetatud korrutamisele ja jagamisele, kus-
juures tutvutakse korrutamise kommutatiivsuse seadusega ja selgitatakse, kui-
das muutub korrutis, kui iiht tegurit mingi arv korda suurendada. Voetakse
kasutusele tabelid, imillega Lkaasnevad vastavuse, sdltuvuse ja arvupaari
moisted.

IIT klassis kisitletakse liitmist, lahutamist, korrutamist ja jagamist nii
suuliselt kui ka kirjalikult 10000 piires.

Kui esimeses kolmes klassis olid muudatused ulatuslikumad, siis IV klas-
sis on need juba tagasihoidlikumad, sest kdigis klassides tugineb ju opetus
eelmise programmi jirgi tehtud tdéle.

IV klassis on rohutatud moistete oiget kasutamist, niiteks jagatav,
jagaja, jagatis jne.; murrud lillitatud geomeetria kiisimuste hulka, kus neid
opitakse tundma ringi tiikeldamisel.

V klassis vdelakse kasutusele tdht arvu tdhisena aritmeetiliste lausete
formuleerimisel. Ara on jietud V klassist lithike kujutava geomeetria osa. See
temaatika on niiiid iihendatud VI klassis ettendhtud vastava peatiikiga.

Jargmistes klassides pole erilisi muudatusi ette ndhtud, vélja
arvatud eksponentfunktsiooni véljajadtmine IX klassi programmist.
Seega ei kisitleta niilid seal ka logaritmfunktsiooni eksponent-
funktsiooni p66rdiunktsioonina.

4, Uue programmi eéttevalmistamisest

Uue, 1965. a. rakendatava programmi véljatéotamise kdigus
on selle kohta arvamusi avaldanud mitmed Saksa DV juhtivad
matemaatikud ja metoodikud, nagu prof. Karl Schréter, prol.
Lilly Goérke, prof. Klaus Hérting jt. Vorreldakse uut suunda
Felix Kleini ideedega ja mairgitakse, et praegune reform on
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marksa ulatuslikum, sest ta holmab kogu koolikursuse ja sellest
on huvitatud nii kapitalistlikud kui ka sotsialistlikud riigid. Kleini
ideed puudutasid keskkooli vanemaid klasse ja teenindasid kapi-
talistliku suurtéostuse huve, kuhu vajati moodsama matemaatilise
ettevalmistusega ametnikke.

Loetakse Oigeks esimeste klasside programmides teostatud
muudatused ning rohutatakse vajadust, et matemaatikat opetaks
juba I Kklassist alates matemaatikaopetaja. III klassis peetakse
vajalikuks alustada eelté6d naturaalarvude siistemaatiliseks
késitlemiseks oOpilaste vanusele vastaval tasemel. See tdhendaks
siin jargmiste tosiasjade omandamist:

1. 0 on naturaalarv.

2. Igal naturaalarvul on kindel temale jidrgnev naturaalarv.

3. Igal naturaalarvul, vdlja arvatud 0, on kindel temale eelnev

naturaalarv.

4. Naturaalarvude jada 0, 1, 2, 3, ... on kordumatu.

5. Kui alates arvust O {ihekaupa edasi lugeda, saame kitte

koik naturaalarvud.

Esimestes klassides peetakse vajalikuks arvutamise pohisea-
duste kasitlemist. IV klassis ndhakse ette jaguvusteooria ning V
ja VI klassis murdude késitlemine, s. t. arvutamine ratsionaal-
arvude korpuses. Peetakse vajalikuks tutvustada opilastele ka
korpuse moistet, samuti Archimedese aksioomi.

Geomeetria osas noutakse, et V klassis joutaks kongruentsus-
lauseteni. Sarnasuslausete kisitlemist tuleb sealjuures seostada
ratsionaalarvude jirjestatud korpuse mobistega. Kaalutakse, kui-
das tutvustada Opilastele paralleelide aksioomi nii tema euklei-
dilises kui ka hiiperboolses ja elliptilises kujus. VII ja VIII klas-
sis soovitatakse kisitleda astmeid, kombinatoorikat ja matemaa-
tilise induktsiooni meetodit. Reaalarvude korpuse késitlemisel
soovitatakse kasutada Dedekindi 10iget. Peetakse vajalikuks, et
selles astmes Iopetataks elementaargeomeetria kasitlus.

Peetakse soovitavaks kera geomeetria kéisitlemisel puudutada
erinevust eukleidilise, hiiperboolse ja elliptilise geomeetria vahel.
VIII klassis soovitatakse késitleda ka ratsionaalseid funktsioone
ja alustada vorrandite lahendamist. Pindala ja ruumala kisitle-
mine VIII klassis peaks aga toimuma piirvddrtuse moiste abil.

Soovitused IX ja X klasside programmi kohta holmavad eel-
koige transtsendentsete funktsioonide kisitlemist. Astmeridu
oleks sobiv kédsitleda juba seoses tdisratsionaalsete funktsiooni-
dega. Kavva soovitatakse votta ka arv e. X klassis tuleks aga
késitleda kompleksarve arvupaaride konstrueerimise teel. Geo-
meetrias peetakse vajalikuks votta programmi sfdériline trigono-
meetria (kuni taevakehade asukoha méiiramiseni) ja koonus-
16iked. XI ja XII klassides soovitatakse kisitleda diferentsiaal- ja
integraalarvutust, sealjuures ka pidevuse, diferentseeruvuse ja
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integreeruvuse kiisimusi. Analiiitilise geomeetria ja lineaar-
algebra kéasitlemine peaks aga toimuma vektorite abil.

Uued reformi-ideed koolimatemaatikas leiavad, nagu voib
oodata, ka vastuseisjaid. Vastuvéited kuuluvad koigepealt pessi-
mistidele, kes arvavad, et ka 1965. aastal ei piisa veel Gpetajate:
kaadrist selle programmi realiseerimiseks, kédsitletavat ainet aga
ei peeta oOpilastele eakohaseks. Teine vastuvdide on pedagoogika-
teadlastelt, kes ei ole nous Opetajate ettevalmistamisel eriaine nii
suure rohutamisega, mis niiiid osutuks paratamatuks. Nad viida-
vad, et Opetaja on koigepealt Opetaja ja alles siis ainedpetaja.
Ka haridusalane administratsioon ei taha noustuda suuremate
itmberkorraldustega, sest see sunnib paratamatult ka neid oma
teadmisi tdiendama.

30. madrtsil 1965. a. vottis SDV Rahvaharidusministeeriumi
Kolleegium vastu kontseptsiooni matemaatika Opetamise kohta
iildhariduslikus poliitehnilises keskkoolis vastavalt iihtse sotsia-
listliku haridussiisteemi seadusele. Selles dokumendis on kavan-
datud kogu koolimatemaatika iilesehitamine iihtsete printsiipide
alusel, kaotades vahe algklasside «rehkendamise ja ruumipetuse»
ning vanemate klasside «matemaatika» vahel. Rohutatakse vaja-
dust kasutada kogu koolimatemaatika kursuses ithtset termino-
loogiat. Matemaatika Opetamise reformimises ei nidhta ette mitte
niivord suuri muudatusi aines, kui just késitlusmeetodites, mis
voimaldavad Oppeprotsessi ratsionaliseerida. Et hulgateoreetiline
téoviis on pohiline kogu matemaatikas, siis peavad hulgateooria ja
matemaatilise loogika elemendid ldbima kogu matemaatikakursust.

Selles kontseptsioonjs programmi kohta tehtud ettepanekud
ithtivad pohiliselt nendega, mida on juba eespool kirjeldatud.

Seega nieme, et Saksa Demokraatlikus Vabariigis on haka-
tud riiklikult lahendama kiisimusi, mis on paljudes maades
aktuaalselt pédevakorral. Tuleb markida, et koolimatemaatika
uuendamiseks SDV-s ettendhtud sammud piisivad rangelt reaal-
suse piirides, s. t. ei ole seatud eesmairke, mille realiseerimine on
kaheldav. Et korvuti uute kooliopikute koostamisega on ette néh-
tud ka kdsiraamatute koostamine ning et pedagoogilises ja metoo-
dilises ajakirjanduses piihendatakse laialdaselt ruumi uute tee-
made késitlemisega seotud kiisimuste valgustamisele ja vasta-
vate katsetuste tutvustamisele, siis voib oodata, et ettendhtud
uuendused Saksa Demokraatliku Vabariigi koolides juurduvad.
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MIS ON TOENAOSUS?

E. Tiit

«Tdendoliselt on homme ilus ilm»

«Toendosus sportlase A voiduks tenniseturniiril on 95%»

«Toendosus selleks, et ma ainukese piletiga loosimisel voi-
daksin sdiduauto «Volga», on 0,000001.»

Niisugused ja teised sellised viited on meile koigile igapée-
vasest elust tuttavad, me koik oleme neid ise kasutanud. Piiiid-
kem niiiid vastata kiisimusele — mida sellised laused tdpselt val-
jendavad, s. t. mis on fdendosus selle sona matemaatilises tdhen-
duses. 8l

Toendosus on matemaatika {ihe haru — toendosusteooria pohi-
moisteks. Ometi on tdendosusteooria enam kui 3-sajandilise aja-
loo véltel palju piike murtud selle moiste defineerimisel ning veel
kiesoleva sajandi algulgi, kui toendosusteooriat ning tema «noo-
remat venda» matemaatilist statistikat rakendati juba paljudes
loodusteadustes ning majanduslikus tegevuses, ei olnud teoreeti-
kutele selge, mida {ildse moista téenédosuise all.

I. Toenidosuse klassikaline moiste

1. Toendosusteooria siind ja lapsepolv. Toendosusteooria
varane areng on matemaatilise distsipliini kohta kaunis oma-
pidrane: pika aja véltel lahendas see teooria peamiselt hasartmén-
gudega seotud probleeme.

Uks esimesi toendosusteooria valdkonda kuuluvaid (iles-
andeid, mis paelus matemaatikute tdhelepanu, oli jdrgmine.
Taringumingu voitjaks loetakse maingijatest A ja B seda, kes
esimesena voidab s partiid. Kuidas tuleks aga panus jaotada poo-
lelijidnud mangu korral, kui mdngija A on voitnud a, méngija B
aga b partiid (kusjuures nii a kui ka b on vaiksemad kui s)?

XV sajandi lopul piiiidis seda ilesannet lahendada iiks tolle
sajandi tuntumaid matemaatikuid itaallane Luca Pacioli
(1445-—1514), kes soovitas panuse jaotada suhtes a: b.

XVI sajandil proovisid niihidsti selle kui ka moningate teiste
sarnaste {iilesannete kallal joudu kuupvorrandi lahendi valemi
autorid itaalia matemaatikud Nicolo Tartaglia (1500—
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1557) ja Geronimo Cardano (1501—1576). Oluliselt
paremat lahendust kui L. Pacioli nad sellele iilesandele siiski
pakkuda ei suutnud. Kiill aga lahendas Tartaglia iihe teise tirin-
gutega seotud probleemi. Ta arvutas nimelt r tiringu viskel saa-
davate silmade erinevate kombinatsioonide arvu terve rea r vair-
tuste jaoks ning esitas need arvud tabelina (see iilesanne pakkus
erilist huvi tollal levinud tdringutega ennustamise to6ttu). Nii on
ithe tdringu viskamisel voimalik saada 6 erinevat tulemust:
1, 2; 3; 4; 55 6;
kahe tdringu viskamisel on erinevate tulemuste arv 21, nimelt:
141 142 14+3; 144, 145 116, 222, 243; 24+4; 21-5; 2L 6;
343,344, 3+5 346,444, 445 436,545 5--6; 61 6:

kolme tdringu viskamisel on erinevate kombinatsioonide arv 56,
jne. Huvitav on aga Cardano tdhelepanek, kes mérkis, mitmel
viisil silmade iiks voi teine kombinatsioon on saavutatav. Seega
kohtame siin iihte k&ige varasemat katset hinnata teatavate
stindmuste f0endosusi. Toepoolest, kujutleme, et viskame kaht eri-
varvilist (sinist ja punast) tdringut. Silmade arv 1 4 1 on saavu-
tatav ainult siis, kui molemal tdaringul on peal 1 silm. Silmade
arvu 1 4- 2 voime saada aga kahel viisil: kas on punasel tdringul
peal 1 silm ja sinisel 2 silma, vdi vastupidi — sinisel 1 ja puna-
sel 2 silma. Eriti markimisvddrne on Cardano jireldus siit:
taringuvisetel esineb kombinatsioon 1 -2 sagedamini kui kom-
binatsioon 1 4 1. Seega viljendas ta intuitiivselt motte, mis ran-
gel kujul sonastati alles XVIII sajandi algul suurte arvude sea-
dusena.

Toendosuse mdiste teadlikumat kasutamist kohtame alles
XVII sajandi keskel Prantsusmaal. 1654. aastal esitas kirglik
hasartmangija Chevalier de Méré «arvutusmasina isale» Blaise
Pascalile (1623—1662) sama iilesande, mida oli piiiid-
nud lahendada Luca Pacioli. Selle iilesande, aga iihtlasi ka
mitmete sellega seoses tekkinud probleemide lahendamiseks p6or-
dus Pascal kirjalikult Pierre de Fermat (1601—1665)
poole.! Teadlaste vahel tekkis intensiivne kirjavahetus, mille kéii-
gus lahendati de Méré esitatud iilesanne, kuid sonastati ka rida
uusi probleeme ning leiti neile lahendused. Selleks voeti esma-
kordselt kasutusele moiste «toendosus» (kuigi rangelt defineeri-
mata) ning mitmed teised toenidosusteoorias olulised moisted,
mistottu paljud autorid loevadki toendosusteooria, stinniajaks aas-
tat 1654.

Pascal maérkis kohe, et L. Pacioli antud lahenduses ei ole
arvesse voetud edaspidi maéangimisele tulevate partiide arvu.
Konkreetse nédite puhul, kus s =3, a=1 ja b=0, lahendas

1 V. Tamme, E. Matemaatika ja kaasaeg, V, lk. 74—87.
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Fermat iilesande jdrgnevalt: maksimaalne arv partiisid, mis
tuleksid veel méngida, on s — a 4 s — b — 1 =4, Mingu edasise
kulgemise voimalusi 4 partii véltel on 16, nagu on ndha jiargne-
vast tabelist:

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 1213 14 1516
A A A A AAAABBBBBBBB
A A A A B B B B AAA A B B B B
A ABBAABBAABBAABB
A B ABABABABABABARB

Mingija A voiduga loppeksid neist juhud 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
9, 10, 11 ja 13, kuid B; voidaks siis, kui partii kulgeks nii, nagu
on tabelis mirgitud juhtudel 8, 12, 14, 15 ja 16 (Siinjuures tuleb
muidugi tdhele panna, et juhtudel 1, 2, 3 ja 4 méangitakse tegeli-
kult vaid 2 partiid, juhtudel 5, 6, 9, 10, 15 ja 16 — 3 partiid ning
ainult juhtudel 7, 8, 11, 12, 13 ja 14 tuleks méngimisele neli par-
tiid). Toodud mottekdigu pohjal leidsid Pascal ja Fermat, et
panus tuleks jaotada méingijate A ja B vahel suhtes 11 :5, kuna
esimene voidaks méangu 11 juhul, teine 5 juhul edasimidngu koi-
gist vGimalustest. Teisiti- vdljendades — mdngija A véidu téendo-

11 5 .
sus on ¢, T Seega ndeme, et

Pascal ja Fermat lugesid mingi sindmuse tdendosuseks selle
siindmuse toimumiseks soodsate juhtude arvu suhet koikvbimalike
juhtude arvusse.

Pascali ja Fermat kirjavahetuse kdigus pandi alus ka klassi-
kalise tdendosusteooria pohilisele meetodile — kombinatoorikale
ning rakendati seda meetodit mitmete {ilesannete lahendamiseks.
Muuhulgas leidis Fermat, et Tartaglia poolt otsitud erinevate
taringukombinatsioonide arv viskamisel r tdringuga avaldub
jargmiselt:

mangija B voidu foendosus

(r+1)(+2)(r+3)(r+4) (r+5)
1.2.3-4.5 ’

Pascali ja Fermat’ t6id nende eluajal ei tritkitud. Ometi ilmus
esimene téendosusteoreetiline uurimus «De Ratiociniis in Ludo
Aleae» (Arvutustest hasartméngudes) juba 1657 aastal. Selle
autoriks oli hollandlane Christian Huygens (1629—
1695), kes, tutvunud probleemistikuga, mille kallal té6tasid prants-
lased (kuigi mitte nende tulemustega), andis samadele iilesanne-
tele veidi iildisemad lahendused.

Huygens tugines oma arvutlustes printsiibile: kui p —4- g juhu
hulgast p juhtu annavad voidu suurusega @, g juhtu — voidu
suurusega b (a, b = 0), siis sobib oodatava voidu hinnanguks
arv

pa-tqgb
p+aq °
Seega vottis ta kasutusele veel ilhe toendosusteoorias véga olulise
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moiste — matemaatilise ootuse (e. keskvddrtuse). Vottes vaadel-
davas ndites a=1 (kogu panus), 6=0 (kui B saab kogu
panuse, siis Ai ei saa iildse midagi), leiame A oodatava vdidu
suuruse: e
11.145.0__ 11
IT+5 — 16°

See tulemus langeb iihte Pascali ja Fermat’ omaga.

Huygensi artiklist vdarib esiletostmist autori markus: Ometi
ma ei kahtle, et kui keegi selle, mida ma esitan, pohjalikumalt
{abi uurida on votnud, siis ta ka kohe leiab, et ei tegelda mitte
ajaviitega, nagu ndib, vaid et selgitatakse kauni ja illipeene
mottekdigu aluseid.

Huygensi printsiip osutus vdga sobivaks rakendustes. Juba
14 aastat pdrast Huygensi t66 ilmumist rakendas seda printsiipi
Jan de Witt (1625—1672) eluaegse rendi arvutamiseks.

Kuigi ka edaspidi lahen-
das toendosusteooria mitmeid

hasartmidngudest tulenevaid
probleeme, oli rajatud alus
ka selle teooria rakendami-
sele praktikasse — esmajoo-
nes kindlustusasjanduses ja
demograafias. Peagi hakka-
vad rakenduslikud problee-
mid ka stimuleerima tdendo-
susteooria edasist arengut.

2. Toendcsuse moiste Ja-
cob Bernoulli teoses «Ars
Conjectandi». Esimeseks suu-

JACOBI BERNOULLI,

Profefl. Bafil. & utriufgue Socict. Reg. Scientia
Gall. & Prufl Sodal.
MatHuematicr CELEBERRIMY,

ARS CONJECTANDI,

OPUS POSTHUMUM
Accedns
TRACTATUS

DE SERIEBUS INFINITIS,

EcEeistoraGaliice firipta

DE LUDO PILE
RETICULARILS

reks toendosusteoreetikuks,
kelle poolt saadud tulemu-
sed veel tdnapdevalgi on
tdhtsal kohal koigis toendo-
susteooria  Opikutes,  sai
$veitsi matemaatik Jacob
Bernoulli (1654—1705),
keda tuntakse ka tema téode
jdrgi matemaatilise analiiiisi
valdkonnas. Bernoulli toenéo-
susteooria alased uurimused
on koondatud postuumselt ilmunud raamatusse «Ars Conjectandi»
(Ennustamise kunst)» (ilmunud aastal 1713). Nimetatud t66
summeerib koik tolleaegsed teadmised tdendosusteooria ja kom-
binatoorika alal. T66 esimese osa moodustab Huygensi artikkel,
(Ratiociniis .. .), varustatuna rohkete kommentaaridega. Oluliselt

BASILEAZE.,
Impenfis THURNISIORUM, Fratrum.

cla Ibece xuin
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arendab Bernoulli edasi ka kombinatoorikat, vottes esmakordselt
kasutusele variatsiooni moiste.
Toendosuse defineeris Bernoulli usaldatavuse mééduna, arvu-
tas aga samuti kui ta eelkdijadki soodsate voimaluste ning koigi
vbimaluste suhtena.
Selleks, et tutvuda koigi uute ning oluliste tulemustega, mil-
leni joudis Bernoulli, tuleb meil ldhemalt analiiiisida toendosus-
teooria selleks ajaks véljakujunenud méisteid ning tulemusi;
teeme seda, kasutades seejuures tdnapdeva kisitlust, mis Ber-
noulli-aegsest erineb eesktt vormi poolest. Uheks p&himbisteks
toendosusteoorias on sidndmus. Siindmuse juures huvitab toenio-
susteoreetikut iksnes see, kas siindmus foimub voi ei toimu. Siind-
mused on nditeks:
1) viie silma saavutamine tdringuviskel;
2) valge kuulikese votmine urnist, milles on 3 valget ja
5 musta kuuli;

3) vee keemahakkamine normaalse ohurdhu juures tempera-
tuuril 100° C;

4) vee keemahakkamine normaalse ohurdhu juures tempera-
tuuril 50° C.

Otsekohe paistab silma, et need siindmused erinevad iikstei-
sest toimumise voimalikkuse poolest. Néiteks viimane siindmus
ei saa iildse toimuda — on seega voimatu. Sindmusi, mis vaa-
deldava tingimuste kompleksi korral ei saa kunagi toimuda, nime-
tatakse voimatuks siindmuseks. On piris loomulik, et voimatu
siindmuse toendosus loetakse nulliks: tdepoolest, voimatu siind-
muse jaoks ei ole {ikski juht soodus.

Eelviimane siindmus toimub péris kindlasti. Sindmust, mis
vaadeldava tingimuste kompleksi korral alati toimub, nimeta-
takse kindlaks siindmuseks. Kuna kindla siindmuse jaoks on koik
juhud soodsad, siis on kindla siindmuse toen&dosus !.

Esimene ja teine iilalkirjeldatud siindmustest voivad toimuda
voi ka mitte toimuda. Sindmust, mis vaadeldava tingimuste
kompleksi korral v6ib kas toimuda vbi mitte toimuda, nime-
tatakse juhuslikuks sindmuseks. Tga juhusliku siindmuse A toe-
niosus P(A) rahuldab vorratust

0 PA)<L
Toendosuse saame arvutada niisuguste siindmuste jaoks, mille

kohta teame koigi voimalike juhtude arvu ning siindmuse jaoks
soodsate juhtude arvu nende hulgast. Nii on esimese siindmuse

- . 1 .= . . .
toendosus + (koigi voimalike tulemuste arv on 6, neist on meie.
jaoks soodus aga ainult {iks). Teise siindmuse toendosus on aga

N
< .

i
meid huvitavaid, s. o. valgeid 3.

koigi voimalike kuulide hulgas, mille arv on kokku 8, leidub
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Monikord on voimalik esialgselt mdaratud (aprioorset) toenio-
sust katsetulemuste pohjal imber hinnata; selliselt saadud toe-
ndosust nimetatakse aposterioorseks. Selgitame neid moisteid
naite varal.

Oletame, et meil on kolm ithesugust urni, neist esimene sisal-
dab kaks valget, teine — {ihe musta ja iihe valge, ning kolmas —
kaks musta kuulikest. Uhest juhuslikult valitud urnist voetakse
kuulike. A priori voime delda, et toenfosus selleks, et see kuulike

. . . 1 . .
tuli esimesest urnist, on 3 kui me aga veendume, et kuulike on
valge, siis saame arvutada d posteriori toendosuse selleks, et kuu-

like périneb esimesest urnist — see toendosus on niiiid juba &

(3-st valgest kuulikestest asus 2 esimeses urnis). Aposterioorse
toendosuse moiste vottis esmakordselt kasutusele Bernoulli.

Kahte siindmust nimetatakse soéltumatuks, kuil neist iihe toi-
mumise toendosus ei soltu teise sindmuse toimumisest. Naiite
siindmuste sbltuvuse kohta toome jille urni abil, mis sisaldab
3 valget ja 5 musta kuulikest.

a) Olgu siindmuseks A valge kuulikese saamine esimesel vot-
tel, siindmuseks B — valge kuulikese saamine teisel vottel, kus-
juures esimesel vottel saadud kuulikest ei panda tagasi urni.

Nieme niiiid, et juhul, kui siindmus A esines, on P(B) ~=§, kui

aga siindmus A ei esinenud, siis on P(B) ‘:%. Jarelikult on

sindmused A ja B soltuvad. b) Soltumatud oleksid aga siindmu-
sed A ja B siis, kui esimesel vottel saadud kuulike asetatakse
urni tagasi ning segatakse sealolevatega; toepoolest, siis on

P(B) =% soltumatult siindmuse A esinemisest.

Soltumatute siindmuste nditeiks on c¢) piltkaardi ja potikaardi
csinemine iithe kaardi votmisel kaardipakist; d) kahega ning kol-
mega jaguneva silmade arvu saavutamine tdringuviskel; soltuvad
on aga e) ithe kaardi tombamisel potikaardi ja potidssa esile-
tulek; f) paarisarvu ning arvu «3» saamine tdringuviskel.

Kahe stindmuse abil on voimalik méératieda ka uusi siindmusi.
{Tks selliseid on siindmuste korrutis. Kahe siindmuse korrutiseks
nimetatakse sindmust, mis toimub parajasti siis, kui toimuvad
mélemad korrutatavad siindmused.

Nii on stindmuste A (potikaardi véaljatulek kaardipakist) ja B
(piltkaardi véljatulek kaardipakist) korrutiseks AB potimastist
piltkaardi valjatombamine kaardipakist.

79



Soltumatute siindmuste korrutise tdendosust on lihtne arvu-
tada toendosuste korrutamise reegli abil: soltumatute siindmuste
korrutise tdoendosus vordub nende siindmuste téendosuste korru-
tisega. Kontrollime seda reeglit oma néidete varal: néites ¢) on

. . . : ~ a 3 1
potikaardi esinemise tGendosus P(A)=51,—2=—

plltkaardl esinemise tdendosus P(B)= ;g 133 ,

potimastist p11tkaard1 esinemise toendosus P(AB) 5%

. ~ 3 3
ning tdepoolest —4— ‘375

Néites b) on toendosuste korrutamise reegli vahetu kontroll
monevorra tiilikam, kuid iihtlasi saab meile siit selgeks ka reegli
iildkehtivus, sest samasugust mottekdiku saame arendada alati.

OO0 00 O 0O VO VO VWO OO
@0 0 00 00 OO0 @0 00 O
OO0 00 O GO O GO 00 GO
00 00 0 GO GO0 06 OO 006
00 00 0 00O 00 00 00 0606
Q0O 0@ 6 OO0 OO0 GO OO0 006
0O 0O 0 0O 06 06 00 00
00 00 0 0O 00 0O OO0 006

Joonis 1.

Vaatleme nimelt koikvoimalikke kuulipaare, mis voivad esi-
neda (selleks nummerdame kuulid nii, et 1—3 on valged, 4—8 —
mustad).

Néeme joonisel 1, et kdigi vdimalike erinevate kuulipaaride
arv on 64, kusjuures esimene kuul joonisel tdhistab alati esime-
sena urnist voetud kuuli. MGlemad valged kuulid on urnist voetud
vaid itheksal juhul, seega on tdepoolest
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9 3 3
Et soltuvate siindmuste korrutamisel ei kehti alati toendosuste
korrutamise reegel, selles on lihtne veenduda meie ndidete viral;
nii on néites e)

!
siindmuse A — potikaardi témbamise tdendosus P(4)=7 -
1
siindmuse B — potidssa tombamise tGendosus P(B)=735
siindmus AB — potikaardi ja potidssa itheaegne esinemint —

langeb tihte siindmusega B, seega
1
P(AB)= P(B)=g;5< P(A)- P(B).

Samuti naite ) korral:

siindmuse A — paarisarvulise tulemuse esinemise tgendosus
s . 1
taringuviskel on P(A)::7,

siindmuse B — arvu «kolm» esinemise tdendosus taringu-
. 1 ’
viskel on P(B)=,

stindmus AB — tédringuviske tulemus on iihekorraga arv
«kolm» ja paarisarv — on voimatu, seega

P(AB)=0s£P(A4)- P(B).

Erilist huvi pakuvadki tdenidosusteooria seisukohalt sellised
siindmused, mis ei saa iiheaegselt esineda. Niisuguseid siindmusi
nimetatakse iiksteist vélistavateks (ka mitteiihtjateks); rangelt
defineerides: siindmusi A ja B nimetatakse iiksteist vilistavaleks,
kui nende korrutis on véimatu siindmus. Voib kénelda ka mingist
I6plikust hulgast iiksteist vdlistavatest sindmustest. Loplikku
siindmuste sisteemi {A,, As ..., A,) nimetatakse iiksteist vilis-
tavaks, kui mistahes kaks siindmust sellest siisteemist on iksteist
vilistavad. )

Uksteist vilistavad siindmused on néiteks rahaviskel Vap!
pealetulek ja kirja pealetulek; urnist kahe valge kuuli votmine
ning iihe valge ja ithe musta kuuli votmine; seevastu véhef{lalt
iihe valge kuuli votmine ja kahe valge kuuli vétmine ei ole iks-
teist valistavad siindmused. Uksteist vilistava siindmuste Sus-
teemi naiteks on veel tdringuvisete tulemuste 1, 2, 3, 4, 5 ]a 6
siisteem.

Kahe siindmuse jirgi voime defineerida veel nende siindmuste
summa. Kahe siindmuse A ja B summaks A + B nimetame sind-
must, mis esineb parajasti siis, kui toimub vihemalt iiks liideta-
vatest siindmustest. .

Nii on siindmuse A (kaardipakist tommatakse vilja poti-
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kaart) ning B (kaardipakist tommatakse vélja piltkaart) sumd
maks slindmus, et kaardipakist véljatémmatav kaart kas kuulub
potimasti voi on piltkaart.

Kui siindmuseks A on paarisarvulise tulemuse saavutamine
tdringuviskel, siindmus B aga toimub siis, kui tdringule jdab
peale arv «kolm», siis on siindmus A -~ B kas paarisarvu vol
kolme silma esinemine tiringuviskel.

Millega vordub siindmuste summa toendosus?

Lihtne on tulemust leida iiksteist véilistavate siindmuste kor.
ral: idksteist vdlistavate siindmuste summa tdendosus vordub
liidetavate sindmuste toendosuste summaga.

Toepoolest, niites d) on siindmuse A + B jaoks soodsaid juhte
kuue voimaliku hulgast neli, seega

4 2
P(A+ B) = =73
Teiselt poolt aga P(A) + P(B) ‘:%—}—%:%.
Uldjuhul kehtib aga seos:
P(A + B) =P(A) + P(B) — P(AB).
Seda viidet illustreerime eelmise naite ¢) abil. Siin P(A) =

13 _1 P(B) == P(AB) = ; siindmuse A -}- B jaoks on

=RT 7 5’ 52’
soodsate juhtude arv 139 (koik 13 potikaarti ja 9 pi]tkqardi
teistest mastidest), seega tdepoolest P(A 4 B) = =5 = 4 + 13

3 _13+12—3

T 52 52

Jargnevas rakendame esitatud tulemusi binomiaalse jaotussea-
duse kirjeldamiseks. Selle seaduse pohjal toestas Bernoulli suurte
arvude seaduse, mida voib lugeda vaadeldava perioodi suurimaks
saavutuseks toendosusteooria alal.

3. Suurte arvude seadus. Vaatleme korduvalt teostatud soltu-
matuid katseid, millel on ainult kaks voimalikku tulemust —
A (esineb toendosusega P(A)y =p) ja B (esineb toendosusega
PB)=1—p=q).

Selline katse on niiteks miindivise, kus siindmuseks A voime

lugeda kirjapoole pealetulekut (P (A4) =L ; kuulikese votmine
2

iilalkirjeldatud urnist, kus siindmuseks A on valge kuulikese esi-,
nemine ( (4) ~%) jne. Katset korratakse n korda tipselt sa-
mades tingimustes (eelmisel vottel saadud kuulike asetatakse
urni tagasi ning koik kuulikesed segatakse hoolikalt labi), seei
garanteerib katsete soltumatuse.
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Meid huvitab, kui suur on toendosus, et n katsel £ korda esi-
neks katsetulemus A (siin v6ib % olla suvaline naturaalarv nulli
ja n vahel). Tdhistame selle siindmuse siimboliga W,

Siindmus W,* esineb nditeks siis, kui koéigepealt £ korda
jérjest juhtub siindmus A, seejdrel aga n — k& korda jirjest siind-
mus Bj; samuti siis, kui A esineb koigepealt £ — 1 korda, siis
tuleb siindmus B n — & korda ja viimaks toimub veelkord siind-
mus A (vt. tabelit, milles on esitatud koikvoimalikud siindmuste
A ja B kombinatsioonid juhul n=7, k=2).

A A A A A A A A A A A A AAAB B BB BB
A A A A A A A A A A BBBBBAAAAAGB
A A A A A A BB BBAAAABAAAABA
A A A B B B AAABAAA B AAAA B AA
A B B A A B A A B AAABAAAABAAA
B A B ABAABAAABAAAABAAAA
B B ABAABAAABAAAABAAAAA

Lopuks esineb siindmus W,* ka siis, kui koigepealt n —&
korda toimub siindmus B; ja seejidrel k korda siindmus A. Iga
selline iiksiksfindmus on omakorda n soltumatu siindmuse {(vas-
tavalt A voi B) korrutis, millede téendosuseks on kas p voi g.
Kasutame niiiid téendosuste korrutamise reeglit, pidades silmas,
et iga kord peab siindmus A esinema tdpselt £ korda, siindmuse
A k-kordse esinemise toendosuseks on aga p*, siindmus B aga
n — k korda, selle toendosus on aga ¢**. Seega saame iga iiksik-
siindmuse téendosuseks pkg"*. Paneme tdhele ka seda, et koik
kirjeldatud {iksiksiindmused vélistavad iiksteist (igailks neist
erineb igast teisest vdhemalt kahe katsetulemuse poolest), seega
saame otsitava toendosuse leida iiksiksiindmuste tdendosuste
summana. Pole raske néha, et iiksiksiindmuste arv on C,* (t0e-
poolest, 2 siindmust A saab esineda n katse korral nii mitmel
viisil, kui suur on kombinatsioonide arv n elemendist 2 kaupa;
koik iilejddnud katsed lopevad siindmuse B ioimumisega. Seega
saame binomiaaljaotuse valemi:

P(Wnk) = Cﬂkpkgn—k (k'= 0? 1’ 27 ey n)-
Joonisel 2 on esitatud binomiaaljaotuse graafikud n =10 ja
przé ning pt:-% korral. Siin on abstsissteljele margitud siind-

muse A esinemiste arv &, mis muutub nullist kuni katsete kogu-
arvuni n, ning ordinaatteljele on kantud vastavalt siindmuse
W, * téendosused. Olgu margitud, et binomiaaljaotus on disk-
reetne, ning graafikul on médratud tegelikult ainult tdisarvulis-
tele abstsissidele vastavad punktid. Punktiirjoonega on nad
ithendatud ainult {ilevaatlikkuse mottes.

Binomiaalset jaotusseadust on voimalik rakendada mitme-
suguste iilesannete lahendamisel.
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Nédide. Perekonnas on 10 last. Lugedes poisi siindimise toendosuseks 0,5
(tegelikult on see arv demograafilise materjali pohjal vordne 0,516-ga), arvu-
tada toendosus selleks, et perekonnas on 10 poega? 7 poega? 5 poega?

Ulesande lahendamiseks leiame:

10-9.-8 1

1y 10 1
10y — 1. e O 7y — VY 07
PW) =1+ () = qogr = 01%:  P(Wid) =1 o+ oo = 11,7%;
10-9.8.7-6 1
5\ — . =
PW) = 53,45 " Toad — 240%
-]
031
//\
y L7 \
//’ F\\ R )/ \\
s v AY
0'2_1 < //\\ N\
/ / \ \
// / \\ \
/ / N \
/ ; \ \
4 A \\ \
4 / \ \
’ \
014 // // \\ \
’ y) \
/ 7/ \ N\
/’ / \\ \\
s 4 \\ \
// 7 S
S A ] =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Joonis 2.

Kasutades binomiaaljaotust, toestas Jacob Bernoulli jarg-
mise teoreemi, mida nimetataksegi suurte arvude seaduseks.

Olgu siindmuse A esinemise téendosus p, ning olgu & suva-
line valitud (kuitahes vdike) positiivne reaalarv. Téendosus sel-
leks, et sindmus A esineks n soltumatu katse puhul m korda,
kus m rahuldab vorratust

%—ﬂ<f

saab kuitahes ldhedaseks arvule 1, kui vaid arv n valida (s6ltu-
valt e-st) killalt suur.

Piirdume siinkohal vaid selle teoreemi katselise kontrolli kir-
jeldamisega, sest Bernoulli toestus on kaunis pikk, samale teo-
reemile hiljem antud tdestused aga eeldavad moningate vajalike
moistete tdiendavat esitamist.

Nimetame siindmuse A esinemiste arvu ning katsete arvu
suhet sindmuse A relatiivseks sageduseks. Suurte arvude sea-
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dus véidab seega, et suure katsete arvu korral ldheneb siind-
muse A relatiivne sagedus selle siindmuse toendosusele. Seda
on lihtne kontrollida naiteks miindi viskamisel. Nii teostas
G. L. Buffon, kelle téodest tuleb juttu ka edaspidi seoses geo-
meetrilise toendosuse moistega, 4040 miindiviset, kusjuures vapi
pool esines 2048-1 korral; seega oli siindmuse A sageduseks
—jgjg = 0,5069; tuntud statistik K. Pearson viskas miinti 24000
korda ning sai siindmuse A relatiivseks sageduseks 0,5005.

Relatiivse sageduse muutumist katseseeria véltel kirjeldab
joonis 3, kus abstsissteljele on kantud (logaritmilises skaalas)
katsete arv ning ordinaalteljele relatiivne sagedus.

Tuleb aga tdhele panna, et ldhenemise iseloom on tGenéo-
suslike iilesannete korral veidi erinev tavalises matemaatilises
analiilisis tuntud piirprotsessist. Nimelt ei saa me siin viita
absoluutse kindlusega, et relatiivne sagedus alati ldheneb toe-
ndosusele: on ju teoreetiliselt olemas voimalus (kuigi ddrmiselt
vihe toendoline), et miindiviskel tuleks kogu aeg peale vapi
pool. Seetottu vadidabki suurte arvude teoreem, et t{dendosus sel-
leks, et siindmuse relatiivne sagedus ldheneb sama siindmuse
toendosusele, ldheneb arvule 1.

7

05 \//\/\VAMAWA.M
0 |
2 5 0 20 50 100 400
Joonis 3.

Mirgime niilid, et toendosusteooria arengus suurt osa eten-
danud Bernoulli 166 ei olnud siiski esimene, milles oli tritkitud
binominaaljaotuse seadus. Nimelt ilmus 1711. aastal ajakirjas
Philosophical Transactions, Abraham de Moivrei (1667—
1754) t66 «De mensura sortiss (Juhuslikkuse moodust). To6
erineb varemilmunuist hea metoodilise esituse ning siisteemi-
kuse poolest. Muuhulgas avatakse nimetatud t66s ka iilesanne:
kaks méngijat A ja B méngivad tiringutega, kusjuures mingija
A voidab siis, kui ta 8 viskega saavutab vdhemalt 2 korda 1
silma. Médngija A voidu toendosuse arvutamiseks kasutab Moivre
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binomiaaljaotust parameetritega p= %, q:%, ning leiab:
P(A) =1—P(B) =1—[Wy")+ P(Ws!)] =

_ . — . 5\ 8 5\7 1
._1—0,604_0,396~0,4_1—(6) —8-(6) 5
Lahendanud sama meetodiga veel moned analoogilised iiles-
anded, seab Moivre probleemi: milline peab olema katsete arv x
selleks, et stindmuse A vahemalt iihekordse esinemise ning mitte
ainsagi esinemise toendosused oleksid vordsed, kui siindmuse A
esinemise toendosus iihel katsel on p, selle mitteesinemise toe-

ndosus (iihel katsel) aga ¢ (¢g=1— p). Moivre leiab muuhul-
gas, et

lim* =1n2

g 7
b o

Suure katsete arvu korral on aga binomiaalvalemi raken-

damine véga tiilikas. Moivre leiab ka asiimptootilise valemi

siindmuste W,* tdendosuste leidmiseks juhul, kui p:q:—l—:

2
(1) o

—(k—npy T

2
e 2nP4

lim 1

n—saoc 1

V 2anpq

Nimetatud valem on erijuht teoreemist, mida tuntakse praegu
Moivre — Laplace’i teoreemi (ka Laplace'i teoreemi) nime all,
ning mis viidab, et katsete arvu piiramatul suurenemisel ldhe-
neb binomiaaljaotus jaotusele, mida me tunneme praegu nor-
maaljaotuse nime ail2

See teoreem oli esimeseks esindajaks nn. piirteoreemide hul-
gas. | HEE|

Suurte arvude seadus ja samuti piirteoreemid rajasid aluse
toendosusteooria rakendamisele statistikas. XVIII sajandil hak-
kasidki mitmed loodusteadused (eriti astronoomia ja geodeesia),
samuti ka majanduslikud {ilesanded esitama oma probleeme sta-
tistikale ning iihtlasi ka toendosusteooriale. Vaatleme niiiid, kui-
das mojus see toendosustecoria, eriti tdendosuse moiste arengule.

4. Toendosuse geomeetriline télgendus. On huvitav mérkida,
et juba XVIII sajandisse kuulub esmakordne katse méératleda
niisuguste siindmuste tdendosust, mille korral ei ole pohimotteli-
seltki voimalik loetleda soodsaid ning mittesoodsaid juhte.

1733. aastal andis George Louis Leclerc de Buf-
fon (1707—1788) jirgneva iilesande: ruudukujulisele méirklauale

2 Vt. nditeks Borkvell, A «Toendosusteooria pohimoisted», Tln., 1958.
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kiiljepikkusega a visatakse rongas diameetriga d. Milline peaks
olema a ja d suhe selleks, et ronga keskpaiga sattumisel mark-

lauale satuks tOendosusega —l— marklauale ka ronga iga punkt

(vt. joonis 4}. Selleks markis Buf-
fon marklaua keskel ruudu serva-
pikkusega a—d, millesse peaks
meid huvitavatel juhtudel langema
ronga keskpunkt, ning méiras a ja
d suhte seosest

(a—d)?= % a2

Seega rakendas Buffon geomeet-
rilise tdoendosuse moistet, mis on de-
fineeritud jargnevalt:

Tabatagu juhuslikul viskel kind-
lasti pinnaosa pindalaga S. Téendo-
sus selleks, et tabatakse sellel pinna-
osal paiknevat pinnaosa pindalaga
s. vordub nende pindalade suhtega s/S.

Sarnaselt voib geomeetrilise toendosuse defineerida ka tea-
tavate koveraosade voi ruumiosade tabamise toendosusena.

Kasutades toendosuse iilaltoodud moistet sonastas ja lahen-
das Buffon huvitava {ilesande, mida kohtame praegugi peaaegu
igas toendosusteooria Opikus. Formuleeri-
me selle nn. Buffoni néelaillesande.

Katku tasandit paralleelsirged, mis asu-
vad iiksteisest kaugusel 2a. Tasandile visa-
takse juhuslikult noel pikkusega 2[({ < a)
{vt. joonis 5). Leida toendosus selleks, et
noel 10ikub mone tasandil paikneva paral-
leeliga.

Joonis 4.

. . . oy
Otsitava toendosuse avaldiseks on -

See seos voimaldas suurte arvude seadu- 20
se rakendamisel méaidrata katseliselt # arvu-
list vdartust.?

Kuid tdoendosuse geomeetrilise moiste viis ka mitmete para-
doksaalsete iilesannete avastamiseni, mis toi endaga kaasa pal-
jude teadlaste skeptilist suhtumist tendosuse mdiste iildistamise
katsetesse. Esitame siin {ihe levinuima — nn. Bertrandi para-
doksi.

Joonis 5.

® Kuigi arvu =z mdidramiseks ei ole sellel meetodil praktilist vairtust,
sobib selline meetod — nn. juhuslike katsete e. Monte-Carlo meetod —
mitmete iilesannete lahendamiseks ja leiab tdnapdeval laialdast rakendamist.
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Ringile joonestatakse juhuslikult k66l. Kui suur on téendosus,
et see kool on pikem kui ringi joonestatud vordkiilgse kolmnurga
kiilg?

1. Tahendus. Siimmeetria téttu voime vaadelda ainult iihe-
suunalisi koole, mis on méiratud oma keskpunktiga diameetril
(vt. joon. 6a). Meie tingimust rahuldavad ainult need koolud,

mille keskpunkt asub ringi keskpunktist kaugusel x <—£—, seega

. - 1
on otsitav toendosus R

[/ N AN e

g

SR S
/

a b c
Joonis 6.

2. lahendus. Slmmeetria tdttu véime vaadelda ainult
koole, mille iiks otspunkt on fikseeritud; need on méidratud oma
teise otspunktiga. Ulesande tingimust rahuldavad ainult need
koolud, mille otspunkt satub jimedama joonega mérgitud osale

ringjoonest joonisel 65; kuna see on % kogu ringjoone pikkusest,

.. R - . 1
siis on otsitav téendosus T

3. lahendus. Kool on méddratud oma keskpunktiga. Meie
tingimust rahuldavad iiksnes koolud, mille keskpunkt asub ringi

keskpunktist kaugusel x <é, s. t., mille keskpunkt asub ringis,

mille pindala on e (joon. 6¢). Otsitav tdoendosus on seega 1
3 U 4

Milles on viga? Kuidas saab iihe ja sama siindmuse toendo-
sus tulla erinev, soltuvalt erinevast arvutusviisist?

Pohjuseks on siin asjaolu, et toendosuse moiste defineeri-
misel ei ole seni tdhelepanu pdoératud juhtude vordtdendosuse
noudele. Ka siin toodud iilesandes on erinevate lahenduskéikude
puhul erinevaid juhte loetud vordtoeniolisteks (eriti ilmne on
see asjaolu 1. ja 3. lahenduse vordlemisel).

Sellele asjaolule pddras tdhelepanu Pierre Simon Lap-
lace (1749—1827), kes nédgi vajadust tdpsustada klassikalist
toendosuse moistet.
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5. Toendosuse klassikalise moiste tdpsustamine. Esmakord-
selt on tdendosuse range definitsioon esitatud P. S. Laplace’i
pohjapanevas t66s «Theorie des probabilités analytiques», mis
ilmus 1812. aastal. Laplace’i poolt esitatud tdendosuse definit-
sioon on jargmine.

Siindmuse A toendosuseks nimetame siindmuse A foimumi-
seks soodsate juhtude arvu suhet koikvéimalike juhtude arvusse,
kusjuures koik juhud peavad olema vordvéimalikud (vérdtoe-
ndosed).

Siindmuste vérdtéendosuse nouet ei olnud fikseeritud seni
veel itheski t66s, kuigi seda oli monede iilesannete lahendamisel
varemgi arvestatud. Meenutame néiteks Cardano arutlusi Tar-
taglia tiringukombinatsioonide skeemi kohta, samuti Fermat’
antud lahendust de Méré iilesandele. Nimelt pikendas ta partii-
sid kunstlikult, et saada vordtoendoseid siindmusi. Tegelikult
oleksid partiid kulgenud jirgnevalt:

1—4 56 7 8 910 Il 12 13 14 15,16
A A A A B B B B B B
A B B B A A A B B B

A B B A B B A A B
A B A B A B

Need juhud ei oleks aga vordtdendosed.

Siinjuures tuleb markida, et vordtoendosuse moiste on defi-
neerimatu pohimdiste. Moningate praktiliste {ilesannete korral
(enamus méinguprobleeme) on siindmuste vordtdendosus viga
hésti intuitiivselt médiratav; moningate juures tekib aga vord-
toendoste siindmuste midramisega raskusi (vt. eelmises punktis
késitletud paradoksid). Matemaatilises mottes on oluline vaid
see, et kui mingis iilesandes on vordtdendosed siindmused min-
gil viisil médédratletud, siis kisitletakse nimelt neid ja ainult neid
siindmusi vordtGendostena koigi selle iilesandega seotud arut-
luste véltel.

Niiteks selle kohta voiks olla voltsitud tdring, millel on ras-
kuskese nihutatud nii, et 6 silma esineks 2 korda sagedamini kui
silmade teised arvud. VordtGendoste siindmuste siisteem tuleks
siin médrata teisiti, kui tavalise tdringu korral, kuid samuti kui
tavalise tiringu puhulgi saame me maidrata silmade igasuguste
kombinatsioonide téendosused, mis aga kindlasti ei lange iihte
silmade samade kombinatsioonide tdendosustega tavalise tédrin-
gu korral. Vastuolu vo6i arusaamatus tekib aga otsekohe, kui
me unustame, et tidring on voltsitud ning rakendame siin tava-
lise tdringu jaoks oigeid mottekéike.

Kuid ka Laplace’i esitatud tGendosuse definitsioon ei ole veel
piisavalt range. Nimelt loetakse siin enesestmoistetavaks eeldu-
seks, et vaadeldavad juhud — niihédsti soodsad kui ka mittesood-
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sad on iiksteist viélistavad siindmused. Toepoolest, hasart-
méngudega seotud probleemides oligi olukord peaaegu alati sel-
line, mistottu ei peetud vajalikuks seda nouet definitsioonis eriti
rohutada. Toendosuse moiste iildisemal kasutamisel aga voib
esineda olukordi, kus juhud ei vilista iiksteist. Nditeks, kui pere-
konnas oodatakse last, voib oodatava siindmuse defineerida jarg-
nevalt: kas sfinnib poiss voi siinnib tiitarlaps. On aga veel voi-
malus — siinnivad kaksikud, nii poiss kui ka tiitarlaps, seega
ei olnud filalkirjeldatud juhud iiksteist vélistavad. Uksteist vilis-
tavad (kuid kaugeltki mitte vordtdendosed!) oleksid siindmused:
siinnib ainult poiss; siinnib ainult tiitarlaps; siinnivad mitmikud.

Todendosuse klassikaline definitsioon tdnapédevasel kujul nieb
ette jargmist. Fikseeritakse loplik iiksteist vdilistavate vordide-
ndoste stindmuste tdielik sisteem (elementaarsiindmuste siis-
teem). Seejuures sindmuste {A,, A., ..., A,} sisteemi nimeta-
takse tdielikuks, kui nende sindmuste summaks on kindel siind-
mus (s. t. alati esineb {iks siindmustest A4;).

Siindmuse A toendosuseks nimetame siis stndmuse A esine-
miseks soodsate elementaarsiindmuste arvu ja koigi elementaar-
siindmuste arvu suhet.

Nagu nédeme, on definitsioon oma vormilt jddnud péaris sar-
naseks esialgse definitsiooniga. Oluline on siinjuures vaid see,
et siindmuste siisteemi jaoks, mis moodustab koikvoimalike juh-
tude hulga, on rangelt fikseeritud vajalikud eeldused, mis liht-
sate hasartméinguiilesannete korral olid tdidetud automaatselt.

Toéendosuse moiste edasist arenemist XIX ja XX sajandil —
toendosuse statistilist ning aksiomaatilist kasitlust — vaatleme
kéesoleva artikli jargnevates osades.

TOENAOSUSTEOORIA «TUUPULESANNE»

N tikki véikseid kuulikesi
on suure urni pohja peal.
Ja tuleb votta kahekesi

neid vélja kahel kolupeal.

T minutit nad vaeva ndevad —
on huvipakkuv 166 see vist.
Koik kuulid urni pohja lédevad
taas pédrast ldbiuurimist.

Toendosus selleks leida tuleks,
et iiks on teisest kohtlasem
ja veel, et urnist kuule oleks
ta votnud kokku tapselt m.

(Ajakirjast «MarteMaTiyeckoe
npocBellicHHE>)
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100 AASTAT JACQUES HADAMARD’l SUNNIST

E. Tamme

Jacques Hadamard on pika aja
valtel olnud iiheks Prantsuse ma-
temaatilise elu juhiks. Oma toédde
ja tegevusega on ta oluliselt mo-
jutanud kaasaja matemaatika pal-
jude harude kujunemist ja arengut.

Jacques Hadamard siindis 8.
detsembril 1865. a. Pariisi eeslin-
nas Versailles’s. Keskhariduse
omandas ta Pariisis Louis Suure
Liitseumis, kus ta isa oli opeta-
jaks. Edasi oppis Hadamard Pa-
riisi Korgemas Normaalkoolis ja
monda aega ka Poliitehnilises
Koolis.

Pedagoogilist tegevust alustas
Hadamard 1890. a. professorina
Buffonj Liitseumis. Parast dok-
torikraadi kaitsmist (1892. a.) sai
ta 1893. a. professoriks Bordeaux
tilikoolis. 1897. a. siirdus Hada-
mard uuesti Pariisi, kus td6tas
kolmes kuulsas korgemas oOppeasutuses: Sorbonne’i iilikoolis
(1897—1912), Prantsuse KolledZis (Collége de France; 1897—
1937) ja Poliitehnilises Koolis (Ecole Polytechnique; 1912—1937).

Suure kuulsuse voitis Hadamard’i juhendamisel téétanud se-
minar Prantsuse Kolledzis (1897—1937), mis oli esimene oma-
laadne Prantsusmaal. Hadamard’i seminari t66st votsid osa pal-
jud prantsuse ning ka teiste maade matemaatikud (selles téien-
das end muuseas ka N. N. Luzin!' aastatel 1913—1914). Semi-
nari- probleemide ring oli erakordselt lai, see haaras peaaegu koiki
aktuaalseid probleeme nii matemaatika teooriast, rakendus-
matemaatikast kui ka matemaatika filosoofiast. Hadamard'i se-
minaris siindisid paljud uued ideed, mis rikastasid kaasaegset
matemaatikat.

' Vt. Matemaatika ja kaasaeg, V, lk. 94—96.
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1912. a. valiti Hadamard Pariisi Teaduste Akadeemia liik-
meks. Ta oli paljude teaduste akadeemiate (Londoni Kuningliku
Uhingu, NSVL Teaduste Akadeemia jt.) valismaiseks liikmeks
ning arvukate iilikoolide audoktoriks. Rahvusvahelisel matemaa-
tikakongressil 1950. a. Cambridge’is (Massachusetts, USA) wvaliti
ta auesimeheks.

Hadamard armastas reisida, kunagi ei 6elnud ta dra kiillakut-
setest. Ta esines ettekannetega ja luges kursusi Noukogude Lii-
dus (1930, 1934, 1945), Hiinas, Brasiilias, Ameerika Uhendrii-
kides ning paljudes teistes maades. Teadlane ei jdidnud kérvale
ka iihiskondlikust elust. Ta on vilja astunud fasismi ja igasuguse
rassilise diskrimineerimise vastu, votnud aktiivselt osa voitlusest
rahu eest. 1940. a. oli ta sunnitud lahkuma oma kodumaalt ning
elama kuni 1944. a. Ameerika Uhendriikides.

1937. a. siirdus Hadamard pensionile. Kuid ka elu viimasel
perioodil séailitas ta piisiva huvi koige iimbritseva vastu ning
tootas viljakalt nii teaduslike kui ka pedagoogiliste probleemide
kallal. Veel 91-aastasena avaldas ta uurimusi Harnacki teoreemi
kohta. Jacques Hadamard suri Pariisis 17. oktoobril 1963. a,
olles 97-aastarne.

Hadamard’i matemaatilises loomingus vdib eraldada kolme
pohilist huvideringi: 1) analiiitilised funktsioonid, 2) variatsioon-
arvutus ja funktsionaalanaliiiis ning 3) osatuletistega diferentsiaal-
vorrandid.

Hadamard’i varasemad silmapaistvad t66d (sealhulgas ka
1892. a. avaldatud doktorit66 «Essee Tavlori arendise abil antud
funktsioonide uurimisest») on pithendatud analditiliste’
funktsioonide teooriale. Neis uuritakse siigavalt seoseid
Taylori rea omaduste ning esitatavate funktsioonide isedrasuste’
vahel. Uurimuste kdigus leidis Hadamard ka lihtsa toestuse.
algarvude asiimptootilise jaotuse seadusele.? !

Hadamard’i uurimused on etendanud tdhtsat osa funkt-j
sionaalanaliiiisi kujunemisel. Juba I rahvusvahelisel ma-1
temaatikakongressil Ziirichis 1897. a. esines ta ettekandega, mil-|
les propageeris hulgateooriat ja ennustas sellele suurt tulevikku
matemaatilises analiifisis. See oli aeg, millal hulgateooria looja
G. Cantor luges selle teooria tdhtsaimaks probleemiks kontiinuu-
mi hiipoteesi tdestamist, millal hulgateooria leidis hoopis roh-
kem vastaseid kui pooldajaid.? *

Hadamard moistis peatselt, mida «oli vajaka. iildises hulga-
teoorias, et asuda védarikale kohale analiiiisis: oli vaja {ildist
piirprotsessi kontseptsiooni. Ja selline moiste siindiski just Ha-!
damard’i seminaris. Selleks oli kauguse moiste, mille 1906. a.

i
A
2 Vi. Matemaatika ja kaasaeg, 1V, 1k. 59. ¢
3 Vt. Jirimiée, E, Hulgateoreetlhstest paradoksidest. — Matemaatika-
ja kaasaeg, I, lk. 5——12.
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vottis kasutusele Hadamard’i ldhim G&pilane Maurice Fréchet.
Koos kaugusega ilmusid meetrilise ruumi, téielikkuse, separaab-
luse ja kompaktsuse moisted — kujunes ja hakkas kiiresti are-
nema kogu meetriline topoloogia. Suurepdraseks rakendusalaks
uutele meetoditele oli variatsioonarvutus.» * Seoses variatsioon-
arvutuse probleemidega andsid J. Hadamard ja, tema Gpilased
M. Fréchet, P Lévy ja R. Gateaux rea iildisi diferentsiaali defi-
nitsioone. Uurimuste kédigus vottis Hadamard kasutusele meile
nii tavalised terminid «funktsionaal», «lineaarne funktsionaals,
«funktsionaalanaliiiis». Juba 1903. a. ilmunud t66s uuris Hada-
mard ka pideva lineaarse funktsionaali iildkuju 16igul pidevate
funktsioonide ruumis. Kuus aastat hiljem andis ungari mate-
maatik F. Riesz sellele iildkujule lihtsa vormi Stieltjesi integ-
raali abil.

Hadamard nédgi, et peale diferentseerimise vajatakse iildis-
tes funktsioonide ruumides ka integreerimist. Selle raske prob-
leemi lahendasid erinevates variantides tema GOpilased Géateaux
ja Lévy. Tulemuste iiksikasjalise esitusega kohtume esmakordselt
P. Lévy raamatus «Loengud funktsionaalanaliilisist» (1922).

Hadamard’i hilisematest to6dest kuuluvad koige silmapaistva-
mad osatuletistega diferentsiaalvérrandite
valdkonda. Hadamard'i t66d on suurel médédral kaasa aidanud
osatuletistega diferentsiaalvorrandite teooria kui tervikliku mate-
maatilise teooria kujunemisele. Uheks keskseks moisteks selles
teoorias on rajaiilesande korrektsuse moiste, mille t6i matemaa-
tikasse Hadamard 1923. a.

«Lahendades hiiperboolseid vorrandeid, vottis Hadamard si-
suliselt kasutusele nii iihe kui ka mitme muutuja iildistatud funkt-
sioonide kaasaegse teooria aparaadi. Kuid see avastus ei leidnud
lol ajal hindamist — Hadamard ennetas siin paljude aastate
vorra kaasaegsete matemaatilist motlemist. Alles viimase 10—
15 aasta jooksul on iildistatud funktsioonid levinud koikjale ja
asunud neile vastavale kohale analiiiisis.» *

Korvuti nende kolme pohisuunaga Hadamard'i loomingus
kuulub temale tdhtsaid tulemusi ka mitmetel teistel aladel, nagu
mehhaanikas, hiidrodiinaamikas, geomeetrias jm. Hadamard'i su-
lest périnevad samuti arvukad t66d matemaatika aluste, mate-
maatika ajaloo ning opetamise ja uurimise metodoloogia alalt.

Suure tunnustuse on leidnud 1945. a. Ameerika Uhendriikides
ilmunud Hadamard’i raamat «Matemaatika-alaste avastuste psiih-
holoogia». Selles analiiiisib ta matemaatilise loomingu protsessi.
Iiriti rohutab ta intuitsiooni tdhtsust nii matemaatika opetamisel
kui ka uute tulemuste saamisel. Intuitsiooni peab ta ainsaks loo-
jaks. Rangus on vajalik vaid avastatu kindlustamiseks.

4 IMunos, I E, Vcnexu maTematayeckux Hayk, 1964, 1. 19, BwL. 3,
k. 183—186.
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Paul Lévy kirjutab nekroloogis Jacques Hadamard'ile: «Ha-,
damard valdas samaaegselt Cauchyle ja Weierstrassile omast!
ranguse taju ning Riemannile omast intuitsioonigeeniust. Need;
omadused koos vasimatu uudishimu ja tohutu téovéimega voi-|
maldasid tal jdtta pdrandi, mis paneb himmastama nii vaadel-
davate probleemide mitmekesisuse kui ka moningate lahendatud
probleemide siigavuse ja raskusega. Ta jdab, nagu hiljuti kirju-
tas P. Montel, itheks suurimaks kujuks maailma teaduses.»®

VEEL SAM LOYDI ULESANDEID

Kes maksab mingu eest?

Kolm meest otsustasid mangida 15-pallilist piljardit ning leppisid kokku
(nagu selles klubis kombeks oli), et miangu eest maksab kaotaja. Mingija
nr. 1, kes oli teistest osavam, lubas sealjuures liiiia vdhemalt sama palju
palle kui méangijad nr. 2 ja 3 kokku.

THE
GREAT P@@L

Just siis, kui nad kavatsesid alustada, tuli sisse neljas mees ]a iithines
ménguga. Et tegemist oli vooraga, siis mingeid lisapakkumisi talle el esxtatudi
ja ta mangis koikide vastu vordsetel tingimustel.

Ruuhtel on ndidatud iga méngija tulemus méngu 15pul. . Mingijad agaj
vaidlevad selle iile, kes on kaotaja ning peab vastavalt kokkuleppele mangl&
eest maksma.

Sellele kiisimusele polegi nii lihtne vastata, nagu esialgu véib-olla pansj
tab. Seda néditab kasvoi asjaolu, et kui sama kiisimus esitati hiljuti iihes
piljardivoistlusest osavotjatele, siis ei leidunud kaht méngijat, kes oleksi
andnud ithesuguse vastuse.

5 Ycnexu MateMaTHueckMx Hayk, 1964, 1. 19, Bmim 3, lk. 169.

94



WILLIAM ROWAN HAMILTON

L. Roots

2. septembril 1965. a. moodus 100
aastat XIX sajandi {ihe suurima ma-
temaatiku sir William Rowan Hamil-
toni surmast.

W. R. Hamilton siindis 3. augus-
til 1805. a. lirimaal Dublini linnas,
kus ta isa t66tas advokaadina. Tema
edasise elukdigu kujunemisele aval-
das suurt moju onu, James Ha-
milton, kes vottis enda peale Willia-
mi kasvatamise alates kolmandast
eluaastast. Onult sai tulevane mate-
maatik alg- ja keskhariduse, samuti
algteadmised mitmetes idamaa keel-
les. W. R. Hamilton oli imelaps: kol-
meaastasena oskas ta lugeda inglise
keelt ja tundis aritmeetikat; nelja-
aastasena olid tal juba ulatusliliud
teadmised geograafiast; viieaasta-
sena moistis ta lugeda ja tolkida ladina, kreeka ja heebrea keelt
ning talle meeldis, nditeks, deklameerida Homerost; kaheksan-
daks eluaastaks oli ta omandanud prantsuse ja itaalia keele
ning kiimneaastasena 6ppis juba araabia ja sanskriti keelt. Kahe-
teistkiimne aasta vanusena hakkas ta huvi tundma matemaatika,
esialgu aritmeetika vastu ning armastas edaspidigi teha peast
keerulisi aritmeetilisi arvutusi. Kolmeteistaastasena omandas ta
algteadmised algebrast, t66tades 14bi prantsuse matemaatiku
A. C. Clairaut’ «Algebra», ning kirjutas seejdrel ise lithikese
traktaadi algebrast.

Korgema matemaatikaga tutvus W. R. Hamilton kuueteist-
kiimneaastasena. Omandanud diferentsiaalarvutuse meetodi,
alustas ta P. S. Laplace’i «Taevamehhaanika» 1dbitdotamist. Kohe
alguses leidis ta seal Laplace’i arutlustes vea, millega tdombas
enesele Dublini ilikooli astronoomiaprofessori Brinckley tédhele-
panu. Samal ajal alustas Hamilton ka iseseisvat teaduslikku t66d
matemaatika alal, uurides vorrandeid, mis esitavad sirgete siis-
feeme tasapinnal.

95



1823. a. astus W. R. Hamilton Dublini iilikooli. Ulikoolis 6ppi-
des paistis ta silma erakordse andekusega nii antiikkeelte kui ka
matemaatika alal. Oppimise ajal jdtkas ta oma iseseisvaid uuri-
musi, mille tulemusi kokku vottes esitas 1827. a. liri Kuninglikule
Akadeemiale t66 «Kiirtesiisteemide teooria».

Peaaegu samal ajal lahkus Dublini iilikoolist professor
Brinckley; vakantsele astronoomiaprofessori kohale kinnitati
Hamilton, kes oli sel ajal alles iiliopilane ning polnud veel kahe-
kiimne kahe aastanegi. Siinjuures vidérib tdhelepanu, et paljude
teiste hulgas kandideeris sellele kohale ka pérastine inglise
kuninglik astronoom G. B. Airy.

W. R. Hamiltoni teaduslik uurimist66 oli jargnevatel aastatel
rikas vidljapaistvate saavutuste poolest mitmesugustes teadus-
harudes. To6d optikas, mehhaanikas ja matemaatikas tegid peat-
selt ta nime kuulsaks kogu maailmas.

1832. a. saatis Hamilton Iiri Akadeemiale t66, milles ta
ennustas ja pohjendas koonilise refraktsiooni ndhtuse olemasolu;
peatselt kinnitas seda ka katseliselt iiks tema kolleegidest, prof.
Lloyd.

1834.—1835. aastail saavutas Hamilton rea poOhjapaneva
tdhtsusega tulemusi analiiiitilises mehhaanikas. Tema poolt neil
aastail esitatud variatsiooniprintsiip kannab tidnapdeval Hamil-
toni printsiibi nime. Peale selle 1iks tal korda karakteristliku
funktsiooni (Hamiltoni funktsiooni) kasutuselevotmisega tuletada
masspunktide slisteemi liikumise diferentsiaalvérrandid kanoonili-
sel kujul (Hamiltoni kanoonilised vorrandid). Need tulemused
annavad pohjust pidada W. R. Hamiltoni iitheks koige suurema-
test teadlastest, kes on tootanud teoreetilise mehhaanika alal.

W. R. Hamiltoni suurimaks teaduslikuks saavutuseks tuleb
aga pidada kvaternioonide moiste loomist aastal 1843. Kvater-
nioonide teooria véljatootamisele ja siistemaatilisele esitamisele

kulutas ta edasise osa oma elust, kuni surmani 2. septembril
1865. a.

W. R. Hamiltoni t66 leidis korget tunnustust juba tema elu-
ajal. Teaduslike saavutuste eest tosteti ta 1835. a. aadliseisu-
sesse. Kaks aastat hiljem, 1837. a., sai ta liri Kuningliku Aka-
deemia presidendiks ning oli sellel kohal kuni 1845. aastani, mil
ta soovi tottu rohkem aega piihendada kvaternioonide teooria
viljatdotamisele astus ise sellelt kohalt tagasi. 1843. a. méérati
talle teaduslike saavutuste eest valitsuse eluaegne pension.

W. R. Hamilton andis ise enese kohta jdrgmise hinnangu:
«Ma olen vdga kaua imetlenud Ptolemaiose antud iseloomustust
oma suure astronoomiadpetaja Hipparchose kohta: arvije gildmovol’
xow QudadhOnt (166d ja tdode armastav mees). Olgu selline muw
hauakiri.»
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UUS EESTIKEELNE MATEMAATILISE ANALUUSI OPIK

S. Baron -

Uue oOppeaasta alguseks ilmus trii-
kist prof. G. Kangro opiku «Mate-
maatiline analiiis» 1 osa. Opiku alu-
seks on autori loengud TRU mate-
maatika-mehhaanika- ja fiiiisikaosa-
kondade I kursuse iiliopilastele.

Siiani puuduski eestikeelne mate-
maatilise analiilisi 6pik, mis tdielikult
vastaks nii iilikooli kui ka pedagoo-
gilise instituudi matemaatikaosa-
konna programmile ning mille kisit-
lusviis oleks seega kaasaja loogilise
ranguse tasemel. Prof. A. Borkvelli
kahekoditeline raamat «Matemaatilise
analiiiisi kursus», mis oli esimeseks
cestikeelseks korgemate koolide 0Opi-
kuks matemaatilise analiiiisi alal, on
kirjutatud eeskdtt Tallinna Pedagoo-
gilise Instituudi {iliopilastele ja vastab
ilikooli fiilisika-matemaatikateadus-
konna nouetele seega vaid osaliselt.
Et teha oma Opikut arusaadavamaks
lajemale lugejaskonnale, on prof.
A. Borkvell pealegi kohati loobunud
definitsioonide ja tdestuste rangusest.

Prof. G. Kangro 0opikus ei esine
liinki tdestustes ega sonastuse eba-
selgust, mida vahel véib kohata
isegi heades Opikutes (nditeks tehete
puhul  piirvddrtustega). Vaadeldava
opiku materjali esitus on tiielik ja
range, kusjuures selle all pole sugugi
hannatanud esituse selgus. Vastupidi,
kogu raamat paistab silma oma so-
nastuste kerguse ja lihtsuse poolest.
'rof. G. Kangro opikus on tihele-
panu  pobratud  koige olulisemale,
. 0. kursuse teoreetilise osa rangele
1a selgele esitusele ning printsipiaal-
~vlc momentide rohutamisele. Teoree-
tiline materjal on illustreeritud roh-
lLele nédidete varal. Raamatu sisse-
mhatuses margib autor, et opikult ei
Infe nouda iilesannete kogumiku osa
tiitimist.  Sellepdrast ei ole &pikus
pandud rohku {ilesannete lahendami-

leid-
vastava
iilesannete kogumiku koostamise kal-
lal t66tab praegu TRU matemaatilise
analiiiisi kateedri kollektiiv.
Vene keeles on terve rida

seks otstarbekaimate meetodite
misele. Kéesolevale opikule

viga
hiid matemaatilise analiiiisi Opikuid
(nende autoriteks on néiteks G. M.
Fichtenholz, A. J. Hintsin, G. P.
Tolstov, 1. J. Zak jt.). Ometi erineb
prof. G. Kangro opik koigist nendest
tunduvalt, kusjuures rida raskeid me-
toodilisi probleeme on siin lahenda-
tud paremini.

Matemaatilises analiiiisis on lédhte-
kohaks ratsionaalarvu moiste ja ak-
sioomideks voetakse ratsionaalarvude
omadused.  Reaalarv  defineeritakse
ratsionaalarvude kaudu, reaalarvude
omadused aga toestatakse, tuginedes
ratsionaalarvude omadustele. Selle-
pdrast algabki matemaatilise analiiiisi
kursus reaalarvude teooriaga. Erine-
valt teistest NSV Liidus kasutamisel
olevatest matemaatilise analiiiisi opi-
kutest on kéesolevas o&pikus reaal-
arvude teooria esitatud 16pmatute
kiitmnendmurdude abil. Selline reaal-
arvu definitsioon on iiliopilastele tut-
tav juba keskkooli matemaatikakursu-
sest ja seepdrast on nii illes ehitatud
reaalarvude teooria kergemini oman-
datav.

Piirvdértuste teooriat késitleb prof.
G. Kangro samuti erinevalt teiste
opikute kisitlusest. Tavaliselt on vii-
siks piirvdirtuse omadused tdestada
enne jada piirvddrtuse korral ja siis
kanda need iile funktsiooni piirvdar-
tuse monele juhule, mérkides, et piir-
viartuste teiste tiiipide korral on
toestus  analoogiline.  Vaadeldavas
opikus aga esitatakse kogu piirviar-
tuse teooria iihtsest seisukohast, defi-
neerides jérjestatud suuruse piirvéar-
tuse. Selle moiste alla kuuluvad peale
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jada piirvdirtuse ka funktsiooni piir-
vairtuse koik tiiiibid (kaasa arvatud
iihepoolsed  piirvdartused), samuti
mairatud integraali defineeriva integ-
raalsumma piirvdartus. Selline iildine
kidsitlus on lithike, tdielik ja loogili-
selt range. Siinjuures ei ole piirvaar-
tuse olemasolulausete vo&i piirvaar-
tuse omaduste toestused oluliselt ras-
kemad kui jada piirvaartuse korral.

Matemaatilises analiilisis ja tema
rakendustes etendavad tahtsat osa
elementaarfunktsioonid. Osaliselt &pi-
takse neid tundma ka keskkoolis,
kuid palju olulist jaab seal fitlemata.
Seepdrast on elementaarfunktsioonide
pohjalik vaatlemine prof. G. Kangro
opikus viga vajalik, seda enam, et
-elementaarfunktsioonide késitlus on
siin lihtsam ja tédielikum kui teistes
matemaatilise analiiisi 6pikutes. NA&i-
teks astmefunktsiooni y = x¢ pidevuse
toestus juhul x.< 0 on siin (lk. 150)
vdga lihtne, kuna venekeelsetes &pi-
kutes see kas on keerukam v&i puu-
dub hoopis. Mirgime, et raamatus on
csitatud ka astme a¢ definitsioon (iga
reaalse astendaja a« korral) ja tdes-
tatud selle olemasolu ja iihesus.

Ka diferentsiaal- ja integraalarvu-
tuse osas on rida hdid metoodilisi
uuendusi (Taylori valemi tulelamine,
funktsiooni kumerus ja kiinupunktid,
Cauchy keskviirtusteoreemi geomeet-
riline tolgendus, integreeruvate funkt-
sioonide korrutise integreeruvus, kat-

kevate funktsioonide integreeruvus
jt.). Pohielementaarfunktsioonide dife-
rentseerimisvalemid on tuletatud mit-
mel meetodil. Opikus on toodud niide
funktsiooni kohta, millel on mitte-
range ekstreemum (lk. 256) ia samuti
mitteintegreeruva funktsiooni ndide
(Ik. 357). Sellised nédited opikutes
tavaliselt puuduvad, kuigi nad on
iliopilastele huvitavad ja aitavad
kaasa vastava moiste omandamisele.

Opikus on vaadeldud ka moningaid
kiisimusi, mis oluliselt tdiendavad ja
siivendavad programmis olevat ma-
terjali: reaalarvude huiga pidevuse
mitmesugused viljendused ja nende
samavairsus (lk. 113—114), pohiele-
mentaarfunktsioonide esitus funktsio-
naalvorrandite abil (k. 154—156),
hutk médduga null (lk. 362), péra-
tute integraalide koonduvustunnused,
Stieltjesi integraal jme.

Opikus on mitmeid kohti, mis &ira-
tavad lugejas huvi kaasaegse mate-
maatika vastu (nait. lk. 363). Sellele
aitavad kaasa ka rohked viited
probleemide ajaloole.

Oma opikus on autor leidnud ruumi
ka matemaatilise induktsiooni mee-
todi esitamiseks (lk. 48) ja rakenda-
nud seda mitmel juhul (k. 179,
199—202 jt.).

Prof. G. Kangro 0opik «Matemaa-
tiline analiliis» I osa on viirtuslik
panus eestikeelsesse korgema mate-
maatika alasesse oppekirjandusse ning
vadrib iga matemaatiku tdhelepanu.

DIFERENTSIAALGEOMEETRIA KONVERENTS TARTUS

U. Lumiste
Sojajdrgsetel aastatel on Balti Viimase konverentsi korraldajaks oli
liiduvabariikides kujunenud noortest Tartu Riiklik Ulikool, iiritus oli
matemaatikutest koosnevad rithmad, piihendatud Eesti NSV, Liti NSV ja

kelle uurimisvaldkonnaks on diferent-
siaalgeomeetria. Sidemete tugevdami-
seks omavahel ja Noukogude Liidu
juhtivate koolkondade esindajatega
on seni juba kahel korral kokku kut-
sutud Baltikumis geomeetria konve-
rentsid diferentsiaalgeomeetria kiisi-
mustes. Esimene neist peeti 1963. aas-
ta juunis Vilniuse lahedal Trakais,
teine 1.—5. juulil 1965. a. Tartus.
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Leedu NSV 25. aastapdevale. Mole-
mad konverentsid kujunesid sisuliselt,
iileliidulisteks. Tartusse sbitis tead-
lasi 17 NSVL linnast. Koige arvuka-
malt olid esindatud Moskva (21),
Harkov (15), Tartu (11), Saraatov
(11), Vilnius (10), Tomsk (5) jat
Kaasan (4). Kiilalisi oli ka Riiasty
Tallinnast, Erevanist, Kiievist, Mins-,
kist jm. Uldse vottis konverentsi t66st



Riihm II Baltimaade geomeetria konverentsist osavotjaid TRU peahoone ees. Esireas paremalt A. Liber (Saraa-
tov), J. Blank (Harkov), M. Nikolajenko (Harkov), I. Jegorov (Pensa), B. Rosenfeld (Moskva), V. Vagner
(Saraatov), A. Norden (Kaasan), B. Laptev (Kaasan) jt.



osa 95 matemaatikut. Nende seas oli
fiilisika-matemaatikadoktoreid 14 ja
-kandidaate 32.

Konverentsi esimese istungi avas
1. juulil TRU aulas iilikooli rektor
proi. F. Klement, kes peatus liihidalt
Tartu ilikooli ajaloolistel traditsiooni-
del diferentsiaalgeomeetrias. Moodu-
nud sajandil iilikoolis té6tanud ma-
temaatikud (M. Bartels, K. E. Senff,
F. Minding, K. Peterson) on rikasta-
nud silmapaistvate saavutustega nii
kovera- kui pinnateooriat. Tartut voib
lugeda vene diferentsiaalgeomeetria
halliks, siin vorsus hilisem Moskva
koolkonna rajaja  1dti  rahvusest
K. Peterson. Nii prof. F. Klement kui
ka jargnevalt sona votnud prof.
G. Laptev Moskvast, prof. A. Nor-
den Kaasanist, prof. V. Vagner Sa-
raatovist ja prof. J. Blank Harkovist
tervitasid konverentsi kui eri rahvu-
sest noukogude teadlaste viljaka
koost66 vormi. Rohutamist leidis va-
jadus korraldada suurie iileliiduliste
lilevaatekonverentside korval ka edas-
pidi enam spetsialiseeritud teadlaste
kokkutulekuid, millel on voimalik
kuulata ja 1dbi arutada ka noorte
teadlaste ja aspirantide t66 tulemusi.

Diferentsiaalgeomeetria arengut
Noukogude Baltimaades 25 aasta
jooksul kisitlesid oma {ihises ette-
kandes L. Berezina (Riia), V. Blizni-
kas (Vilnius) ja U. Lumiste (Tartu).
Uurimistoo sel alal jatkus siin uuesti
pdrast pikaajalist seisakut, kui sbja-
jargsel aastakiimne] said Moskva

iiklikus Ulikoolis oma erialase ette-
valmistuse noored Baltimaade dife-
rentsiaalgeomeetria spetsialistid. Nen-
de tmber koondusid uurimisrithmad
ja praegu on balti lilduvabariikes ku-
junenud viikesed diferentsiaalgeo-
meetria alase uurimistod keskused,
ceskdtt Vilniuses ja Tartus. On loo-
dud viljakad teaduslikud sidemed
Moskva, Kaasani, Saraatovi jt. kool-
kondadega, samuti iiksikute vilismaa
uurijatega.

Konverents to66tas nelja péeva
jooksul, mil kuulati kokku 83 ette-
kannet. Igal pdeval toimus plenaar-
istung ja kolm sektsiooniistungit.
Esimestel peeti ulatuslikumaid iile-
vaate-ettekandeid, esinejate seas oli
selliseid Noukogudemaa juhtivaid eri-
teadlasi nagu professorid G. Laptev,
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N. Jefimov, A. Norden, V. Vagner,
B. Laptev jt. Sektsioonides kuulati
ja arutati 1abi kitsama teemaga liihi-
esinemisi, millede arv ulatus 70-ni.
Tartu matemaatikutest esitasid kon-
verentsil oma tulemusi U. Lumiste,
R.tMu]lari, M. Rahula ja L. Tuul-
mets.

Diferentsiaalgeomeetria suvekooli esi-
mesed loengud Tartus pidasid prof.
G. V. Jefimov (vasakul) ja prof. N.F.

Laptev.
Konverentsi t66st vabal péeval,
4. juulil korraldati kiilalistele eks-

kursioon Tallinna, kus tutvuti vana-
linna vaatamisvdirsustega, kiilastati
Kadriorgu, Lauluvéljakut ja Piritat,
Piikeseloojang vdeti vastu paesel
Vdidna pangal. Ka Tartus sisustati
vaba aega ekskursioonidega linna hu-
vitavainatesse paikadesse, sealhulgas
TRU Teaduslikku Raamatukokku ja
Téahetorni. Konverentsi ajal olid ‘eks-
poneeritud materjalid, mis tutvusta-
sid diferentsiaalgeomeetria arengut
Tartus moddunud sajandil ja Nou-



ko%ude Baltimaades sojajdrgseil aas-
tail.

Vahetult konverentsile jargnes dife-
rentsiaalgeomeetria-alane suvekool,
mis alustas t66d 6. juulil Tartus ja
jitkus 10. juulist TRU spordibaasis
Kadrikul. Suvekool oli moeldud ees-
kdtt noorte balti teadlaste erialase
ettevalmistuse siivendamiseks, lekto-
riteks olid kutsutud tuntud spetsialis-
tid Moskvast, Kaasanist ja Saraato-
vist (N. Jefimov, B. Laptev, G. Lap-
tev, A. Onistsik, A. Vassiljev, V. Vag-
ner). Uldse kuulati Tartus ja Kadri-
kul kuus loengutsiiklit diferentsiaal-
geomeetria aktuaalsetest probleemi-

dest. Loengud vaheldusid matkade ja
sportimisega. Suuremateks ekskursioo-
nideks olid laevasgit Tartust Virs-
kasse ja reis autobussidel moédda
Louna-Eesti kaunemaid paiku. Suve-
kooli 1opetuseks peeti 17. juulil meele-
olukas lokkeohtu Kairiku slaalominél-
vakul.

Konverents ja suvekool tihendasid
veelgi soprust ja koost66d Dbalti
noorte diferentsiaalg\eomeetrikute vahel
ning arendasid tea'duslikke sidemeid
teiste NSVL keskuste esindajatega.

Jargmiseks  konverentsiks  otsustati
kokku tulla 1968. aastal Palangasse
Leedu NSV-s.

ULELIIDULINE SUMMEERUVUSTEOORIA-ALANE SUVEKOOL KAARIKUL

E. Reimers
Ajavahemikus  3.—12.  augustini kolski («Integreeruvate mitme muu-
1965. a. tfoimus Tartu Riikliku Uli- tuja funkisioonide integraalne esitus»
kooli spordibaasis Kaéirikul esimenc ja «Difcrentseeruvate mitme muutuja

iileliiduline arv- ja funktsionaalridade
summeeruvusteooria-alane teaduslik
suvekool, mille korraldajaks oli TRU
matemaatilise analiiisi kateeder.
Kiilalisi saabus Moskvast, Lenin-
gradist, Kiievist, Thilisist, Sverdlovs-
kist, Krasnojarskist, DuSanbest jm.,
kokku 16 linnast. Uldse vottis kooli
166st osa 53 matemaatikut, kelle hul-
gas oli 12 professorit ja teaduste
doktorit ning 21 dotsenti ja teaduste
kandidaati. Kiilaliste seas oli rida
luntud matemaatikuid, nagu prof.
S. Nikolski, prof. S. Stetskin, prof.
B. Korenblum, prof. F. Harsiladze jt.
Koige rohkem osavotjaid saabus
Sverdlovskist, arvult 11. Tartu mate-
maatikutest vottis kooli t66st osa
16 inimest, Tallinnast oli 2 osavatjat.
Kooli eesmérgiks oli tutvuda sum-
meeruvusteooria ja sellega piirnevate
matemaatiliste distsipliinide uusimate
saavutuste, suundade ja rakendus-
lega. Kuulati dra 20 ettekannet (kes-
lusega 1—6 tundi). Enamik ettekan-
deid tutvustas {levaatlikult laiemat
probleemide ringi, kuid monedes ette-
kannetes anti ka lithiinformatsiooni
nute originaalsete tulemuste kohta.
Kiilalismatemaatikutest esinesid pi-
kemate ettekannetega prof. S. Ni-

7 Matemaatika ja kaasaeg IX

funktsioonide klassikaliste poliinoomi-

dega aproksimeerimise probleem»),
prof. S. Stetskin («Fourier’ ridade
summeerimismenetluste regulaarsu-

sest.») ja prof. B. Korenblum («Uldi-
sed M. Keldosi tiiiipi Tauberi teoree-
mid ja iildistatud harmooniline ana-
liiiis.»)

Tartu matemaatikud esitasid suve-
koolis kolm ettekannet: «Tauberi ja
Merceri teoreemidests (dots. T. Sor-

mus), «Summeeruvusteguritest ja
nende rakendustest» (dots. S. Ba-
ron) ja «Poliimaatriks-summeerimis-

menetlused» (dots. E. Reimers).
Viimasel ajal on avastatud sum-

meeruvusteooria mitmesuguseid uusi

rakendusvoimalusi teistes matemaati-

listes distsipliinides. Né&iteks prof.
S. Nikolski vaatles oma esimeses
ettekandes muuhulgas Fourier’ ridade
summeeruvusteooria rakendamist

funktsioonide integraalse esituse saa-
misel. Prof. B. Korenblum néitas
Kelddsi tiitipi Tauberi teoreemide
seost funktsioonide aproksimeerimise
probleemidega.

Ka Tartu matemaatikute ettekan-
netes oli oluline koht pithendatud
saadud teoreetiliste tulemuste raken-
duste nditamisele. Nii késitles T. Sér-
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mus oma ettekandes Merceri (tiiipi
teoreemide  rakendamist integraal-
vorrandite teoorias, S. Baron koneles
summeeruvustegurite rakendamisest
Fourier’ ridade teoorias absoluutse
summeeruvuse lokaalsuse omaduste
uurimisel ning funktsiooni klassi
maaramisel tema Fourier' kordajate
jargi ja E. Reimers uute iildiste sum-
meerimismenetluste rakendamisest
funktsiooni- ja  integraaliteoorias.
Tartu matemaatikute viimastele sum-
meeruvusteooria-alastele toéodele anti
hea hinnang.

Juba paar aastat tagasi viljenda-
sid mitmed matemaatikud motet kor-

noupidamine Tartus, kus rea aastate
viltel on prof. G. Kangro juhtimisel
teostatud uurimusi tldise summeeru-
vusteooria alalt. Arv- ja funktsio-
naalridade summeeruvuse kiisimusi on
killl sageli kdésitletud mitmesugustel
funktsioonide  ldhendamise teooria,
reaal- ja kompleksmuutuja funkt-
sioonide teooria ning funktsionaal-
analiliisi konverentsidel, kuid senini
polnud organiseeritud iihtki ndupida-
mist, mis oleks spetsiaalselt piihen-
datud summeeruvusteooria ja tema
rakenduste probleemidele, kuigi selle-
alased koolkonnad ja uurimisgrupid
olid juba ammu vélja kujunenud mit-

raldada " summeeruvusteooria-alane  mes meie maa keskuses (Moskvas,

Istuvad professorid: A. N. Turetski
B. A. Romarenko (Leningrad), S. M. Nikolski (Moskva), G. Kangro (Tartu),
S. B. Stetskin (Sverdlovsk), dots. M. F. Timan (Dnepropetrovsk), professorid
N. A, Davodov ja B. 1. Korenblum (mélemad Kiiev).

Teises reas seisavad: N. Veske (Tartu), E. Reimers (Tartu), J. S. Bugrov
(BlagovestSensk), B. L. Kaufman (Orenburg), L. V. GrepatSevskaja (Orsk),

(Minsk), F. I. Har8iladze (Tbilisi),

V. G. Ponomarenko (Dnepropetrovsk), 1. A. Vinogradova (Moskva),
A. V. Mesis (Sverdlovsk), L. Sikk (Tartu), B. A. Menkova (Sverdlovsk),
V. I. Pliskina (Sverdlovsk), T. Sormus (Tartu), L. Karu (Tartu).

Kolmandas reas: H. Tiirnpu (Tartu), H. Merilo (Tartu), V. M. Badkov
{Sverdlovsk), M. Abel (Tartu), G. Vainikko (Tartu), G. I. Natanson (Lenin-
grad), F. Vichmann (Tallinn), A. A. Melentsov (Sverdlovsk), M. Tonnov
(Tartu), V. P. Tretjakov (Arzamas), D. A. Kogan (Sverdlovsk).

Neljandas reas: A. Jogi (Tallinn), S. Baron (Tartu), V. V. Zuk (Lenin-
grad), S. A. Teljakovski (Moskva), V. P. Stepin (Sverdlovsk), H. Espenberg
(Tartu), E. Jiriméde (Tartu), S. A. Tedejev (Tshinvali). !
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Thilisis, Sverdlovskis, Leningradis,
Kiievis, Tartus jm.). Sidet peeti ja
koost6od arendati peamiselt publikat-
sioonide vahetuse ja isikliku kirja-
vahetuse kaudu. Seoses uurimistod
tunduva avardumisega viimasel ajal
osutus aga spetsiaalne iileliiduline
noupidmine ka teadusliku t66 koordi-
neerimise seisukohalt vajalikuks. See-
parast kujunes Kéiidriku summeeru-
vusteooria-alane suvekool sisult viga
ldhedaseks teaduslikule konverentsile,
erinedes viimasest vaid seetottu, et
sellel noupidamisel oli palju iile-
vaate-, vihe aga lithiettekandeid. Ule-
vaateettekannete  tekstid  otsustati
suunata avaldamiseks ajakirjale
«Ycrexu MaTeMaTHUYeCKHMX HayK».
Suvekooli toépdevad kulgesid jarg-
nevalt: reeglina toimus iga péev
kaks istungit, hommikune (4 loengu-
tundi) ja Ohtune (2 loengutundi),
kusjuures iiks pdev oli puhkepdevaks.
Uhel viimastest istungitest arutati
mitmesuguseid kiisimusi, mis puudu-
tasid selletaoliste koolide organiseeri-
mist, nende programme ja osavotjaid.

Kooli toost vabal ajal  korraldati
jalgsimatku Kaariku kaunisse iimb-
rusesse ja soideti mootorpaadiga

Pithajarvel. Korraldati ka 16kkedhtu,
kus kiilalistele tutvustati eesti rahvus-
likke mange, tantse ja laule. Peale
selle toimus killastajate soovil veel
ekskursioon Tallinna.

Matemaatikute suvekoolid Kaarikul
on omandanud traditsioonilise ise-
loomu. Kaesolev oli juba kolmas:
seni  on toimunud iiks suvekool
algebra ja teine diferentsiaalgeomeet-
ria alal. Suvekoolidest saadud koge-
mused néitavad, et iihel kitsamal eri-
alal tootavate teadlaste vahel side-
mete loomisel oigustab suvekooli
vorm end tdiesti. Tunnistades suve-
kooli kasulikkust, véiljendasid kées-
olevast suvekoolist osavotjad motet
— korraldada niisuguseid koole re-
gulaarselt. Teine ileliiduline sum-
meeruvusteooria-alane kool otsustati
korraldada 1967. aastal Sverdlovskis,
kus summeeruvusteooria alal téotab
voi spetsialiseerub sellele alale suur
grupp matemaatikuid.

AMEERIKAST TARTU MATEMAATIKU PILGUGA

Moodunud oppeaastal viibis Ameerika Uhendriikides pikaajalisel koman-
deeringul TRU arvutusmatemaatika kateedri dotsent, TRU biofiiiisika labora-

tooriumi juhataja Leo Vohandu.
sm. Véhandu jirgnevait.

Juhtus just nii, et dralennupdev
sattus kokku mu sinnipdevaga. Kuna
lend kulges Moskvast lddne poole,
siis sai scilest sinnipdevast mu elu

pikim. Mdéddus ligi 30 tundi, enne
kui New Yorgis panin pea wvoodi-
padjale.

Pdarast  lihikest  tutvumist New

Yorgi ja Washingtoni vaatamisvdir-
sustega saabusin 1. oktoobriks Chi-
cagosse. Lennuvdljal oli mul wvastas
Chicago iilikooli matemaatilise bio-
loogia komitee kaks esindajat prof.
. Landahl ja prof. R. Rosen. Tunni-
ajaline kihutamine [dbi Chicago, et
jouda Gigeks ajaks komitee seminarile,
kus ks hindu rddkis ainevahetuse
matemaatilistest mudelitest ning al-
vaski iiheksakuuline teaduslik ko-
mandeering USA-s.

Chicago iilikool on wvdga tugeva
oppejoudude  koosseisuga eraiilikool,

7

Oma

Ameerikasoidu muljetest pajatab

kus ilibpilaste arv koigub 7000 dm-

ber. Aastane éppemaks on umbes
2000 dollarit.

Matemaatilise  bioloogia  komitee
pdrineb aastast 1935, olles seega

maailma esimene niisugune uurimis-
asutus. Komitee  esimees  prof.
N. Rashevsky kdis 1964. aasta mais
Néukogude Liidus loenguid pidamas.
Lihemal ajal ilmub vene keeles ka
itks tema raamatuid «Méningaid me-
ditsiini matemaatilisi aspektes. Raa-
mat on kirjutatud huvitavalt, idsna
elementaarset  matemaatilist apara-
tuuri kasutades ja peaks andma igale
soovijale iilevaate wvdhemalt monest
vbimalikust  matemaatilisest ldhene-
misviisist meditsiini ja fisioloogia
probleemidele.

Kui prof. Rashevsky kasutab pea-
asjalikult diferentsiaalvérrandite kva-
litatiivset teooriat, siis komitee noo-
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remad litkmed kasutavad juba Oige
tdnapdevaseid meetodeid. Kung tuge-
vamates USA iilikoolides kulgeb ma-

temaatika  Opetamine iliabstraktses
Bourbaki stiilis, siis pole midagi
imestada, kui ameeriklased sageli

«varblaste laskmiseks kahureid pruu-
givad», s. t. probleemide lahendami-
sel vbetakse appi iilearu tugev mate-
maatiline aparaat.

Matemaatilises bioloogias on olu-
kord monevérra teine. Ndhud, mida
uuritakse, on oma loomult keerulised
ja dldisem meetod wvbimaldab neid
uurida mitmepalgelisemalt. Nditeks
prof. Rosen on saanud huvitavaid
tulemusi nn. relatsioonilises bioloo-
gias. Algebraliste ja topoloogiliste
meetodite  rakendamine  voimaldab
ihelt poolt vabaneda meetrika kasu-
tamisega seofud raskustest, ({eiselt
poolt wvoib saadud tulemusi sageli
laiendada  algmudelist  iildisematele
mudelitele. Oma teooria loomisel tuli
Rosenil wvaja nii graafide teooriat,
kategooriate algebrat, pidevate ja
diskreetsete diinaamiliste siisteemide
algebralis-topoloogilisi meetodeid kui
ka Turingi masinate ja abstrakisete
automaatide fldist teooriat.

Huvitav on mdrkida, et teine komi-
tee liige P. Greene kasutas isna
keerulist fiiberruumide teooriat mee-
lespidamise ja unustamise mehha-
nismi uurimiseks, joudes vilja huvi-
tavate fiisioloogiliste seaduspdrasus-
teni.

Millega ma siis tegelesin Chica-
gos? Koigepealt kuulasin loengukur-
sust  FORTRAN-programmeerimisest
ja lahendasin méned iilesanded vbim-
sal elektronarvutil IBM-7094. Siigis-
semestril  uurisin  informatsioonilisi
statistikaid,  eesmdrgiga  ldheneda
kausaalsete siisteemide teooriale.
Sain tulemusi, mis peaksid huvi pak-
kuma  taksonoomias (paljutunnuse-
liste siisteemide klassifitseerimisteoo-
rias). Kevadsemestril kuulasin prof.
Roseni loenguid relatsioonilisest bio-
loogiast ja prof. Greene’i loenguid
kodeerimisest ning interpreteerimisest
ndrvisisteemis. Kaks korda nddalas
toimusid seminarid, kus komitee t06-
tajad ja paljud viliskiilalised kénele-
sid omqa uuematest tulemustest. Eriti
meeldejidvateks  kujunesid  komitee
professori 1. Opatowsky seminarid
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veresoonkonna elastsusteooriast, mil-
les esitati ka rida matemaatilisele
elastsusteooriale uudseid seisukohti.
Kiilalisettekannetest  oli  kahtlemata
huvitavaim prof. Starki oma, milles
oli juttu Oppivast diagnoosimissead-
mest, millega saavutati hdid tulemusi
sidamehaiguste diagnoosimisel. Ka
mul endal tuli seminaris teha kaks
ettekannet. Rdadkisin monedest mee-
toditest paljutunnuseliste sisteemide
uurimiseks, millel ndib olevat seos
prof. Roseni kasutatud metoodikaga.
Peab mdrkima, et 6hkkond loengutel
ja seminaridel on meie méistes kaunis
familiaarne. Seminarile eelneb viike
kohuijoomine (muidugi pistijalu,
nagu peaaegu koik vastuvotud USA-s).
Enamus osavdtjaid, sealhulgas ka
ettekandja, on tavaliselt sdrgivdel
(lips peab siiski kombekalt ees olema).

Ohtuti téétasin tavaliselt raamatu-
kogudes. Peab mdrkima, et USA
raamatukogud on peaaegu eranditult
avaritulite sisteemile iile ldinud. Raa-
matute registreerimine toimub vahe-
tult vdljapddsu juures. Tdhtpdevaks
raamatu tagastamata jdtmine tdhen-

dab kaunis soliidset trahvi. Naditeks
Chicago  ilikooli  raamatukogudele
laekub trahvidena aastas ca 40000
dollarit.

Rahvusvahelises majas, kus ia
peavarju leidsin, kohtusin paljude
erinevate  maade esindajatega —
Basil USA-st, Robert Inglismaalt,

Lloyd Jamaikalt, Mustafa Liibiast,
Eeva Soomest, Eeva Ungarist, Eeva
Rootsist  jt. Majas elas ka eesti
emigrantide lastest tudengeid, kelle
hulgast monegagi sain suhelda ainult
inglise keeles. Muide, Londoni mehe
Robertiga seoses ks wvdike lugu.
Moédunud aasta novembris sattusime
kord maja puhkeruumis juttu ajama
— itks ameeriklanna, Robert ja mina.
Jarsku kiisis daam Roberti kdest:
«Kui kaua Te olete juba Chicagos?»
Roberti vastusele: «Umbes 2 kuud»,
kostis daam: «Oo, ja Te rddgite juba
nii histi inglise keelts. Roberti [Oua-
luud tombusid pingule, kuid ehtsa
d3entelmenina suutis ta siiski rahu
sdilitada. Asi on nimelt selles, et
Ameerika Uhendriikides rddgitav ing-
lise keel erineb hdilduselt tublisti
Inglismaal rddgitavast.



Huvi minu kui Noukogude Liidu
kodaniku wvastu oli isna suur. Sain
rohkesti killakutseid ameeriklastelt ja
ka eesti emigrantidelt. Puhusime
juttu, wvaidlesime ja filosofeerisime.
Muide, iilikoolide Oppejéud mdrkisid
sageli, et nende palk on kasvanud
viimase 5 aasta jooksul peaaegu
kahekordseks  tinu  majanduslikule
konkurentsile  Noukogude  Liiduga.
Ulikoolides on palgad siiski madala-
mad kui tédstuses.

Juunis tegin wveel lihikese sdidu

San  Franciscosse ja Los Angelesi
ning juba 16igi lennuk mind tagasi
ile ookeani. Liihipeatused Pariisis,
Londonis ja Stokholmis. Teel kiilas-
tasin mitmeid iilikoole ja raamatu-
kogusid. Kdisin Briti  Muuseumis
Egiptuse muistseid varasid vaatamas
ja veendusin, et sona «Tartu» all on
kataloogides ainult ks raamat. Kir-
jandust fuleb ikka veel Tartu endise
nime — Dorpati alt otsida. Meie uue-
mat kirjandust oli seal siiski killalt
palju.

»Matemaatibe ja Boasaja’ keelenurk

MONEDE PARALLEELTERMINITE VAJALIKKUSEST

0. Riink

Lugedes kidesoleva ajakirja VI
numbrist J. Gabovitsi artiklit «Mate-
maatilise terminoloogia probleeme»
tekkis tunne, et seal esitatud termi-
nite paaride puhul pole eelistust koi-
gil juhtumeil killaldaselt kaalutud.
Kahtlusi dratasid nimelt jiargmised
paarid: roépkiilik ja parallelogramm,
vordeline ja proportsionaalne, tasand
ja tasapind, keskpunkt ja tsenter ning
joontrapets ja koverjooneline trapets.
Rahutuks tegi ka artiklis eraldi mai-
nitud termin pindsilinder (yuaundpu-
yecrutl 6pyc), mis on loodud joontra-
petsi eeskujul. Minu seisukohad neis
kiisimustes on kokkuvotiikult jargmi-
sed.

1. Réopkilik ja parallelogramm
peaksid olema paralleelselt kasutusel,
ilma kumbagi eelistamata — vihe-
malt seni, kuni omadussdnana eelista-
takse meil tarvitada paralleelne pro
réébik e. rodpne.

2. Ka vdrdeline ja proportsionaal-
nel peaksid jddma mdlemad kiibele,
ilma esimest eelistamata, hoolimata
sellest, et teine on kiillalt pikk ja
kohmakas. Rahvusvahelisel terminil
proportsioon on tegelikult kaks erine-
vat sisu: esiteks — (suuruste) suhe
ja teiseks — wvdrre e. suhete vordus.
Esimest tdhendust kasutatakse rohkem

igapdevases  keelepruugis; niileks:
«see hoone on O&nnestunud proport-
sioonidega» (ehk teisiti — ... histi
proportsioneeritud). Teist 1dhendust

kasutatakse peamiselt matemaatikas.
Kuigi nii suhe kui ka vorre on viga
head sonad eesti keeles, ometi ¢i pii-
sa neist, sest kumbki {iksikult cga
ka nad molemad koos ei ammenda
veel rahvusvahelise proportsiooni kogu
sisu. Toesti — eespool niitena esi-
tatud motet hoone kohta ei saa la-
dusalt viljendada ainult nimetatud
eestikeelseid vasteid tarvitades (proo-
vitagu seda tehal).

Kuigi meie omadusséna vdrdeline
(e. suhteliselt vastav) on adekvaatne
tolge rahvusvahelisest terminist pro-
portsionaalne, poleks halb, kui meil
opilased opiksid kohe tundma ka vii-
mast, sest enamik kultuurkeeli kasu-
tab ainult seda.

3. Vaistlevaist termineist fasand ja
tasapind pean paremaks viimast, kui-
gi see on pikem; selle eest on aga la
esimesest selgem — selgus aga
olgu teadusliku terminoloogia juurcs
primaarseks noudeks! Kahjuks ka
«moodne» omadussona fasandiline ei
kola hoopiski nii asjalikull kui endi-
ne tasapinnaline. Monevorra paremi-
ni kélaks uue omadussona vorm fa-
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sandlik v6i samuti voimalik fasand-
ne, kuid nendeni pole tasandipoolda-
jad veel joudnud.

Kui ainult liithemus seada oma-
ette eesmirgiks, siis ndib, et tartla-
sed on oma {asandiga jainud toppa-
ma poolele teele, sest ka fasand la-
seks ennast monusasti edasi lithen-
dada — kuni jouaksime toredale so-
nale tand (gen. tanna), mis kolab
suurepdraselt, ning osutub heaks
paariliseks terminile pind (gen. pin-
na). Adjektiiv fasapinnaline (e. fa-
sandiline) asenduks siis histi kola-
va sbnaga fandne! Kui niiiid lopuks
otsiksime ka kdverpinnale mingi ana-
loogilise lithivormi (kas vo0i naéiteks
kiidrd, gen. killira), siis olekski see
terininite kompleks jdllegi siisteemne
(nagu ta oli seda seni — pindade jagu-
nemisega tasapindadeks ja kdverpin-
dadeks). Tartlaste poolt soovitatud
ainus muudatus (fasand pro tasa-
pind) aga rikub selle vana hea siis-
teemi ning sellega vdhendab selgust,
liihemus aga ei suuda neid puudusi
korvata.

Kurvastusega tuleb mirkida, et kui
tasand ilmus rahva sekka triikitult,
siis nii monedki tegelased pidasid
seda uueks moisteks ning hakkasid
seda omal viisil seletama. Néitena
olgu siin esitatud iiks mottetu ja en-
dastmaoistetavalt tdiesti tarbetu dife-
rentseerimiskatse: tasapind on kon-
kreetne, tegelikult eksisteeriv, fa-
sand aga seevastu abstraktne, kuju-
teldav. Vaat, milleni v6ib terminoloo-
gilise eksperimendiga vilja jouda!

4. Arvan, et keskpunkti korval on
ka tsenter (kui rahvusvaheline ja pea-
legi lithem) kindlasti tarvilik. Argem
unustagem, et #senfer on kindlusta-
nud enesele eesti keeles juba jddva
eludiguse terminites fsentraalsim-
meetria ja (tsentraalprojektsioon. Ka
on hea, kui iithe ja sama objekti juu-
res esineva mitme keskpunkti kor-
ral on rohkem sdnu kiepdrast. Nai-
teks ringikaare juures on vaja sil-
mas pidada kolme erinevat keskpunk-
ti: ringi fsentrit, kaare poolituspunkti
ja kaare raskuskeset. Keskpunkt so-
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nende (ja
keskkohtade

bib minu arvates koigi
muudegi voimalike)
ildnimetuseks.

5. Termin joontrapets on ilmselt
ebadnnestunud, kui selle all tahetakse
moista niisugust iildistatud trapetsit,
millel ilks haar on (vdi vbib olla)
kover. Monevorra parem oleks siin
termin Adverjooneline trapets (mille

prof. G. Kangro oma «Matemaatili-
ses analiifisis» on komprimeerinud
koverirapetsiks); koige selgem aga

vahest oleks siin kdverhaarne trapets.
Analoogiliselt oleks tuletatav ka ter-
min koverkaaneline silinder (yuauno-
puueckuil 6pyc), mis asendaks ilmselt
ebasobivat pindsilindrit.

6. Lopuks avaldaksin oma arvamu-
se ka sm. Gabovitdi poolt iilestoste-
tud kiisimuses diferentsiaalarvutuse
pohiliste terminite osas. Kui integ-
reerimise tulemuseks on infegraal,
diferentseerimise tulemuseks aga mit-
te diferentsiaal vaid tfuletis, siis on
siin ilmselt midagi korrast 4ra: puu-
dub siisteem! Tuletise leidmist deri-
veerimiseks nimetada muidugi so-
biks ja voiks, aga ilmselt tooks see
kaasa vdga siigavaid muudatusi
kogu diferentsiaalarvutuse termino-
loogias (kas nditeks diferentsiaalvor-
randid ei tuleks siis Umber ristida
derivaatvorrandeiks?).

Tuletisel kui matemaatilisel termi-
nil puudub kahjuks terminile vajalik
spetsiifika — sona on liiga harilik
ja laialt tarvitatav. Verb tfuletama
(millest fuletis ongi saadud), on ise-
gi niivord ilma spetsiifikata, et seda
ei saagi matemaatikas oma otseses
tdhenduses (diferentseerima e. tule-
tist leidma) tarvitada. Seepdrast tu-
leks vist kiill asjale kasuks, kui siin
terminoloogiat muudame: siisteemsu-
sega kasvaks ka selgus! Vastuviiteid
voiks oodata ainult keeletraditsioo-
nide ja harjumuste baasil. Tuletise
kui omakeelse matemaatilise termini
vastu rddgib veel see asjaolu, et tal
puudub tdiesti keelesisuline sel-
gus (rahvusvaheliselt terminilt me
keelesisulist selgust aga nii viga ei
nouagi!).



NOUKOGUDE EEST! PREEMIA

Eestimaa KP Keskkomitee ja Eesti
NSV Ministrite Noukogu maééirasid
vastavalt Noukogude Eesti preemiate
komisjonide ettepanekutele Eesti NSV
XXV aastapdeva puhul Noukogude
Eesti preemiad viljapaistvamate td6-
de eest:

Teaduse, tehnika ja tootmise alal:

Boris Tammele ja
Juhan Pruudenile

UUS MATEMAATIKAKATEEDER
TRU-S

Matemaatikadpetajate ettevalmista-
mise parandamiseks loodi 1965. aasta
siigisel Tartu Riikliku Ulikooli juur-
de matemaatika Opetamise metoodika
kateeder koosseisus: dots. O. Prinits
(kateedri juhataja), prof. G. Rigo,
vanemopetajad J. Reimand ja K. Ari-
va, assistent E. Mitt ning vanem-
laborant T. Miiiirsepp.

Uue kateedri iilesandeks jdib ma-

aulomaatprogrammeerilise siisteemi
loomise, teadusliku pohjendamise ja
juurutamise eest alginformatsiooni
ettevalmistamiseks numbrilise prog-
rammjuhtimisega metallildikepinkidele
universaalsete numbriliste elekfronar-
arvutite abil.

Viirsked Noukogude Eesli preemia
laureaadid lubasid kirjutada «Mate-
maalika ja kaasaja» jdrgmisesse
numbrisse pikema artikli oma toé0st.

temaatika pedagoogilise haru {iliopi-
laste t66 juhtimine.

Niiiid on Tartu Riikliku Ulikooli
matemaatikaosakonnas juba viis ka-
teedrit: matemaatilise analiilisi katee-
der (juhataja prof. G. Kangro), al-
gebra ja geomeetria kateeder (juha-
taja dots. U. Lumiste), arvutusmate-
maatika kateeder (juhataja dots.
U. Kaasik), teoreetilise mehhaanika
ja astronoomia kateeder (juhataja
prof. U. Lepik) ning malemaatika
opetamise metoodika kateeder.
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TRU MATEMAATIKAOSAKONNALE
UUS HOONE

21, juulil 1965. a. toimus Tartu
Riikliku Ulikooli matemaatikaosakon-
na uue hoone nurgakivi panek. Hoo-
ne ehitatakse Juhan Liivi ja Valli-
kraavi tanavate vahelisele Toomemie
osale ja on osalt iihe-, osalt kolmekor-
ruseline. Ehitamine on ette nihtud ka-
hes jdrgus: aastail 1965—1966 elekt-
ronarvutite saal ja aastail 1966—1967
peakorpus.

Ehitusel to6tasid suvepraktikal ka
matemaatikaosakonna {iliopilased ecs-
otsas brigadiri Mati Ré&bovoitraga
(IT kursus).

Ehitatava hoone peakorpuses paik-
nevad auditooriumid, kateedrid, mate-
maatikaosakonna raamatukogu ja ar-
vutuskeskus. Hoone (fassaad on kuju-

tatud juuresoleval joonisel) projekt
valmis TEPI «Eesti Toostusprojek-
tis» — projekti peainsener on A. Re-
bane.

J

gzZEmmmmm-'

UUS ELEKTRONARVUTI
VABARIIGIS

1965. aasta siigisel tdienes vaba-
riigi elektronarvutite pere uue «bee-
biga» — ETKVL-i rajoonidevahelisele
Tallinna kaubabaasile saabus elekt-
ronarvuti «Minsk-22».

Uus arvuti sarnaneb oma ehituselt
TA Kiiberneetika Instituudis té6tava
«Minsk-2»-ga, on aga enam kohan-
datud majanduslikeks arvutusteks.

«Minsk-22» rakendatakse toole lao-
arveldustédde mehhaniseerimisel kau-
balaos, mis kujuneb suurimaks Balti-
maadel.

MATEMAATIKAOHTU
TARTU 1 KESKKOOLIS

25. septembril 1965. a. korraldas
A. H. Tammsaare nimelise Tartu I
Keskkooli matemaatikaring huvitava
matemaatikadhtu. Pikema ettekande-
ga «Mitmesugustest geomeetriatest»
esines TRU matemaatika Gpetamise
metoodika kateedri oppejoud K. Ariva.

Koigepealt andis ettekandja vastava
tabeli kujul illevaate opilaste tead-
mistest keskkooli i6petamisel. Sellest
tabelist selgus, et kdige madalamale
tasemele jaavad meie teadmised geo-
meetrias. Me ei ole selleks ajaks mi-
dagi omandanud nendest teadmistest,

108

on avastatud ja kirja pandud

mis
pdrast meie ajaarvamise algust. Kaoi-

ke seda, mis me Oopime, teadis juba
300 aastat veelgi varem elanud Euk-
leides.

Midagi ei rdagita keskkoolis nii-
teks sellest, et 1826. a. esitas Lo-
batSevski hoopis uue geomeetria.
Ettekandja toigi moned huvidratavad
naited Lobat3evski geomeetria kohta.
Nendest nididetest selgus, et Euklei-
dese geomeetria ei tarvitsegi alati
oige olla. Kuulajaskonnas tekitas see
hammastust, ahastust ja vaimustust.
Piris kahju hakkas, kui 16puks sel-
gus, et Eukleidese geomeetria on siis-
ki LobatSevski geomeetria (lihtsam!)
erijuht.

Piarast ettekannet toimus viktoriin.
Raskusi  tekitas naiteks jargmine
ilesanne. «Lennuk lendas 200 km
l6unasse, siis 200 km lddnde ja 16-
puks 200 km pdhja poole, maandudes
lahtepunktis. Kus asub 1dhtepunkt?»
Arvati, et selleks punktiks on pohja-
naba, kuid hiljem selgus, et niisugu-
seid punkte on veel 16pmata palju
(need paiknevad 200 km pdhja pool
sellest paralleelist, mis {imbritseb
Iounanaba ja mille pikkus on 200 km).

Ohtu 10oppes mitmesuguste mingu-
dega, mis nii voi teisiti olid seotud
matemaatikaga. J. Kaasik



NSV-s ilmunud matemaatika-
alase kirjanduse nimestik

Juuli — august 1965
(Koostanud E. Annus)

Eesti

RAAMATUD

Kivistik, L. Variatsioonarvutus.
Trt.,, 1965. 148 k. (Tartu Riiklik Uli-
kool.) — Triikilud rotaprindil 300 eks.

Kull, J. Arvutid ja programmeeri-

mine. 1. Trt, 1965. 2565 1k. (Tarlu
Riiklik Ulikool.) — Triikitud rola-
prindil 300 eks.

Lohmus, A. Arvutuspraktikumi

juhend. L. Z. Rumsiski jargi kohan-
danud A. Lohmus. TIn.,, 1965. 59 Tk.
(Tallinna Poliitehniline Instituut.)

Vihman, A. Arvatusliikatil arvu-
tamise opetus algajaile. 2. véljaanne.
Tln.,, «Valgus», 1965. 68 lk.

Marepuaant Bropeit TpuGanruiickoii
reoMeTpHuecKoii KOHdepeHuUHH no BOI-
pocam auddepeHuHabHOR reoMeTpUH.
(1—5 wmioas 1965.) 196 c. (Tapryckni
roc. yu-r.) — Tritkitud rotaprindil.

Poomerc, C. Tlepdokaprei n HX
npamenenne. Tanmun, 1965. 164 c. (Bio-
po Texn. mapopmannn CHX 3ICCP.)

C6opnuk 3ajau no (hM3MKe, XHMHH
u matemarnke. Tapty, 1965. 80 c. (Tap-
ryckmii roc. yn-t.) — Triikitud rota-
prindil.

C6OpHUK DPYKOBOASIILMX MAaTepHaloB
M0 BBHIYHCJAHMTENLHON TEXHHKE M €€ NpH-
menennto. Tanann, Llentpi 610po TEXH.
nHdopmannu, 1965. 52 c.|(TanauHcKuil
rexnonornueckuit me-1.) i— Triikitud
rotaprindil. i ‘ s

|
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PERIOODIKAS ILMUNUD
ARTIKLID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia toi-
metised. Fiilisika-matemaatika- ja teh-
nikateaduste seeria. Tln., 1965.

Nr. 2. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja inglise
kecles):

R. Jiirgenson. Monede diferentsmee-
todite veahinnangust hariliku lineaarsete di-
ferentsiaalvorrandite lahendamisel. —
I.. Heinla. Integraalvorrandite omaviair-
tuste ja omalunktsioonide leidmise tédpsu-
sest kvadratuurvalemite abil. T. Tobias.
Moningatest Wieneri mdoodu mottes parima-
test ligikaudsetest valemitest. — T. To -
bias. Wicneri integraali ligikaudsest ar-
vutamisest. — A, J 4 gel. Lubatavate para-
meetrite piirkonna karakteristika iihe klassi

parameetriliste lineaarsetc programmeeri-
misiilesannete puhul.
Eesti Péllumajanduse Akadeemia

teaduslike téode kogumik. Trt., 1965.

Nr. 42. Matematika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja saksa k.).

A. Ruubel Ringaksonomeetria pohi-
alused. A. Ruubel Ringaksonomeetria
pohitiilesanne. — H. Espenberg. Esi-
mest liiki astmekujulised koonduvustegurid
Euler-Knoppi menetluse pubul. — J. Ga-
bovit3 Moningatest diofantilistest vor-
randitest arkuskootangensitega. — J. Ga -
bovits. Arkustangensite arvutamisest. —
J. Gabovits Moningate integraalide hin-
nangud.

Kull, H. Katsetusi trigonomeetria
programmeeritud opetamisel. — «No6u-
kogude Kools, 1965, nr. 6, lk. 477—
479; nr. 7, lk. 517—523.

Lints, A. Arvutamismingud alg-
klassides. —  «Noukogude Kool»,
1965, nr. 8, lk. 621—628 (jargneb).

Oissar, E. Jaan Depman 80-aas-
tane. — «Keel ja Kirjandus», 1965,
nr. 7, k. 434—435.

Riink, O. Nupukuse proovipdhk-
leid. — «Tehnika ja Tootmine», 1965,
nr. 7, k. 334.

Ulm, S. Optimiseerimisest ja opti-
maalsest juhtimisest. — «Tehnika ja
Tootmine», 1965, nr. 7, lk. 323—324.
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Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1

1. Leida summa
1 1 1
S=ist3ss T Tee
2. Toestada, et iikskoik millist seitsmest kopikast suuremat summat saab
tasuda ainult 3- ja 5-kopikaliste miintidega.

3. Kolmekohalises arvus on itks number null. Selle nulli drajdtmisel saa-
me kahekohalise arvu, mis on antud kolmekohalisest arvust 9 korda véiiksem.
Leida sellise omadusega arvud.

4. On antud vordkillgne kolmnurk kiilje pikkusega a. Leida kolmnurga
sees voetud punkti kauguste summa kolmnurga kiilgedest.

5. Turult ostetakse 80 rubla eest kokku 12 parti, hane ja kalkunit. Pardi,
hane ja kalkuni hind on vastavalt 5, 7 ja 8 rubla. Kui palju osteti parte,
hanesid ja kalkuneid?

6. On antud geomeetriline progressioon a;, as, as, ...
=a4a, ... a,, teades, et
g +a+ ... —[—an=52,
1 1 .1
—_— 4 ... ——=3S..
s tat s

7. Lahendada vorrand

, a, Leida 8§ =

|z —z2 =24 3.

8. On antud mitteristuvad sirged « ja v 16ikepunktiga C ja nurgapoo-
litajaga f. Punktist C tbmmatakse sirge s | u ning voetakse sellel vabalt
punkt B. Punktist B tommatakse sirge ¢ | v ja sirge d||f. Sirge ¢ loikab
sirgeid u ja f vastavalt’ punktides A ja F ning sirge d sirget v punktis D.
Téestada, et sirge DF poolitab laigu AC.

Ulesande koostas 0. Riink Tallinnast.

Jargnevate {ilesannete lahendamiseks piisab artikli «Mis on tdendosus?»
materjalidest ning keskkooli matemaatikast.

1. Kuup, mille koik kiiljed on virvitud, saetakse tuhandeks iihesuuruseks kuu-
biks, mis hoolikalt segatakse. Seejirel voetakse sdadud hulgast iiks juhus-
lik kuup. Leida jérgnevate siindmuste toendosused (siindmuse A vastand-

siindmus A toimub parajasti siis, kui siindmus A Jei toimu):
Ay — saadud kuup on virvimata kiilgedega,
Ay — saadud kuubil on iks kiillg varvitud,

!
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A, — saadud kuubil on kaks kiilge varvitud,
As — saadud kuubil on kolm kiilge virvitud,
A, — saadud kuubil on neli kiilge virvitud,

A+ A4, Ag+A, A, A +A,+A4s A4, AA,

2. Laps maingib liikuva aabitsaga, mis: sisaldab eesti tdhestiku 23 tihte.
Ta asetab juhuslikult valitud 5 tédhte ritta vasakult paremale. Kui suur on
toendosus selleks, et ta kogemata kirjutab oma nime MAIRE?

3. Sama laps mangib tdhtedega AAAAEIKMMTT, neid juhuslikul viisil reas-
tades. Kui suur on toendosus selleks, et ta kirjutab sona MATEMAA-
‘"TIKA?

4. Seltskonnas on 5 noormeest ja 5 neidu, kes istuvad juhuslixus jérje-
korras iimber iimmarguse laua. Kui suur on toendosus selleks, et tekiks
«kirju rida»?

Igal noormehel on neidude hulgas oma siimpaatia. Kui suure tdendo-
susega satuvad kdik noormehed oma neidude lauanaabriteks?

5. Olgu kaalutavate kehade raskus tdisarvuline, ja muutugu 1-st 10 grammini,
kusjuures koigi raskuste esinemise toendosused on vordsed. Millise kaalu-
vihtide valiku juures jdrgnevatest

1, 2, 2, 5, 10;
1, 2, 3, 4, 10;
1, 1, 2, 5, 10;

saame keskmiselt 1dbi viikseima arvu vihtide asetamisele kaalukausile, kui
a) vihte on lubatud asetada ainult iihele kaalukausile;
b) vihte on lubatud asetada molemale kaalukausile.

6. Mis on toendolisem, kas voita vordse vastasega mingides
a) 3 partiid 4-st voi 5 partiid 8-st?
b) vidhemalt 3 parliid 4-st voi vdhemalt 5 partiid 8-st?
¢) iilimalt n partiid 2n partiist voi iile n — 1 partii 2n partiist?
d) iilimalt n partiid 2n 41 partiist v6i {ile n—1 partii (2n 4 1)-st
partiist?

KOGUMIKU KUUENDA VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED

Ulesande nr. 1 lahendus. Kolmest suuremate algarvude jagamisel 24-ga
saame jddgiks kas [+1, 45, =7 voi +11. Jadgiks ei saa olla +2, +3, 14,
+6, i+8, £9, 410 voi 4-12, sest siis oleks jagatav kordarv. Seega saab kol-
mest suuremat algarvu esitada kujul 24n + [, 24n+5, 24n 47 voi 24n = 11.
Ruutu tostmisel saame 576n2 + 48n - 1, 57612 4- 240n 4 25, 576n2 4 3361 + 49,
5762 + 528n +- 121, mis jagamisel 24-ga annavad tbGepoolest jdigi I.

Ulesande nr. 2 lahendus. Lihtume sellest, et 1110 —]=1]110_-]l°o=
= (11—1)(11°4-1184- ... - 11+ 1), kus nii esimene. kui ka teine tegur
jaguvad 10-ga (teises teguris on 10 ithega 16ppevat liidetavat). Seega . 111°—1
jagub 10%-ga,

Néjtame niidd, et 11! —{ jagub 10%-ga. Toepoolest, 111 —1 =
= (11'0)10 — 10= (1110 — D)[(1119)° 4 (11'0)* 4 ... 41110+ 1], kus esimene
tegur jagub iilaltGestatu pohjal 100-ga ning teine tegur 10-ga.

Tuginedes vordusele 11'%°— 1= (111910 110 pijtame, et 11! jagub
10¢-ga. Analoogiliselt edasi toimides jouamegi 16puks tulemuseni':

1110%° 1 jagub 10"*-ga.

! Otstarbekam on tdestuseks kasutada® matemaatilist induktsiooni (vt.
Matcmaatika metoodiliste artiklite kogumik, I. Tln., 1963, lk. 11—17).
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Ulesande nr. 3 lahendus. Kerge on néha, et inimene ei saanud siindida
19. sajandil. Siis oleks tema vanus iile 60 aasta, ent siinniaasta numbrite
summa on vdhem kui 60 (maksimaalselt 27, kui siinniaastaks oleks 1899).

Olgu inimese siinniaasta 19ab. Siis tema vanus 1962. aastal on
1962 — 19ab = 62 — 10a — b.

Ulesande tingimuse kohaselt

62— 10a—b=1+4+9+a-} b,
52 —2b~=lla.
Kuna 52 —2b peab jaguma 1ll-ga, siis b=4 ning a = 4. Inimese s{inniaasta

on 1944,

Ulesande nr. 4 lahendus. Korrutades siisteemi teist ja kolmandat vorrandit
vastavalt avaldistega y 4 z ja z+4 x ning lahutades seejirel teisest vorrandist
kolmanda, saame x=y. Seega omandavad siisteemi kaks esimest vorrandit

kuju
X

|

Xz

Selle siisteemi lahendamisel
lahend x=2, y= 2, z=0.

g ¢

1]

nestame 16igu DB nii, et DB EC ja
DB = EC. Nelinurk ABCD ongi nou-
tav trapets.

Ulesande nr. 6 lahendus. Olgu neli-
nurga ABCD kiilgede keskpunktid E,
F, G, H. Kuna EH on A ABD kesk-
16ik ja FG on A\ BCD kesklaik, siis
EH||BD ja FG| BD, s. o. EH|| FG.
Samal teel néditame, et EF || HG. Et
nelinurga EFGH vastaskiiljed on pa-
ralleelsed, siis on ta réopkiilik.

saame x= 2,

— 2z,

2 o
X -T2z

2=0. Seega on lidhtesiisteemi

Ulesande nr. 5 lahendus. On antud
trapetsi alus a, diagonaalid e ja f

ning diagonaalidevaheline nurk a.
Joonestame nurga ACE nii, et
L/ ACE=a, AC=e, EC=]. Loi-

gule AE kanname 16igu AD =a. Joo-

[

Ulesande nr. 7 lahendus. Ulesande esimese tingimuse pdhjal

a4 b3 =(a+b)c?,
c2=a?+ b2—ab.

Jarelikult koosinusteoreemi pohjal

2cosp=1,
p = 60°,
a-+ p=120°
Ulesande teise tingimuse pdhjal saame a leidmiseks vorrandi
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sina-sin(120° — a) = %

sina (%cosa—i—% sina) :%(sirﬁa—{— cos? @).

Jagades vorrandi médlemaid pooli cos?a-ga, saame
tan?e—2 V 3tana +3=0,
tane= Vv 3,
a = 60°.
Seega ka g=60° ning kolmnurk ABC on vordkiilgne.
Ulesande nr. 8 lahendus. Rakendame vorde omadust:
a ¢ a+b_cHd

kun;:z siis T—b_—o—d

Selle p6hjpal

3___
2V(@a+x)?2_c+1

3 T 1
2V(a-—x)?

millest

g Y+ D= V(e —D?®
VEe+D+V(e—T1)3
Ulesande nr. 9. lahendus. Olgu kolmnurga kiilgede pikkused a, 6 ja ¢,
kusjuures a > b > c. Siis
2a>b+c>a>b—c>0,
millest jéreldub, et b + ¢ ning 6 —c¢ ei jagu a-ga.
Koosinusteoreemi pohjal

b?=a?+ ¢ —ac,
(6+c)(b—c)=a(@a—c);
scega b+ ¢ ja b—c kortutis jagub a-ga. Jarelikult arv a on kordarv.

Ulesande nr. 10 lahendus. Joonestame 1digu AD nii, et /DAC = 20°.
Kolmnurkade ABC ja CAD sarnasuse pohjal

DC  a a*
== Pemw 5
2
Seega BD = b—%. Niiid saame koosinusteoreemi péhjal

BD?— AB* 4+ AD* — 24B - AD cos 60,
a'.!z 2 2
(m—7)=b+a—ma

4
bhdﬂ+%=w+ﬂ—m

D \
ad® 4 b% = 3ab2.
Olesande nr. 11 lahendus. Kuna c A
re- l/ (p —a) ([l—b)![’_—f) R = — af.;c —— -
p 4Vp(p—a)(p—b)(p—o)
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siis
abc

rR= F , 4prR =abc.
Arvestades, et
a4 c=2b,
3
p=-(ato),
saame
3 a-tc
4-7 (a-+c)yrR=ac- o
6rR = ac.
Ulesande nr. 12 lahendus. Kui iga pioneer sai y pahklit, siis
3x+7\%
C5) =t

9x2 - 42x -1 49 = 4xy 1 72,
x(9x — 4y 1+ 42)=23.
Kuna iilesande tingimuse kohaselt x > 18, siis
xi=23
{9x—4y—}-42= 1.
Siit leiame, et y = 62.

Oiged lahendused saatsid V. Sillaste Répinast (iilesanded nr. 1, 3, 6, 7,
12), R. Hussar Tiirilt (iilesanded 1, 3, 5, 6) ja T. Kollo Orissaarest (iilesanded
nr. 1, 4, 5, 6, 12).

Kogumiku kuuendas numbris lk. 51 avaldatud {ilesannetele saatis lahen-
dused R. Hussar, kuid teise iilesande lahenduses on leitud neljast iilesannet
rahuldavast 22-kohalisest arvust ainult kolm. Ulesande vastuseks on arvud

2173 913 043 478 260 869 565,
4 347 826 086 956 521 739 130,
6 521 739 130 434 782 608 695,
8695 652 173 913 043 478 260.

(iilesandel on 16pmata palju lahendeid, milledest vdhimateks on iilaitoodud neli
arvu.)
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