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BOURBAKI «MATEMAATIKA ELEMENDID» 

G. Kangro 

1. Kaasa j al on matemaatika meetodid ja teooriad paisunud 
nii arvukaiks ja ulatuslikeks ning matemaatika arengu tempo 
sedavõrd kiireks, et ka kõige suurema eruditsiooniga spetsia­
listid ei suuda enam jälgida matemaatika arengut tema kõigis 
harudes. Enamik teaduslikult töötavaid matemaatikuid on sunni­
tud põhiliselt piirduma endale valitud kitsa eriala raamidega. 
Samal ajal matemaatiliste meetodite rakendusväli mitmesugus­
tes teadusalades aga laieneb üha kiiremini. Seepärast on kaas­
ajal vajadus olemasolevate matemaatiliste teadmiste süstemati­
~eerimise järele eriti suur. 

Matemaatika süstematiseerimisega on aegade vältel tegel­
rmd paljud matemaatikud alates Eukleidesest, kelle teos «Ele­
mendid» (III saj. e. m. a.) annab tunnistust laialdasest süste­
rnatiseerimisest antiikaja matemaatikas. Paljud XIX ja XX sa­
jandi suured matemaatikud nagu Riemann, Weierstrass, Cantor, 
Lebesgue, Hilbert, Frechet, Riesz, Banach jt. seadsid endale ülesan­
deksvälja selgitada kõige põhilisemad mõisted ja printsiibid, mille­
le toetub matemaatiline analüüs kui matemaatika kõige ulatusli­
kum osa. Nende jõupingutuste tagajärjel kujunes käesoleva sa­
Fll1di kolmekümnendateks aastateks välja matemaatilise analüüsi 
tr us haru- fun k ts i on aa 1 ana 1 ü ü s, mille tekkimine tähen­
das suurt edusammu analüüsi süstematiseerimise käigus. Osu­
ltrs näiteks, et kui piirduda B a n a e h i ruum i d ega, s. o. 
I ii ielike lineaarsete normeeritud ruumidega 1, siis kasutatakse 
;tnalüüsi mingi lineaarse probleemi uurimisel sisuliselt vaid kol­
rrrc üldist printsiipi, mida tuntakse üht 1 as e t õ kesta tu s e, 
lahtise kujutuse ja funktsionaali jätkamise 
printsiip i d e [2] nime all. Funktsionaalanalüüsi ideed ja 
rrrcctodid aga juurdusid niivõrd sügavale paljudesse matemaa-

1 Lineaarse normeeritud ruumi mõiste ja mitmed teised käesolevas artiklis 
r·:-;incvad mõisted on antud artiklis [I]. Lineaarset normeeritud ruumi R nime­
tatakse täie 1 i k uk s, kui tingimuse Jim 11 xn+p -xn 11 = 0 kehtivusest ühtla­

n~oo 

·<·It f7 suhtes järeldub jada {xn} (xn E R) koonduvus ruumis R. 
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tika distsipliinidesse ja rakendusaladesse, et funktsionaalana­
lüüs muutus üheks kõige mahukamaks matemaatika aiaks ja 
hakkas ise vajama süstematiseerimist. 

Matemaatika edasise süstematiseerimise käigus on suurimad 
teened prantsuse matemaatikute! eesotsas Jean Dieudonne, Andre 
Weili, Claude Chevalley, Henri Cartani jt. Kolmekümnendate 
aastate keskel koondus nende ümber rühm kõige silmapaistva­
maid prantsuse matemaatikuid, kes seadsid endale ülesandeks 
koostada kaasaegse teaduse tasemel põhjalik koguteos matemaa­
tikast, mis kõige üldisematele printsiipidele toetudes annaks sisu­
lise ülevaate võimalikult kõi-
gist matemaatika tähtsamatest 
aladest. N i e 0 1 as B 0 urb a- AC 12~2\LITtS sc::~"TIPIQUES 1:,: INDUSTRI~I~Ili~S 

Netuwll1 idlllofl k i kollektiivse pseudonime all D•uxilmt 'dillon 

hakati välja andma koguteost i:Li:MENTS DE MATHt:.MATIQUE 
«M a t e m a a t i k a e 1 e m e n -
d i d» (Elements de mathemati­
que), mille esimene köide il- , 
mus 1939. a. Koguteos «Mate­
maatika elemendid» jaguneb 
o s a d e k s, osad - r a a m a -
t ut eks, raamatud - k ö i -

par 
N BOURBAKI 
XVII. XX. XXI~ I 

PlfMI!III! PAITit 

LES STIUCTURES FONDAaENTA.LES Of L AIIALYSI! 

LIVRE I 

THEORJE DES ENSEMBLES 

d e te k s. Käesolevaks aJ· aks on cHAPITRE 1. oESCIIIPnON oE u .,.T11blAnQIII! f'OII,IIII!l.U 
CHAPITRE Il. TlltORII! DES ENSI!Jlllt.ES 

ilmunud 27 köidet, mis moodus- o ... ~ ... uru ... 1• 

tavad kokku 8 raamatut. Neist cHAPITREIII.ENSEMBLESORooNNts-

6 t t k I b k t CAIDINAUX- NOMBRES EN111!11S 
raama u uu u ogu eose ~-

esimesse ossa, mis sisaldab cHAPITRE 1v. sTRucTURes 

matemaatilise analüüsi elemen­ 1957 

te ja kannab pealkirja «Ana_ FASCICULESDERtsULTATS 

I ü ü s i p õ h i s t r u k t u u - Trololtmo e.tnroa. 111118 

r i d». Selle osa raamatute 
pealkirjad on järgmised: 

1. Hulgateooria 
2. Algebra 
3. Oldine topoloogia 
4. Reaalmuutuja funktsioonid 
5. Topoloogilised vektorruumid 
6. Integreerimine. 

Viimased kaks raamatut on nummerdamata; nad kannavad peal­
kirju: 

Rühmad ja Li e algebrad 
Kommutatiivne algebra. 

2. Tekib küsimus, millest on tingitud matemaatilise ana­
lüüsi elementide selline ainekäsitl us. Vastus sellele küsimus·ele 
saab selgeks, kui tutvuda Bourbaki vaatekohtadega matemaati­
kale üldse. 
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Esiteks lähtub Bourbaki sellest, et matemaatika uurimisob­
jektiks on mitmesugused hulgad, mis koosnevad lõplikust või 
lõpmatust arvust elementidest. Näiteks uurib klassikaline arit­
meetika täisarvude hulka, klassikaline algebra - algebraliste 
polünoomide hulka, klassikaline analüüs - pidevate funktsioo­
nide hulka, reaalmuutuja funktsioonide teooria - mõõtuvate 
funktsioonide hulka jne. 

Teiseks arvestab Bourbaki, et kaasaegse matemaatika seisu­
kohalt pole niivõrd olulised vaadeldava hulga elemendid, kuivõrd 
seosed hulga elementide (ja nende elementide moodustiste) 
vahel. Näiteks jaguvuse teooria .seisukohalt on täisarvude hulgal 
ja algebraliste polünoomide hulgal ühesugused omadused, kuigi 
nende hulkade elemendid on isesugused. Need ühesugused oma­
dused on tingitud sellest, et nii täisarvude hulk kui algebraliste 
polünoomide hulk on p ea i d ea a I i r i n g i d {3] ehk, nagu 
ütleb Bourbaki, mõlemal hulgal on p ea i d ea a I i r i n g i 
struktuur. üldiselt määravad seosed hulga elementide (või 
elementide moodustiste) vahel Bourbaki järgi teatava str uk­
t u u r i [1] sellel hulgal. 

Kolmandaks kirjeldab Bourbaki hulga struktuuri aksioomide 
süsteemiga, mida rahuldavad hulga struktuuri määravad seosed. 
Näiteks peaideaaliringis on elemendid seotud kahe tehtega -
liitmise ja korrutamisega, mis rahuldavad ühikelemendiga ringi 
;tksioome koos aksioomidega, et ringis puuduvad nullitegurid 
.i a et iga ideaal ringis on peaideaaL Struktuuri määramine ak­
sioomide süsteemi kaudu kindlustab struktuuri mõiste andmise 
kõige üldisemai kujul ja seega selle mõiste kõige avaramad 
rakendusvõimalused. ühtlasi etendab formaalne aksiomaatiline 
:neetod ülitähtsat osa üksikute struktuuride avastamisel uurita­
\ as matemaatilises süsteemis. 

Algebralised tehted määravad hulgal a I g e b r a I i s e 
.. t r uk tu u r i, hulga elementide ümbruste süsteem, mis mää­
rab hulgas piirprotsessi, - top oI oogi I i s e struktuur i 
.ia teatavate paarikaupa võetud elementide järgnevus - j ä r­
i e st us e str uk tu uri. Viimased kolm struktuuri moodusta­
·,· ad matemaatika põhistruktuur i d. Neid põhistruktuure, 
mis esinevad juba arvsirgel kõik koos, uuritaksegi Bourbaki 
... Matemaatika elementide» kolmes esimeses raamatus. Siinjuures 
r uleb rõhutada, et üldist topoloogia t käsitletakse Bourbaki teo­
--es esmakordselt süstemaatiliselt. ühtlasi paistab silma, et sel 
:1jal, kui algebralise ja topoloogilise struktuuri .uurimisega tege-
1c'vad matemaatika iseseisvad osad - aI g e b ra ja top oI oo­
L!" i a - puudub matemaatikas ala, mis oleks pühendatud spet­
siaalselt järjestuse struktuuri uurimisele. Seepärast käsitle­
!akse järjestuse struktuuri «Matemaatika elementide» hulga­
teooria raamatus, mis on sissejuhatuseks mitte ainult analüüsi 
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põhistruktuuride valda, vaid Bourbaki koguteosele tervikuna. 
Siit aga ei tule järeldada, et järjestuse struktuuri! oleks oluliselt 
väiksem tähtsus kui teistel põhistruktuurideL Küll aga võib 
arvata, et järjestuse struktuuri osa matemaatikas pole seni am­
mendavalt uuritud. Kaasaegses matemaatikas on igatahes prob­
leeme, mida ollakse harjunud käsitlema topoloogilise struktuuri 
abil, kuid mida saab üldisemalt uurida, kui kasutada järjestuse 
struktuuri. Näiteks ridade teoorias on põhilise tähtsusega prob­
leem, missugustel tingimustel lõpmatu maatriksiga (ank) antud 
jadade teisendus 

ClO 

Yn=2ankXk (n= 1,2, ... ) 
k=l 

kujutab mi'rigi klassi X jadad {xk} teatava klassi Y jadadeks 
{yn} (näiteks kõik tõkestatud jadad koonduvateks jadadeks). Selle 
probleemi lahendamiseks kasutati seni topoloogilist struktuuri 
klassides X ja Y. Nagu näitas aga prantsuse matemaatik Vuil­
leumier' 1964. a., on võimalik saada üldisemaid tulemusi, kui 
defineerida klassides X ja Y sobiv järjestuse struktuur. 

Bourbaki «Matemaatika elementide» üheks suureks teeneks 
on topoloogilise vektorr'JUmi (ehk lineaarse ruumi) struktuuri 
kui matemaatika ühe kesksema struktuuri esiletoomine. Raske 
on leida matemaatikas mingit vähegi tähtsamat funktsioonide 
klassi, millel poleks topoloogilise vektorruumi struktuuri. Siin­
juures öeldakse, et vaadeldaval hulgal on top oI oo g i I i s e 
v e kto r ruum i st r uk tu u r, kui sellel hulgal on määratud 
nii vektorruumi struktuur kui ka topoloogiline struktuur, kus­
juures mõlemad struktuurid on omavahel nii seotud, et vektor­
ruumi struktuuri määravad algebralisecl tehted (s. o. liitmine ja 
skalaariga korrutamine) on pidevad topoloogilise struktuuriga 
antud piirprotsessi suhtes. Topoloogiliste vektorruumide hulgast 
eraldab Bourbaki peale klassikaliste normeeritud ruumide veel 
nn. I ok a a I s e 1 t k u m e r a d r u u m i d, s. o. topoloogilised 
vektorruumid, kus nullpunkti iga ümbrus sisaldab mingit kume­
rat ümbrust 2 . Lokaalselt kumerate ruumide teooria on vahetuks 
üldistuseks normeeritud ruumide teooriale (kus kumeraks ümb­
ruseks on kera) ning paistab silma tähtsate rakenduste poolest 
üldistatud funktsioonide teoori as ja teoreetiii ses füüsikas. 

3. Bourbaki poolt teostatav matemaatika süstematiseerimine 
ei avaldu ainult selles, et selgitatakse välja matemaatikas esi­
nevad mitmesugused struktuurid. Struktuuri mõistet kasutab 
Bourbaki eriti selleks, et lahti mõtestada ühe või teise esi­
tatava teooria olemust, tema sisu. «Matemaatika elemendid» ei 

2 Hulka nimetatakse kumer ak s, kui hulk sisaldab koos iga kahe punk­
tiga ka neid punkte ühendavat sirglõiku. 



ole entsüklopeediline teos, kus koos iga teooriaga püütakse anda 
võimalikult kõik teoreemid, mis on saadud selles teoorias kuni 
käesoleva momendini. Bourbaki piirdub põhimõtteliselt nende teo­
reemidega, mis moodustavad vaadeldava teooria loogilise aluse 
ja mille teadmine on vajalik selle teooria rakendamiseks prakti­
kas sagedamini esinevatel juhtudel. Siinjuures antakse alati vas­
tavate teoreemide täielik tõestus. Tulemused, millel on vähem 
rakendusi, esitatakse sageli harjuiusülesannete kaudu, kusjuures 
tavaliselt lisatakse ka nende ülesannete lahendamiseks vajalikud 
juhendid. Ka nende ülesannete suhtes on tehtud läbimõeldud 
valik, mistõttu niisuguste ülesannete lahendamine on andnud 
sageli tõuke järgnevaks teaduslikuks tööks. 

Bourbaki rühm, kuhu kuulub 10-20 kõige silmapaistvamat 
matemaatikut, on väga võimas ja nõudlik kollektiiv. Igal aastal 
kogunetakse mõnesse Prantsusmaa kuurorti, kus ühiselt aruta­
takse läbi iga köite projekt. Pärast projekti vastuvõtmist töö­
tab keegi kollektiivi liikmeist välja köite esimese variandi, mil­
lega tutvuvad kõik liikmed. Järgmisel rühma kokkutulekul saab 
esimesele variandile osaks igakülg·ne halastamatu kriitika. Esi­
mesele variandile järgneb teine variant, mille töötab välja tava­
liselt kollektiivi teine liige. On esinenud juhtumeid, kus on koos­
tatud kuus kuni seitse varianti. Integreerimise teooriale pühen­
datud raamatu esimene variant näiteks lükati täielikult tagasi 
põhjusel, et selle põhiline osa- integraaliteooria 
abstrakt s e s ruum i s - polnud kirjutatud vajalikul mää­
ral originaalselt. Tuleb märkida, et abstraktse integraali väga 
komplitseeritud ja mitmekesise struktuuri tõttu ei ole kuni käes­
oleva ajan i õnnestunud anda rahuldavat käsitlust integraaliteoo­
riale abstraktses ruumis, kuigi sel teooria! on eriti palju raken­
dusi (tõenäosusteoorias, funktsionaalanalüüsis, topoloogilises al­
gebras, diferentsiaalvõrrandite kvalitatiivses teoorias, teoreeti­
lises füüsikas jm.) ja temale on pühendatud eriti rohkesti mono­
graafiaid. 

4. Bom·baki «Matemaatika elementide» arvel on tehtud mit­
meidki kriitilisi märkusi. Järgnevalt vaatleme neist kahte oluli­
semat. 

Bourbaki kasutab mõnikord v~äga palju mõisteid ja teoreeme, 
mis väljendavad mitmesugusel väliselt erineval viisil ühte ja 
sama sisu. See etteheide oleks väga tõsine, kui Bourbaki võtaks 
kasutusele mitmesuguseid samaväärseid mõisteid ja teoreeme 
juhuslikult, selgitamata nende sisu ühtelangemist ja nende vaja­
likkust praktika seisukohalt. Kuid seda Bourbaki põhiliselt ei 
tee. Teoreetiliselt oleks muidugi võimalik loobuda samaväärsete 
mõistete ja teoreemide esitamisest, kuid Bourbaki tingimustes 
muudaks niisuguse «optimaalsuse» printsiibi teostamine tõestus­
lrs esinevad arutlused kohmakamaks, vastavate mõistete ja teo-
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reemide sisu aga ühekülgsemaks. öeldu selgitamiseks vaatame, 
kuidas käsitletakse matemaatilises analüüsis ühte põhilist küsi­
must - reaalarvude hulga ehk, geomeetriliselt kõneldes, arvsirge 
p i d ev ust. Intuitiivselt väljendub arvsirge pidevus seiies, et 
arvsirget saab paberilehele joonestada, eemaldamata joonestus­
vahendit lehelt. See osutub aga võimatuks, kui eraldada arvsir­
gest kasvõi üksainus punkt. Matemaatiliselt väljendab arvsirge 
pidevust nn. p i d ev u s e a k s i o o m. Pidevuse aksioomi võib 
aga sõnastada väga mitmel, väliselt täiesti erineval viisil. Esi­
tame neist kuus võimalust: 

I) igal ülalt tõkestatud reaalarvude hulgal on olemas lõplik 
ülemine raja; 

2) igal ülalt tõkestatud monotoonselt kasvaval reaalarvude 
jadal on olemas lõplik piirväärtus; 

3) kui arvsirgel üksteisesse sisestatud lõikude jadas lõikude 
pikkused lähenevad piiramata nullile, siis on neil lõikudel ühine 
punkt; 

4) arvsirge kui lineaarne normeeritud ruum on täielik; 
5) igast tõkestatud jadast arvsirgel saab eraldada koonduva 

osajada; 
6) kui arvsirge lõik on kaetud mingi lõpmatu vahemike süs­

teemiga, siis saab seiiest vahemike süsteemist eraldada lõpliku 
osasüsteemi, mis katab antud lõigu. 

Siin on tegemist kuue samaväärse 1 a usega: nimelt võib iga­
ühte neist tõestada ükskõik millise teise lause 1) -6) põhjal. 
Põhimõtteliselt on võimalik üles ehitada reaalarvude teooriat, 
milles aksioomiks on võetud ükskõik missugune neist lausetest, 
näiteks esimene. Raskused aga võivad tekkida selie teooria 
rakendamisel. Kujutleme näiteks, et niisuguse teooria abil tuleb 
tõestada mingis lõigus pideva funktsiooni tõkestatust. Seda oleks 
väga lihtne teha teoorias, kus aksioomiks on võetud kas viies 
või kuues lause. Vaadeldavas teoorias aga osutub lõigus pideva 
funktsiooni tõkestatuse tõestus tunduvalt kohmakamaks, sest eel­
nevalt tuleb tõestada üks viimati mainitud lausetest esimese 
lause põhjal. 

On huvitav märkida, et ka eespool toodud kolm lineaarse 
funktsionaalanalüüsi põhilist printsiipi pole üksteisest sõltuma­
tud, vaid näiteks ühtlase tõkestatuse printsiipi saab tuletada (ja 
sealjuures suhteliselt lihtsalt) lahtise kujutuse printsiibist. Ometi 
ei ole käsitluse lihtsuse ja sisulise selguse mõttes ökonoomne 
ehitada üles lineaarset funktsionaalanalüüsi Banachi ruumis 
ilma ühtlase tõkestatuse printsiibita. Muidugi ei tule eelnenust 
järeldada, et Bourbaki «Matemaatika elementides» ei leidu üldse 
teatavas mõttes liigseid mõisteid ja teoreeme, kuid tõenäoliselt 
nõuaks nende väljaselgitamine umbes samasugust töömahtu, kui 
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vastava osa koostamine Bourbaki rühmalt. «Nlatemaatika ele­
mentides» toodud mõistete ja teoreemide kasutamist hõlbustab 
aga tunduvalt üksikute raamatute jaoks antud tulemuste kok­
kuvõte. 

Teine Bourbakile sagedamini tehtav etteheide on seotud 
«Matemaatika elementides» aluseks võetud formaaise aksiomaa­
tilise meetodi piiratusega. Nimelt tõestas K. Gödel 1931. a. [4], 
et iga küllalt tugev (s. t. naturaalarvude aritmeetikat sisaldav) 
mittevasturääkiv formaliseeritud aksiomaatiline teooria on mit­
tetäielik, s. t. vastavas mitteformaliseeritud teoorias leidub tõene 
teoreem, mis ei ole tõestatav formaliseeritud teooria aksioomi­
dest lähtudes. Gödel annab ühtlasi meetodi' niisuguse teoreemi 
konstrueerimiseks. Seega on põhimõtteliselt võimalik, et «Mate­
maatika elemendid» peaksid sisaldama teoreemi, mida ei saa 
tõestada Bourbaki poolt kasutatud formaaise aksiomaatilise mee­
todiga. On muidugi võimalik lülitada niisugust mittetõestatavat 
teoreemi vaadeldavasse teooriasse aksioomina, kuid saadud teoo­
ria suhtes kerkib omakorda mittetõestatava tõese teoreemi esi­
nemise võimalus jne. Seepärast ei saa «Matemaatika elemente» 
põhimõtteliselt vaadelda kui mingit lõplikku, kindlaks tähtajaks 
lõpetatavat, vaid kui pidevalt jätkuvat, täienevat teost - seda 
enam, et matemaatika kui teadus ar.eneb edasi. Ja polegi tege­
likult teada, missuguse kuju· võtab Bourbaki teos edaspidi. Kin­
del on aga see, et «.Matemaatika elemendid» on avaldanud äär­
miselt suurt mõju XX sajandi matemaatika arengule. Bourbaki 
stiili on osaliselt või täielikult omaks võtnud paljud juhtivad 
matemaatikud maailmas. 1958. a. alustati «Matemaatika elemen­
tide» avaldamist ka venekeelses tõlkes. Seni prantsuse keeles 
ilmunud 27 köitest on siiani vene keeles välja antud 13 köidet 
viies raamatus. «Matemaatika elemendid» on teos, mille tõelist 
väärtust saab hinnata alles pärast tema pikemaajalist kasuta­
mist, pärast Bourbaki stiiliga harjumist. Nimetatud teos on häda­
vajalik käsiraamat igale teaduslikult töötavale matemaatikule. 

Kirjandus 
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KATKENDEID P. R. HALMOSI ARTIKLIST «NICOLAS BOURBAKI» 1 

Ta on kreeka perekonnanimega, rahvuselt prantslane ja üpris huvitava 
·päritoluga. Ta on üks kõige mõjukamaid XX sajandi matemaatikuid. Tema 

Sellel ühe gravüüri järgi tehtud pil­
,dil on kujutatud kindral Bourbaki, 
kelle eesnimi pole sugugi Nicolas, 
vaid Charles-Denis-Sauter. K.ord oleks 
ta äärepealt saanud K.reeka kunin-

gaks. 

kohta on hulk legende ja nende arv 
kasvab iga päevaga. [ ... ] Kõikjal, 
kuhu koguneb rühm matemaatikuid, 
leiab ta tuliseid poolehoidjaid ja kä­
ratsevaid vastaseid. Kuid kõige ime­
väärsem on see, et teda pole olemas. 

See olematu prantslane kreeka pe­
rekonnanimega on - Nicolas Bour­
baki. Asi on selles, et Nicolas Bour­
baki on matemaatikute mitteametliku 
rühmituse kollektiivne varjunimi. [ ... ] 
Põhjused, miks autorid võtsid enda­
le nimeks Bourbaki, on mähitud sa­
ladusse. On alust arvata. et valik on 
seotud prantsuse armee ohvitseriga, 
kes mängis teatavat osa Prantsuse­
Preisi sõjas. Kindral Charles-Denis­
Sauter Bourbaki oli väga koloriitne 
kuju. Kui ta oli 46-aastane, tehti tal­
le 1862. a. ettepanek hakata Kreeka 
kuningaks. Kuid ta loobus sellest või­
malusest. [ ... ] Kõneldakse, et Nan­
cys on talle püstitatud ausammas. 
See annab võimaluse viia teda ühen­
dusse nende matemaatikutega, kes 
Yõtsid t<J nime, sest mõned neist on 
olnud aegade jooksul seotud Nancy 
ülikooliga. 

* * 

Esialgu esines rühm varjunime 
all osalt nalja pärast, osalt selleks, 
et vältida pikka ja tüütavat autorite 
nimekirja tiitellehel; nüüd kasuta­
takse seda varjunime rohkem kollek-
tiivse nimena kui maskeeringuks. 

Rühma liikmete nimed ei ole enam matemaatikute enamikule saladuseks. 
ühe legendi kohaselt tekkis Bourbaki peatöö «Matemaatika elemendid» 

Andre Weili ja Jean Delsarte'i vahelisest vaidlusest selle üle, kuidas tuleb 
õpetada matemaatilist analüüsi. Kuid ükskõik millised olid selle töö tekkimise 
esialgsed põhjused, käesoleval ajal ei pea see töö silmas üksnes pedagoo­
gilisi eesmärke. Tuleb välja täpselt samuti, nagu oleks arutelu, kuidas pare­
mini õpetada mõistma populaarset muusikat, andnud alguse kõikehaaravale 
uurimusele harmooniast ja muusikateooriast 

* * * 

1 Scientific American, May 1957, lk. 88-99. Katkendid on artikli vene­
keelsest väljaandest (MaTeMaTHqecKoe npocsemeHHe, 5, 1960, lk. 229-239) 
tõlkinud 0. Lumiste. 
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Kuidas siis tehti seda väga tähtsat ühist tööd? Suurt osa sellest omis­
tatakse Jean Dieudonnee'le (algul töötas Nancys, praegu USA-s, Northwestern 
University). Dieudonnee oli peaaegu algusest peale rühma kõige aktiivsem 
liige. Et Dieudonnee on mitme omaenda nime all avaldatud matemaatilise 
teose autor, siis on üsna raske teha vahet tema enda tööde ja Bourbaki jaoks 
kirjutatud tööde vahel. Kõneldakse, et ta oskas kord suurepäraselt tulla 
välja raskest olukorrast ilma fakte moonutamata. ühes artiklis, mille Dieu­
donnee avaldas Bourbaki nime all, avastati viga. See parandati artiklis 
«Bourbaki veast» ja alla kirjutas J. Dieudonnee. 

* * * 

Bourbaki prantsuse orientatsioon ei tulene sovinistlikest kaalutlustest, 
vaid on lihtsalt keeleliseks paratamatuseks, sest rühma rajajateks on prants­
lased. Kui kogunevad sellised esimese järgu tähed nagu Weil, Dieudonnee, 
Claude Chevalley ja Henri Cartan koos oma kolleegidega, siis on sealjuures 
voolava prantsuskeelse kõne vood tõepoolest aukartustäratavad. Seetõttu 
peab, et võidaks jälgida kõnelust ja võtta osa vestlusest, suutma prantsuse 
keeles mitte üksnes kiiresti ja valjutt kõnelda, vaid tuleb tunda ka Pariisi 
üliõpilaste uusimat zargooni. 

Vaatamata sellele, et kuulsatel Bourbaki koosolekutel rahuldavad kõik 
osavõtjad neid nõudeid, on raske aru saada, mis kavalusega nad töötavad 
ne"is tingimusis. Kuid töö liigub ... 

Vicolas Bourbaki on siin kujutatud prantsuse matemaatikute fantastilise 
iiliertttatud kambana. Portreefine sarnasus võis tulla ainult täiesti juhuslikult. 

11 



ALGEBRA POHIMOISTEID IV 

Jevgeni Gabovits 

11. Kahe operatsiooniga aJgebralised süsteemid 

Kõikides seni vaadeldud algebralistes süsteemides (grupoi­
did, poolrühmad ja rühmad) on korraga defineeritud vaid üks­
ainus algebraline operatsioon. Tõsi küll, tihti me nägime, et 
mingi grupoidi, poolrühma või rühma elementide hulgas võib 
defineerida veel ühe või isegi mitu uut algebralist operatsiooni. 
Näiteks täisarvude vallas võib peale tavalise liitmise ja konu­
tamise defineerida veel järgmise algebralise operatsiooni a * b = 

= a2 + 4b (I * I = 5, 2 * 1 ·= 8, 1 * 2 = 9, 2 * 2 '= 12, ... ) . 
Positiivsete reaalarvude vallas on algebraliseks operatsiooniks 

a o b = (logab) 2 (näiteks 4 o 2 == -~ , 2 o 8 = 9, jne.) Täisarvu­

liste elementidega n X m-m aa triksite jaoks võib defineerida järg­
mise algebralise operatsiooni :-!t: maatriksite A =[au] ja B = 
= [bij] #-korrutiseks nimetame maatriksit 

Näiteks: 

r
l 2 
3 4 
0 2 
2 3 

A # B t:::= b21 a'!'2 b23 a21 .. . r
ai I b12 a13 bH ... ·~ 

a31 b32 a33 b3.1 . . . · 

- ~ g·l # r~ g f !J = [ö ~ oll oöJ. 
12 2 12 0 01 
1 2 0 -5 1 1 0 3 1 2 

(See operatsioon on assotsiatiivne - miks?) 
Varem ·me uurisime selliseid operatsioone üksteisest eral­

di ning meid ei huvitanud, millised on hulga elementide oma­
dused üheaegselt mitme operatsiooni suhtes. Juhul kui need ope­
ratsioonid on mingil viisil omavahel seotud, muutub aga vaja­
likuks nende koosuurimine. 

Toome siin mõningad sagedamini esinevad tingimused, mis 
seovad omavahel kahte operatsiooni - Iiitmist ja korrutamist. 
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Tavaliselt esitatakse need mingi samasuse kujul, nagu näiteks 
järgmistes tingimustes: 

ab= -ba 
(a -+ b)c =ac-+- bc 

(ab) e+ (bc)a·+ (ca)b = 0 
a(ab ·+e)·= ab+ ac 
ab+c= (a+c)(b+c) 

an:= 0 
ala2 ... an= 0 

a·+ ab= a 
a(a+b)=a 

antikommutatiivsus; 
korrutamise distributiivsus 
liitmise suhtes; 
J acobi samas us; 
madulaar sus; 
liitmise distributiivsus 
korrutamise suhtes; 

} - nilpotensus; 

} - neelamisseadus ed. 

Kuigi me nilpotensuse tingimuste kirjutarnisel ei ole siin 
kasutanud liitmise märki, seovad need tingimused ometi korru­
tamise ja liitmise tehteid, sest neis esineb element 0, mis on 
määratud tema omapärase käitumisega liitmise suhtes. Analoo­
giliselt seob antikommutatiivsuse tingimus korrutamist liitmi­
sega, sest seda tingimust võib esitada ka kujul ab·+ ba I= 0. 

Kahe operatsiooni vahelise seose võib määrata ka nn. tinglike 
samasustega, näiteks järgmiselt: 

I kui x~y, siis xy = 0; 
II kui x~y, siis xy=x+y; 
I II kui a ~ 0, siis iga b korral leidub x, nii et ax '= b. 
Kahe algebralise operatsiooniga algebralistest süsteen1idest 

\'aatleme siin lähemalt nelja kõige olulisemat: ringi, korpust, 
Lie' ringi 1 ja struktuuri. Igaüks neist on hulk, mis on konu­
tamise suhtes grupoid ning liitmise suhtes kommutatiivne pool­
rühm, kusjuures korrutamine on liitmise suhtes distributiivne. 

Ringi puhul osutub poolrühm liitmise suhtes rühmaks. Kui 
ringi elemendid, mis erinevad selle rühma nullist, moodusta­
vad rühma ka konutamise suhtes, siis on tegemist karpusega või 
kaldkorpusega, olenevalt sellest, kas konutamine on kommuta­
liivne või ei tarvitse seda olla. Kui aga selle asemel ringi ele­
mendid rahuldavad J acobi samasust ja samasust a2 = 0, siis 
nimetatakse ringi Lie' ringiks. 

Struktuuride korral on liitmine ja konutamine n.-ö. võrdõi­
guslikud, mis väljendub neid siduvate tingimuste sümmeetrias: 
siin on mitte ainult liitmine, vaid ka konutamine kommutatiivne 
ja assotsiatiivne ning kehtib samuti liitmise distributiivsus kor­
rutamise suhtes. Peale selle kehtivad struktuurides ka mõlemad 
neelamisseadused. 

1 Sophus Lie (1842-1899), tunfud norra matemaatik, kelle tööd on 
11valdanud väga suurt mõju rühmateooria ja kogu kaasaegse algebra arengule. 
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ülesandeid: 

33. Millised selles punktis vaadeldud samasustest ja tinglikest samasus­
test kehtivad täisarvude hulgas, kui vaadelda liitmisena tavalist täisarvude 
Jiitmist, konutamisena aga operatsiooni: 

a) a r b = a + b +ab; 
b) a ~r b =ab- ba; 
e) a * b = a +.b; 

d) a * b=b-a; 
e) a -t: b = a; 
f) a * b '= b2. 

34. Selgitada sama täisarvuUste elementidega maatriksite tavalise liit-
mise ja korrutamise suhtes, kui neil maatriksitel on järgmine kuju: 

[g g ~~ ~:] 
0 0 0 0 
0 0 0 0 -

35. Antud hulga A kõigi alamhulkade hulgas vaatleme liitmisena alam­
hulkade ühendi leidmist ning korrutamisena ühisosa võtmist 2. Millised ülal­
mainitud samasustest kehtivad sel juhul? 

36. Näidata, et (mX n) -maatriksite :~: -korrutamine rahuldab tingimusi 
A :-p=A = A, B ttA ::rt B = B, A t1: B±j: e= A it e 

ning on seotud maatriksite liitmisega järgmiste distributiivsust ja modulaar­
sust üldistavate tingimustega: 

(A + B) ~: 2e = (A :i-t e) + (B ::!=):e), 
(A =+tB) +e= (A +e) jt(B +e), 
[2A :j± (A ±j: B) + e]= (A :IT B) + (A tr e). 

37. Milliste ülalmainitud operatsioonide suhtes tekivad ringid, korpused, 
struktuurid või Lie' ringid? 

12. Ringid 

Eespool juba mainisime ringi mõistet. üksikasjalik definit­
sioon on järgmine. Ringiks nimetatakse hulka, milles on defi­
neeritud kaks distributiivsuse seadusega 

(a + b) e= ac+ bc 
seotud tehet - liitmine ja korrutamine, kusjuures liitmise suh­
tes moodustab see hulk kommutatiivse rühma (nimetatakse an­
tud ringi adiliivseks rühmaks), korrutamise suhtes aga grupaidi 
(nimetatakse ringi multiplikatiivseks grupoidiks). 

Kui ringi multiplikatiivne grupoid osutub assotsiatiivseks 
või kommutatiivseks, siis nimetatakse ka ringi ennast vastavalt 
assotsiatiivseks või kommutatiivseks. Kui multiplikatiivsel gru­
poidil on ühikelement, siis seda nimetatakse ringi ühikelemen­
diks, ringi enda kohta aga öeldakse, et ta on ühikuga ring. 

Toome nüüd ringide näiteid. Kõik täisarvud moodustav·ad 
ühikuga kommutatiivse ja assotsiatiivse ringi tavalise liitmise 
ning konutamise suhtes. Samasuguse ringi moodustavad ka kõik 
ratsionaal-, reaal- ja kompleksarvud, samuti Gaussi täis- ja rat­
sionaalarvud. 

2 Vt. Gabovits, Jevgeni, Opereeri~1ine hulkadega. - Matemaatika ja kaas­
aeg, III, lk. 3-14. 
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Ringi alamhulka, mis on ise ring selle ringi operatsioonide 
suhtes, nimetatakse ringi alamringiks. Näiteks paarisarvude ring 
on alamringiks kõikide täisarvude ringis, ise aga sisaldab alam­
ringi, mis koosneb kõikidest n el j aga j aguvatest arvudest. Kom­
pleksarvude ring sisaldab reaal-, ratsionaal- ja täisarvude alam--­
ringe. 

Võrduste j adast 

([aij] + {bii]) · [eii] = [aii + bii] ·[ei_;]= 
n n n n 

= L~ ( aik + bik) eki] =-12] aikeki + ~ bikekj] = [.2 aikeki] + 
k= I k= I k= I k= I 

n + [~ bikeki] = [aij] · [eij] + [bij] ·.feij} 
k=l 

nähtub, et maatriksite konutamine on maatriksite liitmisega seo~ 
tud distributiivsuse seadusega. Seetõttu moodustavad ringi kõik 
täisarvuliste elementidega maatriksid, kõik ratsionaalsete ele­
mentidega maatriksid jne. Kõik need ringid on assotsiatiivsed. 
kuid mittekommutatiivsed ühikuga ringid. 

Iga kommutatiivne rühm muutub ringiks, kui temas definee­
rida nn. nullkorrutamine: iga kahe elemendi korrutis on null. 
See ring on kommutatiivne ja assotsiatiivne, kuid tal puudub 
iihikelement. 

Antud hulga kõik alamhulgad ei moodusta ringi ühendi ja 
ühisosa võtmise operatsioonide suhtes, sest kuigi need operat­
sioonid on omavahel seotud distributiivsuse seadusega (isegi 
kahe_ distributiivsuse seadusega: : (A n B) U C = (A U C) n 
n (B u C) ja (A u B) n e= (A n C) u (B n C)) ning kuigi kõik 
alamhulgad moodustavad mõlema operatsiooni suhtes ühikuga 
kommutatiivse poolrühma. ei osutu kumbki neist poolrühmadest 
riihmaks (vt. p. 3). 

Ringidest, mille elementideks on arvud, nimetaksime peale 
- 3_ 

tiiisarvude ringi veel näiteks hulki {a + b V 5}. {a -+- b V 3 + 
3 

I· e ,;9) j n e., kus a., b ja e on täisarvud. 

Muutuja x täisarvuliste kordajatega polünoomide aoxn + 
f a1xn-I + ... + an-tX +an jaoks võib konutamise ja liitmise 

defineerida tavalisel viisil. Näiteks 

(!lx3 + 7x2- 1) +. (-x 4 ·+ x3 - 2x) = -x4 + 6x3 + 7x2 - 2x- 1; 
( xz - 1) ( 3xs + 2x3 + 1) = 3x7 - x5 - 2x3 + x2 - 1. 

< >sutub, et ka polünoomid moodustavad kommutatiivse ja assota-
1 i ivse ühikuga ringi. 

Funktsionaalanalüüsi seisukohalt on väga tähtsad funktsioo-
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nide ringid. Liitmisena vaadeldakse niisugustes ringides · alati 
tavalist funktsioonide liitmist 

(f + g) (x) = f(x) + g(x). 
Konutamise operatsiooni võib aga defineerida mitmel erineval 
viisil. Kõige tavalisem definitsioon näeb välja järgmiselt: 

(f·g)(x) =f(x) ·g(x). 
Tihti aga vaadeldakse korrutamisena nn. funktsioonide super­
positsiooni 

(f 0 g) (x) = g[f (x) ]. 
Peale selle pakub huvi ka järgmine funktsioonide «korrutamine» 2 

X 

(f * g) (x) =J f(x- t)g(t)dt. 
l) 

Igaüks neist konutamistest on distributiivne funktsioonide liit­
mise suhtes, mistõttu iga liitmise ja konutamise suhtes kinnine 
funktsioonide hulk moodustab ringi. Näiteks korrutamiste · ja ·o 
puhul on selliseks kõigi lõigul [a, b] defineeritud funktsioonide 
hulk, konutamise * puhul näiteks samal lõigul pidevate funkt­
sioonide hulk. 

Täisarvude ringis leidub vaid kaks elementi, mis võrduvad 
oma ruuduga - need on arvud 1 ja 0. Maatriksite ringides lei­
dub neid juba rohkem. Näiteks maatriksite 

[Ö ~ ~1· [~ ~ ~1, [~ 2 Ö]ja[g ~ 2] o o o_ o o o o o 1 o o 1 
Tuudud võrduvad nende endiga. Selliseid ringi elemente e, mille 
jaoks e2 ·=e, nimetatakse ringi idempotentideks. Idempoten~etel 
elementidel on tähtis koht ringiteoorias. 

Polünoomide ringis pole muid idempotente peale arvude 0 
ja 1. Samasugune on olukord funktsioonide ringis tavalise kor­
rutamise mõttes. Kuid funktsioonide ringis, kus konutamise osas 
esineb superpositsioon, osutub idempotendiks iga konstantne 
funktsioon f ( x):= e, samuti ka funktsioon f (x) =· x (kontrollida!). 

Täisarvude ringis on kahe elemendi korrutis null siis ja 
ainult siis, kui vähemalt üks teguritest on null. Samasugune on 
olukord ka polünoomide ringis. Kuid maatriksite ringides leidub 
nullist erinevaid elemente, mis korrutamisel annavad nullmaat­
riksi. Näiteks 

[2 ~ ~1- r~ ö ~J = [2 2 gJ . 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Ka funktsioonide ringides leidub nullitegureid. Näiteks tava­
lise funktsioonide konutamise puhul on funktsioonide 

2 Vt. Ka ng r o, G. 1\aasaegse algebra küsimustest. ~ Loodus ja mate­
maatika, 3, Tartu, 1963, lk. 88. 
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[I(x) =J x-1 .. ku~ x > 1 
) Ü, kUI X< 1 f J 0 kui x > -1 

ja 2 (x)=\x+l:kuix:<-1 

korrutis nullfunktsioon, kuigi need funktsioonid ise erinevad null­
!tmktsioonist (funktsioonide f1 ja f2 graafikud on toodud jooni­
~t'l) . 

!J 

Nullisr erinevaid ringi elemente, mille korrutis on null, nime­
latakse nulliteguriteks. Ringe, milles ei leidu selliseid elemente, 
nimetatakse nulliteguriteta ringideks. 

Nulliteguriteta ringi moodustavad kõik poolsirgel 0 < x <oo 
defineeritud pideva d reaalmuutuj a funktsioonid eespool definee­
ritud korrutamise * suhtes. Nimelt väidab funktsionaalanalüüsis 
t11ntud Titchmarshi teoreem, et kui funktsioonid f(x) ja g(x) ei 
võrdu sarnaselt nulliga, siis ka funktsioon 

X 

J f(x- t)g(t)dt 
0 

l'i võrdu sarnaselt nulliga. 
Eriti tähtsad on kommutatiivsed ja assotsiatiivsed nullitegu­

riteta ühikelemendiga ringid, mis kannavad integriteetkondade 
nime. Integriteetkondades, näiteks täisarvude ja polünoomide 
ringides, saab edukalt arendada jaguvuse teooriat. 

Näite kommutatiivsest ja assotsiatiivsest ühikuga ringist, mil­
Il·! leiduvad idempotendid ja nullitegurid, võib saada, kui defi­
lll'crida arvudest 0, 1, 2, 3, 4 ja 5 koosneval hulgal liitmine ja 
lwrrutamine järgmiselt: 

EB f __ o_1 --~---~-~-
0 0 1 2 3 4 5 
112 3 4 50 
2 2 3 4 5 0 I 
3 3 4 5 0 1 2 
4 4 5 0 1 2 3 
5 5 0 1 2 3 4 

Q_l?__! __ 2 __ 2_~_ 
0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 5 
2 0 2 4 0 2 4 
3 0 3 030 3 
4 0 4 . 2 0 4 2 
5 0 5 4 3 2 1 

~ imelt on siin tekkivas ringis kaks idempotenti, mis erinevad 
1il1ik- ja nullelemendist (nendeks on elemendid 3 ja 4) ning kaks 
p:1ari nullitegureid (2 ja 3 ning 3 ja 4). 
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Praegu vaadeldud ring on erijuht laiemast ringide klassist -
jäägiklassiringide klassist. Jäägiklassiring mooduli n järgi koos­
neb nimelt n elemendist - arvudest 0, 1, 2, ... , n- 1, millede 
liitmine EB ja konutamine 0 erineb tavalisest arvude liitmi­
sest ja konutamisest selle poolest, et tavaline summa ning kor-
rutis jagatakse arvuga n ning operatsioonide EB ja e; tulemuseks 
loetakse tekkinud jääk. Niisiis: 

k EB l = { k + l, kui k + l < n, 
k ·.+ l -- n, kui k + l > n, 

{ 

k · l kui kl < n, 
k ,. l k · t'- n, kui n < kl < 2n, 

U = k . l- 2n, kui 2n < kl< 3n, 
. . . . 

Võib näidata, et juhul kui n:= p on alga rv, ei ole jäägiklassirin­
gil mooduli p järgi nullitegureid. Kui aga n on esitatav kahe 
arvu k ja l korrutisena, siis on alati k · l = 0 ja seega moodus­
tavad k ja l nullitegurite paari. 

Huvitava ringi näite võib konstrueerida «arvudest», mis on 
esitatud vasakule lõpmatuseni ulatuva täisarvude jadade abil. 
Sellisteks «arvudeks» on näiteks ... 0000127, ... 55554321, 
... 12312312345678910, ... 2951413 jne. Nimetame neid siin liht­
salt lõpmatuteks arvudeks. 

Kahte lõpmatut arvu loeme võrdseteks, kui neil on omavahel 
võrdsed paremalt poolt lugedes võrdsel kaugusel asuvad numb­
rid. Kahe lõpmatu arvu summa, vahe või konutise n viimase 
numbri leidmiseks tuleb võtta mõlemal arvul n viimast numbrit 
ja nende poolt moodustatud täisarvud omavahel vastavalt liita. 
lahutada või korrutada. Tulemuse n viimast numbrit annavadki 
otsitava lõpmatu arvu n viimast numbrit. · 
Näiteks 

18 

+ ... 7654321 
... 1197531 

... 8851852 

X ... 579323 
... 131231 

------~~579-323 

... 737969 
... 158646 

... 579323 
... 737969 

... 579323 

......... 136613 

... 212121 

... 323232 

... 888889 

X ... 9376 
' .... 9376 

---

... 6256 
... 5632 

... 8128 
... 4384 

...... 9376 



Ilmselt moodustavad lõpmatud arvud kommutatiivse rühma 
liitmise suhtes ja assotsiatiivse ning kommutatiivse ühikuga 
poolrühma konutamise suhtes (ühik- ja nullelementideks on vas­
Ltvalt arvud ... 0001 ja ... 0000). See, et liitmine ja korrutamine 
t>ll assotsiatiivsed ja rahuldavad distributiivsuse seadust, järel­
dttb asjaolust, et kõiki arvutusi lõpmatute arvudega võib kui­
Lthes täpselt lähendada vastavate arvutustega lõplike arvudega, 
111ille jaoks need omadused kehtivad. 

Lõpmatute arvude ring sisaldab tavaliste täisarvude ringi, 
sest iga täisarvu (näiteks arve 273 ja I0073) võib esitada lõp­
rnatu arvuna, kirjutades arvu ette lõpmatu! hulgal nulle (meie 
11iiite puhul on nendeks lõpmatuteks arvudeks ... 0000273 ja 

• 0 00001 0073). 
Peale ühik- ja nullelemendi leidub antud ringis veel kaks 

idcmpotenti. Kolmandaks idempotendiks on lõpmatu arv d, mis 
lltJ ümbritsetud raamiga järgmises tabelis, kus iga järgmine arv 
cltt eelmise ruut. 

151 
j2f5 

j6f25 
39f01625 

1 52 58 7 81-910 6 2 5 

Neljandaks idempotendiks lõpmatute arvude ringis on arv 
,. : I - d·= ... 09376. Tõepoolest, e2 ·= (I - d) 2 ·= 1 - 2d + d2 ·=· 

I - 2d + d = I - d = e. 
Vaadeldavas ringis leidub ka nullitegureid. Need on idempo­

lc-itdid e ja d. Tõepoolest, e· d= (I- d)d·= d- d2 =d- d= 
0. 
Lihtne on märgata, et nii võib arutleda suvalise ringi puhul: 

l11 i ringis leidub idempotent d, siis on ka I - d idempotent ning 
,J ( I -- d) J= 0. 

ülesandeid: 

:18. Millised funktsioonide karmtamise operatsioonid on kommutatiivsed 
11 tnillised assotsiatiivsed? 

:~9. Millised idempotendid ja nullitegurid esinevad jäägiklassiringis moo­
l1di :10 järgi? 

~10. Leida lõpmatu arvu ... 01010101012 viisteist viimast numbrit. 
tll. Näidata, et jäägiklassiringis mooduli 7 järgi pole nulltegureid. 

13. Mitteassotsiatiivsed ringid 

1\õik senivaadeldud ringid olid assotsiatiivsed. Leidub ka 
J r1 i lll'assotsiatiivseid ringe; üks selliseid on kolmedimensionaal­
··lc· vektorite hulk liitmise ning vektorkorrutamise operatsiooni 
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suhtes. Tuletame meelde, et vektorite a ja b vektorkorrutis a X b 
on vektor pikkusega ab sin y (kus a ja b on vektorite a ja b 
pikkused, y aga nurk vektorite a ja b vahel), mis asetseb ruumis 
risti vektoreid a ja b lähiva tasandiga, kusjuures selliselt, et vek­
torid a, b ja a X b moodustavad nn. parema käe kolmiku. Koi­
lineaarsete vektorite korral a X b ==--== 0. 

Selleks et veenduda vektorkorrutamise mitteassotsiatiivsuses, 
valime nullist erinevad v Pktorid a, b ja e nii, et a ja b oleksid 
kollineaarsed, e aga nendega risti. Siis a X b '= 0 ja ka (a X 
X b) X e= 0. Samal ajal b X e on risti vektoriga b ja ühtlasi 
ka vektoriga a ning erineb nulli st; seega a X (b X e) on nullist 
erinev, sest mittekoilineaarsete vektorite vektorkorrutis on null 
vaid siis, kui üks teguritest on null. 

On võimalik näidata, et vektorite ringis, milles korrutami­
seks on vektorkorrutamine, kehtib Jacobi sarnasus: 

(aXb) X e+ (bXc) Xa+,(eXa) Xb=O. 

Et iga vektor a on iseendaga kollineaarne, siis a X a = 0. Ringi, 
milles on täidetud Jacobi samasus ja samasus a2 = 0 nimeta­
takse Li e' ringiks. Järelikult kolmemõõtmelise ruumi vektorid 
moodustavad Lie' ringi vektorite liitmise ja vektorkorrutamise 
operatsioonide suhtes. 

Li e' ringide ja assotsia tiivsete ringide vahel on tihe side. 
Nimelt võib igast assotsiatiivsest ringist R tuletada Lie' ringi 
L, kui asendada ringis korrutamise tehe operatsiooniga 

a o b =ab- ba. 
Viimast nimetatakse kommuteerimise operatsiooniks. 

Tõepoolest, kommuteerimise operatsioon on liitmise suhtes 
distributiivne: 

a o ( b +' e) = a ( b + e) -- ( b -t- e) a = ab -1- ac - ba - ca = 
= (ab - ba) -f- (ac - ca) = a o b + a o e, 

( a ·+ b) o e = ( a + b) e - e ( a -+- b) = ac + b e - ca - e b '= 

= (ac- ca) + (bc - cb) = a o e + b o e, 
seega on meil tegemist ringiga L. 

Ilmselt võrdub ringi L iga elemendi ruut nulliga: 

a o a = aa - aa'= 0. 
Jääb vaid veenduda J acobi samasuse kehtivuses. Ka see on 

kontrollitav vahetu arvutamisega: 
( a o b) o e ,+ ( b o e) o a :+ (e o a) o b := (ab - ba) o e + 

+(bc- cb) oa+ (ca- ac) o b =(ab- ba) e- c(ab- ba)+ + (bc-cb)a-a(bc-cb) + (ca-ac)b -b(ca-ac)=O. 
Seega on L tõesti Lie' ring. 

Kuigi igast assotsiatiivsest ringist on lihtne saada Lie' ringi, 
on vastupidine ülesanne - leida antud Lie' ringi L jaoks assot-
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~iaiiivne ring, millest L on saadav ülalkirjeldatud teel - väga 
keerukas ning ei tarvitse isegi olla alati lahenduv. 

Huvitav on märkida, et Lie' ringid on (väheste eranditega) 
Inittekommutatiivsed, sest igas sellises ringis on täidetud anti­
kommutatiivsuse seadus. Tõepoolest, Lie' ringi iga elemendi ruut 
<lll võrdne nulliga, olgu see element a, b või a + b: 

a2 = b2 = (a + b) 2 = 0. 
Kuna me ei tea, kas ringis on täidetud kommutatiivsuse sea­

dus, siis ei või me (a ·--+- b)2 arvutamisel kasutada valemit 

( a ·+ b) 2 = a2 + 2ab + b2
, 

liiiilega oleme harjunud, vaid peame korrutama (a + b) liik­
rneti (a -1- b) -ga, muutmata seejuures tegurite järjekorda. Saame 

( a + b )2 = ( a + b) ( a + b) = a2 + ab + ba + b2 =~ 0. 
Seose a2 = b2 =-~ 0 tõttu järeldub siit ab +ba= 0 ehk ab= 

:-ba. 
Kui assotsiatiivne ring on kommutatiivne, siis temast ülal­

kirjeldatud viisil saadav Lie' ring on nullkonutamisega ring: 
ab;= ba korral a o b = ab - ba= 0. üldiselt võib öelda, et ele­
mendid, mis kommuteeruvad assotsiatiivses ringis, osutuvad vas­
tavas Lie' ringis nulliteguriteks. 

Kommutatiivset ringi, milles on rahuldatud järgmine assotsia­
liivsuse seadust üldistav sarnasus: 

[ ( a · a) · b] · a = ( a. a) . ( b . a), 
11imetatakse Jordani ringiks. Ka kõik assotsiatiivsed ringid on 
i'thtlasi Jordani ringid. 

Ka Jordani ringe võib saada assotsiatiivsetest ringidest, kui 
tuua neis sisse uus konutamine - nüüd juba valemi 

a * b =ab+- ba 
järgi. See tehe on ilmselt kommutatiivne: 

a * b ·= ab + ba = ba + ab = b * a 
ning on liitmise suhtes distributiivne. Selles võib veenduda sa­
muti,. nagu me seda tegime Lie' ringide pu~ul, s. t. otsese arvu­
tamisega. Kehtib ka samasus 

{(a*a) *b]~1<a= (a*a) * (b*a). 
Tõepoolest: a * a = a · a + a. a = 2a2 ja [(a * a) * b] * a = 
-= (2a2 * b) * a = (2a2. b + b. 2a2) * a = (2a2 . b + b. 2a2

) • a + 
+ a . (2a2 . b + b . 2a2) = 2a2ba -!- 2ba3 + 2a3b + 2aba2 = 

= 2a2(ba +ab)+ 2(ba + ab)a2 = 2a2 *(ba+ ab)·= 
=(a*a)*(b*a). 

Tavalise konutamise asendamine *-korrutamisega võib anda 
lltitteassotsiatiivse Jordani ringi vaid siis, kui lähtering ei ole 
kommutatiivne. Assotsiatiivse ja kommutatiivse ringi korral te­
kib jälle assotsiatiivne ring: 
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( u : h ) · ' ( u h : /Ju ) · ' · ( ah I - ba ) e -j- e (ab + ba) = 

: ahc i buc I cub -I- eba= = a(bc -1- cb) +(bc+ cb) · a=· 

=a(b*c)+(b*c)a= a>f< (b*c). 

Veel ühe üldiselt mitteassotsiatiivsete, kuid assotsiatiivsetelel 
ringidele küllalt lähedaste ringide klassi moodustavad nn. alter-I 
natiivsed ringid, mille iga kahe elemendi a ja b korral 

(aa)b = a(ab) ja (ba)a = b(aa), 

s. t. assotsieeruvad selliste elementide järjestatud kolmikud, mil­
les on kaks kõrvuti seisvat võrdset elementi. Kui sümboliga 
[abc] tähistada elementide a, b ja e nn. assotsiaatorit (ab) e­
- a (bc), siis võib alternatiivsuse tingimuse esitada kujul [aab] =· 
= fbaa'J.= 0, samal ajal kui tavaline assotsiatiivsus on esitatav 
kujul [abc]= 0. 

Huvitav on märkida, et alternatiivseteks osutuvad need ja 
ainult need ringid, milles iga kahe elemendi korral neid elemenie 
sisaldav vähim alamring on assotsiatiivne. Võrdluseks märgLne, 
et assotsiatiivsetes ringides on iga alamring assotsiatiivne. Peale 
selle vaadeldakse veel nn. assotsiatiivsete astmelega ringe, s. o. 
selliseid ringe, mis ei tarvitse olla alternatiivsed, kuid ;1,illes 
iga elemendi korral vähim seda elementi sisaldav alamring on 
assotsiatiivne. 

Vaatleme nüüd näitena ringi, mille moodustavad järgmised 
maatriksid üle jäägiklassiringi mooduli 3 järgi tavalise maatrik­
site liitmise ja korrutamise suhtes (s. t. maatriksi elemendid on 
selle jäägiklassiringi elemendid), kusjuures maatriksite su•nrna 
ja korrutise elementide arvutamisel arvestatakse selle j äägikl as s i 
iseärasusi: 

[0 0] [0 i] [0 2] [1 0] [1 _0 =:-: o o ' a = 0. 0 ' b := o o ' e = o 0 · d = 0 

e= [Ö ~]· f= [~ ~lg= [6 6]. h= [~ 6]· 
Meenutame, et jäägiklassiringis mooduli 3 järgi 3 = 0, 4 ·= 1 = 
= -2 ja 2 ~= -1. Seetõttu -a = b, -e= f, -d'= h ja -e= g, 
nii et vaadeldava ringi korrutamistabel näeb välja nii, nagu mär­
gitud tabelis 1. 

Moodustarne sellele ringile vastavad Lie' ja Jordani ringid. 
Nende korrutamistabelid on esitatud vastavalt tabelitel 2 ja 3. 

Viimasest kahest korrutamistabelist on selgesti näha esimese 
ringi antikommutatiivsus ning teise ringi kommutatiivsus. Et 

22 



mõlemad ringid on mitteassotsiätiivsed, seda näitavad järgmised 
arvutused: 
(e o h) o a = a o a = 0 , e o (h o a) = e o b = b, 
(c*d) *g=g*g =·g. e* (d*b) =c*c=f. 

Tabel J 
----

-, o-~-~ e 1 d 1 e 1 t~hl 
ojojojojojojo jojolo 

1
ajojojojo jojojojojo 
blo jojojojo jojojojo'l 
ejojajbjejdjej!Jgjh 
d/0/a/bje jdje I tlgJhl 
ejojaj b/e jdjej /jgjhj 

_!_~l-~__l-~j_~-~~ g I e I e I d I' 

gjojb/alf/h/g/e!e!d. 

~~~i~_/ ~l!_L~~-~-e ~ 
Tabel 2 Tabel 3 

o/0/a/b/e /die I !lgjh 

i) 1 o 1 o ,- o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 
ajojojojbj b/ b /a/a/a 

1 

ujojojoja/a/a/b/bjb 

1 e 1 o 1 a -, b 1 o 1 a 1 b 1 o 1 a 1 b 

I ä/ 0 ja jb jb j 0/ aja jb j 0 

,--e 1 o 1 a 1 b 1 a 1 b 1 o 1 b 1 o 1 a 1 

fjüjbja/Ojbjajojbja 1 

gjojb/alblajojaJoJb 

h/0/b\ ajajoj blb Ja/0 

*/0/ajb/e J d/e/ f/gjhil 
ojojojojojojojojojo

1 

ajojoJo/a/a/aJb/blb/ 

b jojojojb Jb jb la/aJa I 
e loJa/b/fjgj hje j dj e 

d 1 o 1 a 1 b 1 g 1 h 1 e 1 e 1 e 1 d 1 

e j 0 I a I b I h I e j g j d / e j e I 

! t I oI b I aI e I e I d It I h lg 

g/ o 1 b 1 a 1 d 1 e 1 e 1 h 1 g 1 e 

h/Oib/a/e/d/e lg/ e jh 

Kumbki nendest ringidest pole isegi alternatiivne. Tõepoo­
lest, elementide a ja e korduva! liitmisel saame kõik ringi ele­
mendid: 

0 =a-a, b = a + a, d'= a + e, e •= e+ 2a, f = 2e, 
g=2e+a, h=2a+2e. 

Järelikult langeb vähim alamring, mis neid sisaldab, kokku terve 
ringiga ning on seega mitteassotsiatiivne. Alternatiivse ringi 
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korral peab aga iga kaht elementi sisaldav vähim alamring ole­
ma assotsiatiivne. 

ülesandeid. 

42. Näidata, et kolme teineteisega ristuva ühikvektori korral kehtib Jacobi 
sarnasus. 

43. Kui lugeda, et 1 + 1 = 0 ja -1 = 1, siis maatriksid 

a = [~ Ö], b = [Ö 8], e= [Ö Ö] ja 0 = (g 8J 
moodustvad assotsiatiivse ringi. Leida se1Iele ringile vastavad Lie' ja Jordani 
ringid. Kas nad on assotsiatiivsed? 

44. Tuua näiteid kommutatiivsetest Lie' ringidest 

VEEL SAM LOYDI üLESANDEID 

Millised on kaelkirjaku võiduvõimalused? 

Selleks et näidata, kui vähe paljud võiduajamistesse narruseni armunud 
inimesed tõeliselt mõtlevad võiduvõimaluste üle, esitame järgmise lihtsa files­

ande. 

Kui jõehobu võidulootused on üks kahe vastu, ninasarvikui aga kaks 
kolme vastu, millised on siis kaelkirjaku sansid? 

Ka teine ülesanne on seotud sama pildiga. Kui kaelkirjak suudab nina­
sarvikut kahe miili jooksus võita kaheksandikmiiliga, ninasarvik edestab jõe­
hobu samal rajal veerandmiiliga, millise edumaaga võidab siis kaelkirjak 
kahe miili jooksus jõehobu? 
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GENEREERIVAD FUNKTSIOONID JA SUMMADE 
ARVUTAMINE 

ü. Kaasik 

Matemaatiliste probleemide lahendamine on üsna sageli seo-· 
111d mitmesuguste (lõplike või lõpmatute) summade arvutami­
'\('ga. Tõsi küll, vahetult keskkooli matemaatikakursuses kerkivad 
probleemid eriti keerulisi summasid tavaliselt ei sisalda. Nen­
•~<'ga puutuvad aga kokku juba matemaatika vastu veidi enam 
lt11vi tundvad õpilased - tarvitseb vaid meenutada matemaatika­
rrngide jaoks väljaantud raamatuid või olümpiaadidel esitatud 
rllesandeid. Seetõttu tuleb keskkooli matemaatikaõpetajal vähe­
lll<llt klassivälises töös tegelda ka summade arvutamise meeto­
dite tutvustamisega. 

Teatavasti pole summade täpsete väärtuste leidmine kaugeltki 
rnitie alati lihtne ülesanne. Kahtlemata on paljudel lugejaist tul­
rrrrd kohtuda niisuguste «ebameeldivate» summadega, mille täpse 
'iiürtuse arvutamine on osutunud üle jõu käivaks. Selle summa 
':iiirtuse leidmisel mõnest tabelist on aga lahtiseks jäänud küsi­
rrtlrs. kuidas see on saadud. 

Niisuguseid raskusi põhjustab eeskätt just asjaolu, et sum­
lli:tde arvutamiseks kasutatavad meetodid ei ole kahjuks univer­
._;,;ilsed. Kõik nad seisnevad ju teatavate sarnasusteisenduste 
.,.,oritamises antud summaga seni, kuni saadakse avaldis, milles 
··~inevate summade täpsed väärtused on Jahendajale tuntud (või 
r11ida õnnestub leida käepärast olevates tabelites). Sobivate 
l•·isendusvõtete väljavalimine nõuab Jahendajalt sealjuures mär­
..::llavat leidlikkust ja mis peaasi - küllalt suurt võtete taga­
\ :1r<1. Kahjuks aga ei õpeta ta niisuguseid võtteid peaaegu kus­
k 11. või kui õpetatakse, siis vaid lihtsamaid 1. Ainus üldisemalt tun­
llld universaalne võte lõplike summade arvutamiseks on mate­
'" :1 a tilise induktsiooni meetod, kuid selle rakendamine vähegi 
~····rulisemate summade korral on enamasti seotud väga suurte 

.\1õningaid kõige lihtsamaid võtteid, mida summade arvutamisel laial-
1.•····11 kasutatakse, on lühidalt tutvustatud näiteks artiklis: Ka as i k, U., 
\11111bolid .2 ja n ning nende omadusi. - Matemaatika metoodiliste artiklite 
""l~llrnik, II. Tln., 1964" lk. 21-40. 
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raskustega - otsitava summa avaldise kuju oletamine paari 
kolme eriväärtuse järgi käib ka kõige «läbinägelikumale» mate 
maatikule sageli üle jõu. 

Käesoleva artikli eesmärgiks on tutvustada üht suhtelise} 
vähe tuntud võtete kompleksi - nn. genereerivate funktsioonid~ 
kasutamist summade arvutamisel. Artikli piiratud mahtu arves 
tades saab siin muidugi puudutada vaid selle üsna universaals~ 
.aparatuuri kõige lihtsamaid rakendusvõimalusi. Täiesti käsit 
!emata jäävad sama aparatuuri rohkearvulised rakendused teis 
tes valdkondades 2 • 

Vaatlusele tulevad summade arvutamise võtted ei ole alat 
kirjeldatavad ainult elementaarmatemaatika vahenditega. Nen 
dest arusaamiseks on tarvis (vähemalt põgusalt) tunda tuletis~ 
ja integraali mõisteid, samuti (ratsionaalsete) funktsioonide aren 
damist astmeridadeks. Seetõttu ongi järgnevad read mõeldw 
eeskätt üliõpilastele ja kõrgema haridusega lugejatele. 

Jada {ai} g e n e re e r iv a k s f u n k t s i oo n i k s nimeta 
takse summat 

A (x) = _2 aixi, (1: 
i 

kus summeerimine toimub üle kõikide nende i väärtuste, mis an 
tud jadas indeksitena esinevad. Siinjuures tuleb muidugi arves 
tada, et jada elementide varustamine indeksitega on suhtelise! 
vaba. Nii näiteks võib jada esimese elemendi indeksiks valid< 
kas 0 või 1 või hoopis mõne muu naturaalarvu. Vastavalt selleb 
muutub muidugi ka jada genereeriv funktsioon. Seega on jad< 
genereeriv funktsioon üheselt määratud alles siis, kui jada ele 
mentidele on kinnistatud kindlad indeksid. Edaspidises käsitlu 
ses pole meil aga oluline, kas antud jada! on üks või mitu gene 
reerivat funktsiooni (kuigi me alati kasutame vaid ühte neist) 
Vastavalt sellele loeme jada {ai} genereerivateks funktsiooni 
d eks peale ( 1) tarbe korral ka näiteks j adade {ai-I} ja {ai+ I} ge 
nereerivaid funktsioone, s. t. summasid 

~a·ixi+ 1 ja _2aixi-I. 
i i 

üldsust kitsendamata võib lugeda, et genereeriva funktsioon 
definitsioonis esinev summeerimine toimub lõpmatuseni: kui j ad< 
on lõplik, siis tuleb teda vaid nullidega täiendada. Näiteks bi 
noamkordajate jada 

{(;)}=={(~), (~), (~) .... } 
vaadeldakse tavaliselt koosnevana vaid n+ 1 elemendist Ku 

2 Veidi lähemalt on sellistest rakendustest juttu näiteks raamatus 
P H o p .zr. a H, .U>K., Bae.zr.eHRe Il KOM6HHaTopHbiH aHaJIH3. M., 1963. 
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~~ga defineerida täiendavalt 3, et n < i korral ( ';) = 0, siis võib 

seda jada lugeda ka lõpmatuks. Seega võib sõltuvalt vajadusest 
hinoomkordajate jada genereerivat funktsiooni kirjutada kahel 
väliselt erineval kujul: 

n oo 

I ( 7) xi ja ~ ( 7) ;vi_ 
i=O i=O 

Genereeriva funktsiooni definitsioonis pole midagi öeldud 
seal esineva astmerea koondumise nõude kohta. Me nimelt jäta­
megi fikseerimata, mis tähendus on üldse sümbolit x (hiljem on 
meil vahel ainult tarvis, et ta saaks omandada väärtust I). Koos 
sellega langeb aga ära ka küsimus genereeriva funktsiooni mää­
ramispiirkonnast, s. t. vastava astmerea koondumisest 4 • 

Nii saadava formaaise aparatuuri (nimetatakse Ca u e h y 
a 1 g e b ra k s) üksikasjalikku teooriat me siin esitama ei hakka. 
Kõik operatsioonid genereerivate funktsioonidega toimuvad täp­
selt samuti nagu tavaliste koonduvate astmeridadega. Seega on 
näiteks j adade {bi} ja {ei} genereerivate funktsioonide 

B (x) = 2J bixi ja e (x) I= 2J cixi 
i 

korrutis A(x):=B(x)C(x) jada {ak} genereeriv funktsioon, 
kus 

k 

ak = 2J bick-i. 
i=O 

(2) 

Analoogiliselt saame jada {ai} genereeriva funktsiooni A (x) dife­
rentseerimisel jada { (i + 1) ai+ I} genereeriva funktsiooni, s. t. 

~- A (x) 1=' _!!_ ""'aixi := ""'iaixi-t. 
dx dx .::." ~ 

Genereerivate funktsioonide kasutamisel summade leidmiseks 
eeldame tavaliselt, et teatavate astmeridade summade avaldi­
sed on juba varem teada. Mida suurem on selliste teadaolevate 
summade hulk, seda lihtsamaks osutub muidugi ka kirjeldusele 
tulevate meetodite rakendamine. Käesoleva artikli lugejalt näi-

3 Sellist täiendavat definitsiooni on sobiv kasutada vaid n > 0 korral, 
sest mitmetes rakendustes üldistatakse binoomkordaja mõistet n< 0 puhul 
hoopis järgmiselt: 

(-.n)== (-n) (-n -1) .. )-n- i+ l) . 
l t. 

4 Seetõttu ei ole genereerivad funktsioonid üldse funktsioonid tavalises 
mõttes, vaid täiesti formaalselt defineeritud sümbolid, mille omadused täien­
davalt defineeritakse. 
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teks eeldatakse, et talle on tuttavad järgmised valemid s: 
n 

i=O 

i=O 
oo . 
~ x' ...:::;_,j,= e.x, 

i=O 
oo 

~ 
. I xt·--­·-1-x' 

i=O 

~(n+ i -1) ...:::;_, i xi = ( 1 -- X) -n. 

i=O 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Siin vasakul on lihtsalt paremates pooltes olevate funktsioonide 
arendused astmeritta punktis x 1= 0. 

Genereerivate funktsioonide aparatuuri saab summade väär­
tuste leidmisel kasutada üsna mitmel viisil. Tutvustame nendest 
viisidest vaid mõningaid kõige üldkasutatavamaid. 

Eriti lihtsalt saab genereerivaid funktsioone summade väär­
tuste leidmiseks kasutada sel teel, et summa 2 ai vahetu arvu­

i 

tamise asemel püütakse leida vastava genereeri va funktsiooni ( 1) 
väärtus kohal x '= 1 või piirväärtus limA (x). Toomegi selle 

x~l 

võtte illustreerimiseks kõigepealt mõned lihtsad näited. Olgu 
aga kohe märgitud, et nendes näidetes saaks summade väärtu­
sed (tegelikult täpselt samal viisil) leida ka ilma genereerivaid 
funktsioone kasutamata. Seetõttu tuleb esimest viit näidet vaa-· 
delda sissejuhatusena edasiste võimaluste tutvustamisele. 

Näide 1. Leida summa 
lZ 

~(;). 
i=O 

Vastava genereeriva funktsiooni avaldis on valemi (3) koha­
selt 

11 

i=O 

5 Viimase kahe võrduse puhul võime koondumise küsimuste kõrvalejät­
mise kohta tehtud märkust arvestades isegi unustada, et need ·kehtivad 
vaid lx/< 1 korral. 
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Seega saame vaadeldava summa väärtuseks 
n 

_2 ( 11~ ) = A ( 1 ) = 2n. 
i=O 

T~iiesti analoogiliselt leiame näiteks, et 
n 

i=O 

Näide 2. Leida summa 
n-m 

_2 ( -l ) i ( ; ) (n,; i) , 
i= i 

ktts 0:::;;: m<n. 
Vastava genereeriva funktsiooni 

n-m 

A(x) = ~ (-1)i(;) (n;i) xi 

i=-1 

:tvaldise leidmiseks tuleb siin ette võtta mõned teisendused. 
l~inoomkordajate definitsiooni arvestades saame 

n-m -·2 i n!(n-i)! . i.-A(x)- (-1) .,( )'. '( ')' x-t. n-t .m. n-m-t. 
i=l 

fl·-1/l 

~ i nl(n-m)! . i 
= ~ (- 1) m!(n-m)lil(n-m-i}! X= 

i= I 

n-m n-m 

= ~ (-1)i (;) (n~m) xi=(;)~ (n~m) (-x)i = 
i= I 

~ (;)[~(n-;- m) (-x)' _(n--;; m) (-x')o] ~ (;)[(! _ x)n-m _ 1]. 

i=O 

Seega 
11-11! 

2 ( -1) i ( ; ) (n;; i) = A ( 1 ) = - e:) . 
i=l 

Näide 3. Leida summa 

i=O 
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Lihtsate teisend ustega saame (valemit ( 5) arvestades): 
00 

(i+ 2) ai . 
00 

(i+ 1) + 1 . 
A (X) = _2 (i + I)! X' := _2 (i + 1)! ( a X) 1 = 

i=O i=O 
oo oo oo 

= ""')1 (ax)i I ~ (ax)~ = eax ~_I_ ~ (ax)i+l = 
......_, i! --r ~ (i + 1) ! 1 ax ~ (i + I) ! 
i=O i=O i=O 

oo 0 

= eax +_I_ ~ (a~)' = eax --L _I_ (eax- 1) 
ax ~ z! 1 ax 

i=l 

i=O 

Näide 4. Leida summa 

i=O 

Eelmiste näidetega analoogiliselt toimides (ja valemit (7) 
kasutades) saame 

~(n+ i) . A (X) = ~ i (-X) 1 
1= ( 1 + X) -n-l 

i=O 

ning seega 
oo 

.l; (- 1) i (n i i) '= A ( 1) = 2-n-1 = 2~+1. 
i=O 

Seda summat veidi põhjalikumalt vaadeldes on aga kerge 
märgata, et siin pole üldse tegemist koonduva arvreaga: rea üld­
liige ei lähene nullile 6 . Seega oleme me leidnud mitte rea summa 
(seda pole olemaski!) vaid teatavas mõttes üldistatud summa. 
Siinjuures on huvitav märkida, et täisarvuliste liikmetega rea 
üldistatud summaks võib osutuda murdarv. 

Loomulikult pole üldistatud summa saamine siin mitte juhus­
lik tulemus, vaid see iseloomustab üldse genereerivate funktsioo­
nide kasutamist. Kirjeldatud meetod nimelt polegi tegelikult 
midagi muud, kui arvrea üldistatud summa leidmine nn. Ab e I i 
s u m m e e r i m i s m e n et 1 u s e g a. Seega annab see meetod 
tulemuseks alati üldistatud summa, mis aga koonduva rea kor­
ral langeb ühte tavalise summaga. 

6 Arvridade koondumise ja summeerimise küsimustest on juttu näiteks. 
artiklis: Tiit, E., Arvridadest - Matemaatika ja kaasaeg, VII, lk. 58-68. 
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Mõnikord tuleb summa arvutamiseks vajaliku genereeri va 
I tiiiidsiooni leidmisel kasutada ka mitmesuguseid kunstiikke võt­
Il-i d. ühe niisuguse võttega võib tutvuda järgmise näite varaL 

Näide 5. Leida summa 
oo 

2 (2~)! . 
i=O 

Genereeriva funktsiooni 
oo 

xfli 

.4 (x) = }; (2i)! 

i=O 

t~\'aldise saamiseks võtame vaatlusele veel teise funktsiooni 

i=O 

"-.i is valemi ( 5) kohaselt 
oo . 

A (x) + B (x) = J;·:; = eX, 
i=O 

oo 

A (X) - B (X) = 2: ( i:) i = e-X. 

i=O 

N('id võrdusi liites (ja tulemust kahega jagades) leiame, et 

A (X) = ~ ( ex + e-x) 

11i11g järelikult 
oo 

_2 (~i)!= A,(l) = ~ (e++)= ch 1. 
i=O 

11 tlasi saame siit aga veel kõrvaltulemuse 
oo 
~ 1 - 1 ( 1) 

f ~ (2i + f)T '= B ( 1) = -y e - e = sh 1. 
i=O 

Summa väärtust andva genereeriva funktsiooni avaldise leid­
'" i seks tuleb peale niisuguste lihtsa te võte te kasutada tihti veel 
~:~·JJereerivate funktsioonide (kui astmeridade) diferentseerimist 
\ '•1 integreerimist. See toimub kõige sagedamini sel teel, et gene­
rt·t·J·iva funktsiooni ( 1) kompaktse esituse saamiseks vaadeldakse 
"'i 11 esineva astmerea algfunktsiooni (integraali) 

oo 

B ( ) _ ~ ai i+I + b x -kl i+ fx o, 
i=O 
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mis ilmselt iga bio korral rahuldab seost 
d 

dx B (X) I= A (X) . 

Kui (tarbe korral konstanti bo sobivalt valides) õnnestub leida 
B (x) esitus Iihtsama avaldisena, siis A (x) saamiseks tuleb seda 
B (x) avaldist lihtsalt diferentseerida. Illustreerime selle võtte 
kasutamist järgmise kahe näite abil. 

Näide 6. Leida summa 
n 

'-y . (n) / l . • 
~ l 

i=! 

Vaadeldes genereerivat funktsiooni kujul 
n 

i=! 

võib kergesti veenduda, et see on saadud näiteks funktsiooni 
n 

i=! 

diferentseerimise teel. Seega 
d 

A(x) =dx B(x) =n(l +x)n-t 

ja 
n 

L i ( ; ) = A (I ) = n2n-1. 

i=t· 

Täiesti analoogiliselt võib leida, et näiteks 
n 

i=O 

Näide 7. Leida summa 7 

n 
2Ji2. 
i= I 

Valides genereeriva funktsiooni kujul 
n 

A (x) = 2 i2xi-t 
i=! 

saame (integreerides ning valemit ( 4) arvestades): 

7 Selle summa (ja üldse naturaalarvude astmete summade .2ik) leidmisel 
saab kasutada ka mõnevõrra vähem töömahukaid, kuid spetsiaalseid võtteid; 
vt. Tamm e, E., Kõrgemat järku aritmeetilised progressioonid. - Matemaa­
tika ja kaasaeg, I, lk. 39-45. 
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n n n 

A (x) =d~ (~ ixl) =d~ (x ~ ixi-t) ==d~ [ xd~ (.~xi)]= 
t=l t=l i==O 

==!!:.._ [x!!:._ (.!_-xn+I)] ==!!_ [x- (n+l)xn+I+nxn+2] _ 
dx dx 1-x dx (l-x)2 -

_ 1 + x- (n+ 1)2xn + (2n2 +2n- l)xn+t- n2xn+2 
(1- x)3 

L'Hospitali reeglit korduvalt kasutades leiame nüüd 

A ( 1 ) = 1. 1 + x - (n + 1) 2xn + (2n2 + 2n - 1) xn+I - n2xn+2 _ 
lill (1- )3 -x~l X 

= lim 1- n(n + 1)2xn-t +(n+ 1)(2n2 + 2n -l)xn- n2(n + 2)xn+l == 
x~l -3(1- x)2 

= lim -n(n-I)(n+I)2xn-2+n(n+I)(2n2+2n-I)xn-1-n2(n+I)(n+2)xn = 
x~l 6(1-x) 

lim -n( n-l )(n-2)(n+I )2xn-3+n(n2 -1)(2n2+2n-l)xn-2-n3(n+I)(n+2)xn-1 == 
x~l -6 

Seega 

_ n(n+ 1) (2n+ 1) 
6 

n 

~ i2 ·= n(n+ 1)~2n+ 1) . 

i= I 

Astmeridade diferentseerimist on genereeriva funktsiooni 
avaldise leidmiseks mõnikord sobiv kasutada ka teisiti. Nimelt 
võib osutuda, et genereeriva funktsiooni asemel on hoopis liht­
sam leida tema tuletise (või mõne kõrgemat järku tuletise) 
avaldist. Genereeriva funktsiooni saame siis selle avaldise integ­
reerimise teel. Illustreerime ka selle võtte kasutamist mõne näi­
tega. 

Näide 8. Leida summa 
n 

~~-(Il) 
~ i+ 1 i . 
i=O 

Vaadeldes genereerivat funktsiooni kujul 
n 

A ( ) _ ~ ai+l ( n ) Ht 
X - ~ i+ 1 i X ' 

i=O 

saame lihtsalt arvutada tema tuletise: 
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n n 

d~ A (x) = ~ ai+I (~)xi~= a _2 ( ~) (ax)i~= a(I + ax)n. 
i=O i=O 

Kui nüüd veel arvestada, et ilmselt A (0)!= 0, siis leiame summa 
otsitavaks väärtuseks 

I I 1 

A(I) =s~A(x)dXI= as(I + ax)ndx =(I +~~)n+ll= (I +a)n+l-1. 
~ n+l n+I 

0 0 0 

Seega oleme tõestanud võrduse 
n 

""' ai+l ( ~) == (I + a) n+ I_~___!_ 
~i+l t n+l ' 
i=O 

mis kehtib iga a korral. 

Näide 9. Leida summa 
oo 

1 1 1 (- I)i+l 
l-2+a-4+·· .=~---i-. 

i= I 

Vastava jada genereeriva funktsiooni 
oo 

A(x) =-~ ( ix)i 

i= I 

tuletise saab lihtsalt arvutada: 
oo oo 

!!___ A (x) = ""' (-x)i-1 = ~ (-x)i =_I_. 
~ ~ ~ I+x 

i= I i=O 

Seega A_(O) = 0 tõttu 
1 I 

A (1) =S I ~x =In (I+ x) I= In 2, 
0 0 

oo 

""'(-I}i+I = ln 2. 
~ t . 

i= I 

Näide 10. Leida summa 

i=O 

Vaadeldes genereerivat funktsiooni kujul 
CX! 

_ _ x3 x5 -· x7 ·- ~ (-l)ix2i+l 
A ( x) - I 3 + 5 7 + ... ·- L,; 2i + I 

i=O 
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~;1ame, kasutades genereeriva funktsiooni diferentseerimist 
oo oo 

~A(x) = ~ (-I)ix2i= ~ (-JC2)i= ___ I _ 
dx ........, ~ I+x2' 

i=O i=O 

1 1 

A'(1) =S 1 ~x2 =- aretan xI=:, 
0 0 

oo 
~ (-1)~=~ 
~ 2i+ I 4 . 
i=O 

Eriti efektiivseks osutub genereerivate funktsioonide korruta­
lllise eeskirja kasutamine lõplike summade arvutamisel. See on 
,-c)imalik näiteks siis, kui summa 

k 

s= _2 ai 
i=O 

i'ildliiget ai õnnestub esitada korrutisena kujul 

ai~= bick-i, 

Idi S j adade {bi} ja {e J genereerivad funktsioonid B (x) ja e (x) 
un tuntud. Otsitav summa s-.. võrdub valemi (2) kohaselt sel juhul 
lihtsalt xk kordajaga astmereas B (x) e (x). 

Rohkesti rakendusi leiab see meetod just binoomkordajate­
,. ;th eliste seoste leidmisel. Toomegi mõned vastavad näited. 

Näide 11. Summa 

i=O 

(kus k <min (m, n)) arvutamiseks tähistame 

b i = e: ) ja e k-i = ( k m i) . 
Siis valemi (3) kohaselt 

B(x) = (1 + x)n ja e(x) = (1 + x)m. 
Seega 

n+m 
B (X) e (X) ··= ( 1 + X) n+m = ~ (n t m) xi, 

i=O 

ld1st leiamegi otsitava summa väärtuse kui xk kordaja: 
k 

1; (;) (km i)= (nt m) . 
i=O 
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Näide 12. Leida summa 
k 

.2 (-1)i ( 7), 
i=O 

kus k <n (juhul k =n tõime vastava tulemuse juba näites 1) 
Arvestades, et (-1) 2k·= 1 ja iga i puhul (-1)i= (--:--1)-i 

võib selle summa üldliikme kirjutada korrutisena 

(-1)i (7) = (-1)k (;) · (-1)k-i.= bick-i· 

Valemeid (3) ja (6) kasutades saame nüüd 
n 

B (X) = _L' ( -1 ) k ( ; ) Xi,= ( -1 ) k ( 1 + X) n, 

i=O 
oo 

e (X) = .2 ( -1 ) i Xi = l ~ X ' 

i=O 

B(x)e(x) = (-I)k(I + x)n-l. 

Seega on otsitava summa väärtuseks 
k 

~(-I) i ( ;) = (-l)k (n-; l). 
l=O 

Näide 13. Leida summa 8 

n-l 

}; (kti). 
i=O 

Kirjutades selle summa üldliikme kujul 

(k+i (k+i 
k ) = . k ) • 1 = b i • e n-l-i 

saame 

i=O 
oo 

e (X) = .2: xi = l 1 X ' 

i=O 

i=O 

8 Teise meetodiga on see summa leitud näiteks artiklis: I( a a s i k, ü 
Ühendid. - Matemaatika metoodiliste artiklite kogumik, I. Tln., 1963, U 
18-30. 
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Vaadeldava summa väärtuseks on xn-l kordaja viimasest aval­
disest: 

i=O 

Näide 14. Leida summa 
2s 

~ (-I) 1 (n + 2~s ~/ -1) (n+/ -I) . 
i=O 

Valides näiteks 

bi'= (-I)' (n+/-I), C2s-1 = (n+;s~/-I) 

saame valemit (7) kasutades 
ee 

B(x) = ,2 (-I)i (n+/-1) xi'= (I+ x)-n, 

i=O 
oo 

C(x) = J:(n+:- 1)xi,= (1-x)-n, 
i=O 

oo 

B ( x) C ( x) = ( I - x2) -n = ~ (n +: -I) x2k. 
k=O 

Et otsitav summa on selles avaidises x2s korda j aks, siis j äreli­
kult 

2s 

,2 (-I) i ( n +;s~/ -I ) ( n + ~-I ) == ( n + 
8
s -I ) . 

i=O 

Vaatleme lõpuks veel üht eriti efektiivset (kuigi tunduvalt töö­
mahukamat) võtet genereerivate funktsioonide kasutamiseks sum­
made arvutamisel. Selle võtte puhul püütakse rea 2 ai üldliige 

i 

ui teisendada niisugusele kujule, et ta võrduks argumendi x tea­
! ;1va i-st sõltumatu astme korda j aga mingi tuntud genereeriva 
funktsiooni Ai(x) astmereas. Otsitava summa saamiseks tuleb 
siis leida a!'gumendi sama astme kordaja funktsiooni 

2 Ai(x) 
i 

;1stmereas. 
Paneme tähele, et sellise meetodi korral pole põhiliseks mo­

rnendiks mitte enam astmereana antud genereeriva funktsiooni 
kompaktse avaldise leidmine, vaid antud funktsiooni reaksaren­
d;~mine (täpsemalt, selle reaksarenduse ühe kordaja leidmine). 
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Näide 15. Leida summa 
n 

~ ( -1 ) i ( 2n i- i ) ~ 2ro-2i. 

i=O 

Kirjutades selle summa üldliikme kujul 

( 2n- i.) 2211r--2i • (-1) i 
2n-2t 

näeme, et tegemist on x2n kordajaga funktsiooni 

( 1 + 2x) 2n-i • ( _ x2) i 

reaksarenduses. Valemit ( 4) arvestades leiame, et 
n 

,2 (1 + 2x)2n-i (-x2)i= (1 + 2x)n _(I+ 2x)~;I;x~-;-x2)n+t = 
i=O 

__ (I+ 2x)2n+I 
(l + .\l)2 

(-l)n+lx2n+2(I + 2x)n 

(l + x)2 

Selle polünoomi kanoonilise kuju leidmine on seotud väge 
suurte arvutustega. Sellepärast unustame, et tegemist on polü 
noomi ga ja arendame ta reaks nagu murdratsionaalse funktsiooni 
Siinjuures näeme, et selle funktsiooni avaldise teise liikme aren 
damisel saadavas astmereas on x 2n kordaja null (argumend 
madalaimaks astmeks osutub x2n+2). Järelikult piisab vaid funkt 
siooni avaldise esimese liikme vaatlemisest, s. t. tuleb arenda 
da astmereaks jagatis 

(I + 2x) 2n+l 
(I+ x)2 

Selle j agatise täisosaks on teatav (2n- 1) -astme polünoom 
jäägiks aga esimese astme polünoom. Jäägi leidmiseks kasutam1 
lihtsalt kontrollitavat üldist tulemust, mille kohaselt polünoom 
P (x) jagamisel (x- a) 2-ga saadavaks j äägiks on 9 

( x - a) P' ( a) + P ( a) . 

Seega antud juhul saame jäägi 

(1 + x) (2n + 1). 2. (-1)2n + (-1)2n+t = 

·= -1 + ( 4n ·+ 2) ( 1 + x) . 

Küsimus taandub järelikult x2n kordaja leidmisele jagatise 
-1 + (4n+2)(I +x) _--=--!_+ 4n.+2 

(l+x)2 -I+x)2 t+x 

9 See tähendab, et iga polünoomi P (x) ja arvu a korral kehtib seos 

~ = Q(x) + (x- ci)P'(a) t P(a), 
(x-a) 2 (x-a) 2 

kus Q(x) on kahe võrra madalama astme polünoom kui P(x) (kui P(x) 01 

ülimalt esimese astme polünoom, siis muidugi Q (x) = 0). 
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astmereas. Selle astmerea saame aga vahetult valemist (7): 
CXl oo 

tl + ~) 2 == - L; ( -1 ) 1 
( i ~ 1 

) xi = L; ( -1 ) i+ I (i + 1 ) xi, 

i=O i=O 

oo oo e1n:;)= (4n+2) ~ (-1)i(~)xi= (4n--t-2) 2 (-1)ixi. 

i=O i=O 

Järelikult :J2n kordajaks on 

ja seega 

(-1) 2n+I(2n+ 1) + (4n+2)(-1)2n= 
= -2n - 1 -+ 4n + 2 = 2n + 1 

Il 

1; C-1 ) i ( 2n ~ i ) 22n-2i = 2n + 1. 

i=O 

Genereerivaid funktsioone saab summade leidmiseks kasutada 
veel üsna mitmel viisil. Siin kirjeldatud lihtsamad võtted moo­
dustavad aga selle «raudvara», mida peab tundma igaüks, kellel 
summade arvutamisega nii või teisiti tuleb kokku puutuda. Nende 
võtete tegelikuks omandamiseks tuleb neid muidugi korduvalt 
rakendada. Esialgseks harjutamiseks võib soovitada järgmisi 
ülesandeid, mis kõik on lahendatavad käesolevas artiklis kirjel­
datud meetoditega. 

Harjutusülesandeid 

Tõestada järgmised võrdused (kui summeerimisrajad on kirjutamata jäe­
tud, siis toimub summeerimine nullist kuni lõpmatuseni või suurima nii­
suguse täisarvuni, mille korral vastavad binoomkordajad säilitavad oma 
tavalise tähenduse; n, r ja s on täisarvud): 

r 

1. 2 ( ~ ) ( r ;-~ ~ i)( r + ~ _ J = ( ~ ) ( ; ) , kus r <, s ja r + s < n. 

i=O 

6 "'"' ( n ) - "'"' ( n ) = 2nr--I . ~ 2i - ~ 2i + 1 . 

n 

3. 2 i3 = n2(n: 1)2 .. 7. L; (-1)nr-i22i ( n
2
t ~ t i)= n+ 1. 

i= I 
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MASINAD JA MöTLEMINE 

R. Mullari 

On tuntud tõsiasi, et kaasaegsed elektronarvutid, mis küll 
võrratult ületavad inimvõimeid arvukate loogilis-matemaatiliste 
ülesannete lahendamisel, on ometi seni väga paljude ülesannete 
lahendamisel osutunud inimajuga võrreldes veel äärmiselt abi­
tuiks. 

«Ta töötab kui elektronarvuti» - arveametnik ja raamatu­
pidaja loeksid seda enesele suurimaks kiituseks, arst-diagnoosija 
kehitaks õlgu, maletaja tunneks end solvatuna, kirjanik aga kut­
suks meid sellise väljendi eest võib-olla isegi kahevõitlusele. 

Me ütleme, et masinatele sobib lihtne, ühetooniline, mehhaa­
niiine töö, et masinatel pole kõrget mõttelendu, loovat sädet, 
hinge. Materialistidena teame aga ometi väga hästi, et mõtle­
mine pole midagi muud kui välismaailmast vastuvõetud infor­
matsiooni ümbertöötamine, et ükski loov säde ei teki iseenesest 
ega mittemillestki, et hing ei kujuta endast mingit asja iseene­
ses või omaette substantsi. 

Esimesel pilgul näibki, et vaimse tegevuse mõne liigi meh­
haniseerimiseks tuleb lihtsalt jälgida inimaju tegevust (kui ma­
teeria teatavat liikumist), jaotada see elementaaroperatsioonideks 
(-liikumisteks) ja tõlkida need elektronarvuti keelde. Et elektron­
arvuti sooritab iga elementaaroperatsiooni võrratult kiiremini kui 
inimaju, siis võib ta seda teha ka väga paljude operatsioonidega. 
Ja kokkuvõttes võiks loota, et elektronarvuti - isegi oma praegu­
sel kujul - on suuteline tegema mitte ainult ükskõik millist 
vaimset tööd, vaid tegema seda ka palju efektiivsemalt kui ini­
mene. 

Paljudel juhtudel on selline lähenemisviis tõepoolest andnud 
suurepäraseid tulemusi (näiteks võiks tuua mitmesugused arvu­
tustööd jms.). Ja näibki, et pole midagi lihtsamat kui jälgida 
omaenese mõtet ning see täht-tähelt kirja panna (et seejärel 
programmeerida). Paraku selgub aga kummaline tõsiasi: tarvit­
seb meil ainult hakata tõsisemalt mõne mõtte jälgi ajama, p.üüd-
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ma selgitada, kust ta on tulnud, kuhu läinud, kui jäljed kaovad 
kui vits vette. See on ka arusaadav, sest on ju kindlaks tehtud, 
t inimaju töötab põhiliselt paralleelse toimega, s. t. aju töötleb 

informatsiooni korraga väga mitmes suhtes, mitmeid kanaleid 
mööda. Teadvuses saab aga korraga olla üldiselt ainult üks mõte. 

iit jõuame tahes-tahtmata järeldu?ele, et kaugeltki mitte kogu 
meie mõttetegevus ei ole teadlik, vaid et 
uur osa sellest toimub alateadlikult, in­

tu itiivselt. 
Loomulikult on alateadliku mõtlemise 

olemasolu märgatud juba ammu, kuid et 
ta on just aIa teadlik ja seetõttu meile 
eni veel peaaegu täiesti tundmatu, on 

la aastasadade jooksul osutunud ebausk­
like ja sarJatanide silmis sobivaks varju­
paigaks kõikvõimalikele kõrgematele vai­
mudele ning müstilistele jõududele. Kah­
juks on see jätnud oma jälje alateadvuse 
mõiste kasutamisele üldse, mistõttu te­
mast püütakse võimaluse korral mööda 
minna, teda maha vaikida (et hoiduda 
väärtõlgendustest). On aga selge, et 
tegeliku mõtteprotsessi analüüsile ei saa tema ühe komponendf 
mahavaikimine kasuks tulla. 

Selle poolt aga, et aju töö just põhiliselt paralleelse toimega 
on, võiks muuhulgas tuua ka näiteks järgmisi üldisi kaalutlusi. 

Ajusse on kõigi meie aistingute, tajude, elukogemuste kaudu 
alvestunud väga palju informatsiooni, on tekkinud teatav koo­

pia välismaailmast, maailmapilt. Olgu meil tarvis lahendada mingi 
konkreetne probleem. Et välismaailma nähtused on omavahelises 
õltuvuses, siis oleneb . lahendus selle probleemi seostest kõigi 
älismaailma nähtustega. Järelikult peame ülesseatud probleemi 

võimalikult õigeks (mõtteliseks) lahendamiseks seda vaatlema 
kogu oma peas oleva maailmapildi suhtes ja seega kasvõi lin­
nulennultki läbi töötama kogu meie peas oleva tohutu informat-
ioonihulga. Ilmselt ei tule see aga järjestikusel viisil (füsioloo-· 

giliste protsesside piiratud kiiruse tõttu) praktiliselt vastuvõe­
tava ajaga kõne allagi. Jääb arvestada kaht võimalust: infor­
matsioon töödeldakse· kas paralleelselt või ainult osaliselt. Et 
osaline, paratamatult informatsiooni väga väikese osaga piirduv 
töötlemine annaks meile sageli probleemi üsna halva lahenduse,. 
siis tuleks aju tunnistada väga ebaratsionaalseks organiks, kui 
ta ei suudaks rakendada esimest võimalust - informatsiooni 
paralleelset töötlemist. Organite ratsionaalsuse eest hoolitseb aga 
teatavasti looduslik valik. Siit on päris loomulik järeldada, et 
informatsiooni töötlemine peab tingimata toimuma just paralleel-
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selt ja seega ala teadlikult. Al!­
les kõigis miljonites või ka mil 
j ardites üksiksuhetes, lõigetes, 
kanalites jms. saadud lahen-1 

duste resultant, teatav keskmi-i 
ne, annab meile midagi teadJ 
likku - aprioorse isikliku arva~ 
muse näol. Siinjuures võiva 
üksikud nn. mikrolahenduse 
seda arvamust kinnitada, osali­
selt kinnitada või isegi talle 
vastu rääkida (ei tarvitse j J 
meie peas olev maailmapilt su· 
gugi kõigis üksikas j ad es klap­

pida - ikkagi koopia! - ja nähtavasti ei ole ka paralleelne mõt­
lemine päris laitmatu). Et aga igasugune keskmine on üldiselt 
stabiilsem oma komponetidest (eriti, kui neid on väga palju), 
siis võib ütelda, et aprioorse arvamuse tõesus iseloomustab 
esmajoones just meie maailmapilti ja sõltub vähe alateadliku 
mõtlemise aparaadi kvaliteedist. Viimasele esitatavad nõuded ei 
ole selles osas järelikult kuigi suured. 

Näib, et alateadliku mõtlemise käigus sõelutakse ühtlasi välja 
·see osa informatsioonist, mis paistab olevat meie aprioorse arva• 
musega kas eriti hästi kooskõlas või siis rääkivat sellele risti 
vastu. See informatsioon, mida on suhteliselt vähene hulk 
tõuseb teadvusesse ja töötatak­
.se läbi juba kvaliteets~malt, 
s. o. järjestikku, teadlikult. Tu­
lemused lisanduvad meie maa­
ilmapildile. Kui osutub, et tule­
mused ei ole kooskõlas apri­
oorse arvamusega (ja me ei 
·siirdu üle mõnele teisele tege­
vusele), algab kogu protsess 
uuesti. On aga saavutatud koos­
kõla, loeme probleemi lahenda-
tuks. l . 

Võib muidugi juhtuda, et 
intuitiivse arvamusega eriti Tal on maailmapilt! 

·kooskõlas oleva või talle eriti 
vasturääkiva informatsiooni sõelumisel jääb sõel tühjaks. Sellise 
juhul saame isikliku arvamuse, mida me aga ei oska eriti mõis t 
likult põhjendada ega ka ümber lükata. Tõenäoliselt võib igaük: 
siin iseenda praktikast tuua näiteid rohkem kui vaja! 

Paralleelse mõtlemise seisukohalt oleks muide huvitav vaa 
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delda nn. imearvutajate probleemi. Ajaloo vältel on tuntud ja 
tuntakse praegugi paljusid inimesi, kes on silma paistnud oma 
fantastiliselt kiire ning täpse peastarvutamise võime poolest. Kui­
gi imearvutajate seletuste järgi toimub arvutamine nende peas 
absoluutse selguse ja arusaadavusega, ometi ei suuda nad selle 
mehhanismi teistele inimestele mingil moel avada. Nähtavasti on 
siin tegemist eriti väljaarenenud, teadvuse tasemele tõusnud 
paralleelse mõtlemisega (paralleelsusega saavutataksegi tohutu 
kiirus). Teistele selgitamiseks peab imearvu ta ja aga kasutama 
järjestikuse toimega kanaleid (keel, kiri), ja seetõttu ta ei suu­
dagi oma paralleelse toimega teadvust kirjeldada. 

Kui meenutada nüüd artikli alguses esitatud arutlusi inim­
aju tegevuse jälgimisest, selle jaotamisest elementaaroperatsioo­
nideks jms., siis paistavad alateadliku paralleelse mõtlemise vaa­
tekohalt need probleemid hoopis erinevas valguses. Mingisugusest 
tegeliku inimmõtte ammendavast jälgimisest ja elementaarope­
ratsioonideks jaotamisest ei saa juttugi olla, vähemalt veel mitte 
tänapäeval. ühelt poolt puuduvad meil vahendid alateadvuse 
jälgimiseks, teiselt poolt puudub meil aga ka vähegi täielikum 
ettekujutus alateadliku mõtlemise struktuuristki. Ei ole sugugi 
kindel, kas see üldse annab end elementaaroperatsioonideks j aa­
tada. Ja kui annab, siis on nende elementaaroperatsioonide hulk 
kahtlemata väga suur. 

A. N. Kolmogorov ütleb, et elunähtuste uurimisel on oluline 
mitte lõpmatu, vaid suur e dialektika, mis näitab, kuidas suure 
hulga elementide kombinatsioon moodustab uued kvaliteedid. An­
tud juhul aga töötab see suure dialektika meile nähtavasti vastu. 
Kui asetaksime väga suure hulga paralleelse mõtlemise elemen­
taaroperatsioone (kui sellised üldse eksisteerivad!) ühte ritta, 
nagu vajab oma tööks kaasaegne elektronarvuti, võime saada uue 
kvaliteedi, mille nimeks oleks praktiliselt lõpmatu. See tähendab, 
et kuidas me ka ei kiirustaks oma elektronarvutit, ei suudaks ta 
ometi seda rida praktiliselt vastuvõetava ajaga läbi töötada. 
Praktiliselt lõpmatu ülesande näitena võiks tuua kõikvõimalike 
variantide läbivaatamisele rajaneva malemängu. Nimelt osutub, 
et masin, mis analüüsiks miljon käiku sekundis, kulutaks siin 
esimese käigu sooritamisele 1095 (!) aastat. 

Kõigest sellest jär~ldub, et inimaju võib oma paralleelse töö­
ga saavutada tulemusi, mis järjestikuse toimega elektronarvutile 
on nähtavasti põhimõtteliselt kättesaamatud. See tuleneb aju 
võimest kiiresti ja mitmes suhtes (kuigi kohati ebatäpselt) läbi 
töötada temas salvestatud tohutuid informatsioonihulki. Võib ar­
vata, et siin peitubki inimaju kõrge mõttelennu ja loova sädeme 
saladus, see, mis õigupoolest teebki mõtlemise mõtlemiseks. 

Kaasaegne elektronarvuti võib ületada inimest selliste üles­
annete lahendamisel või nendes suhetes, kus määravaks ei osutu 
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m1mese poolt elu jooksul talletatud informatsiooni tohutute hul­
kade läbitöötamine, kus viimast saab kompenseerida väiksema 
hulga või üldse teist liiki informatsiooni parema töötlusega, s. t. 
kus elutarkust on võimalik kompenseerida kas teistsuguse tar­
kuse või asjatundmatuse, kuid täiuslikuma tehnikaga. Siinjuures 
on inimesele õige suureks eeliseks see, et eriti raske näib olevat 
kompenseerida elukogemusi halvasti korrastatult, müraga sega­
tult ja paljudes eri liiki koodides laekuva informatsiooni vastu­
võtmisel ja salvestarniseL Lihtsamalt öeldes - see, mida ini­
mene võib tänu oma paljudele mitmesugustele kogemustele tai­
bata vihjest, lausekatkendist, hääletoonist, paberile kriipseldatud 
sõnadest, peab olema masina jaoks esitatud rangelt formalisee­
riiu d (kodeeritud, programmeeritud jms.) kujul. Viimane asjaolu 
on praegu tõsiseks miinuseks masina tegeliku! töösserakenda­
misel ka lihtsate ülesannete korral. 

Meenutades artikli algul näitena esitatud erinevate elualade 
esindajaid paneme tähele, et arveametniku ja raamatupidaja töö 
ei vaja just väga palju informatsiooni. Arst-diagnoosija töö pu­
hul, kui arvestada edukalt rakendatud diagnoosimismasinate ole­
masolu, võib oletada, et selleks hädavajalik informatsioonihulk on 
tänapäeva elektronarvuti! töödeldav, kuigi ulatub kriitilise piiri 
lähedale. Maletaja kasutab partiide analüüsimisel eelmiste par­
tiide mängimisest ja jälgimisest saadud kogemusi ilmselt juba 
vägagi suurel hulgal. Kirjaniku töös aga ei ole järjestikuse toi­
mega elektronarvutiga vist küll midagi peale hakata. 

Arvuti tööprintsiip ja organisatsioon asetavad tema praktilis­
tele võimetele küllaltki ranged piirid. Piltlikult võiks seda ette 
kujutada järgmise näite varal 1: « ... kui kasutada elektronarvuti 
organisatsioonivormi sõjaõhujõududes, siis saaksime sellise len­
nukite «kooskõlastatud» tegevuse, et ainult üks nendest võiks 
tõusta õhku, ülejäänud aga oleksid kokkupõrgete vältimiseks sun­
nitud asuma lennuväljal». On ilmne, et kuidas me ka ei suuren­
daks lennukite kiirust, ei saa sellised õhujõud olla eriti efek­
tiivsed. 

ülalesitatu loomulikuks järelduseks on: kui tahetakse luua tõe­
liselt m õ t I eva t masinat, mis suudaks inimvõimeid juba iga­
külgselt ületada, tuleb seda teha kaasaegsetest elektronarvutitest 
mingil täiesti erineval printsiibi!, kusjuures üheks olulisemaks 
tingimuseks näib olevat informatsiooni paralleelne töötlemine. 
Viimane on veel peaaegu tundmatu ala, kus pealegi ei näi kehti­
vat meie tavalised arusaamad informatsiooni töötlemisest. Näh­
tavasti on just küberneetilise tehnika arendamiseks tarvis «mee­
letuid» ideid, millest kõneles N. Bohr (küll kaasaegset füüsikat 
silmas pidades). 

I Poe e 3 lii 6 H, Y., CHeTeMhi H HH<fJopMaUHH. - Bonpoehi <fJHJioco<fJm-I~ 
1964, 3, lk. 78-85. 
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Esialgu on siin muidugi kõige õigem püüda välja selgitada 
ja masinates rakendada inimaju töö põhimõtteid, sest uute ideede 
otsingu! tuleb esmajoones ikka pöörduda tegelikkuses juba ole­
masoleva poole. Seda pidas silmas ka J. V. Neumann, öeldes 2 : 

« ... pole välistatud võimalus, et . . . loogika on sunnitud läbi 
tegema metamorfoosi ja muutuma neuroloogiaks palju suuremal 
määral, kui neuroloogia loogika haruks». Mis puutub aga inim­
aju üldisesse struktuuri ja töötamispõhimõtteisse, siis võiks vist 
olla päri 0. H. Schmitti arvamusega 3: « ... kõige järgi otsusta­
des on kesknärvisüsteem oma mälu ja arvutuslike funktsioonidega 
statistiline süsteem, milles iga konkreetse sündmuse mäletami­
sest võtab osa miljoneid rakke ja needsamad rakud säilitavad 
samaaegselt miljonite teiste sündmuste kujutisi». Nähtavasti just 
mälu selline hajutatus ning erinevate sündmuste kujutiste läbi­
põimumine ongi põhiline, mis tagab aju paralleelse töö. Kuidas 
11eid omadusi_ aga küberneetilistes masinates tegelikult realisee-
rida? · 

Lubatagu siinkohal teha väike kõrvalepõige. Me kõnelesime 
vajadusest välja selgitada inimaju tööpõhimõtted, selleks et neid 
rakendada masinais, s. t. ajutegevuse modelleerimise vajadusest. 
Ei tule aga unustada, et modelleerimine ei ole siin eesmärgiks 
omaette, vaid ainult abivahendiks paremate ideede puudumisel. 
Eesmärgiks ei ole ju saada masinat, mis mõtleks just nagu 
inimene, vaid masinat, mis oleks suuteline tegema kõrgemat liiki 
vaimset tööd ja kui võimalik, siis tegema seda paremini kui ini­
lnene. Selleks tuleb aga alati olla valmis uute, paremate lahen­
duste leidmiseks, piirdumata ainult nendega, mis on inimajus 
valmis kujul olemas. Näitena võiks tõmmata paralleeli lennun­
duse arenguga. Kui peamiseks eesmärgiks oleks olnud lennata 
nagu I i n d, aga mitte h ä st i lennata, lehvitaks vist suurem 
osa lennukeist praegu tiibu (lennukikonstruktorite nördimu­
sest hoolimata). 

* * * 

Kaasajal uuritakse informatsiooni paralleelse töötlemise põhi­
mõttelisi ja praktilisi võimalusi mitmel pool, mitmel viisil ning 
mitmes suunas. Paraku ei ole artikli autor pädev nendest töödest 
lllingit as j alikku ülevaadet andma. Seepärast piirdume vaid ühe, 
tõsi küll, kaunis primitiivse näitega selle kohta, kuidas võiks 
<'llk toimuda informatsiooni paralleelne töötlemine 4

. 

2 Neuman n, J. v., The General and Logical Theory of Automata. "The 
World of Mathematics", v. 4. lk. 209. 

a S e h mitt, 0. H., The Design of Machines to simulate the Behavior 
of the Human Brain. «<RE National Convention» (Symposium) 1955, lk. 
~·10-255. 
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Olgu vaadeldavaks masinaks ruutudeks jaotatud plaat, kus 
iga ruut Ai(i I= 1, ... , /) võib olla ühes kahest selgesti eraida­
tavast seisundist 1 või 0 (näit. elektriliselt laetud või laadima-

I A1JA21 I I I I I 1_1_1_1_1_1_1_ 

H-H-l_l_l= 
I_I ___ I_I_I_T_I_ 
_i 1_1 1_1_1 __ 1~~-

ta). Masina töötsüklit nimetame kat­
seks. Olgu antud veel tõenäosuse~ 
Ptf, mille tähendus on järgmine: 
ruudu Ai viibimine seisundis 1 n-nda 
katse ajamomendil t põhjustab tõe­
näosusega Pijn ruudu Aj viibimise 
seisundis 1 n-da katse aj arnomendil 
t + 1. Iga katse alguseks (aja­
momendiks 0) viiakse masin min­
gisse algseisu, s. t. kõik ruudud 
viiakse mingisse soovitud seisun­

disse. Katse viimasel ajamomendil T kontrollitakse aga mingi 
kindla ruudu, näiteks A1 seisundit. 

Vaatleme näiteks kahte erinevat liiki algseise, millest esimese 
korral on ainult plaadi mingi ühe veeru, teise puhul mingi ühe 
rea ruudud seisundis 1. Kui katse lähtub esimest liiki algseisust 
ja ajamomendiks T on ruut A1 seisundis 1, loeme katse õnnestu­
nuks, kui aga ruut A 1 on seisundis 0, siis - ebaõnnestunuks. 
Teist liiki algseisu korral loeme tulemusi vastupidiselt. 

See, kas katsed õnnestuvad või mitte, s. t. kas masin suudab 
eristada esimest ja teist liiki algseise, sõltub põhiliselt tõenäo­
sustest Pi/· Kui me tahame, et masin omandaks sellise eristamis­
võime, peame järelikult suurustele Pijn vastavad väärtused andma. 
Loomulik on seda teha teatava õpetamisprotsessi abil näiteks 
järgmisel viisil. 

Soaritarne suure hulga katseid, lähtudes läbisegi mitmesu­
gustest algseisudest. Pärast iga katset n muudarne suurusi Piin 
järgmisel põhimõttel: kui katse õnnestus, muudarne suurusi Pi/ 
üldiselt samas suunas, nagu me seda tegime pärast (n- 1) -se 
katse lõpetamist, s. t. et üldiselt oleks 

(Pit- Pijn-I) (P;t+1 - Pit) > 0, 

ebaõnnestunud katse korral aga vastassuunas. Muutmisel arves­
tame ka teatavaid juhuslikke suurusi ajj't, andes nende abil kogu 

4 Asjast rohkem huvitatutele soovitame probleemistiku ning saadud tule­
mustega tutvumiseks näiteks järgmisi artikleid. 

e M 0 JI H H, Jl. r., TexHHKa H M03f. - Bonp. cpHJIOCOcj:>HH, 1965, 5, lk. 83-
94. 

e 3M JO 3 JI b, A. Jl., HcKyccTBeHHbiH pa3yM: nporpecc H npo6.TJeMbl. DpH­

JIO)I{. KHHrH: M. Tay6e, BbiLJHCJIHTeJibHbie MalllHHbi H 3JI.paBbiH CMbiCJI. M., 1964 
(vt. lk. 138). 

<I> e JI b .n. 6 ay M, A. A., Tipoueccbr o6yLJeHHH JIJO.II.ei1 H aBTOMaTOB. «KH6ep­

HeTJ1Ka, MbiWJieHHe, )J{H3Hb», M., 1964, lk. 421-458. 
Ma KK a JI JI 0 K, Y. e., nH T Te, Y., JlorHLJeCKOe HCLJHCJieHHe HJI.ei1, OTHO­

CHlUHXCH K HepBHOH aKTHBHOCTH. «ABTOMaTbi», M., 1956. 
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lc-Jenäosuste Piin süsteemile paindlikkust ja varieeruvust. Näiteks 
,·õiksime avaldada 

Pi/+1 ·= f (Pi/, kn (Piin- P.i/-1), Oiin), 
kus 

kn = { I, kui n-s katse õnnestus, 
- I, kui n-s katse ebaõnnestus, 

J;t, muuhulgas, 
f(x, 0, 0) = x, 
O<f(x,y,z)<I, 

klli vaid 0 < x < I ning IYl < I, ja 
df 
dy > 0. 

Siin on muide analoogia õpetamisprotsessiga selle sõna tava­
lises tähenduses, kus õige vastuse korral öeldakse, et õpilane on 
,-)igel teel ja soovitatakse jätkata samas suunas. Juhuslike suu­
rllste Oi/ mõju on aga mõningal määral võrreldav unustami­
sega. 

Siinkohal me ei analüüsi, kas ja millise konkreetse funktsiooni 
/, juhuslike suuruste a jaotusseaduse ja teiste tingimuste korral 
lllasin tõesti õpib juba märgatavalt suure tõenäosusega õigesti 
eristama esimest ja teist liiki algseise. Paneme ainult tähele, et 
kui ta seda teeb, siis on meil tõepoolest tegemist statistilise süs­
kemiga, kus informatsioon kõikide üksikute vaadeldud algsei­
slide kohta säilitatakse kogu suuruste Piin süsteemis tervikuna, 
ltajutatult, läbipõimunult. Informatsiooni töötlemine toimub või 
võib toimuda paljudes kanalites korraga, s. o. paralleelselt. Näib· 
ka, et üksikute suuruste Piin muutmine või ka üksikute ruutude· 
,·üljalangemine süsteemist ei halva eriti masina tööd, s. t. et: 
,·aadeldav süsteem on, samuti kui aju, suhteliselt töökindeL 

Me muidugi ei nimeta kirjeldatud masinat veel mõtlevaks,. 
võime aga ütelda, et temal või mõnel muul umbes samasugusel 
põhimõttel ehitatud masina] on mõningaid omadusi, mis arva­
l avasti peaksid olema iseloomulikud nii mõtlevale masina le kui 
ka ajule tema töös kuni aprioorse isikliku arvamuse kujunemi­
seni. Pakuks huvi juhtida tähelepanu järgmisele omadusele. 

ülalkirjeldatud masina puhul on meil tõepoolest raske näi­
data, miks ta mingit antud konkreetset algseisu peab kas esi­
IIIesse või teise liiki ku·uluvaks. Siin tuleks arvesse võtta kõik 
stturused Piin ja teostada terve hulk arvutusi. Kui ruutude arv 
til atub aga mil j arditesse, s. t. on suurusjärgult võrdne tõeliselt 
IItõtleva masina - aju elementide arvuga, osutub va j al ike arvu­
IIIste hulk juba praktiliselt peaaegu lõpmatuks. Sel korral peame· 
;q~a ütlema, et me ei ole praktiliselt võimelised kirjeldama konk­
n·etselt masina tööd ühe või teise ülesande lahendamisel, vaid 
':tarne seda kirjeldada ainult üldiselt, põhimõtteliselt - täpselt 
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·samuti, nagu me ei ole võimelised konkreetselt kirjeldama ala­
teadlikku mõtlemist, intuitsiooni (kirjeldamine saab ju olla ikkagi 
.ainult järjestikune!). Täpsemaid hinnanguid küllalt suure paral­
leelselt töötava masina töö kohta on seega võimalik anda näh­
tavasti ainult masina töö enda pikaajalise jälgimise tulemusena 
musta kasti põhimõttel. 

On arusaadav, et paralleelselt töötavate masinate korral 
omandab vastupidiselt kaasaegsetele elektronarvutitele keskse 
koha mitte programmeerimine, vaid õpetamine. Siin on põhiline 
just masinasse salvestatava informatsiooni valik ja salvestamise 
tegelik käik, mitte aga selle põhjalik kirjeldamine, mida masin 
peab informatsiooniga peale hakkama. Teiste sõnadega, kui läh­
tuda analoogiast eespool toodud näitega, on oluline see, milli­
seid ülesandeid anda masinale lahendada, millises järjekorras ja 
:millisel viisil muuta või lasta muutuda masina sisemist struk­
tuuri nii õnnestunud kui ka ebaõnnestunud lahenduste korral. Ja 
seda kõike tuleb kaaluda, pidades silmas seda, mis otstarbeks, 
s. t. millise iseloomuga vaimseks tööks õpetatavaici masinaid 
.tegelikult tahetakse kasutada. 

* * * 
Inimene korjab suure osa oma elutarkusest n.-ö. stiihiliselt 

igapäevastes toimingutes, ühiskondlikus suhtlemises. Elu ise an­
nab talle pidevalt uusi ülesandeid. Kui inimene tegutseb vasta­
valt sellele, kuidas ta need ülesanded eelnevalt mõttes lahendas, 
signaliseeritakse talle ta tegevuse edukuse või ebaedukuse kaudu 
tema poolt leitud lahenduste ja arusaamade õigsusest või vää­
rusest. Põhiliselt ainult koolitarkus ja sihikindel lugemine moo­
dustab informatsioonist selle osa, mille inimene saab kõigiti ette-
:kavatsetult. Küllaltki raske, ja näib et isegi peaaegu võimatu on 
siinjuures selgitada, kuivõrd vajalik on üks või teine osa inimese 
kogu stiihiliselt või ettekavatsetult kogutud tarkusest mingi loo­
va vaimse töö tegemiseks. On ilmne, et Maksim Gorki kirjaniku­
palge omapära tulenes just sellest miljööst, milles ta kasvas (ko­
gus elutarkust stiihiliselt), vaevalt suudab aga keegi hinnata, 
kuivõrd aitas teadusUkus töös F. Engelsit tema iiri keele või 
A. Einsteini viiulimängu oskus. Et siin aga mingi sõltuvus on, 
sellele viitab asjaolu, et peaaegu kõik, kes mingil vaimse töö 
alal on saavutanud suurtulemusi, suutnud luua midagi kvalita­
tiivselt uut, on olnud väga laialdase huvi- ja silmaringiga ning. 
mitmekülgsete teadmistega inimesed. 

Kõik see näitab kõrgemat liiki vaimset tööd tegevate masi-~ 
nate õpetamise probleemi äärmist keerukust. Võiks ju kõne alla: 
tulla võimalus saata masin näiteks Vanapagana taoliselt maa: 
peale inimeste sekka, antud juhul küll mitte õndsaks saama nagu 
Põrgupõhja Jürka, vaid stiihiliselt elutarkust koguma. (Milline· 
peaks küll olema selle masina konstruktsioon, sisend- ja väljund-
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seadmed jms.?!) Aga teatavasti ei saanud ka Jürka inimeste seas 
elades eriti targaks, mis siis veel masinast kõnelda! Inimeste 
hulgas viibiva masina keskkond erineb siiski oluliselt inimeste 
hulgas viibiva inimese keskkonnast. Selle tulemusena kujuneks 
meie masinast mingisugune vaimne veidrik selle sõna tavalises, 
inimlikus tähenduses. Sellega ei ole muidugi öeldud, et veidrikurl 
mingisuguse vaimse tööga hakkama ei saa. Aga kas see masin 
oleks ka õigel viisil veidrik, s. t. kas ta meie poolt soovitatud töid 
siiski teha suudaks? Arvatavasti ei leiaks me lahendust, vaid 
põrkaksime selle probleemiga veelgi teravamalt kokku siis, kui 
teeksime ära tohutu töö, viies masinasse kogu elutarkuse sisse 
mitte stiihiliselt, vaid organiseeritult, ettekavatsetult. 

Oigesti õpetamise erilist tähtsust võiks toonitada veel järg­
mise näitega. On teada rida juhtumeid, kus inimlapsed kasvasid 
üles metsas huntide juures. Hiljem, sattudes inimeste juurde, ei 
omandanud need lapsed enam intellekti. 

* * ·* 

Meid kõiki hämmastab peaaju kompaktsus (mis üldiselt küll 
mõnevõrra vähemal määral on omane peaaegu kogu orgaanili­
sele loodusele). Oma umbes liitrise ruumala juures on aju suu­
teline mahutama tohutul hulgal informatsiooni ja täitma äärmi­
selt keerulisi funktsioone. See eeldab ajult väga peent struktuuri. 
Orgaanilises maailmas saab sellise struktuuri aluseks olla orgaa­
niline aine ise oma tuhandetest aatomitest kaasnevate moleku­
lidega. Siin lülitub malekuiide keeruline struktuur aktiivselt sisse 
organi enda struktuuri, viies selle n.-ö. molekulaarsele ehk mik­
rotasemele. Näiteks võib tuua kasvõi desoksüribonukleiinhappe 
(DNH) molekulid, mille struktuuris sisaldub kogu pärilikkuse­
informatsioon. Midagi selletaolist ei saa aga olla anorgaanilises 
maailmas, kus malekuiide struktuur on suhteliselt lihne ja jäik. 
Järelikult peab anorgaanilisest ma teeriast masina struktuur olema 
peaaegu täielikult n.-ö. makrotasemel, mis on aga mikrotasemest 
võrratult jämedam. See aga tähendab, et anorgaanilisest matee­
riast mõtlev (paralleelse toimega) masin, millel oleksid umbes 
inimaju võimed, peaks olema ajust võrratult suurem ja kohma­
kam. See viib mõttele kasutada masinates orgaanilist mateeriat 5, 

kõrgmolekulaarseid ühendeid. Nende keerulises struktuuris peitu­
vate võimaluste ärakasut~mine masina töös, aga ka lagunemisest 
hoidmine saab toimuda ainult keemiliste ainevahetusprotsesside 
:1 bil. Lühidalt, meil peab olema e 1 av kude, ja nähtavasti siis 
j ttba ajukude. Inimajuga võrreldes on siin positiivset efekti 
iildiselt ·samasuguse struktuuri korral loota esmajoones kasuta­
Ltva ajukoe suuremast massist. Probleem taandub seega 

5 Vt. Ta rn rn e, E., Norbert Wiener. - Matemaatika ja kaasaeg, III, 
lk. 24-26. 

4 Matemaatika ja kaasaeg IX 49 



ajukoe kunstlikule kasvatamisele ja rakendamisele masi­
nais. Ideaalsel juhul osutub võimalikuks kasvatada ajuku­
det, mis analoogiliselt imearvutajatele on suuteline teostama 
informatsiooni paralleelset töötlemist äärmiselt kvaliteetselt. Vas­
tasel korral tuleks aga ette näha ajukoe liitmine ühtsesse süs­
teemi järjestikuse toimega anorgaanilise masinaga, sest, nagu · 
arvata võib, ei osutu ajukude informatsiooni paralleelsele tööt-; 
Iemisele järgneval järjestikusel töötlemisel just eriti efektiivseks • 
(praegugi moodustavad Ju inimajud ja elektronarvutid mitmete ' 
probleemide lahendamisel n.-ö. ühtse süsteemi). 

Siinjuures kerkivad aga üles ka mitmesugused moraaliprob­
leemid. Me mõistame sügava pahameelega hukka inimeste kallal . 
teostatud elajalikud katsed fasistlikes vangilaagrites, ei luba ise-! 
gi arstidel teaduse huvides ohustada inimeste elu ja tervist. Siin 
aga kavatseme kasvatada suure tüki ajukudet, millelt eeldame 
mõtlemisvõimet (ja järelikult ka teadvust), ning tahame tegut­
seda sellega oma suva kohaselt. Sellised probleemid ei kerki üles 
mitte üksnes ajukoe kasvatamisel, vaid igasuguste mõtlevate 
masinate puhul üldse, kui vaid ollakse jõutud nii kaugele, et 
masina kohta võib mingis suhtes öelda, et ta mõtleb selle sõna 
tavalises inimlikus tähenduses. Praegu ei ole aga veel saabunud 
aeg nende probleemide tulipunkti seadmiseks. Teema ise on ki r­
gede lõkkelepuhumiseks küpsemata, arutlus spekulatiivne. Ei ole 
ju veel selgemalt teada, kuidas ja kas üldse mõtlevate masina­
teni jõutakse. Kunagi tulevikus võib aga tõesti juhtuda, et puh­
keb äge sule- ja sõnasõda moraalse käitumise kohta masinatega, 
et asutatakse masinakaitseseltse jms. Ja kui kaua võibki masi­
naid enam masinateks nimetada, millal peab hakkama nende 
kohta ütlema «kes» ja «Teie»? 

* * * 
Lõpuks tahaks veel puudutada mõningat hirmu tekitavat 

probleemi masinate võimalikust 
ülemvõimust inimeste üle. 
Tõepoolest, kui masinad jär" 
j est arenevad ja ületavad lõ­
puks oma intellektilt inimese, 
kas nad siis viimaks ei orjasta 
inimest? 

On aga teada, et intellekt 
üksi ei tee midagi, läheb tarvis 
ka füü5ilist jõudu, mõtete täide-::­

viijat. Idee muutub materiaalseks jõuks teatavasti alles siis, kui1 

ta vallutab rahvahulgad .. Idee muuta inimene masina orjak~ 
ei saa aga rahvahulkasid vallutada. Pole muidugi võimatu, 
et tulevikus ··võib olla ka mõtlevatest masinatest koosnevai d 
«rahvahulkasid». Päris kindlasti on need masinad-ajukolossidi 
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aga füüsilises tegevuses kohmakad ja inimesel ei ole raske neid 
võita nende võimuhaaramise katse korral. Mõtlevad masinad 
on ju ikkagi spetsialiseerunud vaimsele tööle. Ja just tänu sel­
lele võibki loota, et nad on suutelised siin inimest ületama. Ini­
mese bioloogilise arengu käigus ei saanud sellist spetsialiseeru­
mist toimuda, sest võitlus loodusega nõudis talt üheaegselt nii 
vaimset kui ka füüsilist täiust. Võib arvata, et just see vaimsete 
ja füüsiliste võimete ühtsus jääb alatiselt inimese eeliseks kitsalt 
spetsialiseeritud masina ees. 

Pealegi tekib küsimus, mida masin inimesest orjaga peale 
hakkaks? Orjapidamine õigustab end ju ainult tootlike jõudude 
küllaltki madala taseme korral. Kaasaja ja eriti tuleviku kõrgelt­
arenenud tootiikurl jõud nõuavad töötajate nii vaimsete kui ka 
füüsiliste võimete täielikku väljaarendamist Täies ulatuses saab 
see teoks ainult kommunistliku ühiskonna raames. Kui aga tule­
viku kommunistliku ühiskonna juhtimisega hakkaksid tegelema 
ka · supertargad masinad, siis juhtimisele see igatahes kahjuks 
ei tuleks. Ja iga mõistlik inimene oleks valmis sellele kahe 
käega alla kirjutama. 

MON/NGA/D MOTTEID OFFIVATEST MASINATEST 1 

Universaalsete efektronarvutite loomise tagajärjel sattus inimene kum­
malisse olukorda, mida võib kirjeldada sõnadega «Me võime kõike, kuid ,ei tea 
kuidas». 

Kui tahame modelleerida_ aju tööd eristamise!, peame õpetama masinat 
ldassifitseerima objekte näidt'ste järgi, mida talle õpetamisel tutvustatakse, 
//liite aga formaalsete reeglite järgi. Tunnused peab ta ise üles leidma. 

Katsetused õppivate eristamisprogrammidega vastavad jaatavalt küsimu­
sele: kas masin võiks teada loodusseaduste kohta rohkem kui teda loonud 
inimesed? Loeme siin tea d mi s e kriteeriumiks otstarbekat käitumist ·(näi­
(l'ks - määrata õige diagnoos, suunata puurauk nii, et jõutakse naftani, mitte 
c•t·eni). Imestada pole selle üle rohkem kui selle üle, et näiteks järgnev füüsi-
1.-ute põlvkond võib eelnevast rohkem teada. Selleks peavad nad mitte üks­
nt·s lugema raamatuid, vaid ka, esiteks, tegema uusi katseid fa teiseks -
c•anu katseid uuesti läbi mõtlema. Ning see kõik on täiesti jõukohane ka 
111asinale. 

1 Katkendid on tõlgitud M. Bongardi artiklist: Eristam'isprotsessi model­
ll'lTimine. - «HayKa H ./KH3Hh», 1965, 6, Jk. 17-25. 
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ELEKTRONARVUTITE MASSILISEST RAKENDAMISEST 
MAJANDUSLIKKUDE PROTSESSIDE JUHTIMISEL 

A. Jägel 

Majanduslike protsesside edukas juhtimine tähendab sisuliselt 
mõistlike otsuste väljatöötamist ja nende otsuste õigeaegset rea­
liseerimist. Peamine on siinjuures just küsimus sellest, kuidas 
kiiresti saada õigeid otsuseid. Pikaajaline praktika on näidanud, 
et heade otsuste õigeaegseks tegemiseks peavad kõigepealt ole­
ma täidetud järgmised kaks eeltingimust Meil peab olema vaa-, 
deldava protsessi kohta küllalt palju informatsiooni, millele toe­
tudes saaks võimalike alternatiivide (üksteist välistavate otsus­
te) hulgast, mis igaüks on mingis mõttes hea, vaid ühe alterna­
tiivi välja valida. Lisaks küllaldasele informatsioonile peab meie 
käsutuses aga olema veel võimalus seda informatsiooni vajali­
kuks tähtajaks ümber töötada. 

Maj andustike protsesside juhtimiseks va j alikule informatsioo­
nile ja selle töötlemisel e on iseloomulikud niihästi väga suur 
maht ja kvalitatiivne mitmekesisus kui ka kõikvõimalikud tööt­
lusastmed (alates niisugustest, kus informatsiooniüh.iku· kohta 
tuleb vaid üks või mõni teisendus, kuni niisuguste töötlusastme­
teni, kus teisendusi tuleb informatsiooniühiku kohta sadu ning 
isegi tuhandeid). Selle informatsiooni mahu ja mitmekesisuse 
lähemaks iseloomustamiseks toome mõningad konkreetsemad and-. 
med. 

1958. a. hinnati majandusliku põhiinformatsiooni mahtu NSV
1 

Liidu tööstuse osas 3,4 miljardile dokument-reale iga kuu kohta~ 
Siia ei kuulu veel see informatsioon, mis ei võta osa igapäeva-. 
sest ringlüsest, kuid tuleb arvesse informatsiooni töötlemisel1 

(nagu näiteks tehniiis-ökonoomilised näitajad jms.). 1960. ~~: 
tuli arvestus-planeerimistöös iga kuu kohta keskmiselt juba l ' 
miljardit dokument-rida, mille töötlemisega tegeles 2 miljoni· 
inimest. Keskmiselt teeb see inimese kohta 35 dokument-rida tun­
nis, s. t. iga tunni vältel tuleks tehteid teha ligikaudu 200-
300 kolme- kuni viiekohalise arvuga. Pealegi võtab veel lisaaega: 
informatsiooni saamine ja väljastamine. Kõigest sellest järeldub,' 
et käsitsi arvutamise korral peab informatsiooni töötlus olemaJ 
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üsna hõre - üks arv võtab teisendustest osa vaid mõned korrad 
ja tehted ise peavad olema lihtsad. 

Informatsiooni nii hõre töötlemine sisaldab endas suurt ohtu: 
kui selles suunas midagi otsustavat ette ei võeta, siis seisame 
10-15 aasta pärast olukorra ees, kus teadlikult juhitud laienda­
tud taastoomine muutub praktiliselt teostamatuks. Kõige mini­
maalsemalt vajaliku informatsiooni töötlemisvõimaluste loomisel 
un senine ühiskondlik praktika (rahvusvahelises ulatuses) tugi­
nenud peaasjalikult vastavate kaadrite suurendamisele. Nii tuli 
1870. aastal näiteks USA-s 12,5 miljoni töötaja kohta 300 tuhat 
kontoritöötajat, kuid 1960. aastal oli juba 9 miljonit kontoritööta­
j at, s. t. kontoritööta j at e arv suurenes 30 korda, kusjuures kõigi 
töötajate üldarv suurenes samal perioodil vaid 5,2 korda. 

Sellega seoses tuleb ka meenutada Ukraina Teaduste Aka­
deemia viitsepresidendi V. Gluskovi seisukohta («Pravda», 14. 
el ets. 1962. a.), kes leiab, et kui võtta arvesse planeeritud töös­
tustoodangu kasvutempot, siis selleks, et planeerimine toimuks 
praegusega samal tasemel (see ei ole kaugeltki rahuldav), peame 
juba 1980. aastal sellele tööle rakendama kogu Nõukogude Liidu 
täiskasvanud elanikkonna. 

Sellised väljavaated ja prognoosid on üsna mõtlemapanevad. 
Isegi siis, kui see ennustus realiseeruks vaid 50o/o ulatuses, tuleks 
järeldada: ainus reaalne väljapääs sellest olukorrast on võim­
sate elektronarvutite massiline rakendamine majandusliku infor­
matsiooni töötlemiseks ja kiirete ning suure võimsusega infor­
matsiooni-ülekandeseadmete kasutuselevõtmine. Kuigi elektron­
~rvutite ja kiirete ning suuremahuliste informatsiooni ülekande­
salvestusseadmete laialdase rakendamise hädavajalikkus on täna­
päeval juba enam-vähem üldtunnustatud, siiski puudub esialgu 
ühtne seisukoht nende rakendamise konkreetsete teede ja prob­
leemide vaatluselevõtmise sobivaima järjekorra küsimustes. Se­
niste kogemuste põhjal võib elektronarvutite ja informatsiooni 
ülekande-salvestusseadmete rakendamisega seotud uurimistöödes 
täheldada kolme enam-vähem väljakujunenud suunda. Neid suun­
di saab lühidalt iseloomustada järgmiselt. 

I. Olemasolevate majanduslike informatsioonivoogude ning 
informatsiooni rin gl usskeemide väljaselgitamine (koos nende loo­
gilis-sümboolse kirjeldamisega) järgnevatel eesmärkidel: 

olemasolevate informatsiooni töötlemise algoritmide for­
maliseerimine ja nende realiseerimise järk-järguline üle­
andmine arvuteile; 
informatsiooni ülekande-salvestusseadmete spetsiifika ja 
vajalike omaduste selgitamine; 
tootmisprotsessis töövahendite juurest saadava informat­
siooni kogumise süsteemi väljatöötamine (koos sobiva te 
kodeerimisvõtetega). 
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2. Informatsiooni töötlemise täiustatud algoritmide koosta­
mine koos optimaalsuse kriteeriumide sissetoomisega ja vasta­
va te algariimide realiseerimine elektronarvuteil. 

3. Rahvamajanduse juhtimise struktuuri ja tegeliku juhti­
mise ümberorganiseerimisega seotud küsimuste lahendamine suur­
te arvutusvõimsuste kasutamise seisukohalt. 

Edaspidises me räägimegi lühiduse mõttes nendest suunda­
dest vastavalt kui esimesest, teisest ja kolmandast suunast. Kui­
gi need kolm suunda tegelevad majandussüsteemi matemaatilis­
kü berneetilise modell eerimisega erineval viisil, ei ole nad siiski 
omavahel isoleeritud ega täiesti sõltumatud. 

Esimene suund vaatleb süsteemi üksikosade vahelisi suhteid 
põhiliselt informatsiooniiiste seoste valguses ega esita küsimust, 
miks on üks või teine informatsioonivoog korraldatud just nii, 
aga mitte teisiti. Selle suuna põhieesmärgiks on luua kindel kord 
informatsiooni liikumises ja tagada vajalik informatsioon õige­
aegselt. See suund ei tegele täieliku optimiseerimisega, kõik teh­
tavad parandused on siin korrigeerivat laadi. 1 

Mis puutub teise suunda, siis selle raames tegeldakse põhi­
liselt lokaalse optimiseerimisega (näiteks ühe ettevõtte ulatu­
ses), mistõttu suuna põhiliseks majanduslikuks uurimisobjektiks 
on süsteemi üksikosade vahelised funktsionaalsed seosed. Peab 
muidugi märkima, et paljud teise suuna probleemid kerkivad 
just esimese suuna uurimuste käigus, saadavad tulemused lüli­
tuvad aga esimese suuna raames loodavatesse algoritmidesse. 

Kolmanda suuna põhiülesandeks on tegelda kogu majandus­
süsteemi juhtimise täpsustarnisega ja süsteemi kui terviku opti­
maalsuse kriteeriumide väljatöötamisega. 

Mis puutub Nõukogude Liitu, sealhulgas ka Eesti NSV-sse, 
siis on käesolevaks momendiks meil kõige rohkem arenenud just 
teine suund. Seevastu esimese ja kolmanda suuna osas esialgu 
eriti nimetamisväärseid saavutusi veel ei ole. Sealjuures on kol­
manda suuna alased tööd alles täiesti teoreetilise uurimise tase­
mel. Nähtavasti aga saabki kolmas suund oma konkreetse kal­
laku ja praktilise rakendussfääri alles pärast vajaliku taseme 
saavutamist esimeses ja teises suunas. Sellepärast me kolman­
dast suunast siin rohkem ei räägigi, sest pakilisemad vajadused 
ja probleemid on seotud nimelt esimese kahe suunaga. 

Nagu juba öeldud, on meil põhiliselt arenenud just teine 
suund. üheks põhjuseks on siin asjaolu, et praegustes tingimus­
tes annab teine suund suhteliselt rohkem materiaalset efekti kui 
esimene suund, lisaks sellele on ta teaduslikuks uurimistööks 
tunduvalt mugavam ega nõua elektronarvutitelt nii suurt töö­
kindlust kui esimene suund. Näiteks palgaarvestuses, mille auto-

1 Siin kasutatud mõistetest on juttu näiteks artiklis: J ä g e I, A., Ope­
ratsioon'ianalüüs. - Matemaatika ja kaasaeg, IV, lk. 31-39. 
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matiseerimine kuulub esimese suuna alla, ei tohi eksida isegi ühe 
kopika võrra. Kui me aga matemaatilise planeerimisülesande la .. 
hendamisel (see kuulub teise suuna alla) mõne juhusliku vea 
tõttu ei saa küll kõige paremat lahendit, kuid leitud lahend on 
siiski praktikas realiseeritav ja annab paremaid tulemusi kui 
seda oleks saadud ilma matemaatilise planeerimiseta, siis ei esi­
tata selle arvutusvea suhtes erilisi pretensioone (kui ta üldse 
avastataksegi) ning tulemus loetakse heaks. 

Suurem osa teises suunas saavutatud konkreetsetest tulemus­
test on nii või teisiti seotud mitmesuguste matemaatiliste pla­
neerimisülesannete sõnastamise ja lahendamisega. Eriti laialda­
selt on NSV Liidus elektronarvutitega lahendatud näiteks nn. 
transpordiülesandeid, kusjuures selgus, et vedude optimaalse 
plaani rakendamine andis reeglina 10-15% kokkuhoidu. Veelgi 
suuremat efekti on saadud keerulisemate planeerimisülesannete 
lahendamisel. 

Senised tulemused selles valdkonnas on aga siiski olnud vaid 
suhteliselt üksikuteks katseteks parandada rahvamajanduse juh­
timise mõningaid lülisid. Kvalitatiivse! muutust need katsed veel 
endaga kaasa ei too. Kvalitatiivseks muutuseks oleks siin üle­
minek matemaatilise planeerimise (ja üldse operatsioonianalüüsi) 
meetodite massilisele rakendamisele. Selleks on aga tarvis viia 
esimene suund praktikas sellisele tasemele, et vaadeldavate ob­
jektide kohta oleks tagatud küllaldane informatsioon ja see oleks 
kättesaadav õigeaegselt ning moonutusteta. 

Lisaks objektiivse ja suuremahulise informatsiooni kättesaada­
vaks muutmisele, mis on vajalik matemaatiliste planeerimisüles­
annete majanduslikult korrektseks esitamiseks, tuleb oluliselt 
parandada ka operatiivset juhtimist. Halva operatiivse juhtimise 
korral toimub korrektuuride sisseviimine esialgselt arvutatud 
optimaalsetesse plaanidesse praktiliselt alati hilinemisega; see­
tõttu muutuvad need plaanid j äigaks ja ei vasta mõne aja pä­
rast enam üldse reaalsusele. Mida operatiivsem on juhtimine, 
seda suuremat efekti annab matemaatilise planeerimise meeto­
dite rakendamine. Operatiivse juhtimise parandamine on aga 
üks esimese suuna ülesannetest. 

Elektronarvutite senine rakendamine maj andustike protsesside 
juhtimiseks on nii Eesti NSV-s kui ka kogu NSV Liidus kulge­
nud esimese ja teise suuna vahel ilmses disproportsioonis. Seda 
iseloomustab kasvõi asjaolu, et vastava-alastes refereerivates 
ajakirjades on rohkesti materjali ja ettepanekuid mitmesuguste 
planeerimiseeskirjade parandamiseks ning matemaatiliste pla­
neerimisülesannete lahendamiseks, vähe aga töid planeerimis­
või juhtimistegevuse lihtsamategi osade tegeliku üleviimise kohta 
elektronarvuteile. 

Et matemaatilise planeerimise meetodite tegelikult massilist 
rakendamist on takistanud eeskätt just esimese suuna tööde mär-
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gatav mahajäämus, siis ongi viimane aeg hakata astuma samme 
selle suuna forsseeritud arendamiseks. Vabariigis on nende tööde\ 
mahajäämust põhjustanud ka elektronarvutite ning vastava kaad-j 
ri nappus. See siiski ei õigusta tekkinud olukorda ega anna põh­
just viivitada vastavasuunaUste ettevalmistus- ja uurimis töödega.) 

Vaatleme, mida meile praktiliselt annab esimese suuna eelis-l 
tatud arendamine. Esiteks, saame konkreetse ülevaate vabariigi 
majandussüsteemis ringieva informatsiooni mahust ja informat~ 1 

sioonivoogude kvalitatiivsetest iseärasustest Teiseks, saame 
konkreetselt teada, missugused informatsiooni töötlemise algorit­
mid on lihtsalt formaliseeritavad ja missugused mitte. Kolman­
daks, saame tegeliku pildi sellest, mis osas on olemasolev infor­
matsioon puudulik ja kus ringleb liigne informatsioon. Neljan­
daks, saame hinnata algoritme nende konkreetse töömahukuse 
seisukohalt. Viiendaks, saame hinnata tegelikku elektronarvutite 
ja informatsiooni ülekandeseadmete vajadust vabariigis, mis on 
vajalik informatsiooni ja operatiivse juhtimise korrastamiseks. 
Kuuendaks, saame konkreetse suunitluse teaduslike planeerimis­
meetodite rakendamiseks ja arendamiseks, saame maj anduskü­
berneetika kui terviku jaoks konkreetsed ülesanded ja probleemid. 

Esimese suuna eelistatud arendamisega loome eeldused sel­
leks, et täiendavate elektronarvutite saabumisel saame need kii­
resti rakendada majandusliku informatsiooni töötlemiseks. Sel 
iuhul ei ähvarda meid oht, et informatsiooni töötlemine muutub 
~isuliselt järjest hõredamaks, mis lõpuks võib viia selleni, et ma­
j andussüsteem muutub üha rohkem ja rohkem stiihiliselt ise­
reguleeruvaks (on ju päris ilmne, et 1980. aastal kogu NSV Lii­
du täiskasvanud elanikkanda ei saa panna rahvamajanduse pla­
neerimisega tegelema). 

Veel üks asjaolu, mis räägib esimese suuna eelistamise kasuks 
lähemas tulevikus, on see, et selle suuna arendamisel tekib või­
malus tõmmata töödesse kaasa osa ettevõtete ja asutuste juhti­
vast kaadrist, kes sel teel omandaks edaspidiseks tööks vajaliku 
kvalifikatsiooni. Uurimistöö aspektist vaadelduna nõuab teine 
suund nimelt kaadri osas märgatavalt kõrgemat kvalifikatsiooni 
kui esimene, seetõttu ei lähe ka kaadri ettevalmistamise problee­
mid nii teravaks. Peamine on selles, et me lähemas tulevikus 
kõiki oma arvutusvõimsusi ei rakendaks ainult teise suuna tee- .. 
nistusse nagu seni, vaid rõhuvama osa neist jätaksime just esi­
mese suuna tarvis. 

Mis puutub välisriikidesse, siis on seal oluliselt arenenud 
just esimene suund ja enamus majanduses kasutatavatest elekt­
ronarvuteist ongi rakendatud nimelt suuremahuliste informatsioo­
nimassiivide töötlemiseks. Selle tulemusena on vastava is ettevõt- · 
teis saavutatud kohapealse juhtimise operatiivsuse märgatav pa­
ranemine, kusjuures vabanevat kaadrit (eeskätt mitmesuguste, 
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arveametnike näol) tuleb ühe arvuti kohta keskmiselt 125-150 
inimest. Arvutite niisuguse rakendamise majandusliku efekti koh­
ta USA-s tehtud analüüs (1959. a.) näitas, et 300 vaadeldud ette­
võtte puhul 82·% juhtudest õigustavad elektronarvutid end täieli­
kult, 18% juhtudest aga suurenesid ettevõtete kulutused (peami­
selt arvutite mittetäieliku koormamise ja juurutamise ettevalmis­
tamatuse tõttu). Analoogilistele järel d ustele on jõutud ka mit­
mes teises riigis. 

Kõik need järeldused kinnitavad veelkord seda, et elektron­
arvutite ning informatsiooni ülekande-salvestusseadmete massi­
Iine rakendamine peab lähemas tulevikus toimuma just esimeses. 
suunas. See on põhiline abinõu, mis võimaldab piirata administ­
ra tiivse personali suurenemist, garanteerides sealjuures tootmise 
kasvamisega kaasnevate suuremate informatsioonihulkade töötle­
mise vähemalt praegusel tasemel. Mis aga puutub kaugemasse 
perspektiivi, siis on vaieldamatult selge, et edaspidi langeb prob­
leemide raskuspunkt nimelt teisele ja kolmandale suunale. Selleks 
aga, et rahvamajanduse juhtimine kõigis üksikosades n.-ö. «infor­
matsiooni nälga» ei kärbuks, tuleb esmalt korrastada just majan­
dusliku informatsiooni kiire ja suuremahuline töötlemine elektron­
arvuteil. 

ASTENDAMI,VE OA' LIHTNE! 

(8 + 1) 2 = 81 
(5+1+2)3=512 
(4 + 9 + 1 + 3) 3 = 4913 
(5+8+3+2)3=5832 
(1 +7+5+7+6)3= 17576 
(1 + 9 + 6 + 8 + 3) 3= 19 683 
(2 + 4 + 0 + 1) 4 = 2401 
(2 + 3 + 4 + 2 + 5 + 6) 4 = 234 256 
(3 + 9 + 0 + 6 + 2 + 5)4 = 390 625 
(6 + 1 + 4 + 6 + 5 + 6) 4 ·= 614 656 
(I+ 6 + 7 + 9 + 6 +I+ 6) 4 = 1 679 616 
(5 + 2 + 5 +. 2 + I+ 8 + 7 + 5) 5 =52 521 875 
(6 + 0 + 4 + 6 + 6 + 1 + 7 + 6) 5 = 60 466 176 
(I +7+2+ 1 +0+3+6+ 8) 5 = 17210368 
(3 + 4 + 0 + 1 + 2 + 2 + 2 + 4) 6 = 34 012 224 
( 6 + 1 + 2 ·+ 2 + 2 + 0 + 0 + 3 + 2) 7 = 612 220 032 
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f! 11. J' j J! S. J J;: D 8! f. f. ~ I J 0. i ; J ! J. I. i I J J J. i ! -

ERINURKSEO I(OLMNURGAD 

Jakob Gabovits ja S. Zetel 

Olgu antud nürinurkne kolmnurk ABC nunnurgaga a ning 
teravnurkadega f3 ja 1'· Huvitavate omaduste tõttu pälvivad eri­
list tähelepanu need nürinurksed kolmnurgad, kus nürinurk a on 
parajasti täisnurga võrra suurem ühest teravnurgast, näiteks 
nurgast j3. Sellist kolmnurka nimetatakse erinurksek s, kus­
juures nurk f3 kannab põhinurga nime. Nurgad a ja 1' aval­
duvad põhinurga kaudu järg-
miselt (vt. joonis 1): 

a 1= 90° + f3, } 
1' r= 90°- 2/). 

(1) 

Siit muide nähtub, et eri­
nurkse kolmnurga põhinurk 
peab rahuldama tingimust 

Ü
0 <f3 < 45°. 

Alustame erinurkse kolm­
nurga omaduste uurimist sel-

A 

90".(1 

e b 

-~ 
:8 17 ( 

Joonis 1. 

lega, et avaldame ta küljed a, b ja e ning pindala S põhinurga f3 
ja ümberringjoone raadiuse R kaudu. Selleks tugineme siinus­
lausele, millele võime võrduste (1) põhjal anda kuju 

_a_ = _b_ =_e_= 2R 
eos {J sin {3 eos 2{3 · 

Siit järeldub, et 
a = 2R eos {3, b = 2R sin f3, e·= 2R eos 2{3. (2) 

Pindala arvutamiseks lähtume tuntud valemist 

S = 0,5 ab sin 1' ·= 0,5 ab eos 2{3. 

Võrduste (2) põhjal on 

ab = 4R2 eos f3 sin ./3 = 2R·2 sin 2{3 

ja seega saame lõpptulemuseks 
S I= 0,5R2 sin 4{3. 

Esitame nüüd küsimuse, milline seos kehtib erinurkse kolm-
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nurga külgede vahel. Vastuse annab järgmine teoreem. Selleks, 
et kolmnurk oleks erinurkne, on tarvilik ja piisav, et 

(a2 + b2) e2 = (a2- b2)2. (3) 
Tõestarne kõigepealt t a rv i I i kk u s e. Olgu vaadeldav 

kolmnurk erinurkne. Siis kehtivad seosed (2) ja järelikult 
a2 :+ b2 = 4R2. (4) 

Edasi leiame seoste (2) põhjal, et 
a2 - b2 = 4R2 ( eos2 f3- sin2 {3) = 4R2 eos 2{3 = 2Re, 

s. o. 
a2- b2 ·= 2Re. (5) 

Kui selle võrduse mõlemad pooled ruutu tõsta ja arvestada võr­
dust ( 4), siis jõuamegi seose (3) juurde. 

Tõestarne nüüd p i i s a v u s e. Kehtigu kolmnurga külgede a, 
b ja e vahel seos (3), kusjuures a olgu selle kolmnurga suurim 
külg. Kolmnurga erinurksuse näitamiseks lähtume tuntud vale­
mitest 

b2 + c2 _ a2 a2 _ b2 + c2 
eos a =. 2b , eos f3 = 2 . (6) 

~ e ac 

Valem (3) võimaldab avaldada külje e külgede a ja b kaudu: 

(7) e= 
ya2 + b2 

Asendades selle e väärtuse võrdustesse (6) saame pärast lihtsus­
tamisi 

b 
eosa=- , 

Va2 + b2 

Näeme, et a on nürinurk, sest 
ta koosinus on negatiivne. Võr­
dustest (8) järeldub veel, et 

eos2 a + eos2 f3 ·= 1, 
millest 

eos2 a = sin2 {3. 
Et ,a on nürinurk ja f3 on te­
ravnurk, siis saame viimasest 
seosest 

eos a i= - sin f3 = B 

=eos (90° + {3), 

(8) 

a 

Joonis 2. 

ja seega a = 90° + f3, mida oligi tarvis tõestada. 
Olgu antud erinurkne kolmnurk ABC (joonis 2). Tõmbame 

tipust C küljele a =BC ristsirge, mis lõikub külje e·= BA piken­
dusega punktis D. Tekkinud täisnurkset kolmnurka BCD nime­
tame erinurkse kolmnurga ABC g e n ereeri va k s k o 1m­
n u r ga k s. Viimase suurem kaatet a langeb ühte erinurkse kolm­
nurga suurima küljega. On kerge näha, et genereeriva kolmnurga 
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väiksem kaatet CD võrdub erinurkse kolmnurga põhinurga vas· 
tasküljega b, sest 

L CAD ·= L_ CDA = 90° - (3. 
Siin me lähtusime antud erinurksest kolmnurgast ja konst­

rueerisime selle põhjal ebavõrdset e ka at et it ega täis:. 
nurkse kolmnurga. Vastupidi, lähtudes mistahes ebavõrdsete kaa­
tetitega täisnurksest kolmnurgast, võime konstrueerida ühe eri­
nurk'5e kolmnurga. Selleks tuleb täisnurga tipust C tõmmata hü:.J 
potenuusile kõrgus CE ja leida viimase suhtes kaatetiga CDj 
sümmeetriline lõik CA. (joonis 2). Lihtne on veenduda, et niiviisi~ 
saadud kolmnurk ABC ongi erinurkne. I 

Seega on kindlaks määratud üksühene vastavus erinurksete 
kolmnurkade hulga ja ebavõrdsete kaatetitega täisnurksete kolm~ 
nurkade hulga vahel. Teiste sõnadega, mõlemad need hulgadl' 
osutusid e kv iv a I e n t s et e k s. . 

Olgu d I= BD genereeriva kolmnurga hüpotenuus. Pythago~1 

rase teoreemi põhjal siis '• 
a2 + b2 ·= d2. 

Siit ja valemist ( 4) järeldub, et 
d I= 2R. (9) 

Seega on tõestatud, et erinurkse kolmnurga ümberringjoone dia-. 
meeter võrdub genereeriva kolmnurga hüpotenuusiga. Teiselt 
poolt on aga teada, et täisnurkse kolmnurga ümberringjoone dia­
meeter võrdub tema hüpotenuusiga. Seda arvestades võime õel< 
da, et erinurkse ja genereeriva kolmnurga ümberringjoontel on 
võrdsed raadiused. ' 

Erilist huvi pakub r a ts i o n a a I s e t e k ü I g e d e g a e r i -,. 
nurksete kolmnurkade vaatlemine. Kui a, b ja e on ratsionaalsed, 
siis on seda ka ümberringi raadius R, sest võrdusest (5) nähtub,) 
et · 

a2- b2 
R=~-. (lO)l 

Kuid siis osutub ka erinurkse kolmnurga pindala S ratsJonaal­
seks, sest teatavasti on iga kolmnurga _puhul ! 

S l= abc 
4R . 

Seega kuuluvad kõik ratsionaalsete külgedega erinurksed kolm­
nurgad r a ts i on a a I s et e koI mn u rk a d e 1 hulka. Täpse-·: 
mini, näitame, et ratsionaalsed erinurksed kolmnurgad moodusta-, 
vad Heroni kolmnurkade hulga teatud alamhulga. Kõigepealt onj 
selge, et ratsionaalne erinurkne kolmnurk ei saa olla Pythagora­
se kolmnurgaks, sest ta on ju nürinurkne. Edasi vaatleme võrd· 
haarse erinurkse kolmnurga juhtu. Tingimusest 

f3= 1' = 90° - 2{3 
1 Vt. G ab o vi ts, J., Veidi kolmnurga aritmeetikat. - Matemaatika ja'l 

kaasaeg, V, lk. 57-67. 
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järeldub, et f3 = "P =, 30° ja seega a ·= 120°. Nüüd võime kergesti 

veenduda, et külgede a ja b suhe võrdub irratsionaalarvuga v3 
ning seega ei saa olla tegemist ratsionaalse kolmnurgaga. Seega 
näeme, et iga ratsionaalne erinurkne kolmnurk kuulub kaldnurk­
sete isekülgsete ratsionaalsete kolmnurkade hulka, s. t. ta on 
Heroni kolmnurk. 

Võrdused (9) ja ( 1 0) näitavad, et ratsionaalse erinurkse 
kolmnurga genereeriv kolmnurk on Pythagorase kolmnurk. N äi­
tarne ka vastupidist: kui genereeriv kolmnurk on Pythagorase 
kolmnurk, siis temast tuletatud erinurkne kolmnurk on ratsio­
naalne. Eelnevast me juba teame, et erinurkse kolmnurga kaks 
külge võrduvad genereeriva kolmnurga kaatetitega a ja b, kol­
manda külje C' saame arvutada valemist 

a2- b2 
C=-d--, (11) 

nagu järeldub seostest (5) ja (9). Järelikult, kui genereeriva 
kolmnurga küljed a, b ja d on ratsionaalsed, siis on seda ka 
vastava erinurkse kolmnurga küljed 

. a2- b2 
a, b Ja -d--·. (12) 

Sellega oleme tõestanud, et ratsionaalsete erinurksete kolm­
nurkade ja Pythagorase kolmnurkade hulgad on ekvivalentsed. 

Sel tulemusel on suur praktiline väärtus, sest ta võimaldab 
meil, lähtudes Pythagorase kolmnurkadest (millede tabuleeri­
mine on lihtne; vt. lk. 60 tsiteeritud artiklit), järk-järgult leida 
kõik ratsionaalsed erinurksed kolmnurgad. 

Siinjuures peame märkima järgmist asjaolu. Lähtudes pr i­
m i t i i v s e s t 2 Pythagorase kolmnurgast saame m u r d a rv u -
1 i s e küljega e erinurkse kolmnurga (vt. (11)). Et tuletatav eri­
nurkne kolmnurk oleks samuti primitiivne, korrutame kolmnurga 
( 12) külgi teguriga d. Sel teel saame primitiivse erinurkse kolm­
nurga külgedega 

a'=ad, b'= bd, e'= a2- b2, 
mis on sarnane kolmnurga ga ( 12). 

Ka ilma genereeriva kolmnurga abita saab tuletada valemid, 
mis võimaldavad leida kõik primitiivsed erinurksed kolmnurgad, 
.Jättes nende valemite tuletamise lugeja hooleks, piirdume siin­
kohal ainult lõpptulemuse esitamisega. 

Olgu m ja n ühisjagajata naturaalarvud, kusjuures m >n 
ja üks neist on paarisarv. Siis kolmnurk külgedega 

a' =max [m 4 - n4, 2mn (m2 + n2) ], 

b' =min [m4 - n1, 2mn(m2 +n~)], 
e'=· lm4- 6m2n2 + n4! 

on primitiivne erinurkne kolmnurk. 

2 S. t. täisarvutiste ühisjagajata külgedega. 
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Alljärgnevas tabelis on antud kõik primitiivsed erinurksed 
kolmnurga d ( a', b', e'), mille puhul genereeri va kolmnurga 
( a, b., d) külgede pikkused ei ületa arvu 1 OO. 

Primitiivsete erinurksete kolmnurkade (a', b', e') tabel 

a b d a' b' e' 

4 3 5 20 15 7 
12 5 13 156 65 119 
15 8 17 255 136 161 
24 7 25 600 175 527 
21 20 29 609 580 41 
35 12 37 1295 444 1081 
40 9 41 1640 369 1519 
43 28 53 2385 1484 1241 
fJO Il 61 3660 671 3479 
56 33 65 3640 2145 2047 
63 16 65 4095 1040 3713 
55 48 73 4015 3504 721 
77 36 85 6545 3060 4633' 
84 13 85 7140 1105 6887 
80 39 89 7120 3471 4879 
72 65 97 6984 6305 959 

- --------··--------

Näiteks, m ,= 3, n= 2 puhul saame a' = 156, b' = 65, e'= 
= 119, s. t. meie tabelis teisena antud kolrnnurga. 

Esitarne nüüd küsimuse, milline on primitiivsest erinurksest 
kolmnurgast lähtudes k on s tr uk ts i.o on i teel saadav gene­
reeriv kolmnurk. Et primitiivne erinurkne kolmnurk saadi kolm­
nurgast (12) tema külgede korrutarnisel teguriga d, siis on selge,. 
et tema genereerivaks kolmnurgaks on m i t t ep r i rn i t i iv n e 
Pythagorase kolmnurk kaatetitega ad ja bd ning hüpotenuusiga 
d2 • Siit järeldub, et primitiivse erinurkse kolmnurga ümberring­
joone diameeter avaldub naturaalarvu ruuduna. 

Lõpuks tuletarne valemi primitiivse erinurkse kolmnurga pind­
ala S' arvutamiseks. Selleks arvutarne eelkõige küljele e'=· a2 -

-...:. b2 tõmmatud kõrguse h. On selge, et h langeb ühte (rnitte­
prirnitiivse) genereeriva kolmnurga hüpotenuusile tõmmatud kõr­
gusega. Me teame, et täisnurkse kolmnurga hüpotenuusile tõm­
matud kõrgus võrdub kaatetite korrutise ja hüpotenuusi jaga­
tisega. Järelikult 

h =ad· bd =ab 
d2 

Seega on tõestatud, et kõrgus h võrdub primitiivse genereerivm 
kolmnurga kaatetite korrutisega. 

Nüüd saame leida otsitava valemi pindala jaoks: 
S' = 0,5 ab ( az - b2) . 
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üHEST TüüPILISEST ALGEBRALISEST VEAST 
JA SELLE ALLIKATEST 1 

J. Gaiduk 

Järgnevad read pole kirjutatud mitte selleks, et täiendada 
kesk- (ja isegi kõrgemate 2 ) koolide õpilastele iseloomulike «tüü­
piliste matemaatiliste eksimuste» nimekirja. Autori peamiseks 
eesmärgiks on pöörata tähelepanu mõningatele üldistele järel­
dustele, mis selliste eksimuste analüüsimisest tulenevad. 

Esitame meid huvitava situatsiooni eksamil toimuva kahe­
kõnena pedagoogi P ja õpilase ö vaheL 

0: (jätkates oma ülesande lahenduskäigu esitamist): ... seega 
saime võrduse 

: + ~ +; = 0, (I) 

millest järeldub, et 

~ + ~ +· ~ = 0 ( 2) 

P: (katkestades) :· Kuidas teil küll õnnestus võrdusest (I) 
saada võrdust (2)? 

0: (imestunult): Kas see pole siis õige? ... lVle tegime ju varem 
ka niimoodi ... 

H: Ei ole teinud! Siin on jäme algebraline viga. 
0: Kuid lubage ... Alles eile te tõestasite, et võrdusest 

:+~=0 (3") 

järeldub võrdus 

(4) 

Analoogiliselt peab siis võrdusest (1) j ärelduma ka võrdus (2):, 
mõlemal juhul saadakse uus võrdus ju lihtsalt eelmise liikmete 
«Ümberpööramise» teel ... 

1 Artikli on toimetusele saadetud venekeelsest käsikirjast tõlkinud 
0. Kaasik. 

2 Autoril on tulnud siinkirjeldatud eksimusi täheldada näiteks üliõpilaste 
juures, kes vastavat tüüpi diferentsiaalvõrrandite lahendamisel sellisel viisil 
«eraldavad muutujaid». 
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P: (ironiseerides): te nähtavasti tahate arutleda matemaati­
lise induktsiooni meetodil. Kuid siis tuleks alustada juhuga, mil 
võrduse vasakul poolel on vaid üksainus murd! 

ö: Proovime ... Tähendab, tuleb tõestada, et kui 
a 
b"=O, (5) 

siis ka 
b 
-=0. (6) a 

Hmm . . . (pärast minutipikkust mõtlemist rõõmsalt). Kuid sel­
leks tuleb lihtsalt korrutada võrduse ( 5) mõlemad pooled tegu-

• b".!. • t d d ' nga ~ Ja aa n a a. 
a 

P: (enesevalitsemist kaotades): teil pole ju algebrast aimugi! 
Mida te küll õppinud olete? Täna pole meil teiega enam mil­
lestki rääkida. 

0: (lahkub hämmeldunult). 

Tema lahkumist kasutades püüame koos P-ga teha juhtunust 
«metoodilisi järeldusi». Me muidugi saame aru nii P irooniast 
sellise pimeda usu puhul mittetäielikku induktsiooni kui ka tema 
nördimusest nulliga jagamise ränga patu korral. Ometi ei ole 
.aga 0; (ja tema paljude kaaslaste) algebraliste vigade juur mitte 
selles, vaid tunduvalt sügavamal! 

Ajalooliselt on kujunenud nii, et algebra koolikursuses leiab 
üsna laialdaselt aset väga kahjulik terminoloogiline dualism. 
Nii nimetatakse näiteks võrduselt a + b ·=e võrdusele a =·e- b 
üleminekut kahel erineval viisil: mõnikord öeldakse, et «võr­
duse mõlematest pooltest lahutati üks ja seesama suurus b», 
teinekord aga, et «arv b viidi võrduse vasakult poolelt vastas­
märgiga üle paremale poolele». Sellise dualismi tagajärjel tuleb 
õpilastel üheaegselt tegemist teha nii matemaatilise tehtega 
(lahutamine) kui ka «mehhaanilise» tehtega (üleviimine), kusjuu­
res nende kahe tehte sisuline samaväärsus jääb kergesti hoopis 
tähele panemata. «Üleviimise reegli» hüpnoos on mõnikord nii­
võrd tugev, et õpilased lahendavad võrrandit a ==· x umbes selli­
selt: kõigepealt -x 1= -a, ning «märkide muutmise reeglit» ka­
sutades 3 saadakse alles x '= a. 

Meie keskkoolialgebra niisugune dualism takistab õpilastel 
aru saada algebraliste teisenduste olemusest ning algebra ja 
aritmeetika ühtsusest. Opilaste silmis muudab see algebra min­
giks vähe arusaadavaks «sümbolitega zongleerimiseks», provot­
seerides neid kasutama algebralisi valemeid kas liiga vabalt või 
siis hoopis puhtmehhaaniliselt. Niisuguse õhkkonna tõttu selles 

3 Selle mehhaanilise reegli matemaatiliseks sisuks on võrduse mõlemate 
poolte korrutamine arvuga -1. 



õppeaines ongi nähtavasti paratamatud need õpilaste rängad 
eksimused, millede üle me sageli kaebame ja vahel ka lõbusalt 
naerame. Nende eksimuste üle tasuks aga üsna tõsiselt mõtel­
da ... 

Pöördudes tagasi Ö' konkreetse vea juurde, mis oli meie mär­
kuste lähtepunktiks, rõhutame, et selle vea aluseks pole mitte 
niivõrd analoogia võrduste (3) ja ( 4) vahel eksisteeriva seose ga, 
kuivõrd «halb harjumus» mehhaaniliselt opereerida algebraliste 
valemitega. Selle harjumuse tagajärjel hakkavadki õpilased ni­
metatud seost omandama kui mingi «murdude ümberpööramise» 
teel saadavat tulemust. 

Opilaste niisugused eksimused meenutavad järjest tungiva­
malt, et oleks juba ammu aeg muuta meie koolialgebra termino­
loogia kaasaegsemaks. Siinjuures tuleb ühtlasi rõhutada, et ter­
minoloogia selline revideerimine on mitmes riigis juba teostatud. 

ARVUDE SUMFOONJA 

1X8-f-1=9 
12 X 8 + 2 = 98 

123 X 8 ·+ 3 = 987 
1234 X 8 + 4 = 9876 

12345 X 8 + 5 = 98765 
123456 X 8 + 6 = 987654 

1234567 X 8 + 7 ,= 9876543 
12345678 X 8 + 8 = 98765432 

I23456789 X 8 + 9 = 987654321 

9 X 987654321 - 1 = 8888888888 
9 X 98765432 ·+ o = 888888888 

9 X 9876543 + I = 88888888 
9 X 987654 ·+ 2 = 8888888 
9 X 98765 + 3 = 888888 

9 X 9876 + 4 ·= 88888 
9 X 987 + 5 = 8888 
9 X 98+6= 888 
9X 9+7= 88 

123456789 X 9 ·+ I 0 := 1II111111I 
12345678 X 9 + 9 = I11I11111 

I234567 X 9 + 8 ·= 11111111 
123456 X 9 + 7 = 1111111 

I2345 X 9 ·+ 6 = I11Ill 
1234 X 9 + 5 = 11111 

5 Matemaatika ja kaasaeg IX 

123 X 9 + 4 = 1111 
12X9+ 3=111 
1X9+ 2=11 
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MATEMAATIKA öPETAMISE REFORMIMISEST SAKSA 
DEMOKRAATLIKU VABARIIGI KOOLIDES 

0. Prinits 
I 

Sõjajärgsetel aastatel kannatas Saksa Demokraatlik Vabariiki 
rahvamajanduse ja kultuurielu mitmetel aladel spetsialistide puu-\ 
duse all. Ei jätkunud ka matemaatika õpetajaid. Koolimatemaa-: 
tikasse tõi see kaasa teatava revisjonismi perioodi, kusjuures tuli 
programmilisi nõudmisi vähendada. Niisugune periood kestis 
kuni 1957. aastani. Selleks ajaks jõuti juba ette valmistada kül­
laldaselt eriharidusega pedagooge ja ka ettevalmistuseta inime­
sed olid suutnud end vajalikul määral täiendada. Sellest 
ajast alates kehtib nõue, et õ p e t u s t t u I e b a n d a t ä n a -
päeva teaduse tasemel ja tootmispraktika 
a 1 us e 1. Niisuguse eesmärgi saavutamiseks rõhutati järgmisi 
vajadusi: 

1 o muuta efektiivsemaks algõpetus; 
2° käsitleda juba VII klassis arvutuslükatit; 
3° luua kooskõla matemaatika ja füüsika õpetamise vahel; 
4 o süstemaatiliselt rakendada kasutuselevõetud mõisteid 

(näit. astme mõistet tutvustati V klassis, kuid selle juurde 
tuldi IX klassis jälle kui uue mõiste juurde); 

5° anda kujutavale geomeetriale tagasi tema koht koolimate­
maatikas (vahepeal oli selle koolimatemaatikast välja su­
runud tehniline joonestamine). 

Et järgnevat paremini mõista, olgu siinkohal nimetatud, et 
1. sept. 1956. a. loodi Saksa Demokraatlikus Vabariigis 1 O-a as­
tase õppeajaga keskkoolid (Oberschule). Kõrvuti nende koolidega 
jätkus töö ka varem kehtinud 12-aastase õppeajaga gümnaasiumis 
(Erweiterte Oberschule), kusjuures ainult viimaste lõpetajatel on 
õigus jätkata õpinguid kõrgemates õppeasutustes. 

1. 1959/60. õppeaastal kehtestatud programmist 

Alates 1959/60. õppeaastast võeti SDV-s kasutusele uus õppe-~ 
plaan ja uued programmid. Matemaatika programmi lisati uusi 
ja jäeti ära juba vananenud teemasid. Järgnevalt ongi lühidalt 
iseloomustatud selle programmi nõudeid 10-klassilises koolis. 
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Programmis nõutakse I k 1 as s i s liitmise ja lahutamise õpetamist 100 
piires, kui seal ei toimu üleminekut ühest kümnest teise. II k 1 as s i s viiakse 
arvutu.?oskus kahekohal!ste j_a ühekohalise arvude konutamise ja jagamiseni 
lOO pmes. III k 1 as s I s laiendatakse arvuvalda tuhandeni ja IV k I as s i s 
miljonini. Küllalt ulatuslikult on algklasside kavas ette nähtud geomeetriliste 
kujunditega tutvumine. Nii on juba I klassi kavas kuup, risttahukas, silinder, 
kera, kolmnurk, nelinurk, (ruut, ristkülik) ja ring. Samuti tutvutakse pikkuse 
raskuse, raha- ja ajaühikutega. ' 

V k I as s i s on kavas kümnendsüsteemi arvude tundmaõppimine ja seoses 
seBega mitmesuguste mõõtühikute tundmise süvendamine (25 tundi), neli 
põhitehet naturaalarvudega (70 tundi), sissejuhatus murdurlega arvutamisse 
(harilike ja ~ümnendmurdude liitmine ja lahutamine - 30 tundi), geomeetria 
põhimõisted ja konstruktsiooni d (30 tundi), kus vaadeldakse sirglõiku, kiirt, 
sirget, ringi jagamist (nurga d oo kuni 3600), joonestamist mõõtkava järgi, 
diagramme ning kuubi ja risttahuka pinnalaotuse valmistamist. Nurka defi­
neeritakse kui kiire pööramise mõõtu. V klassis toimub veel kuubi ja rist­
lalluka pindala ja ruumala arvutamine (20 tundi) ning alustatakse kujutavat 
geomeetriat põhivaate mõistega (5 tundi). 

VI k I as s i s jätkub arvutamine harilike ja kümnendmurdudega ( 100 
!undi), geomeetria osas on kavas nurgacl lõikuvate sirgete juures, telg, süm­
meetria, kolmnurk ja nelinurk (kokku 50 tundi), rööpküliku, kolmnurga, tra­
petsi, nelinurga ja hulknurga pindala (20 tundi) ning· kujutava g·eomeetria 
osas põhivaade ja esivaade ( 10 tundi). 

VII k 1 as s i s tutvustatakse negatiivseid arye (20 tundi), k~isitletakse 
\·õrrandeid (propedeutiline kursus - 20 tundi). Siin tutvustatakse ka võr­
ratust. Suhte ja võrde käsitlemiseks on ette nähtud 35 tundi, protsenarvutu­
seks (ka intressi arvutamine) 40 tundi, arvutuslükatiga tutvumiseks 5 tundi, 
ringi ja ellipsi tundmaõppimiseks 25 tundi ja ringi pindala ning prisma ja 
:-;iJindri pindala ning ruumala käsitlemiseks 20 tundi. Kujutava geomeetria 
11sas (15 tundi) esitatakse kolmvaateid ja kehi kaldprojektsioonis. 

VIII k I as s i s tuuakse sisse täht arvu tähisena (ka tehted üks- ja hulk­
liikmetega, kokku 25 tundi), tutvustatakse lineaarset funktsiooni ja lahenda­
I akse Iineaarseid võrrandeid (25 tundi); samasust käsitletakse siin seostatult 
,·õrde mõistega (40 tundi) ning Pythagorase lauset seoses ruutude ja ruut­
juurtega (25 tundi). Kehadest on kavas püramiid, koom1s ja kera (25 tundi) 
11ing kujutavast geomeetriast lõigu õige pikkuse ning tasandilise kujuneli õige 
kuju ja suuruse esitamine ning kera kolmvaade (koos koordinaatide võr­
~uga). 

IX k 1 as s i s on kavas tehted hulkliikmetega (10 tundi), algebraline murd 
( 15 tundi), lineaarne võrrand ja võrranelisüsteem (15 tundi), ruutfunktsioon 
( 10 tundi), ruutvõrrand (20 tundi), astmefunktsioon naturaalarvulise asienda­
jaga (5 tundi), tehted astmetega (10 tundi), astendaja null ja negatiivne 
astendaja (5 tundi), murrulise astendajaga aste (10 tundi), eksponentfunkt­
~ioon (2 tundi). logaritmfunktsioon (8 tundi), arvutamine logaritmic1e abil ja 
;1rvutuslükati (25 tundi). Kujutavast geomeetriast on kavas rist- ja kaldpro­
jeldsioon (5 tundi) ning aksonomeetriline kujutamine ( 10 tundi). 

X k I a s s i s on rõhuv enamik tunde reserveeritud trigonomeetria küsimus­
Ide. Nii on teravnurga trigonomeetrilistele funktsiocnidele e1ie nähtud 15 
l11ndi, täisnurkse ja võrdhaarse kolmnurga lahendamisele 25 tundi, trigono­
IJicetriliste funktsioonide üldisele definitsioonile 5 tundi ja kalclnurksete kolm­
Jimkade lahendamisele 50 tundi. Seega ei käsitleta trigonomeetria kursuses 
1111rkade summa ja vahe, kahekordse ja poolnurga valemeid ega ole ette näh­
IIIcl trigonomeetriliste funktsioonide summa ja vahe teisendamist kcJrruiiseks. 

Geomeetriliste kehade käsitlemiseks on ette nähtud 40 tundi ja kahend­
~ i·Isteemi arvudega tutvumiseks 5 tundi. 
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Selle programmiga jäeti koolimatemaatikast välja rida juba~ 
vananenud teemasid, nagu kolmlaused, ruutjuure algoritm, aH· 
gebraliste avaidiste konstrueerimine sirkli ja joonlaua abil, kolm­
nurkade ja nelinurkade konstrueerimine külgede pikkuste summa 
ja vahe järgi jne. Ka vähendati niisuguste teemade osatäht-,:} 
sust, millega varem oli üle pakutud. See puudutas eelkõige/ 
sarnasusõpetust ja stereomeetria süstemaatilist kursust. Loobuti 
niisuguste teemade käsitlemisest, millel 1 0-klassilises koolis puu-;\ 
duvad rakendused, nagu arvutamine kompleksarvudega, trigono- ': 
meetrilised võrrandid, tangenslause jne. 

1

1
1 

Nende muudatustega taotleti eelkõige õpilaste ülekoormamiseJ~ 
vältimist ja elementaarse arvutamisoskuse osatähtsuse suurenda-~ 
mist. Viimast loeti aga polütehnilise õpetuse ja kasvatuse üheksJ 
põhialuseks. Polütehnilise õpetuse eesmärke peeti silmas ka geo- :: 
meetriliste kehad e käsitlemise jaotamisel kõigi klasside vahel · 
(välja arvatud IX klass). Programmi seletuskirja kohaselt peab 
75% õpetamise ajast kulutatama harjutustele. 

Alates 1. septembrist 1960. a. kehtestati uued programmid ka 
gümnaasiumidele (Erweiterte Oberschule) eesmärgiga anda õpi­
lastele täpseid, teaduslikult põhjendatud teadmisi ja oskusi. 

Gümnaasiumi lõpuklasside matemaatika programm sisaldab 
peamiselt analüütilise geomeetria ning diferentsiaal- ja integraal­
arvutuse küsimusi. 

Püsivamate teadmiste saavutamiseks suurendati tundide arvu. 
Paremaid tulemusi pidi garanteerima ka kordamisteemade näita­
mine programmis (näiteks lineaarvõrrandite juures on märgitud 
võrde ja kiirte lause kordamise vajadust). Nõutakse matemaati­
liste mõistete täpsemat defineerimist. Selleks on loobutud näiteks 
hulkliikme mõiste kui algebralise summa tähendusest ja samasta-

oo 
tud see polünoomi mõistega, s. o. avaidisega _2aixi (erandiks on 

i=O 

aga ( a + b) n, mida nimetatakse binoomi astmeks). 
Ruutfunktsiooni käsitlemisel pööratakse suurt tähelepanu 

parabooli sablooni kasutamisele ning ruutfunktsioonide graafi­
kute ehitamist nähaksegi ette sablooni lükke ja peegelduse abiL 

Irratsionaalarvu mõiste juurde jõutakse võrrandi x2 - 2 ·= 0 
lahendamise kaudu. 

Peetakse täiesti ülearuseks astme mõiste üldistarnisel mitme­
suguste kombineeritud ülesannete lahendamist, nagu näiteks 

a-3 . b2c-2 . aSb-1 cO • a-5b-4c-3 • a7 bDc-1 
a4b-5c3 • a-2b3c-6 · a6b-3c-2 . a2b 1 r3 · 

Oluline on, et omandatakse mõisted, mis võimaldavad hiljem 
kiiresti lahendada tuletise leidmise ja integreerimise ülesandeid.· 

Sellisteks näideteks on d~ (:3 ) või s :x . 
yx:. 
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Ka gümnaasiumi programmis on kujutav geomeetria küllalt 
suure osatähtsusega. 

2. Seadus matemaatika õpetamise parandamiseks ja 
edasiarendamiseks 

1960. ja 1961. a. olid SDV-s aktuaalselt päevakorras matemaa­
tika õpetamise metoodilised küsimused, kuid üha sagedamini esi­
tati ka radikaalsemaid ettepanekuid koolimatemaatika sisu uuen­
damiseks. Polütehnilise õpetuse konverentsil 1961. a. jaanuaris 
rõhutati, et õpetuse kvaliteedi taseme tõstmine saab tulla kõne 
alla ainult põhjalike loodusteaduste-alaste teadmiste ja oskuste 
kaudu ning et polütehnilise hariduse andmine peab algama loo­
dusteaduslike ainete põhjaliku, eksaktse käsitluse taseme tõstmi­
sega. 

Opetuse paremustarniseks peeti vajalikuks kasutada intensiiv­
semalt õppetundi, suurendada iseseisva töö osatähtsust, seostada 
õpetamist praktilise tööga jne 

Koolimatemaatika puuduseks loeti, et see arendab liialt vähe 
laste vaimseid võimeid. Kohe algul, I klassis, tehakse siin suur 
samm, omandatakse arvu mõiste ja õpitakse arvudega tehteid 
sooritama, siis laskutakse aga mitmeks aastaks kogemuste tase­
mele. Seetõttu nõutaksegi teooria osatähtsuse suurendamist: näi­
teks mõisted, nagu hulk, vastavus, ühesus tuleksid tutvustami­
sele juba algklassides; lineaarvõrrandisüsteemide käsitlemisel 
rakendataks maatrikseid jne. Ollakse veendunud, et kui funkt­
sioon on defineeritud hulkadevahelise vastavusena, siis ei tulda 
enam õpetajalt küsima, kas y := 3 on funktsioon. 

Loogilise mõtlemise ja abstraktsioonivõime suurendamises 
nähakse vahendit ka praktiliste ülesannete iseseisva lahendamise 
võime parandamiseks. 

Nähakse ette kaks teed koolimatemaatika taseme edasiseks 
tõstmiseks: 1) koostada uus programm, tuues sisse uued ainelõi­
gud, nagu küberneetika alused, tõenäosusteooria, matemaatiline 
statistika, arvutusmasinad, programmeerimine ja 2) säilitada 
põhiliselt senine programm ja püüda kursust moodsamalt üles 
ehitada. Esimest võimalust peetakse kaugemaks eesmärgiks, teist 
ligemaks. 

Otsustava pöörde SDV koolimatemaatikasse tõi 17. XII 1962. a. 
vastu võetud Saksamaa Sotsialistliku ühtsuspartei Keskkomitee 
Poliitbüroo ja SDV Ministrite Nõukogu otsus «Matemaatika 
õpetamise parandamise ja edasiarendamise kohta SDV üldhari­
duslikes polütehnilistes keskkooli des». Selles otsuses juhitakse 
tähelepanu koolimatemaatika taseme mitterahuldavusele, tema 
sisu mittevastavusele tänapäeva vajadustele. Täheldatakse püsi­
vate põhiteadmiste puudumist arvutamises naturaalarvudega, 
murdudega, positiivsete ja negatiivsete arvudega ja üldiste arvu-
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tähistega. Suuruste kujutamise, ruumikujutluse ja funktsionaalse 
mõtlemise taset peetakse ebarahuldavaks. Suureks puuduseks 
loetakse ka asjaolu, et õpilastele valmistab raskusi matemaatiliste 
probleemide sõnastamine ja neile lahenduste leidmine. 

M.itteküllaldast matemaatilise mõtlemise oskust loetaksegi pea­
puuduseks. Seda on põhjustanud suurel määral 1953--1955. a.! 
koolimatemaatikas läbiviidud revisjonism. 

Matemaatika õpetajate ettevalmistamisel nõutakse edaspidi­
seks tugevamat ainealast ettevalmistust, et nad kogu koolis õpe­
tatavat ainet õpiksid tundma täpses teadusUkus käsitluses. Metoo-' 
dilise ettevalmistuse taseme tõstmiseks otsustatakse paremad, 
õpetajad lülitada õpetajate ettevalmitustöösse. Rõhutatakse õpeta­
jatele antavate lisaerialade vajalikkust ja va j ad ust neid nii 
valida, et see garanteeriks õpetajate parema jaotuse koolidesse. 
Peetakse vajalikuks luua koolimatemaatika instituut. 

Otsuse põhjal ei lubata enam matemaatikat õpetada neil õpe­
tajail, kellel puudub selleks eriharidus. Nähakse ette abinõud 
õpetajate teadmiste täiendamiseks. 

Otsustatakse teostada õppeplaanis täpsustusi ja need kehtes­
tada 1. sept. 1963. a. Oppetöö parandamise huvides ja õpetajate 
metoodilise ettevalmistuse täiustamiseks aga tõlkida 1963. a. 
jooksul kõik Nõukogude kooliõpikud I-IX klassini saksa keelde. 
Nähakse ette ajakirja <,q\1athematik in der Schule» asutamine, 
kus peavad kajastuma uuenduslikud ideed kogu koolimatemaatika 
ulatuses. Senisest suurema rõhu asetamist nõutakse matemaatika­
alasele klassivälisele tööle. Eriti andekate õpilaste jaoks otsus­
tatakse asutada ringid ülikoolide juures ning korraldada ande­
kaile õpilastele suvelaagrid. 

Otsusekohaselt alustatakse matemaatika-alase õpilaskirjan­
duse väljaandmist. Kõigisse noorte- ja lasteajakirjadesse luuakse 
selleks matemaatika rubriik. Suuremates tööstuskeskustes nähakse 
ette spetsiaalsete matemaatikaklasside asutamine. 

Ka teadlaste ette seab otsus oma ülesandeid. Nii nõutakse 
järgmiste küsimuste uurimist: 
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a) milliseid teadmisi ja oskusi peavad tulevikus saama õpila­
sed üldhariduslikust polLitehnilisest keskkoolist; 

h) kui suures ulatuses on võimalik koolis käsitleda matemaa­
tilise analüüsi, hulgateooria, tõenäosusteooria, matemaati­
lise statistika jt. põhimõisteid ja elemente; 

e) kui kaugele võib vanemais klassides minna algebra küsi­
muste käsitlemisel ja kui ulatuslikult on algebralised mee­
todid algklassides rakendatavad; 

d) kui suurel määral tuleb õpilasi tutvustada arvutusmasinate 
ja -automaatidega; 

e) missuguste põhiprintsiipide järgi tuleb tänapäeval mate­
maatika kooliõpetus üles ehitada. 



Samuti esitati rida metoodilist laadi probleeme, nagu õpeta­
mise intensiivsusest ja efektiivsusest, matemaatilise mõtlemise 
arendamisest jne. 

Otsuse järgi tuleb uutele põhimõtetele ülesehitatud mate­
maatika programmi rakendamisele asuda 1965. a. alates. 

3. Matemaatika täpsustatud programm 

1. sept. 1963. a. kehtestati koolidele täpsustatud matemaatika 
programmid. See ei toonud endaga kaasa olulisi muudatusi aine 
paigutuses, küll aga käsitlemise meetodites. 1 0-klassilise kooli 
matemaatika programmis tehtud muudatustest nimetagem siin 
järgmisi: 

I k 1 as s i kavva toodi tagasi korrutamine ja jagamine 20 piires. Tundu­
valt on muutunud käsitlusvõtted. Liitmise ja lahutamise käsitlemisel tutvusta­
takse mõisteid, nagu hulk, selle suurendamine ja vähendamine; suurem kui, 
väiksem kui; võrdne, summa. vahe, tundmatu. I klassis hakatakse eristama 
mõisteid number ja arv, tutvutakse liitmise kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse 
seadusega ning naturaalarvude jadaga kuni 100-ni. 

II k 1 as s i kavas on pearõhk asetatud korrutamisele ja jagamisele, kus­
juures tutvutakse korrutamise kommutatiivsuse seadusega ja selgitatakse, kui­
das muutub korrutis, kui üht tegurit mingi arv korda suurendada. Võetakse 
kasutusele tabelid, millega kaasnevad vastavuse, sõltuvuse ja arvupaari 
mõisted. 

III k 1 as s i s käsitletakse liitmist, lahutamist, korrutamist ja jagamist nii 
suutiseit kui ka kirjalikult 10 000 piires. 

Kui esimeses kolmes klassis olid muudatused ulatuslikumad, siis IV klas­
sis on need juba tagasihoidlikumad, sest kõigis klassides tugineb ju õpetus 
eelmise programmi järgi tehtud tööle. 

IV k 1 as s i s on rõhutatud mõistete õiget kasutamist, näiteks jagatav, 
jagaja, jagatis jne.; murrud lülitatud geomeetria küsimuste hulka, kus neid 
õpitakse tundma ringi tükeldamisel. 

V k 1 as s i s võetakse kasutusele täht arvu tähisena aritmeetiliste lausete 
formuleerimise!. Ära on jäetud V klassist lühike kujutava geomeetria osa. See 
temaatika on nüüd ühendatud VI klassis ettenähtud vastava peatükiga. 

Järgmistes klassides pole erilisi muudatusi ette nähtud, välja 
arvatud eksponentfunktsiooni väljajätmine IX klassi programmist. 
Seega ei käsitleta nüüd seal ka logaritmfunktsiooni ekspanent­
funktsiooni pöördfunldsioonina. 

4. Uue programmi ettevalmistamisest 

Uue, 1965. a. rakendatava programmi väljatöötamise käigus 
on selle kohta arvamusi avaldanud mitmed Saksa DV juhtivad 
matemaatikud ja metoodikud, nagu prof. Karl Schröter, prof. 
Lilly Görke, prof. Klaus Härting jt. Võrreldakse uut suunda 
Felix Kleini ideedega ja märgitakse, et praegune reform on 
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märksa ulatuslikum, sest ta hõlmab kogu koolikursuse ja sellest 
on huvitatud nii kapitalistlikud kui ka sotsialistlikud riigid. Kleini 
ideed puudutasid keskkooli vanemaid klasse ja teenindasid kapi­
talistliku suurtööstuse huve, kuhu vajati moodsama matemaatilise 
ettevalmistusega ametnikke. 

Loetakse õigeks esimeste klasside programmides teostatud 
muudatused ning rõhutatakse vajadust, et matemaatikat õpetaks 
juba I klassist alates matemaatikaõpetaja. III klassis peetakse 
vajalikuks alustada eeltööd naturaalarvude süstemaatiliseks 
käsitlemiseks õpilaste vanusele vastaval tasemel. See tähendaks 
siin järgmiste tõsiasjade omandamist: 

I. 0 on naturaalarv. 
2. Igal naturaalarvul on kindel temale Jargnev naturaalarv. 
3. Igal naturaalarvul, välja arvatud 0, on kindel temale eelnev 

naturaalarv. 
4. Naturaalarvude jada 0, 1, 2, 3, ... on kordumatu. 
5. Kui alates arvust 0 ühekaupa edasi lugeda, saame kätte 

kõik naturaalarvud. 
Esimestes klassides peetakse vajalikuks arvutamise põhisea­

duste käsitlemist. IV klassis nähakse ette jaguvusteooria ning V 
ja VI klassis murdude käsitlemine, s. t. arvutamine ratsionaal­
arvude korpuses. Peetakse vajalikuks tutvustada õpilastele ka 
korpuse mõistet, samuti Archimedese aksioomi. 

Geomeetria osas nõutakse, et V klassis jõutaks kongruentsus­
Iauseteni. Sarnasuslausete käsitlemist tuleb sealjuures seostada 
ratsionaalarvude järjestatud korpuse mõistega. Kaalutakse, kui­
das tutvustada õpilastele paralleelide aksioomi nii tema euklei­
dilises kui ka hüperboolses ja elliptilises kujus. VII ja VII I klas­
sis soovitatakse käsitleda astmeid, kombinatoorikat ja matemaa­
tilise induktsiooni meetodit. Reaalarvude korpuse käsitlemisel 
soovitatakse kasutada Dedekindi lõiget. Peetakse vajalikuks, et 
selles astmes I õpetataks elementaargeomeetria käsitl us. 

Peetakse soovitavaks kera geomeetria käsitlemisel puudutada 
erinevust eukleidilise, hüperboolse ja elliptilise geomeetria vahel. 
VIII klassis soovitatakse käsitleda ka ratsionaalseid funktsioone 
ja alustada võrrandite lahendamist. Pindala ja ruumala käsitle­
mine VIII klassis peaks aga toimuma piirväärtuse mõiste abil. 

Soovitused IX ja X klasside programmi kohta hõlmavad eel­
kõige transtsendentsete funktsioonide käsitlemist. Astmeridu 
oleks sobiv käsitleda juba seoses täisratsionaalsete funktsiooni­
dega. Kavva soovitatakse võtta ka arv e. X klassis tuleks aga 
käsitleda kompleksarve arvupaaride konstrueerimise teel. Geo­
meetrias peetakse vajalikuks võtta programmi sfääriHne trigono­
meetria (kuni taevakehade asukoha määramiseni) ja koonus­
lõiked. XI ja XII klassides soovitatakse käsitleda diferentsiaal- ja 
integraalarvutust, sealjuures ka pidevuse, diferentseeruvuse ja 
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integreeruvuse küsimusi. Analüütilise geomeetria ja lineaar­
algebra käsitlemine peaks aga toimuma vektorite abil. 

Uued reformi-ideed koolimatemaatikas leiavad, nagu võib 
oodata, ka vastuseisjaid. Vastuväited kuuluvad kõigepealt pessi­
mistidele, kes arvavad, et ka 1965. aastal ei piisa veel õpetajate 
kaadrist selle programmi realiseerimiseks, käsitletavat ainet aga 
ei peeta õpilastele eakohaseks. Teine vastuväide on pedagoogika­
teadlastelt, kes ei ole nõus õpetaja te ettevalmistamisel eriaine nii 
suure rõhutamisega, mis nüüd osutuks paratamatuks. Nad väida­
vad, et õpetaja on kõigepealt õpetaja ja alles siis aineõpetaja. 
Ka haridusalane administratsioon ei taha nõustuda suuremate 
ümberkorraldustega, sest see sunnib paratamatult ka neid oma 
teadmisi täiendama. 

30. märtsil 1965. a. võttis SDV Rahvaharidusministeeriumi 
Kolleegium vastu kontseptsiooni matemaatika õpetamise kohta 
üldhariduslikus polütehnilises keskkoolis vastavalt ühtse sotsia­
listliku haridussüsteemi seadusele. Selles dokumendis on kavan­
datud kogu koolimatemaatika ülesehitamine ühtsete printsiipide 
alusel, kaotades vahe algklasside «rehkendamise ja ruumiõpetuse» 
ning vanemate klasside «matemaatika» vahel. Rõhutatakse vaja­
dust kasutada kogu koolimatemaatika kursuses ühtset termino­
loogiat. Matemaatika õpetamise reformimises ei nähta ette mitte 
niivõrd suuri muudatusi aines, kui just käsitlusmeetodites, mis 
võimaldavad õppeprotsessi ratsionaliseerida. Et hulgateoreetiline 
tööviis on põhiline kogu matemaatikas, siis peavad hulgateooria ja 
matemaatilise loogika elemendid lähima kogu matemaatikakursust 

Selles kontseptsioonis programmi kohta tehtud ettepanekud 
ühtivad põhiliselt nendega, mida on juba eespool kirjeldatud. 

* * 
* 

Seega näeme, et Saksa Demokraatlikus Vabariigis on haka­
tud riiklikult lahendama küsimusi, mis on paljudes maades 
aktuaalselt päevakorral. Tuleb märkida, et koolimatemaatika 
uuendamiseks SDV-s ettenähtud sammud püsivad rangelt reaal­
suse piirides, s. t. ei ole seatud eesmärke, mille realiseerimine on 
kaheldav. Et kõrvuti uute kooliõpikute koostamisega on ette näh­
tud ka käsiraamatute koostamine ning et pedagoogilises ja metoo­
dilises ajakirjanduses pühendatakse laialdaselt ruumi uute tee­
made käsitlemisega seotud küsimuste valgustamisele ja vasta­
vate katsetuste tutvustamisele, siis võib oodata, et ettenähtud 
uuendused Saksa Demokraatliku Vabariigi koolides juurduvad. 
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MIS ON TOENÄOSUS? 

E. Tiit 

«Tõenäoliselt on homme ilus ilm» 
«Tõenäosus sportlase A võiduks tenniseturniiri! on 95%» 
«Tõenäosus selleks, et ma ainukese piletiga loosimisel või-

daksin sõiduauto «Volga», on 0,000001.» 
Niisugused ja teised sellised väited on meile kõigile igapäe­

vasest elust tuttavad, me kõik oleme neid ise kasutanud. Püüd­
kem nüüd vastata küsimusele - mida sellised laused täpselt väl­
jendavad, s. t. mis on tõenäosus selle sõna matemaatilises tähen­
duses. ~~I 

Tõenäosus on matemaatika ühe haru - tõenäosusteooria põhi­
mõisteks. Ometi on tõenäosusteooria enam kui 3-sajandilise aja­
loo vältel palju piike murtud selle mõiste defineerimisel ning veel. 
käesoleva sajandi algulgi, kui tõenäosusteooriat ning tema «noo­
remat venda» matemaatilist statistikat rakendati juba paljudes 
loodusteadustes ning majanduslikus tegevuses, ei olnud teoreeti­
kutele selge, mida üldse mõista tõenäos\Jse all. 

I. Tõenäosuse klassikaline mõiste 

l. Tõenäosusteooria sünd ja lapsepõlv. Tõenäosusteooria 
van.ne areng on matemaatilise distsipliini kohta kaunis oma­
pärane: pika aja vältel Jahendas see teooria peamiselt hasartmän­
gudega seotud probleeme. 

Oks esimesi tõenäosusteooria valdkonda kuuluvaid üles­
andeid, mis paelus matemaatikute tähelepanu, oli järgmine. 
Täringumängu võitjaks loetakse mängijatest A ja B seda, kes 
e~imesena võidab s partiid. Kuidas tuleks aga panus jaotada poo­
lelijäänud mängu korral, kui mängija A on võitnud a, mängija B 
aga b partiid (kusjuures nii a kui ka b on väiksemad kui s)? 

XV saj andi lõpul püüdis seda ülesannet lahendada üks tolle 
sajandi tuntumaid matemaatikuid itaallane L u ea Pa e i o 1 i 
(1445-1514), kes soovitas panuse jaotada suhtes a: b. 

XVI sajandil proovisid niihästi selle kui ka mõningate teiste 
sarnaste ülesannete kallal jõudu kuupvõrrandi lahendi valemi 
autorid itaalia matemaatikud N i eo l o Ta rt a g 1 i a (1500-
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1557) ja G e ron im o Ca r d an o (1501-1576). Oluliselt 
paremat lahendust kui L. Pacioli nad sellele ülesandele siiski 
pakkuda ei suutnud. Küll aga lahendas Tartaglia ühe teise tärin­
gutega seotud probleemi. Ta arvutas nimelt r täringu viskel saa­
davate silmade erinevate kombinatsioonide arvu terve rea r väär­
tuste jaoks ning esitas need arvud tabelina (see ülesanne pakkus 
erilist huvi tollal levinud täringutega ennustamise tõttu). Nii on 
ühe täringu viskaruisel võimalik saada 6 erinevat tulemust: 

1; 2; 3; 4; 5; 6; 

kahe täringu viskaruisel on erinevate tulemuste arv 21, nimelt: 
1 + I; 1 + 2; 1 + 3; 1 + 4; I + 5; I + 6; 2 + 2; 2 + 3; 2 + 4; 2 + 5; 2 + 6; 

3 + 3; 3 + 4; 3 + 5; 3 + 6; 4 + 4; 4 + 5; 4 + 6; 5 + 5; 5 + 6; 6 + 6; 

kolme täringu viskaruisel on erinevate kombinatsioonide arv 56, 
jne. Huvitav on aga Cardano tähelepan'ek, kes märkis, mitmel 
viisil silmade üks või teine kombinatsioon on saavutatav. Seega 
kohtame siin ühte kõige varasemat katset hinnata teatavate 
sündmuste tõenäosusi. Tõepoolest, kujutleme, et viskame kaht eri­
värvilist (sinist ja punast) täringut. Silmade arv 1 +- 1 on saavu­
tatav ainult siis, kui mõlemal täringul on peal 1 silm. Silmade 
arvu 1 + 2 võime saada aga kahel viisil: kas on punasel täringul 
peal 1 silm ja sinisel 2 silma, või vastupidi - sinisel 1 ja puna­
sel 2 silma. Eriti märkimisväärne on Cardano järeldus siit: 
täringuvisetel esineb kombinatsioon 1 + 2 sagedamini kui kom­
binatsioon 1 + 1. Seega väljendas ta intuitiivselt mõtte, mis ran­
ge! kujul sõnastati alles XVIII sajandi algul suurte arvude sea­
dusena. 

Tõenäosuse mõiste teadlikumat kasutamist kohtame alles 
XVII sajandi keskel Prantsusmaal. 1654. aastal esitas kirglik 
hasartmängija Chevalier de Mere «arvutusmasina isale» B I ai s e 
P a s e a I i 1 e ( 1623-1662) sama ülesande, mida oli püüd­
nud lahendada Luca Pacioli. Selle ülesande, aga ühtlasi ka 
mitmete sellega seoses tekkinud probleemide lahendamiseks pöör­
dus Pascal kirjalikult Pierre d e Fe rm at' (1601-1665) 
poole. 1 Teadlaste vahel tekkis intensiivne kirjavahetus, mille käi­
gus lahendati de Mere esitatud ülesanne, kuid sõnastati ka rida 
uusi probleeme ning leiti neile lahendused. Selleks võeti esma­
kordselt kasutusele mõiste «tõenäosus» (kuigi rangelt d ef ineeri­
mata) ning mitmed teised tõenäosusteoorias olulised mõisted, 
mistõttu paljud autorid loevadki tõenäosusteooria. sünniajaks aas­
tat 1654. 

Pascal märkis kohe, et L. Pacioli antud lahenduses ei ole 
arvesse võetud edaspidi mängimisele tulevate partiide arvu. 
Konkreetse näite puhul, kus s = 3, a = 1 ja b ·= 0, lahendas 

1 Vt. Ta m me. E. 1\'\atrmaatika ja kaasaeg, V. lk. 74-87. 
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Fermat ülesande järgnevalt: maksimaalne arv partiisid, mis 
tuleksid veel mängida, on s- a + s- b - I ·= 4. Mängu edasise 
kulgemise võimalusi 4 partii vältel on 16, nagu on näha järgne-
vast tabelist: 

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il 12 13 14 15 16 
A A A A A A A A B B B B B B B B 
A A A A B B B B A A A A B B B B 
A A B B A A B B A A B B A A B B 
A B A B A B A B A B A B A B A B 

Mängija A võiduga lõppeksi d neist juhud 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ~ 
9, 10, 11 ja 13, kuid B: võidaks siis, kui partii kulgeks nii, nagu 
on tabelis märgitud juhtudel 8, 12, 14, 15 ja 16 (Siinjuures tuleb 
muidugi tähele panna, et juhtudel 1, 2, 3 ja 4 mängitakse tegeli­
kult vaid 2 partiid, juhtudel 5, 6, 9, 10, 15 ja 16 - 3 partiid ning 
ainult juhtudel 7, 8, 11, 12, 13 ja 14 tuleks mängimisele neli par­
tiid). Toodud mõttekäigu põhjal leidsid Pascal ja Fermat, et 
panus tuleks jaotada mängijate A ja B vahel suhtes 11 : 5, kuna 
esimene võidaks mängu 11 juhul, teine 5 juhul edasimängu kõi­
gist võimalustest. Teisiti väljendades - mängija A võidu tõenäo-

sus on ~~} mängija B võidu tõenäosus 
1
5
6

. Seega näeme, et 

Pascal ja Fermat lugesid mingi sündmuse tõenäosuseks selle 
sündmuse toimumiseks soodsate juhtude arvu suhet kõikvõimalike 
juhtude arvusse. 

Pascali ja Fermat kirjavahetuse käigus pandi alus ka klassi­
kalise tõenäosusteooria põhilisele meetodile - kombinatoorikale 
ning rakendati seda meetodit mitmete ülesannete lahendamiseks. 
Muuhulgas leidis Fermat, et Tartaglia poolt otsitud erinevate 
täringukombinatsioonide arv viskaruisel r täringuga avaldub 
järgmiselt: 

(r +I) (r + 2) (r + 3) (r + 4) (r + 5) 
1·2-~5----

Pascali ja Fermat' töid nende eluajal ei trükitud. Ometi ilmus 
esimene tõenäosusteoreetiline uurimus «De Ratiociniis in Ludo 
Aleae» (Arvutustest hasartmängudes) juba 1657 aastal. Selle 
autoriks oli hollandlane Christian Hu y g e n s ( 1629-
1695), kes, tutvunud probleemistikuga, mille kallal töötasid prants­
lased (kuigi mitte nende tulemustega), andis samadele ülesanne­
tele veidi üldisemad lahendused. 

Huygens tugines oma arvutlustes printsiibile: kui p --1- q juhu 
hulgast p juhtu annavad võidu suurusega a, q juhtu - võidu 
suurusega b (a, b ~ 0), siis sobib oodatava võidu hinnanguks 
arv 

pa+qb 
p+q· 

Seega võttis ta kasutusele veel ühe tõenäosusteoorias väga olulise 
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mõiste - matemaatilise ootuse (e. keskväärtuse). Võttes vaadei­
davas näites a r= 1 (kogu panus), b = 0 (kui B saab kogu 
panuse, siis Ai ei saa üldse midagi), leiame A oodatava võidu 
suuruse: " ,,,.,_ j 

11·1+5·0_11 
11 +5 -16. 

See tulemus langeb ühte Pascali ja Fermat' omaga. 

Huygensi artiklist väärib esiletõstmist autori märkus: Ometi 
ma ei kahtle, et kui keegi selle, mida ma esitan, põhjalikumalt 
läbi uurida on võtnud, siis ta ka kohe leiab, et ei tegelda mitte 
ajaviitega, nagu näib, vaid et selgitatakse kauni ja ülipeene 
mõttekäigu aluseid. 

Huygensi printsiip osutus väga sobivaks rakendustes. Juba 
14 aastat pärast Huygensi töö ilmumist rakendas seda printsiipi 
Ja n d e Witt (1625-1672) eluaegse rendi arvutamiseks. 

Kuigi ka edaspidi lahen­
das tõenäosusteooria mitmeid 
hasartmängudest tulenevaid 
probleeme, oli rajatud alus 
ka selle teooria rakendami­
sele praktikasse - esmajoo­
nes kindlustusas j an duses ja 
demograafias. Peagi hakka­
vad rakenduslikud problee­
mid ka siimuleerirna tõenäo­
susteooria edasist arengut. 

2. Tõenäosuse mõiste Ja­
cob Bernoulli teoses «Ars 
Conjectandi». Esimeseks suu­
reks tõenäosusteoreetikuks, 
kelle poolt saadud tulemu­
sed veel tänapäevalgi on 
tähtsai kohal kõigis tõenäo­
susteooria õpikutes, sai 
sveitsi matemaatik Ja eo b 
B e r n o u I I i ( 1654-1705) , 
keda tuntakse ka tema tööde 
järgi matemaatilise analüüsi 
valdkonnas. Bernoulli tõenäo­
susteooria alased uurimused 

JACOBI BERNOULLI, 
Profe(f Ba(il & ucr,ulque Societ. Reg. Scienti;u 

Gall. & Prult Sodal. 
M ... THEMATIC• CELEBERRIMI, 

ARS CONJECT ANDI .. 
OPUS POSTHUMUM 

T R A C T A T U S 

DE SERIEBUS INFINITIS, 
Et E• 's r OL' Gall1ci: f.:ripta 

DE LUDO PILlE 
ii:.TJCULARIS. 

BASILEJE. 
lmpeniis TH U R N I S I 0 R U M, fcatrum. 

CI:J IJC:C XIIl. 

on koondatud postuumselt ilmunud raamatusse «Ars Conjectandi» 
( Ennustamise kunst)» (ilmunud aastal 1713). Nimetatud töö 
summeerib kõik tolleaegsed teadmised tõenäosusteooria ja kom­
binatoorika alal. Töö esimese osa moodustab Huygensi artikkel, 
(Ratiociniis .. . ) , varustatuna rohkete kommentaaridega. Oluliselt 

77 



arendab Bernoulli edasi ka kombinatoorikat, võttes esmakordselt 
kasutusele variatsiooni mõiste. 

Tõenäosuse defineeris Bernoulli usaldatavuse mõõduna, arvu­
tas aga samuti kui ta eelkäijadki soodsate võimaluste ning kõigi 
võimaluste suhtena. 

Selleks, et tutvuda kõigi uute ning oluliste tulemustega, mil­
leni jõudis Bernoulli, tuleb meil lähemalt analüüsida tõenäosus­
teooria selleks ajaks ·väljakujunenud mõisteid ning tulemusi; 
teeme seda, kasutades seejuures tänapäeva käsitlust, mis Ber­
noulli-aegsest erineb eeskätt vormi poolest. Oheks põhimõisteks 
tõenäosusteoorias on sündmus. Sündmuse juures huvitab tõenäo­
susteoreetikut üksnes see, kas sündmus toimub või ei tolmu. Sünd­
mused on näiteks: 

1) viie silma saavutamine täringuviskel; 
2) valge kuulikese võtmine urnist, milles on 3 valget ja 

5 musta kuuli; 
3) vee keemahakkamine normaalse õhtuõhu juures tempera­

tuuril 100° C; 
4) vee keemahakkamine normaalse õhurõhu juures tempera-· 

tuuril 50° e. 
Otsekohe paistab silma, et need sündmused erinevad ükstei­

sest toimumise võimalikkuse poolest. Näiteks viimane sündmus 
ei saa üldse toimuda - on seega võimatu. Sündmust, mis vaa­
deldava tingimuste kompleksi korral ei saa kunagi toimuda, nime­
tatakse võimatuks sündmuseks. On päris loomulik, et võimatu 
sündmuse tõenäosus loetakse nulliks: tõepoolest, võimatu sünd­
muse jaoks ei ole ükski juht soodus. 

Eelviimane sündmus toimub päris kindlasti. Sündmust, mis 
vaadeldava tingimuste kompleksi korral alati toimub, nimeta­
takse kindlaks sündmuseks. Kuna kindla sündmuse jaoks on kõik 
juhud soodsad, siis on kindla sündmuse tõenäosus 1. 

Esimene ja teine ülalkirjeldatud sündmustest võivad toimuda 
või ka mitte toimuda. Sündmus( mis vaadeldava tingimuste 
kompleksi korral võib kas toimuda või mitte toimuda, nime­
tatakse juhuslikuks sündmuseks. Iga juhusliku sündmuse A tõe­
näosus P (A) rahuldab võrratust 

O<~(A)<I. 
Tõenäosuse saame arvutada niisuguste sündmuste jaoks, mille 

kohta teame kõigi võimalike juhtude arvu ning sündmuse jaoks 
soodsate juhtude arvu nende hulgast. Nii on esimese sündmuse 

tõenäosus ~ (kõigi võimalike tulemuste arv on 6, neist on meie. 

jaoks soodus aga ainult üks). Teise sündmuse tõenäosus on aga· 

-}: kõigi võimalike kuulide hulgas, mille arv on l<okku 8, leidub­

meid huvitavaid, s. o. valgeid 3. 
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Mõnikord on võimalik esialgselt määratud (aprioorset) tõenäo­
sust katsetulemuste põhjal ümber hinnata; selliselt saadud tõe­
näosust nimetatakse aposterioorseks. Selgitame neid mõisteid 
näite varal. 

Oletame, et meil on kolm ühesugust urni, neist esimene sisal­
dab kaks valget, teine - ühe musta ja ühe valge, ning kolmas -
kaks musta kuulikest. ühest juhuslikult valitud urnist võetakse 
kuulike. A priori võime öelda, et tõenäosus selleks, et see kuulike 

tuli esimesest urnist, on ~ ; kui me aga veendume, et kuulike on 

valge, siis saame arvutada ei posteriori tõenäosuse selleks, et kuu-

like pärineb esimesest urnist - see tõenäosus on nüüd juba ~ 
(3-st valgest kuulikestest asus 2 esimeses urnis). Aposterioorse 
tõenäosuse mõiste võttis esmakordselt kasutusele Bernoulli. 

Kahte sündmust nimetatakse sõltumatuks, kui neist ühe toi­
mumise tõenäosus ei sõltu teise sündmuse toimumis est. N äi te 
sündmuste sõltuvuse kohta toome jälle urni abil, mis sisaldab 
3 valget ja 5 musta kuulikest. 

a) Olgu sündmuseks A valge kuulikese saamine esimesel võt­
tel, sündmuseks B - valge kuulikese saamine teisel võttel, kus­
juures esimesel võitel saadud kuulikest ei panda tagasi urni. 

Näeme nüüd, et juhul, kui sündmus A esines, on P (B) = ~ , kui 

<1 ga sündmus A ei esinenud, s'iis on P ( B) ·= ~ . Järelikult on 

sündmused A ja B sõltuvad. b) Sõltumatud oleksid aga sündmu­
sed A ja B siis, kui esimesel võitel saadud kuulike asetatakse 
urni tagasi ning segatakse sealolevatega; tõepoolest, siis on 

P (B) = ~ sõltumatult sündmuse A esinemisest. 

Sõltumatute sündmuste näiteiks on e) piltkaardi ja potikaardi 
l'sinemine ühe kaardi võtmisel kaardipakist; d) kahega ning kol­
mega jaguneva silmade arvu saavutamine täringuviskel; sõltuvad 
on aga e) ühe kaardi tõmbamise} potikaardi ja potiüssa esile­
! ulek; f) paarisarvu ning arvu «3>> saamine täringuviskel. 

Kahe sündmuse abil on võimalik määratleda ka uusi sündmusi. 
t"rks selliseid on sündmuste korrutis. Kahe sündmuse korrutiseks 
nimetatakse sündmust, mis toimub parajasti siis, kui toimuvad 
mõlemad korratatavad sündmused. 

Nii on sündmusteA (potikaardi väljatulek kaardipakist) ja B 
( riltkaardi väljatulek kaardipakist) korrutiseks AB potimasti st 
piltkaardi väljatõmbamine kaardipakist. 
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Sõltumatute sündmuste korrutise tõenäosust on lihtne arvu­
tada tõenäosuste korrutamise reegli abil: sõltumatute sündmuste 
korrutise tõenäosus võrdub nende sündmuste tõenäosuste korru­
tisega. Kontrollime seda reeglit oma näidete varal: näites e) on 

t .k d' . . t- .. P(A) 13 1 
po 1 aar 1 esmem1se oenaosus = 52 == 4 , 

'ltk d' . . t- .. P(B) 12 3 
p1 aar 1 esmem1se oenaosus '= 52 == 13 , 

potimastist piltkaardi esinemise tõenäosus P (AB)= 
5
3
2

, 

. - 1 3 3 
nmg toepoolest 4 · 13 == 52 . 

Näites b) on tõenäosus te korrutamise reegli vahetu kontroll 
mõnevõrra tülikam, kuid ühtlasi saab meile siit selgeks ka reegli 
üldkehtivus, sest samasugust mõttekäiku saame arendada alati. 

00 00 00 00 00 00 00 0® 

00 00 00 00 00 00 00 0® 

00 00 00 00 00 00 00 00 

00 00 00 00 00 00 00 0@ 

00 00 00 00 00 00 00 0® 

00 00 00 00 00 0@ @0 0@ 

00 00 00 00 00 00 00 0® 

00 00 00 00 ®0 00 @0 @@ 
Joonis J. 

Vaatleme nimelt kõikvõimalikke kuulipaare, mis võivad esi­
neda (selleks nummerdame kuulid nii, et 1-3 on valged, 4-8 -
mustad). 

Näeme joonisel 1, et kõigi võimalike erinevate kuulipaaride 
arv on 64, kusjuures esimene kuul joonisel tähistab alati esime­
sena urnist võetud kuuli. Mõlemad valged kuulid on urnist võetud 
vaid üheksal juhul, seega on tõepoolest 
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9 3 3 
P (AB) = 64 == i8 · ~ = P ( A) . P ( B) . 

~ 

Et sõltuvate sündmuste korrutamisel ei kehti alati tõenäosuste 
konutamise reegel, selles on lihtne veenduda meie näidete varal; 
nii on näites e) 

sündmuse A 

sündmuse B 

1 
potikaardi tõmbamise tõenäosus P (A )= 4, 

1 
potiässa tõmbamise tõenäosus P (B) :=:::'52' 

sündmus AB - potikaardi ja potiässa üheaegne esinemine -
langeb ühte sündmusega B, seega 

P (AB)= P (B) = ;:2-:F P(A) · P(B). 

Samuti näite f) korral: 
sündmuse A -- paarisarvulise tulemuse esinemise tõenäosus 

täringuviskel on P (A) =:: ~ , 

sündmuse B -- arvu «kolm» esinemise tõenäosus täringu­

viskel on P (B}= ~ , 

sündmus AB - täringuviske tulemus on ühekorraga arv 
«kolm» ja paarisarv - on võimatu, seega 

P(AB)·= or-P(A)· P(B)_ 

Erilist huvi pakuvadki tõenäosusteooria seisukohalt sellise~ 
sündmused, mis ei saa üheaegselt esineda. Niisuguseid sündrn ust 
nimetatakse üksteist välistavateks (ka mitteühtjateks); rangelt 
defineerides: sündmusi A ja B nimetatakse üksteist välistavaieks, 
l?ui nende korrutis on võimatu sündmus. Võib kõnelda ka tnittgist 
Lõplikust hulgast üksteist välistavatest sündmustest. Lõplikku 
sündmuste süsteemi {A 1, A 2 • _., An} nimetatakse üksteist välis­
tavaks, kui mistahes kaks sündmust sellest süsteemist on üksteist 
välistavad. 

Oksteist välistavad sündmused on näiteks rahaviskel vapi 
pealetulek ja kirja pealetulek; urnist kahe valge kuuli võtmine 
ning ühe valge ja ühe musta kuuli võtmine; seevastu väheJ?alt 
ühe valge kuuli võtmine ja kahe valge kuuli võtmine ei ole u~~s­
teist välistavad sündmused. Oksteist välistava sündmuste s.us­
teemi näiteks on veel täringuvisete tulemuste 1, 2, 3, 4, 5 ja 6 
süsteem. 

Kahe sündmuse järgi võime defineerida veel nende sündm.~tste 
summa. Kahe sündmuse A ja B summaks A + B nimetame sund­
must, mis esineb parajasti siis, kui toimub vähemalt üks liideta­
vatest sündmustest. 

Nii on sündmuse A (kaardipakist tõmmatakse välja poti-
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kaart) ning B (kaardipakist tõmmatakse välja piltkaart) su~ 
maks sündmus, et kaardipakist v·äljatõmmatav kaart kas kuulub 
potimasti või on piltkaa rt. 

Kui sündmuseks A on paarisarvulise tulemuse saavutamine 
täringuviskel, sündmus B aga toimub siis, kui täringule jääb 
peale arv «kolm», siis on sündmus A -1- B kas paarisarvu või 
kolme silma esinemine täringuviskel. 

Millega võrdub sündmuste summa tõenäosus? 
Lihtne on tulemust leida üksteist välistavate sündmuste kor· 

rai: üksteist välistavate sündmuste summa tõenäosus võrdub 
liidetavate sündmuste tõenäosuste summaga. 

Tõepoolest, näites d) on sündmuse A + B jaoks soodsaid juhte 
kuue võimaliku hulgast neli, seega 

4 2 
P(A+B)= 6 == 3 . 

1 1 2 
Teiselt poolt aga P(A) + P(B) ~=-2+5==3· 

Oldjuhul kehtib aga seos: 

P(A + B) ~· P(A) + P(B)- P(AB). 

Seda väidet illustreerime eelmise näite e) abil. Siin P (A) = 

= ~~ = ! ; P(B) = ~~; P(AB) = 5
3
2 ; sündmuse A -1- B jaoks on 

soodsate juhtude arv 13 ·+ 9 (kõik 13 potikaarti ja 9 piltkaardi 
- 22 1 1 

teistest mastidest), seega toepoolest P (A + B) = 52 = 4 + 13-

3 13 + 12-3 
-52=--52--

Järgnevas rakendame esitatud tulemusi binomiaalse jaotussea· 
duse kirjeldamiseks. Selle seaduse põhjal tõestas Bernoulli suurte 
arvude seaduse, mida võib lugeda vaadeldava perioodi su11rimaks 
saavutuseks tõenäosusteooria ala I. 

3. Suurte arvude seadus. Vaatleme korduvalt teostatud sõltu­
matuid katseid, millel on ainult kaks võimalikku tulemust --­
A (esineb tõenäosusega P (A) :=· p) ja B (esineb tõenäosusega 
P ( B) ;= 1 - p =· q) . 

Selline katse on näiteks mündivise, kus sündmuseks A võime 

lugeda kirjapoole pealetulekut ( P (A) = ~) ; kuulikese võtmine 

ülalkirjeldatud urnist, kus sündmuseks A on valge kuulikese esi· 

nemine ( P (A) = ~) jne. Katset korratakse n korda täpselt sa·, 

ma des tingimustes (eelmisel võttel saadud kuulike asetataks&j 
urni tagasi ning kõik kuulikesed segatakse hoolikalt läbi), se8f 
garanteerib katsete sõltumatuse. t 

82 



Meid huvitab, kui suur on tõenäosus, et n katsel k korda esi­
neks katsetulemus A (siin võib k olla suvaline naturaalarv nulli 
ja n vahel). Tähistame selle sündmuse sümboliga Wnk· 

Sündmus W nk esineb näiteks siis, kui kõigepealt k korda 
järjest juhtub sündmus A, seejärel aga n- k korda järjest sünd­
mus B~ samuti siis, kui A esineb kõigepealt k- 1 korda, siis 
tuleb sündmus B n- k korda ja viimaks toimub veelkord sünd­
mus A (vt. tabelit, milles on esitatud kõikvõimalikud sündmuste 
A ja B kombinatsioonici juhul n= 7, k ,= 2). 

A A A A A A A A A A A A A A A B B B B B B 
A A A A A A A A A A B B B B B A A A A A B 
A A A A A A B B B B A A A A B A A A A B A 
A A A B B B A A A B A A A B A A A A B A A 
A B B A A B A A B A A A B A A A A B A A A 
B A B A B A A B A A A B A A A A B A A A A 
B B A B A A B A A A B A A A A B A A A A A 

Lõpuks esineb sündmus W nk ka siis, kui kõigepealt n- k 
korda toimub sündmus B: ja seejärel k korda sündmus A. Iga 
selline üksiksündmus on omakorda n sõltumatu sündmuse (vas­
tavalt A või B:) korrutis, millede tõenäosuseks on kas p või q. 
Kasutame nüüd tõenäosuste konutamise reeglit, pidades silmas, 
et iga kord peab sündmus A esinema täpselt k korda, sündmuse 
A k-kordse esinemise tõenäosuseks on aga pk, sündmus B aga 
n- k korda, selle tõenäosus on aga qn-k. Seega saame iga üksik­
sündmuse tõenäosuseks pkqn-k. Paneme tähele ka seda, et kõik 
kirjeldatud üksiksündmused välistavad üksteist (igaüks neist 
erineb igast teisest vähemalt kahe katsetulemuse poolest), seega 
saame otsitava tõenäosuse leida üksiksündmuste tõenäosuste 
summana. Pole raske näha, et üksiksündmuste arv on Cnk (tõe­
poolest, k sündmust A saab esineda n katse korral nii mitmel 
viisil, kui suur on kombinatsioonide arv n elemendist k kaupa; 
kõik ülejäänud katsed lõpevad sündmuse B toimumisega. Seega 
saame binomiaaljaotuse valemi: 

P ( Wnk) ,= Cnkpkqn-k (k := 0, 1, 2, ... , n). 

Joonisel 2 on esitatud binomiaaljaotuse graafikud n= 10 ja 

p = ~ ning p ~=-= ~ korral. Siin on abstsissteljele märgitud sünd­

muse A esinemiste arv k, mis muutub nullist kuni katsete kogu­
arvuni n, ning ordinaatteljele on kantud vastavalt sündmuse 
Wnk tõenäosused. Olgu märgitud, et binomiaaljaotus on disk­
reetne, ning graafikul on määratud tegelikult ainult täisarvulis­
tele abstsissidele vastavad punktid. Punktiirjoonega on nad 
ühendatud ainult ülevaatlikkuse mõttes. 

Binomiaalset jaotusseadust on võimalik rakendada mitme­
suguste ülesannete lahendamisel. 
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Näide. Perekonnas on 10 last. Lugedes poisi sündimise tõenäosuseks 0,5 
(tegelikult on see arv demograafilise materjali põhjal võrdne 0,516-ga), arvu­
tada tõenäosus selleks, et perekonnas on 10 poega? 7 poega? 5 poega? 

ülesande lahendamiseks leiame: 

(1) 10 1 10. 9. 8 1 
P(WlOIO) = 1· 2 = 1024 = 0,1%; P(WJ01) =~----:-3· 1024 = 11,7'o/o; 

10·9·8·7·6 1 
P(W105) = ---r2T.W- · 1024 = 24,8o/o. 

p 

0,3 

.......... , 
..... ~ ~ .... " 

..... ' ..... ' .; 
' ' "' '" .; ' 0,2 

/ 1·, ' I \ I I ~ I I \ \ 
I I 

\ 
\ 

I \ 
I I \ \ 

I 
I \ \ 

I \ ' I \ \ 
I 1', \ 

O.f I I \ I I \ 
I I \ 

I I \ ' I I ' ' I 
..... " ' ' \ ' '1 "' r-, ' / / .... ' / ", ..... ........ 

~---1 / ----- !". -- I( 

0 2 J 5 6 1 8 9 fO 

Joonis 2. 

Kasutades binomiaaljaotust, tõestas Jacob Bernoulli järg­
mise teoreemi, mida nimetataksegi suurte arvude seaduseks. 

Olgu sündmuse A esinemise tõenäosus p, ning olgu e suva­
line valitud (kuitahes väike) positiivne reaalarv. Tõenäosus sel­
leks, et sündmus A esineks n sõltumatu katse puhul m korda, 
kus m rahuldab võrratust 

saab kuitahes lähedaseks arvule 1, kui vaid arv n valida (sõltu­
valt e-st) küllalt suur. 

Piirdume siinkohal vaid selle teoreemi katselise kontrolli kir­
jeldamisega, sest Bernoulli tõestus on kaunis pikk, samale teo­
reemile hiljem antud tõestused aga eeldavad mõningate vajalike 
mõistete täiendavat esitamist. 

Nimetame sündmuse A1 esinemiste arvu ning katsete arvu 
suhet sündmuse A relatiivseks sageduseks. Suurte arvude sea-
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dus väidab seega, et suure katsete arvu korral läheneb sünd­
muse A relatiivne sagedus selle sündmuse tõenäosusele. Seda 
on lihtne kontrollida näiteks mündi viskamisel. Nii teostas 
G. L. Buffon, kelle töödest tuleb juttu ka edaspidi seoses geo­
meetrilise tõenäosuse mõistega, 4040 mündiviset, kusjuures vapi 
pool esines 2048-1 korral; seega oli sündmuse A sageduseks 

~~:~ '= 0,5069; tuntud statistik K. P e a r so n viskas münti 24000 

korda ning sai sündmuse A relatiivseks sageduseks 0,5005. 
Relatiivse sageduse muutumist katseseeria vältel kirjeldab 

joonis 3, kus abstsissteljele on kantud (logaritmilises skaalas) 
katsete arv ning ordinaalteljele relatiivne sagedus. 

Tuleb aga tähele panna, et lähenemise iseloom on tõenäo­
suslike ülesannete korral veidi erinev tavalises matemaatilises 
analüüsis tuntud piirprotsessist Nimelt ei saa me siin väita 
absoluutse kindlusega, et relatiivne sagedus alati läheneb tõe­
näosusele: on ju teoreetiliselt olemas võimalus (kuigi äärmiselt 
vähe tõenäoline), et mündiviskel tuleks kogu aeg peale vapi 
pool. Seetõttu väidabki suurte arvude teoreem, et tõenäosus sel­
leks, et sündmuse relatiivne sagedus läheneb sama sündmuse 
tõenäosusele, läheneb arvule J. 

Joonis 3. 

Märgime nüüd, et tõenäosusteooria arengus suurt osa eten­
danud Bernoulli töö ei olnud siiski esimene, milles oli trükitud 
binominaaljaotuse seadus. Nimelt ilmus 1711. aastal ajakirjas 
Philosophical Transactions, Ab raha m d e Mo iv r e'i ( 1667-
1754) töö «De mensura sortis» (Juhuslikkuse mõõdust). Töö 
erineb varemilmunuist hea metoodilise esituse ning süsteemi­
kuse poolest. Muuhulgas avatakse nimetatud töös ka ülesanne: 
kaks mängijat A ja B mängivad täringutega, kusjuures mängija 
A võidab siis, kui ta 8 viskega saavutab vähemalt 2 korda 1 
silma. Mängija A võidu tõenäosuse arvutamiseks kasutab Moivre 
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binomiaaljaotust parameetritega p ·= ~ , q = 6 , ning leiab: 

P(A) = 1 -P(B) = 1- [W8°)+ P(W8
1)] = 

= 1-0604=0396~04= 1-(~) 8-8·(~)
7

.! ' ' ' 6 6 6. 

Lahendanud sama meetodiga veel mõned analoogilised üles­
anded, seab Moivre probleemi: milline peab olema katsete arv x 
selleks, et sündmuse A vähemalt ühekordse esinemise ning mitte 
ainsagi esinemise tõenäosused oleksid võrdsed, kui sündmuse A 
esinemise tõenäosus ühel katsel on p, selle mitteesinemise tõe­
näosus (ühel katsel) aga q (q 1= 1- p). lV\oivre leiab muuhul­
gas, et 

lim xp =In 2. 
q q 
P ~oc 

Suure katsete arvu korral on aga binomiaalvalemi raken­
damine väga tülikas. Moivre leiab ka asümptootilise valemi 

sündmuste Wn~t tõenäosuste leidmiseks juhul, kui p = q = ~ : 

(;) pkqn-k 

lim ------;-;(k-np)~ = 1 
n-4oc - 2npq 

~==e 
V 2nnpq 

Nimetatud valem on erijuht teoreemist, mida tuntakse praegu 
Moivre - Laplaee'i teoreemi (ka Laplaee'i teoreemi) nime all, 
ning mis väidab, et katsete arvu piiramatui suurenemise! lähe­
neb binomiaaljaotus jaotusele, mida me tunneme praegu nor­
maaljaotuse nime all.2 

See teoreem oli esimeseks esindajaks nn. piirteoreemide hul-
gas. \ ;t~~~~l 

Suurte arvude seadus ja samuti piirteoreemid raj asi d aluse 
tõenäosusteooria rakendamisele statistikas. XVIII sajandil hak­
kasidki mitmed loodusteadused (eriti astronoomia ja geodeesia), 
samuti ka majanduslikud ülesanded esitama oma probleeme sta­
tistikale ning ühtlasi ka tõenäosusteoorlale. Vaatleme nüüd, kui­
das mõjus see tõenäosusteooria, eriti tõenäosuse mõiste arengule. 

4. Tõenäosuse geomeetriline tõlgendus. On huvitav märkida, 
et juba XVIII sajandisse kuulub esmakordne katse määratleda 
niisuguste sündmuste tõenäosust, mille korral ei ole põhimõtteli­
seltki võimalik loetieda soodsaid ning mittesoodsaid juhte. 

1733. aastal andis G eo r g e L o u i s L e e 1 e r e d e B u f -
fo n ( 1707-1788) järgneva ülesande: ruudukujulisele märklauale 

2 Vt. näiteks B o rk v e I I. A «Tõenäosusteooria põhimõisted», Tln., 1958. 
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küljepikkusega a visatakse 
olema a ja d suhe selleks, 

lauale satuks tõenäosusega 

r--------, 
I 

1 

0 

Joonis 4. 

I 
I 
I 

e~ 
J 2 

rõngas diameetriga d. Milline peaks 
et rõnga keskpaiga sattumise} märk-

~ märklauale ka rõnga iga punkt 

(vt. joonis 4). Selleks märkis Buf­
fon märklaua keskel ruudu serva­
pikkusega a-d, millesse peaks 
meid huvitavatel juhtudel langema 
rõnga keskpunkt, ning määras a ja 
d suhte seosest 

1 
(a-d)2=2a2. 

Seega rakendas Buffon geomeet­
rilise tõenäosuse mõistet, mis on de­
fineeritud järgnevalt: 

Tabatagu juhusliku! viskel kind­
lasti pinnaosa pindalaga S. Tõenäo­
sus selleks, et tabatakse sellel pinna­
osal paiknevat pinnaosa pindalaga 

s. võrdub nende pindalade suhtega s/S. 
Sarnaselt võib geomeetrilise tõenäosuse defineerida ka tea­

tavate kõveraosade või ruumiosade tabamise tõenäosusena. 
Kasutades tõenäosuse ülaltoodud mõistet sõnastas ja lahen­

das Buffon huvitava ülesande, mida kohtame praegugi peaaegu 
igas tõenäosusteooria õpikus. Formuleeri­
me selle nn. Buffoni nõelaülesande. 

Katku tasandit paralleelsirged, mis asu­
vad üksteisest kaugusel 2a. Tasandile visa­
takse juhuslikult nõel pikkusega 2l (l < a) 
(vt. joonis 5). Leida tõenäosus selleks. et 
nõel lõikub mõne tasandil paikneva paral­
leeliga. 

Ot t - .. Id. 1 21 
si ava toenaosuse ava Ise <s on -. 

an 
See seos võimaldas suurte arvude seadu­

se rakendamisel määrata katseliselt n arvu­
list väärtust.3 

I 

/I ~ ______ j 

2a 

Joonis 5. 

! 
I 

I 

Kuid tõenäosuse geomeetrilise mõiste viis ka mitmete para­
doksaalsete ülesannete avastamiseni, mis tõi endaga kaasa pal­
jude teadlaste skeptilist suhtumist tõenäosuse mõiste üldistamise 
katsetesse. Esitame siin ühe levinuima - nn. Bertrandi para­
doksi. 

3 K.uigi arvu n määramiseks ei ole sellel meetodil praktilist väärtust, 
sobib selline meetod - nn. juhuslike katsete e. Monte-Cario meetod -
mitmete ülesannete lahendamiseks ja leiab tänapäeval laialdast rakendamist. 
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Ringile joonestatakse juhuslikult kõõl. Kui suur on tõenäosus, 
et see kõõl on pikem kui ringi joonestatud võrdkülgse kolmnurga 
külg? 

1. I ah e n du s. Sümmeetria tõttu võime vaadelda ainult ühe­
suunalisi kõõle, mis on määratud oma keskpunktiga diameetrit 
(vt. joon. 6a). Meie tingimust rahuldavad ainult need kõõlud, 

mille keskpunkt asub ringi keskpunktist kaugusel x < ; , seega 

on otsitav tõenäosus ~ . 

a b 
Joonis 6. 

e 

2. I ah e n d us. Sümmeetria tõttu võime vaadelda ainult 
kõõle, mille üks otspunkt on fikseeritud; need on määratud oma 
teise otspunktiga. ülesande tingimust rahuldavad ainult need 
kõõlud, mille otspunkt satub j ämedama joonega märgitud osale 

ringjoonest joonisel 6b; kuna see on ~ kogu ringjoone pikkusest, 

siis on otsihiv tõenäosus ~ . 

3. I ah e n du s. Kõõl on määratud oma keskpunktiga. Meie 
tingimust rahuldavad üksnes kõõlud, mille keskpunkt asub ringi 

keskpunktist kaugusel x < ; , s. t., mille keskpunkt asub ringis, 

mille pindala on ;r;~ (joon. 6c). Otsitav tõenäosus on seega ~ . 

Milles on viga? Kuidas saab ühe ja sama sündmuse tõenäo­
sus tulla erinev, sõltuvalt erinevast arvutusviisist? 

Põhjuseks on siin asjaolu, et tõenäosuse mõiste defineeri­
misel ei ole seni tähelepanu pööratud juhtude võrdtõenäosuse 
nõudele. Ka siin toodud ülesandes on erinevate lahenduskäikude 
puhul erinevaid juhte loetud võrdtõenäolisteks (eriti ilmne on 
see asjaolu 1. ja 3. lahenduse võrdlemisel). 

Sellele asjaolule pööras tähelepanu P i e r re S im on La p -
1 a e e (1749-1827), kes nägi vajadust täpsustana klassikalist 
tõenäosuse mõistet. 
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5. Tõenäosuse klassikalise mõiste täpsustamine. Esmakord­
selt on tõenäosuse range definitsioon esitatud P. S. Laplace'i 
põhj apanevas töös «Theorie des probabilites analytiques», mis 
i1mus 1812. aastal. Laplace'i poolt esitatud tõenäosuse definit­
sioon on j ärgmi~e. 

Sündmuse A tõenäosuseks nimetame sündmuse A toimumi­
seks soodsate juhtude arvu suhet kõikvõimalike juhtude arvusse, 
kusjuures kõik juhud peavad olema võrdvõimalikud (võrdtõe­
näosed). 

Sündmuste võrdtõenäosuse nõuet ei olnud fikseeritud seni 
veel üheski töös, kuigi seda oli mõnede ülesannete lahendamisel 
varemgi arvestatud. Meenutame näiteks Cardano arutlusi Tar­
taglia täringukombinatsioonide skeemi kohta, samuti Fermat' 
antud lahendust de Mere ülesandele. Nimelt pikendas ta partii­
sid kunstlikult, et saada võrdtõenäoseid sündmusi. Tegelikult 
Dleksid partiid kulgenud järgnevalt: 

1-4 5,6 7 8 9,10 Il 12 13 14 15,16 

A AA AB B B B B B 
A B B BA AA B B B 

ABBA B BA AB 
A B A B A B 

Need juhud ei oleks aga võrdtõenäosed. 
Siinjuures tuleb märkida, et võrdtõenäosuse mõiste on defi­

neerimatu põhimõiste. Mõningate praktiliste ülesannete korral 
(enamus mänguprobleeme) on sündmuste võrdtõenäosus väga 
hästi intuitiivselt määratav; mõningate juures tekib aga võrd­
tõenäoste sündmuste määramisega raskusi (vt. eelmises punktis 
käsitletud paradoksid). Maternaablises mõttes on oluline vaid 
see, et kui mingis ülesandes on võrdtõenäosed sündmused min­
gil viisil määratletud, siis käsitletakse nimelt neid ja ainult neid 
sündmusi võrdtõenäostena kõigi selle ülesandega seotud arut­
luste vältel. 

Näiteks selle kohta võiks olla võltsitud täring, millel on ras­
kuskese nihutatud nii, et 6 silma esineks 2 korda sagedamini kui 
silmade teised arvud. Võrdtõenäoste sündmuste süsteem tuleks 
siin määrata teisiti, kui tavalise täringu korral, kuid samuti kui 
tavalise täringu puhulgi saame me määrata silmade igasuguste 
kombinatsioonide tõenäosused, mis aga kindlasti ei lange ühte 
silmade samade kombinatsioonide tõenäosustega tavalise tärin­
gu korral. Vastuolu või arusaamatus tekib aga otsekohe, kui 
me unustame, et täring on võltsitud ning rakendame siin tava­
lise täringu jaoks õigeid mõttekäike. 

Kuid ka Laplace'i esitatud tõenäosuse definitsioon ei ole veel 
piisavalt range. Nimelt loetakse siin enesestmõistetavaks eeldu­
seks, et vaadeldavad juhud - niihästi soodsad kui ka mittesood-
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sad on üksteist välistavad sündmused. Tõepoolest, hasart­
mängudega seotud probleemides oligi olukord peaaegu alati sel­
line, mistõttu ei peetud vajalikuks seda nõuet definitsioonis eriti 
rõhutada. Tõenäosuse mõiste üldisemai kasutamisel aga võib 
esineda olukordi, kus juhud ei välista üksteist. Näiteks, kui pere­
konnas oodatakse last, võib oodatava sündmuse defineerida järg­
nevalt: kas sünnib poiss või sünnib tütarlaps. On aga veel või­
malus - sünnivad kaksikud, nii poiss kui ka tütarlaps, seega 
ei olnud ülalkirjeldatud juhud üksteist välistavad. üksteist välis­
tavad (kuid kaugeltki mitte võrdtõenäosed!) oleksid sündmused: 
sünnib ainult poiss; sünnib ainult tütarlaps; sünnivad mitmikud. 

Tõenäosuse klassikaline definitsioon tänapäevasel kujul näeb 
ette järgmist. Fikseeritakse lõplik üksteist välistavate võrdtõe­
näoste sündmuste täielik süsteem ( elementaarsündmuste süs­
teem). Seejuures sündmuste {At, A2, ... , An} süsteemi nimeta­
takse täielikuks, kui nende sündmuste summaks on kindel sünd­
mus (s. t. alati esineb üks sündmustest Ai). 

Sündmuse A tõenäosuseks nimetame siis sündmuse A esine­
miseks soodsate elementaat·sündmuste arvu ja kõigi elementaar­
sündmuste arvu suhet. 

Nagu näeme, on definitsioon oma vormilt jäänud päris sar­
naseks esialgse definitsiooniga. Oluline on siinjuures vaid see, 
et sündmuste süsteemi jaoks, mis moodustab kõikvõimalike juh­
tude hulga, on rangelt fikseeritud vajalikud eeldused, mis liht­
sate hasartmänguülesannete korral olid täidetud automaatselt. 

Tõenäosuse mõiste edasist arenemist XIX ja XX sajandil -
tõenäosuse statistilist ning aksiomaatilist käsitlust - vaatleme 
käesoleva artikli järgneva te s osades. 
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TöENÄOSUSTEOORIA «TüüPüLESANNE» 

N tükki väikseid kuulikesi 
on suure urni põhja peal. 
Ja tuleb võtta kahekesi 
neid välja kahel kõlupeal. 

T minutit nad vaeva näevad 
on huvipakkuv töö see vist. 
I(õik kuulid urni põhja läevad 
taas pärast läbiuurimist 

Tõenäosus selleks leida tuleks, 
et üks on teisest kohtlasem 
ja veel, et urnist ~uule oleks 
ta võtnud kokku täpselt m. 

(,~.jakirj ast «M3TCM3TII'ICCJ<Oe 
npocneUJ,eHHe») 



100 AASTAT JACQUES HADAMARD'I SüNNIST 

E. Tamme 

Jacques Hadamard on pika aja 
vältel olnud üheks Prantsuse ma­
temaatilise elu juhiks. Oma tööde 
ja tegevusega on ta oluliselt mõ­
jutanud kaasaja matemaatika pal­
jude harude kujunemist ja arengut. 

Jacques Hadamard sündis 8. 
detsembril 1865. a. Pariisi eeslin­
nas Versailles's. Keskhariduse 
omandas ta Pariisis Louis Suure 
Lütseumis, kus ta isa oli õpeta­
jaks. Edasi õppis Hadamard Pa­
riisi Kõrgemas Normaalkoolis ja 
mõnda aega ka Polütehnilises 
Koolis. 

Pedagoogilist tegevust alustas 
Hadamard 1890. a. professorina 
Buffoni Lütseumis. Pärast dok­
torikraadi kaitsmist ( 1892. a.) sai 
ta 1893. a. professoriks Bordeaux 
ülikoolis. 1897. a. siirdus Hada-
mard uuesti Pariisi, kus töötas 
kolmes kuulsas kõrgemas õppeasutuses: Sorbonne'i ülikoolis 
(1897-1912), Prantsuse Ko1ledzis (College de France; 1897-
1937) ja Polütehnilises Koolis (Ecole Polytechnique; 1912-1937). 

Suure kuulsuse võitis Hadamard'i juhendamisel töötanud se­
minar Prantsuse Kolledzis ( 1897-1937), mis oli esimene oma­
laadne Prantsusmaal. Hadamard'i seminari tööst võtsid osa pal­
jud prantsuse ning ka teiste maade matemaatikud (selles täien­
das end muuseas ka N. N. Luzin 1 aastatel 1913~1914). Semi­
nari probleemide ring oli erakordselt lai, see haaras peaaegu kõiki' 
;11-duaalseid probleeme nii matemaatika teooriast, rakendus­
matemaatikast kui ka matemaatika filosoofiast. Hadamard'i se­
minaris sündisid paljud uued ideed, mis rikastasici kaasaegset 
matemaatikat. 

1 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, V, lk. 94-96. 

91 



1912. a. valiti Hadamard Pariisi Teaduste Akadeemia liik­
meks. Ta oli paljude teaduste akadeemiate (Londoni Kuningliku 
ühingu, NSVL Teaduste Akadeemia jt.) välismaiseks liikmeks 
ning arvukate ülikoolide audoktoriks. Rahvusvahelisel matemaa­
tikakongressil 1950. a. Cambridge'is (Massachusetts, USA) valiti 
ta auesimeheks. 

Hadamard armastas reisida, kunagi ei öelnud ta ära küllakut­
setest Ta esines ettekannetega ja luges kursusi Nõukogude Lii­
dus ( 1930, 1934, 1945), Hiinas, Brasiilias, Ameerika ühendrii­
kides ning paljudes teistes maades. Teadlane ei jäänud kõrvale 
ka ühiskondlikust elust. Ta on välja astunud fasismi ja igasuguse 
rassilise diskrimineerimise vastu, võtnud aktiivselt osa võitlusest 
rahu eest. 1940. a. oli ta sunnitud lahkuma oma kodumaalt ning 
elama kuni 1944. a. Ameerika ühendriikides. 

1937. a. siirdus Hadamard pensionile. Kuid ka elu viimasel 
perioodil säilitas ta püsiva huvi kõige ümbritseva vastu ning 
töötas viljakalt nii teaduslike kui ka pedagoogiliste probleemide 
kallal. Veel 91-aastasena avaldas ta uurimusi Harnacki teoreemi 
kohta. Jacques Hadamard suri Pariisis 17. oktoobril 1963. a., 
-olles 97 -aastane. 

Hadamard'i matemaatilises loomingus võib eraldada kolme 
põhilist huvideringi: 1) analüütilised funktsioonid, 2) variatsioon­
arvutus ja funktsionaalanalüüs ning 3) osatuletistega diferentsiaal­
võrrandid. 

Hadamard'i varasemad silmapaistvad tööd (sealhulgas ka 
1892. a. avaldatud doktoritöö «Essee Tavlori arendise abil antud 
funktsioonide uurimisest») on pühend~tud ana I ü ü t il i st e· 
f u n k ts i oo n i d e teooriale. Neis uuritakse sügavalt seoseid 
Taylori rea omaduste ning esitatavate funktsioonide iseärasuste' 
vahel. Uurimuste käigus leidis Hadamard ka lihtsa tõestuse: 
algarvude asümptootilise jaotuse seadusele. 2 1 

Hadamard'i uurimused on etendanud tähtsat osa fun k t­
s i on aa Ian aI ü ü s i kujunemisel. Juba I rahvusvahelisel ma­
temaatikakongressil Zürichis 1897. a. esines ta ettekandega, mil­
les propageeris hulgateooriat ja enn us tas sellele suurt tulevikku 
matemaatilises analüüsis. See oli aeg, millal hulgateooria looja 
G. Cantor luges selle teooria tähtsaimaks probleemiks kontiinuu­
mi hüpoteesi tõestamist, millal hulgateooria leidis hoopis roh­
kem vastaseid kui pooldajaid.3 

Hadamard mõistis peatselt, mida «oli vajaka üldises hulga­
teoorias, et asuda väärikaie kohale analüüsis: oli vaja üldist 
piirprotsessi kontseptsiooni. Ja selline mõiste sündiski just Ha­
damard'i seminaris. Selleks oli kauguse mõiste, mille 1906. a. 

2 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, IV, lk. 59. 
3 Vt. Jüri m ä e, E., Hulgateoreetilistest paradoksidest. - Matemaatika 

ja kaasaeg, I, lk. 5-12. 
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võttis kasutusele Hadamard'i lähim õpilane Maurice Frechet. 
Koos kaugusega ilmusid meetrilise ruumi, täielikkuse, separaab­
luse ja kompaktsuse mõisted - kujunes ja hakkas kiiresti are­
nema kogu meetriline topoloogia. Suurepäraseks rakendusaiaks 
uutele meetoditele oli variatsioonarvutus.» 4 Seoses variatsioon­
arvutuse probleemidega andsid J. Hadamard ja1 tema õpilased 
M. Fnechet, P Levy ja R. Gäteaux rea üldisi diferentsiaali defi­
nitsioone. Uurimuste käigus võttis Hadamard kasutusele meile 
nii tavalised terminid «funktsionaal», «lineaarne funktsionaal», 
«funktsionaalanalüüs». Juba 1903. a. ilmunud töös uuris Hada­
mard ka pideva lineaarse funktsionaali üldkuju lõigul pidevate 
funktsioonide ruumis. Kuus aastat hiljem andis ungari mate­
maatik F. Riesz sellele üldkujule lihtsa vormi Stieltjesi integ­
raali abil. 

Hadamard nägi, et peale diferentseerimise vajatakse üldis­
tes funktsioonide ruumides ka integreerimist. Selle raske prob­
leemi lahendasid erinevates variantides tema õpilased Gäteaux 
ja Levy. Tulemuste üksikas j al ise esitusega kohtume esmakordselt 
P. Levy raamatus «Loengud funktsionaalanalüüsist» (1922). 

Hadamard'i hilisematest töödest kuuluvad kõige silmapaistva­
mad o s a tu I et i s t e g a d i f e re n t s i a a I võ r r a n d i t e 
valdkonda. Hadamard'i tööd on suurel määral kaasa aidanud 
osatuletistega diferentsiaalvõrrandite teooria kui tervikliku mate­
maatilise teooria kujunemisele. üheks keskseks mõisteks selles 
teoorias on rajaülesande korrektsuse mõiste, mille tõi matemaa­
tikasse Hadamard 1923. a. 

«Lahendades hüperboolseid võrrandeid, võttis Hadamard si­
suliselt kasutusele nii ühe kui ka mitme muutuja üldistatud funkt­
sioonide kaasaegse teooria aparaadi. Kuid see avastus ei leidnud 
lol ajal hindamist - Hadamard ennetas siin paljude aastate 
võrra kaasaegsete matemaatilist mõtlemist. Alles viimase 10-
15 aasta jooksul on üldistatud funktsioonid levinud kõikjal e ja 
;1sunud neile vastavale kohale analüüsis.» 4 

Kõrvuti nende kolme põhisuunaga Hadamard'i loomingus 
kuulub temale tähtsaid tulemusi ka mitmetel teistel aladel, nagu 
mehhaanikas, hüdrodünaamikas, geomeetrias jm. Hadamard'i su­
lest pärinevad samuti arvukad tööd matemaatika aluste, mate­
maatika ajal oo ning õpetamise ja uurimise metodoloogia alalt. 

Suure tunnustuse on leidnud 1945. a. Ameerika ühendriikides 
ilmunud Hadamard'i raamat «Matemaatika-alaste avastuste psüh­
holoogia». Selles analüüsib ta matemaatilise loomingu protsessi. 
l~riti rõhutab ta intuitsiooni tähtsust nii matemaatika õpetamisel 
k tli ka uute tulemuste saamisel. Intuitsiooni peab ta ainsaks loo­
j ak s. Rangus on vajalik vaid avastatu kindlustamiseks. 

4 lll M JI 0 B, f. E., Y cneXM M3TeM3TH'·IeCKHX HayK, 1964, T. 19, Bbin. 3, 
lk. 183-186. 
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Paul Levy kirjutab nekroloogis Jacques Hadamard'ile: «Ha-; 
damard valdas samaaegselt Cauchyle ja Weierstrassile omastj 
ranguse taju ning Riemannile omast intuitsioonigeeniust Need·! 
omadused koos väsimatu uudishimu ja tohutu töövõimega või-! 
maldasid tal jätta pärandi, mis paneb hämmastama nii vaadel- ' 
davate probleemide mitmekesisuse kui ka mõningate lahendatud 
probleemide sügavuse ja raskusega. Ta jääb, nagu hiljuti kirju­
tas P. Montel, üheks suurimaks kujuks maailma teaduses.» 5 

VEEL SAM LOYDI üLESANDEID 

Kes maksab mängu eest? 

Kolm meest otsustasid mängida 15-pallilist piljardit ning leppisid kokku 
(nagu selles klubis kombeks oli), et mängu eest maksab kaotaja. Mängija 
nr. I, kes oli teistest osavam, lubas sealjuures lüüa vähemalt sama palju 
palle kui mängijad nr. 2 ja 3 kokku. 

Just siis, kui nad kavatsesid alustada, tuli sisse neljas mees ja ühines 
mänguga. Et tegemist oli võõraga, siis mingeid lisapakkumisi talle ei esitatudt 
ja ta mängis kõikide vastu võrdsetel tingimustel. '1 

Riiulitel on näidatud iga mängija tulemus mängu lõpul.. Mängijad ag~ 
vaidlevad selle üle, kes on kaotaja ning peab vastavalt kokkuleppele mängu 
eest maksma. l 

Sellele küsimusele polegi nii lihtne vastata, nagu esialgu võib-olla pai s ~ 
tab. Seda näitab kasvõi asjaolu, et kui sama küsimus esitati hiljuti ühes1 
piljardivõistlusest. osavõtjatele, siis ei leidunud kaht mängijat, kes oleksi 
andnud ühesuguse vastuse. 

5 YcnexH MaTeMaTHlJeCKHX HayK, 1964, T. 19, Bhin. 3, lk. 169. 
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WILLIAM ROWAN HAMILTON 

L. Roots 

2. septembril 1965. a. möödus 100 
aastat XIX sajandi ühe suurima ma­
temaatiku sir William Rowan Haruil­
toni surmast. 

W. R. Hamilton sündis 3. augus­
til 1805. a. Iirimaal Dublini linnas, 
kus ta isa töötas advokaadina. Tema 
edasise elukäigu kujunemisele aval­
das suurt mõju onu, James Ha­
milton, kes võttis enda peale Willia­
mi kasvatamise alates kolmandast 
eluaastast. Onult sai tulevane mate­
maa tik alg- ja keskhariduse, samuti 
algteadmised mitmetes idamaa keel­
tes. W. R. Hamilton oli irnelaps: kol­
meaastasena oskas ta lugeda inglise 
keelt ja tundis aritmeetikat; nelja­
aastasena olid tal juba ulatuslikud 
teadmised geograafiast; viieaasta­

sena mõistis ta lugeda ja tõlkida ladina, kreeka ja heebrea keelt 
ning talle meeldis, näiteks, deklameerida Homerost; kaheksan­
daks eluaastaks oli ta omandanud prantsuse ja itaalia keele 
ning kümneaastasena õppis juba araabia ja sanskriti keelt. Kahe­
teistkümne aasta vanusena hakkas ta huvi tundma matemaatika, 
esialgu aritmeetika vastu ning armastas edaspidigi teha peast 
keerulisi aritmeetilisi arvutusi. Kolmeteistaastasena omandas ta 
algteadmised algebrast, töötades läbi prantsuse maiemaatiku 
A. C. Clairaut' «Algebra», ning kirjutas seejärel ise lühikese 
Lraktaadi algebrast. 

Kõrgema matemaatikaga tutvus W. R. Hamilton kuueteist­
Lümneaastasena. Omandanud diferentsiaalarvutuse meetodi, 
:llustas ta P. S. Laplace'i «Taevamehhaanika» läbitöötamist Kohe 
:Ilguses leidis ta seal Laplace'i arutlustes vea, millega tõmbas 
('nesele Dublini ülikooli astronoomiaprofessori Brinckley tähele­
panu. Samal ajal alustas Hamilton ka iseseisvat teaduslikku tööd 
111atemaatika alal, uurides võrrandeid, mis esitavad sirgete süs­
'eeme tasapinnaL 
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1823. a. astus W. R. Hamilton Dublini ülikooli. ülikoolis õppi­
des paistis ta silma erakordse andekusega nii antiikkeelte kui ka 
matemaatika alal. Oppimise ajal jätkas ta oma iseseisvaid uuri­
musi, mi1le tulemusi kokku võttes esitas 1827. a. Iiri KuninglikuJe 
Akadeemiale töö «Kiirtesüsteemide teooria». 

Peaaegu samal ajal lahkus Dublini ülikoolist professor 
Brinckley; vakantsele astronoomiaprofessori kohale kinnitati 
Hamilton, kes oli sel ajal alles üliõpilane ning polnud veel kahe­
kümne kahe aastanegi. Siinjuures väärib tähelepanu, et paljude 
teiste hulgas kandideeris seiiele kohale ka pärastine inglise 
kuninglik astronoom G. B. Airy. 

W. R. Hamiltoni teaduslik uurimistöö oli järgnevatel aastatel 
rikas väljapaistvate saavutuste poolest mitmesugustes teadus­
harudes. Tööd optikas, mehhaanikas ja matemaatikas tegid peat­
selt ta nime kuulsaks kogu maailmas. 

1832. a. saatis Hamilton Iiri Akadeemiale töö, miiies ta 
ennustas ja põhjendas kooniiise refraktsiooni nähtuse olemasolu; 
peatselt kinnitas seda ka katseliselt üks tema kolleegidest, prof. 
Lloyd. 

1834.-1835. aastail saavutas Hamilton rea põhjapaneva 
tähtsusega tulemusi analüütilises mehhaanikas. Tema poolt neil 
aastail esitatud variatsiooniprintsiip kannab tänapäeval Haruil­
toni printsiibi nime. Peale seiie läks tal korda karakteristliku 
funktsiooni (Hamiltoni funktsiooni) kasutuselevõtmisega tuletada 
masspunktide süsteemi liikumise diferentsiaalvõrrandid kanoonili­
sel kujul (Hamiltoni kanoonilised võrrandid). Need tulemused 
annavad põhjust pidada W. R. Hamiltoni üheks kõige suurema­
test teadlastest, kes on töötanud teoreetilise mehhaanika alal. 

W. R. Hamiltoni suurimaks teaduslikuks saavutuseks tuleb 
aga pidada kvaternioonide mõiste loomist aastal 1843. Kvater­
nioonide teooria väljatöötamisele ja süstemaatilisele esitamisele 
kulutas ta edasise osa oma elust, kuni surmani 2. septembril 
1865. a. 

W. R. Hamiltoni töö leidis kõrget tunnustust juba tema elu­
ajal. Teaduslike saavutuste eest tõsteti ta 1835. a. aadliseisu­
sesse. Kaks aastat hiljem, 1837. a., sai ta Iiri Kuningliku Aka­
deemia presidendiks ning oli sellel kohal kuni 1845. aastani, miT 
ta soovi tõttu rohkem aega pühendada kvaternioonide teooria 
väljatöötamisele astus ise sellelt kohalt tagasi. 1843. a. määrati', 
taiie teaduslike saavutuste eest valitsuse eluaegne pension. 

W. R. Hamilton andis ise enese kohta järgmise hinnangu: 
«Ma olen väga kaua imetlenud Ptolemaiose antud iseloomustust 
oma suure astronoomiaõpetaja Hipparchose kohta: avfJe q;tA.6novot' 
xat f{Jua.AfJBrJ~ (tööd ja tõde armastav mees). Olgu selline mu 
hauakiri.» 
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UUS EESTIKEELNE MATEMAATILISE ANALüüSI õPII( 

S. Baron 

Uue õppeaasta alguseks ilmus trü­
kist prof. G. Kangro õpiku «Mate­
maatiline analüüs» I osa. Opiku alu­
seks on autori loengud TRü mate­
maatika-mehhaanika- ja füüsikaosa­
kondade I kursuse üliõpilastele. 

Siiani puuduski eestikeelne mate­
maatilise analüüsi õpik, mis täielikult 
\·astaks nii ülikooli kui ka pedagoo­
gilise instituudi matemaatikaosa­
konna programmile ning mille käsit­
lusviis oleks seega kaasaja loogilise 
ranguse tasemeL Prof. A. Borkvelli 
kaheköiteUne raamat «Matemaatilise 
analüüsi kursus», mis oli esimeseks 
l'estikeelseks kõrgemate koolide õpi­
kuks matemaatilise analüüsi alal. on 
kirjutatud eeskätt Tallinna Pedagoo­
~ilise Instituudi üliõpilastele ja vastab 
idikooli füüsika-matemaatikateadus­
konna nõuetele seega vaid osaliselt. 
Et teha oma õpikut arusaadavamaks 
laiemale lugejaskonnale, on prof. 
A. Borkvell pealegi kohati loobunud 
definitsioonide ja tõestuste rangusest 

Prof. G. Kangro õpikus ei esine 
liinki tõestustes ega sõnastuse eba­
~clgust, mida vahel võib kohata 
isegi heades õpikutes (näiteks tehete 
pllhul piirväärtustega). Vaadeldava 
''Piku materjali esitus on täielik ja 
r:rnge, kusjuures selle all pole sugugi 
l,;rnnatanud esituse selgus. Vastupidi, 
l,ogu raamat paistab silma oma sõ­
Jr;rstuste kerguse ja lihtsuse poolest. 
Prof. G. Kangro õpikus on tähele­
l':rnu pööratud kõige olulisemale, 

o. kursuse teoreetilise osa rangele 
1:1 selge le esitusele ning printsipiaal­
. dc momentide rõhutamisele. Teoree­
llline materjal on illustreeritud roh­
ll·le näidete varal. Raamatu sisse­
rldratuses märgib autor, et õpikult ei 
11 dc nõuda ülesannete kogumiku osa 
'.1ilmist. Sellepärast ei ole õpikus 
l':1nclud rõhku ülesannete lahendami-

seks otstarbekaimaie meetodite leid­
misele. Käesolevale õpikuJe vastava 
ülesannete kogumiku koostamise kal­
lal töötab praegu TRü matemaatilise 
analüüsi kateedri kollektiiv. 

Vene keeles on terve rida väga 
häid matemaatilise analüüsi õpikuid 
(nende autoriteks on näiteks G. Nl. 
Fichtenholz, A. J. HintSin, G. P. 
Tolstov, I. J. Zak jt.). Ometi erineb 
prof. G. Kangro õpik kõigist nendest 
tunduvalt, kusjuures rida raskeid me­
toodilisi probleeme on siin lahenda­
tud paremini. 

Matemaatilises analüüsis on lähte­
kohaks ratsionaalarvu mõiste ja ak­
sioomideks võetakse ratsionaalarvude 
omadused. Reaalan· defineeritakse 
ratsionaalarvude kaudu, reaalarvude 
omadused aga tõestatakse, tuginedes 
ratsionaalarvude omadustele. Selle­
pärast algabki matemaatilise analüüsi 
kursus reaalarvude teooriaga. Erine­
valt teistest NSV Liidus kasutamise! 
olevatest matemaatilise analüüsi õpi­
kutest on käesolevas õpikus reaal­
arvude teooria esitatud lõpmatute 
kümnendmurdude abil. Selline reaal­
arvu definitsioon on üliõpilastele tut­
tav juba keskkooli matemaatikakursu­
sest ja seepärast on nii üles ehitatud 
reaalarvude teooria kergemini oman­
datav. 

Piirväärtuste teooriat käsitleb prof. 
G. Kangro samuti erinevalt teiste· 
õpikute käsitlusest Tavaliselt on vii­
siks piirväärtuse omadused tõestada 
enne jada piirväärtuse korral ja siis 
kanda need üle funktsiooni piirväär­
tuse mõnele juhule, märkides, et piir­
väärtuste teiste tüüpide korral on 
tõestus analoogiline. Vaadeld8vas 
õpikus aga esitatakse kogu piirväär­
tuse teooria ühtsest seisukohast, defi­
neerides järjestatud suuruse piirv~iär­
tuse. Selle mõiste alla kuuluvad peale· 
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jada piirväärtuse ka funktsiooni piir­
väärtuse kõik tüübid (kaasa arvatud 
ühepoolsed piirväärtused), samuti 
määratud integraali defineeriva integ­
.raalsumma piirväärtus. Selline üldine 
käsitlus on lühike, täielik ja loogili­
selt range. Siinjuures ei ole piirväär­
tuse olemasolulausete või piirväär­
tuse omaduste tõestused oluliselt ras­
,kemad kui jada piirväärtuse korral. 

Matemaatilises analüüsis ja tema 
rakendustes etendavad tähtsat osa 
elementaarfunkts·ioonid. Osaliselt õpi­
takse neid tundma ka keskkoolis, 
'kuid palju olulist jääb seal ütlemata. 
Seepärast on elementaarfunktsioonide 
põhjalik vaatlemine prof. G. Kangro 
õpikus väga vajalik, seda enam, et 
elementaarfunktsioonide käsitlus on 
siin lihtsam ja täielikum kui teistes 
matemaatilise analüüsi õpikutes. Näi-
teks astmefunktsiooni y = xa pidevuse 
tõestus juhul x ·< 0 on siin (lk. 150) 
väga lihtne, kuna venekeelsetes õpi­
kutes see kas on keerukam või puu­
dub hoopis. Märgime, et raamatus on 
csit8tud ka astme aa definitsioon (iga 
reaalse astendaj a a korral) ja tões­
tatud selle olemasolu ja ühes us. 

Ka diferentsiaal- ja integraalarvu­
tuse osas on rida häid metoodilisi 
uuendusi (Taylori valemi tuletamine, 
funktsiooni kumerus ja käänupunktid, 
Cauchy keskväärtusteoreemi geomeet­
riline tõlgendus, 'integreeruvate funkt­
sioonide korrutise integreeruvus, kat-

kevate funktsioonide integreeruvus 
jt.). Põhielementaarfunktsioonide dife­
rentseerimisvalemid on tuletatud mit­
mel meetodil. Opikus on toodud näide 
funktsiooni kohta, millel on mitte­
range ekstreemum (lk. 256) ia samuti 
mitteintegreeruva funktsiooni näide 
(lk. 357). Sellised näited õpikutes 
tavaliselt puuduvad, kuigi nad oTI 
üliõpilastele huvitavad ja aitavad 
kaasa vastava mõiste omandar:1ist:le. 

Opikus on vaadeldud ka mõningaid 
küsimusi, mis oluliselt täiendavad ja 
süvendavad programmis olevat ma­
terjali: reaalarvude hu~ga pidevuse 
mitmesugused väljendused ja nende 
samaväärsus (lk. 113-114), põhh•le­
mentaarfunktsioonide esitus funktsio­
naalvõrrandite abil (lk. 154-156), 
hulk mõõduga null (lk. 362), pära­
tute 'integraalide koonduvustunnused, 
Stieltjesi integraal jne. 

Opikus on mitmeid kohti, mis ära­
tavad lugejas huvi kaasaegse mate~ 
maatika vastu (näit. lk. 363). Sellele 
aitavad kaasa ka rohked viited 
probleemide ajaloole. 

Oma õpikus on autor leidnud ruumi 
ka matemaatilise induktsiooni mee­
todi esitam'iseks (lk. 48) ja rakenda­
nud seda mitmel juhul (Bc i'7~t. 
199-202 jt.). 

Prof. G. Kangro õpik «Matemaa­
tiline analüüs» I osa on väärtuslik 
panus eestikeelsesse kõrgema mate­
maatika alasesse õppekirjandusse ning 
väärib iga maiemaatiku tähelepanu. 

DIFERENTSIAALGEOMEETRIA KONVERENTS TARTUS 

ü. Lumiste 

Sõjajärgsetel aastatel on Balti 
liiduvabariikides kujunenud noortest 
rnatemaatikutest koosnevad rühmad, 
kelle uurimisvaldkannaks on diferent­
s"iaalgeomeetria. Sidemete tugevdami­
seks omavahel ja Nõukogude Liidu 
juhtivate koolkondade esindajatega 
on seni juba kahel korral kokku kut­
sutud Baltikumis geomeetria konve­
rentsid diferentsiaalgeomeetria küsi­
mustes. Esimene neist peeti 1963. aas­
ta juunis Vilniuse lähedal Trakais, 
teine l.-5. juulil 1965. a. Tartus. 
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Viimase konverentsi korraldajaks oli. 
Tartu Riiklik ülikool, üritus oli, 
pühendatud Eesti NSV, Läti NSV ja 
Leedu NSV 25. aastapäevale. Mõle­
mad konverentsid kujunesid sisuliselt. 
üleliidulisteks. Tartusse sõitis tead­
lasi 17 NSVL linnast. Kõige arvuka-I 
malt olid esindatud Moskva (21), 
Harkov (15), Tartu (11), Saraatov 
(11), Vilnius (10), Tomsk (5) ja, 
Kaasan (4). Külalisi oli ka Riiast,j 
Tallinnast, Erevanist, Kiievist, Mins-', 
kist jm. üldse võttis konverentsi tööst 



Rühm II Baltimaade geomeetria konverentsist osavõtjaid TRü peahoone ees. Esireas paremalt A. Liber (Saraa­
tov), J. Blank (Harkov), M. Nikolajenko (Harkov), I. Jegorov (Pensa), B. Rosenfeld (Moskva), V. Vagner 

(Saraatov), A. Norden (Kaasan), B. Laptev (Kaasan) jt. 



osa 95 matemaatikut. Nende seas oli 
füüsika-matemaatikadoktoreid 14 ja 
-kandidaate 32. 

Konverentsi esimese istungi avas 
1. juulil TRü aulas ülikooli rektor 
prof. F. Klement, kes peatus lühidalt 
Tartu ülikooli ajaloolistel traditsiooni­
del diferentsiaalgeomeetrias. Möödu­
nud sajandil ülikoolis töötanud ma­
temaatikud (M. Bartels, K. E. Senff, 
F. Minding, K. Peterson) on rikasta­
nurl silmapaistvate saavutustega nii 
kõvera- kui pinnateooriat Tartut võib 
lugeda vene diferentsiaalgeomeetria 
hälliks, siin võrsus hilisem Moskva 
koolkonna rajaja läti rahvusest 
K. Peterson. Nii prof. F. Klement kui 
ka järgnevalt sõna võtnud prof. 
G. Laptev Moskvast, prof. A. Nor­
den Kaasanist, prof. V. Vagner Sa­
raatovist ja prof. J. Blank Harkovist 
tervitasid konverentsi kui eri rahvu­
sest nõukogude teadlaste v'iljaka 
koostöö vormi. Rõhutamist leidis va­
jadus korraldada suurte üleliiduliste 
ülevaatekonverentside kõrval ka edas­
pidi enam spetsialiseeritud teadlaste 
kokkutulekuid, millel on võimalik 
kuulata ja läbi arutada ka noorte 
teadlaste ja aspirantide töö tulemusi. 

Diferentsiaalgeomeetria arengut 
Nõukogude Baltimaades 25 aasta 
jooksul käsitlesid oma ühises ette­
kandes L. Berezina (Riia), V. Blizni­
kas (Vilnius) ja 0. Lumiste (Tartu). 
Uurimistöö sel alal jätkus siin uuesti 
pärast pikaajalist seisak ut, ku'i sõja­
j_ärgsel aastakümnel said Moskva 
Riiklikus Olikoolis oma erialase ette­
valmistuse noored Baltimaade dife­
rentsiaalgeomeetria spetsialistid. Nen­
de ümber koondusid uurimisrühmad 
ja praegu on balti liiduvabariikes ku­
junenud väikesed diferentsiaalgeo­
meetria alase uurimistöö keskused, 
eeskätt Vilniuses ja Tartus. On loo­
dud viljakad teaduslikud sidemed 
Moskva, Kaasani, Saraatovi jt. kool­
kondadega, samuti üksikute välismaa 
uurija te ga. 

Konverents töötas nelja päeva 
jooksul, mil kuulati kokku 83 ette­
kannet. Igal päeval toimus plenaar­
istung ja kolm sektsiooniistungit 
Esimestel peeti ulatuslikumaid üle­
vaate-ettekandeid, esinejate seas oli 
selliseid Nõukogudemaa juhtivaid eri­
teadlasi nagu professorid G. Laptev, 
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N. Jefimov,. A. Nor~en,. V. Vagner! J 
B. Laptev Jt. Sektswomdes kuulab 
ja arutati läbi kitsama teemaga lühi­
esinemisi, millede arv ulatus 70-ni. 
Tartu matemaatikutest es'itasid kon­
verentsil oma tulemusi 0. Lumiste, 
R. Mullari, M. Rahula ja L. Tuul­
mets. 

Diferentsiaalgeomeetria suvekooli esi­
mesed loengud Tartus pidasid prof. 
G. V. Jefimov (vasakul) ja prof. N. F. 

Laptev. 

Konverentsi tööst vabal päeval, 
4. juulil korraldati külalistele eks­
kursioon Tallinna, kus tutvuti vana­
linna vaatamisväärsustega, külastati 
Kadriorgu, Lauluväljakut ja Piritat. 
Päikeseloojang võeti vastu paesel 
Vääna pangal. Ka Tartus sisuslati 
vaba aega ekskursioonidega linna hu­
vitavamatesse paikadesse, sealhulgas 
TRO Teaduslikku Raamatukokku ja 
Tähetorni. Konverentsi ajal olid 'eks· 
poneeritud materjalid, mis tutvusta­
sid diferentsiaalgeomeetria arengut 
Tartus möödunud sajandil ja Nõu· 



kogude Baltimaades sõjajärgseil aas­
tail. 

Vahetult konverentsile järgnes dife­
rentsiaalgeomeetria-alane suvekool, 
mis alustas tööd 6. juulil Tartus ja 
jätkus IO. juulist TRü spordibaasis 
Käärikul. Suvekool oli mõeldud ees­
kätt noorte balti teadlaste erialase 
ettevalmistuse süvendamiseks, lekto­
riteks olid kutsutud tuntud spetsialis­
tid Moskvast, Kaasanist ja Saraata­
vist (N. Jefimov, B. Laptev, G. Lap­
tev, A. Onistsik, A. Vassiljev, V. Vag­
nt;r). üldse kuulati Tartus ja Kääri­
kul kuus Ioengutsüklit diferentsiaal­
geomeetria aktuaalsetest probleemi-

d est. Loengud vaheidusid matka de ja 
sportimisega. Suuremateks ekskursioo­
nideks olid laevasõit Tartust Värs­
kasse ja reis autobussidel mööda 
Lõuna-Eesti kaunemaid paiku. Suve­
kooli lõpetuseks peeti I 7. juulil meele­
olukas lõkkeõhtu Kääriku slaalominõl­
vakul. 

Konverents ja suvekool tihendasid 
veelgi sõprust ja koostööd balti 
noorte diferentsiaal~eomeetrikute vahel 
ning arendasid teaduslikke sidemeid 
teiste NSVL keskuste esindajatega. 
Järgmiseks konverentsiks otsustati 
kokku tulla I 968. aastal Palangasse 
Leedu NSV-s. 

OLELIIDULINE SUMMEERUVUSTEOORIA-ALANE SUVEKOOL KÄÄRIKUL 

E. Reimers 

Ajavahemikus 3.-12. augustini 
1965. a. toimus Tartu Riikliku Oli­
kooli spordibaasis Käärikul esimene 
üleliiduline arv- ja funktsionaalridade 
summeeruvusteooria-alane teaduslik 
suvekool, mille korraldajaks oli TRü 
matemaatilise analüüsi kateeder. 

Külalisi saabus Moskvast, Lenin­
gradist, Kiievist, Tbilisist, Sverdlovs­
kist, Krasnojarskist, Dusanbest jm., 
kokku 16 linnast. üldse võttis kooli 
tööst osa 53 matemaatikut, kelle hul­
gas oli 12 professorit ja teaduste 
doktorit ning 21 dotsenti ja teaduste 
kandidaati. Külaliste seas oli rida 
tuntud matemaatikuid, nagu prof. 
S. Nikolski, prof. S. StetSkin, prof. 
B. Korenblum, prof. F. Harsiladze jt. 
Kõige rohkem osavõtjaid saabus 
Sverdlovskist, arvult 11. Tartu mate­
maatikutest võttis kooli tööst osa 
16 inimest, Tallinnast oli 2 osavõtjat. 

Kooli eesmärgiks oli tutvuda sum­
meeruvusteooria ja sellega piirnevate 
matemaatiliste distsipliinide uusimate 
saavutuste, suundade ja rakendus­
lega. Kuulati ära 20 ettekannet (kes­
tusega 1-6 tundi). Enamik ettekan­
deid tutvustas ülevaatlikult laiemat 
probleemide ringi, kuid mõnedes ette­
kannetes anti ka lühiinformatsiooni 
ttute originaalsete tulemuste kohta. 

Külalismatemaatikutest esinesid pi­
kemate ettekannetega prof. S. Ni-

7 Matemaatika ja kaasaeg IX 

kolski («Integreeruvate mitme muu­
tuja funktsioonide integraalne esitus» 
ja «Difcrentseeruvate mitme muutuja 
funktsioonide klassikaliste polünoomi­
dega aproksimeerimise probleem»), 
prof. S. Stetskin («Fourier' ridade 
summeerimismenetluste regulaarsu­
sest.») ja prof. B. Korenblum («üldi­
sed M. Keldõsi tüüpi Tauberi teoree­
mid ja üldistatud harmooniline ana­
lüüs.») 

Tartu matemaatikud esitasid suve­
koolis kolm ettekannet: «Tauberi ja 
Mereeri teoreemidesb (d ots. T. Sõr­
mus), «Summeeruvusteguritest ja 
nende rakendustesb> (dots. S. Ba­
ron) ja «Polümaatriks-summeerimis­
menetlused» (d ots. E. Reimers). 

Viimasel ajal on avastatud sum­
meeruvusteooria mitmesuguseid uusi 
rakendusvõimalusi teistes matemaati­
listes distsipliinides. Näiteks prof. 
S. Nikolski vaatles oma esimeses 
ettekandes muuhulgas Fourier' ridade 
summeeruvusteoorja rakendamist 
funktsioonide integraalse esituse saa­
misel. Prof. B. Korenblum näitas 
Keldõsi tüüpi Tauberi teoreemide 
seost funktsioonide aproksimeerimise 
probleemidega. 

Ka Tartu matemaatikute ettekan­
netes oli oluline koht pühendatud 
saadud teoreetiliste tulemuste raken­
duste näitamisele. Nii käsitles T. Sõr-
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mus oma ettekandes Mereeri tüüpi 
teoreemide rakendamist integraal­
võrrandite teoorias, S. Baron kõneles 
summeeruvustegurite rakendamisest 
Fourier' ridade teoorias absoluutse 
summeeruvuse lokaalsuse omaduste 
uurimisel ning funktsiooni klassi 
määramisel tema Fourier' kordajate 
järgi ja E. Reimers uute üldiste sum-
meerimismenetluste rakendamisest 
funktsiooni- ja integraaliteoorias. 
Tartu matemaatikute viimastele sum­
meeruvusteooria-alastele töödele anti 
hea hinnang. 

Juba paar aastat tagasi väljenda­
sid mitmed matemaatikud mõtet kor­
raldada · summeeruvusteooria-alane 

nõupidamine Tartus, kus rea aastate 
vältel on prof. G. Kangro juhtimisel 
teostatud uurimusi üldise summeeru­
vusteooria alalt. Arv- ja funktsio­
naalridade summeeruvuse küsimusi on 
küll sageli käsitletud· mitmesugustel 
funktsioonide lähendamise teooria, 
reaal- ja kompleksmuutuja funkt­
sioonide teooria ning funktsionaal­
analüüsi konverentsidel, kuid senini 
polnud organiseeritud ühtki nõupida­
mist, mis oleks spetsiaalselt pühen­
datud summeeruvusteooria ja tema 
rakenduste probleemidele, kuigi selle­
alased koolkonnad ja uurimisgrupid 
olid juba ammu välja kujunenud mit­
mes meie maa keskuses (Moskvas, 

Istuvad professorid: A. N. Turetski (Minsk), F. I. Harsiladze (Tbilisi). 
R A. Rõmarenko (Leningrad), S. M. Nikolski (Moskva), G. Kangro (Tartu), 
S. B. Stet.Skin (Sverdlovsk), dots. M. F. Tim an (Dnepropetrovsk), professorid 
N. A. Davõdov ja B. I. Korenblum (mõlemad Kiiev). 

Teises reas seisavad: N. Veske (Tartu), E. Reimers (Tmtu), J. S. Bugrov 
(BlagovestSensk), B. L. Kaufman (Orenburg), L. V. Grepatscvskaj a (Orsk). 
V. G. Ponomarenko (Dnepropetrovsk), I. A. Vinogradova (Moskva), 
A. V. Mesis (Sverdlovsk), L. Sikk (Tartu), B. A. Menkova (Sverdlovsk). 
V. I. Pliskina (Sverdlovsk), T. Sõrmus (Tartu), L. Karu (Tartu). 

Kolmandas reas: H. Türnpu (Tartu), H. Merilo (Tartu), V . .IV\. Badkov 
(Sverdlovsk), M. Abel (Tartu), G. Vainikko (Tartu), G. I. Natanson (Lenin­
grad), F. Vichmann (Tallinn), A. A. Melentsov (Sverdlovsk), M. Tõnnov 
(Tartu), V. P. Tretjakov (Arzamas), D. A. Kogan (Sverdlovsk). 

Neljandas reas: A. Jõgi (Tallinn), S. Baron (Tartu), V. V. Zuk (Lenin­
grad), S. A. Tel j akovski (Moskva), V. P. Stepin (Sverdlovsk), H. Espenberg 
(Tartu), E. Jürimäe (Tartu), S. A. Tedejev (Tshinvali). · 
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Tbilisis, Sverdlovskis, Leningradis, 
Kiievis, Tartus jm.). Sidet peeti ja 
koostööd arendati peamiselt publikat­
sioonide vahetuse ja isikliku kirja­
vahetuse kaudu. Seoses uurimistöö 
tunduva avardumisega viimasel ajal 
osutus aga spetsiaalne üleliiduline 
nõupidmine ka teadusliku töö koordi­
neerimise seisukohalt vajalikuks. See­
pärast kujunes Kääriku summeeru­
vusteooria-alane suvekool sisult väga 
lähedaseks teaduslikule konverentsile, 
erinedes viimasest vaid seetõttu, et 
sellel nõupidamisel oli palju üle­
vaate-, vähe aga lühiettekandeid. üle-
vaateettekannete tekstid otsustati 
suunata avaldamiseks ajakirjale 
«YcneXM MaTeMaTHqeCKHX HayK». 

Suvekooli tööpäevad kulgesid järg­
nevalt: reeglina toimus iga päev 
kaks istungit, hommikune ( 4 loengu­
tundi) ja õhtune (2 loengutundi), 
kusjuures üks päev oli puhkepäevaks. 
ühel viimastest istungitest arutati 
mitmesuguseid küsimusi, mis puudu­
t asi d selletaoliste koolide organiseeri­
!JJist, nende programme ja osavõtjaid. 

Kooli tööst vabal ajal korraldati 
jalgsimatku Kääriku kaunisse ümb­
rusesse ja sõideti mootorpaadiga 
PühajärveL Korraldati ka lõkkeõhtu, 
kus külalistele tutvustati eesti rahvus­
likke mänge, tantse ja laule. Peale 
selle toimus külastajate soovil veel 
ekskursioon Tallinna. 

Matemaatikute suvekoolid Käärikul 
on omandanud traditsioonilise ise­
loomu. Käesolev oli juba kolmas: 
seni on toimunud üks suvekool 
algebra ja teine diferentsiaalgeomeet­
ria alal. Suvekoolidest saadud koge­
mused näitavad, et ühel kitsamai eri­
alal töötavate teadlaste nthel side­
mete loomisel õigustab suvekooli 
vorm end täiesti. Tunnistades suve­
kooli kasulikkust, väljendasid käes­
olevast suvekoolist osavõtjad mõtet 
- korraldada niisuguseid koole re­
gulaarselt. Teine üleliiduline sum­
meeruvusteooria-alane kool otsustati 
korraldada 1967. aastal Sverdlovskis, 
kus summeeruvusteooria alal töötab 
või spetsialiseerub sellele alale suur 
grupp matemaatikuid. 

AMEERIKAST TARTU MAIEMAATIKU PILGUGA 

Möödunud õppeaastal viibis Ameerika ühendriikides pikaajalisel koman­
deeringul TRü arvutusmatemaatika kateedri dotsent, TRü biofüüsika labora· 
tooriumi juhataja Leo Võhandu. Oma Ameerikasõidu muljetest pajatab 
sm. Võhandu järgnevalt. 

J uhtus just nii} et äralennupäev 
-:attus lwkku m.u sünnipäevaga. J(una 
lend kulges Moskvast lääne poole, 
siis sai seifest sünnipäevast mu elu 
pikim. Möödus ligi 30 tundi, enne 
lati New Yorgis panin pea voodi­
fJadjale. 

Pärast lühikest tutvumist New 
Yorgi ja Washingtoni vaatamisväär­
sustega saabusin J. oktoobriks Chi­
mgosse. Lennuväljal oli mul vastas 
Chicago ülikooli matemaatilise bio­
loogia komitee kaks esindajat prof. 
1!. Landahl ja prof. R. Rosen. Tunni­
ajaline kilzuüimine läbi Chicago, et 
iöuda õigeks ajaks komitee seminarile, 
kus üks hindu rääkis ainevahetuse 
matemaatilistest mudelitest ning al­
~raski üheksakuuline teaduslik ko­
mandeering USA-s. 

Chicago ülikool on väga tugeva 
tippejõudude koosseisuga eraülikool} 

kus üliõpilaste arv kõigub 7000 üm­
ber. Aastane õppemaks on umbes 
2000 dollarit. 

Matemaatilise bioloogia komitee 
pärineb aastast 1935, olles s_ee!Ja 
maailma esimene niisugune uunmcs­
asutus. Komitee esimees prof. 
N. Rashevsky käis 1964. aasta mais 
Nõukogude Liidus loenguid pidamas. 
Lähemal ajal ilmub vene keeles ka 
üks tema raamatuid <<Mõningaid me­
ditsiini matemaatilisi aspekte)>. Raa­
mat on kirjutatud huvitavalt, üsna 
elementaarset matemaati!i_c;t apara­
tuuri kasutades ja peaks andma igale 
soovijate ülevaate vähemalt mõnest 
võimalikust matemaatilisest lähene­
misviisist meditsiini ja füsioloogia 
probleemidele. 

Kui prof. Rashevsky kasutab pea­
as j alikult diferentsiaalvõrrandite kva­
litatiivse! teooriat, siis komitee noa-

103 



remad liikmed kasutavad juba õige 
tänapäevaseid meetodeid. Kuna tuge­
vamales USA ülikoolides kulgeb ma­
temaatika õpetamine üliabstraktses 
Bourbaki stiilis, siis pole midagi 
imestada, kui ameeriklased sageli 
«varblaste laskmiseks kahureid pruu­
givad», s. t. probleemide lahendami­
sel võetakse appi ülearu tugev mate­
maatiline aparaat. 

Matemaatilises bioloogias on olu­
kord mõnevõrra teine. N ähud, mida 
uuritakse, on oma loomult keerulised 
ja üldisem meetod võimaldab neid 
uurida mitmepalgelisemalt. Näiteks 
prof. Rosen on saanud huvitavaid 
tulemusi nn. relatsioonilises bioloo­
gias. Algebraliste ja topoloogiliste 
meetodite rakendamine võimaldab 
ühelt poolt vabaneda meetrika kasu­
tamisega seotud raskustest, teiselt 
poolt võib saadud tulemusi sageli 
laiendada algmudelist üldisematele 
mudelitele. Oma teooria loomisel tuli 
Rosenii vaja nii graafide teooriat, 
kategooriate algebrat, pidevate ja 
diskreetsete dünaamiliste süsteemide 
algebralis-topoloogilisi meetodeid kui 
ka Turingi masinate ja abstraktsete 
automaatide üldist teooriat. 

Huvitav on märkida, et teine komi­
tee liige P. Greene kasutas üsna 
keerulist fiiberruumide teooriat mee­
lespidamise ja unustamise mehha­
nismi uurimiseks, jõudes välja huvi­
tavate füsioloogiliste seaduspärasus­
teni. 

Millega ma siis tegelesin Chica­
gos? Kõigepealt kuulasin loengukur­
sust FORTRAN-programmeerimisest 
ja lahendasin mõned ülesanded võim­
sal efektronarvutil I BM-7094. Sügis­
semestril uurisin informatsioonilisi 
statistikaid, eesmärgiga läheneda 
kausaalsete süsteemide teooriale. 
Sain tulemusi, mis peaksid huvi pak­
kuma taksonoomias ( pal j utunnuse­
liste süsteemide klassifitseerimisteoo­
rias ). Kevadsemestril kuulas in prof. 
Roseni loenguid relatsioonilisest bio­
loogiast ja prof. Greene'i loenguid 
kodeerimisest ning interpreteerimisest 
närvisüsteemis. Kaks korda nädalas 
toimusid seminarid, kus komitee töö­
tajad ja paljud väliskülalised kõnele­
sid oma uuematest tulemustest. Eriti 
meeldejäävateks kujunesid komitee 
professori I. Opatowsky seminarid 
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veresoonkonna elastsusteooriast, mil­
les esitati ka rida matemaatilisele 
elasisusteooriale uudseid seisukohti. 
Külalisettekannetest oli kahtlemata 
huvitavaim prof. Starki oma, milles 
oli juttu õppivast diagnoosimissead­
mest, millega saavutati häid tulemusi 
südamehaiguste diagnoosimisel. Ka 
mul endal tuli seminaris teha kaks 
ettekannet. Rääkisin mõnedest mee­
toditest paljutunnuseUste süsteemide 
uurimiseks, millel näib olevat seos 
prof. Roseni kasutatud metoodikaga. 
Peab märkima, et õhkkond loengutel 
ja seminaridel on meie mõistes kaunis 
familiaarne. Seminarile eelneb väike 
kohvi joomine (muidugi püsti jalu, 
nagu peaaegu kõik vastuvõtud USA-s). 
Enamus osavõtjaid, sealhulgas ka 
ettekandja, on tavaliselt särgiväel 
(lips peab siiski kombekait ees olema). 

õhtuti töötasin tavaliselt raamatu­
kogudes. Peab märkima, et USA 
raamatukogud on peaaegu eranditult 
avariiulife süsteemile üle läinud. Raa­
matute registreerimine toimub vahe­
tult väljapääsu juures. Tähtpäevaks 
raamatu tagastamata jätmine tähen­
dab kaunis soliidset trahvi. Näiteks 
Chicago ülikooli raamatukogude/e 
laekub trahvidena aastas ca 40 000 
dollarit. 

Rahvusvahelises majas, kus ma 
peavarju leidsin, kohtusin paljude 
erinevate maade esindajatega 
Basil USA-st, Robert Inglismaalt, 
Lloyd Jamaikalt, Mustafa Liibüast, 
Eeva Soomest, Eeva Ungarist, Eeva 
Rootsist jt. Majas elas ka eesti 
emigrantide lastest tudengeid, kelle 
hulgast mõnegagi sain suhelda ainult 
inglise keeles. Muide, Londoni mehe 
Robertiga seoses üks väike lugu. 
Möödunud aasta novembris sattusime 
kord maja puhkeruumis juttu ajama 
- üks ameeriklanna, Robert ja mina. 
Järsku küsis daam Roberti käest: 
«Kui kaua Te olete juba Chicagos?» 
Roberti vastusele: «Umbes 2 kuud», 
kostis daam: ((Oo, ja Te räägite juba 
nii hästi inglise keelt». Roberti lõua­
luud tõmbusid pingule, kuid ehtsa 
dzentelmenina suutis ta siiski rahu 
säilitada. Asi on nimelt selles, et 
Ameerika Uhendriikides räägitav ing­
lise keel erineb häälduselt tublisti 
Inglismaal räägitavast. 



Huvi minu kui Nõukogude Liidu 
kodaniku vastu oli üsna suur. Sain 
rohkesti küllakutseid arneeriklastelt ja 
ka eesti emigrantidelt. Puhusime 
juttu, vaidlesime ja filosofeerisime. 
Muide, ülikoolide õppejõud märkisid 
sageli, et nende palk on kasvanud 
viimase 5 aasta jooksul peaaegu 
kahekordseks tänu majanduslikule 
konkurentsile Nõukogude Liiduga. 
Olikoolides on palgad siiski madala­
mad kui tööstuses. 

Juunis tegin veel lühikese söidu 

San Franciscosse ja Los Angelesi 
ning juba tõigi lennuk mind tagasi 
üle ookeani. Lühipeatused Pariisis, 
Londonis ja Stokholmis. Teel külas­
tasin mitmeid ülikoole ja raamatu­
kogusid. Käisin Briti Muuseumis 
Egiptuse muistseid varasid vaatamas 
ja veendusin, et sõna «Tartu» all on 
kataloogides ainult üks raamat. Kir­
jandust tuleb ikka veel Tartu endise 
nime - Dorpati alt otsida. Meie uue­
mat kirjandust oli seal siiski küllalt 
palju. 

MONEDE PARALLEELTERMINITE VAJALIKKUSEST 

0. Rünk 

Lugedes käesoleva ajakirja VI 
n umbrist J. Ga bovitSi artiklit «Mate­
maatilise terminoloogia probleeme» 
tekkis tunne, et seal esitatud termi­
nite paaride puhul pole eelistust kõi­
gil juhtumeil küllaldaselt kaalutud. 
Kahtlusi äratasid nimelt järgmised 
paarid: rööpkülik ja parallelogramm, 
võrdeline ja proportsionaalne, tasand 
ja tasapind, keskpunkt ja tsenter ning 
;oontrapets ja kõverjooneline trapets. 
Rahutuks tegi ka artiklis eraldi mai­
nitud termin pindsilinder (ttuAuHapu­
ttecKuü 6pyc), mis on loodud joontra­
petsi eeskujul. Minu seisukohad neis 
küsimustes on kokkuvõtlikult järgmi­
sed. 

1. Rööpkülik ja parallelogramm 
peaksid olema paralleelselt kasutusel, 
ilma kumbagi eelistamata - vähe­
malt seni, kuni omadussõnana eelista­
takse meil tarvitada paralleelne pro 
rööbik e. rööpne. 

2. Ka võrdeline ja proportsionaal­
nel peaksid jääma mõlemad käibele, 
ilma esimest eelistamata, hoolimata 
sellest, et teine on küllalt pikk ja 
kohmakas. Rahvusvahelisel terminit 
proportsioon on tegelikult kaks erine­
vat sisu: esiteks - (suuruste) suhe 
ja teiseks - võrre e. suhete võrdus. 
Esimest tähendust kasutatakse rohkem 

igapäevases keelepruugis; näiteks: 
«see hoone on õnnestunud proport­
sioonidega» (ehk teisiti -- ... hästi 
proportsioneeritud). Teist tähendust 
kasutatakse peamiselt matemaatikas. 
Kuigi nii suhe kui ka võrre on väga 
head sõnad eesti keeles, ometi ei pii­
sa neist, sest kumbki üksikult ega 
ka nad mõlemad koos ei ammenda 
veel rahvusvahelise proportsiooni kogu 
sisu. Tõesti - eespool näitena esi­
tatud mõtet hoone kohta ei saa la­
dusalt väljendada a i n u 1 t nimetatud 
eestikeelseici yasteid tarvitades (proo­
vitagu seda teha!). 

Kuigi meie omadussõna võrdeline 
(e. suhteliselt vastav) on adekvaatne 
tõlge rahvusvahelisest terminist pro­
portsionaalne, poleks halb, kui meil 
õpilased õpiksid kohe tundma ka vii­
mast, sest enamik kultuurkeeli kasu­
tab ainult seda. 

3. Võistlevaist termineist tasand ja 
tasapind pean paremaks viimast, kui­
gi see on pikem; selle eest on aga ta 
esimesest selgem - s e I gu s aga 
olgu teadusliku terminoloogia juures 
primaarseks nõudeks! Kahjuks ka 
«moodne» omadussõna tasandiline ei 
kõla hoopiski nii asjalikult kui endi­
ne tasapinnaline. Mõnevõrra paremi­
ni kõlaks uue omadussõna vorm ta-
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sandlik või samuti võimalik tasand­
ne, kuid nendeni pole tasandipoolda­
jad veel jõudnud. 

l(ui ainult 1 ühe mu s seada oma­
ette eesmärgiks, siis näib, et tartla­
sed on oma tasandiga jäänud toppa­
ma poolele teele, sest ka tasand la­
seks ennast mõnusasti edasi lühen­
dada - kuni jõuaksime toredale sõ­
nale tand (gen. tanna), mis kõlab 
suurepäraselt, ning osutub heaks 
paariiiseks terminile pind (gen. pin­
na). Adjektiiv tasapinnaline (e. ta­
sandil ine) asenduks siis hästi kõla­
va sõnaga tandne! l(ui nüüd lõpuks 
otsiksime ka kõverpinnale mingi ana­
loogilise lühivormi (kas või näiteks 
küürd, gen. küüra), siis olekski see 
terminite kompleks jällegi süsteemne 
(nagu ta oli seda seni- pindade jagu­
nemisega tasapindadeks ja kõverpin­
dadeks). Tartlaste poolt soovitatud 
a i n us muudatus (tasand pro tasa­
pind) aga rikub selle vana hea süs­
teemi ning sellega vähendab selgust, 
lühemus aga ei suuda neid puudusi 
korvata. 

Kurvastusega tuleb märkida, et kui 
tasand ilmus rahva sekka trükitult, 
siis nii mõnedki tegelased pidasid 
seda uueks mõisteks ning hakkasid 
seda omal viisil seletama. Näitena 
olgu siin esitatud üks mõttetu ja en­
dastmõistetavalt täiesti tarbetu dife­
rentseerimiskatse: tasapind on k on­
kr e et n e, tegelikult eksisteeriv, ta­
sand aga seevastu abstraktne, kuju­
teldav. Vaat, milleni võib terminoloo­
gilise eksperimendiga välja jõuda! 

4. Arvan, et keskpunkti kõrval on 
ka tsenter (kui rahvusvaheline ja pea­
legi lühem) kindlasti tarvilik. Ärgem 
unustagem, et tsenter on kindlusta­
nud enesele eesti keeles juba jääva 
eluõiguse terminites tsentraalsüm­
meetria ja tsentraalprojektsioon. l(a 
on hea, kui ühe ja sama objekti Juu­
res esineva m i t m e keskpunkti kor­
ral bn rohkem sõnu käepärast. Näi­
teks ringikaare juures on vaja sil­
mas pidada kolme erinevat keskpunk­
ti: ringi tsentrit, kaare poolituspunkti 
ja kaare raskuskese!. Keskpunkt so-
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bib minu arvates kõigi nende (ja 
muudegi võimalike) keskkohtade 
ü 1 d n i m et u s e k s. 

5. Termin joontrapets on ilmselt 
ebaõnnestunud, kui selle all tahetakse 
mõista niisugust üldistatud trapetsit, 
millel üks haar on (või võib olla) 
kõver. Mõnevõrra parem oleks siin 
termin kõverjooneline trapets (mille 
proi. G. Kangro oma «Matemaatili­
ses analüüsis» on komprimeerinud 
kõvertrapetsiks); kõige selgem aga 
vahest oleks siin kõverhaarne trapets. 
Analoogiliselt oleks tuletatav ka ter­
min kõverkaaneline silinder ( I.{UAUH8-

pu~tecKuii 6pyc), mis asendaks ilmselt 
ebasobivat pindsilindrit. 

6. Lõpuks avaldaksin oma arvamu­
se ka sm. Gabovitsi poolt ülestõste­
tud küsimuses diferentsiaalarvutuse 
põhiliste terminite osas. l(ui integ­
reerimise tulemuseks on integraal, 
diferentseerimise tulemuseks aga mit­
te diferentsiaal vaid tuletis, siis on 
siin ilmselt midagi korrast ära: puu­
dub süsteem! Tuletise leidmist deri­
veerimiseks nimetada muidugi so­
biks ja võiks, aga ilmselt tooks see 
kaasa väga sügavaid muudatusi 
kogu diferentsiaalarvutuse termino­
loogias (kas näiteks diferentsiaalvõr­
randid ei tuleks siis ümber ristida 
derivaatvõrrandeiks?). 

Tuletisel kui matemaatilise! termi­
nil puudub kahjuks terminile vajalik 
spetsiifika - sõna on liiga harilik 
ja laialt tarvitatav. Verb tuletama 
(millest tuletis ongi saadud), on ise­
gi niivõrd ilma spetsiifikata, et seda 
ei saagi matemaatikas oma otseses 
tähenduses (diferentseerima e. tule­
tist leidma) tarvitada. Seepärast tu­
leks vist küll asjale kasuks, kui siin 
terminoloogia! muudame: süsteemsu­
sega kasvaks ka selgus! Vastuväiteid 
võiks oodata ainult keeletraditsioo­
nide ja harjumuste baasil. Tuletise 
kui omakeelse matemaatilise termini 
vastu räägib veel see asjaolu, et tal 
puudub täiesti k e e I e sisu 1 i n e sel­
gus (rahvusvaheliselt terminilt me 
keelesisulist selgust aga nii väga ei 
nõuagi!). 



NöUKOGUDE EESTI PREEMIA 

Eestimaa KP Keskkomitee ja Eesti 
NSV Ministrite Nõukog-u määrasid 
vastavalt Nõukog-ude Eesti preemiate 
komisjonide ettepanekutele Eesti NSV 
XXV aastapäeva puhul Nõukogude 
Eesti preemiad väljapaistvamate töö­
de eest: 

Teaduse, tehnika ja tootmise alal: 
Boris Tammele ja 
Juhan Pruudenile 

UUS MATEMAATIKAKATEEDER 
TRü-S 

Matemaatikaõpetajate ettevalmista­
mise parandamiseks loodi 1965. aasta 
sügisel Tartu Riikliku Olikooli juur­
de matemaatika õpetamise metoodika 
kateeder koosseisus: dots. 0. Prinits 
(kateedri juhataja), prof. G. Rägo, 
vanemõpetajad J. Reimand ja K. Ari­
va, assistent E. Mitt ning vanem­
laborant T. Müürsepp. 

Uue kateedri ülesandeks jääb ma-

au to maa tprogrammeerilise süsteemi 
loomise, teadusliku põhjendamise ja 
juurutamise eest alginformatsiooni 
ettevalmistamiseks numbrilise prog­
rammjuhtimisega metallilõikepinkidele 
universaalsete numbriliste elektronar­
arvutite abil. 

V iirsked Nõukogude Eesti preemia 
laureaadid lubasid kirjutada «Mate­
maatika ja kaasaja» järgmisesse 
numbrisse pikema artikli oma tööst. 

temaatika pedagoogilise haru üliõpi­
laste töö juhtimine. 

Nüüd on Tartu Riikliku Olikooli 
matemaatikaosakonnas juba viis ka­
teedrit: matemaatilise analüüsi katee­
der (juhataja prof. G. Kangro), al­
gebra ja geomeetria kateeder (juha­
taja dots. 0. Lumiste), arvutusmate­
maatika kateeder (juhataja dots. 
0. Kaasik), teoreetilise mehhaanika 
ja astronoomia kateeder (juhat~ja 
prof. 0. Lepik) ning matemaatika 
õpetamise metoodika kateeder. 
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TRü MATEMAATIKAOSAKONNALE 
UUS HOONE 

21. juulil I 965. a. toimus Tartu 
Riikliku ülikooli matemaatikaosakon­
na uue hoone nurgakivi panek. Hoo­
ne ehitatakse Juhan Liivi ja Valli­
kraavi tänavate vahelisele Toomemäe 
osale ja on osalt ühe-, osalt kolmekor­
ruseline. Ehitamine on ette nähtud ka­
hes järgus: aastail I 965-I 966 elekt­
ronarvutite saal ja aastail I 966-1967 
peakorpus. 

UUS ELEKTRONARVUTI 
VABARIIGIS 

I965. aasta sügisel täienes vaba­
riigi elektronarvutite pere uue «bee­
biga» - ETK.VL-i rajoonidevahelisele 
Tallinna kaubabaasile saabus elekt­
ronarvuti «Minsk-22». 

Uus arvuti sarnaneb oma ehituselt 
TA Küberneetika Instituudis töötava 
«Minsk-2»-ga, on aga enam kohan­
datud majanduslikeks arvutusteks. 

«Minsk-22» rakendatakse tööle lao­
arve1dustööde mehhaniseerimise) kau­
balaos, mis kujuneb suurimaks Balti­
maadel. 

MATEMAATIKAOHTU 
TARTU I KESKKOOLIS 

25. septembril 1965. a. korraldas 
A. H. Tammsaare nimelise Tartu :L 
Keskkooli matemaatikaring huvitava 
matemaatikaõhtu. Pikema ettekande­
ga «Mitmesugustest geomeetriatesb> 
esines TRü matemaatika õpetamise 
metoodika kateedri õppejõud K. Ariva. 

Kõigepealt andis ettekandja vastava 
tabeli kujul ülevaate õpilaste tead­
mistest keskkooli lõpetamisel. Sellest 
tabelist selgus, et kõige madalamale 
tasemele jäävad meie teadmised geo­
meetrias. Me ei ole selleks ajaks mi­
dagi omandanud nendest teadmistest, 

]08 

Ehitusel töötasid suvepraktikal ka 
matemaatikaosakonna üliõpilased ees­
otsas brigadiri Mati Räbovõitraga 
(III kursus). 

Ehitatava hoone peakorpuses paik­
nevad auditooriumid, kateedrid, mate­
maatikaosakonna raamatukogu ja ar­
vutuskeskus. Hoone (fassaad on kuju­
tatud juuresoleval joonisel) projekt 
valmis TEPI «Eesti Tööstusprojek­
tis» - projekti peainsener on A. Re­
bane. 

mis on avastatud ja kirja pandud ' 
pärast meie ajaarvamise algust. Kõi­
ke seda, mis me õpime, teadis juba 
300 aastat veelgi varem elanud Euk­
leides. 

Midagi ei räägita keskkoolis nat­
teks sellest, et I 826. a. esitas Lo­
batsevski hoopis uue geomeetria. 
Ettekandja tõigi mõned huviäratavad 
näited Lobatsevski geomeetria kohta. 
Nendest näidetest selgus, et Euklei­
dese geomeetria ei tarvitsegi alati 
õige olla. Kuulajaskonnas tekitas see 
hämmastust, ahastust ja vaimustust. 
Päris kahju hakkas, kui lõpuks sel­
gus, et Eukleidese geomeetria on siis­
ki Lobatsevski geomeetria (lihtsam!) 
erijuht 

Pärast ettekannet toimus viktoriin. 
Raskusi tekitas näiteks järgmine 
ülesanne. «Lennuk lendas 200 km 
lõunasse, siis 200 km läände ja lõ­
puks 200 km põhja poole, maandudes 
lähtepunktis. Kus asub lähtepunkt?» 
Arvati, et selleks punktiks on põhja­
naha, kuid hiljem selgus, et niisugu­
seid punkte on veel lõpmata palju 
(need paiknevad 200 km põhja pool 
sellest paralleelist, mis ümbritseb 
lõunanaha ja mille pikkus on 200 km). 

Ohtu lõppes mitmesuguste mängu ­
dega, mis nii või teisiti olid seotu d 
matemaatikaga. J. Kaasik 



Eesti NSV-s ilmunud matemaatika­
alase kirjanduse nimestik 

Juuli - august 1965 

(Koostanud E. Annus) 

RAAMATUD 

Kivistik, L. Variatsioonarvutus. 
Trt., 1965. 148 lk. (Tartu Riiklik üli­
kool.) - Trükitud rotaprindil 300 eks. 

K u 11, J. Arvutid ja programrneeri­
mine. I. Trt., 1965. 255 lk. (Tartu 
Riiklik ülikool.) - Trükitud rota­
prindil 300 eks. 

L õ h m u s, A. Arvutuspraktikumi 
juhend. L. Z. Rumsiski järgi kahan­
danud A. Lõhmus. Tln., 1965. 59 Tk. 
(Tallinna Polütehniline Instituut.) 

V i h m a n, A. ArvutuslükatiJ arvu­
tamise õpetus algajaile. 2. väljaanne. 
Tln., «Valgus», 1965. 68 lk. 

MaTepHa.Jlbl BTopoü flpH6a.nTHHCKOÜ 
reOMeTpH'IeCKOÜ KOHlJlepeHLJ,HH no BOn­
poCaM Jl.HlJllJlepeHLJ,HaJibHOH reoMeTpHH. 
(l-5 HIOJIH 1965.) 196 e. (TapTyeKHH 
roe. yH-T.) - Trükitud rotaprindil. 

p 0 0 M e T e, C. nepliJoKapTbl H HX 
npHMeueuue. TaJIJIHH, 1965. 164 e. (BJO­
po TexH. HHcpopMaUHH CHX 3CCP.) 

C6opHHK 3a)J.a'l no lJJu3HKe, XHMHH 
11 MaTeMaTHKe. TapTy, 1965. 80 e. (Tap­
ryeKH~I roe. yn-T.) Trükitud rota­
prindil. 

C6opHHK pyKoBOJl.HUJ.HX MaTepua.nos 
no Bbi'IHCJIHTeJibHOÜ TeXHHKe H ee npH­
MeHeHHIO. TaJIJIHH, UeHTpl 610po Texn. 
HHcpOpMaUHH, 1965. 52 e. \ (TaJIJJHHeKHii 
rexnoJiorH4eeKHii: HH-T.) Trükitud 
rotaprindil. 

PERIOODIKAS ILMUNUD 
ARTIKLID 

Eesti N S V Teaduste Akadeemia toi­
metised. Füüsika-matemaatika- ja teh­
nikateaduste seeria. Tln., 1965. 

Nr. 2. Matemaatika-alased artiklid 
(vene k., resümeed eesti ja inglise 
keeles): 

R .J ii r g e n s o n. Mõnede diferentsmee­
todiiC' veahinnangust hariliku lineaarsete di­
ferentsiaalvõrrandite lahendamisel. -
L. Hei n I a. Integraalvõrrandite omaväär­
tuste ju omafunktsioonide leidmise täpsu­
sest kvadratuurvalemite abil. T. To b i as. 
Mõningatest Wieneri mõõdu mõttes parima­
test ligikaudsetest valemitest - T. To­
b i as. Wieneri integraali ligikaudsest ar­
vuta~isest:.- A. J äge I. Lubatavate para­
meetnte pmkonna karakteristika ühe klassi 
parameetriliste lineaarsete programmeeri­
misülesannete puhul. 

Eesti Põllumajanduse Akadeemia 
teaduslike tööde kogumik. Trt., 1965. 

Nr. 42. Matematika-alased artiklid 
(vene k., resümeed eesti ja saksa k.). 

A. R u u b e I. Ringaksonomeetria põhi­
alused. A. R u u b e I. Ringaksonomeetria 
põhiülesanne. - H. E s p e nb e r g. Esi­
mest liiki astmekujulised koonduvustegurid 
Euler-K:noppi menetluse puhul. - J. G a -
b o vi t s. Mõningatest diofantilistest võr­
randitest arkuskootangensitega. - J. Ga­
b o v i t s. Arkustangensite arvutamisest. -
J. G a b o v i t s. Mõningate integraalide hin­
nangud. 

K u 11, H. Katsetusi trigonomeetria 
programmeeritud õpetamisel. - «Nõu­
kogude Kool», 1965, nr. 6, lk. 477-
479; nr. 7, lk. 517-523. 

Lint s, A. Arvutamismängud alg­
klassides. - «Nõukogude Kool», 
1965, nr. 8, lk. 621-628 (järgneb). 

0 i s sa r, E. Jaan Depman SO-aas­
tane. - «Keel ja Kirjandus», 1965, 
nr. 7, lk. 434-435. 

R ü n k, 0. Nupukuse proovipähk­
leid. - «Tehnika ja Tootmine», 1965, 
nr. 7, lk. 334. 

U Im, S. Optimiseerimisest ja opti­
maalsest juhtimisest. - «Tehnika ja 
Tootmine», 1965, nr. 7, lk. 323-324. 
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ülesandeid elementaarmatemaatikast 

1. Leida summa 
I 1 l 

s = i---:-3- + 3 • 5 + . . . + 97 • 99 . 

2. Tõestada, et ükskõik millist seitsmest kapikast suuremat summat saab 
tasuda ainult 3- ja 5-kopikaliste müntidega. 

3. Kolmekohalises arvus on üks number null. Selle nulli ärajätmisel saa­
me kahekohalise arvu, mis on antud kolmekohalisest arvust 9 korda väiksem. 
Leida sellise omadusega arvud. 

4. On antud võrdkülgne kolmnurk külje pikkusega a. Leida kolmnurga 
sees võetud punkti kauguste summa kolmnurga külgedest. 

11 

5. Turult ostetakse 80 rubla eest kokku 12 parti, hane ja kalkunit. Pardi, 
hane ja kalkuni hind on vastavalt 5, 7 ja 8 rubla. Kui palju osteti parte, 
hanesid ja kalkuneid? 

6. On antud geomeetriline progressioon a 1, a2, a3, ••• , a",. Leida St= 
= a1a2 ... a",, teades, et 

al + a2 + . . . + an = s2. 

-
1
- +-1- + ... + __!_ = S3. 

al ~ an 

7. Lahendada võrrand 

JzJ-z=2+3i. 
8. On antud mitteristuvad sirged u ja v lõikepunktiga C ja nurgapoo­

litajaga f. Punktist C tõmmatakse sirge s _l_ u ning võetakse sellel vabalt 
punkt B. Punktist B tqmmatakse sirge t __Lv ja sirge d li f. Sirge t lõikab 
sirgeid u ja f vastavalf punktides A ja F ning sirge d sirget v punktis D. 
Tõestada, et sirge DF poolitab lõigu AC. 

ülesande koostas 0. Rünk Tallinnast. 

lii 

Järgnevate ülesannete lahendamiseks piisab artil<li «Mis on tõenäosus?» 
materjalidest ning keskkooli matemaatikast. 

I. Kuup, mille kõik küljed on värvitud, saetakse tuhandeks ühesuuruseks kuu­
biks, mis hoolikalt segatakse. Seejärel võetakse saadud hulgast üks juhus­
lik kuup. Leida järgnevate sündmuste tõenäosused (sündmuse A vastand-

sündmus A toimub parajasti siis, kui sündmus A /ei toimu): 
A0 - saadud kuup on värvimata külgedega, I 
A'1 - saadud kuubil on üks külg värvitud, 
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A 2 - saadud kuubil on kaks külge värvitud, 
Aa - saadud kuubi! on kolm külge värvitud, 
A4 - saadud kuubil on neli külge värvitud, 

At -f--A2, A0 +At, A4, Xt + Ä~ +Aa, At .A2, A 1A 2. 

2. Laps mängib liikuva aabitsaga, mis sisaldab eesti tähestiku 23 tähte. 
Ta asetab juhuslikult valitud 5 tähte ritta vasakult paremale. l(ui suur on 
tõenäosus selleks, et ta kogemata kirjutab oma nime MAIRE? 

3. Sama laps mängib tähtedega AAAAEII(MMTT, neid juhusliku! viisil reas­
tades. l(ui suur on tõenäosus selleks, et ta kirjutab sõna MATEMAA­
TII(A? 

4. Seltskonnas on 5 noormeest ja .S neidu, kes istuvad juhuslikus järje­
korras ümber ümmarguse laua. l(ui suur on tõenäosus selleks, et tekiks 
«kirju rida»? 

Igal noormehel on neidude hulgas oma sümpaatia. l(ui suure tõenäo­
susega satuvad kõik noormehed oma neidude lauanaabriteks? 

5. Olgu kaalutavate kehade raskus täisarvulihe, ja muutugu 1-st 10 grammini, 
kusjuures kõigi raskuste esinemise tõenäosused on võrdsed. Millise kaalu­
vihtide valiku juures järgnevatest 

1, 2, 2, 5, 10; 
I, 2, 3, 4, IO; 
1, I, 2, 5, 10; 

saame keskmiselt läbi väikseima arvu vihtide asetamisele kaalukausile. kui 
a) vihte on lubatud asetada ainult ühele kaalukausile; 
b) vihte on lubatud asetada mõlemale kaalukaus'ile. 

i). Mis on tõenäoliscm, kas võita võrdse vastasega mängides 
a) 3 partiid 4-st või 5 partiid 8-st? 
b) vähemalt 3 partiid 4-st või vähemalt 5 partiid 8-st? 
e) ülimalt n partiid 2n partiist või üle n- 1 partii 2n partiist? 
d) ülimalt n partiid 2n + 1 partiist või üle n- 1 partii (2n + 1) -st 

partiist? 

I(OGUMII(U KUUENDA VIHIKU üLESANNETE LAHENDUSED 

ülesande nr. l lahendus. l(olmest suuremate algarvude jagamisel 24-ga 
saame jäägiks kas (±I, ±5, ±7 või ±11. Jäägiks ei saa olla ±2, +3, +4, 
±6, i+8, ±9, ;±10 või ±I2, sest siis oleks jagatav kordarv. Seega saab kol­
mest suuremat algarvu esitada kujul 24n ± I, 24n + 5, 24n ± 7 või 24n + Il. 
Ruutu tõstmisel saame 576n2 ± 48n +I, 576n2 ± 240n + 25, 576n2 ± 336n + 49, 
576ni2 ± 528n + 121, mis jagamisel 24-ga annavad tõepoolest jäägi I. 

ülesande nr. 2 lahendus. Lähtume sellest, et II to.~ I = II to- 110 = 
= (I1-1) (11 9 + 1IB+ ... + 11 + 1), kus nii esimene kui ka teine tegur 
jaguvad 10-ga (teises teguris on 10 ühega lõppevat liidetavat). Seega. 11 10 - l 
jagub 102-ga. 

Näitame nüüd, et ll 102 - l jagub lOS-ga. Tõepoolest, l !1°2- I = 
= ( 1110) 10- po = ( u1o- 1 )[ ( ll1o) 9 + (II to) 8 + ... + I po + 1], kus esimene 
tegur jagub ülaltõestatu põhjal 100-ga ning teine tegur 10-ga. 

Tuginedes võrdusele 1Jl03 -l = (IJ1°2)to_ po näitame, et ll 103 jagub 
104-ga. Analoogiliselt edasi toimides jõuamegi lõpuks tulemuseni 1: 

1 pot963 _ 1 jagub 10t964_ga. 

1 Otstarbekam on tõestuseks kasutada matemaatilist induktsiooni (vt. 
Maknwatika metoodiliste artiklite kog_umjk, I.. Tln., 1963,. lk. 11-17). 
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üJesande nr. 3 lahendus. Kerge on näha, et inimene ei saanud sündida 
19. sajandil. Siis oleks tema vanus üle 60 aasta, ent sünniaasta numbrite 
summa on vähem kui 60 (maksimaalselt 27, kui sünniaastaks oleks 1899). 

Olgu inimese sünniaasta 19ab. Siis tema vanus 1962. aastal on 

1962- 19ab = 62- lOa- b. 
ülesande tingimuse kohaselt 

62- I Oa- b = I + 9 + a + b, 
52-2b,= Ila. 

Kuna 52- 2b peab jaguma 11-ga, siis b = 4 ning a = 4. Inimese sünniaasta 
on 1944. 

üJesande nr. 4 lahendus. Korrutades süsteemi teist ja kolmandat võrrandH 
vastavalt avaidistega y + z ja z + x ning lahutades seejärel teisest võrrandist 
kolmanda, saame x = y. Seega omandavad süsteemi kaks esimest võrrandit 
kuju 

{

3_=1-z 2 , 

~=2-x x+z · 
Selle süsteemi lahendamisel saame x = 2, z = 0. Seega on lähtesüsteemi 
Jahend x = 2, y = 2, z = 0. 

~ 
Ülesande nr. 5 lahendus. On antud 

trapetsi alus a, diagonaalid e ja f 
ning diagonaalidevaheline nurk a. 
Joonestarne nurga ACE nii, et 
L.ACE=a, AC=e, EC=f. Lõi­
gule AE kanname lõigu AD= a. Joo-

A [ 
D 

nestame lõigu DB nii, et DB 11 EC ja 
DB = EC. Nelinurk ABCD ongi nõu­
tav trapets. 

üJesande nr. 6 lahendus. Olgu neli­
nurga ABCD külgede keskpunktid E, 
F, G, H. Kuna EH on ~ ABD kesk­
lõik ja FO on ~ BCD kesklõik, siis 
EHIIRD ja FG i!BD, s. o. EHIIFG. 
Samal teel näitame, et EF Il HG. Et 
nelinurga EFGH vastasküljed on pa­
ra11eelsed, siis on ta rööpkülik. 

B 

A 

D 

üJesande nr. 7 lahendus. ülesande esimese tingimuse põhjal 

a 3 + b3 = ( a ·+ b) c2
, 

c2 = a2 + b2 - ab. 
Järelikult koosinusteoreemi põhjal 

2 eos 1' =I, 

1' = 600, 
a + f3 = 1200. 

ülesande teise tingimuse põhjal saame a leidmiseks võrrandi 
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sina· sin(l20°- a) = ! , 
. (vi3 1 . ) 3 . sma _-

2
-cosa+""7sma = 4 (sm2 a+cos2a). 

Jagades võrrandi mõlemaid pooli cos2 a-ga, saame 

tan2a-2 v3tana+3=0, 

tana= V 3, 
a = 60°. 

Seega ka /3 = 60° ning kolmnurk ABC on võrdkülgne. 

ülesande nr. 8 lahendus. R.akendame võrde omadust: 
k. a e a+b_e+d 
Utb=d' siis a-b e~d· 

Selle põhjal 

millest 

V(c+ 1) 3 - V(e-1)3 
x=a ___ ·····---· 

.V (e+ 1) 3 + v (e -1)3 

Ülesande nr. 9. lahendus. Olgu kolmnurga külgede pikkused a, b ja e, 
kusjuures a > b >e. Siis 

2a > b + e > a > b - e > 0, 
millest järeldub, et b + e ning b- e ei j agu a-ga. 

Koosinusteoreemi põhjal 
b2 ·= a2 + e2 - ac, 

(b +e) (b- e)= a(a- e); 

seega b +e ja b- e korrutis jagub a-ga. Järelikult arv a on kordarv. 

ülesande nr. tO lahendus. Joonestarne lõigu AD nii, et L_DAC = 20°. 
Kolmnurkade ABC ja CAD samasuse põhjal 

DC a DC- a:!. 
- b. a b , 

2 

Seega BD = b- ab . Nüüd saame koosinusteoreemi põhjal 

BD2 = AB2 + AD2- 2AB ·AD eos 6Cf', 
.. 2 (b-a;) =b2 +a2 -ab, 

a4 
b2 - 2a2 + - = b2 + a2 - ab b2 , 

a 3 + b3 = 3ab2. 

ülesande nr. ll lahendus. Kuna 

8 

abc 
R= . . . ···- ·--· 

4Vp(p-a)(p-b) (p-c) 
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siis 

Arvestades, et 

saame 

rR = abc , 4prR =abc. 
4p 

a!+ e= 2b, 

3 
p= 4 (a+c), 

3 a+c 
4 · 4 (a + c)rR =ac· -

2
-, 

6rR =ac. 

ülesande nr. 12 lahendus. l(ui iga pioneer sai y pähklit, siis 

cx:7r =xy+ 18, 

9x2 + 42x + 49 = 4xy + 72, 
x(9x- 4y + 42)= 23. 

Kuna ülesande tingimuse kohaselt x > 18, siis 

{
XI= 23 
9x - 4y + 42 = l. 

Siit leiame, et y = 62. 

Oiged lahendused saatsid V. Sillaste Räpinast (ülesanded nr. I, 3, 6, 7,. 
12), R Hussar Türilt (ülesanded I, 3, 5, 6) ja T. l(ollo Orissaarest (ülesanded 
nr. I, 4, 5, 6, I2). 

Kogumiku kuuendas numbris lk. 51 avaldatud ülesannetele saatis lahen­
dused R. Hussar, kuid teise ülesande lahenduses on leitud neljast ülesannet 
rahuldavast 22-kohalisest arvust ainult kolm. ülesande vastuseks on arvud 

2 173 913 043 478 260 869 565, 
4 347 826 086 956 52 I 739 130, 
6 521 739 130 434 782 608 695, 
8 695 652 173 913 043 478 260. 

(ülesandel on lõpmata palju lahendeid, milledest vähimateks on ülaltoodud neli 
arvu.) 
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