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Lugupeetud lugejal 

«Matemaatika fa kaasaja» kümnenda 
kogumiku iltnumise puhul ei saa ühiskond
lik toimetuskolleegium hoiduda soovist 
jagada Sinuga mõningaid mõtteid. Asunud 
koostama esimest hallikaanelist vihiku( 
ei osanud me veel ette näha, milliseks 
kujuneb väljaande edasine saatus. Olime 
r-·aid veendunud taolise kogumiku vaja
likkuses ja rajasime oma lootused sellele, 
et vabariigis leidub lugejaskond, kes huvi
tub, samuti nagu meie ise, matemaatika ja 
selle kaasaegse rakenduse probleemidest, 
matemaatika õpetamise paremustarnisest 
koolis, kes tahab saada ülevaadet mate
maatika päevasündmustest. Me ei pettu
nud oma lootustes ja nüüd võime teha esi
mesi kokkuvõtteid. 

Oma olemasolu kolme aasta jooksul on 
((Matemaatika ja kaasaeg» esimese eesti
keelse (ja praegu kogu Nõukogude Liidus 
ainukese omataolise) ·oäljaandena võitnud 
sõpru mitte ainult Eesti NSV-s, vaid ka 
1.:äljaspool. Laekunud vastukajad tunnis
tavad, et kogumik on leidnud püsiva koha 
matemaatikaõpetaja töölaual, on kujune
nud hinnatavaks tugemisvaraks matemaa
tikast huvitatud ja matemaatikat vajava
tele töötajatele mitmetelt elualadelt. Tänu
väärt lisa klassiruumis või auditooriumis 
pakutavaile teadmistele on temast leidnud 
õppiv noorsugu kesk- ja kõrgemales koo
lides. 
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Mõnevõrra üllatuseks on olnud tähele
panu, mida «Matemaatika ja kaasaeg» on 
võitnud üleliidulises ulatuses. Autorite 
seas leiame teadlasi Moskvast, Harkovist, 
Lvovist, Riiast, loskar-Olast jm. Teda 
iutvustavatele kirjutistele on veerge ava
r:ud juhtivad nõukogude matemaatikaaja
kirjad «Ycnexu MaTeMaTuttecKux HayK» 
( 1965, nr. 3) ja «Mare.MaTuKa B utKOAe» 
(1965, nr. 6), ajakiri «flpupoaa» (1965, 
nr. 3), ajaleht « YttureAbCKafl za3eTa» 
(5. X 1965) jt. Tähtsamaid kogumikus 
ilmunud artikleid refereerib ülemaailmselt 
levinud «PecpepaTUBHbtÜ a!CypHaA. Mare
MaTuKa». Kõik see rõõmustab meid ja näi
tab, et oleme oma jõudeaja pühendanud 
kasulikule üritusele. 

Ulevaate hõlbustamiseks «Matemaa
tika ja kaasaja» esimese kümne kogumiku 
sisust avaldame käesolevate kaante vahel 
nendes kogumikes ilmunud materjalide 
koondsisukorra. Seda tehes loodame, et 
järgnevate aastatega täieneb ka autorite 
indeks. Eesmärgiks on ju kajastada kõike, 
mis pakub huvi meie erialal, millega tegel
dakse koolides ja teadusUkes asutustes. 
Seda saab teha ainult ühistöös! 

A. Suumanni visandid toimetuskolleegiumi liikmetest. 



MATEMAATIKA JA ESTEETIKA 

N. A. Tsaikovski r 

Pühendatud J. J. Depmanile 
tema 80. sünnipäevaks 

Matemaatika on muutunud üheks tänapäeva teaduste alussam
baks. Seetõttu räägitakse suht·eliselt palju tema vajalikkusest 
Kahjuks kõneldaks:e sealjuures üsna vähe aga matemaatikas peitu
vast ilust. 

Kellel pole matemaatikaga õieti kunagi tegemist olnud või k·es 
õudusega meenutab oma kunagise (nähtavasti üsna halva) õp·e
taja matemaatikatunde või kes matemaatika samastab «rehkenda
misega» - sellel on vahest isegi raske uskuda, et matemaatikas 
leidub midagi ilusat. Ometi on matemaatikas oma eriline ilu, mida 
me aga sageli ei näe või, õigemini, ei oska näha, mõned koguni 
ei taha näha. Viirpaste hulka kuuluvad kõik need, kes ilma pike
malt järel·e mõnemata peavad mat~emaatikat tardunuks, kuivaks 
ja igavaks. Leidub ju (õnneks küll harva) isegi niisuguseid «tark
päid», kes koguni hooplevad s·ellega, et on unustanud «mingisugu
sed» siinused ja koosinused, integraalid ja diferentsiaalid. Sellised 
kah-intelligendid meenutavad kurikuulsat saksa f.eldmarssalit 
Moltket, kes kiitles, et pole kogu oma du jooksul lugenud midagi 
peale sõj aväemäärustiku. 

Ilusaks me nimetame kõike seda, mis meile meeldib, mida me 
naudim·e, mida m•e meeleldi vaatame või kuulame. Esteetilise tun
netamisega on seotud kogu inimese elu, see on iga inimese elu
line vajadus. Inim·esed püüavad muuta ilusaks oma elamut, ilusasti 
riietuda, teha «ilusat» tööd ... 

Matemaatika puhul saab rääkida nii vormi kui ka sisu ilust. 
Alustame esimesest. 

· Et ilusatel esem,etel on enamasti mingis mõttes korrapära n e 
geomeetriline kuju, siis s·eostub esteetiline tunnetamine geomeet-

I Artikli autor Nikolai Andrejevits Tsaikovski on Lvovi 
Riikliku Olikooli rnat·emaatikaprofessor. Toimetusele saadetud venekeelse käsi
kirja järgi on artikli (mõningate kärbetega) tõlkinud H. Espenberg. 
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1 dt:-.lt· l,ttjliilllill'~~a. Geomeetria enda arengul·e on s-ee olnud üheks 
11 ~~~ a ollil i seks stiimuliks. 

lill 111Õist(' on aja jooksul muutunud, erinevatel rahvastel ja 
isegi <'rincva tel inimestel on ta erinev («maitse üle ei vaielda»). 
Kas saab siis üldse rääkida mingisugustest ilu üldistest seadus
pärCisustest, suruda «see, mis meile meeldib» mingite matemaati
liste valemite raamidesse? Osutub, et ilu mõistmise ajaloolist 
arengut uurides saab siiski näidata toimuvate muutuste seadus
pärasusi. Sellise uurimise käigus õieti tekkis ja arenebki esteetika 
- teadus ilu seaduspärasustest 

Mõned geomeetrilised kujundid, nagu näiteks sirge ja ring
joon, meeldisid ning m~eeldivad kõigile inimestele. See näitab, et 
nende kujundite puhul on «meeldiv ühendatud kasulikuga». Samuti 
tekitavad meeldiva mulje ka paralleelsed sirged. Vaadeldes näiteks 
sirget raudtreeliini, allume meeleldi illusioonile, et need paralleelid 
ühtivad kuskil «lõpmatuses» (vt. joonis 1). 

Ringjoont nimetas juba vana-kreeka matemaatik Proklos (V saj. 
m. a.) «kõige lihtsamaks kõveraks». Ringjoone pöörlemisel ümber 
diameetri tekkivat kujundit - sfääri - pidas Platon aga kõige 
täiuslikumaks kujundiks. Ringjoone ja sfäär i erakordse ilu üldtun
nustatus takistas isegi taevakehade tõeliste orbiitid:e ja nende 
kujude avastamist. See ilu osutus iseg·i niivõrd köitvaks, et lahku
minekuid arvutuste ja taevakehade tegelike vaatluste vahel püüd
sid teadlased sajandite vältel s·eletada mitmekordsete epitsüklite 
(ringjoonte!) kunstliku sissetoomisega. Alles Kepler, kes näitas. 

Joonis J. 
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Joonis 2. 

et planeetide orbiitideks on hoopis ellipsid, suutis teadlased nen
dest kammitsatest vabastada. 

On aga veel teisi m~eeldivalt mõjuvaid kõveraid. Ilus on näiteks 
sild, mis koosneb paraboolsetest või elliptilisiest kaartest (vt. joo
nis 2; siin on esteetilis·ed tunded seotud tehniliste huvidega -
niisugused kaared vastavad kõige paremini staatika nõuetele). 
Meeldiv on parabool kui nurga all üles visatud keha liikumise 
trajektoor. Samuti hämmastavad meid oma iluga sellised kõve
rad, nagu tsükloidid, mitmesugused rosetid, spiraalid jne. 

Mat·emaatilise esteetika omaette peatüki moodustab sümmeetria 
teooria ning praktika 2• 

Sageli esinevaks ja kõigile hästi tuntud sümmeetria liigiks on 
telgsümmeetria. Joonistel 3 ja 4 leiame aga näiteid ornamentikast 
mõningate teiste lihtsamate sümmeetria liikide kohta. Joonisel 3 
on ornamendi el·ementi korratud perioodiliselt võrdsete kauguste 
järel paraUeelliikke abil (nn. nihkesümmeetria). Joonisel 4 on aga 
koos par.alleellükkega kasutatud iga poolperioodi järel peegeldust 
sirgest (nn. kabepoolne nihkesümmeetria). 

2 Sellega seoses juhime lugeja tähelepanu hiljuti ilmunud raamatule 
A. Ha n s e n, Ornamendi kujundamise alustest (Tallinn, 1965), millest võib 
leida rohkesti tä.iendavat materjali, nii teoreetilist kui illustratiivset. (Toim.) 
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Joonis 3. 

Joonis 4. 

Huvitavaks sümm.eetria liigiks on tsentraalsümmeetria. Me 
ütleme, et kujundil on n järku tsentraalsümmeetria punkti 0 suh-

tes, kui pärast pööret nurga 
36 oo võrra ümber punkti 0 ta ühtib n 

iseendaga. Teist järku tsentraalsümmeetria on sinusoidil, tang1en
soidil ja kootang,ensoidil nullpunkti suhtes. Kolmandat järku tsent
raalsümmeetria on näiteks ristikheinalehel, neljandat järku tsent
raalsümmeetria aga paljude lillede õitel. Ka viiendat järku tsent
raalsümmeetriat võime leida loodusest (näit. kibuvits, tulikas 
taimeriigist, meritäht looma riigist). Kuuendat järku ts·entraal
sümmeetriat võime imetleda talvel lum.ekristallide juures (joon. 5). 

Joonis 5. 



Eespool me 1Jeatusime geomeetriliste kujundite välisel ilul -
ilul, mida võtavad vastu me silmad. Kuid g~eomeetrial on ka sees
mine ilu, mida m~e võime tajuda ainult oma mõistus·ega. Meid 
hämmastab geomeetri.a harmooniline, loogiliselt range ülesehitus, 
mis baseerub aksioomide süsteemil. Meeldiv on jälgida teoreemi 
tõestust, kui ta on miHestandardne, s·elge ja lühike. 

Võtame kas või igale koolipoisile tuttava Pythagorase teoreemi. 
Selle tõestamiseks piisab, kui me näitame, et kaatetile ehitatud 
ruut on pindvõrdne selle kaat,eti projektsioonile ja hüpotenuusHe 
ehitatud ristkülikuga (vt. joon. 6). Joonistarne F HIIBA ja EKIIBC. 

D 

Joonis 6. 

Ristkülikuga BA1NF pindvõrdset rõöpkülikut BAHF pooram·e 
ümber punkti B 90° võrra. Ta võtab as·endi BEKC (tõestada!). 
Kuid rööpkülik BEKC on ju pindvõrdne ruuduga BEDA! 

Tõesti - nagu väljendas tuntud nõukogude alg~ebraist 
N. G. Ts·ebotarjov - «ilu matemaatikas käib käsikäes otstarbeku
sega; harva me nimetam·e ilusaks arutlust, mis ei vii lõpp.ees
märgHe või mis on pikem kui vajalik». 

Toome Ts·ebotarjovi sõnade kinnituseks veel ühe lihtsa näite. 
Lahendada võrrandisüsteem 

J x+y=a, 
l xy=b. 

Koolis lahendatakse seda süsteemi mõnikord nõnda: avalda
takse ühest võrrandist üks tundmatutest, asendataks,e teise võrran
diss~e, saadud võrrandi lahendamisel leitakse teine tundmatu ning 
seejärel saab leida esim·ese tundmatu. Kõik s·ee on matemaatiliselt 
täiesti õige, kuid õpetajal, k~es lubab ülesannet selliselt lahendada, 
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puudub algelisim matemaatiline maits,e. Ning veel halven1 -
sellised lahenduskäigud surmavadki õpilastes huvi matemaatika 
vastu. 

Vaatl~eme nüüd mõningaid teisi võimalusi antud s-üsteemi 
lahendamiseks. Tõstes esimese võrrandi mõlemad pooled ruutu ja 
lahutades seejärel tulemustest teise võrraneli vastavad pooled,. 
saame 

( x - y) 2 =::.:::: a2 -- 4 b. 

Siit leiame, et 

x - y =· e V a2 - 4b . 

kus e on võrraneli e2 == 1 lahend, s. o. e= 1 või e=· -1. Tugine
des süsteemi esimesele võrrandile on nüüd lihtne leida,. et 

1 ---
X=2- (a+eVa2 -4b). 

Siit saame süsteemi lailendi E = 1 korral ning teise lahendi 
e= -1 korral. 

Ent sama süsteemi võime lahendada ka Viete'i valemite abiL 
Ruutvõrraneli 

z2
- az + b = 0 

lahendeiks on ju arvud, mill·e summa on a ning korrutis b. Selle 
ruutvõrraneli lahendamisel jõuame eespool leitud vastuseni 

1 -------
Z=2(a +e "J! a2

- 4b). 

Huvipakkuv on ka antud süsteemi geomeetriline tõlgendus. 
Ristkoordinaatides esitab süsteemi esimene võrrand sirge ja teine 

võrrand võrdhaars'e hüperbooli tippudega (eyb, eV b). Sirge ja 
hüperbooli lõikepunktid aga määravadki süsteemi lahendid. 

Peatume lõpuks veel järgmisel ülesandel. Esitada korrutis 

M = (a2 -+- b2) (x2 -!- y2) 

kahe ruud4 summana. Sulg·e avades ja liikmeid rühmitades saame 

M =(a2x2 -1- b2y2)+-(b2x2 + a2y2). 

Liites nendel~e sulgavaldistele vastavalt 2eabxy ja -2eabxy, saame 
nn. Lagrange'i samasuse 

( a 2 + b2 ) (x 2 + y 2 ) == ( ax -t- eby)2 + ( bx- Eay) 2• 
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Võttes näit·eks .a = 1, b = 2, x =· 5, y = -3, saame 

(J2 + 2'2 ) (52 +- 32
) =-= (5- 6e) 2 + (10 + 3e) 2

. 

iit leiame, et 

e'=· 1 puhul 170 =' F -+ 132 

ing e= -I puhul 170 ·= 1 P -+ 72 . 

1 Tuntud prantsus-e naismatemaatik Sophie Germain (1776-
Ü331) 1eidis, et 

x4 + 4 == (x4 + 4x2 --t- 4) - 4x2 == (x2 + 2) 2
- (2x) 2

, 

s. o. 
x4 + 4 == ( x2 + 2x + 2) ( x2 

- 2x + 2) . 

Sellest sarnasus·est järeldub, et iga naturaalarv kujuga x4 + 4 

(x > 1) on kordan·. Võttes selles samasuses x asemele ~ ning 

korrutades seejärel x4-ga, saame 

4x4 + I== (2x2 + 2x -4- 1) (2x2 - 2x + 1). 

See-ga ka iga naturaalarv kujuga 4x4 + 1 (x > 1) on korda rv. 
Kui viimases samasuses võtta x = 2"Z, saame 

24m+2 + 1 = (22m+l + 2m+l + 1) (22m+l _ 2m+l + 1), 

miHest m = 14 korral järeldub, et 

258 + 1 = (229 + 215 + 1) (229- 215 + 1), 
s. 0. 

288 230 326 151 711 7 45 = 536 903 681 . 536 838 145. 

Prantsuse matemaatik L:andrv~ kes leidis vahetu arvutamise teel 
arvu 258 + 1 tegurid (kuna tal ei olnud teada ülalnäidatud võte)' 
kirjutas: «Kui minu märkmed läheksid kaduma, siis mul ei jätkuks 
mehisust selle töö uuesti alustamiseks ning tõenäolis·elt kuluks 
palju a~ega, enne kui k•eegi jõuaks jällegi sell.e tul·emuseni.» 

Näiteid sellistest ülesannetest, mille lahendamine nõudis aas
tatepikkust tööd, võib tuua üpris palju. Ent vististi piisab ~ellestki 
näitest, et mõista, millist huvi tunneb matemaatik oma töö vastu, 
töö vastu, milleks keegi teda ei sunni. 



ALGEBRA PöHIMOISTEID 

Jevgeni GabovitS 

14. Algebralise operatsiooni mõiste laiendamine 

Me olem·e tutvunud juba paljude algebralist~e süsteemidega. 
Nende seas olid ühe op·eratsiooniga süsteemid, nagu rühm, grupoid 
ja poolrühm, ning terve rida kahe operatsiooniga süsteeme: rin
gid, struktuurid, korpus,ed, Li,e' ja Jordani ringid jne. Matemaa
tikas ja s·elle rakendustes tuleb aga tegemist teha ka mitm,ete teiste 
algebralist·e süsteemidega. Tutvustame siin mõningaid nendest. 

I. Korpus on ring, milles nullist erinevad elemendid moodus
tavad korrutamise suhtes kommutatiivse rühma. Korpuse moo
dustavad nii ratsionaalarvud, reaalarvud kui ka kompleksarvud~ 
mistõttu korpuse mõiste on arvuvalla mõiste väga tähtsaks üldis
tus·eks. Alles korpuseteooria abil õnnestus näiteks täielikult välja 
selgitada, millal on algebralised võrrandid radikaalides lahen
duvad ja kuidas tul1eb üldistada täisarvude jaguvusteooriat. 

2. Kvaasirühm on grupoid, milles võrranditel ax =· b ja ya = b 
on iga a ja b korral olemas parajasti üks lahend; lahendi ainsust 
seejuur·es ei nõuta. 

3. Kaldkorpuseks nimetatakse ringi, mille nullist erinevate 
elementide multiplikatiivne grupoid on ühikelemendiga kvaasi
rühm. 

Kõikidel nendel alg·ebralistel süst,eemidel on üks ühine joon -
nendes on defineeritud binaarsed operatsioonid, s. o. sellised, mis 
on rakendatavad korraga vaid kahel·e elem·endile. Kuid mõningates 
küsimustes tuleb tegemist ka nn. ternaarsete operatsioonidega, 
s. o. op·eratsioonidega, mis pole rakendatavad vähem kui kolmele 
·elemendHe, seevastu aga antud hulga igale kolmele el~niendile a, 
b, e, mis on võetud kindlas järjekorras, seavad vastavusse mingi 
elemendi abc samast hulgast. Seda elementi nimetatakse elemen
tide a, b, e ternaarseks korrutiseks. 

Vaatleme näiteks hulga M = {1, 2, 3, 4} üksüheseid kujutusi 
hulgaks N= {6, 7, 8, 9}. Kahte sellist kujutust, näiteks kujutusi 

(1 2 3 4) . (1 2 3 4) 
rp= 8 7 9 6 Ja 'ljJ = 6 9 8 7 
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pole võimalik korrutada, sest esimese kujutuse ffJ rakendamise tule
muslena saame hulga N elemendid, millele teine kujutus 'ljJ aga 
pol·e rakendatav. Me võiksime küll saadud elementidel·e rakendada 
teise kujutuse 'ljJ pöördkujutust 

'1/J-1 = ( ~ : ~ ~) . 
~. o. defineerida korrutamist järgmiselt: 

~0'1/J = qJ'I/J-1 = ( ~ ~ ~ : ) ( 16 : 38 : ) = ( ~ ! : : ) , 
kluid siis saaksime kahe kujutuse korrutamis·e tulemusena hulga 
AV kujutus·e iseendaks ning seega poleks vaadeldav üksüheste kuju
t~ste hulk sellise korrutamise suhtes kinnine. Nimelt on tegurid rp 
ji 'ljJ üksühes,ed kujutused hulgast i\1 hulka N, nende korrutis 
<A 'ljJ aga hulga M üksühene teisendus iseendaks. 

· Olukord muutub, kui vaadelda korraga hulga M kolme üks
ühest kujutust p, '1/J ja x hulka N ning moodustada nende ternaarne 
«korrutis» [(]J'I/JXJ järgmise reegli järgi: 

[cp'I/Jx] = cp'I/J- 1X· 

Näiteks, kui 

(
1 2 3 4) 

x= 9 8 6 7 

ning ~ ja 'ljJ säilitavad endise tähenduse, siis saame 

[cp'I/Jx] = (! 2 3 :) ( ~ 7 8 :)(~ 2 3 ~) = 7 9 4 3 8 6 

=(~ 2 3 :) ( ~ 2 3 ~)=(! 2 3 ~). 4 2 8 6 7 8 

Sellise ternaars,e teht,ega on tegemist näiteks diferentsiaalgeo
meetrias (üldiselt lõpmatu hulga osahulkade vaheliste üksüheste 
kujutuste korral). Sellel tehte! on terve rida samasuste abil üles
kirjutatavaid omadusi. Niisuguse tehte uurimis,eks on otstarbekas 
defineerida ühe ternaarse tehtega algebralised süsteemid. Tuntud 
nõukogude matemaatik, Saraatovi ülikooli professor V. V. V a g
n ·e r, k·es esimesena selliseid süsteeme uurima hakkas, andis neile 
nimeks «gruuda» (vene keel·es zpyaa). 

Mõningates teistes matemaatika osades on mugav opereerida 
ka selliste tehetega, mis on korraga rak·endatavad neljale, viiele 
või isegi n elemendile (kus n on kuitahes suur). Näiteks kui 
alt a2, ••• , an on mingi ringi A el·emendid, võime valemitega 
(a1a2 ... an]= a1a2 ... an VÕi (a1a2 .. . an) = a1a2 . .. an-I+ an defi
neerida n-kohalis·ed tehted hulgas A. 
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Teiselt poolt on hästi tuntud sellised tehted, nagu vektoti vo1 
maatriksi korrutamine antud arvuga, mis toimub väga lihtsa reegli 
järgi: vektori iga komponent või maatriksi iga element tuleb 
korrutada selle arvuga. Taolisi tehteid nimetatakse unaarseteks 
teheteks (uno= üks), sest nad on rakendatavad hulga igale üksi
kule 1elemendile. Ka pöördelemendi võtmine rühmas on vaadeldav 
unaarse algebralise tehtena. 

Unaarsete tehet·e teisi näiteid saame, kui vaatleme matemaati
lises loogikas eituse operatsiooni kõikide lausete hulgas või täi~endi 
op·eratsiooni antud hulga kõikide alamhulkade hulgas. 

Unaar~ed teht·ed kujutavad ·2ndast faktiliselt teisendusi vasta 
vates hulkades. S·eepärast ei peaks lug·ejat imestama panema se 
fakt, ·et käsitluse ühtlustamiseks räägitaks·e ka ühe elemendi (null 
·elem·ent, ühik·element) eraldamisest algebralises süsteemis kui op -
ratsioonist, S·eekord nullaarsest. 

Nüüd p·eaks ol-ema selge, kuidas on jõutud järgmise definitsiod
nini: kõneldakse, et hulgas A on defineeritud n-naarne (n> q 
tehe UJ, kui igale kindlas järjekorras võetud n elemendile a1, a2, 
... , an hulgast A on seatud vastavuss·e mingi kindel element hulL 
gast A. Seda el~ementi tähistatakse sümboliga a1a2 • • • anw ning 
nimetatakse nende elem·entide UJ-korrutiseks . 

.l\1uidugi pole selline kirjutusviis alati mugav, eriti binaarsete 
operatsioonide korral, kus m·e oleme harjunud kirjutama näiteks 
a + b, mitte aga ab+. Kuid unaarsete operatsioonide puhul on sel
line üleskirjutus peaaegu kõige mugavam. Näiteks kui aw ase
mel kirjutada ä ja aw 1 asemel a', siis võivad esineda sellised kirju
tised nagu 

a', 

mis meie tähistusviisi korral tähendab lihtsalt elementi 
aw 1w2w1w3w1• P1ealegi on selline kirjutusviis universaalne ja raken
datav iga n korral. 

ülesandeid: 

45. N i:iidata, et käesolevas punktis vaadeldud kujutuste gruud:Js kehti 1
) 

järgmine assotsiatiivsuse taoline seadus 

[/PI/P2/P3] l]/4/Ps] = [tpi(/!2[cp3 IP41Psl] = [rr1 [rp4(/!39J2] 9Js] 
ning seadused 

[cptpq;]=q:J ja [9J1Jnp]=cp. 

46. Tähistame [~Pt/JX] = cpt/Jxw. Kuidas kirjutada sümboli w abil korrutisi 
[IP [(9Jt/Jx]xq;] qJ]cp[qJ qJtp]] ja [q>tp[[x9J [(j?I1/JqJ9J]q~]]xtJ1]? Lihtsustada need korrutised. 

47. Millise algebralise süsteemi moodustavad kõik paarid (a, Ä), kus Ä. on 
suvaline paarisarv ja a mingi täisarv ning 
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( a, Ä) + ( b, 11-) = ( a + b, Ä + .u) , 
(a, Ä) (b. !l) = (ab, a!t + b;t + .u:t), 



kas korpuse; integriteetkonna (vt. p. 12) või ringi? (K.ontrollige, kas kehtivad 
liitmise ja korrutamise assotsiatiivsuse ning kommutatiivsuse seadused, kas 
on olemas null- ja ühikelement, kas kehtib distributiivsuse seadus.) 

15. Universaalsed algebrad 

Olles üldistanud alg,ebralis·e tehte mõiste, võime tutvuda nüüd 
änapäeva algebra kõige üldisema ja seetõttu väga tähtsa mõis
ega - universaalse alg·ebra mõistega. Universaslseks algebraks 
imetatakse hulka G, milles on defineeritud teatav n-naarsete 

t hete hulk (n võib 'erinevate tehete puhul omandada erinevaid 
äärtusi, muuhulgas ka väärtust 0, s. t. hulgas G võivad esineda 
õned fikseeritud elemendid). Universaalses algebras võib olla 
äiteks kaks binaarset ja üks nullaarne tehe (nii on see kvaasi

r ngi puhul) või kaks binaarset ja kaks nullaarset (Boole'i algeb
r ) või üks unaarne (graaf) või üks ternaarne (guuda) jne. Uni-
ersaalseid algebraid kujutavad endast peaaegu kõik ülal vaa

deldud algebralised süsteemid: grupoidid, poolrühmad, rühmad ja 
tingid. Kuid korpus ei ole universaalseks alg·ebraks, sest t·emas 
üks unaarne operatsioon - pöördetemendi leidmine - pole alati 
teostatav: nullil ei ole pöörddementi. 

Vajadus universaalse algebra mõiste järele on tingitud s~ellest, 
et erinevaid algebralisi süsteeme käsitlevate teooriate (näiteks 
rühma- ja ringteooria, rühma- ja Lie' algebrate teooria) mõningate 
osade vahel on olemas suur analoogia. Niisugune analoogia haarab 
suuremal või väiksemal määral faktilis·elt kõiki t·eadaolevaid algeb
ralisi süsteeme. See ühine, mis on olemas erinevatel algebralistel 
süsteemide!, moodustabki universaalsete alg:ebrate teooria uuri
misvälja. Muidugi ei saa üldine teooria viia nii sügavate tulemus
teni kui märksa kitsamad ning aksiomaatika poolest palju rikka
mad üksikute algebraliste süsteemide teooriad. Kuid ta võimaldab 
väga üldisel kujul uurida paljus id I ai alt kasutatavaid põhimõisteid 
ning saavutada s·elgust järgmises küsimus.es: millised antud algeb
ralise süsteemi omadused sõltuvad ainult algebraliste tehete ole
masolust, millised aga antud konkreets,est aksiomaatikast. 

Antud algebralist süsteemi võib mõnikord vaadelda univ·er
saalse algebrana mitmel viisil, erinevalt defineerides operatsioo
nide süst'eemi Q. Näiteks rühma korral võib Q koosneda kahest 
(kommutatiivne rühm) või isegi kolmest (mittekommutatiivne 
rühm) binaarsest operatsioonist: konutamisest ning vasak- ja 
parempoolsest j agamisest, võib aga koosneda ainult ühest binaar
sest (korrutamine) ja ühest n ullaarsest operatsioonist ( ühikele
mendid võtmine). Veel enam, nagu näitasid G. H i gm an ja 
B. Neuman n, võib rühma defineerida ka üheainsa binaarse op'e
ratsiooni w abil, mis rahuldab seost 

x[(((xxw)ycv)zw) (((xxw) .r(w)zw)w]w=y. (*). 
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Tavalise korrutamistehte abil defineeritud rühmas võib selleks ope
ratsiooniks olla näiteks ühepoolne jagamine abw = ab-1• Siis on 

e = aaw; a- 1 = ( aaw) aw ja ab= a [ ( bbw) bw] w, 
sest 

aaw=aa- 1=e, (aaw) aw= (aa- 1) aw=eaw=ea- 1=a- 1 

ja 
a [ ( bbw) bw] w = a ( ebw) w = ab- 1w= ab. 

Ka ringi võib vaadelda univ,ersaalse algebrana, milles peaf; 
aditiivs·e rühma op·eratsiooni (liitmine) on veel määratud ük 
binaarne operatsioon (korrutamine). Teda võib aga (nagu 1951. . 
näitas nõukogude mat·emaatik J. I. So rk i n) vaadelda ühe te -
naarse tehtega universaalse algebrana. See tehe w tuleb tavalis 1 
viisil antud ringi defineerida järgmiselt: 

abcw =ac- bc+ a-b. 
Siis on 

0 = aacw, sest aacw =ac- ac + a- a = 0 + 0 = 0; 
-a = ( aacw) a ( aacw) w, sest OaOw = 0 · 0 - a · 0 - 0 - a = -a; 

a + b = a{ ( bbcw) b ( bbcw) w]( aacw) w, sest 
a(-b)Ow=a·O + b ·0 + a- (-b) =a + b. 

Korrutise ab avaldamise tehte w abil jätame lugeja enda hooleks. 
Vajalikud näpunäited on toodud käesoleva punkti lõpus ül•esandes 
nr. 52. 

ühe ja sama tehete süsteemiga univ·ersaalseid algebraid nime
tataks·e ühetüübilisteks. ühetüübilised on näiteks grupoid ja pool
rühm, tehte w suhtes vaadeldud ringid ja gruudad jne. ühetüübili
suse mõiste on ühelt poolt liiga lai (poolrühmaga ühetüübiline 
universaalne algebra ei tarvitse olla pool rühm), teiselt poolt aga 
veidi ebamäärane (nagu nägime, ei p~ea isegi kõik rühmad või kõik 
ringid alati olema ühetüübi listeks universaals·eteks algebrat·eks). 
Muidugi võib lugeda, et kõiki rühmi vaadeldakse alati ühe ja 
sama operatsioonide süst,eemi Q suhtes, kõiki ringe samuti ühe ja 
sama operatsioonide süsteemi D1 suhtes jne. Sel juhul on kõik 
rühmad ühetüübilised univ·ersaalsed algebrad, kõik ringid ühetüü
bilised universaalsed alg·ebrad jne. 

Palju tähtsam on aga univ·ersaalsete algebrate primiliivse 
klassi mõiste. Vaatleme kõiki ühetüübilisi algebraid (näiteks tehete 
süsteemiga D) ja ühte või mitut samasust, mis on väljendatavad 
tehte abil. Neile samasustele vastavaks primitiivseks klassiks 
nimetatakse kõigi ühetüübiliste alg·ebrate hulka, milles on rahul
datud kõik nimetatud samasused. Kui näiteks Q koosneb ainult 
korrutamisest, siis kõigi ühetüübiliste algebrate klass koosneb 
kõigist grupoididest. Samasus (ab) e= a (bc) määrab kõigi pool
rühmade primitiivs·e klassi. Samasugused (ab) e=· a (bc) ja 
ab = ba määravad kommutatiivsete poolrühmade primitiivse 
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klassi. Omaette primitiivsed klassid moodustavad ka ringid, struk-
tuurid, Boole'i algebrad, Lie' ringid jne. ' 

M~eile juba hästi tuttav isomorfismi mõiste on üldistatav ka 

t
niversaalsete algebrate juhule. Nimelt kahte ühetüübilist algeb
at G ja H operatsioonide süste·emiga Q nimetatakse isomorfse
eks, kui G ja H vahel on korraldatav niisugune üksühene vasta
us ep 

gi ~ hi = girp, 

~ 
G suvaliste elem·entide /5"t, g2, ... , gn ja suvalise n-naarse tehte 
E Q puhul on (glg2 ... gnw)rp = (gtrp) (g2rp) ... (gn<p)W=·hth2 
. hnw ning peale selle OJJ(jJ =ev, kus Ov ja ev on nullaars·e ope

r tsiooni y poolt märgitavad el·emendid vastavalt alg·ebrates G ja 
H. Isomorfsed universaalsed algebrad kuuluvad ühte primitiiv
sesse klassi. 

Universaalsete alg.ebrate t·eoorias, samuti nagu üksikute algeb
raliste süsteemide teoorias, on alati põhiülesandeks anda kõigi 
uuritavasse universaalsete algebrate klassi kuuluvate algebrate 
kirjeldus isomorfismi täpsusega. See kirjeldus antakse tavaliselt 
invariantide abil, millest igaüks mingil määral iseloomustab antud 
algebraid. Invariantide süsteem koosneb alati suurustest, mida on 
võimalik omavahel võrrelda. Muidugi pole niisugune invariantide 
abil kirjeldamine alati t·eostatav, igatahes on ta «p.eaaegu alati» 
väga komplitseeritud. Selleks et anda ettekujutust s·ellise kirjel
damise iseloomust, tutvume mõningate triviaalsete näidet·ega. 

Vaatleme näif,eks ühe nullaarse tehtega universaals·eid alg·eb
raid (neid nimetatakse punkteeritud hulkadeks ja kasutatakse 
topoloogias). Sellised universaalsed algebrad on isomorfsed para
jasti siis, kui nende võimsused on samad. Nim·elt kui Q koosneb 
ainult tehtest Y, mis märgib algebrates G ja H ära vastavalt ele
mendid Q,, ja ev, ja kui nende algebrate võimsused on võrdsed 
(lG/= IHI), siis isomorfismi ep algebrate G ja H vahel korraldame 
järgmiselt. Loeme, et Ovrp =el', ja korraldame mistahes viisil 
mingi üksühese vastavuse ep hulkade G\{Ov} ja H\{e,,} vahel. Tei
selt poolt IGI ~ /Hl korral algebrad G ja H ei saa olla isomorfsed, 
sest siis ei saa nende vahel korraldada isegi üksühest vastavust 
See ongi antud klassi kirjeldus, milles invariandina esineb hulga 
võimsus. 

Kui nüüd vaadelda universaalseid algebraid G suvalise nul
laarset·e tehete hulgaga Q ning lihtsuse mõttes nõuda, et erineva
t~ele tehetele vastaksid alati erinevad elemendid, siis üldiselt ei 
piisa sellise alg·ebra etteandmiseks (isomorfismi täpsusega) ainult 
hulga G võimsusest IGI. Muidugi, kui G on lõplik ja nullaarseid 
teht~eid on niisama palju kui elemente hulgas G, siis IGI on G 
ainsaks invariandiks. Ka juhul kui G on lõpmatu ja nullaarsete 
tehete hulga võimsus on väiksem kui /Gl, osutub G ainsaks inva
riandiks !Gl. 

2 Matemaatika ja kaasaeg X 17 



Kui aga G ja tehete hulga Q võimsusedon võrdsed ja lõpmatud, 
siis ühe ning sama võimsuse I Gl korral võib seda tüüpi univer- · 
saalseid alg·ebraid olla mitu. Näiteks loenduva G korral võib olla 
kaks (või mistahes teine lõplik arv) nullaarsete tehete poolt mär~ 
kimata jäetud elementi, võib aga olla, et selliseid elemente pol 
ülds·e või et nad moodustavad ise loenduva hulga. Selgitusek 
vaatleme hulgana G naturaalarvude hulka. Järgmises tabelis ong 
näidatud mõned ülalmainitud juhud. 

Nullaarsete operatsioonide poolt 
märgitud elemendid Märkimata jäetud elemendid 

--~--------------------------~--------------- ---------~ 

G1 l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, .. . 
G2 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, .. . 
G3 I, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, .. . 
G4 I, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, .. . 
G5 ll, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 

1, 2 
5, 8 
2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 ... 
5, I 0, I5, 20, 25, 30, 35, 40, 

Siin algebrad G2 ja G3, samuti G4 ja G5 on omavahel isomorfsed. 
See on tingitud asjaolust, et neil juhtudel on ka märkimata jäetud 
elem·entide hulkade võimsus-ed võrdsed. Seega algebral G on antud 
juhul kaks invarianti: hulga G enda võimsus IGI ning märgitud 
elementide hulga täiendi võimsus [G\DI. 

Olgu G lõplik universaalne algebra ühe unaarse tehtega w. 
Teda nimetatakse sidusaks, kui iga kahe elemendi a ja b korral 
leiduvad naturaalarvud k ja l nii, et tehte k-kordsel rakendamisel 
elemendile a ja l-kordsel rakendamisel elemendile b saame ühe 
ning sellesama elemendi. Sidus on näiteks järgmise skeemiga 
defineeritud algebra (nool näitab, milleks teisendab w mingi el·e-

a Ow aw'4"bw' 

l~ • ~~e •. 

Joonis J. 

mendi; uJn tähendab, et tehet w on rakendatud n korda). Siin vähi
mateks seatud nõudeid rahuldavateks naturaalarvudeks on k = 2· 
ja l = 6. 

Algebrat G nimetatakse perioodiliseks, kui iga a korral leidub 
n nii, ~et rakendades a-le n korda operatsiooni w, saame tulemu
seks jälle a. Viimase näite korral oli tegemist mitteperioodilise· 
algebraga, järgmine algebra aga on perioodiline (n= 6). 
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r 
Joonis 2. ·. 

ülesandeid: 

48. Olgu G lõplik universaalne algebra nullaarsete tehete hulgaga Q. NÜlli
sed on G invariandid, kui erinevad tehted hulgast Q võivad märkida ühesugu
seid elemente? 

49. Millised on kõik kahe- ja kolmeelemendilised ühe unaarse tehtega 
algebrad? Millised on sidusa ja perioodilise algebra invariandid? Millised on 
perioodilise, kuid mitte tingimata sidusa algebra invariandid? 

50. Tõestada, et igas rühmas on täidetud seos ( *), kui lugeda ab(u = ab-l. 
51. Näidata, et seosest ( *) järeiduvad kõik rühma aksioomid. 
52. Avaldada ringi elemendid a-b ja ab ternaarse tehi.'e w 

abc(J) = ac- bc+ a- b 

kaudu. Elemendi ab avaldise leidmiseks kasutada seost 

(a + c)cb(J)- a = (a + c)b- e· b + a +e- e-a= a · b. 

Lõppsõna 

Käesoleva artikliga lõpetab autor algebra põhimõistete käsit
lemise «Matemaatika ja kaasaja» veergudel. Tänu kogumiku toi
metuse lahkel-e vastutul,elikkusele osutus võimalikuks pühend.ada 
tänapäeva algebra küsimustele isegi rohkem ruumi, kui seda loota 
võis. Vaatamata sellele ei suutnud autor täita kõiki artiklite sarja 
algus,es lugejatele antud lubadusi ja ka oma soove. Käsitlemata 
jäid niisugused tähtsad algebra põhimõisted, nagu korpus (korpu
s-eteooria ja seHega tihedalt seotud Galois' teooria kohta kavatseb 
autor edaspidi kirjutada omaette artikli), struktuur, automorfism. 
homo- ja endomorfism. 1 Huvi peaksid äratama ka niisugused 
mõisted, nagu normaaljagaja rühmateoorias ja ideaal ringi- või 
poolrühma teoorias või faktorrühma, faktorringi ja f aktoralgebra 
mõisted. Oleks väga soovitav tutvustada lugejale veel tähtsat 
matemaatilist fakti rõhutavat ning ka üldfilosoofiliselt väga huvi
tavat teoreemi homomorfismidest. 

Kõigi nende küsimustega tutvumis-eks soovitab autor lugeja
tele pöörduda sarja esimes·e artikli lõpus toodud kirjanduse loete
Ius mainitud teoste poole, 'eriti aga lugeda A. G. Kurosi raamatut 
«JleKLUBI no o6mei1 aJire6pe» (N\., 1962). 

1 Kirjastus «Valgus» kavatseb l!)t37. a. alguses välja anda käesoleva artikli 
autori raamatu pealkirjaga «Jutustusi tänapäeva matemaatikast». Selle raa
matu ühes peatükis käsitleb autor just tänapäeva algebrat. 
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üHEST PROBLEEM-ORIENTATSIOONIGA 
PROGRAMMEERJMt SS ü STEEMI ST 

E. Pruuden, J. Pruuden, B. Tamm 

Seoses arvutustehnika tungimisega inimtegevuse kõikidele 
aladele muutuvad järjest aktuaalsemaks probl~eemid, mis on seotud 
inimes~e ja elektronarvuti omavahelise suhUemisega - informat
siooni vahetamisega. Käesoleval ajal on eriti oluline küsimuse see 
külg, mis käsitleb informatsiooni andmist inimeselt arvutile. See 
aga taandub praegusel mom·endil, kus kujundite äratundmis·e teoo
ria pol'e veel jõudnud efektiivsete rakendusteni, peaaegu sajaprot
sendiliselt programmeerimisküsimuste lahendamisel·e. 

Elektronarvutite algaastail ei nõutud neilt reeglina muud kui 
puhtmatemaatiliste ülesannete lahendamist. Need ülesanded, tõsi 
küll, olid tihti seotud suuremahulise arvutustööga, kuid nende pro
grammeerimine masinkoodis ei valmistanud põhimõttelisi raskusi. 
Lisaks sellele oli programmeerijate ring kitsas ning koosnes pea
miselt väga kvalifitseeritud matemaatikutest. 

Sedamööda, kuidas laienes arvutitel lahendatavate ülesannete 
klass ja kuidas see täienes kõige erinevamate loogiliste tingimus
tega, tekkis vajadus mõelda ka programmeerimise täiustamise 
peale. T·ekkisid programmide kartoteegid, töötati välja operaator
meetod algoritmide kirj-eldamiseks jne. Probleemide ring laienes 
aga nii kiiresti, et peagi jäi ka sellest vähes·eks. Inimene pidi arvu
tile antavat informatsiooni ise enne liialt formaliseerima. See 
nõudis sedavõrd suurt hulka tööd ja põhjustas nii palju vigu, et 
sageli muutusid arvuti teoreetiliselt hiilgavad ekspluatatsioonilised 
näitajad väga tagasihoidlikeks. Ei rahuldanud enam nn. esim.ese 
nivoo programmeerimiskeeled - elektronarvutite koodide süstee
mid, mida võiks nimetada ka te h te-o r i e n t a t s ·i oo n i ga 
keelteks. 1 

.ALGOL-60 on juba tüüpiline teise nivoo programmeerimiskeel 
- p r ots e du u r- o r i e nt a ts i oo n i ga keel. Tema põhiele
mendiks on arvutusprotseduur. ALGOL-i paljud modifikatsioonid 
ning teised tema tüüpi keeled (FORTRAN, MALGOL jne.) on 

1 Vt. :1äit. Kaas i k. ü., Elektronarvutid ja programmeerimine. Matemaa
tika ja kaasaeg, IV, lk. 18-30. 
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osutunud võimsaks relvaks arvutite efektiivse! kasutamisel keeru
kate ül,esannete lahendamise1.2 Kuivõrd kaasaegsed universaalsed 
elektronarvutid on oma struktuurilt tehte-orientatsiooniga masi
naiks, nõudsid protseduur-orientatsiooniga keeled ühtlasi ka vas
tavat~e translaatorite olemasolu. Tekkisid esimesed programmee
rimissüst·eemid. 

Nii esim·ese kui ka teise nivoo programmeerimiskeeled on kül
lalt mugavad selliste ülesannete kirjeldamiseks, mille lähteinfor
matsiooniks on põhilis·elt numbriliste parameetrite massiivid ja 
mille lahendamise tulemusena saadakse inim,esele tagasiantavad: 
(masina väljundis ilmuvad) numbrilised resultaadid. Saabus aga 
hetk, kus univ·ersaalne elektronarvuti lülitati ühe elemendina kee
rukasse automaatjuhtimise süsteemi ja tema ülesandeks sai juht
programmi väljatöötamine juhitavate objektile mingi alginformat
siooni alusel. Reeglina pole niisuguste ülesannete korral masinale· 
antav informatsioon (algandmed, ülesande kirjeldus) esitatav 
tavaliste mat,emaatiliste või loogiliste funktsioonide kujul. Prob
leemi keerukus ei kätke tavaliselt mitte niivõrd matemaatilistes. 
raskustes kui suure hulga võimalike situatsioonide, tehnoloogiliste 
iseärasuste jne. kirjeldamises. Hakkasid tekkima programmeeri
missüsteemid, mille aluseks on p r o b I e e m - o r i e n t a t s i oo -
n i g a keeled, nn. kolmanda nivoo programm·eerimiskeeled. Need 
võimaldavad märksa enam arvestada antud probleemi spetsiifikat 
ning, tänu sellele, märksa vähem formaliseerida inimese suhtle
mist masinaga. Vaatamata sellele, et niisugusel juhul translaator 
muutub keerukamaks (tuleb näiteks kasutada mitmeastmelist 
ümberkodeerimist arvutis), annab selliste programmeerimissüstee
mide kasutamine paljude keerukate tootmisprotsesside numbrilis·el 
juhtimisel suurt tehnilist ja majanduslikku efekti. Seda tõendavad 
Ameerika ühendriikides väljatöötatud probleem-orientatsiooniga 
programmeerimissüsteemid, nagu APT-1, -II ja -III, AUTO
PROMI jt., kuid ka nendega umbes samaaegselt käesoleva kirju
tise autorite poolt loodud 3 CAfi-11, mis meile teadaolevatel and
metel on esimene niisugune praktiliselt kasutatav süsteem NSV 
Liidus. 

Püüame järgnevalt selgitada, milles siis seisneb antud prob
leem ja kuidas on see põhimõtteliselt lahendatud, jäädes popu
laarse käsitluse raamidesse. 

Kaasaegset tehnikat iseloomustab masinate ja automaatide 
tormiline areng ning keeruliste, kiiresti muutuva konstruktsiooniga 
detailide järjest kasvav osatähtsus. Seetõttu valmistatakse palju
des tööstusharudes enamik masinaid ja seadmeid individuaal- või 
väikeseseerialise tootmise meetodil. SeHe tootmisviisi automatisee-

2 Vt. K: aa sik, 0., I< orjus, A .. Automaatne programmeerimine. Mate
maatika ja kaasaeg, VI, lk. 14-24; VII, lk. 28-39. 

3 CAn - lühend venekeelsest nimetusest eneTeMa aaroMaTH'-IecKoro npo
rpaMMHponaHHH. 
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nmtse efektiivseks vahendiks detailide tööUemise osas on aga 
numbrilise programmjuhtimisega metallilõikepinkide kasutamine. 

Funktsionaalsete tööpinkide numbriline programmjuhtimine 
kujutab endast keerulist juhtimissüsteemi, kus informatsioon töö
,deldavast detailist ja töötlemisreziimidest antakse kodeeritud 
kujul interpolaatorisse, mill-e väljundsignaalid juhivad ajameid ja 
abimehhanisme.4 

Pingi tööorgani liikumistrajektoori võib ette anda S·ellel 
üksteisest kindlal kaugusel asuvate nn. tugipunktide abil. Instru
mendi liikumine ühest tugipunktist teise määratakse tugipunktide 
enda, nendevahelise trajektoori osa geomeetrilise kuju ja mõnede 
täiendavate parameetrite abil. Kõiki neid andmeid võib esitada 
mingis koordinaadistikus. Lisades sellele informatsioonile (samuti 
kodeeritud kujul) veel pingi ajamite kiirused, käsud, abimehhanis
mide sisse- ja väljalülitamiseks jne., saam'egi kaadri. Selliste 
kaadrite kindlas järjestuses organiseritud jada, salvestatuna pro
grammikandjale, kujutab endast pingi juhtimisprogrammi. 

Funktsionaalse lõikepingi numbrilise programmjuhtimise süs
teemi blokkskeem (ühe juhtimiskoordinaadi jaoks) on toodud joo-
nisel 1. , 

JJrogramm Detail 

!oorzi'5 J. 

Kaadreid loeb sisendseade 1, nad clesifreeritakse ja antakse 
·elektriliste signaalidena interpolaatorisse 2. Viimane määrab kaad
ris sisalduva informatsiooni alusel instrumendi liikumistee kahe 
tugipunkti vahel ja vastavad töötlemisreziimi parameetrid. Inter
polaatori väljundeis avaldub see informatsioon impulsside jada
elena unitaarkoodis. Väljundkanalite arv vastab pingi juhtimis
koordinaatide arvule. Igale väljundimpulsile vastab juhitava töö
organi diskreetne ümberpaigutus antud koorelinaadi järgi. Impuls
side omavaheline ajaline jaotus määrab trajektoori geom·eetrilise 
kuju, nende sagedus mingis kanalis aga liikumiskiiruse antud 
koorelinaadi suhtes. Impulsid võimendatakse võim,endajas 3 ning 
.antakse täiturmehhanismidele, näiteks sammetelektrimootorite 

4 Fun k i: s i on a a 1 sek s töö p i ng i k s nimetatakse sellist pinki, mille 
tööorgani Iiikumistrajektoor antakse ette kahe- või enammuutuja funktsioonide 
abil. I n t e r p o I a a to r on numbriline arvutusseade, mille sisendisse antakse 
kaadrid, väljundid omavad aga ühetüübiliste diskreetsete elektriliste impulsside 
jada kuju, millest igaüks kutsub esile juhitava objekti tö~organi kindla ele
mentaarse ümberpaiknemise antud koordinaattelje suunas. K: a ad e r on arvu
dena kodeeritud informatsiooni kogum, mis sisaldab vajalikud topoloogilised ja 
tehnoloogilised andmed juhitava objekti tööorgani ümberpaigutamiseks detaili 
ühe elementaarlõigu töötlemisel. 
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mähistele 4. Samm~elektrimootor reageerib igale impulsile oma 
rootori pööramisega täpse pöördenurga võrra kindlas suunas. Moo
tori igale pöördenurgale vastab aga pingi tööorgani 5 diskreetne· 
joonliikumine antud koordinaadi järgi. 

Peamiseks kitsaskohaks programmjuhtimi~ega metallilõike
pinkide edukai kasutamisel oli neile alginformatsiooni eüevalmis
tamis-e efektiivsete meetodite puudumine. Informatsiooni etteval
mistamise protsess sisaldab tööorgani tsentri trajektoori (ehk töö
deldava kontuuri ekvidistandi) osi iseloomustavate parameetrite· 
arvutamist, nende kaarte üleminekupunktide arvutamist, informat
siooni lõplikku kindlaksmääramist iga kaadri kohta, kodeerimist 
jne. Kogu see protsess on äärmis·elt töömahukas, nõuab palju aega 
ja kvalifitseeritud tööjõudu. Seetõttu ei tuleseHe t~eostamine klahv
arvutustehnika baasil kõne allagi .. .\inus võimalus on pöörduda 
elektronarvutustehnika poole. 

Veidi sügavamal analüüsimisel aga selgub, et ka siin kipub 
asi takerduma programmeerimisraskuste taha. Niip·ea, kui me 
püüame (ja seda püütigi!) programmeerida vajalikke arvutusi 
käsitsi ning iga detaili puhul eraldi, kasvab kümmet-kahtkümmet 
tööpinki ning nende tarvis töötavat elektronarvutit i'eenindav prog
rammeerijate armee mitmesajani. Seetõttu seisis küsimuse lahen
dus niisuguse automaatse programmeerimissüsteemi loomises, mille· 
kasutajatelt ei nõutaks tõsiseid teadmisi arvutus- ja programmee
rimistehnikas ning mille abil oleks samal ajal võimalik kiiresti 
ja kergesti saada juhtimisprogramme valdava enamiku detailide 
tööUemiseks. 

CAfl-11 kasutamisel taandub programm,eerija või tehnoJoogi 
kogu «käsitöö» lihtsa mnemoonilise programmi koostamisele spet
siaalses algoritmilises keeles. Süsteem vabastab programmeerija 
detaili kontuuri arvutusalgariimide koostamisest, ekvivalendi ja 
tehnoloogiliste parameetrite arvutamises t ning detailsest program
meerimisest, andes need funktsioonid üle elektronarvutile endale. 

CATI-11 koosneb kahest osast - translaatorist ja spetsiaalsest. 
algoritmilisest programmeerimiskeelest. 

Kõnesoleva translaatori funktsioonid on märksa laiemad nen
dest, mida m·e oleme harjunud mõistma tavalise protseduur-orien
tatsiooniga programmeerimissüsteemi translaatori funktsioonide 
all (see pole ka ootama tu, sest tegemist on kolmanda nivoo kee
lega). Ta näiteks mitte ainult ei koosta elektronarvuti le programmi 
ega juhi arvutuste käiku, vaid määrab ka automaatselt kindlaks. 
kõik probleemi lahendamiseks, s. t. tööorgani juhtimise programmi 
koostamiseks vajalikud arvutus- ja loogilised operatsioonid ning 
nende täitmise järjekorra. Seega \'Õtab ta osa temale antud üles
ande algoritmeerimise-st. Süsteemi keeie sõnavara, süntaks ja se
mantika on välja tööta tud protsessi üksikasjalise analüüsi tule
musena ning on vastavuses kogu süsteemi ülesehituse põhimõiste
tega. Programmeerimiskeele terminiteks või sõnadeks on teatud 
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VJenekeelsed sõnad, nende lühendid, mõningad matemaatilis-ed mär
·gid ja sümbolid. Nendes terminites kirjutatud keel,eline programm 
sisaldab vajaliku informatsiooni detailist ja tema töötlemise nõue
test.5 Tuleks märkida, et detaili geomeetrilise kuju määramisel 
kirjeldatakse üksnes tema kontuuri osade omavahelisi asiendeid ja 
mõningaid nuinbrilisi põhimõõtm~eid. See võimaldab minimisee
rida etteantavat numbrilist informatsiooni. Keelelise programmi 
koostamisel kasutatakse k~eele termineid nagu sõnu tavalistes lau
s·etes või nagu matemaatilisi märke matemaatilistes avaldistes. 
Oma vormilt on kirjutis seetõttu sarnane kõnekeeles koostatud 
konspektiga. 

Selline kirjutusviis tagab hea ülevaatlikkus1e ja käepärase kont
rolli võimaluse, vähendades samaaegselt tug·evasti programmee
rija vaimset pinget võrreldes sellega, mis oleks vajalik tavaliste 
t·ehnoloogilises programmeerimises tarvitatavate m1eetodite raken
damisel. 

CAfJ-11 on eHe nähtud peaasjalikult nn. «tasandiliste detailide» 
töötlemise programmeerimiseks. N end e töötlemise trajektoorid asu
vad tasanditel, mis on paralleelsed kolmemõõtm,elise koordinaadis
tiku koordinaat-tasanditega. Seega on võimalik programmeerida 
ka selliste «ruumilist·e detailide» töötlemist, mille tööUemistrajek
tooride osad asuvad vastastikku paralleelsetel või ristuvatiel tasan
ditel. 

CAfJ-11 trans 1 aa tori lihtsustatud blokkskeem on näi
datud joonisel 2. Ta koosneb neljast blokist A, B, C ja D, mida 
väikese operatiivmäluga arvutite (nagu M-3) kasutamise puhul 
-võib ükst,eise järel operatiivmällu viia kas p·erfolindilt või välis
mälust. Iga järgnev blokk kutsutakse operatiivmällu eelmise bioki 
poolt pärast tema enda ülesannete sooritamist. Iga bloki töötule
mused säilitatakse operatiivmälus ning nad on lähteandm·eteks 
järgmisiele blokHe. 

TransJaatori töö algab bloki A sisseviimisega perfolindilt ope-
ratiivmällu. Blokk A omakorda organiseerib tähistuste grupi sisse
viimise perfolindilt. Seejärel teostatakse informatsiooni ümberko~ 
deerimine nn. vahekoodi ning tema paigutamine op~eratiivmälu 
pesadesse kindla süsteemi järgi. Sellise mu undamise tulemusena 
võtab iga vahekoodis esitatud tähistus enda alla ühe mälupesa. 

Bloki B ülesandeks on eelmis·e bloki poolt kodeeritud geomeet
rilise informatsiooni transformeerimine standardsetiesse vormi
desse - kanoniseerimine. Need geom·eetriliste elementide rangelt 
kindlaksmääratud kujud on aluseks järgnevatiele arvutustele. Sõl
tumata geomeetrilise informatsiooni määramise viisist keelelis·es 

5 K: e e 1 e 1 i n e programm (H3biKOBaH nporpaMMa) koosneb tähisi.'uste 
grupist ja marsruudi kirjeldusest Täh i st ust e grupp koosneb elementaar
tähistuste ja komplekstähistuste alagruppidest Ma r s r u u d i k ir j e 1 du s on 
programmeenmiskeeles kirjutatud üksikasjaline informatsioon töötlemistrajektoo
rist, s. t. tööorgani tsentri liikumisteest ning samuti töötlemisreziimidest tema 
mitmesugustel lõikudel. 
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Joonis 2. 

programmis (näit·eks võib punkte määrata 15 eri viisil, sirgeid 23 
eri viisil jne.), avaldatakse punktid pärast kanoniseerimist oma· 
koordinaatidega, sirg·ed - tõusunurga tangensi või kootangensi 
ja t•eJglõiguga, ringjooned - tsentri koordinaatide ja raadiusega. 

Lõikeinstrum-endi tsentri trajektoori arvutuse viib läbi blokk 
e. Ta organiseerib programmeeritud kontuuri tugipunktide ja 
ekvidistandi arvutamise ning salvestab saadud informatsiooni 
töötlemisel-e vastavas jär}ekorras arvuti mällu. Samuti teostab ta 
tehnoloogiliste parameetrite viimise kaadrite formeerimis-eks sobi
vasse vormi. Bloki e tööd juhib marsruudi kir}eldus, mis tuuakse 
operatiivmällu perfolindilt enne bloki töö algust. 

Viimaseks funktsionaalses skeemis on blokk D - interpolaatori 
kaadrite forme-erimise blokk. Ta koondab eespool väljaarvutatud 
informatsiooni kindlate reeglite järgi kaadritess·e ning teostab 
ühtlasi ka ringjoonte kaarte lineaarse aproksimeerimise nõutava 
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iäpsusega. Väljundinfonnatsioon (kaadrid) kantakse kas perfo- või 
.mangetlindil,e. 

Kõik transJaatori blokid on varustatud kontrollsüsteemiga. 
Juhtimine antakse järgmisele blokile üle ainult pärast eelmise 
'bloki töötulemuste õigsus·e tuvastamist. 

Nagu juba mainitud. on translaatori sisendinformatsiooniks 
k e e I e I i n e p r og ramm, mis kirjutatakse programmeerimis
keele terminites, pidades silmas yastavaid semantilisi ja süntakti
lisi reegleid. Keele sümboliteks on kümnendsüsteemi numbrimär
gid ning lisaks s·ellele 28 \·ene. ladina ja kr-eeka tähte ning mate
maatilist märki, millest moodustatakse üle kolmekümne eritüübi
lise sõna ehk termini. Keeleline programm koosneb kahest osast: 
tähistuste grupist j.1 marsruudi kirjeldusest. ~eist esi1nene jaguneb 
omakorda kaheks: dcmentaartähistusteks ja komplekstähistusteks. 
Elementaartähistuste abi 1 pannakse kirja kogu numbriline infor
matsioon detaili geomeetriiise kuju ja tööUemise tehnoloogia 
kohta. Kompk~kstähistus·ed võimaldavad kirjeldada detaili neid ele
mente, mis on määratud kaudselt, teiste kaudu, s. t. elem·ente, 
mida on algandmetest lähtudes võimalik transJaatori abil välja 
arvutada. Nlitmete komplekstähistuste olemasolu ühe ja sama 
elemendi määramiseks lihtsustab oluliselt programmeerija tööd 
detaili kontuuri kirJeldamise!, eriti kui numbrilist informatsiooni 
on minimaalselt. 

Tööorgani liikumistee kirJeldus, abiinformatsioon töötJ.emisre
ziimidest üksikutel lõikudel ja lõikeinstrumentidest antakse kee
lelise programmi teises osas - marsruudi kirj,elduses. Viimane 
kujutab endast programmeerimisk~eeles kirjutatud käskude jada, 
kus käsud asuvad nende täitmise järjekorras programm·eeritava 
detaili töötlemisel. 

Käesoleva artikli raamides ei ole võimalik anda täpsemat üle
vaadet ei keelelise programmi koostamise reeglitest ega ka keele 
sõnavarast, seepärast piirdume asjast ettekujutuse saamiseks 
ainult ühe näitega ning vaatleme terminoloogiat sedavõrd, kui see 
on vajalik näite seletamiseks. 

Joonis·el 3 on kujutatud mingi detaili üks osa, mille kohta on 
konstruktori poolt antud mõningad numbrilised andmed (need on 
joonisel märgitud rasvase kirjaga). Samas on esitatud ka keele
line programm detaili sene osa töötlemis·eks vajaliku informat
siooni täielikuks väljaarvutamiseks. 

Olgu märgitud. et enne keelelise programmi koostamist num
merdab programmeerija detaili geom~eetrilised elemendid suvali
ses järjekorras ning kirjutab nad joonisele koos vastava elemendi 
tähistusega. Pärast seda pTogramm perforeeritakse lindile spet-

. siaalselt selleks kohandatud perforaatoril (mis ühtlasi annab ka 
trükitud äratõmbe). Seejärel viiakse arvutisse tähistuste grupp 
ning pärast kanoniseerimisprotsessi lõppemist - marsruudi kir
jeldus. 
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XOO/ = /00,0000/ 
XOl/ = /15,0000/ 
X02/ = /24,0000/ 
YOO/ = /00,0000/ 

TK00/ = /XOO/YOO/ 
TKOl/ = /X02/Y02/ 
TK02/ = fnp04/np05/ 
npOl/ = /YOO/ 
np02/ = /XOI/ 

Joonis 3. 

Elementaariähistused 

YOl/ = /21,0000/ 
Y02j = /46,0000/ 
ROll= /16,5000/ 
KOI/= /00,7000/ 

Komplekstähistused 

rO 1/ = /06,0000/ 
oOl/= /00.0020/ 
S YOO/ = /04,0000/• 
SPOI/ = /00,5000/ 

Kp01/ = /TKOl/ROl/ 
Kp02/ = /TK02fnp01/ 
np03/ = I+ KpO l/ + Kp02/ 
nP..04/ = /TK01/xyK01/ 
np05/ = /YOI/ 

Marsruudi kirjeldus 

;Ol, OI, OT TK OO, epp 0, syoo, no np 01, epp-, SPO!, no np 02, 
õy TK, no+ Kp OI, no np 03, no+ Kp 02, ... 

Kanoniseerimisprots~essi kulgemise illustreerimiseks vaatleme 
toodud näit~e korral sirge järjekorranumbriga 3 ( «rrp 03») kano
niseerimist. Translaator, jõudnud informatsiooni vaatlemisel nime
tatud sirge koodini, «avastab», et sirge 03 on määratud kui väline· 
puutu ja ringjoont,ele 01 ja 02: 

rrp 03/ =!+Kp 01/ -~Kp 02/ (vt. joon 3 kompl,ekstähistused). 

Edasi arvuti selgitab, et üks nendest ringjoontest, nimelt Kp 01 on 
antud kanoonilisel kujul (keskpunkti ja raadiuse abil) ning 
numbriliselt, sest (vt. joon. 3) 

Kp 01/ =/TK 01/R 01/, 
TK 01/=/X 02/Y 02/, 
X 02/ = /24,0000/, Y 02/ = /46,0000/, R 01/ = /16,5000/. 

Samuti leiab arvuti, et teine ringjoon, mill·e abil tuleb määrata·-
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np 03, on defineeritud kaudselt kui ring, mis on määratud kesk
punkti ja ühe puutujaga 

Kp 02/=/TK 02/np 01/. 

Tähendab ta tuleb kanoniseerida. Selleks tuleb aga välja arvutada 
tema keskpunkti koordinaadid ja raadius. K~eskpunkt 

TK 02/ = /rrp 04/np 05/ 

on aga määratud kui kahe sirge lõikepunkt, mis pole ka arvuliselt 
teada. Seetõttu jätkab arvuti oma tegevust nende sirgete uurimi
sega. Ta leiab, et 

ja 
np 04/ =/TK 01/xyK 01/ 

np 05/ .. /Y 01/. 

See tähendab, et mõlemad sirged on määratud elementaartähistus
test leiduvale numbriliste suuruste abil. Lugenud vastavad numb
rilised väärtus,ed, asetab arvuti nad np 04 ja np 05 võrranditesse 
ja arvutab TI< 02 koordinaadid, S'eejäfel ringjoone Kp 02 raadiuse kui 
punkti TK 02 kauguse sirgest np 01 ja saabki teise ringjoone kano
niseeritud kujul. Seega ongi leitud kõik vajalikud lähbeandmed 
sirge np 03 järgnevaks kanoniseerimiseks. Sag,eli, nagu toodud 
näitegi korral, toimub ühe elemendi kanoniseerimise käigus veel 
rea teiste elementide kanoniseerimine. 

Bloki C töö käigus translaator desifreerib üksteise järel mars
ruudi kirJeldus!e käsud ja korraldab nende järgi oma töö. 

Joonisel 3 esitatud näite puhul tõigilseb arvuti marsruudi
kirJeidust järgmiselt. Frees, miHe raadius on määratud järjekorra
numbriga 0 I, ( r 0 I), teostades edaspidi ringi kaart,e lineaarset 
aproksimeerimist täpsusega, mis on määratud tähistusega o 01, 
algab oma liikumist punktist OO (TK OO). Ta liigub kõrgendatud 
kiirusega (Sy OO) mööda (epp 0) sirget 01 (np 01) kuni sirgeni 02 
(np 02). Sealt ta liigub edasi normaalse töökiirusega (Sp 01) 
mööda sirgest 02 (no np 02) freesi raadiuse võrra vasakul (epp-) 
asuvat paralleelsirget kuni ringjoone OI ja sirge 02 ~ekvidistantide 
suuremat ardinaadi väärtust omava lõikepunktini (6y TK). Tuleb 
silmas pidada, et käsud, nagu cppv(v =· +, -, 0), toimivad kuni 
järgmise analoogilise käsu ilmumiseni marsruudi kirjelduses. 
Seetõttu liigub freesi tsenter meie näite puhul kogu aeg mööda 
kontuuri vasakpoolset ekvidistanti temast freesi raadiuse kaugusel. 
Mainitud punktist (mille koordinaadid masin arvutab) liigub frees 
edasi mööda ringjoont 01 kellaosuli suunas (no+ Kp 01). Edasi 
läheb ta puulepunktis üle sirgele 03 (no np 03), sealt edasi liiku
misele mööda ringjoont 02 kellaasuti suunas (no+ Kp 02) jne. 

CAn-11 on olnud ekspluatatsioonis üle aasta ja, nagu võis 
arvata, võimaldab ta kvalitatiivselt muuta informatsiooni etteval
mislam ise protsessi. Programmeeri j ad ja tehnoloogirl vabanev"d 
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igasugus·est arvutustööst ja vajadusest tunda masina koodidesüs
teemi. N ad peavad tundma üksnes programmeerimiskeelt ning 
keelelise programmi koostamise reegleid. Kuna need on märksa 
lihtsamad ja käepärasemad esimese nivoo programm,eerimiskeelest 
ja -reeglitest ning kuna selliselt koostatud programmid tulevad 
endistega võrreldes palju kordi lühemad, võimaldas CATI-11 kasu
tamine oluliselt vähendada inimese intellektuaalse töö mahtu in
formatsiooni ettevalmistamise protsessis. 

Süsteemi tööstuslikust ekspluatatsioonist saadud andmed näi
tavad, et aeg, mis kulub joonise ümbertöötamisest kuni interpo
laatori juhtprogrammi saamiseni, väheneb keskmiselt 7-8 korda, 
ulatudes üksikut,el juhtudel 22-24 korrani. Mitm·ekordselt vähe
nes prots~essi maksumus ning samaaegselt suurenes saadavate 
tulemuste usaldatavus, täpsus ja operatiivsus. Tänu inimtöö mahu 
ja protsessi kestuse tunduvale vähenemisele, on võimalik varus
tada suurt hulka numbrilise programmjuhtimisega lõikepinke juht
programmidega tõesti operatiivselt, kasutades selleks väga piira
tud arvu programmeerijate tööd. Peab siiski märkima, et vaata
mata autorite pingutustele vähendada inimese intellektuaalse töö 
osatähtsust ja võimalikult rohkem anda seda arvuti teha, näitavad 
tulemused, et siin oleme veel eesmärgist kaugel. Nii näiteks ühe 
suhteliselt keerulise detaili ( 46 elementaar- ja 77 komplekstähis
tust) programmeerimis·el oli keel~elise programmi koostamiseks 
kuluva aja ja selle järgi juhtprogrammi arvutamis·eks vajaliku 
arvutiaja suhe 31 ,2, kusjuures kasutati küllalt madala töökiiru
sega arvutit (ilma CAn-11 kasutamiseta on see suhe v~eidi alla 
300). 

Lõpuks märgime veel tähendusrikast momenti, et CAIT-11 kasu
tamis·el on võimalik loobuda detailide täpset~e tööjooniste valmista
misest (neid on aga väga palju ja nende valmistamine on kallis) 
ning piirduda vaid eskiisidega, millele on kantud minimaalne arv 
põhimõõtm·eid, mis võimaldavad programmeerimissüsteemil mää
rata detaili kõik ülejäänud mõõtmed. CATI-11 loomis·el väljatööta
tud põhimõtet~e alusel on võimalik automatiseerida informatsiooni 
ettevalmistamist teistegi numbrilise programmjuhtimisega süstee
mide juures, kus on tegemist mingi objekti juhtimisega keerulist 
trajektoori mööda. 



ll'!"fi!i. S JJ.».!S.i J i !D. I. i li! i.--
TARBIMISE MATEMAATILINE UURIMINE 

ü. l(aasik, 0. Remme) 

Pidevalt kasvab elektronarvuti te rakendamine rahvamaj and us e 
planeerimise!. Seoses sellega muutub ka planeerimis·e ja majan
dusliku prognoosi mitmesuguste ülesannete matemaatilise formulee
rimise vajadus üha aktuaalsemaks. Põhiülesandeks on sealjuures 
enamasti teatava optimaalse plaani leidmine. Optimaalse plaani 
leidmise matemaatiliselt sõnastatud ülesanne 1 sisaldab tavaliselt 
terve rea mitmesuguseid kitsendusi (tootmise taset, tootmisharude 
vahelisi seoseid jms. iseloomustavaid võrdusi või võrratusi) ja 
kriteeriumi (sihifunktsiooni), mille ·ekstreemumit antud kitsenduste! 
otsitakse. Et meie majanduse arendamise põhiülesandeks on ela
nikkonna vajaduste maksimaalne rahuldamine, siis tulebki selli
seid plaane lug,eda paremateks, mis seda ülesannet paremini täi
davad. 

Iga plaanivariandi elluviimisega saab ühiskond oma käsutusse 
teatud hulga hüvesid, s. t. igale plaanivariandile vastab kindel 
ühiskondliku ja isikliku tarbimise struktuur. Seega peab rahva
majandusplaanide võrdlemise aluseks olema objektiivne kritee
rium, mis võimaldaks teatud tarbimisstruktuure eelistada teistele. 
Käesoleva artikli eesmärgiks ongi tutvustada majandusmatemaa
tika selle suuna aluseid, mis teg·eleb isikliku tarbimise struktuu
ride võrdemis·ega ning püüab erinevate produktide ja teenuste 
tarbimise näitajaid taandada ühele üldistatud näitajal e. 

Vaatleme n erineva produkti tarbimist (produktide all võib 
siin mõista nii üksikuid esemeid, esemete gruppe kui ka teenu
seid). Tähistame i-nda produkti selle koguse, mis vaadeldava 
tarbija poolt ajaühikus keskmiselt tarbitakse, sümboliga xi. Vekto
rit x = (x1, ••• , Xn) nim,etatakse siis ta r b im i s e str uk tu u
r i k s ehk t a r b i m i s v e k t o r i k s. 

üsna pikaajalisi s ta tistilisi tähelepanekuid arvestades võib 
väita, et igal konkPeetsel tarbijal on välja kujunenud teatav kindel 

1 Niisugustest nn. roatemaatilistest planeerimisülesannetest on kirjutatud 
näit. artiklites: Ka as i k, 0., Lineaarsed planeerimisülesanded. Matemaatika ja 
kaasaeg, II, lk. 31-46; K u Il, 1., Transport ja matemaatika. Matemaatika ja 
kaasaeg, III, lk. 39-49; K u Il, I., Dünaamiline planeerimine. Matemaal'ika ja 
kaasaeg, V, lk. 37-48. 



·e e I i s t am i s s u h e. See tähendab, et mistahes kahe tarbimis
v·ektori x ja y korral suudab tarbija alati otsustada, kas ta eelis
tab vektorit x v~ektorile y või vektorit y vektorile x või peab neid 
vektor·eid samaväärs~teks (on eelistamise osas ükskõikne). Nii
sugune eelistamissuhe defineerib tarbimisvektorite hulgas tea tava, 
vaadeldavale tarbijale iseloomuliku järjestuse. SeHe järjestuse
tüübi lähem uurimine on näidanud, et tema omadusi saab kaunis 
hästi matemaatilis·elt kirjeldada. 

Kõigepealt osutub, et eelistamissuhtega defineeritud järjestus 
rahuldab üht n.-ö. tavalise järJestuse põhiomadustest - ta on 
ülekanduv ehk t r a n s i t i iv n e. See tähendab, et kui tarbija 
eelistab vektorit x vektorile y ja vektorit y vektorile z, siis ta 
eelistab ka vektorit x vektori'le z. Edasi selgub, et üsna suurtes 
piirides rahuldab vaadeldav järjestus nn. mo not oo n su s e 
omadust: tarbija eelistab vektorit x vektorile y alati siis, kui vähe
malt üks \Jiektori x koordinaat on suurem ja ülejäänud mitte väik
semad kui vektori y vastavad koordinaadid 2. Eelistamissuhte kol
mandaks oluliseks omaduseks on kumer us. Nimelt kui vektor 
z pole eelistatavam ei vektorist x ega vektorist y, siis osutub, et 
kõik vektorid kujul A,x + (1 -A.)y (kus arvA on 0 ja l vahel) on 
eelistatavamad kui z. 

Nende omaduste tähendust saab kergesti geomeetriliselt illust
reerida juhul, kui tegemist on ainult kahe produktiga, s. t. tarbi
misvektoreid x = (x1, x2 ) võib vaadelda tasandi punktidena. Siis 
kõik vektoriga x samaväärsed punktid paiknevad teataval rangelt 
kumer al kõv,eral 3 (nn. ükskõiksus kõver), sellest kõverast 
allpool asuvatest punktidest z on x eelistatavam, kõverast ülalpool 
paiknevad punktid y on aga kõik eelistatavamad kui x (vt. joo
nis 1). 

Joonis 1. 

2 See tähendab, et tarbija eelistab alati rohkem tarbida. Muidugi kehtib 
niisugune omadus vaid teatud piirides, sest vaevalt leidub tarbijat, kes eelis
taks tarbida tonn leiba päevas! 

3 I<õverat nimetatakse ra n g e 1 t kumer a k s, kui ta paikneb igast 
oma kõõlust ülalpool. 
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Eelistamissuhe annab küll eeskirja tarbimisvektorite kvalita
tiivseks võrdlemiseks, kuid ei vasta näiteks küsimusele, millisel 
määral tarbija üht tarbimisvektorit teisele eelistab. Tarbimisvek
torite kvantitatiivseks võrdlemiseks tuuakse sisse huvifunktsiooni 
mõiste. H u vi fun k ts i oo n i k s nimetataks·e funktsiooni h (x), 
mis on defineeritud kõikide tarbimisvektorite hulgal ja mille väär
tus kasvab üleminekul eelistatavamale tarbimisvektorile. 

Harilikult tehakse huvifunktsiooni h (x) kohta järgmised eel-
dused: 

1) h(x) on pidev koos oma esimest ja teist järku tuletistega; 
2) hulk {x : h (x) ;;;::: e} on iga e korral rang·elt kumer 4; 

3) h (x) on ig~ argumendi järgi kasvav, s. t. ~=i> 0 (i= 1, 

... , n). Osutub, ~et iga neid eeldusi rahuldav funktsioon määrab 
omakorda just ülalkirjeldatud omadustega eelistamissuhte (huvi
funktsiooniga määratud ee1istamissuhe on selline, kus x loetakse 
eelistatavamaks kui y siis ja ainult siis, kui h (x) > h (y)). 

Nagu definitsioonist näeme, ei ole huvifunktsioon eelistamis
suhtega üheselt määratud. Praktikas meid aga ei huvitagi s~elle 
funktsiooni konkreetsed väärtused, vaid väärtuse vahekord, suhted 
«suurem» ja «väiksem». Just need suhted kirjeldavad ühtede tar
bimisstruktuuride eelistamist teistele. Kui h (x) on t~eatavale eelis
tamissuhtele vastav huvifunktsioon, siis on seda iga a > 0 korral 
ka ah (x). üldjuhul võib öelda, et samaväärseks huvifunktsiooniks 
on ka iga funktsioon f (x) kujul 

f (x~·=· H [h (x) ], 

kus H (h) on mistahes monotoonselt kasvav funktsioon. Et kõik 
need huvifunktsioonid vastavad samale eelistamissuhtele, siis 
praktikas tarvitseb meil teada vaid ühte neist. 

Viimas·el ajal on ilmunud mitmed tööd, kus statistilise mater
jali varal tõestatakse eelistamissuhte ja seda kirjeidava funkt
siooni olemasolu. See annab võimaluse vaadelda huvifunktsiooni 
kui tarbijaskonna käitumise objektiivset iseloomustust. Muidugi 
tuleb siinjuur,es arvestada, et mida väiks,ema ja homogeensema 
tarbijate rühmaga on tegemist, seda paremini kirjeldab mingi 
huvifunktsioon nende tegelikku tarbimist. S·ellepärast jagataksegi 
tarbijaskond sageli rühmadesse just nii, et iga rühma piirides 
saaks võimalikult suurema täpsusega kasutada ühtainsat huvi
funktsiooni. Järgnevas me sellist rühmadesse jaatamist siiski ei 
vaatle, vaid piirdume lihtsus·eks ühe tervikliku huvifunktsiooni 
käsitlemisega. See tähendab, et tarbija all mõistetakse teatavat 
keskmist p·erekonda 5, millele kõik tegelikurl tarbimis,ed on vasta-

4 Hulka nimetatakse k u me ra k s, kui ta koos oma iga kahe punktiga 
sisaldab ka neid üheodava sirglõigu. Range kumeruse puhul on sirglõigu punk
tid hulga sisepunktid. 

s Perekond võetakse tarbija ühikuks sellepärast, et kõik büdzetiuurimisi'e 
andmed sisaldavad just perekondade kohta käivaid koguseid ja maksumusi. 
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vate koefitsientide abil ümber arvutatud. Peab küll ütlema, et nii
suguste koefitsientide süsteem pole veel täielikult välja töötatud, 
kuid selles suunas toimuvad üsna intensiivsed uurimused. 

Tarbimise uurimisel on harilikult põhiülesandeks tarbimise 
mahu muutude ennustamine hindade ja sissetulekute süsteemi 
oodatava muutuse korral. Vaatlemegi, kuidas saab huvifunktsiooni 
selle ülesande lahendamisel kasutada. 

Olgu s tarbija ~eskmine sissetulek ja ·p1, ••• , Pn vaadeldavate 
produktide hinnad. Tarbija kulude ja tulude tasakaalu väljendab 
siis seos 

P1X1 + P2X2 + · · · + PnXn =·S 

(s on õigemini keskmine väljaminek, kuid lihtsuse mõttes loeme 
sissetuleku võrds·eks väljaminekuga: üldiselt võib ju ka hoiused 
lugeda üheks produkti liigiks). Arvestades huvifunktsiooni defi
nitsiooni määrab «keskmine» tarbija oma tarbimise struktuuri x 
alati nii, et see oleks funktsiooni h (x) maksimumpunkt tingimusel 
( 1). Eeldused, mis me huvifunktsiooni kohta tegime, tagavadki 
s·ellise maksimumi olemasolu ja ainsuse. Niisuguse tingliku eks
treemumi },eidmis1eks võib kasutada nn. Lagrange'i kordajate mee
todit. Selle meetodi kohaselt peab tegelik (s. t. antud hindade ja 
sissetuleku korral kõige eelistatavam) tarbimine rahuldama võr
randeid 

iJh -- == }.p. (j = I, ... , n), 
oxj J 

(2) 

kus .1 on teatav hindade ja sissetuleku funktsioon. Graafiliselt 
tähendab antud ülesande lahendamine näit·eks kahe produkti kor
ral seda, et tuleb leida sirget p 1x 1 + P2X2 =s (ainult sellel sirgel 
paiknevaid punkte on tingimuse ( 1) kohaselt võimalik tarbida) 
puudutav kõver h (x) = e (vt. joonis 2). Puutepunkt x annabki 
siis otsitava tegeliku tarbimise, sest selle sirge teiste punktidega 
võrreldes on huvifunktsiooni väärtus seal kõige suur·em. 

X; 

x, 

Joonis 2. Joonis 3. 
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Tarbimise mahu muutumise ennustamisega on nüüd seotud 
terve rida ülesandeid. Kõik nad eeldavad, ·et teatud hindadele p = 
=· (PI •... , Pn) ja sissetul,ekule s vastav tarbimine x on juba 
teada. Leida tuleb näiteks uutele hindadele p' = (p' 1, ••• , p' n) 
ja uuele siss·etulekule s' vastav tarbimine x' (funktsioonina suu
rustest p' 1, .•• , p' n ja s'). Võib aga püstitada ka näiteks niisuguse 
uue siss,etuleku s' l~eidmise ülesande, .et oleks h (x) = h (x'), s. t. 
et uute hindade puhul tarbija vajadused oleks endisel määral 
rahuldatud. 

Viimase ülesande põhimõttelist lahenduskäiku on kahe produkti 
juhul kujutatud joonisel 3. Hindade muutmine tähendab sirge 
P1X 1 + P2X2 =s sihi muutmist. Uue sissetuleku s' leidmiseks tuleb 
uutele hindadele vastava sirgega p'1x 1 + p'2x2 ·= const lihtsalt 
teostada paralleellüke kuni puutumiseni endist tarbimisvektorit x 
Jäbiva kõveraga h (x) =e punktis x'. 

Seni me eeldasime, et tulude ja kulude tasakaalu tingimus (1) 
on ainsaks tarbija valikut kits·endavaks asjaoluks. Suur'e pr akti
lise tähtsusega on aga ka juhtum, kus mõnda produkti .nõutakse 
rohkem, kui toodetaks·e. Olgu sellise defitsiitse produkti keskmine 
kogus tarbija kohta xk ühikut. Kuigi tarbija eelistaks osta k-ndat 
produkti suuremas koguses kui xk (ja seda lubaks ka tema sisse
tulek), pole see piiratud varude tõttu võimalik. Seega lisanduvad 
defitsiitsete produktide korral veel kitsendused 

(3) 

Antud hindadele p = (p 1, ••• , Pn) siss,etulekule s vastava tege-
liku tarbimise x (s, p1, ••• , Pn) analüütiliseks leidmiseks saadud 
võrrandeist (1) ja (2) võib üsna lihtsalt teha mõningaid olulisi 
järeldusi. 

Neid võrrandeid s järgi diferentseerides leiame 

n ax. } 2Pi-L = 1 
i=l as 

' n axi aA . 
2hii-=P·- (J=I, ... ,n) 

i=l as J as 

kus süniboliga hii on tähistatud huvifunktsiooni teist.• järku osatuletis 

a2h(x) 
hij = ax.ax .. 

L J 

Kui veel tähistada 

M = (·~P.nl ~:, :~n ) ja 

hnl · · · hnn. 

s= ( _ ~~ , ~:1 
, .•• , ~:n) • 
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siis võrdused (4) võib kirjutada kujul 

Ms= (1, 0, ... 0). 

Siit näeme, et vektori s koordinaadid võrduvad lihtsalt pöördmaatriksi M-1 = 
, = (mik -1) esimese veeru elementidega. Muuhulgas 

-ax. 
as t = mi0-1 (i= 1, ... ' n). (5) 

Sissetul·eku muutusega kaasnev nõudmise muutus on seega 
avaldatav huvifunktsiooni teist järku tuletiste ja hindade funkt-
sioonina. · 

Märgime veel, et suuruse ~;i märk ei tarvitse iga i korra[ 

ühesugune olla. Se,e tähendab, et üldiselt leidub produkte, mill·e 
puhul nõudmine kasvab siss·etuleku suurenemis·ega, kuid leidub ka 
produkte, mida hakatakse sissetuleku suurenemise} hoopis vähem 
tarbima. 

Vaatleme nüüd tarbitavate produktide koguste sõltumist hinda
dest Analoogiliselt äsjatooduga saab tuletada valemi 

OXj _"! -1_ OXj 
~ - ,...,m 'k xk ~ 
upk 1 uS 

(i, k ·= 1, ... , n) . (6)' 

Siit on lihtne välja lug·eda, kuidas muutub nõudmine selle pro
dukti jäPele, mille hind muutus. Võttes valemis (6) i= k, saame 

oxi OXj 
-·=f...m-1 -·xi- (i·=1, ... ,n). 
opi u as 

On võimalik tõestada, et suurused mä-1 osutuvad alati negatiiv
seteks. Lähtudes sellest, saabki valemi vasakul pool asuvate tule
tist•e märgi kohta teha mõned järeldus·ed: 1) nõudmine niisuguse 

produkti jäPele, mille puhul ~:j~ 0, on selle produkti vajalikkuse 

korral (xi> 0) alati normaalne, s. t. kahaneb produkti hinna kas
vamisel ja kasvab hinna kahanemisel; 2) nõudmine produkti 

järele, mille puhul ~:j::::;; 0, võib mõnel juhul olla ka anormaalne. 

s. t. kasvada hinna kasvamisel ja kahaneda hinna kahanemisel. 

Valemitest (6) võib tul1etada veel ühe huvitava seaduspära
suse 6. Toimigu nimelt mingi produkti hinna tõus, millega kaas
neb siss·etuleku niisugune tõus, et antud produkti oleks võimalik 
osta endises koguses. Osutub, et s·el juhul ei pea tarbija oma 
endist tarbimise struktuuri üldiselt enam kõige eelistatavamaks: 
vaadeldava produkti osas toimub nõudmise vähenemine. Seega, 

6 Lähemalt on sellest kirjutatud kogumikus «Hapo.nHoX03HikTBeHHble MO
.u.eJIH. TeopeTwieCKHe aonpocbi noTpe6JieHHH», M., 1963. 
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kuigi näiteks leiva hinna tõus kompenseeritakse sissetuleku tõu
suga sellises ulatuses, et oleks võimalik sama palju tarbida kui 
varem, väheneb nõudmine leiva j ärel.e. 

Seostest (5) ja (6) näeme, et kui ülesandeks on tarbimis·e mahu 
muutuste leidmine hindade ja siss'etul·ekute muutumise tagajärjel, 
siis piisab huvifunktsiooni aproksimeerimis1eks tema Taylori rea 
esimest ja teist järku liikm.ete tundmisest. Teisest külJest, suurused 

~xi ja ~xi on põhimõtteliselt empiirilis·elt leitavad ja neid saaks 
uS vpj 

seega kasutada huvifunktsiooni määramiseks. Selle m·eetodi otsene 

rakendamine ei näi aga võimalik olevat, sest suuruste aoxi Ieid-
Pj 

mise} peaks eksp~erim·endid seisnema kõigi produktide hindade 
muutmises mitmel korral, mis pole aga praktiliselt teostatav. Sene
pärast on huvifunktsiooni konstrueerimise! ainsaks empiiriliseks 
materjaliks siiski büdzetiuurimuste resultaadid. 

Harilikult toimub huvifunktsiooni konstrueerimine sel teel, et 
valitakse ett.e funktsiooni niisugune üldkuju (mudel), mis sisal
daks võimalikult vähem tundmatuid suurusi, ja püütakse viima
seid seoste (2) abil määrata (kasutades näiteks vähimruutude 
meetodit). Funktsiooni üldkuju etteandmisel tuleb sealjuures kasu
tada puhtmat1emaatilisi aproksimeerimise m•eetodeid, sest antud 
probleemi korral ei saa s·eda üldkuju tuletada mingitest üldistest 
eeldust·est objekti kohta. 

Arvutuste lihtsuse seisukohalt on huvifunktsiooni mudelitest 
kõige otstarbekohasemad näiteks järgmis·ed: 

n n 

1) h (x) = 2 bkxk -+- ~ 2 biixixb 
k=i i, i=1 

n 

2) h(x) = 2 bZ In (bk + xk)· 
k=i 

Siinjuures .eeldataks•e, et kordajad bk võivad veel lineaarselt sõl
tuda teatavatest parameetritest Gt, ... , Gm, mis iseloomustavad 
näiteks perekonna keskmist koosseisu, korteriolusid jms. 

Sellise kujuga huvifunktsioone on püütud ka konkreetsetele 
andmetel·e tuginedes konstrueerida. ühe esimese niisugus·e katse 
puhul kasutati 1952.-1959. aastat·e andmeid, kusjuures arvutused 
toimusid n·= 3 puhul (toiduained, mittetoiduained ja teenused). 
Suurused ai valiti järgmis·elt: esimesel juhul võeti parameetriks 
eelnevate aastate tarbimine, teisel juhul keskmine laste arv pere
konnas ja kolmandal juhul arvestati mõlema nimetatud faktoriga. 
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Tulemuste täpsuse hindamisel selgus, et logaritmiline mudel andis 
kõigil kolrnel juhul võrdlemisi ebatäpse tulemuse, ruutmudeli 
puhul oli aga viga suhteliselt üsna väike. 

Loomulikult niisugused kolmeproduktilised huvifunktsioonid 
teg·eliku planeerimise juures veel kasutatavad ei ole. Sellepärast 
toimubki praegu üsna laialdane uurimistöö nii vastava statistilise 
mat•erjali kogumise, huvifunktsioonide mõeldavate mudelite täp
suse hindamise kui ka huvifunktsioone sisaldavate planeerimis
ülesannete püstitamise korrektsuse analüüsimis·e osas. Nende 
tööde tulemustest on aga esialgu veel vara rääkida. 

* * 
* 

AMEERIKA AVASTAMINE 

Paljud on juhtinud tähelepanu asjaolule, et hüpoteesi muutumist teadus
likuks avastuseks saab väga hästi illustreerida näitega sellest, kuidas Kolum
bus avastas Ameerika. 

Kolumbusel oli kinnisidee, et Maa on ümmargune ja et läände purje
tades võib jõuda Ida-Indiasse. Eriti tuleb tähele panna järgmisi tüüpilisi 
momente: 

a) idee polnud kaugeltki originaalne, kuid Kolumbusel õnnestus hankida 
täiendavat informatsiooni; 

b) Kolumbusel tuli ületada tohutuid raskusi nii ettevõtet finantseerida 
võivate isikute otsimisel kui ka eksperimendi enese teostamisel; 

e) Kolumbus ei leidnud uut teed Indiasse, kuid ta leidis uue maailmajao; 
d) vaatamata vastupidist tõestavatele asjaoludele uskus Kolumbus siiski, 

et ta avastas tee Indiasse; 
e) oma eluajal ei jõudnud Kolumbus ära oodata ei erilist kuulsust ega 

märkimisväärset tasu; 
f) pärast teda on leitud ümberlükkamatuid tõendeid selle kohta, et 

Kolumbus polnud üldse esimene eurooplane, kes jõudis Ameerikasse. 

See lugu on tõlgitud hiljuti ilmunud kogumikust «CI>H3HKH wyTHT» (Moskva, 1966), mida 
kõigile lugejatele soojalt soovitame. 



üHEST ELEKTRIVORKUDE PROJEKTEERIMISEL 
TEKKINUD üLESANDEST 

E. Pillikse, E. Tiit 

J. Käesoleval ajal varustatakse tarbijaid elektrienergiaga üht
sest energiasüsteemist, kus rida suure ja keskmise võimsusega 
elektrijaamu (Balti, Ahtme, Püssi jt. soojuselektrijaamad, 
Narva hüdroelektrijaam jt.) töötab paralleelselt. Elektrijaama
dest antakse ·el1ektrienergia e I e k tr i ü I e k an d e I i i n i d e 
(330, 220, 110 ja 35 kV liinid) kaudu tarbimispiirkondade kes
kustes paikneva te sse rajoonialaj aamadesse, mis kõrgeping.e- j a o -
tusvõrkude (15, 10 ja 6 kV võrgud) kaudu toidavad tar
bija-alajaamu, s. o. alajaamu, mille poolt toidetavatest madalpin
gevõrkudest (220/380 V võrgud) saavad elektrienergiat üksiktarbi
jad - tööstusett·evõtted, elamud, koolid, kolhooside ja sovhooside 
tootmishooned jne. Kõrgepinge-j aotusvõrkudega võivad paralleel
selt töötada ka kohalikku tähtsust omavad väikesed elektri j aamad 
(Saesaare, Kunda, L1eevaku jt.). 

Rajoonialajaamadest E lähtuv kõrg1eping·eliin toidab n tarbija
alajaama. Nende alajaamade ühise toiteliini El projekteerimiseks 
on tarvis teada seda liini lähiva voolu maksimaalset võimsust. 
Siinjuures on teada kõigi alajaamade maksimaalsed võimsus·ed, 
kuid puudub informatsioon selle kohta, milline on alajaamade 
voolutarbe jaotus ööpäeva jooksul. 

E J 

Joonis J. 
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Liinilõiku lähiva voolu arvutus l i k ma k sim aa l n e 
võ im su s z(kn) leitakse valemist 

n 

z(kn) =kn _2 Si*, (1) 
i=i 

kus S*i on i-nda alajaama maksimaalne votmsus ja kn - nn. 
ühe a ,e g su st e gu r. Seni puudub kahjuks põhjendatud kritee
rium kn määramiseks ja praktikas valitakse ühea,egsustegur mõne
võrra m·eel~evalds,elt, sageli oluliselt väiksem kui 1. Nii võetakse 
kn enamasti 0,6 kuni 0,8, suurte n väärtuste puhul aga koguni 0,3 
kuni 0,4. 

Tekkis aga kahtlus, et niiviisi arvutatud z(kn) on tugevasti ala
hinnatud: praktikas esineb tarbimise tipp-perioodil sageli ping·e 
langemist alla lubatud normi, mis põhjustab elektrimootorite 
läbipõlemist, häireid televisiooni jälgimises jne. Ilms~elt on sellise 
olukorra põhjuseks liinide ebaõige proj:ekteerimine, mis omakorda 
tuleneb kordaja kn valikust 

Küllaldase hulga vaatiusandmete põhjal on võimalik kordajat 
kn st at i st i 1 i s e l t määrata. Käesolevas artiklis püüamegi 
seda teha, kasutades sealjuures lisaks «traditsioonilisele» statis
tilisele aparatuurile mõningaid tõenäosusteooria 1 tulemusi. 

2. Mingi i-nda alajaama tegelik võ im su s Si(t) ajamo
mendil t on juhuslik muutuja, mille väärtust·e hulga määravad võr
ratused 

0 ~ Si(t) ~S/, 

kus S/ on vaadeldava alajaama maksimaalvõimsus (vt. seos 
( 1)). Ka n alajaama sum m a a r n e t :e g e 1 i k võ im su s 

i=! 

jgal ajamom·endil 2 t on juhuslik muutuja, kusjuures 

n n 
0:::;;; _2 Si(t) :::;;; ~S i*· 

i=! i=l 

Erilist huvi pakub meile n ala j aa ma m a k sim a a 1 n e s u m -
m a 'arne võ i m s u s. Realiseerugu see aj arnomendil tn*, s. t. 
olgu 

n n 

max ~ Si(t) = ~ Si(tn*) = .2n* · 
O.<_t.~24 i=l i=l 

1 Käesoleva artikli lugejalt eeldatakse tõenäosusteooria mõistete tundmist 
vähemalt artiklite «Mis on tõenäosus?» (Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 74-
90, ja X, lk. 70-88) ulatuses; ka kasutatud sümboolika on põhiliselt sama. 

2 Aega t vaadeldakse muutuvana vaid ühe ööpäeva ulatuses. 
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Seega aj arnomendil tn* läbib n ala j aa ma toitvat liinilõiku El vool 
võimsusega .2n*· Olgu meil selle liinilõigu jaoks mingil viisil mää
ratud kordaja kn ning arvutatud vastav z(kn). Avariide võima
likkuse määrab tõenäosus 

PC2n* > z(kn)), 

s. o. tõenäosus seBeks, et liini tegelikult läbiv võimsus ületab 
arvutusliku. On loomulik nõuda, et niisuguse sündmuse tõenäosus 
- nn. usa 1 d ata v us n ivo o oleks küllalt väike 3 : kordaja kn 
tuleb määrata nii, et oleks 

(2) 

kusjuures ökonoomseim lahend saadakse kn sellise väärtuse kor
ral, mille puhul seos·es (2) kehtib võrdus. 

Usaldatavusnivoo arvuline väärtus e määratakse majandusli
kest kaalutlustest lähtudes. Selleks tuleb kindlaks t~eha, kui suurt 
kahju ning missuguse tõenäosusega põhjustab arvutusTiku võim
suse ületamine vaadeldavatel liinidel. 

Käesolevas artiklis kasutame e väärtust 0, I. Praktiliselt tähen
dab see, et suure hulga liinide korral, mille jaoks kn on (e= 0,1 
puhul) määratud S·eosest (2), ületab tegelik võimsus .2n* roaksi
ruumkoormuse hetkel umbes 10 prots-endil juhtudest arvutusliku 
võimsuSJe z (kn). 

3. Püstitatud ülesande lahendamiseks oleks meil tarvis teada 
juhusliku muutuja .2n * jaotust, mille abil saaksim~e vastavalt ette
antud usaldatavusnivoole e alati määrata konstandi kn nii, et k~eh
tiks seos (2). · 

Et .2n* on juhuslike muutujate Si(tn*) summa (i= 1, 2, ... , n),. 
siis tema jaotus·e määramiseks p·eab teadma kõigi liidetavate jao
tusi. Siinjuures on loomulik lug,eda kõik liidetavad statistiliselt 
sõltumatuteks (ei sõltu ju voolutarve ühes alajaamas milgi mää
ral voolutarbest teises alajaamas). 

Suuruste Si(tn*) jaotuse määramisel tugineme vaatlusandme
tele. Vaatlusi on teostatud 240 juhuslikult valitud põllumajandus
liku alajaama kohta. Vaadeldav alajaamade kogum (väljavõte) 
on piisav s·elleks, et kirjeldada meie arvutust1e jaoks küllaidas-e 
täpsus-ega kõikvõimalike samatüübilist,e alajaamade populat
siooni, s. t. me võim·e analüüsitud alajaamade hulgas täheldatud 
seaduspärasused lugeda üldkehtivaiks. 

Vaatiusandmetest saime järgmist informatsiooni. 

3 N.-ö. mit1.'esoovitava tulemuse esinemise lubamine teatud väikesel prot
sendil juhtudest on statistikas väga levinud võte, mis sageli annab suurt öko
noomiat. Ka käesoleva ülesande korral oleks lihtne projekteerida elektrivõrk nii. 
et mitte ühelgi juhul ei esineks arvutatust suuremat võimsust (sel:eks tuleks 
vaid valemis ( 1) võtta kn = 1). Ilmselt on selline projekteerimine aga liiga 
ettevaatlik ning seege~ ebaökonoomne, sest selle tagajärjel kulutatakse ebaots
tarbekalt defitsiitset juhtmematerjali. 

40 



f(!JJ 

I] 12 18 ?4 

Joonis 2. 

1° Kõigil alajaamadel esineb 2 koormuse ma k sim u m p e
T i oo d i- päevane (ajavahemikus 10.00-12.00) ja õhtune (aja
vahemikus 18.00-21.00); tähistame i-nda alajaama päeva s e 
m a k s i m u m koo rm u s e sümboliga S iP, õhtu s ,e - St. Sama 
kehtib ka n alajaama summa korral. Kummagi perioodi sum
maar s e d ma k sim u mm o me n d i d tähistame vastavalt 
tnP ja fnõ, koormusmaksimumid aga ~nP ja ~nö, s. t. 

n n 
max 2Si(t) =2Si(t~) =~~1 ' 

IO<t-:(12 i=l i=l 

max Si(t) =S~, 
t 

IO<t< 12 

n n 

.max. 2Si(t) =2Si(t~) =2~· 
IB<t<21 i=l i=l 

max Si(t}= Siõ· 
18~t~21 

llmselt kehtivad siin seosed: 

(3) 

.2n* =max(.~~, 2~ )., S i*= max (S~, Sf). (4) 

2° Maksimumperioodi vältel püsib koormus kõigis jaamades 
ligikaudu stabiilsena, s. t. suure tõenäosusega kehtivad võrratused 
(vt. joon. 2) 

(10~t~12), 

·(18~t~21). 

3° Alajaama päevase maksimumkoormuse ning absoluutse mak
simumkoormuse suhte Sl : Si* (aga samuti ka vastavalt suhte 
Sl: Si*) j:aotus ei sõltu ataJaama absoluutsest koormusmaksi-
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mumist 4 Si*· Seda silmas pidades võime juhuslikke muutujaid SiP 
ja S/1 (s. t. iga alajaama koormust tema koormuse päevasel ja õh
tuse] maksimummom·endil) vaadelda korrutistena 

S~=S/. SP; 
I 

Juhuslike muutujate SP ja Sõ jaotuse saame määrata vaatius
andmete põhjal. Nimelt kasutame asjaolu, et suurte arvude sea
duse kohaselt läheneb vaatiustulemuse esinemise relatiivne sage
dus vaatluste arvu suurenemise! selle tulemuse tõenäosusele. Tabe
lis 1 on aga esitatud suurust·e SP ja Sõ sag-eduste jaotus (näiteks 
SP < 0,40 kolm~e alajaama puhul 240-st, seega sündmust·e SP:::;;; 
< 0,40 esinemis·e sag·edus p7 = 3: 240 ~ 0,012 jne.). 

SP väärt'uste 
vahemik 

Ta b e 1 I 

I 
:S:: 0 40 I 0.41- -~ 0.51- I 0.61- I 0.71- I 0.81- I 0.91- I 1 oo 
~ ' -0.50 1-0,60 -0,70 -0,80 -0,90 -0,99 ' 

----------~----~-

1 :l'O,ÜI21 :!0,0231 :!0.0331 :l'b.Os31~p0,12gl :!O,lssl :!O,li71~P~,446 Tõenäosus 

Sõ väärtuste 
vahemik 

Tõenäosus 

I 
.--- 0 40 I 0,41- -

1 
0.51- I 0.61- I 0,71- I 0.81- I 0,91- r~ oo 

~ ' -0,50 -0,60 -0,70 -0,80 -0,90 -0,99 ' 

I 
q7 = I Qr. = I qs = I Q4 = I qa = I Q2 = I ql = I qo = 

= 0,033 = 0,033 = 0,029
1 

= 0~0~ = 0,075 __ =::_~,092 _ = ~:_1~8J =_~579 
-----------

Et vaatluste arv n on küllalt suur, võime saadud sagedust·e jao
tust lugeda ligikaudselt võrdseks nende suuruste tõenäosuste jao
tusega. Tavaliselt niisuguseid nn. empiirilisi (vaatlusest saadud) 
jaotusi kasutataks·egi statistiliste ülesannete lähteandmetena 5. 

4. Püüame nüüd saadud tulemuste põhjal määrata juhusliku 
muutuja .2nP jaotust. Raskuseks on siin asjaolu, et erinevate ala
jaamade päevased maksimummomendid ei lange ühte omavahel 
ega ühti ka summaarse koormuse maksimummomendiga t,l. Pea
l·egi puuduvad täpsed vaatiusandmed alajaamade koormusmaksi
mumide jaotus·e kohta. Kuid vaatiustulemusi 2° arvestades on 
selge, et mom·endil tnP erinevad üksikut1e alajaamade koormused 
S i (tnP) nende vaadeldava perioodi maksimumkoormusest S/ vaid 
mõne protsendi võrra. 

4 Täpsemini, teatud sõltuvus nende suuruste vahel küll eksisteerib -
nimelt jaamades, kus t* =tö, on suhe S/: Si* üldiselt seda väiksem, mida 
väiksem on Sj*. Kuid see sõltuvus on niivõrd nõrk, et tema arvestamine el 
paranda saadavat tulemust meie kasutatava arvutustäpsuse piirides. 

5 Teine võimalus juhusliku muutuja jaotuse määramiseks vaatiusandmete 
põhjal tugineb vaadeldava juhusliku muutuja sageduste jaotuse võrdlemisele 
mõne tuntud jaotusega (enamasti kasutatakse võrdlusjaotusena normaaljao
tust). Ka käesolevas ülesandes võiks kasutada juhuslike muutujate 2nP ja 2nõ 
lähenemist normaaljaotusega. 

42 



ülesande lahendamise lihtsustamiseks teeme järgmiS'ed eel
dused. 

1. Ol1etame, et kõigi liini poolt toidetavate alajaamade koor
musmaksimumid on võrdsed. (Tingimuse 3° tõttu ei teki selle 
eeldus·e tagajärj1el süstemaatilist viga.) 

S ·*-__!_ ~S·*- S* l- ~ l- • 

ni=l 

2. Asendame meid huvitavad juhuslikud muutujad Si(tnP) 
juhuslike muutujatega S*· S'P, kusjuunes S'P defineerime järgmi
selt: 

S'P ~= SP = 1 kõigi selliste alajaamade korral, mille absoluutne 
koormusmaksimum on päeval; 

S'P = 1- 0,1m, kui 1 --0,1 m ~ SP < 1,1- 0,1m kõigi ülejää
nud alajaamade korral. 

Sellise juhusliku muutuja jaotus on esitatud tabelis 2. 

Tabel 2 

S'P väärtused I 1,00 I 0,90 I 0,80 I 0,70 I 0,60 I 0,50 I 0,40 I 0,30 

Tõenäosused 1.!0.446/ c!'O.IIYI ~PO.l5si.!0.12gl.!o.0;!31 ~P6.0331.!D.0231 =PO.Ol2 

Võrreldes tabelit 2 tabeliga 1 nä,eme, et S'P on diskreetne juhus
lik muutuja, mille väärtused on keskmiselt 2-3 protsendi võrra 
väiksemad pideva juhusliku muutuja SP väärtustest. 

5. Neid eeldusi kasutades saame 

n n n 
2~= 2 Si(t~) = 2 Si* · S'P =S* 2 S'P. 

i=l i=l i=l 

S1eega on meil tarvis leida n sõltumatu diskroeetse juhusliku muu
tuja summa jaotus, kusjuures liidetavad on ühesuguse jaotusega. 

Pidades silmas S'P jaotust tabelis 2, näeme, et ZnP on samuti 
diskr~eetne juhuslik muutuja, miHe maksimaalseks väärtuseks on 
nS*. Sellise väärtuse omandab .2nP parajasti siis, kui kõigil liide
tavatel Si* · S'P on väärtus S*; sellise sündmuse tõenäosus on aga 
(töenäosuste korrutamise teor·eemi põhjal) üksiksündmuste tõe
näosuste korrutis, s. t. 

0,446 • 0,446 • ... • 0,446 = 0,446n. 

Järgmine võimalik .2nP väärtus on (n- 0,1)S*. Sellise vaar
tuse omandab juhuslik muutuja parajasti siis, kui ühel (ükskõik 
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millisel) liidetavatest on väärtus. 0,.9S*, ülejäänutei aga S*. Selle 
sündmuse tõenäosus on 

n · 0,117 · 0,446n- I. 

Samasugus~e arut~elu tulemusena võime leida juhusliku muu
tuja InP kõigi väärtuste esinemise tõenäosused. Kõigil neil väär
tustel on kuju 

(n- 0,1m)S*, 

kus m on mistahes täisarv 0 ja 7n vahel. Osutub, et 2.nP jaotuse· 
määrab valem 

Lo l 1 1, 
P(_IP =(n- 0 lm)S*) =~nl~ Po . PI ... p, 

n ' · lo! ld ... l,! ' 

kus summa on leitud kõigi selliste naturaalarvude 10 ,. l'~t ... ~ l,. 
kombinatsioonide korral, mis rahuldavad tingimusi 

r r 
_Ili=n, ~li· j=m. 

i=O i=O 

6. Kogu kirjeldatud mõttekäiku võib korrata ka alajaamade· 
õhtuste maksimumide korral, s. t. leida ka juhusliku muutuja Snõ 
jaotus (mis arvudes välJendatuna tuleb kahtlemata SnP jaotus·est 
erinev (vt. tabel I)). 

Et liini absoluutne koormusmaksimumi hetk võib langeda ühte· 
kas päevase või õhtuse koormusmaksimumiga, siis 6 

P(_In* > z(kn)) = P(_IP > z(kn)) + P(_Iõ > z(kn). 
n n 

Saam~e nüüd lihtsalt määrata ka In* jaotuse 7 : 

P(~n*=nS*) =P(_I~=nS*)· + P(_I~=nS*); 
P(_In* =(n- 0,1)S*) = P(~~= (n- O,l)S*) + 

+P(~~= (n-0,1)S*); 

P(~n* = (n·- O,lm)S*) =P(~~ =(n- O,lm)S*) + 
+ P(~~ =(n- O,lm)S*) m= l, 2, .... , n. 

7. VaaHem·e riüüd, kuidas määrata üheaegsustegur kn, kasuta
des leitud Zn * j aotust. 

Kõigepealt kontroiiim,e, kas üheaegsustegur kn. võib üldse olla 
väiksem kui I. · 

Juhul kui 

6 See väide oleks täpne siis, kui liinidel ei oleks võimalust omandada abso
luutsE'lt maksimumi niihästi päeval kui ka õhtul: tegelikult niisugune võimalus. 
siiski eksisteerib, kuid äärmiselt väikese tõenäosusega. 

7 Selline S n* jaotus on meie SP ja Sõ jaotuse korral õige siis, kui m <n~ 
praktiliselt ei lähe arvutustes aga suuremaid m väärtusi tarvis. 
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ei ole võimalik valida ühtegi kn väärtust nii, et kn < I ja kehtiks 
võrratus (2). Järelikult peab siis alati olema kn = I. 

Kui aga 
P(,2n* =nS*)< e, 

siis võib kn olla väiksem kui 1. ~n* jaotus·e järgi leiame siis alati 
niisuguse mittenegatiivse täisarvu m, et kehtiksici võrratused: 

P(Sn* ~ (n- O,lm)S*) <e, 
P(Sn*~ [n-O,l(m+ l)]S*) ~e. 

InterpoJ.eerimi~e teel saame leida siis ka niisuguse arvu l1 
(0 < o < I), et 

P (S n* ~[n-- 0,1 (m + o)]S*) =e, 

ning võttes nüüd arvutusliku võimsuse z (kn) võrdseks suurusega 
(n- 0,1 (m + o) ]S*, saamegi rahuldada võrratuse (2), sealjuures 
võimalikult ökonoomselt. Et 

n 
Z (kn) = kn ,2 S i*= knnS*, 

i=l 

siis saame üheaegsusteguri jaoks avaldis·e 

k = [n- 0,1 (m + a) ]S*= 1 _ 0 1 m + o (S) 
n nS* ' n 

ning m~eie ülesanne ongi lahendatud. 

8. ülalkirjeldatud meetodil arvutati kn väärtused n= I, 2, 
... , IO jaoks. 

Et 

ja 

siis 

Kuid: 

P(,2I =IS*)= 1, 
P (,22 = ZS*) = 0,4462 + 0,5792 = 0,534, 
P (,2a = 3S*) = 0,4463 + 0,5793 = 0,283 

P (,24 = 4S*) = 0,4464 + 0,5794 = 0, 152, 

P (,25 =·SS*) =· 0,4465 + 0,5795 =· 0,083, 
P (,25 ~ 4,9S*) = 0,083 + 5 · 0, 1I7 · 0, I38 · 0,5794 = 0, I83, 

0 k . d 0 O,IOO-o,osa 0 I7 . 1 . t (5) 1 . seega m = , UI = O,fs:3 _ 0~0-83 = , Ja va ·emis ;e1ame: 

ks =I- 0,1 O,~ 7 
= 0,997. 
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Samuti leiam.e: 

P (.~6 = 6S*) = 0,046, 

P (.~1;;::: 6,9S*) = 0,068, 

P (~s;;::: 7,8S*) =· 0,085, 

P(2g;;::: 8,7S*)-= 0,103, 

P (210 ~ 9,7S*) '= 0,066; 

P(26 ~ 5,9S*) '= 0,112, k6'=·0,903; 

P(~7 ;;::: 6,8S*) = 0,132, k1 = 0,987; 

P(~8 ~ 7,7S*) '= 0,147, k8 ;=,0,980; 

kg ;;::: 0,975; 

P (~10 ~ 9,6S*) t::= 0,108, k10 = 0,970. 

Paneme tähele, et n suurenedes kn väheneb. Kuna suurte n 
väärtuste korral on kn arvutamine küllaltki tülikas, anname suu
remate n väärtust~e jaoks kordajale kn hinnangu. Srelleks leiame 
n alajaama toitva liini keskmis·e koormuse päevasel ja õhtusel 

tippmomrendil (juhuslike muutujate 2nP ja 2nõ keskväärtused SP 

ja Sõ): 
- 7 
SP=S* 2 (1- 0,1m)P(S'P= 1- 0,1m) ~ 0,870S* 

m=O 
ja 

Sõ = 0,850S*; 

S*= max ( SP, Sõ) = 0,870S*. 

Kuna juhuslikud muutujad 2nP ja 2nõ suurt~e n väärtuste kor
ral piirteoreemi põhjal lähenevad normaaljaotusega juhuslikele 
muutujatel·e, siis P(2nP < nSP) ~ 0,5; P(2nõ < nSõ) ~ 0,5, mis
tõttu igasuguse n väärtuse korral 

kn> 0,870. 

Saadud tulemused näitavad, et üheaegsusteguri kn väärtus 
peab alati olema küllalt lähedane arvule 1. Tulemus ongi ootus
pärane: langevad ju kõigi alaJaamade koormusmaksimumid ühele 
kahest maksimumperioodist, kusjuures mõlemal perioodil on kõigi 
alaj~amade koormus ka absoluutsele maksimumiJ.e küllalt lähe
dane (vt. tabel 1). Seetõttu on ka siis n ala j aa ma summaarne koor
mus maksimumperioodidel küllaltki lähedane nende alajaamade 
maksimaalkoormustre summale. Väikeste üheaegsustegurite kasu
tamine liinide projrekteerimisel on täiesti põhjendamatu ning põh
justab tarbimise tipp-perioodidel paratamatult liinide suuremat 
koormamist, kui on arvestatud. 

Toodud ül,esanne on huvitav näide selle kohta, kuidas suhteli
selt 1ihtsate matremaatiliste vahenditega saab anda lahenduse 
praktiliselt suurt huvi pakkuvale ülesandele. öigete üheaegsus
tegurite kasutamise majandus1ik efekt (ärahoitud avariide ja lii
nide paratamatut·e ümberprojekte.erimiste arvel) on ootuste koha
selt üsna suur. 
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RINGJO{?NE LIGIKAUDNE JAOTAMINE n VöRDSEKS 
I OSAKS 

T. Semjonova I 

ülesanne jtwtada ringjoon n võrdseks osaks sirkli ja joonlaua 
abil on tihedalt seotud ringi kvadratuuri probleemiga 2, mis päri
neb antiikajast. 1796. a. tõestas Göttingeni ülikooli noor kasvan
dik, tollal alles 19-aastane, hilisem silmapaistev matemaatik Carl 
Friedrich Gauss, et sellel ül€sandel üldiselt ei leidu täpset lahen
dust; ringjoont ei saa tükeldada ainult sirkli ja joonlauaga n võrd
seks osaks iga n väärtuse korral. Küll saab seda aga alati. t~eha 
ligikaudselt Paljude sajandite jooksul on leitud selle ülesande 
lahendamiseks üha uusi ligikaudseid meetodeid. Sageli mõni lei
tud m,eetodeist unustati ja avastati siis uuesti teiste autorite poolt. 

Järgnevate ridade eesmärgiks on tutvustada üht meetodit -
nn. Renaldini meetodit ja selle ajalugu. 

Kui õnnestub ühe ringjoone jaotamine n võrdseks osaks, siis 
on seda hõlpus t~eha iga teise ringjoonega, s. t. ringjoone raadius 
on ülesande lahendamisel ebaoluline. See-
pärast vaatleme ühikringjoont keskpunk
tiga 0 (joon. I). Selleks et määrata ligi-

kaudselt selle ringjoone _!__ osa, j aotame n 
diameetri AB n võrdseks osaks ning 
tõmbame punktidest A ja B kaaPed raa
diusega AB lõikumiseni punktis C. Olgu 
D diameetri teine jaotuspunkt vasakult 
poolt lugedes. Sirge CD ja ringjoone 

lõikepunkt E määrab kaare AE, milLe 
loeme ligikaudselt võrdseks otsitava kaa
rega. 

Hindame tehtud viga. Et AO == 1, siis 

AD =,_i_ ja OD =, 1 -~. 
n n 

A~~~~~----1,8 

Joonis J. 

I Artikli autoriks on Mari ANSV Pedagoogilise Instituudi (Joskar_-Ola) 
aspirant. Artikkel on kirjutatud kogumiku «Matemaatika ja kaasaeg» Jaoks. 
Vene keelest tõlkinud K. Ariva. 

2 Vt. näit. A riva, K., Konstruktsioonici sirkli ja joonlauaga. Matemaatika 
ja kaasaeg, VI, lk. 40-51. 
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DF DO 
Kolmnurkade DEF ja DOC sarnasuse tõttu EF= oc. Olgu kaa-

rele AE vastav kesknurk a, siis EF= sina, OF=· eos a, ja DF = 

=OF- OD =·eos a- ( 1 - ~). Kolmnurga ABC iga külje pikkus 
- I 

on 2, järelikult tema kõrgus OC = y3. Lõikude DFi EF, DO ja 
OC võrdelisuse tõttu 

4 
1-

n 

sina -y 3 
I 

Lahendam.e Sieile võrrandi eos a suhtes, siis pärast Hhtsaid teisen-
dusi saame: ( 

(n-:- 4) 3n + -y-(n + 8) 2 - 96 
eos a = 4 . 0 (n- 1) 2 + 3 : 0 

( 1 ) 

Koostarne sene valemi abil kesknurga a väärtuste tabeli· n erine-
vate väärtuste korral. 

360c a ligikaudne väärtus Absoluutne viga n a=- valemi (1) põhjal n 

3 120°00'00" 120°00'00" 0°00'00" 
4 90°00'00" 90°00'00" 0°00'00" 
5 72°00'00" 71°58'13" -1'47" 
6 60°00'00" 60°00'00" 0°00'00" 
7 51°25'43" 51°32'06" 6'23" 
8 45°00'00" 45°12'15" 12'15" 
9 40°00'00" 40°16'40" 16'40" 

10 36°00'00" 36°21'21" 21'21" 
11 32°43'38" 33°08'52" 25'14" 
12 30°00'00" 30°28'25" 28'25" 
13 2r41'32" 28°12'29" 30'57" 
14 25°42'51" 26°15'48" 32'57" 
15 24°00'00" 24°34'31" 34'31" 
16 22~0'00" 23°05'43" 35'43" 
17 21°10'35" 21°47'13" 36'38" 
18 20°00'00" 20°37'23" 37'23" 
19 18°56'51" 19°34'35" 3~'44" 
20 18°00'00" 18°38'02" 38'02" 
21 1]008'34" 17°46'44" 38'10" 
22 16°21'49" 17°00'06" 38'17" 
23 15°39'08" 16°17'21" 38'13" 
24 15°00'00" 15°38'05" 38'05" 
25 14°24'00" 1~36'28" 37'55" 
30 12°00'00" 09°32'40" 36'28" 
40 09°00'00" 15°01'55" 32'40" 
50 7°12'00" r4I'OO" 29'00" 
60 6°00'00" 6°26'00" 26'00" 
70 5°08'34" 5°32'00" 23'26" 
80 4°30'00" 4°51'20" 21'20" 
90 4°00'00" 4°19'30" 19'30" 

lOO 3~6'00" 3°52'50" 18'50" 
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Tabelist ilmneb, et jaotuspunktide 
arvu kasvamisel 1-st kuni 100-ni abso
luutne vi,ga esialgu kasvab, saavutab mak
simaalse väärtuse n = 22 korral ja hak
kab siis ~eglaselt kahanema. 

Konstr ktii\:se geomeetria küsimusi 
käsitlevas kirjanduses valgustatakse selle 
meetodi a· alugu sageli vääralt. Näit. 
S. Zetel :[2 nim·etab seda «Meyeri» m·ee
todiks, I ugedes avastamisaj ak s XX saj. 
algust. H. \ Haubold (1958) väidab, et 
meetod esi?es esmakordselt Kehri töös 
1880. a. ja ~eejärel unustati. Tegelikult on 
vaadeldaval 1 meetodil rohkem kui kolme 
saj andi pik~une ajalugu. 

Esimene viide taolise võtte kohta esi-

Joonis 2. 

neb A. de ViHe'i fortifikatsiooni-alases töös, mis ilmus 1628. a. 
A. de Ville ühendab punkti C mitte teise, vaid esim,ese jaotus
punktiga D 1 diameetril AB (joon. 2) ja kasutab lähendina kaart 

AE2·=2AE1• 

Korrates val,emi ( 1) tuletamisel ·esinenud arutlusi, saab väl-

Jendada nurga .iAOE1 = ; koosinuse valemiga 

a (n - 2) 3n + 'V (n + 4) 2 
- 24 . 

eos 2= 4 · n 2 - n+ 1 

Arvutarne selle val,emi abil nurga ; erinevail n väärtustel, 

leiame a =· .iAOE2 ja koostarne tabeli: 
--------~----------

n 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
15 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

a ligikaudne väärtus 

120°00'00" 
90°24'30" 
72°42'38" 
60056'50" 
5~31'34" 
46°11'14" 
41°14'34" 
37°16'04" 
25°12'58" 
19°05'00" 
18°12'20" 
1J024'00" 
16°40'00" 
15°22'00" 
15°59'30" 

1 

I 
i 
I 

I 

Absoluutne viga 

0000'00" 
24'30" 
42'38" 
56°50" 

1°05'51" 
F11'14" 
1°14'34" 
1°16'04" 
1°12'58" 
1°05'00" 
1°03'46" 
1°02'11" 
1°00'56" 

59'30" 
58'00" 

Nagu näeme, on de Ville'i meetod tunduvalt väiksema täpsu
sega. Viga on maksimaalne n= 10 korral. 
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De Ville'i meetodit kirjeldab hiljem N. Bion 1703. a. Ta hindab 
ka selle täpsust n= 5 ja n= 7 puhul. Bion märgib ühtlasi, et 
A. de Bosse täpsustas m·eetodit ja andis sellele joonis·el 1 näidatud 
kuju juba a. 1653. Trükis ilmus täpsustatud variant 1665. a. Vii
masele asjaolule juhtis tähelepanu ka Th. VahJ.en (1911. a.). 

Bioni kaasaegne J. Chr. Sturm (1695) loeb täpsustatud m1ee
todi autoriks mitte de Bosse'i, vaid C. Renaldinit (1655). Samal 
arvamisel on Chr. Wolff ( 1730). Sellepärast 18. saj and j matemaa
tika ajaloolane Kästner nimetabki täpsustatud varianti· «Renaldini 
meetodiks». · 

A. 1803 avaldab Adams oma konstruktsiooni, mis erineb eel
nevast vaid ühe detaili poolest: punkt e määratakse mitte võrd
külgse kolmnurga tipuna, vaid punktina diameetri 1B ristsirgel 
oe kaugusel 1,75r keskpunktist 0. Kuid see konstruktsioon on 
tülikas; pealegi osutub ta vähem täpseks. Tõepoolest, kui oe = 

1 
3 .. 

= - SIIS 
4 ' 

eos a= 
(n-4)(49n+ 16l'n2 + 16,5n-33) 

16(n- 4) 2 + 49n2 

Vastavad arvutused on toodud alljärgnevas tabelis. 

Il 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
15 
20 
25 

a ligikaudne väärtus 

119°52'53" 
90°00'00" 
72"02'08" 
60°07'07" 
51°39'16" 
45°20'10" 
40°24'54" 
36°29'40" 
24°42'18" 
18°44'56" 
15°08'03" 

Absoluutne viga 

-0°07'07" 
0"00'00" 
0°02'08" 
0°07'07" 
0°13'33" 
0')20'10" 
0°24'54" 
0°29'40" 
0"42'18" 
0°44'56" 
0°44'03" 

Akadeemik E. S. Fjodorov tegi a. 1910 ettepaneku asendada 
punkt e sirgete OK ja MN lõikepunktiga e1 (joon. 3), kusjuures 

OK on diameetri AB keskristsirge, M on kaare BK keskpunkt ja 
N on raadiuse OB keskpunkt. Kolmnurkade Oe 1N ja Le1M sarna
suse tõttu 
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l'2 oel=1+-. 
2 

Nurga a jaoks saame nüüd val,emi 



n 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
15 
20 
25 
30 

e, 

Joonis 3. 

a ligikaudne väärtus 

120007'19" 
90°00'00" 
71°52'23" 
59°52'40" 
51°21'43" 
44°59'43" 
39°54'53" 
36°09'34" 
24°23'32" 
18°28'22" 
14°53'18" 
12°23'56" 

Absoluutne viga 

+0007'19'~ 
0°00'00" 

-0007'37" 
-0°07'20" 
-0°04'00" 
-0000'07" 
+0°05'07" 
·+0009'34" 
+0°23'32" 
+0°28'22" 
+0°29'18" 
+0°23'56" 

Tabelist ilmneb, 1et viga on absoluutväärtuselt minimaalne, 
kui n= 4 või n= 8, kusjuur·~s n= 8 korral viga on väiksem kui 
de Bosse'i konstruktsiooni puhul. 

Kirjandus 

1. f 0 p .U 0 H B. Ü., 4epqeHHe n.10CKliX li npocrpaHCTBeHHbiX cpHryp (0oc06He 
.UJJH yqHTeJJeii). M., 1951, eTp. 69. 

2. 3 eT e JJ b C. Jil., .LJ.eJJeHHe OKpy)KHOCTH. «MaTeMaTHKa B WKOJJe», 1956, ,N'Q 6, 
CTp. 4-8. 

3. K o p .u e M e K H ii E. A., .Ll.eJJeHHe OKpymHoCTH. «MaTeMaTHKa s lllKOJJe», 1953, 
.N'!! 1, CTp. 5Q-5J. 

4. U1 K 0 JJ b H li K A. r., 3a.uaqa .neJJeHHH Kpyra, M., 1961. 
5. Pere Im an, J. 1., Huvitav geomeetria, Tln., 1953, lk. 227. 
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SUPERELLIPS 1 

M. Gardner 

Kõikjal, nii kodus kui tänaval võib tsiviliseeritud inimene mär
gata kaht asjade kujundamise igivana vormi - ümmargust ja 
kandilist. ümmarguse rooliga autod sõidavad ümmargustel ratas
tel mööda tänavaid, mis moodustavad sadu ristkülikuid. Hooned 
on ehitatud enamasti kandilistena, kuid nende juures võib kohata 
ka kumeraid aknaid või kupleid . .!V\e lõunatarne kandilise või üm
marguse laua taga, kandiline salvrätik põlvede!, sööme ümmargu
selt taldrikult ja joome ringjoonelise ristlõik·ega klaasidest, see
järel võtab suitsetaja silindrikujulise sigar·eti ja kandilise tikutoosi, 
ka raha, millega tasutakse ristkülikukujulise arv.e järgi, on kandi
line või ümmargune. Sportlased mängivad ümmargust palli kan
dilise! väljakul, tubaseid lauamänge aga mängitakse ümmarguste 
nuppudega ruudulisel laual. Iga trükitäht sellel ristkülikukujulisel 
leheküljel koosneb kumeratest kaartest ja sirglõikudest. Kuhu me 
ka ei vaataks, kõikjal näeme ruute, ringe ning nende afiinseid 
kujutisi - ristkülikuid ja ellips.eid ( ellipsi mõiste on ringjoone 
mõistest isegi üldisem, sest iga ringjoon näib ellipsina, kui teda 
vaadelda mingi nurga all). 

Hiljuti €sitas taani kirjanik ja leidur Piet Hein (kellel'e muide 
on pühendatud Norbert Wieneri viimane teos) huvitava küsimuse:· 
milline lihtne ja meeldiv kinnine kõver võiks mängida «kuldse 
keskmise» osa ühelt poolt ringi ja ellipsi, teis-elt poolt ruudu ning 
ristküliku vahel. 

See küsimus on seotud ühe keeruka probl·eemiga, mis kerkis 
Rootsis 1959. aastal. Stokholmi kesklinna rekonstrueerimisel tek
kis vajadus rajada kahe laia peatänava ristumiskohal•e ristküliku
kujuline, umbes 200 j ardi 2 pikkune väljak. Väljaku kesk1ele oli 
kavas ehitada ovaalne bassein purskkaevudega ja läbipaistva 
põhjaga, nii et päevavalgus valgustaks basseini all (allpool 
tänavapinda) asuvat ovaalse kujuga iseteeninduslikku sööklat. 
Söökla alla kavatseti ehitada veel kaks maa-alust korrust r·esto-
rani, tantsusaali, riieteruumi ja köögi jaoks. 

1 Ajakirjast «Scientific American», sept. 1965, köide 213, nr. 3, lk. 222-
232. A. Kolde ja M. Rahula tõlge. 

2 1 jard = 91,44 cm. (Toim.) 
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Stokholmi maa-aluse restorani ja basseini plaan. 

Sellise keskuse täpse kuju valikul tekkisidki rootsi arhitektidel 
raskused. Ellipsist loobuti, sest selle otsad segaksid sujuvat 
tänavaliiklust; samuti poleks ellips harmoonilises kooskõlas kan
dilise väljakuga. Mitmest erinevast kaarest koostatud ovaal oleks 
aga hoopis inetu ja sobimatu. Originaalse soovituse andiski Piet 
H<ein. 

Vaatleme kõverate parve, mida ristkoordinaatides esitab võr
rand 3 

3 Originaalis toodud yõrrand 
xn yn 
an+ bn = 1 

on ebatäpne - selline võrrand esitab keerulisemaid, nn. Lame kõveraid (vt. 
CaBeJIOB A. A., nJioCKHe KpHBble, 2\\., 1960, lk. 179). 

53· 



Kontsentrilised superellipsid. 

( 1) 

kus n on suvaline positiivne arv. Suurusi a > 0 ja b > 0 nimeta
takse antud n puhul määratud kõvera pooUelgedeks. Juhul n= 2 
·on selleks kõveraks ellips. Kui n kahaneb 2-st 1-ni, lähevad võr
randiga kirjeldatava avaali otsad teravamaks, ja juhul nt::::= 1 on 
kõverast saanud romb. Kui n kahaneb 1-st 0-ni, siis kooiduvad 
rambi küljed sissepoole. Kui aga n kasvab 2-st lõpmatuseni, muu
tub ovaal üha «kandilisemaks» ja läheneb ristkülikul,e. 
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Sub- ja superringjooned (määratakse võr
randiga (1), milles a = b). 



1\1illine kõver osutus siis kõige sobivamaks? El,ektronarvuti abil 
leiti 15-kohalise täpsus·ega 400 paari koordinaate ja joonestati 
välja terve hulk kõveraid, mille pooltrelgede suhe vastab Stokholmi 
keskväljaku proportsioonidele. Kõver ei tohtinud olla ei liiga 
ümmargune ega liiga kandiline, ta pidi olema kooskõlas ümbru
sega ning mõjuma meeldivalt. Piet Hein nimetas vaadeldavaid 
kõveraid n< 2 korral «subellipsiteks», n> 2 korral «superellip
siteks». Stokholmis valiti uue keskuse aluseks superellips, mille 
korral n=· 5/2. 

S:ee suur pooleldi maa-alune ehitis on pra·egu pooleli. Kui ta 
valmib (oletatavasti 1967. aastal), saab temast üks Rootsi suure
pärasemaid vaatamisväärsusi (eriti matemaatikutel·e!). 

Superellipseid kasutatakse ka paljude teiste probleemide lahen
damisel, kus vajatakse «Ümar-kandilise» kujuga jooni ja kuj un
deid. Taanis, Rootsis, Norras ja Soom'es on t~ehtud palju ett~
panekuid sup.erelliptiliste laudade, istmete, kusettide, taldrikute, 
kandikute, hõbeesemete, riidemustriie jne. valmistamiseks. (Mil
leks on vajalikud nurgad?) Muide, lubamatu on sup~erellipsit segi 
ajada «kartulikujuliste» kõveratega, mida võib sageli näha (näi
teks televiisorirekraanid); nendel inetutel kõveratel puudub Hhtne 
võrrand, mis garanteeriks nende esteetilise ühtsuse. 

Puust supermuna. 
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Hõbedast supermuna. 

SamaJ viisil, nagu ellipsist saadi superellips, võib saada uusi 
;pindu suurendades astet ellipsoidi võrrandis: 

(2) 

Saadud kehi nimetab Piet Hein superellipsoidideks, juhul a = b 
aga supermunadeks. Kui supePellips on lähedane ristkülikule, siis 
.superellipsoid meenutab ümmarguste nurkadega telliskivi. 

üks huvitav sup·ermunade omadus on nende võime otstd püsti 
seista. Fotol on näha seisev puust supermuna, mille puhul n = 
= 5: 2 ja kõrguse-laiuse suhe on 4: 3. Teisel fotol näeme aga 
"hõbedast super-muna n I= 5 : 2 korral kõrguse-laius-e suhtega 6 : 5. 
See supermuna on esitatud auhinnaks üliõpilast.ele väljapaist
·vaima teadusliku töö eest mitme t·eaduseharu piirdealalt. 



PRIMITIIVSED AUTOMEDIAANSED KOLMNURGAD' 

Jakob GabovitS 

Kolmnurka nimetatakse automediaans 'eks 1, kui ta on· 
sarnane oma mediaanidest konstrueeritud kolmnurgaga. 

Olgu kolmnurga külgede pikkused a, b ja e, kusjuures a < b < <e. Selle kolmnurga automediaansuseks on tarvilik ja piisav,. 
et kehtiks s~eos 

a2 + e2 =2b2
, (1) 

mis on samavaarne nõudega, et külgede ruudud moodustaksid~ 
aritmeetilise progressiooni. 

Kui valida automediaanse kolmnurga kahe külje p,ikkused ühis
j aga j ata täisarvudena, siis valemist ( 1) arvutatav kolmas külg· 
osutub tavalis-elt irratsionaalseks (näiteks a = 3, e= 5 korral 

saame b == yl7). Seepärast pakub huvi küsimus, kas eksist~eerib 
p r im i t i iv s e i d autom·ediaanseid kolmnurki, s. t. niisuguseid,. 
mille külgede pikkused on iihisjagajata täisarvud. Aritmeetilises. 
tõlgenduses taandub ül1esanne d i of antilise võrrandi ( 1) s·elliste 
lahendite (a, b, e) l·eidmisele, et lõikudest pikkust·ega a, b ja e 
saaks konstrueerida kolmnurga. See aga tähendab, et tuleb leida I 
võrrandi ( 1) niisugused Jahendi d, mis rahuldavad tingimusi 

a < b < e, a + b > e. ( 2) 

Se11es, et võrrandi ( 1) kõik Jahendid ei rahulda tingimusi (2),. 
võib veenduda näite a ·= 1, b = 5, e= 7 varal. Need arvud anna
vad küll võrrandi ( 1) lahendi, kuid kolmnurka külg-edega 1, 5 ja 
7 pole võimalik konstrueerida. Tõestarne kõigepealt, et kui primi
tiivne automediaanne kolmnurk eksisteerib, siis tema külgede· 
pikkused avalduvad paarUute arvudena. Eriti lihtne on näidata, 
et küljed a ja e peavad olema paarituarvulised.· Tõ-epoolest, kui 
näiteks a oleks paarisarvuline, siis võrrandist ( 1) j ärelduks ka· 
e paarisarvulisus. Sel juhul aga võrrandi vasak pool jagub nel
j aga ja b2 järelikult kahega. Seega b on paarisarvuline ning kolm
nurk (a, b, e) ei ole primitiivne. 

1 Vt. Z et e 1, S., Automediaansed kolmnurgad. Matemaatika ja kaasaeg, . 
V, lk. 68-73. 



Oletame nüüd, et b on paarisarvuline. Võrrandist (1) järeldub 
·siis, et a2 ·+ e2 jagub kaheksaga. See pole aga võimalik, sest kahe 
paaritu arvu aja e ruutude summa jagub küll alati kahega, kuid 
ei jagu neljaga (ja ammugi mitte kaheksaga). Seega peab ka b 
.olema paarituarvuline. 

Saadud tulemusest jäPeldub, et võrdustega 

e+ a e-a (3) X= Y=---
2 2 

·defineeritud arvud x ja y on täisarvu d (sest kahe paaritu 
-arvu e ja a summa ja vahe on alati paarisarv), kusjuures x > y. 
Võrdustest (3) saame 

a=x-y, e=X + y. (4) 

Asetades a ja e need väärtused võrrandisse ( 1), omandab see 
Pythagorase võrrandi 2 kuju 

x2+y2=b2. (5) 

Arvudest x ja y peab siin üks ol·ema paari tu, t•eine aga paarisarv 
(sest nii nende vahe kui ka summa peab võrduste (4) kohaselt 
olema paaritu). Olenevalt s·ellest, kumb arvudest x ja y on paaris
arv, peam·e me eraldi vaatlema kahte juhtu. 

E sim e s e I ju hu I (x on paarisarv) avalduvad võrrandi (5) 
Jahendid kujul 2 

x = 2mn, y = m2- n2, b = m2 + n2, 

-kus m >n> 0 ning üks ühisjagajata arvudest m ja n on paaritu
.arvulinre. Siit saamegi võrrandi ( l) lahendi: 

a = (m + n) 2 - 2m2, b = m2 + n2, 

e= (m + n) 2 - 2n2. (6) 

Nagu me varem selgitasime, peab s·ee lahend rahuldama tingimusi 
(2). Esim,ene nendest tingimustest on alati täidetud, sest mistahes 
positiivsete x ja y korral k·ehtivad võrraius-ed 

X- y < )' X2 + y2 <X+ y; 

arvestades seoseid ( 4) ja ( 5), saamegi siit a < b < e. T·eine tingi
must·est (2) (võrdusi (6) arvesse võttes) on samaväärne võrra
tusega 

m2 < 3n2 • 

Kokkuvõttes võime s·eega öelda, et kui m ja n rahuldavad tin
·gimusi 

2 Vt. Ga b o vi ts, J., Veidi kolmnurga aritmeetikat. Matemaatika ja kaas
aeg, V, lk. 57-67 . 
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n2 < m2 < 3n2, (7)• 
siis leidub primitiivne automediaanne kolmnurk külgedega (6). 
Iga konkreetse n valiku puhul on m valik piiratud mitte ainult 
võrratust·ega (7), vaid ka asjaoluga, et arvudel m ja n on erinev 
«paarilisus». Nii näiteks, kui n= 10, siis tul·evad arvesse vaid 
m väärtus•ed 11, 13 ja 17. 

Te i s e I j u hu 1 (y on paarisarv) p•eab olema 

x=m2-n2, y=2mn, b=m2 +n2 

ja võrrandi ( 1) I ah end avaldub kujul 

a=(m-n) 2-2n2, b=m2+n2, c=(m+n) 2-2n2. (8) 

Ka siin peab kehtima võrratus a + b >e. Val1emeid (8) arvesse· 
võttes saame 

m2 - 4mn + n2 > 0. 
Siit ja tingimus·est m >n järeldub, et peab olema 

m>(2·+v3)n (9) 

ehk ligikaudu m > 3,732 n. Kui viimane võrratus on rahuldatud, 
siis leidub primitiivne automediaanne kolmnurk külg.edega (8). 

s.eosed (6)- (9) võimaldavad primitiivset•e automediaanst:>te 
kolmnurkade tabul•eerimist etteantud piirini. Nii näiteks on all
järgnevas tabelis antud kõik sellised primitiivsed automediaansed 
kolmnurgad, mille külgede pikkused ei ül:eta arvu 200. Tabeli esi
meses veerus on märgitud arvutusteks kasutatud valemi number,3 

järgnevas kahes veerus suuruste m ja n vastavad väärtused ning 
lõpuks kolmnurga külJed a! b ja e. 

Valem 

I 
II 
I 

II 
I 
I 

II 
I 

II 
I 

II 
I 

II 
I 

II 
I 
I 

m 

3 
4 
4 
6" 
5 
6 
8 
7 
9 
8 

10 
8 

Il 
9 

I2 
10 
10 

I n I a 
------- ------------·-

2 
I 
3 
I 
4 
5 
I 
6 
2 
5 
1 
7 
2 
8 
1 
7 
9 

7 
7 

17 
23 
31 
49 
47 
71 
41 
41 
79 
97 
73 

127 
119 
89 

161 

13 Valem (6) on tähistatud I, valem (8) - IL 

l_b 
13 
17 
25 
37 
41 
61 
65 
85 
85 
89 

101 
113 
125 
145 
145 
149 
181 

e 

17 
23 
31 
47 
49 
71 
79 
97 

113 
119 
119 
127 
161 
16I 
167 
19I 
199 

59! 



TRISEKTSIOON JA HOPERBOOL 

Vastukaj ana M. Rahula artiklile «Nurga trisektsioon hüperbooli 
abil» (Matemaatika ja kaasaeg, VI, lk. 52-53) saabus toimetusse 
kiri prof. N. Tsaikovskilt Lvovist. Kirjas märgitakse, et ülesande 
lahendus on originaalne ja võimaldab lihtsamini saavutada suu
remat täpsust kui klassikaline Archimedese võte kahe märgiga 
joonlaua abil (seHe kohta vt. «Matemaatika ja kaasaeg», VI, 
lk. 44). Ohtlasi annab N. Tsaikovski lihtsa algebralise tõestuse 
võrdhaars·e hüperbooli Slellele omadusel•e, miHele tugineb M. Rahu
la lahendus: võrdhaarse hüperbooli xy = I kaht punkti P (x~, yi) 

ja Q(x2, Y2) ühendava kõõlu keskpunkt K{-"'' ~x2 ,-Y 1 ty2 )poolitab 

samal ajal sirgel PQ hüperbooli asümptootide vahele j ääva lõigu 
AB (vt. «Matemaatika ja kaasaeg», VI, lk. 53, joon. 2). 

Tõepoolest, sirge PQ võrrandi 

y-yl X-X! 
----

võib võrdusi X1Y1 = I, x2y2 = I kasutades teisendada kujule 

X 1 y 
---~ =1. 
X[+ X2 Yl + Y2 

(Kuidas on seda kõige lihtsam teha?) Seetõttu selle sirge ja koor
dinaatt.elgede lõik•epunktideks on A (x 1 + x2, 0) ja B (0, Y1 + Y2). 
Siit on kohe näha, et lõigu AB keskpunktiks on samuti punkt K. 

Toimetuse poolt märgime, et ka M. Rahula andis võrdhaarse 
hüP'erbooli mainitud omadusele esialgu algebralise tõestus•e, kuid 
loobus sellest enam sünteetilise tõestuse kasuks, mis on paremas 
kooskõlas ülesande elementaargeomeetrilis•e iseloomuga. 



... !l'!fJ D.!i.i.ili;l.w.tl!'l'f.f.!.!A 

SOFIA KOVALEVSKAJA 

A. Ruubel 

Käesoleva aasta 10. veebruaril möödub 75 aastat kuulsa nais
matemaatiku Sofia Kovalevskaja surmast. Sofia Kovalevskaja oli 
teadlane, kes võitis matemaatika ja mehhaanika alal üldise tun
nustuSie ja sai esim.eseks naisprofessoriks. Ta oli ühtlasi ka kir
janik ja energil ine teerajaja nais-
tele kõrgema hariduse kättesaa
davaks tegemisel. T~ema elulugu 
annab kujuka pildi neist raskus
test, millega tuli tol ajal nii Vene
maal kui ka mujal maailmas või
delda naisel, kes tahtis saada kõr
gemat haridust ja töötada teaduse
põllul. 

Sofia Kovalevskaja sündis 15. 
jaanuaril 1850. a. Moskva rikka 
mõisniku, suurtükiväe kindrali 
Vassili Korvin-Krukovski perekon
J).aS. Ema Elisabeth (sünd. Schu
bert), rahvus·elt sakslane, pärines 
teadlaste perekonnast. Nii tema 
isa kui ka isaisa Feodor Schuhert 
( 1758-1825) - tuntud astronoom 
ja matemaatik - olid mõlemad 
Vene TA akadeemikud. 

Erru läinud, asus V. Korvin
Krukovski koos pePekonnaga ela
ma oma mõisa Palibinosse Vi-
tebski kubermangus, kus mööduski Sofia Koval·evskaja laps~epõli. 
Sellest võib saada üsna kujuka pildi tema enese jutustus!e «Mäles
tused lapsepõlvest» järgi. Isa hoidis kõrgel perekonnapea vääri
kust, eraldus kodus oma kabinetti ja puutus perekannaga kokku 
vaid lõunalauas. Last~ega ei tegelnud ka ema, kes end armastas 
näidata üksnes p'eole mineku eel, et lapsed võiksid imetleda tema 
-ehetes säravat ilu. 

Laste kasvatamine oli täi~elikult usaldatud laps,ehoidja ja hilj-em 
gu-vernantide hooleks. Hoidjaks oli lihtne heasüdamlik vene naine, 
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kes lapsi armastas, kuid kellel nii puhtus,est, korrast kui ka kasva
tusküsimustest palju aimu 1ei olnud. (Prantslasest guvernandi 
halvustavad märkus·ed said alati tõhusa vastulöögi last·ehoidja 
sõnadevalingu näol.) Seetõttu lapsed (Sofia, temast 6 a. vanem 
Anjuta ja 3 a. noor.em vend Fedja) kasvasid suurel määral oma
pead. 

Kui Sofia oli 7 -aastane, võeti t·ema guvernandiks inglanna 
miss Smith, kes lõi rang.e korra majja. Uudne oli ülestõusmine täp
selt k1ell 7, hommikune külma veega karastamine, uudseks olid ka 
p·ealelõunased poolteisetunnised jalutuskäigud ja paljud muud 
asjad. Eriti külmadel päevadel tuli jalutuskäigu asemel minna 
saali palli mängima. Need pallimängutunnid olid Sofiale ilusai
mad hetked: ta ei mänginud siis palli, vaid luges suur·e õhinaga 
kirjandust raamatukogus, mis asets·es saali kõrval. Lug1eda sai 
ta muidugi väga väheseid guvernandi poolt valitud raamatuid. 
Sofias ärkas juba väga noorelt õe ·eeskujul luuletamise kirg. Kirja 
panna ta aga oma luuletusi ei saanud, s·est tal puudus panipaik, 
kust guvernant neid poleks leidnud,. leidmis'e korral oleks alanud 
nende mõnitavatooniline deklameerimine ning nöökimine lõuna
lauas. Pallimängutunnid said Sofiale ka ainsateks omaette vaba
deks luuletamise ja luuletuste päheõppimise hetketeks. 

Huvi matemaatika vastu ärkas Sofias alateadlikult juba väga 
noorelt. Ta ise jutustab s·elle kohta oma mäl1estustes huvitava epi
soodi. Nlõisa kolimise] ja maja remontimisel ei jätkunud tapeete 
kõigHe, tubadele ja lastetoa s~eintele said J,ehed Ostrogradski dife
rentsiaal- ja integraalarvutuse loengute litografeeritud konspek
tist. Sageli vaatles tüdrukuke huviga salapäraseid valemeid, püü
des mõista, kuidas nad üksteisele järgnevad. Kui tal 15-aastasena 
tuli õppida diferentsiaal- ja integraalarvutust, siis ei jõudnud 
tema õpetaja im·estada, kui kiiresti Sofia omandas piirväärtuse ja 
tuletise mõisted ja val,emid. «S1ee oli tal kõik nagu enne teada,» 
ütles õpetaja. 

Huvi mat,emaatika vastu äratas temas isa v·end Pjotr, kes oli 
laiaidaste teadmistega väga palju lug·enud inim:ene. Onu polnud 
küll matemaatik, kuid tundis suurt lugupidamist matemaatika 
vastu ja andis seda oma sagedaste Palibinos viibimiste puhul 
edasi ka Sofiale, rääkides ringi kvadratuurist, asümptootidest ja 
teistest küsimustest, mis äratasid lapses huvi matemaatika kui 
kõrg-e ja salapärase teaduse vastu, mis avab tema tundjal·e uue ise
väärse ilma. Sofia iseseis·ev loominguvõime avaldus juba järgmi
sest juhtumist. Tutvunud lausega ringi ümbermõõdu ja diam,eetri 
suhtest, andis Sofia s·ellde oma tõestus·e. Kui õpetaja näitas, et 
on veel otses·em tee, punastus õpilane ja hakkas nutma. 

Sofiale taheti anda haridus, mida oli kombeks anda toll·eaegse 
kõrgema seltskonna tütarlastele. Et Sofia} siiski õnnestus edasi 
õppida kõrg·emat mat•emaatikat, tuli appi juhus. Isa tuttav, füüsika
professor Tõrtov tõi neile oma füüsika õpiku. Suur oli tema im1es-
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tus, kui ta hilJem nägi, et 14-aastane tütarlaps Iug,es huviga füü
sikat ja kuigi ta trigonomeetriat polnud õppinud, oli ta andnud 
seal esinevatele mõningatele trigonomeetrilistele vaJ.emitel1e õige 
tõlgendus'e. Prof. Tõrtov juhtis isa tähelepanu Sofia haruldastele 
võimetele mat1emaatika alal, ja kui ema talvel tütardega järjekord
selt Peterburis viibis, lubati Sofia! võtta matemaatikas eratunde. 
Tunniandja valik oli õnnelik: õpetaja A. N. Str.annoljubski, Mere
väe Akadeemias end täiendav m·erekooli matemaatikaõpt~taj a oli 
avara silmaringi·ga matemaatik ja laialdast·e huvidega inim·ene. 

Kuuekümnendate aastate - esimese revolutsioonilise situat
siooni ajajärgu uued ideed tungisid ka väikese Palibino mõisani. 
Ne·ed kandusid siia kihelkonna preestri poja kaudu, kes oli lõpe
tanud vaimuliku seminari, kuid keeldunud vastu võtmast preestri 
ametit. Darvini ideede suure austajana läks ta omal käel, isa toe
tuseta, ülikooli loodusteadust õppima. Kuulnud seHest, lõi Anjuta 
temaga salaja tutvuse. T~emalt said õed Krukovskid ajakirju 
«Sovremennik», «Russko}e slovo» ja isegi ühe keela tud «Kolokoli» 
numbri, samuti raamatuid, mille kaudu tutvusid õed Darvini õpe
tusega ning r.evolutsiooniliste demokraatide Ts·ernõsevski, Dobrol
jubovi, Pissarevi ja teiste ideedega. Sofia kirjutab oma mälestus
tes: «See oli väga õnnelik aeg. 1'Vleid haarasid need ideed väga, 
olim·e sügavalt veendunud, et k·ehtiv ühiskondlik kord ei või kaua 
kesta, ja nägime juba kujutluses uut aega, vabaduse ja üldise 
haridus·e saamise arega. Me unistasime sellest.» 

Raske oli naisel tol ajal omandada kõrgemat haridust, millest 
unistas Sofia. V~enemaal oli keelatud võtta naisi ülikooli kuula
jaiks. Välismaal olid võimalused küll mõnevõrra paremad, kuid 
vanemad ja toll:eaegne ühiskondlik arvamus ei lubanud vallalistel 
tütarlastel välismaale õppima minna. Võimaluse saamiseks sõlmiti 
fiktiivseici abielusid. Tuttavad otsisid ka Anjuta jaoks s·ellise fik
tiivse abiellumise võimaluse. Koos abielupaariga lootis välismaale 
pääseda ka Sofia. Kandidaadiks osutus Vladimir Kovalevski, kes 
tahtis välismaale loodusteadust õppima minna. Hiljem sai t·emast 
tuntud teadlane, k1es lõi uue teadusharu - evolutsioonilise pale
ontoloogia. 

Kovalevski tutvuski õdede Krukovskitega. Anjuta oli küll mõtte 
algataja, kuid lõi järsku kartma ja ei julg,enud isa jutule minna. 
Sofia aga l·eidis, ·et asja nii jätta ei või, ning otsustas plaani ise 
täide viia. Fiktiivne abiellumine Sofiaga meeldis ka Vladimir 
Kovalevskile rohkem, sest Sofia huviala oli lähem Kavalevskt 
omaJ,e ja pealegi oli Sofia! palju juJg,et p·ealehakkamist ning ener
giat. 

Sofia isa teatas Kovalevskile, et ta ei ole üldis;elt selle abielu 
vastu, kuid soovitas, et noored enne teineteisega tutvuksid, ja 
lükkas otsustamise seetõttu esialgu edasi. Sofia otsustas kasutada 
kavalust. ühel suurel per1ekonnapeol Peterburis Schuhertite juures 
jäi Sofia kõigi suuPeks üllatuseks peolauda tulemata ja laskis tee-
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nijat külaliste kuuldes isale t·eatada, et ta ei saa tulla, kuna val
:nistub pulmadeks oma p·eigm·ehe Kovalevskiga. Et mitte piinlikku 
seisukorda sattuda, tegigi isa nüüd teatavaks oma tütre peatse 
abiellumise ja määras kindlaks pulmapäeva. 1868. aastal sõlmitigi 
abielu. 

18-aastane Sofia oli nüüd iseseisev. Ta asus elama Peterburi 
ja kutsus enes·e juurde hilj-em ka Anjuta. Et Vladimir I(ovalevskil 
polnud kohe võimalik välismaale minna, siis püüdsid nad saada 
Sofiale loengute kuulamise võimalust Pet·erburis. Nad pöördusid 
kõig·epealt kuulsa füsioloogi prof,essor I. M. SetSenovi poole, kes 
oli nende tuttav. Vabade vaadet,ega inimesena pooldas ja toetas 
S.efSenov naistele kõrgema hariduse andmist. Kuigi prof,essor oli 
nõus, tuli ka tema loengule ikkagi minna nii, et kuuldused sellest 
ei läheks kohe juhtkonna kõrvu. Töötati välja plaan, mille järgi 
Sofia viidi sisse tagaukse kaudu rühma teadlaste ja vanemate üli
õpilaste keskel. Nad istusid vähem märgatavale kohale ülemisse 
ritta. Kuid pikemat aega märkamatult loenguid külastada polnud 
võimalik. Professor Setsenov hakkas energiliselt taotlema Sofiale 
loengute kuulamise luba. Talle öeldi ära, viidates seda keelavale. 
seadus,ele. Ainult pärast seda, kui Srets.enov andis koguni ähvar
duse töölt lahkuda, sai Sofia Koval·evskaja lõpuks erandlikult loa 
käia professori loengutel. Loengute kuulamist mat·emaatika alal, 
vaatamata kõigile püüdlustele, Peterburis korraldada ei õnnes
tunud. 

1869. a. kevadel sõitsid Vladimir ja Sofia välismaale - Vladi
mir Viini, Sofia Heidelbergi. Kui Sofia läks Heid~lbergi ülikooli 
endale loengutel käimis.e luba hankima, vastati talle algul põikle
valt, siis ·eitavalt. Sofia sai teada, et võõrastust äratas asjaolu, 
et tema - naine läks ise luba hankima. Tollea,egsete vaadete järgi 
oleks abielus nais·e asemel pidanud taotluse esitama tema mees. 
Nüüd kutsus Sofia Viinist oma abikaasa ning sellel õnnestuski 
saada Sofiale loengutel käimise luba. Vladimir Kovalevski leidis 
lahkemat vastuvõttu ja vastutulekut ka veel s·eetõttu, et tema vend 
Aleksander oli juba kuulus t·eadlane, k~eda tunti ka Heidelbergis. 

Heidelbergis oli Sofia Kovalevskaja kolm semestrit, kuulat,es 
loenguid matemaatikute L. Köningsberg·eri ning P. Du Bons Rey
mondi, füüsiku G. R. Kirchhoffi ja füsioloogi H. Helmholtzi juures. 

Kovalevskitega koos sõitis välismaale ka Sofia õde Anjuta, kes 
p·eatus algul Heidelbergis. Ta uuris siin raamatukogus mitme
sugust revolutsioonilist kirjandust ja sõitis siis Prantsusmaale, kus 
lülitus seals·esse elavasse töölisliikumisse. Pariisis töötas ta liht
töölisena, kirjanikuna ja ajakirjanikuna ühe revolutsioonilise aja
lehe juures, abiellus arstit·eadus·e üliõpilase, tuntud revolutsionääri 
H. Jaclard'iga ja võttis koos abikaasaga aktiivselt osa Pariisi 
Kommuuni võitlustest 1871. a. (teda nim,etab ka Marx ühes oma 
kirjas Eng·elsHe). Anjuta tõttu satuvad Pariisi Kommuuni võitlus
pä,evil Prantsusmaale ka Sofia ja Vladimir I(ovalevski. Vladimir 

64 



S. Kovalevskaja 1868. aastal. 



koos An juta ja Sofia isaga organiseerivad vangilangenud 
J aclard'He sala j ase põg·enemise Vladimiri riietus·es, Sofia aga 
hoolits·eb haiglas haavatute eest. 

Heidelbergist sõitis Sofia Kovalevskaj a Herliin i, ·et kuulata 
kuulsa matemaatiku Karl Weierstrassi loenguid. Herliinis ei õnnes
tunud tal aga saada loengute kuulamise luba. Seetõttu läks Kova
levskaja W·eierstrassi juurde koju ja palus, et see töötaks temaga 
eraviisiliselt. W·ei1erstrass oli tuntud kui naiste ülikoolis õppimise 
vastane. Ta oli siiski viisakas, andis Kovalevskaj ale prooviks 
mõned väga rasked ülesanded. Suur oli tema üllatus, kui Kova
levskaja Jahendas need hiilgavalt. Sofia Kovalevskajast sai 
Weierstrassi lähim ja lugupeetavaim õpilane. Weierstrass kordas 
talle oma loenguid ja arutas uurimisel olevaid ma temaatilisi prob
leeme. 

Berliinis ·elas Kovalevskaja väga kitsastes materiaalset,es tin
gimust·es, s·est ta toetas ka Anjutat. Sofia Kovalevskaja õppis 
Wei.erstrassi juures neli aastat, sellest ajast oli ainult 1871. a. 
kevadel ja suvel Pariisis. 

Teadusliku kraadi taotlemisel tuli Kovalevskajal kokku pärgata 
ootamatute juhuslik,e takistustega. Esimest seneks valmistatud 
tööd -ei saanud ta esitada, sest Zürichi mat,emaatik H. A. Schwartz 
jõudis temast samade tulemuste avaldamis.ega ette. Doktori kraadi 
taotlemise asjus oli juba läbi räägitud Göttingeni ülikooli rektori 
mat•emaatik A. Clebschiga, kuid viimane suri just ajal, mil Kova
levskaja tahtis talle saata oma uue töö Abeli funktsioonidest 
Koval·evskaj a oli s•ellest kõigest väga löödud, kuid Wei·erstrassi 
õhutusel hakkas uuesti energiliselt tööle. Nii valmis tal kolm tööd: 
«ÜsatuJ.etistega diferentsiaalvõrranditest», «Mõningate Abeli 
funktsioonide ta andamisest elliptilistele funktsioonidel·e» ja «Sa
turni rõnga kujusb>. Esim·eses töös antakse lausele, mida praegu 
tuntakse Cauchy-Kovalevskaja lause nime all, lihtsam tõestus kui 
Cauchy oma ja esitatakse Sieile lause lõplik kuju. Teises töös taan
datakse mõningad integraalid lihtsamale kujule ja kolmandas töös 
täpsustatakse Laplace'i tul·emust Saturni rõnga kohta ja saadakse 
selle rõnga ristlõikeks ellipsi asemel teatud ovaal. 

187 4. a. astus Weierstrass Göttingeni ülikoolis samme Sofia 
Kovalevskajale filosoofiadoktori kraadi andmis,eks esitatud tööde 
põhjal, millest juba igaüht eraldi pidas Wei·erstrass doktoritöö vää
riliseks. Kuna töid oli kolm ja nad said kõrge hinnangu osaliseks, 
andis Göttingeni ülikool Weierstrassi soovitusel Kovalevskaj al e 
doktori kraadi ilma sel puhul eüenähtud eksamiteta ja töö kaits
miseta. 

Kovalevskit<e perekond pöördus nüüd tagasi Peterburi. Vaata
mata teaduslikule kraadile ei leidnud Sofia kui naine tööd ei kõr
gemates õppeasutustes ega isegi Naiste Kõrgematel Kursustel, mis 
avati Peterburis 1878. a. ja mille organiseerimis·ele Sofia Kavalevs
kaja tõhusalt kaasa aitas. Ta hakkas töötama publitsistina, kirju-
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tades populaarteaduslikke artikleid ja teatriarvustusi. Sel ajal 
liikus Koval:evskaj a t'eadlaste ja kirjanike ringis, kuhu kuulusid 
Mendele}ev, Setsenov, Butlerov, Tsebõsov, Stoletov, Turg.enev, 
Dostojevski ja teised. Pärast tütre sündimist 1878. a. pühendus 
ta täielikult selle kasvatamisele. Matemaatikaga ta kodumaal 
P'eaaegu ei tegelnud. Seda mõjutas kogu toUeaegse Pet,erburi mil
jöö, kus Sofia Kova11evskaja mälestuste järgi valits·esid vaid ärili
sed huvid. 

Mat,emaatika juurde tõi Sofia Koval'evskaja tagasi Tsebõsovi' 
poolt temale tehtud ettepanek esineda ettekandega v~ene loodus-· 
teadlast1e ja arstide konverents il 1880. a. P~eterburis. Sellel konve
rentsil oli koos palju teadlasi ja sellest ajast alat'es algas kirja
vahetus Sofia Koval·evskaj a ja Helsingi ülikooli professori G. Mit-· 
tag-L,effl.eri vahel (säilinud 420 kirja, fotokoopiad neist on NSVL 
T·eadust~e Akadeemia arhiivis) . .!V1ittag-Leffler oli samuti endine 
W·ei·erstrassi õpilane. Ta hindas kõrgelt Sofia Kovalevskaja või
meid ja hakkas energiliselt hoolitsema s·elle eest, et saada talle 
õpp~ejõu kohta mõnes välismaa ülikoolis. 

Varsti pärast konverentsi asusid Kovalevskid elama Moskvasse,. 
kus Sofia otsustas uuesti anduda teaduslikule tööl1e. Ta tahtis siin 
sooritada magistri eksameid, kuid ei saanud selleks luha. Nimelt 
vastas Götting,eni doktori kraad Venemaal ainult kandidaadi kraa
dile, kuid sellele järgnesid siin veel magistri ja doktori kraadid. 
Et uuesti matemaatikasse süveneda, sõitis Kovak~vskaj a 1880. a .. 
lühikeseks ajaks jälle Berliini Weierstrassi juurde. 

1882. a. sõitis Sofia Kovalevskaj a Pariisi, kus tutvus prantsuse 
matemaatikute C. Hermite'i, E. Picard'i ja teistega. Pärast seda 
kirjutas ta töö «Valguskiire murdumisest kristallides». 

1883. a. s.ai traagilis,elt surma tema abikaasa Vladimir Kova
levski. Selle teate peale Sofia haigestus ja tervenenud, pöördus 
kohe tagasi Moskvasse. 

Samal 1883. aastal sai Kovalevskaja Mittag-Lefflerilt, kes oli 
hiljuti asutatud Stokholmi ülikooli rektor, ettepaneku tulla õppe
jõuks sellesse ülikooli. Ta võttis kutse rõõmuga vastu ja sõitis 
1883. a. novembris Stokholmi. Seal lug1es ta ühe aasta vältel era
dotsendina saksa keeles üht erikursust Selle ajaga õppis ta ära 
rootsi keel~e niivõrd, et hakkas edaspidi loenguid pidama ainult 
rootsi ke·eles. 

1884. a. valiti Kovalevskaja Stokholmi ülikooli matemaatika 
professoriks. HilJem töötas ta samas ülikoolis ka mehhaanika pro
fessorina. TingimuSied loominguliseks tööks olid Stokholmi üli
koolis eriti soodsad. Peale loengute ei olnud Kovalevskaj al mingi
sugust muud õppetööd, loenguidki oli ainuit 4 tundi nädalas, kuu
lajaid 17-18. Palk oli hea, 6000 krooni aastas. õppetöö vaheajad,, 
mida oli aastas kaks, v,e,etis ta tavaliselt Nizzas. Stokholmi miljöö, 
ja noore ülikooli vabameeine õhkkond olid soodsad loominguli seks 
tööks. Enam tagurlike vaadetega Upsala ülikooli ringkandades 
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vaatasid paljud siiski vaenulikult niisugusele nähtusele nagu naise 
valimine professoriks. Kui Mittag-Leffl.er 1885. a. rääkis Sofia 
Kovalevskajale kavatsustest 1esitada ta Rootsi Teaduste Akadeemia 
akadeemikuks, siis soovitas Kovalevskaj a ise seda edasi lükata, 
ö~eldes, et ta pole veel saanud oma töid üldsusele tutvustada nii 
nagu tarvis, mis võib põhjustada ühelt poolt pahameelt, teiselt 
poolt arvamist, 1et tema pooldajad teda naismatemaatikuna eriti 
soosivad ja temale väiksemaid nõudeid esitavad kui meestele. 

1888. a. kirjutas Sofia Kovalevskaja oma põhilise t,eadusliku 
töö «Ülesanne jäiga keha pööriemisest raskustungi mõjul ühe 
kinniiuspunkti ümber». See teema oli paljude teadlaste huvi
objektiks. Täi·elikult oli probleem seni läbi uuritud vaid ainult 
kahel ·erijuhul: sümm·eetrilise keha juhul, kui raskusk,ese on pöörd
teljel, ja suvalise keha juhul, kui raskuskese on tugipunktiks. 
P.ariisi Teaduste Akadeemia oli kuulutanud välja preemia selle 
ülesand'e lahenduse 1edasiviimise eest mingis olulises osas. 

Kovalevskaja, keda see probleem juba ammu oli huvitanud~ 
pühendus sellele iHesandele kogu hinge ja jõuga. ühes sellest 
ajast säilinud kirjas ta kirjutab: «Minu p·ea on nüüd nii täis mate
maatikat, ~et ma ei saa mõelda ega kõnelda millestki muust. Ma 
jõudsin teatud tul·emusele ja pealegi väga me~eldivaJ,e, nimelt juhu 
avastamisele, kus integreerimine on t;eostatav ultra-elliptiliste 
funktsioonide kaudu.» Sofia Kovalevskaja töötas sel ajal väga 
palju, väsi s Sleej uur,es füüsiliselt ja ainult tõsine loomingurõõm 
aitas teda lõpuni vastu pidada. Töö valmis tähtpäevaks. 

Võistlusele saabus 15 tööd ja preemia sai nendest ainult Sofia 
Kovalevskaja töö. SeHes töös Kovalevskaja näitab ühe uue juhu. 
mille puhul lahendamine on täielikult teostatav. Preemia üleand
mine toimus 24. detsembril 1888. a. Saadud tul1emuste tähtsuse 
tõttu ja s·eetõttu, et see teema oli välja kuulutatud juba kolman
dat korda, suurendati pre·emiat 3000 frangilt 5000 frangile. 

1889. a. sai Kovalevskaj a pr·eemia Rootsi teaduste akadeemialt 
teise töö eest jäiga kreha pöörlemise kohta. 

Need Kovalevskaja tööd leidsid elavat vastukaja ka vene mate
maatikute ja mehhaanikute hulgas. N. E. Zukovski andis Kova
levskaja juhu parameetritele geomeetrilise tõlgenduse, B. N. Delone 
ehitas Kovalevskaj a güroskoobi mudeli. Gorj ats ev, Tsaplõgin. 
Suslov jt. t~eostasid rea uurimusi seoses samade küsimustega. 
Kovalevskaja sai üldtuntuks kogu matemaatika ja m·ehhaanika 
teaduseilmas. Ta oli tihedas kirjavahetuses mitmete tähtsate tead
lastega paljudest riikidest. 

Ts,ebõsovi, Imsenetzki ja Bunj akovski ettepanekul valiti Sofia 
Kovalevskaja novembris 1889. a. Peterburi Teadust~e Akadeemia 
korrespondeerivaks liikm·eks. Sellele vaatamata ei õnnestunud 
Kovalevskajal ka nüüd saada oma erialale vastavat kohta kodu
maal. Oks t·ema sugulastest, A. I. Kossitz tahtis teda tagasi tuua 
Venemaale ning pöördus Peterburi T·eaduste Akadeemia presidendi 
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poole palvega Sofia Kovalevskaj ale tema erialale vastava töö 
võimaldamiseks Venemaal, mõeldes kohta Teaduste Akadeemia 
juures. Akadeemia pnesidendi K. V~esselovski vastus algab pika 
kiidulauluga Sofia Kovalevskajale (kus räägitakse tema erakord
sest andekusest, hiilgavatest võimetest teaduse alal, võidetud tun
nustusest }a kuulsusest, mida täielikult on õigustanud tema edukas 
töö professorina), lõpeb aga väitega, et Vene ülikoolides on naiste 
vastuvõtmine ülikooli kateedrit,esse keelatud, ükskõik missugused 
ka ei oleks nende võim,ed ja teadmised. Seepärast ·ei leiduvat Vene
maal Sofia Kovalevskaj a jaoks kohta, mis oleks sama kõrg·e ja 
sama hästi tasutav kui koht, mis tal on välismaal. Sofia Kova-
levskaja jäigi elama Rootsi. · 

Sofia Kovalevskaj a ja tema õde An juta olid mõlemad ka kir
janikud. Tütarlapsena kirjutas Anjuta kord jutustuse ja saatis 
seUe vanemat~e teadmata ühe teenija vahetalitusel ajakirjale 
«Epohha», kus toim.etajaks oli Dostojevski. Kui s~ee jutustus trükiti 
ja saabus honorar, tuli sellest väga suur pahandus. Tutvus Dos
tojevski ga oli aga loodud. Temale näitas ka noorukene Sofia oma 
töid, mis said Dostojevskilt kiitva hinnangu. Hiljem jätkasid mõle
m.ad õed kirjanduslikku t1egevust. Sofia Kovalevskaja sai selleks 
kõig~e rohkem aega nüüd, kus ta mat~emaatika alal oli lõpetanud 
oma tähtsad uurimus,ed. Kirjanikest oli ta eriti tihedas kontaktis 
Mittag-LefHeri õe kirjanik Edgren-Leffleriga ja Ellen l(eiga. 
Kovalevskaj al e omane poolehoid e1esrindlike revolutsiooniliste 
demokraatide ideedele, kaasaaitamine revolutsionääridele ja kaas
tunne oma meelsuse tõttu tsaarivalitsuse poolt tagakiusatutele, 
välJendus ka tema kirjanduslikus loomingus. Edgren-Leffler koos 
Sofia Koval~evskajaga kirjutasid draama «Võitlus õnne eest», mis 
lõp~eb välJendusega «Ühenduses on jõud». Rootsis kirjutas Sofia ka 
«Mälestused lapsepõlv~esb>, milles ta kirjeldab last'e kasvatust, 
vahekorda teenritega, andes kujuka pildi tolleaegs~est vene mõisast. 
Tema «Jutustuse Poola ülestõusust» peategelaseks on noor poola
kas - Poola vabaduse eest võiüeja. Kovalevskaja romaan «Nihi
list» oli tsaari-Venemaal koguni keelatud raamatute nim1ekirjas. 
SeUes jutustatakse tütar lapsest, kes tahtis tuua kasu rahvale ja 
võttis osa revolutsioonilisest tegevusest. Romaani kangelane on 
tõsielust ja t~egelikult viis Koval,evskaja ise peategelase proto
tüübi kontakti revolutsiooniliste ringkondadega. Sofia Kavalevs
kaja ütleb romaanis: «M·eie ajal peab iga korralik inimene huvi
tuma ainult lühimast teest, mis viib ühise eesmärgi saavutamisele. 
V~enelase jaoks niisuguseks eesmärgiks võib olla üksnes sotsiaalne 
ja poliitiline revolutsioon.» 

Kovalevskaja kirjutas veel artikli Saltõkov-Stsedrinist, jutus
tused «Kolm päeva talupoegade ülikoolis Rootsis», «Romaan 
Rivieral», «Mälestusi G. Elliott'isb> ning teisi jutustusi ja luule
tusi. Kõigis neis avaldub kirjaniku sügav ja ;elav kujutamisvõime, 
lai huvidering ning võime tungida tegelaste hing,eellu. 
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1890. a. talvisel õppetöö vaheajal oli Sofia Kovalevskaj a Niz
zas, tagasisõidu} Rootsi külmetus ta ja haigestus raskesti. Surm 
saabus ootamatult kiiresti. Ta suri 10. veebruaril 1891. a. ja ma.eti 
Stokholmi. Teda oli saatma tulnud suurearvuline t~eadlaste ja kir
janike pere Rootsist ja väljastpoolt. Sofia Kovalevskajast on kir
jutatud mitmeid mäi.estusL Iseloomulik on, et Mittag-Leffl.eri 
mälestusi taheti trükkida ka Venemaal, kuid tsaari-Venemaal 
seda ·ei lubatud. 

Sofia Kovalevskaja jättis endast jäädava mälestuse nii tea
duses kui kirjandus·epõllul ning järjekindla energilise teerajajana 
naiste raskel võitluste·el kõrgemale haridusele. Ta näitas, mida 
naine võib ja suudab. 

MIDA VOIB KUULDA EKSAMIL 

Küsimus: «M.illega võrdub a3- a3?» 
Vastus: «Ühega.» 
Küsimus: «Aga millega võrdub 27- 27?» 
Vastus: «Muidugi nulliga.». 
Küsimus: «Aga millega võrdub 33 - 33?» 
Vastus: «Ühega.» 
Küsimus: «Kuid 33 = 27. Kumb vastus siis 01ge on?» 
Vastus: «Mõlemad, oleneb ainult sellest, kuidas võtta.» 

* * 
* 

Küsimus: «Mis on kujutav geomeetria?» 
Vastus: «Kujutava geomeetria ülesandeks on anda ruumilistest kujundi

test veel ruumilisemaid kujutusi.» 

* * 
* 

Küsimus: «Mida nimetatakse enesekaasoperaatoriks?» 
Vastus: «Enesekaasoperaatoriks nimetatakse niisugust operaatortt, mis 

võrdub iseendaga.» 
Küsimus: «Aga nimetage mõni operaator, mis ei võrdu iseendaga.» 
Vastus (pärast pikka mõtlemist): «Mitte ei tule meelde. Hommikul kui 

õppisin, siis ma veel teadsin, aga ... >> 



MIS ON TOENÄOSUS? 1 

E. Tiit 

11 Tõenäosuse statistiiine mõiste. 

1. Tõenäosusteooria varasematest rakendustest Tõenäosusteoo
ria on leidnud praktilist rakendamist juba oma arengu algetappi
dest peale. Jättes kõrvale hasartmängudega seotud probleemid, 
näeme töenäosust·eooria tulemuste kasutamist inimese praktilises 
t~egevus,es alates XVII sajandist. 

Nii kasutas hollandi matemaatik Jan de Witt (1625-1672) 
1671. aastal tõenäosusteooria äsja avaldatud tul,emusi (keskväär
tust) eluaegse rendi arvutamiseks. Sama tegi 1693. aastal ka saks
lane Edmund Ha Il ey (1656-1742), kelle tul·emused ül~etavad 
ta eelkäija omi konkreetsuse ja usutavuse poolest. Lähteandmeid 
Halley arvutusteks sisaldas tema enese poolt koostatud nn. sure-
7JUstabel, mis oli saadud Breslau (praegu \Vroclaw) linna statsio
naarse elanikkonna kohta aastail 1687-1691. Halley tabeli algus 
näeb välja järgmiselt: 

1 
2 
3 
4 

1000 
855 
798 
760 

Tabeli vasakpoolsesse veergu on paigutatud eluaastad (muide, 
pole päris selge, kas Halley mõüeb siin eluaasta algust või lõppu, 
s. t. kas esim'eses reas on andmed vastsündinute või I-aastaste 
laste kohta), parempoolsesse aga vaadeldud 1000 inimes·e hulgast 
vastava .eani elanud inimeste keskmine arv. 

Elua·egse rendi arvutamisel kasutas HaHey tabeli par,empoolses 
veerus paiknevaid arve vastava vanuseni elamise tõenäosustena, 
leides nende põhjal ka vanus~eni n+ m elamise tingliku tõenäo
suse tingimus·el, et inim·ene on elanud vanuseni n. Korrutades 
vanuseni n+- m elamise tingliku tõenäosuse ettenähtud rendi
summaga m aasta pärast ning surumeerides need korrutised kõik-

1 1\)icsokva artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 74-90. 
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võimalike m väärtuste korral (piiriks on siin maksimaalne võima
lik eluiga n+ m), leiab Halley eluajal makstava rendisumma 
keskväärtuse, mille soovitabki lugeda eluaegse rendi suuruseks. 
HaHey tabeleid kasutati ka lesk,ede ja orbude abistamiskassa asu
tamisel 1699. aastal Londonis. 

Töenäosusteooria üheks teiseks l~evinumaks rakendusaiaks 
XVII-XVIII sajandil oli õigusteadus. Kuigi seHelaadiliste prob
leemidega t~eg·elesid mitm·edki nimekad matemaatikud (J. Cara
muel, Nicolaus Bernoulli). olid saadud tulemused ometi väga 
kaheldava väärtusega. Veelgi viljatumaks osutusid katsed raken
dada tõenäosusteooriat erinustamisel. Kurioasse näit,ena senest 
valdkonnast võib märkida John Craigi 1699. aastal ilmunud arut
lust, mille põhjal aastaks 3150 lakkab eksisteerimast ristiusk ning 
:saabub ka maailma lõpp. 

Tekib loomulik küsimus: milliste ülesannet~e lahendamisel on 
tõenäosusteooria tulemuste rakendamine õigustatud, milliste puhul 
aga on nende tulemuste rakendamine ebaõige või vähemalt kaht
lane? 

Vastus s~ellele küsimusele anti alles paar sajandit hiljem sta
iistilise tõenäosuse mõiste rang·e defineerimise tulemus~ena. Vahe
pealse perioodi väHel aga laienesid tõenäosust'eooria rakendus
alad ning teooria ise rikasius -- suurelt osalt praktika nõudeil -
paljude uut~e tulemustega. 

XVII-XVIII sajandist peale esitavad töenäosust~eoorial,e prob
leeme ka loodusteadused. Esim,est,ena hakkasid intensiivselt are
nema astronoomia ja geodeesia. Nendele t.eadustel~e, mis baseeru
vad ulatuslike! vaatlustel (tollal pealegi väga ebatäiuslike 
jnstrum,entidega) oli ·eluliselt tähtis lahendada probleem, kuidas 
saada ebatäpsete mõõtmistulemuste põhjal võimalikult täpselt 
teada mõõdetava suurus·e õiget väärtust. S.eHe ülesande lahenda
mis~e jälgimiseks on meil tarvis tutvuda kaasaegse tõenäosusteoo
ria ühe põhimõiste - juhusliku muutujaga. 

2. Juhuslik muutuja (juhuslik suurus). Küllap on iga lugeja 
märganud, et püüdes korduvalt mingit suurust eriti täpselt mõõta, 
saame ~erinevatel mõõtmistel üldis,elt erinevad tulemused (mis, 
tõsi küll, võivad olla üksteisele kaunis lähedased). Mõõtmise tule
mus sõltub paljudest teguritest: välistingimustest (temp~eratuur, 
õhurõhk, tuul, valgustus), mõõtjast (väsimus, meeleolu), instru
n1endist jne. Kokkuvõttes üüeksim~e: mõõtmistutemus sõltub juhu
sest - ta on juhuslik suurus. üldiselt nimetame juhuslikuks muu
tujaks muutuvat suurust. mis võib sõltuvalt juhusest omandada 
erinevaid reaalarvulisi väärtusi. Mõningat~e lihtsate juhustike muu
tujat~ega oleme me juba kokku puutunud. Nii oli juhuslikuks muu
tujaks täringuvisk~el saadav silmade arv X1, see võib omandada 
väärtusi 1, 2, 3, 4, 5 ja 6. Samuti on n täringu viskel saadav sil
mad'e arv Xn juhuslik muutuja; Xn väärtuseks on n, n+ 1, ... , 6n. 
Juhuslik muutuja on ka n-kordsel rahaviskel saadav vappide arv 
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Yn, mis võib omandada väärtusi 0, 1, 2, ... , n; juhuslik muutuja 
on loteriivõit Z, mille suuruseks võib olla 0, 10, 1 OO, 1000 ja 
I 0 000 rbl. 

Juhusliku muutuja is·eloomustamiseks on vähe sellest, kui me 
teame, missuguseid väärtusi ta võib omandada. Meil on tarvis 
teada ka seda, kuivõrd töenäoline on ühe või teise väärtus·e esine
mine. Pole ju kaugeltki ükskõik, kas lot•eriil on 10 000-rublas·e 
võidu saavutamis'e tõenäosus 0,00001 või 0,5! 

Kui juhuslik muutuja X omandab lõpliku hulga väärtusi x 1 ~ 
x2, . . . , Xn, siis vöime defineerida sündmused X= x 1, X= x2, 
... , X= xn; sellised sündmus·ed on ükst·eist välistavad ning moo
dustavad täieliku sündmust·e süsteemi (sest iga juhuslik muutuja 
omandab alati ühe ja ainult ühe väärtuse kõigi oma võimalike 
väärtuste hulgast). Sündmuste X=· x 1, X= x2, ••• , X= Xn tõe
näosus te P (X:=· xt):=· Pt, P (X= x2) = P2, ... , P (X= Xn)·=· Pn 
hulka nimetatakse juhusliku muutuja X jaotuseks. Jaotus on üks 
tähtsamaid juhusliku muutuja karakteristikuid. Sageli esita.takse 
jaotus tabelina: 

X2: _2_2_~~~~~~~2_~~~ !_!__!__:_ 
11 1 1 111 1 1 1 1 1 

Pi 36 f8 12 9 36 6 36 9 12 18 36 

• Xi 0 10 I 100 1000 110000 
Z.---~·---

Pi 0,75 0,20 0,04 0,008l 0,002 

või ka . graafikuna (vt. joon. 1 ja 2). Sellist·el graafikut·el (nagu 
ka binomiaaljaotuse graafikul) on määratud ainult lõplik arv 
punkte - nimelt need, mille abstsissideks on juhusliku muutuja 
võimalikud väärtused. Mõnikord aga ühendatakse need punktid 
ül·evaatlikkuse mõUes pideva joonega (meie joonisel punktiir). 

Mõningal juhul on jaotus esitatav ka valemina: nii on teata-

p 

O 0 4 6 7 8 g Iil U. 12 13 X 

Joonis J. 
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Joonis 2. 

vasti binomiaaljaotus (sündmuse A esinemiste arvu Yn jaotus n; 
katse korral) esitatav valemiga 

P(Yn=•k) ==·C~pkqn-k (k=O, 1,2 •... ~n) 

(p on sündmuse A esinemise tõ•enäosus ühel katsel, q = 1 - p). 
Defineerime juhusliku muutuja V järgmiselt: viskame müntf 
seni, kuni langeb peale vapipool. Viimase viske järjekorranumber 
olgu V väärtuseks. V jaotus on siis esitatav valemiga 

P(V=k) =2-k (k=1,2, ... ). 

Nagu nägime, võib ka lõpmatu hulga väärtustega juhusliku 
muutuja jaoks mõnikord esitada jaotuse (kuid mitte tabelinai). 
Alati ei ole see aga võimalik,2 eriti siis, kui juhuslik muutuja võib 
omandada mistahes reaalarvulise väärtus.e mingist vahemikust; 
sellist juhuslikku muutujat nimetatakse pidevaks juhuslikuks 
muutujaks. Niisuguste juhuslike muutujate iseloomustamiseks on 
defineeritud reaalarvulise argumendiga jaotusfunktsioon F x_ (x) :· 

Fx(x) =P(X <x), 

s. t. juhusliku muutuja X jaotusfunktsiooni väärtuseks argumendi 
x korral (kohal x) on tõenäosus selleks, et juhusliku muutuja X 
väärtus on väiksem kui x. Näeme (vt. joonis 3), et jaotusfunkt
siooni väärtused (tõenäosuse väärtused) võivad muutuda ainult 
0 ja 1 vahel, kusjuur.es siis, kui x on väiksem juhusliku muutuja 
X minimaalsest väärtusest (kui sellist üldse eksist,eerib), · on 
F x (x) = 0, aga kui x on suurem X-i maksimaalväärtusest (mis 
üldis·elt ei tarvitse eksisteerida), siis F x (x) = 1; alati 

2 Täpc;emalt, jaot'us on defineeritud küll iga juhusliku muutuja jaoks, kuid' 
ta ei ole alati ei valemi, graafiku ega ka t'abelina hõlpsasti esitatav. 
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{(xJ 

-4 -3 -2 -1 0 2 4 X 

Joonis 3. 

lim Fx (x) = 0, lim F x(x) = 1. 
X-+-00 X-+00 

Kui Xt < x2, siis alati F x (xi):::::;; F x (x2). J antusfunktsiooni võib 
defineerida ka lõpliku hulga väärtustega juhuslike muutujate 
jaoks; nende puhul on aga j antusfunktsiooniks treppfunktsioon 
(vt. joon. 4, kus on kujutatud Fx, (x)). 

5 

+ ------- -------------
6 -- -- -- - - -· - - - - - - - - - --

0 

I 

_U 
--~~--~ 5 ~ 

2 J - - - - - - -- - - - - - -

I 

T 
I 

6 

Joonis 4. 

Pidevate juhuslike muutujate iseloomustamiseks on definee~ 
ritud veel t~eine funktsioon, mis sarnaneb mõnes mõUes diskreet
.se juhusliku muutuja jaotusega - nim,elt tõenäosuse tihedus. 

Panem-e tähele, et kui juhusliku muutuja võimalike väärtuste 
arv suureneb, siis reeglina iga üksiku väärtuse esinemise tõenäo
sus väheneb - jaotuse graafik (sama mastaabi korral) muutub 
lamedamaks. Et jaotus,e töenäosuste summa on alati võrdne ühega, 
siis on intuitiivselt selge, et pideval juhusliku! muutujal on pea
aegu iga 3 üksiku väärtus,e omandamise tõenäosus 0. 

3 S. t. välja arvatud ülimalt loenduv hulk punkte. 
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0.3 -=-=--===--==-= =--=-----== 

Joonis 5. 

Binomiaaljaotusre graafikuici saab aga hästi võrr,elda (vt. 
joon. 5), kui me katsete arvu n suupendamisel - see tähendab 
aga juhusliku muutuja võimalike väärtuste arvu suurendamist -
muudam.e ka graafiku mastaapi, ja nimelt selliselt, et teg.elikult 
tulrevad võrdlemisel·e suht·ed 

ja 

------= 
xk'+I- xk, xk'+I- xk' 

s. t. me iseloomustamre oma juhuslikk1e muutujaid suhte 

Fy(x~-L1x) -Fy(x) 

L1x 

abil. Analoogiliselt võiksime pidevat juhuslikku muutujat V ise
loomustada suhte 

Fv(x+L1x) -F 11 (x) 
------

.1x 

piirväärtus·e abil L1x lähenemisel nullile, kui selline piirväärtus 
vaid eksisteerib. Suurust 

F ( ) _ I" Fv(x-t-L1x) -Fv(x) =-rj_Fv(x) 
V X - Im · A dx 

Jx-o LIX 
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nimetatakse pideva juhusliku muutuja tõenäosuse tiheduseks. 
Näeme, et tõenäosuse tihedus eksisteerib parajasti niisugustel 
juhuslikel muutujat·el, mille jaotusfunktsioon on diferentseeruv. 

Osutub, et alati 
fv(x) ;;:=o. 

Tõenäosuse tihedust kirj•eldab graafiliselt kõver, mille alune pind
ala on alati võrdne ühega; seega väga suurte ja väga väikeste 
x väärtust~e korral läheneb fv(x) graafik abstsissteljele (vt. 
joon. 6). 

~st 

A\ 
-1.~.~ 

-J -2 -1 0 1 2 J 

Joonis 6. 

Juhuslikke muutujaid iseloomustab ka terve rida arvulisi karak
teristikuid. Meile juba tuttav keskväärtus (matemaatiline ootus) 
on nende hulgast üks tähtsamaid. Juhusliku muutuja X keskväär
tust tähistame sümboliga E (X); diskreetse juhusliku muutuja 
keskväärtus avaldub jaotuse kaudu: 

n oo 

E (X) = 2 PiXi või E (X) = 2 PiXi, ( 1) 
i=l i=l 

aga pideva juhusliku muutuja keskväärtus töenäosus·e tiheduse 
kaudu: 

oo 

E(X) =J xf(x)dx. (2)' 
-oo 

3. Vaatiusandmete töötlemine. Esimes·ed matemaatikud, kes 
pöörasid tähelepanu vaatiusandmete tööUemis.ele, olid inglaseg 
Roger Cot•es (1682-1716) ja Thomas Simpson (1710-
1761). N ad soovitasid praktilises astronoomias mõõdetava suuruse 
väärtuseks lugeda terve rea korduvalt teostatud mõõtmiste tule
must·e aritmeetilist k·eskmist. Tuleb märkida, et samal põhimõttel' 
toimitakse sag.eli praegugi: mõõtmisi sooritatakse (kui see on või
malik) korduvalt ning mõõdetava suuruse väärtuseks. loetakse 
saadud tulemuste aritmeetilist keskmist. 
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Joseph Louis Lagrange. 

Järgmine töö vaa tl us andmete töötlemise teooriast kuulub tun
tud prantsuse matemaatikute Joseph Louis La gr an g e'ile 
( 1736-1813), kes mat~emaatiliselt analüüsis (1770) Simpsoni ees
kirja õigusfatust mitmesugustel eeldustel. Peamiseks raskuseks oli 
siinjuures asjaolu, et vaatiustulemuste jaotus ei olnud t~eada. Kuid 
juhuslik muutuja on mitte üksnes mõõtmistulemus X, vaid ka 
mõõtmisviga U, mis avaldub kujul 

U --X- a, 

kus a on mõõdetava suuruse täpne väärtus (mis on meile tund
matu, kuid mida me mõõtmiste teel püüame võimalikult täpselt 
hinnata). Kui on teada juhusliku muutuja U jaotus (jaotusfunkt
sioon), siis on lihtne leida ka X jaotust ning vastupidi. Seetõttu 
ongi põhilise tähtsusega küsimus·eks vaatiusandmete töötlemisel 
vaatiusvigade jaotus·e uurimine, millele terve rida matemaatikuid 
järgnevate aastakümnete vältel tähelepanu pühendas. 

Lagrange vaatles näiteks järgmisi vigade jaotusi: 

-a l-a+ll-a+21 
k 1 2k 1 3k 1 

-1 I o I I 2 I a 
(3) 

k 
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kusjuures konstant k määratakse tingimusest, et jaotuse tõenäo
suste summa võrdub ühega 4, s. t. (vt. joon. 1) 

2 ( k ·+ 2k + ... + ak) + ( a + 1) k = k ( a + 1) 2 = 1, 

1 
k = (a + 1 )2 ; (4) 

ning ühtlast jaotust (vt. joon. 7), mis on määratud tõenäosuse· 
tihedusega 

.frxJ 

Joonis 7. 

J-1 
-a<x<a. f(x) = 2a' 

l 0, lx I> a. 
(5) 

Eeldades, ~et vaatiusvigade jao
tus on määratud kas s·eostega (3) 
ja (4) või (5), Jahendas Lagrange 
praktikas väga olulise probleemi: ni
melt ta leidis tõenäosus·e selleks, et 
mõõdetava suuruse väärtus ei eri
neks mõõtmistulemuste aritmeetilisest 
keskmisest rohkem kui etteantud suu
ruse o võrra. Ei ole ju mingisugust 
praktilist tähendust väitel, et mingi 

mõõdetava suuruse väärtus on a, kui pole teada, millise tõenäosu
sega võib otsitav väärtus tegelikult a-st ühe või teise suuruse 
võrra erineda. Hoopiski sisukam on väide, et mõõdetava suuruse 
väärtus erineb tõenäosusega 1 -e (kus e peab ol,ema küllalt 
väike, näiteks 0,01 või 0,05) a-st vähem kui o võrra, s. t. mõõ
detava suuruse e-usaldatav us piirkonnaks on vahemik ( a- o, 
a + o). Joonisel 8 on kujutatud mingi suuruse a mõõtmistulemused 
1-st, 3-st ja 10-st mõõtmisest kaasnevate seeriat·e korral. Valgre 
rõngaga on märgitud üksikud mõõtmistulemused, musta rõn
gaga - vastava seeria aritmeetilised keskmised ja j ämedama 
lõiguga on teljele kantud usaldatavuspiirkond (mingi usaldata
vusnivoo e korral). Usaldatavuspiirkond sõltub vigade jaotusest,. 
kuid on alati sama nivoo korral seda väiksem, mida rohkem on 
vaatlustul·emusi, s. t. s·eda täpsemini saame siis mõõdetud tule
must hinnata. 

Vaatiusvigade jaotust Lagrange'il ei õnnestunud määrata. 
Sama probl·eemi uuris ka Jacob Bernoulli vennapoeg David 

4 Sellist jaotust vaatles esmakordselt Simpson; tema järgi nimetati seda 
jaotust Simpsoni jaotuseks; kuid praegu mõistetakse Simpsoni jaotuse all ena
masti vaadeldava jaotuse pidevat analoogi, mille tõenäosuse tihedus on määra
tud valemiga 

{ 
x+ I, 

f(x)= 1, 
1-x, 

-1 <x<O, 
x=O, 

O<x<l. 
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Jonnis 8. 

B ·e r n o u I I i ( 1760-1782), kes töötas tollal Peterburi Teadust=, 
Akade·emias. D. Bernoulli märkis õig.esti, et suuri vaati us vigu esi
neb harvemini, väiksema töenäosusega kui väikesi. Sellest lähtu
des lug.es Dani'el B.ernoulli vea x esinemise tõenäosuse võrdeliseks; 

suurusega yr2 - x2 , s. t. valis vigade tõenäosuse tiheduseks 

J 
2 -----l' r2- x2, 

f(x) = nr2 

l 0, 

(vt. joonist 9), mis aga osutus 
jällegi üldiselt mitte rakendata
vaks, sest vaatlustel ei saa näi
data maksimaalset võimalikku viga 
r; kuigi äärmis·elt väikeste tõe
näosustega, kuid põhimõtteliselt 
on võimalikud kuitahes suured 
vead (kõikvõimalike negatiivsete 
mõjutuste ühesuunalistel kuhju
mistel). 

Lähtudes sellest vigade j aotu
sest, luges D. Bernoulli mõõdeta
va suuruse õigeimaks väärtuseks 

-r 

lxl<r, 

lxl ?;;r 

/W 

0 

Joonis 9. 

sellise arvu a, mille korral kõik vead on võimalikult väikesed/'. 
s. t. nende vigade esinemise tõenäosused on võimalikult suured,. 
S'eega on a määratav tingimusest, et avaldis 

saaks maksimaalseks, kus x~, x2, x3, ... on vaatlustulemused. Mär
kimist väärib Bernoulli printsiip - määrata mõõdetav suurus. 
selliselt, et ta oleks olemasolevate vaatlusandm.ete korral tõe
päraseim - mis on laialdaselt kasutatav ka kaasaegses statis
tikas. 



}fXI 

X 
-------+-----------

Joonis JO. 

Ka Laplace püüdis leida vaatiusvigade jaotust ning avaldas 
:arvamust, et vaatiusvigade tõenäosus·e tihedus on sümm·eetriline 
ning on esitatav kujul (vt. joon. 10) 

f (X) = I -~ e-mx 

l ~ e ·l-mx 

x>O 

x<O; 

kuid ka see jaotus osutus t.eg·elikkusega mitte kooskõlas ol·evaks. 

4. Normaaljaotus. Vaatiusvigade teooriaga tegeles ka üks 
oma sajandi suuremaid matemaatikuid Carl Friedrich G au s s 
( 1777 -1855), kes töötas ühtlasi ka astronoomia ja geode·esia alal 
ning tundis vaatiusandmete töötlemise vastu huvi praktilise vaja
duse ajendil. Gauss pööras tähel1epanu seHele, et vaatlustel esineb 
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kahetüübilisi vigu: regulaarseid 
(kaasajal nimetatakse neid süste
maatillsteks) ning juhuslikke. Süs
temaatilisi vigu põhjustab näiteks 
instrumendi defekt või mõõtmis1e 
vale metoodika; kõigi mõõtmiste tu
lemused on selle tagajärjel teatava 
suuruse võrra ühes suunas nihuta
tud. Erilist uurimist vajavad Gaussi 
arvates aga nimelt juhuslikud vead. 
Juhustike vigade jaotusseadus·e 
määramisel lähtus Gauss loomuli
kust eeldusest: mõõdetava suuruse 
jaoks annab parima hinnangu mõõt
mistulemuste aritmeetiline keskmine 
(seda kinnitavad paljukords·ed vaat
lus·ed) ning vigade töenäosus·e tihe
dus·e funktsioon on sümmeetriline, 
s. t. sama absoluutväärtus1ega posi
tiivsete ja negatiivsete vigade esine-

Carl Friedrich Gauss mise töenäosused on võrds·ed: 
f(x) =f(-x). 



Nende eelduste põhjal l·eidis Ga uss vigade tõenäosus·e tiheduse 
kujul, mida m·e praegu tunnem~e normaaljaalusena (ka Gaussi 
jaotus·ena; vt. joonis 5): 

1 -- x2 
f(x) =-~_--e 2a2 

l' 2.n a 
(6) 

kuid SIInJUUres ei väitnud ta sugugi, et se.e on matemaatilis·elt 
töestatud ainuvõimalik vigade jaotuse kuju. Mitmete ülesannete 
lahendamis·el kasutas Gauss näidetes ka teisi võimalikke jaotusi 
(näiteks ühtlast), kuid kõige loomulikumaks luges ta siiski vigade 
normaalset j aotust. 

Olgu märgitud, ~et normaaljaalusega ei kohtu tõenäosusteooria 
tegelikult Gaussi töödes esmakordselt. Nimelt tõestas juba 
de Moivre, ~et binomiaaljaotuse piirväärtuseks juhul p = 0,5, kui 
n+ oo, on normaaljaotus, kuid see tema tulemus jäi vähetuntuks. 
AHes Laplac·e, kes sama teoreemi tõestas iga p korral ( 1812), 
märkis, et erijuhul oli see tulemus juba Moivre'il ol1emas. 

On huvitav, et normaaljaotust uurisid Gauss ja Laplaoe pea
aegu üheaegs·elt, kuid mõnevõrra erinevatest lähtekohtadest Kui 
Laplaoe huviius normaaljaotusest eeskätt tõenäosusteoreetiliste 
ülesannete lahendamise seisukohast, vaadeldes mitmesugus,eid 
aproksimeerimise võimalusi jne., siis Gaussi jaoks pakkus nor
maaljaotus huvi vaatiusandmete optimaalse töötlemis·e lähtealu
s·ena. Tuleb märkida normaalse jaotusfunktsiooni (vt. joonis 2) 

X t2 

1 J ~--:._~~- e 2 dt 
l' 2.n -oo 

tabuleerimist mõlema matemaatiku poolt, mis sai aluseks praegu
senigi tõenäosust~eoorias ja ·eriti matemaatilises statistikas kesk
s,el kohal asuvate jaotustabelite loomisel,e. 

Ga uss märkis ka, ·et suurus a2 (vt. valemit (6)) iseloomustab 
juhusliku muutuja hajuvust, ning märkis, et seda on võimalik 
vaatiusandmete x 1, x2, ... , Xn põhjal hinnata: 

kusjuures hinnang on seda täps.em, mida rohkem on vaatlusi. 

5. Vähimruutude meetod. Vaati us andmete töötlemisel tekib 
sageli ka selline proble·em: mingi mõõdetav suurus sõltub reast 
mõõdetavatest suurustest, kuid sõltuvust määrav funktsioon ei ol~e 
teada. Sag~eli võib aga sõltuvust lugeda ligikaudu lineaarseks, s. t. 
oletada, et kehtib seos · 
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y = a1x1 + a2x2 ·+- aax3 + ... + anXn, 

kus suurused y ja xi(i = 1, 2, ... , n) on vaatlustest määratavad, 
võrrandite kordajad a 1, a2, ••• , an aga tundmatud. 

Olgu meil teostatud vaatluste seeria, mis sisaldab N> n vaat
lust iga mõõdetava suuruse kohta. Saame siis oma n tundmatu 
määramis·eks N võrrandit 

y 1 = a1 x~ + a2 x; +- ... + a nx:
1

, 

ning seega ·ei ole a~, a2, ••• , an jaoks olemas ühest lahendit. Oles
andeks on määrata saadud võrrandite põhjal mingis mõttes pari
mad korda j ad a~, a2, ... , an. 

Mitm·esuguste astronoomiiiste vaatlust-e töötlemisel põrkas 
Gauss s·elle probleemiga kokku juba XVIII sajandi lõpuaastail 
ning leidis lihtsa lahenduse: loomulikum on määrata kordajad 
a1 (i= 1, 2, ... , n) nii, et suurus 

(7) 

saavutaks minimaalse väärtus.e. 
Matemaatilises analüüsis näidatakse, et avaldis·e (7) mum

mumpunktis võrduvad tema osatuletised ai-de järgi nulliga, s. t. 

a ~ r 1 ( · · · ) 1 2 o (8) aa- ~ y - al X\ ·+ a2x~ + ... + an X'n = . 
t i=l 

Teostades vastava diferents-eerimise, jõuame võrrandisüste-e
mini 

N N N N 

a1 2 (xl
1
)2 + a2 2 xi

1
xi + ... -1- an ~xi xi = 2 yixi, 

2 ~ I n I 
/=1 j=l j=l i=-=1 

N N N N 
a1 ~xi xi + a2 ~ (xi ) 2 + ... + an ~xi xi = 2 yixi , 

I 2 2 2 n 2 
i=l i=l j=l J=-1 

N N N N 

a1 ~ x~xin+ a2 2 x;x~-+- ... +an 2 (x~) 2 = 2 yix~, 
/=1 i=l i=l f=l 

milles on parajasti n võrrandit ja n tundmatut a 1, a 2, ••• , an; 
võrrandite kordajateks on vaatlustulemust~e funktsioonid, mis on 
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meile teada. Niisugusel võrrandisüsteemil eksist•eerib üldiselt 
ühene lahend. 

Saadud tul,emus on ka hästi kooskõlas ühe mõõdetava suuruse 
määramise printsiibiga tema aritm.eetilis·e keskmise kaudu. Tõe
poolest, võttes mõõdetava suuruse väärtuseks a tema mõõtmistule
muste yi (i= 1, 2, ... , n) aritmeetilise k~eskmise 

1 N 
a=-.lJyi, 

N f=l 

saame ühtlasi a jaoks sellise väärtuse, mis minimiseerib avaldise 
N 

2 (a- yi)2. 
/=1 

Kuigi Gauss jõudis vähimruutude meetodini juba 1795. a. Göt
tingeni ülikooli üliõpilas,ena ja kasutas seda pidevalt oma astro
noomia-alastes töödes, ei avaldanud ta seda trükis. Tõsi küll, enam 
kui kümne aasta möödudes, 1805. aastal alustas ta teose kirjuta
mist, millesse võttis kokku mitmeid arvutuslikke meetodeid, mida 
oli rakendanud astronoomia- ja geodeesia-alastes uurimustes. Kuid 
mitmesugustel põhjustel töö trükkimine viibis kuni 1808. aastani 
ning Gaussist jõudis ·eHe Lagrange, kes 1806. aastal avaldas töö, 
milles ·esitas käesoleva n1eetodi vaatiusandmete tööUemiseks, nime
tades selle vähimruutude meetodiks. Avaldatud meetod leidis 
kiiresti tunnustust. Tuleb märkida, et mõnedes isiklikes kirjad es 
(näiteks Laplace'ile) mainis Gauss, .et ta kasutas vähimruutude 
m~eetodit juba kümmekond aastat tagasi, viidates sealjuures 
mõninga tele ülestähendustele oma teaduslikus päevikus. Ga uss 
aga pidas vähimruutude meetodit niivõrd lihtsaks, et oli üllatatud, 
et seda meetodit juba saja aasta eest polnud avastatud. Tõsist tül1 
prioriteedi pärast nim,ekat·e teadlaste vahel ei tekkinud. 

On huvitav, et Lagrange märkis ka seda, et leitud arde väär
tus·ed on seda täpsemad, mida suurem on vaatluste arv N. Gauss 
aga möönis, et vähimruutude kriteerium on üldiselt suvaline, mate
maatilis,elt põhjendamatu, kuid juhul, kui juhuslikud suurus·ed 
xi(i = 1, 2, ... , n) ja y on normaaljaotusega, annab vähimruu
tude meetod s~ellised ai-de väärtused, mille korral juhuslikc suu
ruste Xt ja y vaatlustel saadud väärtused x/, yi (j= 1, 2, ... , N) 
võivad esineda kõige suur.ema tõenäosusega, s. t. on tõepärasei
mad arde väärtus,ed. (Muide, tõepäraseimaid väärtusi püüdis vaa-
deldavatele suurustele leida juba D. Bernoulli.) · 

Tuleb märkida, ·et vähimruutude m~eetod on tänapäevani jäänud 
põhiliseks meetodiks katseandmete töötlemisel. Tõsi küll, raken
dades sama põhiprintsiipi juhuslike muutuj ate teiste, s. t. norma al
jaotusest erinevate jaotuste korral, on defineeritud terve rida mak
simaalse tõ·epärasuse meetodeid, kuid nende rakendamine on sageli 
seotud arvutuslike raskustega. 
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6. Matemaatilise statistika arengu algus. NormaaljaotuS'e defi
neerimine ning vähimruutude meetodi kasutuselevõtt panid aluse 
ka matemaatilis·e statistika arengule XIX sajandi teisel poolel. 
S·elleks ajaks oli terve rida loodusteadusi (bioloogia, paleontoloo
gia, hilj.em agronoomia, samuti sotsioloogia, psühholoogia jt.) 
kogunud massiliselt mitm,esugus·eid vaatiusandmeid ning asusid 
neid klassifits·eerima ning neist jär-eldusi tegema. Siin aga läks 
vaja tervet matemaatiliste m.eetodite süsteemi, mis kaheldamatult 
pidi tuginema töenäosusteooriale, s·est kõik uuritavad suurused 
olid oma iseloomult juhuslikud. Selliseks matemaatiliste meetodite 
süst,eemiks saigi matemaatiline statistika. 

Oks mat,emaatilise statistika põhiküsimusi on juhuslike muu
tujate jaotuse määramine, s·eda põhiliselt jaotust iseloomustavate 
param·eetrite hindamis.e teel (näiteks normaaljaotust iseloomus
tavad täi·elikult kaks parameetrit - keskväärtus a ja dispersioon 
a2). 

Edasi pakuvad huvi juh uslike muutuja te oma vahelise sõltuvu
sega s·eotud küsimused, samuti mitmesugused kl assifitseerimise 
ja süstematiseerimis.e probleemid. 

Tuleb märkida, et matemaatilises statistikas tekkis vajadus 
t·erve hulga uute, tõenäosusteoorias seni tundmatute jaotuste defi
neerimiseks: (Oks sellis·eid on näiteks x2-j aotus - normaalj aotu
s·ega juhusJik,e muutu j at e ruutude summa jaotus.) Need uued 
jaotus~ed vajasid lähemat uurimist tõenäosust,eooria seisukohalt. 

Erilist huvi pakkus matemaatilise statistika seisukohalt küsi
mus tõenäosusteoreetiliste jäPelduste õigsusest, s. t. kus võib edu
kalt rakendada tõenäosusteooria tulemusi, kus mitte. üks selliseid 
problem·aatilisi küsimusi oli näit·eks: milliseid j aotusi võib lugeda 
ligikaudu normaals·eteks? Osutub nim·elt, ~et normaaljaotus on 
matemaatilises mõttes väga hästi käsiteldav jaotus, samuti on teda 
kõige põhjalikumalt uuritud; seetõttu on väga mugav mitmete 
juhuslike muutujate jaotusi lähendada normaaljaotusega. Millal 
võib aga seda teha, kartmata valejäreldusi? 

Vastuse neil·e kiisimust,ele (llldis tõenäosusteooria edasine 
ar.eng. 

7. Piirteoreemid. Alates XIX sajandi keskpaigast asus tõe
näosusteoorias juhtivale kohale vene koolkond, kuhu kuulusid 
P. L. Tsebõsov (1821---1894), A. A. Markov (1856-1922) 
ja A. M. L ja p uno v ( 1857--1918). Selle koolkonna uurimusi 
iseloomustavad eelkäi j at,est hoopis sügavama d probl·eemid ning 
ulatuslikum matemaatiline aparatuur. Põhilised küsimused, millel.e 
nad tähelepanu pöörasid, olid piirprobl·eemid, mille ol,emus seisneb 
juhuslike muutujate summa jaotuse uurimises liidetavate arvu kas
vamiseL Teg.elikult oli esim·eseks tõestatud piirteoreemiks juba 
MoivPe-Laplaoe'i teoreem, mis väitis, et lihtsa kujuga juhuslike 
muutujate - sündmuse A nn. indikaatorfunktsioonide X.4, mis on 
defineeritud järgnevalt: 
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P. L. Tsebõsov A. A. Markov 

A. M. Ljapunou 

6 Matemaatika ja kaasaeg X 



{ 

0, kui sündmus A ei toimu 
XA= 

1, kui sündmus A toimub, 

summa jaotus läheneb n piiramatui kasvamisel normaaljaotusele. 
Osutus aga, et normaaljaotusele läheneb veel paljude teistegi 
juhuslike muutujate summa jaotus. Nii tõestas Ljapunov, et ühe
suguse jaotusega juhustike muutujate summa jaotus läheneb nor
maaljaotusele. Kuid ka .erineva jaotusega juhustike muutujate 
summa jaotus võib vägagi üldist,el eeldustel läheneda normaaljao
tusele. S·elle põhjal said selgeks mõnedki varem problemaatiliseks 
jäänud faktid. Näiteks selgub, miks võib vaatiusvigade jaotust 
lug.eda normaalseks: mõjustavad ju vaatiustulemusi väga arvukad 
pisitegurid, nii ·et vaatiusviga võib lugeda terve hulga, isegi lõp-

. mata paljude juhuslike muutujate summaks, mis küllalt sageli 
alluvad piirteoreemi eeldustele. Siis aga on selle juhusliku muu
tuja jaotuseks tõepoolest normaalj aotus. Siit on ka arusaadav, 
miks on normaalj aotus loodus·es niivõrd levinud ning ühtlasi on 
sellega normaaljaotuse rakendamise lubatavus väga paljudel juh
tudel rang·elt põhjendatud. 

Hoolimata uutest, rangelt tõestatud tulemustest ning mitmeti 
juba kaasaegsest aparatuurist, jätkus veel XIX sajandilgi tõenäo
susteooria ulatuslik väärrak·endamine. Ning üks selle põhjusi seis
nes jällegi tõenäosuse mõistes. 

8. Statistiline tõenäosuse mõiste. Ainus tõenäosuse mõiste, 
mida tundis XIX sajand, oli Laplace'i poolt defineeritud klassika·
line tõenäosus, mis baseerus lõpliku! elementaarsündmuste süste.e
mil. Selliselt defineeritud tõenäosuse - ja ainult selle jaoks -
olid tõestatud ka tõenäosusteooria põhitulemused - tõenäosuste 
liitmise ja konutamise teoreem jt. On aga arusaadav, et niisugune 
definitsioon oli ammu jäänud liiga kitsaks. Tõepoolest, niisugune 
tõenäosus on omistatav ainult vähestele, eeskätt inimese poolt 
kunstlikult loodud olukordades (hasartmängudes) tekkinud sünd
mustele. (Erandiks on siin siiski mõningad statistilise füüsika tule
mused, nn. Fermi-Diraci ja Eose-Einsteini statistikas, kus raken
datakse ·edukalt klassikalist tõenäosust. Tuleb aga märkida, et 
ka need tulemused on teatud mõttes esimeseks lähendiks loodus
teaduste tundmaõppimiseL) 

Rakenduslikult tähtsates ülesannetes kohtame enamasti ikka 
sündmusi, millele klassikalist tõenäosust ei saa määrata. Nii ei 
ole võimalik määrata võrdtõenäosuste üksteist välistavate sünd
muste süsteemi, mille põhjal saaks arvutada töenäosust selleks, et 
inimene sureb 50-aastaselt, ei ka selleks, et arvutada poisslapse 
sündimis·e tõenäosust. 

Veelgi enam. Klassikalise tõenäosuse mõiste osutus kitsaks 
isegi töenäosust·eooria enese tulemuse esitamiseks. Tõepoolest, 
Bernoulli suurte arvude seadus sisaldab sündmuste jada, milles 
tõenäosused lähenevad nullile. Klassikalise tõenäosuse mõiste abil 
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saab küll defineerida sellise jada, kuid selle jada piirväärtuseks 
on sündmus, mille jaoks ei saa enam määrata klassikalist tõenäo~ 
sust - sündmus, mis pole esitatav lõpliku täieliku elementaar
sündmuste süst,eemi üksiksündmuste kaudu. Ja tõepoolest, selle 
jada piirsündmuseks on sündmus tõenäosusega null, mis aga pole 
põhimõtteliselt võimatu - olukord, mis ei ole kooskõlas klassika
lise tõenäosuse mõist·ega. 

Samasugune on olukord sündmuste V= k jadaga (vt. lk. 73). 
Et P (V= k) = 2-k, siis lim P (V·= k) = 0. Selline piirväärtus 

k-----'?00 

vastab sündmusele, kus lõpmatu rahavisete seeria vältel kogu aeg 
langeb peale kirjapooL See sündmus aga ei ol·e põhimõttelis,elt 
võimatu. See on ilmne, kui võrdleme kirjeldatud sündmust kasvõi 
sündmusega, mis seisneks valge kuuli võtmises urnist, mis sisal
dab ainult musti kuule. Niisugune sündmus on põhimõtteliselt 
võimatu. Samuti on tõenäosusega null sündmus, •et 1. jaanuaril 
1970. aastal kell 00.00 langeb Tartus Nõukogude · väljakule 
meteoor; kuid see pol,e võimatu sündmus, sest ta pole vastuolus 
ühegi loodusseadusega. 

Tuleb kohe märkida, et Bernoulli ja ta kaasaegsed, kuid samuti 
veel XIX sajandi alguse ning keskpaiga matemaatikud ·ei pööranud 
siin toodud loogilistele paradoksidele tähelepanu. Nõuded mate
maatiliste tõestuste rangusele olid sel perioodil hoopiski nõrgemad 
kui kaasajal ning tulemuste kriteeriumiks sobis vahetu prakti
line kontroll. 

Ometi näitas see asjaolu niihästi teoreetilist kui ka praktilist 
va j ad ust tõenäosus·e mõiste laiendamis·eks sündmuste jaoks, mis ei 
ol·e määratavad elementaarsündmuste kaudu. 

Loogilise aluse tõenäosuse mõiste laiendamiseks andis Ber
·noulli suurte arvude seadus. Nimelt osutub, et sündmuse relatiiv
sel sag•edusel võib piirväärtus eksisteerida ka siis, kui selle sünd
muse jaoks ei ole üldse define·eritud klassikalist tõenäosust, mis 
Hernoulli teoreemi kohaselt peab olema (väga suure tõenäosus·ega) 
selle sageduste jada piirväärtuseks. Seega on päris loomulik 
lugeda sündmuse A statistiliseks tõenäosuseks piirväärtust p, 

millele läheneb seHe sündmuse relatiivne sag·edus k(n) katsete 
n 

arvu piiramatui suurenemis,el (kui selline piirväärtus p üldse 
eksisteerib). Loomulikult ei saa rääkida statistilisest tõenäosusest 
selliste sündmuste puhul, mille relatiivne sagedus ei lähene 
ühelegi kindlale piirväärtusele. Siinjuures on huvitav märkida, et 
esmakordselt deiineeriti tõenäosus selliselt alles käesoleval sajan
dil (1917. aastal) R. Mi s e s e poolt. Ohtlasi tõestati, et klassika
liste tõenäosuste kohta kehtivad tulemused on õiged ka statistiliste 
tõenäosuste korral, nii et statistiline tõenäosus on tõepoolest klas
sikalise tõenäosuse mõiste üldistus, mitte aga hoopis iseseisev ja 
võib-olla koguni erinevate omadustega mõiste. Siit järeldub üht
lasi, et klassikaliste tõenäosus te jada piirväärtus, mis definitsiooni 
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kohas-elt on statistiline tõ-enäosus, on samade omadustega suu
rus, seega likvideerus ka paradoks seoses suurte arvude seadu
sega. 

Ka statistilise tõenäosuse korral on võimatu sündmuse tõ•enäo
sus 0 ja kindla sündmuse tõenäosus 1, endisel kujul säilib üksteist 
välistavate sündmuste definitsioon, samuti tõenäosust-e liitmis-e 
laus·e üksteist välistavate sündmuste korral. Samuti säilis sünd
muste sõltuvus-e ja sõltumatuse mõiste; tuleb vaid märkida selle 
mõiste osatähtsuse suurenemist eriti statistilistes uurimustes. 

Praktilisbes arvutustes oli aga statistilist tõenäosust rakenda
tud alates sellest momendist, kui tõenäosusteooria asus lahenda
ma esim,esi majanduslikke ülesandeid. Nii olid ka Halley surevus
tabeli arvud tegelikult statistiiised tõenäosused (täpsemalt -
nende 1000-kords-ed), sest nad olid saadud relatiivsete sag·edustena 
arvukatest vaatlust·est, mis suuroe tõenäosusega erinevad relatiiv
sete sagedust-e piirväärtustest väga vähe (piirväärtus pole ju tege
like vaatluste korral kunagi saavutatav, ikka võime saada vaid 
sellele kuitahes lähedasi suurusi). 

Seetõttu osutusidki õigeteks ja praktilis·elt kasulikeks de Witt'i, 
HaHey jt. vaatlusandmet.el baseeruvad tulemused, kus kasutati 
tõenäosusteooria tul•emusi rakendatuna statistilistel-e tõenäosus
t·ele. Selle tõttu osutus võimalikuks ka suure .arvu vaatlust·e tul,e
musena määrata uuritava jaotus·e param•eetreid jne. Seevastu aga 
kohtuprotsesside tulemuste, inimsaatust·e jms. ennustamisel, kus 
lähteandm,etele (näiteks tunnistajate väidete õigsus) omistati 
meelevaldsed või vähepõhjendatud (ei klassikalised ega ka statis
tilised) tõenäosused, osutusid ka tutemusred vähepõhjendatuteks ja 
teg·elikkus·ega mitte kooskõlas olevaiks. Neil juhtudel määrati tõe
näosus teatava «usaldatavuse mõõduna», mis on aga matemaa
tHisest seisukohast täiesti suvaline määratlus. S'ee muide ei tähen
da, ·et niisugused alad (näiteks hääletamis·e tulemuste analüüs) 
oleksid sellised, kus tõenäosust•eooria on põhimõttelisrelt mitte 
rakendatav. Vastupidi, kaasaegs·ed sotsioloogilised uurimused 
baseeruvad ulatuslikult tõenäosusteoorial ja annavad vägagi 
vajalikke ja usaldusväärseid tul·emusi. Oluline on siin aga se-.2, 
et lähtesündmuste töenäosused määratakse statistiliselt, arvuka 
vaatiusmaterjali põhjal, mitte aga meel·evalds.elt, subjektiivselt t•ea
tud sündmuse usaldatavust hinnates. Niisuguseks «pseudotõenäo
suseks» on (tavaliselt) ka kõnekeeles sag,eli esinev väide, et män
gijaA võidab turniiri tõenäosusega 80%, millelt aga matemaatilist 
põhJendatust sageli ei nõutagi. 



ESIMESEST EESTIKEELSEST ENTSüi(LOPEEDIAST 

Seoses Eesti Nõukogude Entsüklopeedia ilmumahakkamisega eeloleval 
.a~stal on ~u~Iiav meenutada.· et esimese katse eestikeelse entsüklopeedia koosta
miseks tegi JUba K. A. Herman n. Aastal 1900 hakkas ilmuma tema ((Eesti 
J?l.eül~ise teadu_se raan:at ~hk e'!cyk~opädia konversationi-lexikon, see on kõige 
zmmlts~ teadm.t~e .ha:t~usltne sona_~m, hu~ga ~ujutustega kaunistatud». Nelja 
aasta JOoksul JOUh kiqastada entsukl-opeedia esimene köide (täht A) mis anti 
välja 12 vihus, kokku 748 lehekülge. ' 

Selle ainsaks jäänud köite matemaatika-alastest artiklitest on kõige ulatus
Hkumateks «Algebra» (3 lehekülge), «Analysis» (1,5 lk.) ja «Arithmetik» (1,3 
lk.). Järgnevalt toomegi nendest artiklitest mõned väljavõtted. 

Algebra on Arabia keele sõna arwuteadusest ja tähendab ((maha-arwatawa 
ümberpanek» teisele poole kokku-arwatawaks võrdluses, näit. x- 3 = 8 (ütle: 
iks wähem kolm on kaheksa). Pandakse nimelt -3 wõrdluse pahemalt poolt ära 
parema poole sisse, siis tuleb talle + ette panna, nii x = 8 + 3; selle järele on 
.siis otsitud arw x = 11. Algebra on arwuteaduse see osa, mis wõrdluste abil 
tundmata suurusi ehk arwusid tuntud arwudest otsib. Tuntud arwud on kas 
numbrid I, 2, 3, 1{), 70 jne. wõi Ladina tähtkorra esimesed tähed a, b, e, d jne., 
mis arwude asemel tarwitatakse, wõi ka arwud ja tähed ühes. Tundmata arwud, 
mida wälja arwata ja määrata tarwis, on Ladina tähtkorra wiimased tähed 
x, y, z, u ja teised mõni kord ühes numbritega. Kui tundmata arw õigesti on 
leitud, üteldakse: wõrdlus on wälja arwatud ehk lunastatud. Paneme näituseks 
järgmise wõrdluse üles: 

19 + 3x 17- 2x 
5 -x= 3 

Seda loetakse nii: 19 juurde 3x ar'watud ja see 5 läbi jagatud, sellest x 
maha tõmmatud on just nii suur kui 17 millest 2x maha arwatud ja see 3 
läbi jagatud; kui suur on x? 

... Kui ühe ülesande arwatus mitu tundmata arwu nõuab (x, y, z .. . ), siis 
peab ka niisama palju iseseiswaid wõrdlusi sellest wälja juhitama, kui tundmata 
arvusid olemas on, kui ülesanne määratud olgu. 

Analysis on sama sõna, mis analyse, kuid seda sõna kuju tarwitatakse 
kõige rohkem arwuteaduses ehk matkematikas mitmel tähendusel. Sõna tähen
dusel on mitu muutust olnud, mis tarkade õpetlaste arwamisesse puutusiwad, 
nagu Plato, Archimedes, Cartesius, Leibniz, Euler. Plato leidis analysese taha, 
mille läbi arwuteadus üle elementide (ainete) seisukoha tõusis; Arckimedes 
leidis ra~kuse põhjused; Car.tesius lõi analysese geometria (lahustlise maa
mõõtmise); Leibniz mõtles otsaiuse arwamise (infinitesimalkalllüli); Euler otsa
iuse ehk rajaiuse lahustuse. 

. . . Täht j am kui thearetine oli problemaUne analysis ( mõistatusiine lahus
ius), mis õiget ja loomulikku teed geometriliste mõistaiuste saadustele näitab. 
Plato on selle tee selgele teadUsele methodUe ehk tabale tõstnud, mis järgmine 
.on: Kui tarwis on antud määrapaJadest geometrilist wigurit sünnitada, mis 
tarwiltsi tingimisi peab täitma, siis on esiti ((mudel» mõtelda, s. o. igale pikale 
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arwamisele walmis wigur põhjaks panna. Selle mudeli juures tõmmatakse abi
jooned, mille läbi mudel jagudeks osaneb. Tuntud lausete appiwõtmisel, mis 
geometrilised tõeasjad on, juba tõeks tehtud mudeli omadustel tehtakse niikaua 
tööd, mõteldakse nii kaua selle juures, kuni selgesti tuntakse, et ühte mudeli
wiguri osa juures tuntud abinõuudega construeerida wõib. Seda mudeli pala 
wõib nüüd antud põhjaks ehk lühedalt antuseks pidada ja edespidistele mõtle
mistele niisamati põhjaks panna kui wiguri muud antused jne., kuni kõik mudeli 
palad selgeks on saanud. Nüüd on wõimalik nõutud wigurit pikka mööda selle 
antustest sünnitada ja nimelt just selle korra järele, mida analysis ettekirjutab. 
Selle juures on näha, kas ja kuda sünnitus wõimalik on wõi ei ole. 

Arithmetine analysis (arwamise lahustus). Plato taba (method) 
geometriseid problemesid analysise abil lahustada tarwitati pärast Diophntos-e 
all ja arablaste läbi ka arithmetiste kohta ja wiis wõrdluste tabale ehk algeb
rale. Algebrane taba arithmetiste problemile (arwamise mõistatuste) juures on see, 
et otsitud suurus ehk tundmata nagu antud ( antuseks J mõteldakse ja seda üles
ande antustega nii ühendatakse, et kaks kujestust (formelit) tekkiwad, mis 
wäärtuse järele ühesuurused on ja selle pärast ka üks teisega üheks wõiwad 
pandud olla. Tõuswus, s. o. mis tekkib, on wõrdlus, millest tundmata suurust 
algebra põhjusmõtete järele arwata wõib. Algebra taba järel wõime kõiki 
arithmetiseid ülesandeid arwata, milleks muidu synthetiseid methodisid (kokku
panelisi tabasid) ühekordse ja kahekordse regeldetri, ahela-arwamise jm. läbi 
tarwis on. Iseäranis on analytise methodi tarwitamist wäga waja raskemate 
arithmetiste, geometriste ja physikaliste arwamise ülesannete juures, sest siin 
ei ole synthetine tee mitte kerge. 

Ana ly t i n e g eo me tr i a (lahustline maamõõtmine J. Iga fundioni wõib 
ära kujestada. Tema kuje on curve (kõwerus) wõi lagedus (platt). Fundionide 
kujestatamine tasadikui (lagedikul) wõi ruumis on coordinatide methodi põhjus
iine (fundamentaline) ülesanne analytisest geometriast, mis Cartesius J637 
üles leidis. See teaduse olu on uuemal ajal determinantide arwenõuu läbi 
tugewa toe leidnud, mis teadlased Plücker, Cayley, Hesse, Clebsch, Jordan, 
Köningsber ger täiendasiwad. 

Arithmetik, «arwamine, rehkendamine numbri-õpetus» on nimelt wõidus 
lihtnumbrite täitel arwudel summasid ja otsusi wälja saada. Selleks tarwita
takse waljul kombel kõigest J2 nummert, need on J, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, JO, JOO. 
1000. Kõik teised arwud on neist kokku pandud, ja pääle nende tuleb kõigest 
miljon, biljon, triljon jm. mis ka õieti esimestest J2-st on sünnitatud. 

- ... On arwaja end harjutanud iga nummert õigesti kirjutama, siis wõib 
üksikuid arwamisi ette wõtta, mida kõige päält neli on. need on J. kokkuarwa
mine, 2. mahaarwamine, 3. kaswatamine, 4. jagamine nii hästi nimeta kui 
nimega numbrite[; nimeta numbri.d on paljad arwud, nimega numbrid on iga 
sugu mõõdud ja kaalud, nagu rublad ja kopikad, puudad, leesikad, naelad, 
penikoormad, werstad ja muud. Saadus tähendatakse ikka märgi = järel päris 
eksemplites ehk näitustes .. 

* * * 

JALGPALLITURNIIR 

Jalgpalliturniiril esimest nelja kohta jaganud meeskondade vahel korraldati 
lisaturr:iir, milles iga meeskond mängis iga ülejäänud meeskonnaga ühe matsi. 
Võidu eest anti 2 ja viigi eest 1 punkt. «Dünamo» sai kokku 5 punkti, «Jõud» 
3 punkti ja «Kalev» 1 punkti. Kokku löödi sellel lisaturniiril 11 väravat, neist 
5 lõi «Jõud», kes muide võitis «Kalevi» väravate suhtega 2 : 1. Milline oli 
«Dünamo» ja «Kalevi» vahelise matsi tulemus? 



«MATEMAATIKA JA KAASAJA» RELATIIVSE JUUBELI PUHUL 

Tõeleid Roosinupp 

«Matemaatika ja kaasaja» (= M. 
& k.) küm11enda numbri ilmumisega 
seoses on ka minul kui toimetuse mitte
koosseisulisel liikmel tahtmine aval
dusega esineda. 

Nimelt tuleb mul kõrgesti ning 
kaasaegselt harit'ld matemaatikuna 
täie resoluutsusega märkida, et tege
mist on ikkagi vaid relatiivse juube
liga. Ei saa ju niisug-ust juubelite 
pidamise süsteemi lug-eda absoluut
seks, mis tugineb juubeldajate kümne
sõrmelisusele. K.ui näii.'eks lugejaile 
hästi tuntud marsiastel (vt. M. & k., 
IV, lk. 9) peaks olema kaks kuuesõr
melist või kolm neljasõrmelist kätt, siis 
juubeldaksid nende matemaatikud alles 
oma ainsa populaart•eadusliku välja
ande kaheteistkümnenda (marslaste 
kirjapildis 10.) vihiku ilmumise ajal. 
Esimest juubelisünnipäeva peaksid 
marslased sel juhul ag-a kas 72-aasta
seks (kui neil on kaks kuuesõrmelist 
kätt) või 48-aasi.'aseks (kui neil on 
kolm neljasõrmelist kätt) saamise 
puhul. 

Elektronarvutite võidukäig-u kõrval
tulemusena on kaasajal eriti populaar
seks kujunenud just kahendsüsteem 
(vt. M. & k., IV, lk. 47). Ja seda 
täiesti teenitult, sest kahendsüsteemi 
eelised on ::~bsoluutsed! Seda abso
luutsust on ka M. & k. rõhutan-ud, 
kandes oma numbreid kaanel just 
nimelt kahendsüsteemis. Selles süstee
mis osutub aga iga teine arv ü m
m argu sek s (kui kujunenud tava 
kohaselt lugeda ümmarguse nulliga 
lõppevad arvud iimmargusteks) ja 
käesolev on seega M. & k. viies juu
belinumber. Kui aga eriti ümmar
gu s te k s lugeda need arvud, mis 
kirjutatakse ühe ja sellele järgnevate 
nullidega, siis tuleb arvestada, et M. & 
k. ilmunud vihikute hulgas on ju juba 
olemas nii 10., 100. kui ka 1000. num-

ber. Seega 1010. vihiku puhul eriti 
juubeldada pole põhjust (küll aga võib 
lihtsa 1 t juubeldada, sest järjekor
ranumber on siiski lihtsalt ümmar
gune). 

Äsjatõestatust järeldub juba päris 
vahetult ka kahendsüsteemi kasutamise 
pE·amine eelis - juubelite suur sage
dus. Sagedane juubeldamine on aga 
üsna meeldiv, sest sellega kaasnevad 
igasugused õnnitlustelegrammicl ja 
muud sinna juurde kuuluvad asjad. 
Kuuldavasti ootab M. & k. toimetus 
oma lihtsa juubeli puhul kutset mate
maatika metoodiliste artiklite kogu
miku matustele, teadet tasuta liirni 
eraldamise kohta, väljaspool Tartut 
elavate matemaaiikllte lubadust vähe
malt 100 (ei tea mis süsteemis) artikli 
kirjutamise koiita aastas jne. jne. 
Mina omalt poolt kavatsen saata järg
mise telegrammi: «Loodan, et järgmise 
relatiivse juubeli ajal võib M. & k. 
asemel kirjutada juba M. & 1\.~. 
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AKADEEMIK N. I. MUSHELISVILI 75-AASTANE 

E. Jõgi 

Nõukogude silmapaisiva rnehhaani
ku ja matemaatiku, akadeemik Nikolai 
hanovits Mushelisvili 75. sünnipäeva 
tähistas 16. veebruaril suurearvuline 
mehhaanikute ja matemaatikute pere. 

Akad. N. I. Mushelisvili on sündi
nud Tbilisis 16. veebruaril 1891. aas
tal. 1909. aastal astus ta Peterburi 
ülikooli füüsika-matemaatikateaduskon
da, mille lõpetamise järel 1914. aastal 
jäeti i:a sama ülikooli juurde profes
sori kuiseks valmistuma. Siin hakkas 
juubilari huvitama Guri VassiljevitS 
Kolossovi uurimissuund. G. V. .Kolos
sov töötas varem 10 aastat Tartu üli
koolis, kus tal valmis doktoriväitekiri 
kompleksmuutuja funktsioonide teoo
ria rakendustest elastsusteoorias. 1920. 
a. pöördus N. J. Mushelisvili tagasi 
Tbilisi ja hakkas töötama 1918. aasi'al 
loodud Tbilisi ülikoolis. Siin kujunes 
tema juhtimisel viljakas matemaati
kute ja mehhaanikute koolkond, kes 
tegeles esialgu kompleksmuutuja funkt
sioonide teooria rakendustega elast
susteoorias. Hilisematest suuodadest 
tuleb märkida singulaarsete integraal
võrrandite, elliptilisi tüüpi diferent
siaalvõrrandite ja kompleksmuutuja 
analüütiliste funktsioonide uurimist'. 
Suured on N. I. Mushelisvili teened 
inseneride kaadri kasvatamisel Tbilisi 
Polütehnilises Instituudis, kus ta luges 
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elasisusteooriat ja teoreetilist mehhaa
nikat Ta on ka ·rea kõrgematele kooli
dele määratud õpikute autoriks. Eriti
laialt on tuntud tema koostatud ana
lüüt'ilise geomeetria õpik. 

N. I. Mushelisvili on kirjutanud' 
üle 80 teadusliku töö. Põhjapanevad 
monograafiad «HeKOTOphre ocHOBHhie· 
3a)J,a1JH MaTeMaTHIJe

1
CKO!f TeOpHH ynpy

rOCTH» (1933) ja «CHaryJIHpHbiC HH
TerpaJihHbie ypasHeHH5I» ( 1946) hinnati: 
riikliku preemia väärilist•eks vastavalt 
1941. ja 1947. aastal. N. I. Mushelisvili 
on elastsusteoori9 mitmete problee
mide uute uurimismeetodite loojaks. 
Need meetodid on arendatud komp
leksmuutuja funktsioonide teooria baa
sil. Tänu nendele uurimustele on elast
susteooria tasapinnaline ülesanne la
hendatud mitte ainult teoreetiliselt,. 
vaid tulemusi saab kasutada vahetult 
praktika ülesannete lahendamiseL 
N. I. Mushelisvili nimega on seotud 
mitmest materjalist kaasnevate elast
sete varraste väände- ja paindeülesan
nete lahendamine. Ta üldistas klassi
kalist Saint-Venant'i ülesannet ja an
dis originaalse meetodi selle problee
mi lahendamiseks. Singulaarsete integ
raalvõrrandite ja analüütiliste komp
leksmuutuja funktsioonide teoorias. 
saadud tulemusi on kasutatud elasisus
teooria kontaktülesande lahendamiseL 

N. I. Mushelisvili tööd on laialt tun
tud Nõukogude Liidus ja välismaal. 
NSVL TA korrespondentliikmeks valiti 
ta 1933. aastal, akadeemikuks 1939"
aastal. Ta on ka Bulgaaria ja Poola 
TA välismaiseks liikmeks. 1941. aas
tal asutatud Gruusia Teaduste Aka
deemia kauaaegse presidendina on tal 
suured teened akadeemia loomisel ja-
väljaarendamisel. · 

N. I. Mushelisvili viljakas teadus
lik, pedagoogiline ning organisatoome 
t'öö on tihedalt põimunud laiaulatus
liku ühiskondliku tööga. Ta on olnud' 
NSVL ülemnõukogu kõikide koossei
sude rahvasaadikuks. 

Nõukogude rahvas hindab kõrgelt 
akadeemik N. I. Mushelisvili tööd. 
Teda on autasustatud 4 Lenini orde-
niga, Tööpunalipu ordeniga ning 1945_ 
a. omistati talle sotsialistliku töö kan
gelase aunimetus. 



PIERS BOHLI 100-NDA SüNNI-AASTAPAEVA PUHUL 

0. Lumiste, E. Tamme 

Baltimaadel on tegutsenud ja tea
d.ust rikastanurl mitmed silmapaistvad 
matemaatikud. üheks tähelepanuväär
sernaks nende seas oli Tartu ülikooli 
kasvandik, Riia Polütehnilise Instituudi 
professor ja kateedrijuhataja Piers 
Bohl, kelle sünnist möödus 23. oktoob
ril 1965. a. sada aastat. Selle tähista
miseks korraldasid Läti NSV mate
maatikud Riias 21.-23. oktoobril 1965. 
a. Piers Bohli mälestusele pühendatud 
juubelisess.iooni. Kirjastus «Zinatne» 
andis välja P. Bohli elu ja tegevust 
tutvustava brosüüri 1. Alljärgnevad 
read püüavad anda nendest põgusa 
ülevaate. 

Juubelisessiooni organiseerisid Läti 
NSV TA Astrofüüsika laboratoorium ja 
Füüsika Instituut, Läti Riiklik P. Stuc
ka nim. ülikool ning Riia Polütehniline 
Instituut. Istungid peeti Läti NSV TA 
ruumides Riia kõrghoones. Osa võtma 
oli kutsutud matemaatikuid mitmetest 
NSVL teaduslikest keskustest, kus 
arendatakse loovalt edasi P. Bohli 
pärandit. 

Esimesel istungil kuulati ettekan
deid, mis tutvustasici Piers Bohli elu ja 
loomingut. üldise ülevaate andsid 
A. D. Mõskis (Harkov) ja I. M. Rabi
novitS (Riia), kellest esimene iseloo
mustas P. Bohli teaduslikke ideid ja 
saavutusi ning nende osa kaasaja mate
maatikas, teine aga peatus lühidalt 
P. Bohli biograafial, illustreerides seda 
fotodega Viljandist ja Tartust, kus 
möödusid P. Bohli õpinguaastad, Tartu 
ülikooli professoritest - P. Bohli õpe
tajatest jms. E. Tamme '(Tartu) andis 
oma ettekandes ülev<iilate P. Bohli esi
mesest teaduslikust tööst - tänaseni 
käsikirjaliseks jä:änud auhinnatööst 
«Lineaarsete diferentsiaalvõrrandite 
ir.variantide teooria _ia rakendused», 
mis valmis Tartus 1886. aastal. Ette
kandest ja sellele järgnenud diskus
sioon1st selgus, et töö on säilitanud · 
teadusliku värskuse ja väärib trükis 
avaldamist ka veel tänapäeval. Piers 
Bohli tegevust Riia Polütehnilise Ins-

1 M bi lll K H e A. 11.., P a 6 H H o -
a H q H. M., MaTeMaTUK Tinpc 5oJib H3 
PHrH. Pma, 1965. 

tituudi professorina tutvustas oma 
ettekandes A. Bunga (Riia). 

Järgnevatel istungitel toimunud tea
duslikud ettekanded külalisteit ja Riia 
matemaatikutelt olid pühendatud 
P. Bohli töödest lähtunud uurimissuun
dade arengule tänapäeval. Nii näiteks 
käsitlesid B. Levitan (Moskva) jt. töid 
peaaegu-perioodiiiste funktsioonide 
teooria alal, L. Reizins (Riia) jt. topo
loogiliste meetodite rakendamist dife
rentsiaalvõrrandite teoorias. 

Sessiooni viimasel istungil anti üle
vaateid matemaatika ja selle rakendus
alade arengust Läti NSV-s ja Eesti 
NSV-s. Riia matemaatikutest kõnele
sid E. Arins, E. Riekstiens, L. Rubins
tein ja L. Reizins, Tartu matemaatiku
test 0. Lumiste ja T. Sõrmus. 

P. Bohli juubelisessiooni puhul oli 
istungite ruumes korraldatud P. Bohli 
elu ja teaduslikku loomingut tutvustav 
näitus, millel ekspaneeriti fotosid, tea
duslikke artikleid ja nende äratõmbeid, 
P. Bohli kohta ilmunud kirjandust. 

Piers Bohli ja tema loomingulist 
pärandit tutvustab lähemalt eespool 
mainitud A. D. Mõskini ja S. M. Rabi
novitsi brosüür. Selle esimeses osas 
k.äsHletakse P. Bohli õpinguid Viljandi 
gümnaasiumis ja Tartu ülikoolis ning 
töötamist Riia Polütehnilises Instituu
dis. Teises osas on antud ülevaade 

T. Sõrmus esinemas 
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L. Relzins esinemas 

P. Bohli matemaatiliste tööde sisust 
ja tähtsusest. 

Brosüüris leidub uusi andmeid 
P. Bohli kohta, mis täiendavad varem 
avaldatud materjale (nende hulgas ka 
eesti keeles ilmunud ülevaadet 2 ). Näi
teks on toodud eksamilehtede mater
jale ning esitatud huvipakkuvaid 
üksikasju doktoritöö kaitsmisest Tar
tus 1900. a. Saame teada, et P. Bohl 
on üliõpilasena kolme õppeaasta jook
sul sooritanud kõik 15 eksamit hindele 
«väga hea» ja nimelt esimesel õppe
aastal võrrandite ja determinantide 
teooria (E. Hart'wigi juures); diferent
siaalarvutuse, integraalarvutuse, ana
lüütilise geomeetria ning joonte ja 
pindade teooria alal (kõik prof. 
P. Helmlingi juures), teisel õppeaastal 
uuema geomeetria ja algebra, analüü
tiliste funktsioonide teooria (mõlemad 
dots. T. Molieni juures), matemaati
lise geograafia (prof. F. Weirauch), 
vähimruutude meetodi (prof. 
L. Schwarz) ja diferentsiaalvõrrandite 

2 R. a b i n o vi ts, 1., Eestist võr
sunud matemaatikaklassik, Matemaati
ka ja kaasaeg, V, 1964, lk. 88-93. 
Märgime, et selles lk. 88 on trükivea 
tõii:u P. Bohli sünnikuupäevana too
dud 28. oktoober, peab aga olema 
23. oktoober. 
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(P. Helmling) alal ning kolmandal 
õppeaastal analüütilise mehhaanika 
(prof. E. Staude), arvuteooria 
(T. Molien), üldise astronoomia (prof. 
L. Schwarz)', füüsika ja praktilise 
füüsika (mõlemad prof. A. Oettingen) 
alal. 

P. Bohli kui pedagoogi ait'ab ise
loomustada Harkovi tehnoloogia insti
tuudi direktori prof. V. L. K.irpitsovi 
arvamus tema kohta. Pärast R.iia Polü
tehnilise Instituudi revideerimist 1897. 
a. kirjutas Kirpitsov oma aruandes: 
«Noor teadlane loeb alates 1895. a. 
Riia Polütehnilises Instituudis kõrge
mat matemaatikat, esitades seda kaas
aegs~ range analüüsi vaimus. Tema 
esitus on väga täpne, selge ja range 
ning avaldab kõige meeldivamat mul
jet.» 

Brosüür sisaldab ka P. Bohli ühe 
väiksema töö <<Kolmel'iikmeliste võr
randite teooriast» (Zur Theorie der 
trinomisehen Gleiehungen. Math. Ann. 
1908, 65, 556-566) venekeelse tõlke.9 

Artiklis on sõnastatud ja tõestatud ree
gel võrrandi 

axn + bxm + e = 0 ( a, b, e -
kompleksarvu d) 

selliste komplekslahendite arvu maa
ramiseks, mille moodul ei ületa antud 
positiivset arvu. 

Brosüüri lisana on toodud suur
meister M. Botvinniku arvamus P. Bohli 
kui maletaja kohta ning kaks P. Bohli 
partiid. M. Botvinnik märgib muu
hulgas: «Bohl harrastas lahtist vigu
ritemängu, kippus alati rünnakule. 
otsis hasartselt võimalusi keerulisteks 
kombinatsioonideks. Kui tuli end kaits
ta, t•egi Bohl seda ilmse vastumeelsu
sega ja ilma erilise eduta 
P. Bohl oli peen avarrgutet'undja; on 
selge, et ta spetsiaalselt uuris avangu
teooriat . . . Kuidas hinnata P. Bohti 
kui maletaja praktilist tugevust? Täna
päeva mõisi'eid kasutades. tuleks teda 
asetada arvatavasti esimese järgu 
maletaja ja meistrikandidaadi vahele, 
mis on vägagi silmapaistvaks tase
meks teadlasele, kes pühendas malele 
vaid oma jõudeaja.» 

3 Selle töö tõlge puudub P. Bohli 
valitud tööde kogumikus: 50Jib, n. 
:VI36paHHhie TPY.llhl. M3.rr.. AH JlaTa. 
CCP, Pnra, 1960. 



KAKS KUUD INGLISMAAL 

E. Jürimäe 

Allakirjutanu! oli võimalus viibida 
5. oktoobrist kuni 2. detsembrini 
1965. a. Inglismaa ülikoolides ning 
tutvuda seal mõningate matemaatiku
tega ja matemaatika õpetamisega. 
Käesolevad read on mõeldud mõningate 
üldisemaie muljete jagamisena «Mate
maatika ja kaasaja» lugejatele. 

Põhilise aja oma teaduslikust 
komandeeringust viibisin Wales'i üli
kooli Swansea kolledzis nn. puhta 
matemaatika kateedris (Departement 
of Pure Mathematics). On huvitav 
märkida, et enamikus inglise ülikoo
lides on kaks matemaatika kateedrit. 
Puhta matemaatika kõrval esineb 
rn.kendusmatemaatika (Applied Mathe
matics). Viimane kujut•ab endast põhi
liselt teoreetilist rnehhaanikat, kuid ka 
teoreetilist füüsikat (näit. relatiivsus
teooriat). Rakendusmatemaatika ka
teedri kaudu õpetatakse enamikul juh
tudel ka arvutusmasinatega seotud 
distsipliine. 

Töötasin ülalmainitud kal•eedris 
prof. J. D. Westoni juures, kes on 
küllalt laialdaselt tuntud spetsialist 
funkl'sionaalanalüüsi alal. Enamik tolle 
kateedri liikmetest huvitusid just nime
tatud .distsipliinist. 

Swansea ülikooli kolledzis õpib 
umbes 2700 üliõpilast', sealjuures mate
maatikuid võetakse igal aastal vastu 
25-30. Oppejõude-mal'emaatikuid oli 
kokku 26 (nendest 18 puhta matemaa
tika kateedris). Oppeaeg ülikoolis kes
tab seal 3 aastat, kusjuures üliõpilane 
ülikooli astudes on saanud juba eelne
valt teatava spetsiaalsuse matemaati
kas (tavaliselt keskkoolide juures). 
Vaatamata sellele eelnevale spel'siali
s.eerurnisele alustatakse ülikoolis põhi
hseit selle samaga, mis meilgi. Erine
vaid aineid on aga vähem. Torkab 
silma matemaatilise statistika suur 
osatähtsus nii matemaatikute kui ka 
teiste spetsialistide ettevalmistuses. Tun
dub, et (praktika nõudeid silmas pida
des) on meil selles osas vaja otsus
tavalt oma õppeprotsessi täiustada. 

Teise erinevusena t•orkas silma, et 
neil on loenguid umbes poole vähem 
kui meil (ca 15 tun.di nädalas). Loe-

~akse .. enamikl:ls teoreetilist materjali 
lima ulesande1d lahendamata. Viima
sed jäetakse üliõpilase enda mureks. 
Eksamid on aga kirjalikud, kus küsi
mustena esinevad ülesanded (enami
kus teoreetilist laadi, mitte arvutus
Iikud). 

Peale Swansea viibisin veel lühemat 
aega Exeteri ja Londoni ülikoolides. 
Neil külastu'stel toimusid vestlused 
nii õppeprotsessi kui ka teaduslike 
probleemide üle.. Inglise kolleegide 
palvel tuli väga mitmel korral kõnel
da meie ülikoolide õppeprotsessist Jäi 
mulje, et nad hindavad meie ülikoo
lide õppeprotsessi kõrgemalt kui oma. 

Olin huvitatud kohtumistest mitme
te matemaatikutega, kes uurivad sum-· 
meerimismenetluste üldisi küsimusi. 
Niisuguste küsimustega tegelevad mit
med inglise matemaatikud. Nendest 
dr. Coppinguga Exet•eris ja dr. Mehdi-· 
g·a Londonis oli mul eriti meeldivaid 
ja kasulikke vestlusi. Kuid ka vestlu
sed dr. Bakeriga Swanseas ja 
dr. Bosenquet'iga Londonis andsid 
nii mõndagi kasulikku. 

Siinkohal ehk ei ole ülearune mär
kida, et üsna mitmelgi korral tuli 
olla meie tööde tutvustajaks (nii vas
tavas seminari ettekandes kui ka indi
yiduaalsetes vestlustes), sest paljudel 
JUhtudel teati meie töödest kaunis 
pealiskaudselt. Põhjuseks on siin ena
mikus asjaolu, et inglise matemaatikud 
ei tunne sel määral vene keelt, et nad 
võiksid lugeda venekeelseid artikleid. 

Tundes mõningal määral huvi kooli
matemaatika moderniseerimise prob
leemide vastu, sai vesteldud ka sellel 
teemal. Tuleb aga märkida, et hari
dussüsteemi erinevus ei võimalda meil 
nei:;t asjadest ühtses plaanis kõnelda. 
Võis märgata, et mõningad matemaa
tikud (näit. prof. Weston, kes valmis
tas ette ulatusliku materjali seoses 
matemaatilise analüüsi õpetamisega 
keskhariduse süsteemis) tahavad minna 
moderniseerimises küllalt kaugele. Tei
selt poolt aga (näit. prof. Rogers) 
taotletakse hoopiski mõõdukamai lähe
nemist. 

K.ui teha väikest kokkuvõtet sellest 

95 



sõidust, siis tuleb mainida, et sel vii
sil sai sõlmitud rida otseseid sidemeid 
Inglismaa ja Tartu matemaatikute 
vahel, sai kaasa toodud suur hulk 

huvitavat ja kasulikku kirjandust ning 
nähtud ja kuuldud palju huvitavat 
lnglismaast, tema ülikoolidest ning üli
õpilastest 

"rM.~efKa.Gtiltc6 ;a. lt;a.a.&o.jo." lt.ee~etLU.tlt. 

MIDA TEHA ELEKTRONARVUTIGA.? 

ü. Kaasik 

Terve 1965. aasta jooksul oli vaba
riigi ajakirjanduses palju juttu elekt
ronarvutile uue nime panemise kiisi
mustest Nimemuutmise vajadust põh
jendati sealjuures peamiselt kahe asja
oluga: I) senine nimetus «elektron
arvuti» on liitsõna ja kasl!tamiseks 
kohmakas; 2) senine nimetus ei või
malda vastava tegusõna moodustamist. 
Nende puuduste kõrvaldamiseks paku
ligi terve rida uusmoodustisi, mille
dest kõige rohkem kõneainet on and
nud «raal» ja «elar>>. 

Nimemuutmise vajaduse esimese 
põhjenduse vastu on muidugi võima
lik vaielda ja koguni mitmelt seisu
kohalt. Kõige tõsisemaks vastuväiteks 
on ilmselt see, et «elektronarvuti» ase
mel kasutatakse praktikas ju enamasti 
«arvutit» ( «elektron-» lisatakse vaid 
siis, kui on tarvis eriti rõhutada). 
Sõna «arvuti» pole aga enam ei eriti 
pikk ega ka kohmakas. 

Allakirjutanu arvates see vastu
väide siiski uue sõna vajadust täieli
kult ei kõrvalda, sest «arvuti» on ju 
s::muti uus sõna, mis loodi just «arvu
tusmasina» asendamiseks. ühe ja 
sama sõna kasutamine aga nii laiema 
kui ka kitsama klassi objektide nime
tamiseks igatahes keele rikkuse tun
nistajaks küll ei ole. 

Nimemuutmise vajaduse teine põh
jendus on allakirjutanu arvates täiesti 
kunstlik. Ei ole nimelt arusaadav, mil
leks oleks tarvis «elektronarvutile» 
vastavat tegusõna. Kas ta peab tähen-

dama kõike seda, mida elektronarvu
tiga teha saab või ainult arvuti abil 
lahendamist, arvutamist, koostamist, 
uurimist vms.? Pealegi pole selline 
moodustamisviis eesti keelele üldse 
omane. Meil puuduvad ju praktiliselt 
niisugused tegusõnad, mis oleksid 
tuletatud väga mitmeks otstarbeks 
kt:sutatavate tööriistade nimedest Kui 
näiteks oletada hetkeks, et eesti kee
les on olemas sõna «pliiatseerima», 
siis kerkib kohe küsimus, mida see 
sõna peaks tähendama. Kas pliiatsiga 
kirjutamist või pliiatsiga joonistamist 
(võrdle: ülesande lahendamine elekt
ronarvuti), protsessi modelleerimin,e 
elektronarvuti abil)? Või neid mõle
maid? Kui aga nii, siis kas pliiatsiga 
hammaste torkimine on ka pliiatsee
rimine (võrdle: elektronarvutiga male
tamine)? 

Neid kaalutlusi arvestades tuleks 
meil elektronarvutile uue nime otsi
misel mitte hoolida sellest, kas uus 
nimi sobib vastava tegusõna moodus
tamiseks või mitte. Sellega langeb 
kohe kõrvale ebaõnnestunud uusmoo
dusUs «raal», rr.ille ai n saks eeli
seks on «raalimine». Teistest seni 
pakutud võimalustest tundub artikli 
autorile vastuvõetav olevat vaid «elar», 
mis sobib nii kõla kui ka saamisloo 
poolest. Selle sõna kasuks räägib veel 
asjaolu, et üksteisest sõltumatult on 
teda pakkunud mitu isikut (nähtavasti 
oli selle uue sõna esimeseks tuletajaks 
d ots. J. Gabovits). 

MöNINGAID MEHHAANIKA-ALASE TERMINOLOOGIA KüSIMUSI 

ü. Lepik, L. Roots 

Viimasel ajal on paljudes distsiplii
nides esiplaanile kerkinud. terminoloo
gia küsimused. See on ka arusaadav, 
sest järjest laienev eestikeelsete õpi
kute ja teatmeteoste väljaandmine eel
dab ühtset ja hästi läbimõeldud ter
minoloo_giat. Kui vaadata sellelt seisu-
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kohalt mehhaanika-alaseid termineid, 
siis on üldpilt kahjuks üsna kirju. Et 
teadusliku terminoloogia väljakujune
mine mehhaanikas on toimunud suurel 
määral stiihiliselt, siis on tekkinud 
olukord, kus meie õppeasutustes kasu
tatakse sama mõiste jaoks erinevaid 



termineid. Et aidata kaasa terminoloo
gia ühtsustamisele, on tekkinud mõi'e 
korraldada neis küsimustes väike dis
kussioon «Matemaatika ja kaasaja» 
veergudel. Asja alustamiseks esitame 
mõned vaidlusalused terminid koos 
omapoolsete lühikesi'e põhjendustega. 

Oleme juba ette tänulikud kõigi 
kriitiliste (ja ka mittekriitiliste) mär
kvsi'e ning täiendavate ettepanekute 
eest. 

1. Jäik keha (TBep.uoe reJio). 
See tundub olevat kõige lähem mõttele 
«deformeerimatu», millest sõnad «kõ
va» ja «kindel» on tähenduseit kau
gemal. Sõna «kõva» tähendab hoo
pis muud mõisi•et (kõvadus on kõva
duse skaalas mõõdetav omadus); sõnal 
«kindel» on aga ka teisi tähendusi 
(näit. kindel - ebakindel). Termin 
«jäik» vastab kõige täpsemini ka ing
lis- ja saksakeelsetele vastetele «rigid» 
ja «starr». Sõna «jäik» kasuks kõne
leb veel asjaolu, et nimetust «npHHJJ,Hn 
sarsep.UhiBaHHH» on tõlgitud eesti 
keelde (ja see on ka vististi ainus 
mõistlik vaste) kui «j äigastumisprint
siipi». 

2. Seo s (cBH3b). Eestikeelses kir
janduses selle kõrval kasutatud vaste 
«side» (gen. «sideme») oleks mõeldav 
küll geomeetriliste seoste puhul, ei 
tundu olevat aga otstarbekohane mitte
holonoomsete seoste puhul. Ka ei 
sobiks tõlkida terminit «3HepmH 
CBH3H» «sideme (või sidemete) ener
giana». Et nimetusel «sideenergia» on 
pealegi juba teine täh~ndus, siis ain
saks sobivaks vasteks näib siin olevat 
«seosenergia». 

3. Ma s s punkt (MarepHaJihHaH 
roqKa). See on lühem paralleelselt 
kasutatud vormist «materiaalne punkt» 
ja peaks selle tõttu olema otstarbe
kam. Tuleks kaaluda ka nimetust 
«punktmass» ( «punktlaengm> eeskujul). 

4. N ihu tu s (nepeMemeHHe). Ter
min «nihe» ei ole siin mõeldav, 
st:st see on vasteks sõnale «CJJ.BHr». 
H äst'i sobiv ei ole ka «paigutus» oma 
staatilise sisu tõttu. Teised soovitatud 
terminid, nagu «siire», «lüke», pole siia
ni veel läbi löönud. Meile tundub 
kõige otstarbekamana kasutada siin 
vastet «nihutus». Puuduseks oleks vaid 
asjaolu, et see termin on mõnevõrra 
sarnane teise i•erminiga «nihe». See 
kõlaline sarnasus ei tohiks aga olla 
määrav. 

5. Võ im aI i k n ihu tu s (so3-
MO.IKHOe nepeMemeHMe). Kõige adek
vaatsem oleks siin «virtuaalne nihu
hts», tundub aga, et selle kõrval 
oleks vaja ka eestikeelset sõna. Mõnel 
pool pakutud variant «mõeldav nihu
tus» hästi ei sobi oma idealistliku 
värvingu tõttu: välja mõelda võib iga
suguseid nihutusi, meid aga huvitab 
nihutu~. mida seosed antud ajamo
mendil võimaldavad. 

6. Li i k u m i s h u I k j a I i i k u -
mi sh uIga moment (KOJIHqecrso 
,UBHJK€HIIH H MOM€HT K0JlWI€CTBa )lBll
JKeHHH) pole meie arvates üldse vaja
likud. Nende asemel tuleks kasutada 
nimetosi «impulss» ja «pöörde
impulss» (või ka «impulsimoment»). 
Eelkõige on need nimetused tunduvalt 
lühema d ja seetõti'u kasutamiseks 
mugavamad. «Liikumishulk» on halb 
juba sellepärast, et ta ei ole ammen
dav liikumise mõõt. Liikomishulga 
mõistet ei kasutata ka analüütilises 
mehhaanikas, kus suurosi mx, my, mz 
nimetatakse «impulssideks». Märkigem, 
et mitmetes uuemates mehhaanika 
õpikui•es (näit. JlaH.uay-JIHcpWHU «Me
xaHHKa») on loobutud liikumishulga 
mõiste sissetoomisest 

7. ü I e ka n d e I i i k u mi n e (ne
peHocHoe .UBHJK€HHe). Mõeldav oleks 
ka «kaasaliikumine», kuigi sel korral 
väljend «kaasaminekukiirus» on koh
makam kui «Ülekandekiirus». Vähem 
õnnestunud on ka sõnakujud «Ülekan
tav kiirus» ja «kaasaliikumise kiirus». 

8. Põ r g e (yJJ.ap). Teine vaste 
«löök» ei sobi siia, sest löök on osa 
põrkumise protsessist (põrkel t•oimub 
ühe keha löök vastu teist). Põrge j ät
kub ka pärast löögi lõppemist. 

9. P I a st i I i su s (nJiacrHq-
HOCTb). Oleme eelistanurl seda vor
mile «plast'sus» peamiselt sellepärast, 
et viimast kuju ei fikseeri Eesti Oige
keelsuse Sõnaraamat. Ka pole sõna
ühend «elastne-plastne» kõlaliselt kuigi 
sobiv. 

10. Pideva keskkonna 
mehh a an i ka (või ka pidevate kesk
kondade mehhaanika MexaHHKa 
cnJIOWHhiX cpe.u). Kuigi see nimetus 
on mõnevõrra lohisev, pole seni pare
mat õnnestunud leida. Teise t'ermini 
«kontiinuummehhaanika» (vrd. saksa
keelne «Kontinuumsmechanik») vastu 
kõneleb asjaolu, et kontiinuum ei 
pmugi olla üldse mingi keskkond 
(tühi algruum on ka kontiinuum). 
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AUGUST KASVAND 75-AASTANE 

Meie vabariigi üks nimekamaid 
matemaatika pedagooge ja metoodi
kuid ning paljude matemaatika kooli
raamatute autor August K:asvand sai 
30. detsembril 1965. a. 75-aastaseks. 

August K:asvand sündis Võrumaal 
Erastvere vallas. 1909. aastal omandas 
ta Võru Linnakooli juures algkooli
õpetaja kutse ning Pärnu Gümnaa
siumi juures matemaatika aineõpetaja 
kutse. Seejärel töötas ta õpetajana 
Nüpli Algkoolis, Otepää K:eskkoolis, 
Võru Poeglaste Gümnaasiumis ja 
Iartu Linna 16. Algkoolis. Omades 
juba 10-aastast pedagoogistaazi, asus 
August K:asvand oma teadmisi täien
dama Tartu ülikooli matemaatika
loodusteaduskonnas, mille lõpetas 
1933. a. cum laude. Nüüd jätkus tema 
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pedagoogiline tegevus matemaatika ja 
astronoomia õpetajana Tartu Linna 
Tütarlaste Gümnaasiumis ning Tartu l. 
Keskkoolis. 

Alates 1944. aastast töötas August 
Kasvand Tartu Opetaj ate Seminaris 
matemaatika ja matemaatika õpetamise 
metoodika õpetajana. K:ui 1947. aastal 
asutati Tartu Opetajate Instituut, nime
tati A. K:asvand selle füüsika-mate
maatika kateedri juhatajaks. 

1957. aastal siirdus August K:as
vand pensionile. 

K:a pensionärina on ta reipalt kaa
sa löönud matemaatikaõpetajate ette
valmistamisele nii Tartu Pedagoogili
ses K:oolis kui ka Tartu Riiklikus Oli
koolis. 

Paljud vabariigi mateplaatikaõpe
t<3jad on oma ettevalmistuse saanud 
August K:asvandi juures ning rõhuv 
enamik vabariigi kodanikest on oma 
matemaatika-alaseid teadmisi ammu
i'anud August K:asvandi kirjutatud 
kooliraamatuist. 

Nende kõigi nimel juubilarile 

süda m 1 i k õnn it Ius! 

UUT LISA MATEMAATIKA 
AJALOOLE EESTIS 

Vilniuses anti Leedu NSV TA Loo
dusteaduste ja Tehnika Ajaloo K:omis
joni toimetuse! omaette raamatuna 
välja Baltimaade VI teaduse ajaloo 
konverentsi materjalid 1, millest asja
huviline lugeja võib leida mitmeid lisa-

1 MaTepuaJibi VI-oH: KOHciJepeHUHH 
IIO HCTOpHH HayKH B f1pn6aJITHKe. AKa
.lleMHH HayK .JlHTOBCKoH: CCP, l\OMHC
CHH IIO HCTOpHH eCTeCTB03HaHHH H TeX
HHKH. BHJibHIOC, 1965. I 

Konverents toimus 26.-27. oktoob
ril 1965. a. Vilniuses. 



andmeid· matemaatika ja füüsika aja
loo kohta Eestis. Matemaatika ajaloo 
osas väärivad märkimist näiteks järg
mised materjalid: N. D. Bespamjatnõh 
(Grodno) - Baltimaade matemaatika
õpei.•ajate loomingulisest tegevusest 
XIX sajandil (lk. 4-5; K. G. l(upf
fcri ja M. G. Pauckeri uuri
mustest ja õpikutest), J. M. Gaiduk 
(Harkov) - T. l(lausen matemaati
kuna (lk. 9), R. I. Galtsenkova (Le
ningrad) - Algebra Tartu ülikoolis 
XIX sajandil (lk. 11-13), S. A. Dah
hia (Harkov) - Fr. Schuri tegevus 
Tartu ülikoolis ja tema hilisemad side
med vene teadusega (lk. 21), 
E. P. Ozigova (Leningrad) - F. Min
ding ja Peterburi Teaduste Akadeemia 
(lk. 49-50), I. B. Pogrebõsski (Mosk
va) - Tartu (Derpti) ülikooli mate
maatikud XIX saj. keskel (lk. 59). 
Elav huvi matemaatika ajaloo vastu 
Eestis, millest annavad i.'Unnistust mai
nitud kirjutised, näitab, et Tartu üli
kool andis hinnataya lisa XIX sajandi 
matemaatikale Venemaal. 

Ka füüsika ja astronoomia ajaloo 
kohta tartu ülikoolis võib raamatust 

. leida mitmeid täiendavaid andmeid. 
Nii käsitletakse J. Mädleri, A. Oettin
geni, B. I. Sreznevski, B. B. Golitsõni, 
A. I. Sadovski jt. tegevust Tartus. 
V. L. Tsenakal Leningradist on aval
danud lühikese ülevaate päikesekella
dest Eestis. 

ü. Lumiste 

PROGRAMMEERITUD öPETAMISE 
ALANE KONVERENTS MINSI(IS 

Ajavahemikul 15.-17. dets. 1965. a. 
toimus Minskis Valgevene, Eesti, Läti 
ja Leedu NSV ühine konverents tee
mal «Programmeeritud õpetamine». 

Plenaaristungeil kuulati ära I I ette
kannet. üks päev oli püheqdatud näit
likele õppustele ja sektsioonide tööle. 
Plenaaristungite ettekannetest olid 
huvipakkuvamad dots. A. Moliboki 
(Minsk) ettekanne «Programmeeritud 
õpetamine ja tema koht spetsialistide 
ettevalmistamisel», dots. J. Tsubuki 
(Kiiev) ettekanne «Programmeeritud 
õpetamise kogemusi Kiievi Ehitusinse
neride Instituudis» ning Tartu mate
maatiku dots. I. Kulli ettekanne 
«Mudelid õppeprotsessis». 

Näituse stendidel tutvustati prog
rammeeritud õpetamise alast kirjan
dust ning õppeasutustes koostatud 
programme. Eesti väljapanekutest ära
tasid tähelepanu kõige enam perfo
plaadid, eriti «Kita». Eraldi näitus oli 
õpetavatest masin'atest. Siin oli esin
datud enamik Nõukogude Liidus konst
rueeritud masinatest. Minski Pedagoo
gilises Instituudis võis tutvuda ka 
kujutava geomeetria klassiga, kus on 
rakendatud programmeeritud õpetamise 
elemente. Huvitavad olid enesekont
rolli stendid. 

Opetavate masinate kasutamist 
demonstreeriti lahtistes tundides. 
«MintSanka» abil viidi läbi praktiku
mid kõrgemas matemaatikas, masinat 
«PioneeT» kasutati võõrkeele tundides. 
Lahtisl'est tundidest kõige parema mul
je jättis nii tunni metoodika kui ka 
tehniliste vahendite rakendamise seisu
kohalt võõrkeele tund Minski Võõr
keelte Instituudis. Kabinetti oli sisse 
seatud magnetofonidega kabiinid, õpe
tajal oli võimalus töötada iga üliõpila
sega individuaalselt. Tulemused keele
oskuse ja hääidamise osas olid väga 
head. 

ENSV-st oli konverentsil 30 dele
gaati. Sektsioonides esinesid ettekan
netega: U. Agur, J. Sõerd, E. Hendre, 
T. Palm, U. Usai, A. Metsa, A. Nurk, 
P. Moosberg, H. Oiglane. Sektsioone 
oli kokku 9, kõik sektsioonid töötasid 
samaaegselt, seetõHu polnud võimalik 
kuulata kõiki ettekandeid, mis oleksid 
huvi pakkunud. 

Matemaatika-füüsika sektsioonis oli 
I 0 ettekannet, neist 4 käsitlesid prog
rammeeritud õpetamise rakendamist 
IT'atemaatikas. Tallinna 21. Keskkooli 
Õ!Jel'aja T. Palmi ettekandes «Öpi
laste iseseisev töö matemaatika tunnis 
programmeeritud õpetamise printsiibi!» 
esitati läbiviidud eksperimendi tule
mused ning tulemuste analüüs. T. Palm 
andis meetodile positiivse hinnangu. 
Allakirjutanu ettekanne sisaldas ana
loogilise eksperimendi analüüsi. Eks
periment viidi läbi kõrgema mai.'emaa
tika praktikumis EPA-s. K.a siin andis 
programmeeritud õpetamine suhteli
selt paremaid tulemusi. 

Konverentsi plenaaristung lõppes 
akadeemik A. Bergi esinemisega, mis 
meelitas kokku rohkem kuulajaid, kui 
säal mahutas. Toome siin vaid mõned 
mõtted akad .. Bergi pikast, kuid huvita-
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vast sõnavõtust. Programmeeritud 
õpetamine on küberneetika pedagoogi
kas, ta on pedagoogilise töö teaduslik 
organiseerimine. Oppetöö tulemusi 
peab pidevalt statistiliselt' analüüsima, 
teisiii kaotab pr:ogrammeeritud õpeta
mine oma mõtte. Akad. Berg märkis, 
et Balti riikides on programmeeritud 
õpetamise alal seni kõige enam ära 
tehtud ja ta Joodab, et siin kujunebki 
programmeeritud õpetamise tsentrum. 

Konverents leidis, et on aeg üld
sõnaliselt propageerimiselt üle minna 
programmeeritud õpetamise rakendami
sele praktikasse laias ulatuses, kus
juures koostatud programme ja töö 
tulemusi tuleb pidevalt analüüsida, et 
leida optimaalne programm. Program
meeritud õpetamise hindamisel ei saa 
aluseks võtta ainult keskmist hinnet, 
tuleb arvestada ka ajakulu ja iseseis
vat tööd. 

Hilja öiglane 

üLELIIDULINE 
MAJANDUSMATEMAATIKA-ALANE 

KONVERENTS 

Viimastel aastatel on nii majan
dusteadlaste kui ka matemaatikute 
tähelepanu üha enam köitma hakanud 
küsimused, mis on seotud tööstusette
võtete juhtimise ja planeerimisega 
r.ing elektronarvutite kasutamisega 
selles valdkonnas. Mitmesuguste auto
maatse juhtimise ja planeerimise süs
teemide väljatöötamisega tegelevad 
praegu paljude teaduslike asutuste ja 
ettevõtei'e tööta j ad. 

Et teha kokkuvõtteid senistest tule
mustest ja vaagida uusi suundi, toi
mus 20.-23. dets. 1965. a. Moskvas 
NSVL TA Majandusmatemaatika Kesk
ir.stituudi korraldatud I üleliiduline 
konverents teemal: «Majandusmate
maaiilist'e meetodite ja elektronarvuti
te kasutamine tööstusettevõtete juhti
misel». Konverentsil, mille osavõt'jate 
arv ulatus poole tuhandeni ja kus 
kõrvuti teenekate teadlastega esinesid 
ka teadlaste noorema generat'siooni 
esindajad ning tootmisjuhid, anti üle
vaade juhtimise ja planeerimise auto
matiseeritud süsteemide väljatöötamise 
metodoloogilistest suundadest, konk
reetsetest rakendustest ja nende puhul 
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kasutatud maj andusmatemaatilistest 
meetoditest 

Kuigi välja oli kuulutatud 55 ette
kannet, kujunes ettekannete tege
lik arv konverentsil tunduvalt' suure
maks. Ettekannetele järgnesid sageli 
elavad ja sisukad mõttevahetused nii 
istungit'el kui ka kuluaarides. Konve
rentsi istungid toimusid paralleelselt 
kolmes sektsioonis: 

I) tööstusettevõtete juhtimise auto
matiseeritud süsteemide väljatöötamise 
metoodika ja etapid; 

2) tööstusettevõtete juhtimise auto
matiseeritud süsteemide konkreetsed 
projektid ja nende juurutamine; 

3) majandusmatemaatilist'e meeto
dite ja mudelite kasutamine planeeri
ITiise ja juhtimise automatiseeritud 
süsteemide väljatöötamisel. 

Eesti NSV-d esindasid konverent
sil TA Küberneetika Instituudi, Tartu 
Riikliku ülikooli, Tallinna Tehnoloo
gia Instituudi ja teiste asutuste töö
tajad. Ettekannetega esinesid 0. Kaasik 
ja R. Mullari teemal «Matemaatiliste 
meetodite rakendamise üldpõhimõtei'est 
kalendrilisel planeerimisel» ning 
R. Mullari ja S. Luht teemal «Toot
rrisülesande mehhaniseeritud koosta
mine». 

Konverentsil vastuvõetud otsuses 
juhiti tähelepanu vajadusele tõhustada 
tööde koordineerimist ja informatsioo
ni vahetamist majandusmal'emaatikas 
teostatavate uurimuste kohta. Samuti 
jvhiti tähelepanu mõningate organisat
siooniliste muudatuste teostamise vaja
likkusele, nagu uue teaduste kandidaadi 
kraadi sisseviimine, palkade korrigee
rimine jne. 

V. Tinn 

UUS LEND MATEMAATIKUID 
TARTU RIIKLIKUST üLIKOOLIST 

Ka käesoleva aasta talvel lõpeta
sid matemaatikud oma 5~-aastase 
stuudiumi Tartu Riiklikus ülikoolis. 
20. ja 24. detsembril kaitsti matemaa
tikaosakonnas järgmisi diplomitöid: 

1. AIa puu, Paul. ühest .u--haar
de formaalsest mudelist. (Juhendaja 
ENSV TA FAI van. tead. tööt. 
M. Kõiv.) 

2. KoIk, Enno. Summeeruvusi'egu
rid üldistatud absoluutse Cesaro-sum-



meeruvuse jaoks. (Juhendaja prof. 
G. Kangro.) 

3. R i iv e s, Kaarin. Eukleidiliste 
liikumiste alamrühmadest ja nende or
biitidest. (Juhendaja dots. 0. Lumiste.) 

4. Tamm era i d, Ivar. Mereeri 
tüüpi teoreemid integraalteisenduste 
puhul. (Juhendaja prof. G. Kangro.) 

5. Hoo 1m a, Mare. Määratud in
tegraalide ligikaudne arvutamine ja 
integraalialuse funktsiooni lähenda
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A. Jägel.) 

6. K ä r n e r, Olavi. Maatriksite 
sümmeetriast. (Juhendaja dots. J. Hion.) 

7. Los sm an n, Aavo. Pöörd-
rn?.atriksi parandamise algoritmid ja 
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ja A. Jägel.) 
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7 Matemaatika j.a kaasaeg X 
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A. Jägel.) 
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matemaatik-matemaatikaõpetaja kutse. 
Peale nimetatute lõpetasid matemaa
tikaosakonna riigieksamitega veel Paa
vo Rooba ja Silvia Aben (mate
maatik-arvutusmatemaatiku kvalifikat
siooniga). 

Kaugõppe Pedagoogilise Instituudi 
lõpetasid matemaatika erialal ja oman
dasid keskkooli matemaatikaõpetaja 
kutse: 

1. AIli k saar, Meeta-Marie 
2. K e e r e n d, Aime 
3. 0 jaot s, Jefim 
4. R i m m, l(arin 
5. S e p p, Endla 
6. T a m m, Asta 
7. T o o m i n g a s, Valli. 
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m a. Dünaamiline planeerimine ja variatsi
oonarvutus. - H. 0 i g I a n e. Kõrgema ma
temaatika programmeeritud õpetamisest Eesti. 
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ülesandeid elementaarmatemaatikast 

1. Konstrueerida kolmnurk ABC külje AB, nurgapoolita ja AD ja tipust 
rC nurgapoolitajale AD tõmmatud ristlõigu CG järgi. 

2. Leida rea 1 ·+ 3 + 4 + 6 + 7 + 9 + 10 + . . . n liikme summa. 
3. Tõestada, ei' 

l 1 1 ----
1 + V2 + l/3 + ... + tln> 2 (V n + 1 - 1). 

4. Koonuse kõrgus on h = V3 ja moodustaja on l = 3. Leida suurima 
:pindalaga lõige, mis tekib koonuse lõikarnisel koonuse tippu lähiva tasandiga. 

KOGUMIKU SEITSMENDA VIHIKU üLESANNETE LAHENDUSED 

A. Elementaarmatemaatika 

ü I e sa n d e nr. 1 I ah e n du s. Et nelja aastaga suurenes perekonna kogu
vanus 15 aasta võrra, siis peab perekonna noorim liige (poeg) olema praegu 

.3-aastane. Edasi on ülesande tingimuste põhjal kerge leida, ei' tütar on 5-aas
tane, ema 31-aastane ja isa 34-aastane. 

ü 1 e sa n d e nr. 2 1 ah e n du s. a) et arvu 19 paaritud astmed lõpevad 
9-ga ja arvu 91 kõik astmed lõpevad I-ga, siis 1991 + 91 19 lõpeb nulliga, s. o. 
ta jagub 10-ga; 

b) et 
432 = 1849, 433= 79 507, 434 ·= 3 418 801, 435 = 147 008 443 

ja 
932 = 8649, 933 ·= 804 357, 931 = 74 805 201, 935 = 6 956 883 693, 

siis arvude 43 ja 93 astmete kaks viimast numbrit ei muutu asiendaja suuren
damisel nelja võrra. Järelikult 4393 lõpeb numbritega 43 ja 9343 (nagu 933) 
lõpeb numbritega 57. Seega 4393 + 9343 lõpeb kahe nulliga, s. o. ta jagub 25-ga; 

e) et · 
572 = 3249, 573 = 185 193, 574 = 10 556 001 

ja 
752 = 5625, 753 = 421 875, 754 = 31 640 625, 

siis arvu 57 astme kolm viimast numbrit ei muutu asiendaja suurendamisel 
nelja võrra ning arvu 75 aste lõpeb 875-ga, kui asiendaja on ühest suurem paa

;ritu arv. Seetõttu 5775 + 7557 lõpeb numbritega 068 (193 + 875 = 1068) ning ei 
jagu 8-ga; 

d) Arvud 46 ja 64 annavad 3-ga jagamisel jäägi I, s. t. nad avalduvad 
kujul 3a + 1, kus a on naturaalarv. Et kahe seda tüüpi arvu korrutise 

(3a + 1) (3b ·+ 1) = 9ab + 3a + 3b + 1 = 3(3ab + a + b) + 1 

jagamisel 3-ga saame ka jäägiks 1, siis nii 4664 kui ka 6446 jagamisel aga jäägi 
~2. Järelikult viimane arv ei jagu 3-ga. 
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B 

A 

0 I e-s an d e n r. 3 I a h e n d u s. Oletame väite 
vastaselt, et kõõlud AB ja CD (mis ei läbi ringjoone 
keskpunkti) poolitavad teineteist. Siis nende kõõlude 
lõikepunkti E läbiv raadius poolitab nii kõõlu AB kui 
ka kõõlu CD. Kuna kõõlu poolitav raadius on risti kõõ
Iuga,. siis OE_LAB, OEj_CD. Et aga antud punktist 
saab antud sirgele tõmmata ainult ühe ristsirge, siis 
loeme jõudnud vastuoluni, m. o. t. t. 

0 1 e sa n d e nr. 4 I ah e n du s. Joonestuskolmnurga abil joonestarne täis
nurga, mille tipp asub ringjoonel ja mille haarad lõikavad ringjoont punktides 
A ja B. Lõik AB on ringjoone diameet'riks. Sama võtiega leiame veel ühe 
diameetri ning diameetrite lõikepunkt annabki ringjoone keskpunkti. 

ü 1 e sa n d e nr. 5 1 ah e n du s. Teine grupp läbib 15 km poolteise tun

niga; seega ta kiirus on 10k:. Järelikult kulub t•eisel grupi! teeosa BE läbimi

seks 1 tund ning esimesel grupi! teeosa AE läbimiseks 2 tundi. Seega esimese 

grupi kiirus on sk:. Teeosa AC pikkuse leidmiseks saame võrrandi 

AC+ AC-5 
5 10 = 1,5, 

millest 
2 

AC= 63' (km). 

0 I e sa n d e nr. 6 I ah e n du s. Olgu lõigu FG keskpunkt H ning H1 
tema ristprojektsioon tahule AA 1B1B. Olgu kuubi serva pikkus a. Siis AB1 = 

- 3 3 ]12 . a 
= av2, AHI =-:rABI =-.:r-a mng HHI =2. Kolmnurkade AHHI ja AEB) 

samasuse tõttu 
HHI EBI 
AHI =·ABI ' 

millest leiame, et 

2 
EB1 =3a. 

Seega EC 1 ·= ~ a ning punkt E jaot•ab serva C1B1 suhtes 1 : 2. 

104 

0 I e sa n d e nr. 7 I ah e n du s. Teisendarne antud võrratust järgmiselt: 

5 sin2 x + (2 sin x eos x) 2 > 4(1- 2 sin2 x), 
5 sin2 x + 4 sin2 x ( 1 - sin2 x) > 4- 8 sin2 x, 
4 sin4 x - 17 sin2 x + 4 < 0. 

Tähistades sin2x ·= y, saame 

4y2 - 17 y + 4 < 0. 

Kuna selle võrratuse lahendiks on l < y < 4, siis 

! < sin2x < 4, 



lsinx! > ~, 

~ + 2kn < sin x < 2
3n + 2kn (k = 0, ±1, ±2, ... ). 

0 1 e s a n d e n r . 8 1 a h e n d u s. Kuna sin2a < 1, siis 

2 sin2 ~ sin2 ~ ~ 2. 

Kuna 

( 
I )2 I 1 x-- =x2 -2+- >- 0 siis x2 --l-- >- 2. x x 2 ;;;;- ' ' x2 ;;;;-

Seega avaldise x2 + ~2 vähim väärtus on 2, mille ta omandab x = ±1 puhuL 

Järelikult võrral}.di lahendiks võib olla ainult kas x = 1 või x = -1. Kuiell 
kerge on veenduda, et nendel x väärtustel võrrandi vasak pool on väiksem, 
kahest. Tõepoolest, kuna 

1 1 1t 

6 < 2 <6• siis 

2 .21 '21<2"2n ··>n 1 sm 2 .sm 6 sm 6 ·sm- "6=s· 

B. l(õrgem matemaatika. 

0 I e sa n d e nr. 1 I ah e n du s. Rida koondub absoluutselt, sest 

X 
tan--

un+l=~+I =..!_(1-tan2~) 
u x 4 2n+l ' 

n tan 2n 

lim I un+ Il = _!_ . 
n~oo u 4 n 

U I e sa n d e nr. 2 I ah e n du s. Kuna ak= eos a +sina eot k8, siis· 

a 1a3 - a2
2 =sina eos a(cot 8-2 cot 28 + cot 38) + 

+ sin2a ( cot 8 cot 38 - cot228). 

Samasuse cot e cot 3e- cot2 28 = cot 48(cot e- 2 cot 28 + cot 38) põhjal 

a 1a3 - a2
2 = sin a(cot e- 2cot 28 + cot 38) (eos a +sina cot 48) = 

= (ai - 2a2 +aa) a4. 
Järelikult 
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