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Lugupeetud lugeja!

«Matemaatika ja kaasaja» kiimnenda
kogumiku ilmumise puhul ei saa ithiskond-
{ik toimetuskolleegium hoiduda soovist
jagada Sinuga méningaid motteid. Asunud
koostama esimest hallikaanelist vihikut,
ei osanud me veel efte niha, milliseks
kRujuneb vdljaande edasine saatus. Olime
vaid veendunud taolise kogumiku vaja-
likkuses ja rajasime oma lootused sellele,
et vabariigis leidub lugejaskond, kes huvi-
tub, samuti nagu meie ise, matemaatika ja
selle kaasaegse rakenduse probleemidest,
matemaatika Opetamise paremustamisest
koolis, kes tahab saada iilevaadet mate-
maatika pdevastindmustest. Me ei pettu-
nud oma lootustes ja niiiid voime teha esi-
mesi kokkuvétieid.

Oma olemasolu kolme aasta jooksul on
«Matemaalika ja kaasaeg» esimese eesti-
keelse (ja praegu kogu Néukogude Liidus
ainukese omataolise) vdljaandena voitnud
sopru mitte ainult Eesti NSV-s, vaid ka
viljaspool. Laekunud vastukajad tunnis-
tavad, et kogumik on leidnud piisiva koha
matemaatikadpetaja tddlaual, on kujune-
nud hinnatavaks lugemisvaraks matemaa-
tikast huvitatud ja matemaatikat vajava-
fele téGtajatele mitmetelt elualadelt. Tinu-
védrt lisa klassiruumis voi auditooriumis
pakutavaile teadmistele on temast leidnud
Oppiv noorsugu kesk- ja kdrgemates koo-
lides.




Monevirra iillatuseks on olnud tdihele-
panu, mida «Matemaatika ja kaasaeg» on
voitnud ileliidulises ulatuses. Autorite
seas leiame leadlasi Moskvast, Harkovist,
Lvovist, Riiast, JoSkar-Olast jm. Teda
iutvustavatele kirjutistele on veerge ava-
riud juhtivad noukogude matemaatikaaja-
kirjad «¥Ycnexu maremartuveckux Hayk»
(1965, nr. 3) ja «Maremaruka 8 uikose»
(1965, nr. 6), ajakiri «Ipupoda» (1968,
nr. 38), ajaleht «Yuuresvckas 2caszeras
(5. X 1965) jt. Tdhtsamaid kogumikus
ilmunud artikleid refereerib iilemaailmselt
levinud «Pegeparusnoii scypran. Mare-
maruxa». Koik see robmustab meid ja ndi-
tab, et oleme oma joudeaja pihendanud
kasulikule dritusele.

Ulevaate holbustamiseks <«Matemaa-
tika ja kaasaja» esimese kiimne kogumiku
sisust avaldame kdesolevate kaante vahel
nendes kogumikes ilmunud materjalide
koondsisukorra. Seda tehes loodame, et
jdrgnevate aaslatega tdieneb ka aulorite
indeks. Eesmirgiks on ju kajastada koike,
mis pakub huvi meie erialal, millega tegel-
dakse koolides ja teaduslikes asutustes.
Seda saab teha ainult iihistods!

A. Suumanni visandid toimetuskolleegiumi liikmetest.



MATEMAATIKA JA ESTEETIKA
N. A. Tsaikovski!

Piihendatud J. J. Depmanile
tema 80. siinnipdevaks

Matemaatika on muutunud iiheks tinapieva teaduste alussam-
baks. Seetottu rddgitakse suhteliselt palju tema vajalikkusest.
Kahjuks koneldakse sealjuures iisna vidhe aga matemaatikas peitu-
vast ilust.

Kellel pole matemaatikaga Gieti kunagi tegemist olnud voi kes
oudusega meenutab oma kunagise (ndhtavasti iisna halva) oOpe-
taja matemaatikatunde voi kes matemaatika samastab «rehkenda-
misega» — sellel on vahest isegi raske uskuda, et matemaatikas
leidub midagi ilusat. Ometi on matemaatikas oma eriline ilu, mida
me aga sageli ei nde v0i, oigemini, ei oska ndha, méned koguni
ei taha ndha. Viimaste hulka kuuluvad ko6ik need, kes ilma pike-
malt jdrele motlemata peavad matemaatikat tardunuks, kuivaks
ja igavaks. Leidub ju (onneks kiill harva) isegi niisuguseid «tark-
pdid», kes koguni hooplevad sellega, et on unustanud «mingisugu-
sed» siinused ja koosinused, integraalid ja diferentsiaalid. Sellised
kah-intelligendid meenutavad kurikuulsat saksa feldmarssalit
Moltket, kes kiitles, et pole kogu oma elu jooksul lugenud midagi
peale sdjavdemddrustiku.

Ilusaks me nimetame koike seda, mis meile meeldib, mida me
naudime, mida me meeleldi vaatame voi kuulame. Esteetilise tun-
netamisega on seotud kogu inimese elu, see on iga inimese elu-
line vajadus. Inimesed piiliavad muuta ilusaks oma elamut, ilusasti
riietuda, teha «ilusat» t66d . ..

Matemaatika puhul saab rddkida nii vormi kui ka sisu ilust.
Alustame esimesest.

Et ilusatel esemetel on enamasti mingis mottes korrapédrane
geomeetriline kuju, siis seostub esteetiline tunnetamine geomeet-

U Artikli autor Nikolai Andrejevitd T38aikovski on Lvovi
Riikliku Ulikooli matemaatikaprofessor. Toimetusele saadetud venckeelse kasi-
kirja jargi on artikli (moningate kérbetega) tolkinud H. Espenberg.



rihste hujunditega. Geonleetria enda arengule on see olnud itheks
usna oluliseks stiimuliks.

Iln moiste on aja jooksul muutunud, erinevatel rahvastel ja
isegi cerinevatel inimestel on ta erinev («maitse {ile ei vaielda»).
Kas saab siis iildse rddkida mingisugustest ilu {ildistest seadus-
pirasustest, suruda «see, mis meile meeldib» mingite matemaati-
liste valemite raamidesse? Osutub, et ilu moistmise ajaloolist
arengut uurides saab siiski ndidata toimuvate muutuste seadus-
pérasusi. Sellise uurimise kdigus oieti tekkis ja arenebki esteetika
— teadus ilu seaduspdrasustest.

Moned geomeetrilised kujundid, nagu niiteks sirge ja ring-
joon, meeldisid ning meeldivad koigile inimestele. See naditab, et
nende kujundite puhul on «meeldiv ihendatud kasulikuga». Samuti
tekitavad meeldiva mulje ka paralleelsed sirged. Vaadeldes néiteks
sirget raudteeliini, allume meeleldi illusioonile, et need paralleelid
ithtivad kuskil «lopmatuses» (vt. joonis 1).

Ringjoont nimetas juba vana-kreeka matemaatik Proklos (V saj.
m. a.) «koige lihtsamaks koveraks». Ringjoone p6orlemisel timber
diameetri tekkivat kujundit — sfddri — pidas Platon aga koige
tdiuslikumaks kujundiks. Ringjoone ja sfdari erakordse ilu {ildtun-
nustatus takistas isegi taevakehade toeliste orbiitide ja nende
kujude avastamist. See ilu osutus isegi niivord kéitvaks, et lahku-
minekuid arvutuste ja taevakehade tegelike vaatluste vahel piiiid-
sid teadlased sajandite véltel seletada mitmekordsete epitsiiklite
(ringjoonte!) kunstliku sissetoomisega. Alles Kepler, kes niitas,

Joonis 1.



Joonis 2.

et planeetide orbiitideks on hoopis ellipsid, suutis teadlased nen-
dest kammitsatest vabastada.

On aga veel teisi meeldivalt mojuvaid koveraid. Ilus on néiteks
sild, mis koosneb paraboolsetest voi elliptilistest kaartest (vt. joo-
nis 2; siin on esteetilised tunded seotud tehniliste huvidega —
niisugused kaared vastavad koige paremini staatika nouetele).
Meeldiv on parabool kui nurga all i{iles visatud keha liikumise
trajektoor. Samuti hdmmastavad meid oma iluga sellised kove-
rad, nagu tsiikloidid, mitmesugused rosetid, spiraalid jne.

Matemaatilise esteetika omaette peatiiki moodustab siimmeetria
teooria ning praktika 2.

Sageli esinevaks ja koigile hésti tuntud siimmeetria liigiks on
telgsiimmeetria. Joonistel 3 ja 4 leiame aga néiiteid ornamentikast
moningate teiste lihtsamate siimmeetria liikide kohta. Joonisel 3
on ornamendi elementi korratud perioodiliselt vordsete kauguste
jdrel paralleelliikke abil (nn. nihkesiimmeetria). Joonisel 4 on aga
koos paralleelliikkega kasutatud iga poolperioodi jérel peegeldust
sirgest (nn. kahepoolne nihkeslimmeetria).

2 Sellega seoses juhime lugeja tdhelepanu hiljuti ilmunud raamatule
A. Hansen, Ornamendi kujundamise alustest (Tallinn, 1965), millest voib
leida rohkesti taiendavat materjali, nii teoreetilist kui illustratiivset. (Toim.)
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Joonis 3.

Joonis 4.

Huvitavaks siimmeetria liigiks on {sentraalsiimmeetria. Me
iitleme, et kujundil on n jérku tsentraalsiimmeetria punkti O suh-

tes, kui pédrast poéret nurga vorra iimber punkti O ta {ihtib

iseendaga. Teist jirku tsentraalsiimmeetria on sinusoidil, tangen-
soidil ja kootangensoidil nullpunkti suhtes. Kolmandat jarku tsent-
raalsiimmeetria on néditeks ristikheinalehel, neljandat jarku tsent-
raalsiimmeetria aga paljude lillede oitel. Ka viiendat jarku tsent-
raalsiimmeetriat voime leida loodusest (ndit. kibuvits, tulikas
taimeriigist, meritdht loomariigist). Kuuendat jirku tsentraal-
siimmeetriat voime imetleda talvel lumekristallide juures (joon. 5).

JToonis 5.



Eespool me peatusime geomeetriliste kujundite vélisel ilul —
ilul, mida votavad vastu me silmad. Kuid geomeetrial on ka sees-
mine ilu, mida me voime tajuda ainult oma modistusega. Meid
hdmmastab geomeetria harmooniline, loogiliselt range iilesehitus,
mis baseerub aksioomide siisteemil. Meeldiv on jdlgida teoreemi
toestust, kui ta on mittestandardne, selge ja liihike.

Votame kas voi igale koolipoisile tuttava Pythagorase teoreemi.
Selle toestamiseks piisab, kui me néditame, et kaatetile ehitatud
ruut on pindvordne selle kaateti projektsioonile ja hiipotenuusile
ehitatud ristkiilikuga (vt. joon. 6). Joonistame FH|BA ja EK|BC.

S

F N 13

Joonis 6.

Ristkiilikuga BMNF pindvordset roopkiilikut BAHF poorame
iimber punkti B 90° vorra. Ta votab asendi BEKC (toestadal).
Kuid réopkiilik BEKC on ju pindvordne ruuduga BEDA!

Toesti — nagu viljendas tuntud ndukogude algebraist
N. G. T3ebotarjov — «ilu matemaatikas kéib kasikdes otstarbeku-
sega; harva me nimetame ilusaks arutlust, mis ei vii loppees-
margile voi mis on pikem kui vajalik».

Toome TSebotarjovi sonade kinnituseks veel iihe lihtsa ndite.
Lahendada vorrandisiisteem

[rx+y=a,
| xy =b.

ube

Koolis lahendatakse seda siisteemi monikord nonda: avalda-
takse iihest vorrandist iiks tundmatutest, asendatakse teise vorran-
disse, saadud vorrandi lahendamise] leitakse teine tundmatu ning
seejdrel saab leida esimese tundmatu. Koik see on matemaatiliselt
tédiesti oige, kuid Opetajal, kes lubab iilesannet selliselt lahendada,
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puudub algelisim matemaatiline maitse. Ning veel halvem —
sellised lahenduskdigud surmavadki Opilastes huvi matemaatika
vastu.

Vaatleme niiiid moningaid 1leisi voimalusi antud siisteemi
lahendamiseks. Tostes esimese vorrandi molemad pooled ruutu ja
lahutades seejdrel tulemustest teise vorrandi vastavad pooled,
saame

(x — y)?==a2— 4b.
Siit leiame, et

x—y=—c}a>—4b,

kus e on vorrandi & =1 lahend, s. 0. e =1 vdi ¢ = —1. Tugine-
des siisteemi esimesele vorrandile on niilid lihtne leida, et

x=g (ateya@ —1b),

Y= ;— (a-— eV a?— 4b).

Siit saame siisteemi lahendi ¢ =1 korral ning teise lahendi
¢ =—1 korral.
Ent sama siisteemi voime lahendada ka Viéte'i valemite abil.
Ruutvorrandi
2—az+b=0

lahendeiks on ju arvud, mille summa on « ning korrutis 4. Selle
ruutvérrandi lahendamisel jouame cespool leitud vastuseni
2 =7(a + &7 a>— 4b).

Huvipakkuv on ka antud siisteemi geomeetriline tolgendus.
Ristkoordinaatides esitab siisteemi esimene vorrand sirge ja teine

vérrand vérdhaarse hiiperbooli tippudega (eVb, €Vb). Sirge ja
hiiperbooli 16ikepunktid aga miiravadki siisteemi lahendid.
Peatume 16puks veel jargmisel iilesandel. Esitada korrutis

M= (@+ b7 (x* 4 )
kahe ruudu summana. Sulge avades ja liikmeid rithmitades saame
M = (@22 b2?) 4 (62 -+ a%y?).

Liites nendele sulgavaldistele vastavalt 2eabxy ja —2eabxy, saame
nn. Lagrange’i samasuse

(a2 + 62) (¥ + y?) = (ax + eby) >+ (bx — eap)®.
10



Vottes néditeks a =1, b =2, x =35, y = —3, saame
(12 +22) (5% + 3%) == (5 — Be) * -- (10 +- 3¢)*.
iit leiame, et
e=1 puhul 170 = 12 4- 132
ing ¢ =—1 puhul 170 =112 472
Tuntud prantsuse naismatemaatik Sophie Germain (1776—
1B31) leidis, et
A= (x*+ 4x2 - 4) —4Ax?= (x> + 2)2— (2x)2,
s. 0.
x4 4= (x2 + 2x 4 2) (x2— 2x - 2).

Sellest samasusest jdreldub, et iga naturaalarv kujuga x*- 4
{(x > 1) on kordarv. Vottes selles samasuses v asemele % n_ing
korrutades seejdrel x*-ga, saame

4t + 1= (2x2 + 2x - 1) (22— 2x + 1).

Seega ka iga naturaalarv kujuga 4x*-4 1 (x >1) on kordarv.
Kui viimases samasuses votta x = 2™, saame

24m+2 + 1= (22/11+l + 2m+l + 1) (22m+1 _ 2m+l _l_ 1),
millest m = 14 korral jareldub, et
258 4 ] = (229 4+ 215 1) (229_ 915 + 1),
288 230 326 151 711 745 =536 903 681 - 536 838 145.

Prantsuse matemaatik Landry, kes leidis vahetu arvutamise teel
arvu 28 4 1 tegurid (kuna tal ei olnud teada tilalndidatud vote),
kirjutas: «Kui minu mérkmed ldheksid kaduma, siis mul ei jatkuks
mehisust selle t66 uuesti alustamiseks ning téendoliselt kuluks
palju aega, enne kui keegi jouaks jallegi selle tulemuseni.»

Naéiteid sellistest iilesannetest, mille lahendamine noudis aas-
tatepikkust t66d, voib tuua ipris palju. Ent vististi piisab sellestki
niditest, et moista, millist huvi tunneb matemaatik oma to6 vastu,
t66 vastu, milleks keegi teda ei sunni.

s. O.



ALGEBRA POHIMOISTEID :

Jevgeni Gabovits

14. Algebralise operatsiooni méiste laiendamine

Me oleme tutvunud juba paljude algebraliste siisteemidega.
Nende seas olid iihe operatsiooniga siisteemid, nagu rithm, grupoid
ja poolriihm, ning terve rida kahe operatsiooniga siisteeme: rin-
gid, struktuurid, korpused, Lie’ ja Jordani ringid jne. Matemaa-
tikas ja selle rakendustes tuleb aga tegemist teha ka mitmete teiste
algebraliste siisteemidega. Tutvustame siin moningaid nendest.

1. Korpus on ring, milles nullist erinevad elemendid moodus-
tavad korrutamise suhtes kommutatiivse rithma. Korpuse moo-
dustavad nii ratsionaalarvud, reaalarvud kui ka kompleksarvud,
mistottu korpuse moiste on arvuvalla moiste viga tdhtsaks iildis-
tuseks. Alles korpuseteooria abil onnestus nditeks tdielikult vilja
selgitada, millal on algebralised vorrandid radikaalides lahen-
duvad ja kuidas tuleb iildistada tdisarvude jaguvusteooriat.

2. Kwvaasiriihm on grupoid, milles vorranditel ax=1>0 jaya=1"5
on iga a ja b korral olemas parajasti iiks lahend; lahendi ainsust
seejuures ei nouta.

3. Kaldkorpuseks nimetatakse ringi, mille nullist erinevate
elementide multiplikatiivne grupoid on iihikelemendiga kvaasi-
riihm.

Koikidel nendel algebralistel siisteemidel on {iks ithine joon —
nendes on defineeritud binaarsed operatsioonid, s. o. sellised, mis
on rakendatavad korraga vaid kahele elemendile. Kuid moningates
kiisimustes tuleb tegemist ka nn. ternaarsete operatsioonidega,
s. 0. operatsioonidega, mis pole rakendatavad vdhem kui kolmele
elemendile, seevastu aga antud hulga igale kolmele elemendile a,
b, ¢, mis on voetud kindlas jirjekorras, seavad vastavusse mingi
elemendi abc samast hulgast. Seda elementi nimetatakse elemen-
tide a, b, ¢ ternaarseks korrutiseks.

Vaatleme naiteks hulga M = {1, 2, 3, 4} fiiksitheseid kujutusi
hulgaks N == {6, 7, 8, 9}. Kahte sellist kujutust, nditeks kujutusi

_(1234) .a _(1234)
?=\g 7 9 6/ 1 Y=\ 9 8 7
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pole voimalik korrutada, sest esimese kujutuse ¢ rakendamise tule-
musena saame hulga N elemendid, millele teine kujutus ¢ aga
pole rakendatav. Me voiksime kiill saadud elementidele rakendada
teise kujutuse 3 poordkujutust

_,__(6789)
U= o4 o3 2],

b. 0. defineerida korrutamist jargmiselt:

o _1_(1234)(6789)_(1234)
PY="=\g 7 9 6/\1 4 3 2/=\3 4 2 1/,

uid siis saaksime kahe kujutuse korrutamise tulemusena hulga
kujutuse iseendaks ning seega poleks vaadeldav iiksiiheste kuju-
thste hulk sellise korrutamise suhtes kinnine. Nimelt on tegurid ¢
j% ¢ tuksiihesed kujutused hulgast M hulka N, nende korrutis
@’y aga hulga M iiksiihene teisendus iseendaks.
Olukord muutub, kui vaadelda korraga hulga M kolme iiks-
iihest kujutust @, 3 ja y hulka N ning moodustada nende ternaarne
«korrutis» {pyy] jargmise reegli jargi:

[ovx] = pp~'2.

_( 1 2 3 4)
*=\9 8 6 7
ning ¢ ja y sdilitavad endise tdhenduse, siis saame

[ ]_(1 234)(6789)(1 234)
WrI=\s 7 9 6/\1 4 3 2/\9 8 6 7
(1234)(1234) (1234)

3 4 2 1/\9 8 6 7 6 7 8 9/.
Sellise ternaarse tehtega on tegemist néiteks diferentsiaalgeo-
meetrias (iildiselt 1opmatu hulga osahulkade vaheliste {iksiitheste
kujutuste korral). Sellel tehtel on terve rida samasuste abil {iles-
kirjutatavaid omadusi. Niisuguse tehte uurimiseks on otstarbekas
defineerida iihe ternaarse tehtega algebralised siisteemid. Tuntud
noukogude matemaatik, Saraatovi filikooli professor V. V. Vag -
ner, kes esimesena selliseid siisteeme uurima hakkas, andis neile

nimeks «gruuda» (vene keeles epyoa).

Mbningates teistes matemaatika osades on mugav opereerida
ka selliste tehetega, mis on korraga rakendatavad neljale, viiele
voi isegi n elemendile (kus n on kuitahes suur). Niiteks kui
ai, a4, ..., a4, on mingi ringi A elemendid, vdoime valemitega
{amaz...a,l=aa;...a, voi (a1a:...0,) = ayas...an + a, defi-
neerida n-kohalised tehted hulgas A.

Niiteks, kui
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Teiselt poolt on -hédsti tuntud sellised tehted, nagu vektori voi
maatriksi korrutamine antud arvuga, mis toimub vdga lihtsa reegli
jargi: vektori iga komponent voi maatriksi iga element tuleb
korrutada selle arvuga. Taolisi tehteid nimetatakse unaarseteks
teheteks (uno = iiks), sest nad on rakendatavad hulga igale iiksi-
kule elemendile. Ka pddérdelemendi votmine riihmas on vaadeldav
unaarse algebralise tehtena.

Unaarsete tehete teisi niiteid saame, kui vaatleme matemaati-
lises loogikas eituse operatsiooni koikide lausete hulgas voi tdiendi
operatsiooni antud hulga koikide alamhulkade hulgas.

Unaarsed tehted kujutavad endast faktiliselt teisendusi vasta
vates hulkades. Seepérast ei peaks lugejat imestama panema se
fakt, et kisitluse iihtlustamiseks rddgitakse ka iihe elemendi (nul}
element, ithikelement) eraldamisest algebralises siisteemis kui opé-
ratsioonist, seekord nullaarsest. '

Niiiid peaks olema selge, kuidas on joutud jdrgmise definitsioq-
nini: koneldakse, et hulgas A on defineeritud n-naarne (n > 1
tehe w, kui igale kindlas jadrjekorras voetud n elemendile a, 2&

, a, hulgast A on seatud vastavusse mingi kindel element hul
gast A. Seda elementi tdhistatakse siimboliga aia;...a,0 ning
nimetatakse nende elementide w-korrutiseks.

Muidugi pole selline kirjutusviis alati mugav, eriti binaarsete
operatsioonide korral, kus me oleme harjunud kirjutama nditeks
a - b, mitte aga ab*. Kuid unaarsete operatsioonide puhul on sel-
line iileskirjutus peaaegu kéige mugavam. Niiteks kui aw ase-
mel kirjutada @ ja aw, asemel a/, siis voivad esineda sellised kirju-
tised nagu

mis meie tdhistusviisi korral tdhendab lihtsalt elementi
amw’wiw’w;. Pealegi on selline kirjutusviis universaalne ja raken-
datav iga n korral.

Ulesandeid:

45. Niidata, et kdesolevas punktis vaadeldud kujutuste gruudas kehlid
jargmine assotsiatiivsuse taoline seadus

{o19203] Ps@s] = [p1@alps @apsll = [¢1 [pepape] Ps]

lpegl=0 ja  loypypl=r.

46. Téahistame [qasz]—qm/zxw Kuidas kirjutada siimboli @ abil korrutisi
e Hoyxlre] plole ¢vll ia [p yllye [¢lyeelellyy]? Lintsustada need korrutised.
Millise algebralise siisteemi moodustavad kdik paarid (a,4), kus i on
suvaline paarisarv ja @ mingi tdisarv ning

(a,4) + (b,u) = (a+bl+ﬂ)
(a, A) (b. u) = (ab, au + bA + ph),

ning seadused
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kas korpuse; integriteetkonna (vi. p. 12) v&i ringi? (Kontrollige, kas kehtivad
liitmise ja korrutamise assotsiatiivsuse ning kommutatiivsuse seadused, kas
on olemas null- ja {ihikelement, kas kehtib distributiivsuse seadus.)

15. Universaalsed algebrad

Olles iildistanud algebralise tehte moiste, voime tutvuda niiiid
dnapdeva algebra koige (ildisema ja seetottu vdga tdhtsa mois-
ega — universaalse algebra moistega. Universaalseks algebraks
imetatakse hulka G, milles on defineeritud teatav n-naarsete
tehete hulk (n voGib erinevate tehete puhul omandada erinevaid
ddrtusi, muuhulgas ka vaartust 0, s. t. hulgas G vdivad esineda
moned fikseeritud elemendid). Universaalses algebras voib olla
diteks kaks binaarset ja iiks nullaarne tehe (nii on see kvaasi-
ringi puhul) voi kaks binaarset ja kaks nullaarset (Boole’i algeb-
ra) voi liks unaarne (graaf) voi iiks ternaarne (guuda) jne. Uni-
ersaalseid algebraid kujutavad endast peaaegu koik iilal vaa-
deldud algebralised siisteemid: grupoidid, poolrithmad, rithmad ja
ringid. Kuid korpus ei ole universaalseks algebraks, sest temas
iitks unaarne operatsioon — poéordelemendi leidmine — pole alati
teostatav: nullil ei ole poordelementi. '

Vajadus universaalse algebra moiste jdrele on tingitud sellest,
et erinevaid algebralisi siisteeme késitlevate teooriate (néiteks
riithma- ja ringteooria, rithma- ja Lie’ algebrate teooria) moningate
osade vahel on olemas suur analoogia. Niisugune analoogia haarab
suuremal voi viiksemal mééral faktiliselt koiki teadaolevaid algeb-
ralisi siisteeme. See iithine, mis on olemas erinevatel algebralistel
siisteemidel, moodustabki universaalsete algebrate teooria uuri-
misvélja. Muidugi ei saa iildine teooria viia nii siigavate tulemus-
teni kui mérksa kitsamad ning aksiomaatika poolest palju rikka-
mad iiksikute algebraliste siisteemide teooriad. Kuid ta voimaldab
véga iildisel kujul uurida paljusid laialt kasutatavaid pohimbisteid
ning saavutada selgust jirgmises kiisimuses: millised antud algeb-
ralise silisteemi omadused sbltuvad ainult algebraliste tehete ole-
masolust, millised aga antud konkreetsest aksiomaatikast.

Antud algebralist siisteemi v6ib monikord vaadelda univer-
saalse algebrana mitmel viisil, erinevalt defineerides operatsioo-
nide siisteemi Q. Néiteks rithma korral voib £ koosneda kahest
(kommutatiivne rithm) voi isegi kolmest (mittekommutatiivne
riihm) binaarsest operatsioonist: korrutamisest ning vasak- ja
parempoolsest jagamisest, voib aga koosneda ainult iihest binaar-
sest (korrutamine) ja iihest nullaarsest operatsioonist ({ihikele-
mendid votmine). Veel enam, nagu néitasid G. Higman ja
B. Neum ann, voib rithma defineerida ka {iheainsa binaarse ope-
ratsiooni @ abil, mis rahuldab seost

[ (((xxw)yw) zo) (((xx0) Vv(v)zo)w]o=y. (*)
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Tavalise korrutamistehte abil defineeritud rithmas voib selleks ope-
ratsiooniks olla néditeks iihepoolne jagamine abw == ab™!. Siis on

e=aaw; a '=(aaw)aw ja ab=al(bbw)bw]aw,

sest
aaw=aa"'=e, (raw)aw=(aa~')aw=caw=ea~'=a"!
ja
af (bbw)bw]w=a(ebw) v= ab~'w= ab.

Ka ringi voib vaadelda universaalse algebrana, milles peval
aditiivse rithma operatsiooni (liitmine) on veel mdidratud ik
binaarne operatsioon (korrutamine). Teda vdib aga (nagu 1951.
niditas noukogude matemaatik J. I. Sorkin) vaadelda {ihe tes-
naarse tehtega universaalse algebrana. See tehe w tuleb tavalisgl
viisil antud ringi defineerida jargmiselt:

abcw = ac— bc -+ a—>.

Siis on
0=aacw, sest aacw=ac—ac+a—a=0-+40=0;
—a= (aacw)a(aacw)w, sest 00w =0:0—a:-0—0—a=—q;

a-+b=a[(bbcw)b(bbcw)w](aacw)w, sest
a(—b)0w=a-0+b6-0+a— (—b) =a-+0>.

Korrutise ab avaldamise tehte w abil jdtame lugeja enda hooleks.
Vajalikud ndpundited on toodud kéesoleva punkti 16pus iilesandes
nr. 52,

Uhe ja sama tehete siisteemiga universaalseid algebraid nime-
tatakse dhetiidibilisteks. Uhetiiiibilised on néaiteks grupoid ja pool-
rithm, tehte @ suhtes vaadeldud ringid ja gruudad jne. Uhetiitibili-
suse moiste on iihelt poolt liiga lai (poolriihmaga iihetiiiibiline
universaalne algebra ei tarvitse olla poolrithm), teiselt poolt aga
veidi ebaméirane (nagu nigime, ei pea isegi koik riihmad voi koik
ringid alatli olema fiihetiiiibilisteks universaalseteks algebrateks).
Muidugi voib lugeda, et koiki rithmi vaadeldakse alati iihe ja
sama operatsioonide siisteerni £ suhtes, koiki ringe samuti ihe ja
sama operatsioonide sfisteemi £, suhtes jne. Sel juhul on koik
rithmad iihetiiiibilised universaalsed algebrad, koik ringid iihetiii-
bilised universaalsed algebrad jne.

Palju tdhtsam on aga universaalsete algebrate primitiivse
klassi moiste. Vaatleme koiki {ihetiiiibilisi algebraid (niiteks tehete
siisteemniga £2) ja {ihte voi mitut samasust, mis on véljendatavad
tehte abil. Neile samasustele vastavaks primitiivseks klassiks
nimetatakse koigi iihetiiiibiliste algebrate hulka, milles on rahul-
datud koik nimetatud samasused. Kui nditeks £ koosneb ainult
korrutamisest, siis koigi iihetiilibiliste algebrate klass koosneb
koigist grupoididest. Samasus (ab)c = a(bc) maiirab koigi pool-
riihmade primitiivse klassi. Samasugused (ab)c=a(bc) ja
ab == ba madravad kommutatiivsete poolriihmade primitiivse
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klassi. Omaette primitiivsed klassid moodustavad ka ringid, struk-
tuurid, Boole’i algebrad, Lie’ ringid jne. ‘

Meile juba hasti tuttav isomorfismi modiste on iildistatav ka
niversaalsete algebrate juhule. Nimelt kahte iihetiiiibilist algeb-
at G ja H operatsioonide siisteemiga {2 nimetatakse isomorfse-
eks, kui G ja H vahel on korraldatav niisugune iiksiihene vasta-
us @

gi<~—hi=gp,

et G suvaliste elementide g,, gs, ..., gn ja suvalise n-naarse tehte
<2 puhul on (g82...8&nw)p = (£19)(&29) ... (gup)w=hih,
. h,w ning peale selle ovp = ey, kus 0» ja ey on nullaarse ope-
ratsiooni v poolt méargitavad elemendid vastavalt algebrates G ja
. Isomorised universaalsed algebrad kuuluvad i{ihte primitiiv-
sesse klassi.

Universaalsete algebrate teoorias, samuti nagu iliksikute algeb-
raliste siisteemide teoorias, on alati pohiiilesandeks anda koigi
uuritavasse universaalsete algebrate klassi kuuluvate algebrate
kirjeldus isomorfismi tdpsusega. See kirjeldus antakse tavaliselt
invariantide abil, millest igaiiks mingil mééral iseloomustab antud
algebraid. Invariantide siisteem koosneb alati suurustest, mida on
voimalik omavahel vorrelda. Muidugi pole niisugune invariantide
abil kirjeldamine alati teostatav, igatahes on ta «peaaegu alati»
vdga komplitseeritud. Selleks et anda ettekujutust sellise kirjel-
damise iseloomust, tutvume moningate triviaalsete ndidetega.

Vaatleme niiteks {ihe nullaarse tehtega universaalseid algeb-
raid (neid nimetatakse punkteeritud hulkadeks ja kasutatakse
topoloogias). Sellised universaalsed algebrad on isomorfsed para-
jasti siis, kui nende voimsused on samad. Nimelt kui £ koosneb
ainult tehtest », mis margib algebrates G ja H dra vastavalt ele-
mendid O» ja ey, ja kui nende algebrate voimsused on vordsed
(|G| = |H}), siis isomorfismi ¢ algebrate G ja H vahel korraldame
jargmiselt. Loeme, et Orp = ey, ja korraldame mistahes viisil
mingi iiksiihese vastavuse ¢ hulkade G\{O»} ja H\{e»} vahel. Tei-
selt poolt |G|=4 |H| korral algebrad G ja H ei saa olla isomorfsed,
sest siis ei saa nende vahel korraldada isegi iiksithest vastavust.
See ongi antud klassi kirjeldus, milles invariandina esineb hulga
voimsus.

Kui niiiid vaadelda universaalseid algebraid G suvalise nul-
laarsete tehete hulgaga @ ning lihtsuse mottes nouda, et erineva-
tele tehetele vastaksid alati erinevad elemendid, siis iildiselt ei
piisa sellise algebra etteandmiseks (isomorfismi tdpsusega) ainult
hulga G voimsusest {G|. Muidugi, kui G on 16plik ja nullaarseid
tehteid on niisama palju kui elemente hulgas G, siis |G| on G
ainsaks invariandiks. Ka juhul kui G on lopmatu ja nullaarsete
tehete hulga vdimsus on vidiksem kui |G|, osutub G ainsaks inva-
riandiks |G].
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Kui aga G ja tehete hulga £ voimsused on vordsed ja 16pmatud,
siis ithe ning sama voimsuse |G| korral voib seda tiilipi univer--
saalseid algebraid olla mitu. Néiteks loenduva G korral véib olla
kaks (v6i mistahes teine 10plik arv) nullaarsete tehete poolt mér
kimata jdetud elementi, vdib aga olla, et selliseid elemente pol
iildse voi et nad moodustavad ise loenduva hulga. Selgitusek
vaatleme hulgana G naturaalarvude hulka. Jirgmises tabelis ong
ndidatud moned {ilalmainitud juhud.

e

Nullaarsete operatsioonide poolt I _— .
mirgitud elemendid Mairkimata jéetud elemendid

1

Gi| 1,23 456,78, ... —

Gy| 3 456,789 10, ... 1, 2

G| 1,2 3 4,6,7 9, 10, ... 5, 8

G,| 1,3 579 11, 13, 15, ... 2,4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 ...
Ge|1.2.3 46 7,89, 1, 12, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, ...

Siin algebrad G: ja Gj, samuti G, ja Gs on omavahel isomorfsed.
See on tingitud asjaolust, et neil juhtudel on ka méarkimata jietud
elementide hulkade voimsused vordsed. Seega algebral G on antud
juhul kaks invarianti: hulga G enda voimsus |G| ning méargitud
elementide hulga tdiendi voimsus |G\Q|.

Olgu G 1oplik universaalne algebra iihe unaarse tehtega w.
Teda nimetatakse sidusaks, kui iga kahe elemendi a ja & korral
leiduvad naturaalarvud £ ja [ nii, et tehte k-kordsel rakendamisel
elemendile @ ja l-kordsel rakendamisel elemendile b saame iihe:
ning sellesama elemendi. Sidus on nditeks jargmise skeemiga
defineeritud algebra (nool nditab, milleks teisendab w mingi ele-

- b4
2 dw au'=bu awtbw

& 8
o= 00 aw=bo
A

Joonis 1.

mendi; «" tdhendab, et tehet w on rakendatud n korda). Siin vahi-
mateks seatud noudeid rahuldavateks naturaalarvudeks on 2 =2
ja [=6.

Algebrat G nimetatakse perioodiliseks, kui iga a korral leidub
n nii, et rakendades a-le n korda operatsiooni w, saame tulemu-
seks jdlle a. Viimase ndite korral! oli tegemist mitteperioodilise-
algebraga, jdrgmine algebra aga on perioodiline (n=16).
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aw aw’ g’

aw?’ Jw

Joonis 2. ..

Ulesandeid:

48. Olgu G I6plik universaalne algebra nullaarsete tehete hulgaga 2. Milli-
sed on G invariandid, kui erinevad tehted hulgast £ voivad maérkida ihesugu-
seid elemente?

49. Millised on koik kahe- ja kolmeelemendilised {ithe unaarse tehtega
algebrad? Millised on sidusa ja perioodilise algebra invariandid? Millised on
perioodilise, kuid mitte tingimata sidusa algebra invariandid?

50. Toestada, et igas rihmas on tdidetud seos (), kui lugeda abw = ab—!.

51. Néidata, et seosest (%) jédrelduvad kdik rithma aksioomid.

52. Avaldada ringi elemendid a — & ja ab ternaarse tehle o

abcw =ac—bc+a—>b
‘kaudu. Elemendi ab avaldise leidmiseks kasutada seost

(afc)cbo—a=(a+c)b—c.-b+a+c—c—a=a-b.

Loppsona

Kédesoleva artikliga l6petab autor algebra pohimdistete kisit-
lemise «Matemaatika ja kaasaja» veergudel. Tdnu kogumiku toi-
metuse lahkele vastutulelikkusele osutus vo6imalikuks piihendada
tdnapdeva algebra kiisimustele isegi rohkem ruumi, kui seda loota
vdis. Vaatamata sellele ei suutnud autor tdita koiki artiklite sarja
alguses lugejatele antud lubadusi ja ka oma soove. Kisitlemata
jdid niisugused tdhtsad algebra pohimdisted, nagu korpus (korpu-
seteooria ja sellega tihedalt seotud Galois’ teooria kohta kavatseb
autor edaspidi kirjutada omaette artikli), struktuur, automorfism,
‘homo- ja endomorfism.! Huvi peaksid &dratama ka niisugused
moisted, nagu normaaljagaja riihmateoorias ja ideaal ringi- voi
poolrithmateoorias voi faktorriihma, faktorringi ja faktoralgebra
moisted. Oleks vdga soovitav tutvustada lugejale veel tahtsat
matemaatilist fakti rohutavat ning ka iildfilosoofiliselt vdga huvi-
tavat teoreemi homomorfismidest.

Koigi nende kiisimustega tutvumiseks soovitab autor lugeja-
tele péorduda sarja esimese artikli 16pus toodud kirjanduse loete-
lus mainitud teoste poole, eriti aga lugeda A. G. Kuro$i raamatut
«Jlekuun no o6mei anredpe» (M., 1962).

! Kirjastus «Valgus» kavatseb 1967. a. alguses vilja anda kdesoleva artikli
autori raamatu pealkirjaga «Jutustusi tdnapaeva matemaatikast». Selle raa-
matu iihes pealiikis kisitleb autor just tdnapdeva algebrat.
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UHEST PROBLEEM-ORIENTATSIOONIGA
PROGRAMMEERIMISSUOSTEEMIST

E. Pruuden, J. Pruuden, B. Tamm

Seoses arvutustehnika tungimisega inimtegevuse koikidele
aladele muutuvad jdrjest aktuaalsemaks probleemid, mis on seotud.
inimese ja elektronarvuti omavahelise suhtlemisega — informat-
siooni vahetamisega. Kéesoleval ajal on eriti oluline kiisimuse see
kiilg, mis kéisitleb informatsiooni andmist inimeselt arvutile. See
aga taandub praegusel momendil, kus kujundite dratundmise teoo-
ria pole veel joudnud efektiivsete rakendusteni, peaaegu sajaprot-
sendiliseit programmeerimiskiisimuste lahendamisele.

Elektronarvutite algaastail ei noutud neilt reeglina muud kui
puhtmatemaatiliste {ilesannete lahendamist. Need iilesanded, tosi
kiill, olid tihti seotud suuremahulise arvutusté6ga, kuid nende pro-
grammeerimine masinkoodis ei valmistanud pohimottelisi raskusi.
Lisaks sellele oli programmeerijate ring kitsas ning koosnes pea-
miselt viga kvalifitseeritud matemaatikutest.

Sedamodda, kuidas laienes arvutitel lahendatavate {ilesannete
klass ja kuidas see tdienes koige erinevamate loogiliste tingimus-
tega, tekkis vajadus moelda ka programmeerimise taiustamise
peale. Tekkisid programmide kartoteegid, té6tati vélja operaator-
meetod algoritmide kirjeldamiseks jne. Probleemide ring laienes
aga nii kiiresti, et peagi jdi ka sellest vdheseks. Inimene pidi arvu-
tile antavat informatsiooni ise enne liialt formaliseerima. See
nodudis sedavord suurt hulka t66d ja pohjustas nii palju vigu, et
sageli muutusid arvuti teoreetiliselt hiilgavad ekspluatatsioonilised
nditajad vidga tagasihoidlikeks. Ei rahuldanud enam nn. esimese
nivoo programmeerimiskeeled -— elektronarvutite koodide siistee-
mid, mida vo6iks nimetada ka tehte-orientatsiooniga
keelteks.!

ALGOL-60 on juba titiipiline teise nivoo programmeerimiskeel
— protseduur-orientatsiooniga keel. Tema pohiele-
mendiks on arvutusprotseduur. ALGOL-i paljud modifikatsioonid
ning teised tema tiilipi keeled (FORTRAN, MALGOL jne.) on

!Vt aait. Kaasik, U, Elekironarvutid ja programmeerimine. Matemaa-
tika ja kaasaeg, IV, lk. 18—30.
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osutunud voimsaks relvaks arvutite efektiivsel kasutamisel keeru-
kate iilesannete lahendamisel.? Kuivord kaasaegsed universaalsed
elektronarvutid on oma struktuurilt tehte-orientatsiooniga masi-
naiks, noudsid protseduur-orientatsiooniga keeled iihtlasi ka vas-
tavate translaatorite olemasolu. Tekkisid esimesed programmee-
rimissiisteemid.

Nii esimese kui ka teise nivoo programmeerimiskeeled on kiil-
lalt mugavad selliste iilesannete kirjeldamiseks, mille ldhteinfor-
matsiooniks on poéhiliselt numbriliste parameetrite massiivid ja
mille lahendamise tulemusena saadakse inimesele tagasiantavad
(masina véljundis ilmuvad) numbrilised resultaadid. Saabus aga
hetk, kus universaalne elektronarvuti liilitati iihe elemendina kee-
rukasse automaatjuhtimise siisteemi ja tema iilesandeks sai juht-
programmi véljatédotamine juhitavale objektile mingi alginformat-
siooni alusel. Reeglina pole niisuguste {ilesannete korral masinale
antav informatsioon (algandmed, iilesande kirjeldus) esitatav
tavaliste matemaatiliste voi loogiliste funktsioonide kujul. Prob-
leemi keerukus ei kdtke tavaliselt mitte niivord matemaatilistes
raskustes kui suure hulga voimalike situatsioonide, tehnoloogiliste
isedrasuste jne. kirjeldamises. Hakkasid tekkima programmeeri-
missiisteemid, mille aluseks on probleem-orientatsioo-
niga keeled, nn. kolmanda nivoo programmeerimiskeeled. Need
voimaldavad mérksa enam arvestada antud probleemi spetsiifikat
ning, tdnu sellele, marksa vdhem formaliseerida inimese suhtle-
mist masinaga. Vaatamata sellele, et niisugusel juhul translaator
muutub keerukamaks (tuleb néiteks kasutada mitmeastmelist
timberkodeerimist arvutis), annab selliste programmeerimissiistee-
mide kasutamine paljude keerukate tootmisprotsesside numbrilisel
juhtimisel suurt tehnilist ja majanduslikku efekti. Seda téendavad
Ameerika Uhendriikides viljatoétatud probleem-orientatsiooniga
programmeerimissiisteemid, nagu APT-I, -II ja -III, AUTO-
PROMT jt., kuid ka nendega umbes samaaegselt kiesoleva kirju-
tise autorite poolt loodud 3 CAII-II, mis meile teadaolevatel and-
II?Etel on esimene niisugune praktiliselt kasutatav siisteem NSV

iidus.

Piiliame jdrgnevalt selgitada, milles siis seisneb antud prob-
leem ja kuidas on see pohimotteliselt lahendatud, jdddes popu-
laarse kisitluse raamidesse.

Kaasaegset tehnikat iseloomustab masinate ja automaatide
tormiline areng ning keeruliste, kiiresti muutuva konstruktsiooniga
detailide jarjest kasvav osatdhtsus. Seetottu valmistatakse palju-
des téostusharudes enamik masinaid ja seadmeid individuaal- voi
viikeseseerialise tootmise meetodil. Selle tootmisviisi automatisee-

2 Vt. Kaasik, U. Korjus, A, Automaatne programmeerimine. Mate-
maatika ja kaasaeg, VI, lk. 14—24; VII, lk. 28—39.

3 CAIT — lithend venekeelsest nimetusest cucrema aeTOMaTtHueckoro mnpo-
rpaMMHPOBaHHSA,
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Ttimise efektiivseks vahendiks detailide tootlemise osas on aga
numbrilise programmjuhtimisega metallildikepinkide kasutamine.

Funktsionaalsete t66pinkide numbriline programmjuhtimine
kujutab endast keerulist juhtimissiisteemi, kus informatsioon t66-
.deldavast detailist ja to6tlemisreZiimidest antakse kodeeritud
kujul interpolaatorisse, mille védljundsignaalid juhivad ajameid ja
-abimehhanisme.*

Pingi tooorgani liikumistrajektoori voib ette anda sellel
tiksteisest kindlal kaugusel asuvate nn. tugipunktide abil. Instru-
mendi liikumine {ihest tugipunktist teise médaratakse tugipunktide
enda, nendevahelise trajektoori osa geomeetrilise kuju ja monede
tdiendavate parameetrite abil. Koiki neid andmeid voib esitada
mingis koordinaadistikus. Lisades sellele informatsioonile (samuti
kodeeritud kujul) veel pingi ajamite kiirused, kdsud, abimehhanis-
mide sisse- ja viljaliillitamiseks jne., saamegi kaadri. Selliste
kaadrite kindlas jarjestuses organiseritud jada, salvestatuna pro-
grammikandjale, kujutab endast pingi juhtimisprogrammi.

Funktsionaalse loikepingi numbrilise programmjuhtimise siis-
teen}i blokkskeem (iihe juhtimiskoordinaadi jaoks) on toodud joo-
nisel 1. | ’

Drogramm 3 Delail

Joonis 1.

Kaadreid loeb sisendseade I, nad deSifreeritakse ja antakse
elektriliste signaalidena interpolaatorisse 2. Viimane méarab kaad-
tis sisalduva informatsiooni alusel instrumendi liikumistee kahe
tugipunkti vahel ja vastavad tootlemisreZiimi parameetrid. Inter-
polaatori védljundeis avaldub see informatsioon impulsside jada-
dena unitaarkoodis. Véljundkanalite arv vastab pingi juhtimis-
koordinaatide arvule. Igale viljundimpulsile vastab juhitava t66-
organi diskreetne iimberpaigutus antud koordinaadi jargi. Impuls-
side omavaheline ajaline jaotus mdidrab trajektoori geomeetrilise
kuju, nende sagedus mingis kanalis aga liikumiskiiruse antud
koordinaadi suhtes. Impulsid voimendatakse vdimendajas 8 ning
antakse tditurmehhanismidele, néditeks sammelelektrimootorite

4 Funktsionaalseks toopingiks nimetatakse sellist pinki, mille
tédorgani liikumistrajektoor antakse etie kahe- voi enammuutuja funktsioonide
abil. Interpolaator on numbriline arvutusseade, mille sisendisse antakse
kaadrid, vdljundid omavad aga tihetiiiibiliste diskreetsete elektriliste impulsside
jada kuju, millest igaiiks kutsub esile juhitava objekti té®organi kindla ele-
mentaarse imberpaiknemise antud koordinaattelje suunas. Kaader on arvu-
dena kodeeritud informatsiooni kogum, mis sisaldab vajalikud topoloogilised ja
tehnoloogilised andmed juhitava objekti tédorgani Gmberpaigutamiseks detaili
ithe elementaarldigu t66tlemisel.
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méhistele 4. Sammelektrimootor reageerib igale impulsile oma:
rootori pédramisega tdpse poéordenurga vorra kindlas suunas. Moo-
tori igale po6rdenurgale vastab aga pingi tédorgani 5 diskreetne-
joonliikumine antud koordinaadi jargi.

Peamiseks kitsaskohaks programmjuhtimisega metalliloike-
pinkide edukal kasutamisel oli neile alginformatsiooni ettevalmis-
tamise efektiivsete meetodite puudumine. Informatsiooni etteval-
mistamise protsess sisaldab t66organi tsentri trajektoori (ehk t60-
deldava kontuuri ekvidistandi) osi iseloomustavate parameetrite:
arvutamist, nende kaarte tileminekupunktide arvutamist, informat-
siooni 16plikku kindlaksméaddramist iga kaadri kohta, kodeerimist
jne. Kogu see protsess on darmiselt t66mahukas, nduab palju aega
ja kvalifitseeritud t66joudu. Seetottu ei tule selle teostamine klahv-
arvutustehnika baasil kone allagi. Ainus voimalus on p&érduda
elektronarvutustehnika poole.

Veidi siigavamal analiilisimisel aga selgub, et ka siin kipub
asi takerduma programmeerimisraskuste taha. Niipca, kui me
piillame (ja seda piiiitigi') programmeerida vajalikke arvutusi
kédsitsi ning iga detaili puhul eraldi, kasvab kiimmet-kahtkiimmet
téopinki ning nende tarvis to6tavat elektronarvutit teenindav prog-
rammeerijate armee mitmesajani. Seetdttu seisis kiisimuse lahen-
dus niisuguse automaatse programmeerimissiisteemi loomises, mille:
kasutajatelt ei noutaks tosiseid teadmisi arvutus- ja programmee-
rimistehnikas ning mille abil oleks samal ajal voimalik kiiresti
ja kergesti saada juhtimisprogramme valdava enamiku detailide
t66tlemiseks.

CAIl-I1 kasutamisel taandub programmeerija voi tehnoloogi
kogu «kédsitoé» lihtsa mnemoonilise programmi koostamisele spet-
siaalses algoritmilises keeles. Siisteem vabastab programmeerija
detaili kontuuri arvutusalgoriimide koostamisest, ekvivalendi ja
tehnoloogiliste parameetrite arvutamisest ning detailsest program-
meerimisest, andes need funktsioonid iile elektronarvutile endale.

CAII-II koosneb kahest osast — translaatorist ja spetsiaalsest.
algoritmilisest programmeerimiskeelest.

Konesoleva translaatori funktsioonid on mairksa laiemad nen-
dest, mida me oleme harjunud mdistma tavalise protseduur-orien-
tatsiooniga programmeerimissiisteemi translaatori funktsioonide
all (see pole ka ootamatu, sest tegemist on kolmanda nivoo kee-
lega). Ta néditeks mitte ainult ei koosta elektronarvutile programmi
ega juhi arvutuste kéiku, vaid médédrab ka automaatselt kindlaks.
koik probleemi lahendamiseks, s. t. t6dorgani juhtimise programmi
koostamiseks vajalikud arvutus- ja loogilised operatsioonid ning
nende tditmise jdarjekorra. Seega votab ta osa temale antud {iles-
ande algoritmeerimisest. Siisteemi keeie sonavara, siintaks ja se-
mantika on véilja t6otatud protsessi iiksikasjalise analiiiisi tule-
musena ning on vastavuses kogu siisteemi {ilesehituse pohimoiste-
tega. Programmeerimiskeele terminiteks voi sOnadeks on teatud
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venekeelsed sonad, nende lithendid, moningad matemaatilised mér-
-gid ja stimbolid. Nendes terminites kirjutatud keeleline programm
sisaldab vajaliku informatsiooni detailist ja tema tédtlemise noue-
test.> Tuleks maérkida, et detaili geomeetrilise kuju méiramisel
kirjeldatakse fiksnes tema kontuuri osade omavahelisi asendeid ja
‘moningaid numbrilisi pohim6otmeid. See v6imaldab minimisee-
rida etteantavat numbrilist informatsiooni. Keelelise programmi
koostamisel kasutatakse keele termineid nagu sonu tavalistes lau-
setes voi nagu matemaatilisi miarke matemaatilistes avaldistes.
Oma vormilt on kirjutis seetdttu sarnane konekeeles koostatud
konspektiga.

Selline kirjutusviis tagab hea iilevaatlikkuse ja kdepédrase kont-
tolli voimaluse, vdhendades samaaegselt tugevasti programmee-
rija vaimset pinget vorreldes sellega, mis oleks vajalik tavaliste
tehnoloogilises programmeerimises tarvitatavate meetodite raken-
damisel.

CAII-II on ette ndhtud peaasjalikult nn. «tasandiliste detailide»
tootlemise programmeerimiseks. Nende t66tlemise trajektoorid asu-
vad tasanditel, mis on paralleelsed kolmem6otmelise koordinaadis-
tiku koordinaat-tasanditega. Seega on voimalik programmeerida
ka selliste «ruumiliste detailide» tootlemist, mille t66tlemistrajek-
th?rlid-e osad asuvad vastastikku paralleelsetel voi ristuvatel tasan-

itel.

CAIT-Il translaatori lihtsustatud blokkskeem on néi-
datud joonisel 2. Ta koosneb neljast blokist 4, B, C ja D, mida
viikese operatiivmiluga arvutite (nagu M-3) kasutamise puhul
voib iiksteise jdrel operatiivméillu viia kas perfolindilt voi vélis-
mélust. Iga jargnev blokk kutsutakse operatiivmaillu eelmise bioki
poolt pirast tema enda i{ilesannete sooritamist. Iga bloki té6tule-
mused sdilitatakse operatiivmilus ning nad on ldhteandmeteks
jargmisele blokile.

Translaatori t60 algab bloki A4 sisseviimisega perfolindilt ope-
ratiivmallu. Blokk A omakorda organiseerib tidhistuste grupi sisse-
viimise perfolindilt. Seejirel teostatakse informatsiooni iimberko-
deerimine nn. vahekoodi ning tema paigutamine operatiivmilu
pesadesse kindla siisteemi jirgi. Sellise muundamise tulemusena
'votab iga vahekoodis esitatud tdhistus enda alla iihe malupesa.

Bloki B {ilesandeks on eelmise bloki poolt kodeeritud geomeet-
rilise informatsiooni transformeerimine standardsetesse vormi-
desse — kanoniseerimine. Need geomeetriliste elementide rangelt
kindlaksméaratud kujud on aluseks jdrgnevatele arvutustele. Sol-
tumata geomeetrilise informatsiooni mairamise viisist keelelises

5 Keeleline programm (aseikoBasg nporpamma) koosneb tahistuste
grupist ja marsruudi kirjeldusest. Tdhistuste grupp koosneb elementaar-
tahistuste ja komplekstihistuste alagruppidest. Marsruudi kirjeldus on
programmeerimiskeeles kirjutatud iiksikasjaline informatsioon t66tlemistrajektoo-
rist, s. t. tooorgani tsentri liikumisteest ning samuti tdo6tlemisreZiimidest tema
mitmesugustel 1aikudel.
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KEEIBine  programm

Marsruuai kireidus [ Tdtustusie grupo

Start
{

Bloki A Sisseviiming

Opéraliivmily:

Tahistuste grupi Sisseviiming

A infermatsioom kodesriming
ja jaotamine

Bloki 8 sisseviimine

Geomeetrilise informalsiooni

frensformalsioon standarfsels

8 hujule —
kanoriseerimine

Bloki C sisseviiming

HMarsruvdl Kirjelduse Sisseviiming.
L - . . . -
L oikeinsfrumendi Isentri frajek-
O teori ja fehnoloogiliste pdra-
meelrite arvutamine

Bioki I sisseviiming

0 Kaadrite formeeriming
inferpelaaforile

_ Perfolint
(interpoldatorisse)

Joonis 2.

programmis (nditeks voib punkte méaarata 15 eri viisil, sirgeid 23
eri viisil jne.), avaldatakse punktid pirast kanoniseerimist oma
koordinaatidega, sirged — tousunurga tangensi voi kootangensi
ja telgloiguga, ringjooned — tsentri koordinaatide ja raadiusega.

Loikeinstrumendi tsentri trajektoori arvutuse viib 1dbi blokk
C. Ta organiseerib programmeeritud kontuuri tugipunktide ja
ekvidistandi arvutamise ning salvestab saadud informatsiooni
tootlemisele vastavas jirjekorras arvuti méllu. Samuti teostab ta
tehnoloogiliste parameetrite viimise kaadrite formeerimiseks sobi-
vasse vormi. Bloki C t66d juhib marsruudi kirjeldus, mis tuuakse
operatiivméllu perfolindilt enne bloki t66 algust.

Viimaseks funktsionaalses skeemis on blokk D — interpolaatori
kaadrite formeerimise blokk. Ta koondab eespool véljaarvutatud
informatsiooni kindlate reeglite jérgi kaadritesse ning teostab
iihtlasi ka ringjoonte kaarte lineaarse aproksimeerimise noutava
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tdpsusega. Viljundinformatsioon (kaadrid) kantakse kas perfo- voi
mangetlindile.

Koik translaatori blokid on varustatud kontrollsiisteemiga.
Juhtimine antakse jdrgmisele Dblokile {ile ainult pdrast eelmise
‘bloki to6tulemuste digsuse tuvastamist.

Nagu juba mainitud. on translaatori sisendinformatsiooniks
keeleline programm, mis kirjutatakse programmeerimis-
‘keele terminites, pidades silmas vastavaid semantilisi ja siintakti-
lisi reegleid. Keele siimboliteks on kiimnendsiisteemi numbrimér-
gid ning lisaks sellele 28 vene, ladina ja kreeka tdhte ning mate-
maatilist maérki, millest moodustatakse tle kolmek{imne eritiiiibi-
lise sona ehk termini. Keeleline programm koosneb kahest osast:
tdhistuste grupist ja marsruudi kirjeldusest. Neist esimene jaguneb
omakorda kaheks: elementaartihistusteks ja komplekstdhistusteks.
Elementaartdhistuste abil pannakse kirja kogu numbriline infor-
matsioon detaili geomeetrilise kuju ja tootlemise tehnoloogia
kohta. Komplekstdhistused voimaldavad kirjeldada detaili neid ele-
mente, mis on méadratud kaudselt, teiste kaudu, s. t. elemente,
mida on algandmetest ldahtudes voimalik translaatori abil vilja
arvutada. Mitmete komplekstdhistuste olemasolu {ihe ja sama
elemendi mddramiseks lihtsustab oluliselt programmeerija t66d
detaili kontuuri kirjeldamisel, eriti kui numbrilist informatsiooni
on minimaalselt.

Tooorgani liikumistee kirjeldus, abiinformatsioon té6tlemisre-
ziimidest iiksikutel 16ikudel ja Ibikeinstrumentidest antakse kee-
lelise programmi teises osas — marsruudi kirjelduses. Viimane
kujutab endast programmeerimiskeeles kirjutatud kdskude jada,
kus kdsud asuvad nende tditmise jdrjekorras programmeeritava
detaili to6tlemisel.

Kidesoleva artikli raamides ei ole voimalik anda tdpsemat {ile-
vaadet ei keelelise programmi koostamise reeglitest ega ka keele
sdnavarast, seepdrast piirdume asjast ettekujutuse saamiseks
ainult ithe niditega ning vaatleme terminoloogiat sedavord, kui see
on vajalik niite seletamiseks.

Joonisel 3 on kujutatud mingi detaili {iks osa, mille kohta on
konstruktori poolt antud méningad numbrilised andmed (need on
_joonisel mérgitud rasvase kirjaga). Samas on esitatud ka keele-
line programm detaili selle osa tootlemiseks vajaliku informat-
siooni taielikuks véljaarvutamiseks. ,

Olgu mérgitud, et enne keelelise programmi koostamist num-
merdab programmeerija detaili geomeetrilised elemendid suvali-
ses jadrjekorras ning kirjutab nad joonisele koos vastava elemendi
tdhistusega. Pédrast seda programm perforeeritakse lindile spet-
-siaalselt selleks kohandatud perforaatoril (mis iithtlasi annab ka
tritkitud dratdombe). Seejdrel viiakse arvutisse tdhistuste grupp
‘ning pérast kanoniseerimisprotsessi 1oppemist — marsruudi Kkir-
jeldus.
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Joonis 3.

Elementaariihistused

X00/ = /00,0000/ Y01/ = /21,0000/ r01/ = 06,0000/

X01/ = /15,0000/ Y02/ = /46,0000/ 601/ = /00.0020/

X02/ = [24,0000/ RO1/ = /16,5000/ S y00/ = [04,0000/:

Y00/ = /00,0000/ K01/ = [00,7000/ S,01/ = /00,5000/
Komplekstihistused

7500/ = /X00/Y00/ xkp01/ = /Tx01/R0O1/

Tk01/ = /X02/Y02/ xp02/ = [Tx02/np01/

1k02/ = [np04/np05/ np03/ = [ + xp01/ - xp02/

np01/ = /Y 00/ np04/ = [Tr01/xyKO1/

np02/ = /X01/ np05/ = ]¥01/

Marsruudi kirjeldus
701, 01, or 7« 00, ¢p O, SyOO, no np 01, ¢p—, SpOI, no np 02,
by 1K, no+-xp 01, no np 03, no+«xp 02, ...

Kanoniseerimisprotsessi kulgemise illustreerimiseks vaatleme
toodud néite korral sirge jérjekorranumbriga 3 («mp 03») kano-
niseerimist. Translaator, jdudnud informatsiooni vaatlemisel nime-
tatud sirge koodini, «avastab», et sirge 03 on méaratud kui viline:
puutuja ringjoontele 01 ja 02:

np 03/=/+kp 01/ xp 02/ (vt. joon 3 komplekstdhistused).

Edasi arvuti selgitab, et {iks nendest ringjoontest, nimelt xp 01 on
antud kanoonilisel kujul (keskpunkti ja raadiuse abil) ning
numbriliselt, sest (vt. joon. 3)

kp 01/ = /tx 01/R 01/,
Tk 01/=/X02/Y 02/,
X 02/ = /24,0000/, Y 02/ = /46,0000/, R 01/ = /16,5000/.

Samuti leiab arvuti, et teine ringjoon, mille abil tuleb mairata -
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np 03, on defineeritud kaudselt kui ring, mis on médiratud kesk-
punkti ja {ihe puutujaga
Kp 02/=/1k 02/mp O1/.

Tédhendab ta tuleb kanoniseerida. Selleks tuleb aga vilja arvutada
tema keskpunkti koordinaadid ja raadius. Keskpunkt

1K 02/=/up 04/np 05/

on aga méadratud kui kahe sirge 16ikepunkt, mis pole ka arvuliselt
teada. Seetottu jatkab arvuti oma tegevust nende sirgete uurimi-
sega. Ta leiab, et

v

np 04/ = /T 01/xyK 01/
np 05/=/Y O1/.

See tdhendab, et molemad sirged on méaratud elementaartihistus-
test leiduvate numbriliste suuruste abil. Lugenud vastavad numb-
rilised vdartused, asetab arvuti nad np 04 ja np 05 vorranditesse
ja arvutab 1K 02 koordinaadid, seejérel ringjoone xp 02 raadiuse kui
punkti Tk 02 kauguse sirgest np 01 ja saabki teise ringjoone kano-
niseeritud kujul. Seega ongi leitud koéik vajalikud lahieandmed
sirge np 03 jargnevaks kanoniseerimiseks. Sageli, nagu toodud
néitegi korral, toimub iihe elemendi kanoniseerimise kaigus veel
rea teiste elementide kanoniseerimine.

Bloki C t66 kdigus translaator deSiireerib {iksteise jdrel mars-
ruudi kirjelduse kasud ja korraldab nende jdrgi oma t66.

Joonisel 3 esitatud ndite puhul tolgitseb arvuti marsruudi-
kirjeldust jairgmiselt. Frees, mille raadius on mééiratud jirjekorra-
numbriga 01, (r 01), teostades edaspidi ringi kaarte lineaarset
aproksimeerimist tdpsusega, mis on mdairatud tdhistusega ¢ Ol,
algab oma liikumist punktist 00 (tk 00). Ta liigub korgendatud
kiirusega (S, 00) mooda (¢p 0) sirget 01 (np 01) kuni sirgeni 02
(np 02). Sealt ta liigub edasi normaalse tookiirusega (S, 01)
modda sirgest 02 (mo np 02) freesi raadiuse vorra vasakul (dpp—)
asuvat paralleelsirget kuni ringjoone 0l ja sirge 02 ekvidistantide
suuremat ordinaadi vddrtust omava loikepunktini (6y Tk). Tuleb
silmas pidada, et kdsud, nagu ¢py(v =+, —, 0), toimivad kuni
jargmise analoogilise kadsu ilmumiseni marsruudi kirjelduses.
Seetottu liigub freesi tsenter meie ndite puhul kogu aeg modda
kontuuri vasakpoolset ekvidistanti temast freesi raadiuse kaugusel.
Mainitud punktist (mille koordinaadid masin arvutab) liigub frees
edasi mooda ringjoont 01 kellaosuti suunas (mo 4 xp Ol). Edasi
ldheb ta puutepunktis iile sirgele 03 (mo mp 03), sealt edasi liiku-
misele modda ringjoont 02 kellaosuti suunas (mo 4 xkp 02) jne.

CAIT-II on olnud ekspluataisioonis iile aasta ja, nagu vois
arvata, voimaldab ta kvalitatiivselt muuta informatsiooni etteval-
mistamise protsessi. Programmeerijad ja tehnoloogid vabanevad

ja
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igasugusest arvutustédst ja vajadusest tunda masina koodidesiis-
teemi. Nad peavad tundma i{iksnes programmeerimiskeelt ning
keelelise programmi koostamise reegleid. Kuna need on marksa
lihtsamad ja kdepdrasemad esimese nivoo programmeerimiskeelest
ja -reeglitest ning kuna selliselt koostatud programmid tulevad
endistega vorreldes palju kordi lithemad, voimaldas CATI-II kasu-
tamine oluliselt vidhendada inimese intellektuaalse t66 mahtu in-
formatsiooni ettevalmistamise protsessis.

Siisteemi to6stuslikust ekspluatatsioonist saadud andmed n&i-
tavad, et aeg, mis kulub joonise timbertddtamisest kuni interpo-
laatori juhtprogrammi saamiseni, viheneb keskmiselt 7—8 korda,
ulatudes iiksikutel juhtudel 22—24 korrani. Mitmekordselt véahe-
nes protsessi maksumus ning samaaegselt suurenes saadavate
tulemuste usaldatavus, tdpsus ja operatiivsus. Tdnu inimt66 mahu
ja protsessi kestuse tunduvale vdhenemisele, on voimalik varus-
tada suurt hulka numbrilise programmjuhtimisega 16ikepinke juht-
programmidega toesti operatiivselt, kasutades selleks vidga piira-
tud arvu programmeerijate t66d. Peab siiski méarkima, et vaata-
mata autorite pingutustele vdhendada inimese intellektuaalse t66
osatdhtsust ja véimalikult rohkem anda seda arvuti teha, nditavad
tulemused, et siin oleme veel eesmargist kaugel. Nii nditeks iihe
suhteliselt keerulise detaili (46 elementaar- ja 77 komplekstéhis-
tust) programmeerimisel oli keelelise programmi koostamiseks
kuluva aja ja selle jdrgi juhtprogrammi arvutamiseks vajaliku
arvutiaja suhe 31,2, kusjuures kasutati kiillalt madala téokiiru-
sega arvutit (ilma CAII-II kasutamiseta on see suhe veidi alla
300).

Lopuks méirgime veel tdhendusrikast momenti, et CAII-II kasu-
tamisel on voimalik loobuda detailide tdpsete t66jooniste valmista-
misest (neid on aga vdga palju ja nende valmistamine on kallis)
ning piirduda vaid eskiisidega, millele on kantud minimaalne arv
pohimootmeid, mis voimaldavad programmeerimissiisteemil maa-
rata detaili koik {ilejddnud mootmed. CATI-II loomisel viljatodta-
tud pohimotete alusel on vdimalik automatiseerida informatsiooni
ettevalmistamist teistegi numbrilise programmjuhtimisega siistee-
mide juures, kus on tegemist mingi objekti juhtimisega keerulist
trajektoori méoda.



TARBIMISE MATEMAATILINE UURIMINE

U. Kaasik, U. Remmel

Pidevalt kasvab elektronarvutite rakendamine rahvamajanduse
planeerimise]. Seoses sellega muutub ka planeerimise ja majan-
dusliku prognoosi mitmesuguste iilesannete matemaatilise formulee-
rimise vajadus iitha aktuaalsemaks. Poéhiiilesandeks on sealjuures
enamasti teatava optimaalse plaani leidmine. Optimaalse plaani
leidmise matemaatiliselt sonastatud iilesanne! sisaldab tavaliselt
terve rea mitmesuguseid kitsendusi (tootmise taset, tootmisharude
vahelisi seoseid jms. iseloomustavaid vordusi voi vorratusi) ja
kriteeriumi (sihifunktsiooni), mille ekstreemumit antud kitsendustel
otsitakse. Et meie majanduse arendamise pohiiilesandeks on ela-
nikkonna vajaduste maksimaalne rahuldamine, siis tulebki selli-
seid plaane lugeda paremateks, mis seda iilesannet paremini tii-
davad.

lga plaanivariandi elluviimisega saab iihiskond oma késutusse
teatud hulga hiivesid, s. t. igale plaanivariandile vastab kindel
tihiskondliku ja isikliku tarbimise struktuur. Seega peab rahva-
majandusplaanide vordlemise aluseks olema objektiivne kritee-
rium, mis voimaldaks teatud tarbimisstruktuure celistada teistele.
Kéesoleva artikli eesmérgiks ongi tutvustada majandusmatemaa-
tika selle suuna aluseid, mis tegeleb isikliku tarbimise struktuu-
ride vordemisega ning pililiab erinevate produktide ja teenuste
tarbimise néitajaid taandada {hele iildistatud naitajale.

Vaatleme n erineva produkti tarbimist (produktide all voib
siin mobista nii iiksikuid esemeid, esemete gruppe kui ka teenu-
seid). Tahistame i-nda produkti selle koguse, mis vaadeldava
tarbija poolt ajaithikus keskmiselt tarbitakse, siimboliga x;. Vekto-
rit x= (x, ..., x,) nimetatakse siis tarbimise struktuu-
riks ehktarbimisvektoriks. ‘

Usna pikaajalisi statistilisi tdhelepanekuid arvestades véib
véita, et igal konkreetsel tarbijal on vélja kujunenud teatav kindel

! Niisugustest nn. matemaatilistest planeerimisiilesannetest on kirjutatud
nédit. artiklites: Kaasik, U., Lineaarsed planeerimisiilesanded. Matemaatika ja
kaasaeg, II, lk. 31—46; Kull, 1., Transport ja matemaatika. Matemaatika ja
kaasacg, III, lk. 39—49; Kull, [., Diinaamiline planeerimine. Matemaatfika ja
kaasacg, V, lk. 37—48.
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eelistamissuhe. See tihendab, et mistahes kahe tarbimis-
vektori x ja y korral suudab tarbija alati otsustada, kas ta eelis-
tab vektorit x vektorile y voi vektorit y vektorile x voi peab neid
vektoreid samavéiirseteks (on eelistamise osas iikskdikne). Nii-
sugune eelistamissuhe defineerib tarbimisvektorite hulgas teatava,
vaadeldavale tarbijale iseloomuliku jirjestuse. Selle jarjestuse-
tiiiibi ldhem uurimine on nididanud, et tema omadusi saab kaunis
hésti matemaatiliselt kirjeldada.

Koigepealt osutub, et eelistamissuhtega defineeritud jérjestus
rahuldab iiht n.-6. tavalise jadrjestuse pohiomadustest — ta on
dlekanduv ehk transitiivne. See tdhendab, et kui tarbija
eelistab vektorit x vektorile y ja vektorit y vektorile z, siis ta
eelistab ka vektorit x vektorile z. Edasi selgub, et {isna suurtes
piirides rahuldab vaadeldav jirjestus nn. monotoonsuse
omadust: tarbija eelistab vektorit x vektorile y alati siis, kui vdhe-
malt iiks vektori x koordinaat on suurem ja iilejddnud mitte vaik-
semad kui vektori y vastavad koordinaadid 2. Eelistamissuhte kol-
mandaks oluliseks omaduseks on kumerus. Nimelt kui vektor
z pole eelistatavam ei vektorist x ega vektorist y, siis osutub, et
koik vektorid kujul Ax 4 (1 —4)y (kus arv 4 on 0 ja 1 vahel) on
eelistatavamad kui z.

Nende omaduste tdhendust saab kergesti geomeetriliselt illust-
reerida juhul, kui tegemist on ainult kahe produktiga, s. t. tarbi-
misvektoreid x =(x, x;) v0ib vaadelda tasandi punktidena. Siis
koik vektoriga x samavéirsed punktid paiknevad teataval rangelt
kumeral koveral3 (nn. ikskoiksuskover), sellest kdverast
allpool asuvatest punktidest z on x eelistatavam, koverast iilalpool
paiknevad punktid y on aga koik eelistatavamad kui x (vt. joo-
nis 1).

X2

oN

ow

Joonis 1.

2 See tdhendab, et tarbija eelistab alati rohkem tarbida. Muidugi kehtib
niisugune omadus vaid teatud piirides, sest vaevalt leidub tarbijat, kes eelis-
taks tarbida tonn leiba péevas!

3 Koverat nimetatakse rangelt kumeraks, kui ta paikneb igast
oma kodlust dlalpool.
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‘Eelistamissuhe annab kiill eeskirja tarbimisvektorite kvalita-
tiivseks vordlemiseks, kuid ei vasta néditeks kiisimusele, millisel
mairal tarbija iiht tarbimisvektorit teisele eelistab. Tarbimisvek-
torite kvantitatiivseks vordlemiseks tuuakse sisse huvifunktsiooni
moiste. Huvifunktsiooniks nimetatakse funktsiooni A (x),
mis on defineeritud kdikide tarbimisvektorite hulgal ja mille vaar-
tus kasvab {ileminekul eelistatavamale tarbimisvektorile.

; Hdarilikult tehakse huvifunktsiooni %(x) kohta jargmised eel-
used:

1) h(x) on pidev koos oma esimest ja teist jarku tuletistega;

2) hulk {x:h(x) = c} on iga ¢ korral rangelt kumer ¢;

A
3) h(x) on iga argumendi jirgi kasvav, s. t. %'>O (i=1,

..., n). Osutub, et iga neid eeldusi rahuldav funktsioon méérab
omakorda just iilalkirjeldatud omadustega eelistamissuhte (huvi-
funktsiooniga méiédratud eelistamissuhe on selline, kus x loetakse
eelistatavamaks kui y siis ja ainult siis, kui £(x) > k(y)).

Nagu definitsioonist naeme, ei ole huvifunktsioon eelistamis-
suhtega iiheselt madratud. Praktikas meid aga ei huvitagi selle
funktsiooni konkreetsed vairtused, vaid vddrtuse vahekord, suhted
«suurem» ja «viiksem». Just need suhted kirjeldavad {ihtede tar-
bimisstruktuuride eelistamist teistele. Kui A(x) on teatavale eelis-
tamissuhtele vastav huvifunktsioon, siis on seda iga @ > 0 korral
ka ah(x). Uldjuhul voib Gelda, et samavdarseks huvifunktsiooniks
on ka iga funktsioon f(x) kujul

Fo=H [h(x)],

kus H(h) on mistahes monotoonselt kasvav funktsioon. Et koik
need huvifunktsioonid vastavad samale eelistamissuhtele, siis
praktikas tarvitseb meil teada vaid iihte neist.

Viimasel ajal on ilmunud mitmed t66d, kus statistilise mater-
jali varal toestatakse eelistamissuhte ja seda kirjeldava funkt-
siooni olemasolu. See annab véimaluse vaadelda huvifunktsiooni
kui tarbijaskonna kiitumise objektiivset iseloomustust. Muidugi
tuleb siinjuures arvestada, et mida vidiksema ja homogeensema
tarbijate rithmaga on tegemist, seda paremini kirjeldab mingi
huvifunktsioon nende tegelikku tarbimist. Sellepdrast jagataksegi
tarbijaskond sageli rithmadesse just nii, et iga rithma piirides
saaks voimalikult suurema tdpsusega kasutada iihtainsat huvi-
funktsiooni. Jargnevas me sellist riihmadesse jaotamist siiski ei
vaatle, vaid piirdume lihtsuseks iihe tervikliku huvifunktsiooni
kisitlemisega. See tdhendab, et tarbija all moistetakse teaiavat
keskmist perekonda 5, millele koik tegelikud tarbimised on vasta-

4 Hulka nimetatakse kumeraks, kui ta koos oma iga kahe punktiga
sisaldab ka neid iihendava sirgloigu. Range kumeruse puhul on sirgloigu punk-
tid hulga sisepunktid.

5 Perekond vdetakse tarbija iithikuks sellepidrast, et koik bidZetiuurimiste
andmed sisaldavad just perekondade kohta kdivaid koguseid ja maksumusi.
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vate koefitsientide abil iimber arvutatud. Peab kiill iitlema, et nii-
suguste koefitsientide siisteem pole veel tdielikult vilja té6tatud,
kuid selles suunas toimuvad iisna intensiivsed uurimused.

Tarbimise uurimisel on harilikult pohiiilesandeks tarbimise
mahu muutude ennustamine hindade ja sissetulekute siisteemi
oodatava muutuse korral. Vaatlemegi, kuidas saab huvifunktsiooni
selle Gilesande lahendamisel kasutada.

Olgu s tarbija keskmine sissetulek ja py, ..., p, vaadeldavate
produktide hinnad. Tarbija kulude ja tulude tasakaalu véljendab
siis seos

PiX1+ poxa -+ ...+ ppxp=s

(s on odigemini keskmine véljaminek, kuid lihtsuse mottes loeme
sissetuleku vordseks véiljaminekuga: {ildiselt véib ju ka hoiused
lugeda {iheks produkti liigiks). Arvestades huvifunktsiooni defi-
nitsiooni médrab «keskmine» tarbija oma tarbimise struktuuri x
alati nii, et see oleks funktsiooni k(x) maksimumpunkt tingimusel
(1). Eeldused, mis me huvifunktsiooni kohta tegime, tagavadki
sellise maksimumi olemasolu ja ainsuse. Niisuguse tingliku eks-
treemumi leidmiseks voib kasutada nn. Lagrange’i kordajate mee-
todit. Selle meetodi kohaselt peab tegelik (s. t. antud hindade ja
sissetuleku korral koige eelistatavam) tarbimine rahuldama vor-
randeid

) .

O —dp, (j=1,...,n), 2)

Oxj J

kus A on teatav hindade ja sissetuleku funktsioon. Graafiliselt
tdhendab antud iilesande lahendamine nditeks kahe produkti kor-
ral seda, et tuleb leida sirget pyx; + poxe = s (ainult sellel sirgel
paiknevaid punkte on tingimuse (1) kohaselt voimalik tarbida)
puudutav kover A(x) =c¢ (vt. joonis 2). Puutepunkt x annabki
siis otsitava tegeliku tarbimise, sest selle sirge teiste punktidega
vorreldes on huvifunktsiooni vdartus seal koige suurem.

2 X5
X
x
X'
hixy =¢ htxi=c
X, X,
\ ’
byx, +DyK,=9 DXy +PaX =S _"’,"XI+/DZXZ="I
Joonis 2. Joonis 3.
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Tarbimise mahu muutumise ennustamisega on niiiid seotud
terve rida iilesandeid. Koik nad eeldavad, et teatud hindadele p =
= (p1, ..., pn) ja sissetulekule s vastav tarbimine x on juba
teada. Leida tuleb nditeks uutele hindadele p’= (p’y, ..., p'n)
ja uuele sissetulekule s’ vastav tarbimine x’ (funktsioonina suu-
rustest p/1, ... , p’n ja §’). Voib aga piistitada ka néditeks niisuguse
uue sissetuleku s’ leidmise iilesande, et oleks A(x) = A(Xx'), s. t.
et uute hindade puhul tarbija vajadused oleks endisel mééaral
rahuldatud.

Viimase iilesande pohimottelist lahenduskdiku on kahe produkti
juhul kujutatud joonisel 3. Hindade muutmine tdhendab sirge
p1x1 - poxs = s sihi muutmist. Uue sissetuleku s’ leidmiseks tuleb
uutele hindadele vastava sirgega p’ix; + p’oxe= const lihtsalt
teostada paralleelliike kuni puutumiseni endist tarbimisvektorit x
labiva koveraga h(x) = ¢ punktis x’.

Seni me eeldasime, et tulude ja kulude tasakaalu tingimus (1)
on ainsaks tarbija valikut kitsendavaks asjaoluks. Suure prakii-
lise tdhtsusega on aga ka juhtum, kus monda produkti noutakse
rohkem, kui toodelakse. Olgu sellise defitsiitse produkti keskmine
kogus tarbija kohta £, iihikut. Kuigi tarbija eelistaks osta k-ndat
produkti suuremas koguses kui ¥, (ja seda lubaks ka tema sisse-
tulek), pole see piiratud varude téttu voimalik. Seega lisanduvad
defitsiitsete produktide korral veel kitsendused

Xp = Xy (3)

Antud hindadele p = (py, . .. , pn) sissetulekule s vastava tege-
liku tarbimise x(s, pi, ..., pn) analiiiitiliseks leidmiseks saadud
vorrandeist (1) ja (2) voib iisna lihtsalt teha moningaid olulisi
jéreldusi.

Neid vorrandeid s jargi diferentseerides leiame

n x‘
2p; =1
=1 O
P (4)
"/1 Ox; 04 (=1 )
Shj g =P g U=1

kus siimboliga h; on téhistatud huvifunktsiooni teist jérku osatuletis

0%h(x)
ij:W'
Kui veel tdhistada
0 p Pn
M= Pt Fin ja s= (_i 9x &),
----- . ds ' ds ' Os
Pn hnl hrm
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siis vordused (4) voib kirjutada kujul
Ms= (1, 0, ...0).

Siit ndeme, et vektori s koordinaadid vorduvad lihtsalt po6rdmaatriksi M-l =
-== (m;,~1) esimese veeru elementidega. Muuhulgas

Ox, .
35 =Mt (=1 ..., n). (5)

Sissetuleku muutusega kaasnev ndoudmise muutus on seega
avaldatav huvifunktsiooni teist jdrku tuletiste ja hindade funkt-
sioonina. ’

Mairgime veel, et suuruse % méark ei tarvitse iga i korral
lihesugune olla. See tdhendab, et dldiselt leidub produkte, mille
puhul néudmine kasvab sissetuleku suurenemisega, kuid leidub ka
produkte, mida hakatakse sissetuleku suurenemisel hoopis vihem
tarbima.

Vaatleme niifid tarbitavate produktide koguste sdltumist hinda-
dest. Analoogiliselt dsjatooduga saab tuletada valemi

—':m—ﬁ—xkL (i, k=1, ..., n). (6)

Siit on lihtne vélja lugeda, kuidas muutub ndoudmine selle pro-
dukti jirele, mille hind muutus. Vottes valemis (6) i =k, saame

ap,-’ R (=1, ..., n).

On voimalik toestada, et suurused m;™! osutuvad alati negatiiv-
seteks. Lahtudes sellest, saabki valemi vasakul pool asuvate tule-
tiste margi kohta teha moned jdreldused: 1) noudmine niisuguse

produkti jirele, mille puhul —?% = 0, on selle produkti vajalikkuse

S
korral (x; > 0) alati normaalne, s. t. kahaneb produkti hinna kas-
vamisel ja kasvab hinna kahanemisel; 2) noudmine produkti
jarele, mille puhul g—?< 0, voib monel juhul olla ka anormaalne,

s. t. kasvada hinna kasvamisel ja kahaneda hinna kahanemisel.

Valemitest (6) voib tuletada veel iithe huvitava seaduspéra-
suse . Toimigu nimelt mingi produkti hinna tous, millega kaas-
neb sissetuleku niisugune tous, et antud produkti oleks voimalik
osta endises koguses. Osutub, et sel juhul ei pea tarbija oma
endist tarbimise struktuuri iildiselt enam koige eelistatavamaks:
vaadeldava produkti osas toimub ndudmise vdhenemine. Seega,

6 Lihemalt on sellest kirjutatud kogumikus «HapoanoxoasiicTeennsle Mo-
Aenu. Teopernueckne Bompocel morpebaenns», M., 1963.
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kuigi naiteks leiva hinna téus kompenseeritakse sissetuleku tou-
suga sellises ulatuses, et oleks voimalik sama palju tarbida kui
varem, vdheneb néudmine leiva jdrele.

Seostest (5) ja (6) ndeme, et kui {ilesandeks on tarbimise mahu
muutuste leidmine hindade ja sissetulekute muutumise tagajirjel,
siis piisab huvifunktsiooni aproksimeerimiseks tema Taylori rea
esimest ja teist jarku liikmete tundmisest. Teisest kiiljest, suurused

%";—" ja %x_" on pohimotteliselt empiiriliselt leitavad ja neid saaks
J
seega kasutada huvifunktsiooni mdaramiseks. Selle meetodi otsene

rakendamine ei ndi aga voimalik olevat, sest suuruste (%;x—f leid-
misel peaks eksperimendid seisnema kbdigi produktide hindade
muutmises mitmel korral, mis pole aga praktiliselt teostatav. Selle-
pédrast on huvifunktsiooni konstrueerimisel ainsaks empiiriliseks
materjaliks siiski biidZetiuurimuste resultaadid.

Harilikult toimub huvifunktsiooni konstrueerimine sel teel, et
valitakse ette funktsiooni niisugune iildkuju (mudel), mis sisal-
daks voimalikult vdhem tundmatuid suurusi, ja piiiitakse viima-
seid seoste (2) abil madrata (kasutades nditeks vdhimruutude
meetodit). Funktsiooni iildkuju etteandmisel tuleb sealjuures kasu-
tada puhtmatemaatilisi aproksimeerimise meetodeid, sest antud
probleemi korral ei saa seda iildkuju tuletada mingitest iildistest
eeldustest objekti kohta.

Arvutuste lihtsuse seisukohalt on huvifunktsiooni mudelitest
koige otstarbekohasemad niiteks jdrgmised:

n n
EV 1
l) h(X) == bkxk “,L‘ 2— 2 b,-jxixj,
k=1

i, j=1

2) h(x) = 2 b* In (by - xz).

k=1

Siinjuures eeldatakse, et kordajad b, vdivad veel lineaarselt sol-
tuda teatavatest parameetritest a;, ..., a,, mis iseloomustavad
néiteks perekonna keskmist koosseisu, korteriolusid jms.

Sellise kujuga huvifunktsioone on piiiitud ka konkreetsetele
andmetele tuginedes konstrueerida. Uhe esimese niisuguse katse
puhul kasutati 1952.—1959. aastate andmeid, kusjuures arvutused
toimusid n=3 puhul (toiduained, mittetoiduained ja teenused).
Suurused a; valiti jirgmiselt: esimesel juhul vdeti parameetriks
eelnevate aastate tarbimine, teisel juhul keskmine laste arv pere-
konnas ja kolmandal juhul arvestati mélema nimetatud faktoriga.
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Tulemuste tdpsuse hindamisel selgus, et logaritmiline mudel andis
koigil kolmel juhul vordlemisi ebatdpse tulemuse, ruutmudeli
puhul oli aga viga suhteliselt {isna véike.

Loomulikult niisugused kolmeproduktilised huvifunktsioonid
tegeliku planeerimise juures veel kasutatavad ei ole. Sellepidrast
toimubki praegu iisna laialdane uurimist6dé nii vastava statistilise
materjali kogumise, huvifunktsioonide moeldavate mudelite tdp-
suse hindamise kui ka huvifunktsioone sisaldavate planeerimis-
iilesannete piistitamise korrektsuse analiiiisimise osas. Nende
t6ode tulemustest on aga esialgu veel vara riddkida.

* *

AMEERIKA AVASTAMINE

Paljud on juhtinud tidhelepanu asjaolule, et hiipoteesi muutumist teadus-
likuks avastuseks saab vidga histi illustreerida niitega sellest, kuidas Kolum-
bus avastas Ameerika.

Kolumbusel oli kinnisidee, et Maa on iimmargune ja et lddnde purje-
tades voib jouda Ida-Indiasse. Eriti tuleb tadhele panna jargmisi tipilisi
momente:

a) idee polnud kaugeltki originaalne, kuid Kolumbusel onnestus hankida
tdiendavat informatsiooni;

b) Kolumbusel tuli filetada tohutuid raskusi nii ettevotet finantseerida
voivate isikute otsimisel kui ka ekspcrimendi enese teostamisel;

¢) Kolumbus ei leidnud uut teed Indiasse, kuid ta leidis uue maailmajao;

d) vaatamata vastupidist tdestavatele asjaoludele uskus Kolumbus siiski,
et ta avastas tee Indiasse;

e) oma eluajal ei joudnud Kolumbus &ira oodata ei erilist kuulsust ega
markimisvidrset tasu;

f) parast teda on leitud iimberliikkamatuid toendeid selle kohta, et
Kolumbus polnud iildse esimene eurooplane, kes joudis Ameerikasse.

See lugu on tolgitud hiljuti ilmunud kogumikust «®uauku wyTaT» (Moskva, 1966), mida
koigile lugejatele soojalt soovitame.



UHEST ELEKTRIVORKUDE PROJEKTEERIMISEL
TEKKINUD ULESANDEST

E. Pillikse, E. Tiit

1. Kéesoleval ajal varustatakse tarbijaid elektrienergiaga iiht-
sest energiasiisteemist, kus rida suure ja keskmise voimsusega
elektrijaamu  (Balti, Ahtme, Piissi jt. soojuselektrijaamad,
Narva hiidroelektrijaam jt.) tootab paralleelselt. Elektrijaama-
dest antakse elektrienergia elektriiilekandeliinide
(330, 220, 110 ja 35 kV liinid) kaudu tarbimispiirkondade kes-
kustes paiknevatesse rajoonialajaamadesse, mis korgepinge-jao -
tusvorkude (15, 10 ja 6 kV vorgud) kaudu toidavad tar-
bija-alajaamu, s. o. alajaamu, mille poolt toidetavatest madalpin-
gevorkudest (220/380 V vorgud) saavad elektrienergiat iiksiktarbi-
jad — toostusettevotted, elamud, koolid, kolhooside ja sovhooside
tootmishooned jne. Korgepinge-jaotusvorkudega voivad paralleel-
selt tootada ka kohalikku tdhtsust omavad véikesed elektrijaamad
(Saesaare, Kunda, Leevaku jt.).

Rajoonialajaamadest E ldhtuv korgepingeliin toidab n tarbija-
alajaama. Nende alajaamade iihise toiteliini EJ projekteerimiseks
on tarvis teada seda liini ldbiva voolu maksimaalset voimsust.
Siinjuures on teada koigi alajaamade maksimaalsed voimsused,
kuid puudub informatsioon selle kohta, milline on alajaamade
voolutarbe jaotus 6Gpdeva jooksul.

o™

Joonis 1.
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Liiniloiku ldbiva voolu arvutuslik maksimaalne
voimsus z(k,) leitakse valemist

z(ky) =k, X S/, (1)
=1
kus S*; on i-nda alajaama maksimaalne voéimsus ja &k, — nnmn.

itheaegsustegur. Seni puudub kahjuks pohjendatud kritee-
rium k, madramiseks ja praktikas valitakse {iheaegsustegur mone-
vorra meelevaldselt, sageli oluliselt vdiksem kui 1. Nii voetakse
k, enamasti 0,6 kuni 0,8, suurte n véddrtuste puhul aga koguni 0,3
kuni 0,4.

Tekkis aga kahtlus, et niiviisi arvutatud z(%,) on tugevasti ala-
hinnatud: praktikas esineb tarbimise tipp-perioodil sageli pinge
langemist alla lubatud normi, mis pohjustab elektrimootorite
ldbipolemist, hdireid televisiooni jdlgimises jne. Ilmselt on sellise
olukorra pohjuseks liinide ebadige projekteerimine, mis omakorda
tuleneb kordaja k, valikust.

Kiillaldase hulga vaatlusandmete pohjal on voimalik kordajat
k, statistiliselt mdiadrata. Kéesolevas artiklis piiiiamegi
seda teha, kasutades sealjuures lisaks «traditsioonilisele» statis-
tilisele aparatuurile méningaid tGendosusteooria! tulemusi.

2. Mingi i-nda alajaama tegelik voimsus S;(f) ajamo-
mendil ¢ on juhuslik muutuja, mille vadrtuste hulga maédravad vor-

ratused
0 << Si(f) <87

kus S;* on vaadeldava alajaama maksimaalvoimsus (vt. seos
(1)). Ka n alajaama summaarne tegelik voimsus

3 Si(t)

i=1

igal ajamomendil 2 { on juhuslik muutuja, kusjuures

0< I8 <3S+

i=1 i=1

Erilist huvi pakub meile n alajaama maksimaalne sum -
maarne voimsus. Realiseerugu see ajamomendil ¢,*, s. t.
olgu

max 3 Si(t) = 3 8i(t,*) = Sh*-
0124 i=1 i=1

I Kiesoleva artikli lugejalt eeldatakse tGendosusteooria méistete tundmist
vihemalt artiklite «Mis on toendosus?» (Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 74—
90, ja X, lk. 70—88) ulatuses; ka kasutatud siimboolika on pohiliselt sama.
2 Aega t vaadeldakse muutuvana vaid iihe 66pédeva ulatuses.
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Seega ajamomendil £,* 13bib n alajaama toitvat liiniloiku EJ vool
voimsusega X,*. Olgu meil selle liinildigu jaoks mingil viisil maa-
ratud kordaja k, ning arvutatud vastav z(k,). Avariide v&ima-
likkuse méirab téendosus
P(2n*>2(k,)),
s. o. toendosus selleks, et liini tegelikult 1dbiv vdimsus iiletab
arvutusliku. On loomulik néuda, et niisuguse siindmuse tGendosus
— nn. usaldatavusnivoo oleks kiillalt vdike3: kordaja k,
tuleb médrata nii, et oleks

P(Xn*>z2(kn)) <e, (2)

kusjuures 6konoomseim lahend saadakse k, sellise vaartuse kor-
ral, mille puhul seoses (2) kehtib vordus.

Usaldatavusnivoo arvuline vdirtus ¢ maédratakse majandusli-
kest kaalutlustest 1dhtudes. Selleks tuleb kindlaks teha, kui suurt
kahju ning missuguse tGendosusega pohjustab arvutusliku voim-
suse iiletamine vaadeldavatel liinidel.

Kéesolevas artiklis kasutame ¢ vdartust 0,1. Praktiliselt tdhen-
dab see, et suure hulga liinide korral, mille jaoks &, on (¢=0,1
puhul) méddratud seosest (2), iiletab tegelik voimsus 3,* maksi-
mumkoormuse hetkel umbes 10 protsendil juhtudest arvutusliku
voimsuse z(k,).

3. Piistitatud iilesande lahendamiseks oleks meil tarvis teada
juhusliku muutuja 3,* jaotust, mille abil saaksime vastavalt ette-
antud usaldatavusnivoole ¢ alati midrata konstandi k&, nii, et keh-
tiks seos (2).-

Et 3.* on juhuslike muutujate S;(¢,*) summa (i=1,2,...,n),
siis tema jaotuse madramiseks peab teadma koigi liidetavate jao-
tusi. Siinjuures on loomulik lugeda koik liidetavad statistiliselt
soltumatuteks (ei soltu ju voolutarve iihes alajaamas milgi méa-
ral voolutarbest teises alajaamas).

Suuruste S;(#,*) jaotuse méidramisel tugineme vaatlusandme-
tele. Vaatlusi on teostatud 240 juhuslikult valitud pollumajandus-
liku alajaama kohta. Vaadeldav alajaamade kogum (viljavote)
on piisav selleks, et kirjeldada meie arvutuste jaoks kiillaldase
tdpsusega koikvoimalike samatiiiibiliste alajaamade populat-
siooni, s.t. me voime analiiiisitud alajaamade hulgas tdheldatud
seaduspdrasused lugeda iildkehtivaiks.

Vaatlusandmetest saime jargmist informatsiooni.

3 N.-6. mitlesoovitava tulemuse esinemise Iubamine teatud viikesel prot-
sendil juhtudest on statistikas védga levinud vote, mis sageli annab suurt 6ko-
noomiat. Ka kiesoleva iilesande korral oleks lihtne projekteerida elektrivork nii,
et mitte iihelgi juhul ei esineks arvutatust suuremat vdimsust (selieks tuleks
vaid valemis (1) votta k,=1). Ilmsell on selline projekteerimine aga liiga
ettevaatlik ning seega ebadkonoomne, sest selle tagajarjel kulutatakse ebaots-
tarbekalt defitsiitset juhtmematerjali.
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6 I 2 8 24

Joonis 2.

1° Koigil alajaamadel esineb 2 koormuse maksimumpe-
tioodi — pdevane (ajavahemikus 10.00—12.00) ja ohtune (aja-
vahemikus 18.00—21.00); tdhistame i-nda alajaama pdevase
maksimumkoormuse siimboliga S, 6htuse — S;° Sama
kehtib ka n alajaama summa korral. Kummagi perioodi sum -
maarsed maksimummomendid tdhistame vastavalt
1.° ja 1, koormusmaksimumid aga X,” ja 3,° s. t.

max 3 Si(t) = 3] Si(te) = 3.

012 i=1 i=1
max S;(f) =S%, (3)
10112

max  3Si(f) = 3 S:(t3) = 3¢

18<t<2] i=1 i=1
max S;()=SS.
1821

Hmselt kehtivad siin seosed:
n*=max (39, 3°), S*=max(5?,S8%). (4)

2° Maksimumperioodi véltel piisib koormus kdigis jaamades
ligikaudu stabiilsena, s. t. suure ioendosusega kehtivad vorratused
(vt. joon. 2)

SP—0,18* < S;(f) <S8 10<t<12),
S§2—0,18* < Si(f) < S°, (18 T 21).
3° Alajaama pdevase maksimumkoormuse ning absoluutse mak-
simumkoormuse suhte S#:S;* (aga samuti ka vastavalt suhte

S2:8;*) jaotus ei soltu alajaama absoluutsest koormusmaksi-
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mumist 4 S;*. Seda silmas pidades voime juhuslikke muutujaid S
ja 8P (s. t. iga alajaama koormust tema koormuse pédevasel ja oh-
tusel maksimummomendil) vaadelda korrutistena

Sf=S,*-S’-’; Slo-:Si*'Sa.

Juhuslike muutujate S7 ja S jaotuse saame médidrata vaatlus-
andmete pohjal. Nimelt kasutame asjaolu, et suurte arvude sea-
duse kohaselt 1dheneb vaatlustulemuse esinemise relatiivne sage-
dus vaatluste arvu suurenemisel selle tulemuse toendosusele. Tabe-
lis 1 on aga esitatud suuruste SP ja S% sageduste jaotus (niiteks
§7 < 0,40 kolme alajaama puhul 240-st, seega siindmuste S° <
< 0,40 esinemise sagedus py =3 :240 ~ 0,012 jne.).

Tabel 1
e [<ve M [ [P [ [ [ |
Toendosus | _P0510! P 003] -8.033] L 6.083|— 0,129 | 0,158| = 0.117|—'0.446
e [<oo M 5 %55 [ 4 [ |
Toendosus | 9 0aat 700331 —%5 020] —0.023| —0,075| — 0.002| — b.138| — 0,579

Et vaatluste arv n on killalt suur, voime saadud sageduste jao-
tust lugeda ligikaudselt vordseks nende suuruste tdoendosuste jao-
tusega. Tavaliselt niisuguseid nn. empiirilisi (vaatlusest saadud)
jaotusi kasutataksegi statistiliste {ilesannete ldhteandmetena 5.

4. Piiiiame niiiid saadud tulemuste pohjal méd&rata juhusliku
muutuja Z,” jaotust. Raskuseks on siin asjaolu, et erinevate ala-
jaamade pdevased maksimummomendid ei lange tihte omavahel
ega flihti ka summaarse koormuse maksimummomendiga ¢,°. Pea-
legi puuduvad tdpsed vaatlusandmed alajaamade koormusmaksi-
mumide jaotuse kohta. Kuid vaatlustulemusi 2° arvestades on
selge, et momendil ¢,» erinevad {iksikute alajaamade koormused
S:(t,?) nende vaadeldava perioodi maksimumkoormusest S;» vaid
mone protsendi vorra.

4+ Tdpsemini, teatud soltuvus nende suuruste vahel kiill eksisteerib —
nimelt jaamades, kus {*==19, on suhe S;p:S;* iildiselt seda viiksem, mida

vdiksem on S;* Kuid see sdltuvus on niivérd nork, et tema arvestamine ei
paranda saadavat tulemust meie kasutatava arvutustdpsuse piirides.

5 Teine voimalus juhusliku muutuja jaotuse médramiseks vaatlusandmete
pohjal tugineb vaadeldava juhusliku muutuja sageduste jaotuse vérdlemisele
mone tuntud jaotusega (enamasti kasutatakse vordlusjaotusena normaaljao-
tust). Ka kdesolevas ilesandes voiks kasutada juhuslike muutujate X,p ja 2,5

ldhenemist normaaljaotusega.

42



Ulesande lahendamise lihtsustamiseks teeme jiargmised eel-
dused.

1. Oletame, et koigi liini poolt toidetavate alajaamade koor-
musmaksimumid on vordsed. (Tingimuse 3° tottu ei teki selle
eelduse tagajirjel siistemaatilist viga.)

——ZS*

t—l
2. Asendame meid huvitavad juhuslikud muutujad S;(¢.°)

juhuslike muutujatega S*.S’¢, kusjuures S’? defineerime jargmi-
selt:

S’P= Sr=1 koigi selliste alajaamade korral, mille absoluutne
koormusmaksimum on péeval;

S§?=1—0,1m, kui 1 —0,1 m << S? < 1,1 — 0,Im koigi iilejda-
nud alajaamade korral.

Sellise juhusliku muutuja jaotus on esitatud tabelis 2.
Tabel 2

S’p viartused

1,00 ‘ 0.90 0,80 0,70 ‘ 0,60 0,50 0,40 0,30

p1== P2= ps =

= Ps= Ps = Pe = Pr
17|= 10,158 | = 0,129| =

Toendosused 0,083|= 0,033 | — 0,023|= 0,012

Vorreldes tabelit 2 tabeliga 1 ndeme, et S’? on diskreetne juhus-
lik muutuja, mille vddrtused on keskmiselt 2—3 protsendi voérra
viiksemad pideva juhusliku muutuja SP vaidrtustest.

5. Neid eeldusi kasutades saame

n n n
Sh=3ISi(t) = 35 S7=5* 5%

i=1 =1 =1
Seega on meil tarvis leida n séltumatu diskreetse juhusliku muu-
tuja summa jaotus, kusjuures liidetavad on iihesuguse jaotusega.
Pidades silmas S’7 jaotust tabelis 2, ndeme, et 3, on samuti
diskreetne juhuslik muutuja, mille maksimaalseks vdartuseks on
nS*. Sellise vddrtuse omandab X,° parajasti siis, kui koigil liide-
tavatel S;* - 8’7 on vairtus S*; sellise siindmuse tdendosus on aga
(toendosuste korrutamise teoreemi pohjal) iiksiksiindmuste toe-

ndosuste korrutis, s. t.

0,446 - 0,446 - . . .- 0,446 = 0,446".

Jargmine voimalik 3,» viddrtus on (n — 0,1)S*. Sellise véar-
tuse omandab juhuslik muutuja parajasti siis, kui iihel (iikskoik
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millisel) liidetavatest on védirtus 0,9S*, {ilejddnutel aga S*. Selle
siindmuse tdoendosus on
n-0,117 - 0,4467—1,

Samasuguse arutelu tulemusena voime leida juhusliku muu-
tuja 3,? koigi vadrtuste esinemise toendosused. Koigil neil vdar-
tustel on kuju

(rn — 0,1m)S*,
kus m on mistahes tdisarv 0 ja 7n vahel. Osutub, et 3, jaotuse
médrab valem

1

lO. o ’lr
P(Zr= (n—0,1lm)S*) =n! 3 p"lo"l’]" l’: ,

kus summa on leitud kdigi selliste naturaalarvude 4, 4, ... . I,
kombinatsioonide korral, mis rahuldavad tingimusi

Zl,-=n, Zl,-]=m

6. Kogu kirjeldatud mottekdiku voib korrata ka alajaamade
ohtuste maksimumide korral, s. t. leida ka juhusliku muutuja S,
jaotus (mis arvudes véljendatuna tuleb kahtlemata S,P jaotusest
erinev (vt. tabel 1)).

Et liini absoluutne koormusmaksimumi hetk voib langeda iihte
kas pdevase voi ohtuse koormusmaksimumiga, siis ¢

P(Z.*>z(ka)) == P( 37> 2(ka)) + P( 30 > z(ks).
Saame niiiid lihtsalt méérata ka 3,* jaotuse "
P(Z* =nS*) = P(3Z5 =nS*) + P(35,=nS*);
P(Zn* = (n —0,1)S¥) =P(Elr7l= (n — 0,1)S*) +
+P (3= (n—0,1)S*);
P(3n*= (n—0,1lm)S*) =P (3 = (n—0,1lm)S*) +
+ P (X = (n—0,1m)S¥) m=12,...,n

7. Vaatleme niiiid, kuidas méérata {iheaegsustegur k&,, kasuta-
des leitud 3,* jaotust.
Koigepealt kontrollime, kas itheaegsustegur k%, voib iildse olla
vaiksem kui 1. ‘
Juhul kui
P(3.*=nS*) >e¢,

6 See viide oleks tdpne siis, kui liinidel ei oleks voimalust omandada abso-
Juutselt maksimumi niihasti pdeval kui ka oOhtul: tegelikult niisugune voimalus
siiski eksisteerib, kuid dirmiselt viikese toendosusega.

7 Selline S,* jaotus on meie Sp ja S9 jaotuse korral Gige siis, kui m <n;,
praktiliselt ei 1dhe arvutustes aga suuremaid mr vaartusi tarvis.
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ei ole vdimalik valida iihtegi k, vddrtust nii, et 2, <1 ja kehtiks
vorratus (2). Jarelikult peab siis alati olema k,=1.

Kui aga
P(Zn* =nS*) <e,
siis voib %, olla vdiksem kui 1. 3,* jaotuse jargi leiame siis alati
niisuguse mittenegatiivse tdisarvu m, et kehtiksid vorratused:
P(S,* = (n—0,1m)S*) <e,

P(S,*=[n—0,1(m+ 1)]S*) =e.
Interpoleerimise teel saame leida siis ka niisuguse arvu 4
(0<C6<1), et

P(S,* = [n--0,1(m 4 §)1S*) =,
ning vottes niiiid arvutusliku voimsuse z(k,) vordseks suurusega

{n — 0,1 (m + 6)]S*, saamegi rahuldada vorratuse (2), sealjuures
voimalikult 6konoomselt. Et

n
2(kn) = ky 2 S* = k,nS*,
i=1
siis saame iiheaegsusteguri jaoks avaldise

__ [n=0,1(m+0)]S*
_ nS* T

Ry

m4 0
1—0,1 P (5)

ning meie iilesanne ongi lahendatud.

8. Ulalkirjeldatud meetodil arvutati %, védrtused n=1, 2,
..., 10 jaoks.

Et
P(3=18*) =1,

P (3o =28*) =0,4462 + 0,579> = 0,534,
P(3)3=23S*) =0,446% + 0,579° = 0,283

ja
P (3 =4S*) = 0,446¢ + 0,5794 = 0,152,
siis
Ri=ky=ks=ks=1.

Kuid:

P (35 = 58*) = 0,4465 + 0,5795 = 0,083,

P(3)s = 4,9S*) = 0,083 +5.0,117 0,138 - 0,579* = 0,183,
seega m =0, kuid ¢ = C10—"0% 0,17 ja valemist (5) leiame:

he=1—0,1217 0997,

5
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Samuti leiame:

P(3s=65*) = 0,046, P(3s = 595*) = 0,112, ks—0,903;

P(3);=6,95*) = 0,068, P(37 = 6,85*%) = 0,132, k; = 0,987;

P(3s = 788%) =0,085, P(s=7,7S*)=0,147, ks=0,980;

P(3s = 8,7S8*) == 0,103, kg = 0,975;

P(310=>9,78*%) =0,066; P(3 = 9,65*%) = 0,108, k1o = 0,970.

Paneme tahele, et n suurenedes k, vdheneb. Kuna suurte n
vairtuste korral on k, arvutamine kiillaltki tiilikas, anname suu-
remate n vaidrtuste jaoks kordajale %k, hinnangu. Selleks leiame
n alajaama toitva liini keskmise koormuse pdevasel ja oOhtusel

tippmomendil (juhuslike muutujate 3,7 ja ,° keskvdirtused Se
ja 89):

Sp—=S* 27 (1 —0,1m)P(S’?=1—0,1m) ~ 0,870S*
ja "

S%=0,850S*;

S* =max (S?, $%) = 0,870S*.

Kuna juhuslikud muutujad Z,? ja 5,° suurte n véirtuste kor-
ral piirteoreemi pohjal ldhenevad normaaljaotusega juhuslikele
muutujatele, siis P(Z2,» < nS8?) == 0,5; P(2,° < nS% =~ 0,5, mis-
tottu igasuguse n véartuse korral

k,>0,870.

Saadud tulemused nditavad, et iiheaegsusteguri k, vaartus
peab alati olema kiillalt ldhedane arvule 1. Tulemus ongi ootus-
pérane: langevad ju koigi alajaamade koormusmaksimumid iihele
kahest maksimumperioodist, kusjuures molemal perioodil on koigi
alajaamade koormus ka absoluutsele maksimumile kiillalt ldhe-
dane (vt. tabel 1). Seetottu on ka siis n alajaama summaarne koor-
mus maksimumperioodidel kiillaltki [dhedane nende alajaamade
maksimaalkoormuste summale. Védikeste iiheaegsustegurite kasu-
tamine liinide projekteerimisel on tdiesti pohjendamatu ning poh-
justab tarbimise tipp-perioodidel paratamatult liinide suuremat
koormamist, kui on arvestatud.

Toodud iilesanne on huvitav niide selle kohta, kuidas suhteli-
selt lihtsate matemaatiliste vahenditega saab anda lahenduse
praktiliselt suurt huvi pakkuvale iilesandele. Oigete {iheaegsus-
tegurite kasutamise majanduslik efekt (drahoitud avariide ja lii-
nide paratamatute {imberprojekteerimiste arvel) on ootuste koha-
selt iisna suur.
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RINGJObNE LIGIKAUDNE JAOTAMINE n VORDSEKS
! OSAKS

T. Semjonova'

Ulesanne jaotada ringjoon n vordseks osaks sirkli ja joonlaua
abil on tihedalt seotud ringi kvadratuuri probleemiga ?, mis péri-
neb antiikajast. 1796. a. toestas Géttingeni iilikooli noor kasvan-
dik, tollal alles 19-aastane, hilisem silmapaistev matemaatik Carl
Friedrich Gauss, et sellel llesandel {ildiselt ei leidu tdpset lahen-
dust; ringjoont ei saa tiikeldada ainult sirkli ja joonlauaga n vord-
seks osaks iga n vairtuse korral. Kiill saab seda aga alati teha
ligikaudselt. Paljude sajandite jooksul on leitud selle iilesande
lahendamiseks itha uusi ligikaudseid meetodeid. Sageli moni lei-
tud meetodeist unustati ja avastati siis uuesti teiste autorite poolt.

Jargnevate ridade eesmérgiks on tutvustada iiht meetodit —
nn. Renaldini meetodit ja selle ajalugu.

Kui 6nnestub iihe ringjoone jaotamine n vordseks osaks, siis
on seda holpus teha iga teise ringjoonega, s. t. ringjoone raadius
on iilesande lahendamisel ebaoluline. See-
parast vaatleme iihikringjoont keskpunk-
tiga O (joon. 1). Selleks et méarata ligi-

kaudselt selle ringjoone % 0sa, jaotame

diameetri AB n vordseks osaks ning
tombame punktidest A ja B kaared raa-
diusega AB ldikumiseni punktis C. Olgu
D diameetri teine jaotuspunkt vasakult
poolt lugedes. Sirge CD ja ringjoone

16ikepunkt E médrab kaare A\E, mille
loeme ligikaudselt vordseks otsitava kaa-
rega.

Hindame tehtud viga. Et AO =1, siis

4 . 4

Joonis 1.

! Artikli autoriks on Mari ANSV Pedagoogilise Instituudi (Joskar-Ola)
aspirant. Artikkel on kirjutatud kogumiku «Matemaatika ja kaasaeg» jaoks.
Vene keelest tolkinud K. Ariva. )

2 Vi nait. Ariva, K, Konstruktsioonid sirkli ja joonlauaga. Matemaatika
ja kaasaeg, VI, lk. 40—51.
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Kolmnurkade DEF ja DOC sarnasuse tottu IE OC Olgu kaa-

rele AE vastav kesknurk a, sus EF = sin a, OF =cosa, ja DF =
=0F —0D=cosa— (1 —- ) Kolmnurga ABC iga kul]e pikkus

on 2, jarelikult tema korgus OC = /3. Léikude DF; EF DO ja
OC vérdelisuse tottu

cosa—(l——— /
n

n

4) 4 /
sin a Y3 .

~ . . . L . .
Lahendame selle vorrandi cos a suhtes, siis pérast lihtsaid teisen-
dusi saame: f

. f
_ (n—4) 3n —|—1/(n+8)2—96
cos @ =—— m—1)tr3 (1)
Koostame selle valemi abil kesknurga o vdartuste tabeli- n erine-
vate vairtuste korral.

_360° a ligikaudne vaairtus .
n a=— valemi (1) pohjal Absoluutne viga
3 120°00700” l 120°00°00” 0°00"00”
4 90°00'00” 90°00700” 0°00°00”
5 72°0000” 71°58713” —1747”
6 60°00°00” 60°00700” 0°00700”
7 51°25'43” 51°3206" 6'23"
8 45°00°00” 45°12'15” 1215”7
9 40°00°00” 40°16740” 16740”
10 36°00700” 36°21'21” 21217
11 32°43'38” 33°08"52” 25'14”
12 30°00700” 30°28'25” 28'25"
13 27°41'32” 28°12729” 30'57”
14 25°42'51” 26°15748” 32'57”
15 24°00°00” 24°34’317 34’31”
16 22°30700” 23°05'43” 35743”
17 21°10"35” 21°47°13” 36'38”
18 20°00700” 20°37/23"” 37:23”
19 18°56’51” 19°34/35” 37'44”
20 18°00700” 18°38'02” 3802”7
21 17°08'34" 17°46'44" 3810”
22 16°21'49” 17°00706” 3817”7
23 15°39/08” 16°1721” 38'13”
24 15°00"00” 15°38'05” 38°05”
25 14°24700” 12°36°28” 37/55”
30 12°00700” 09°32740” 36/28”
40 09°00"00” 15°01’55” 32/40”
50 7°1200” 7°41°00” 2900”
60 6°00"00” 6°26700” 26°00”
70 5°08'34” 5°3200” 23726"
80 4°3000” 4°51/20” 21°20”
90 4°00"00” 4°19°30” 19'30”
100 3°36700” 3°52'50” 18'50”

48



Tabelist ilmneb, et jaotuspunktide
arvu kasvamisel 1-st kuni 100-ni abso-
luutne viga esialgu kasvab, saavutab mak-
simaalse \vddrtuse n =22 korral ja hak-
kab siis aeglaselt kahanema.

Konstruktiivee geomeetria kiisimusi
kisitlevas \kirjanduses valgustatakse selle
meetodi ajalugu sageli véaralt. Nait.
S. Zetel [2] nimetab seda «Meyeri» mee-
todiks, lugedes avastamisajaks XX saj.
algust. H. Haubold (1958) viidab, et
meetod esines esmakordselt Kehri t66s
1880. a. ja seejdrel unustati. Tegelikult on
vaadeldaval' meetodil rohkem kui kolme
sajandi pikkune ajalugu.

Esimene viide taolise votte kohta esi-
neb A. de Ville’i fortifikatsiooni-alases toos, mis ilmus 1628. a.
A. de Ville ithendab punkti C mitte teise, vaid esimese jaotus-
punktiga D, diameetril AB (joon. 2) ja kasutab ldhendina kaart

AE;—2AE,.
Korrates valemi (1) tuletamisel esinenud arutlusi, saab vil-

jendada nurga /AOE, — — koosinuse valemiga
i 5 g

Joonis 2.

cos % — (n—2)_. 3n+7Y(n+4)2—24.
nt—n+41

2 4

Arvutame selle valemi abil nurga % erinevail n vairtustel,
leiame a = /AOE, ja koostame tabeli:

n a ligikaudne véairtus Absoluutne viga
3 120°00°00” 0°00700”
4 90°24'30” 2430”
5 72°42'38" 42°38”
6 60°56"50" 56°50”
7 52°31'34” 1°05'51”
8 46°11°14” 1°11'14”
9 41°14'34” 1°14’34”
10 37°16°04” 1°16704”
15 25°1258" 1°12/58”
20 19°0500” 1°05’00”
21 18°12°20” 1°03'46”
22 17°24°00” 1°02"11”
23 16°40°00” 1°00"56”
24 15°22°00” 5930
25 15°59/30” 58'00"

Nagu ndeme, on de Ville’i meetod tunduvalt vidiksema tdpsu-
sega. Viga on maksimaalne n = 10 korral.

4 Matemaatika ja kaasaeg X

49



De Ville’i meetodit kirjeldab hiljem N. Bion 1703. a. Ta hindab
ka selle tdpsust n=05 ja n=7 puhul. Bion mairgib iihtlasi, et
A. de Bosse tdpsustas meetodit ja andis sellele joonisel 1 ndidatud
kuju juba a. 1653. Triikis ilmus tdpsustatud variant 1665. a. Vii-
masele asjaolule juhtis tdhelepanu ka Th. Vahlen (1911. a.).

Bioni kaasaegne J. Chr. Sturm (1695) loeb tdpsustatud mee-
todi autoriks mitte de Bosse’i, vaid C. Renaldinit (1655). Samal
arvamisel on Chr. Wolff (1730). Sellepédrast 18. sajandj matemaa-
tika ajaloolane Késtner nimetabki tdpsustatud varianti «Renaldini
meetodiks». '

A. 1803 avaldab Adams oma konstruktsiooni, mis erineb eel-
nevast vaid {ihe detaili poolest: punkt C méaédratakse mitte vord-
kiilgse kolmnurga tipuna, vaid punktina diameetri 4B ristsirgel
OC kaugusel 1,75r keskpunktist O. Kuid see konstruktsioon on
tillikas; pealegi osutub ta vdhem tdpseks. Toepoolest, kui OC =

= 1—4 , siis

(n — 4)(49n + 16 Y n?2 + 16,5n — 33)

cosa= 16(n — 4)2 + 49n2

Vastavad arvutused on toodud alljdrgnevas tabelis.

n e ligikaudne véirtus Absoluutne viga
3 119°52'53" —0°07°07”
4 90°00°00” 0°00°00”
5 7270208” 0°0208”
6 60°0707” 0°07°07”
7 51°39’16” 0°13'33”
8 45°2010” 0°20°10”
9 40°24’54" 0°24'54”
10 36°29740” 0°29/40”
15 24°42'18” 0°42'18”
20 18°44'56” 0°44'56"
25 15°08703” 0°44703”

Akadeemik E. S. Fjodorov tegi a. 1910 ettepancku asendada
punkt C sirgete OK ja MN l6ikepunktiga C; (joon. 3), kusjuures

OK on diameetri AB keskristsirge, M on kaare BK keskpunkt ja
N on raadiuse OB keskpunkt. Kolmnurkade OC\N ja LC,\M sarna-
suse tottu

oc, =1+ 1%
2
Nurga a jaoks saame niiiid valemi
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Joonis 8.

n—a| 3r2pntal (1422 (—2) ] _

cos.a—= —
n?(5+ 2]/2) —16(n —2)
n a ligikaudne véartus Absoluutne viga
3 120°07/19” -+0°07/19”
4 90°00°00” 0°00700”
5 71°52723” —0°07/37"
6 59°52/40" —0°0720”
7 51°21743" —0°04’00"
8 44°5943" —0°00707”
9 39°54/53” +0°0507"
10 36°09/34” ~4-0°09/34"
15 24°2332” —+0°23°32”
20 18°28722” —+-0°28722"
25 14°5318” -+0°29"18”
30 12°23/56" -+0°23756”

Tabelist ilmneb, et viga on absoluutvddrtuselt minimaalne,
kui n=4 v6i n =8, kusjuures n =8 korral viga on viiksem kui

de Bosse'i

konstruktsiooni puhul.
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SUPERELLIPS!

M. Gardner

Koikjal, nii kodus kui tdnaval voib tsiviliseeritud inimene mér-
gata kaht asjade kujundamise igivana vormi — iimmargust ja
kandilist. Ummarguse rooliga autod sdbidavad timmargustel ratas-
tel mo6da tdnavaid, mis moodustavad sadu ristkiilikuid. Hooned
on ehitatud enamasti kandilistena, kuid nende juures v6ib kohata
ka kumeraid aknaid voi kupleid. Me 16unatame kandilise voi {im-
marguse laua taga, kandiline salvrétik pdlvedel, s66me iimmargu-
selt taldrikult ja joome ringjoonelise ristloikega klaasidest, see-
jdrel votab suitsetaja silindrikujulise sigareti ja kandilise tikutoosi,
ka raha, millega tasutakse ristkiilikukujulise arve jargi, on kandi-
line v6i immargune. Sportlased méngivad {immargust palli kan-
dilisel véljakul, tubaseid lauaménge aga maingitakse iimmarguste
nuppudega ruudulisel laual. Iga triikitdht sellel ristkiilikukujulisel
lehekiiljel koosneb kumeratest kaartest ja sirgloikudest. Kuhu me
ka ei vaataks, koikjal ndeme ruute, ringe ning nende afiinseid
kujutisi — ristkiilikuid ja ellipseid (ellipsi moiste on ringjoone
moistest isegi iildisem, sest iga ringjoon niib ellipsina, kui teda
vaadelda mingi nurga all).

Hiljuti esitas taani kirjanik ja leidur Piet Hein (kellele muide
on plihendatud Norbert Wieneri viimane teos) huvitava kiisimuse:
milline lihtne ja meeldiv kinnine kover vdiks mangida «kuldse
keskmise» osa iihelt poolt ringi ja ellipsi, teiselt poolt ruudu ning
ristkiiliku vahel.

See kiisimus on seotud iihe keeruka probleemiga, mis kerkis
Rootsis 1959. aastal. Stokholmi kesklinna rekonstrueerimisel tek-
kis vajadus rajada kahe laia peatdnava ristumiskohale ristkiiliku-
kujuline, umbes 200 jardi? pikkune véljak. Viljaku keskele oli
kavas ehitada ovaalne bassein purskkaevudega ja ldbipaistva
pohjaga, nii et pdevavalgus valgustaks basseini all (allpool
tdnavapinda) asuvat ovaalse kujuga iseteeninduslikku sdoklat.
Sookla alla kavatseti ehitada veel kaks maa-alust korrust resto-
rani, tantsusaali, riieteruumi ja koogi jaoks.

V' Ajakirjast ¢Scientific American», sept. 1965, kéide 213, nr. 3, lk. 222—
232. A. Kolde ja M. Rahula tdlge.

2 1 jard =091,44 cm. (Toim.)
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Stokholmi maa-aluse restorani ja basseini plaan.

Sellise keskuse tdpse kuju valikul tekkisidki rootsi arhitektidel
raskused. Ellipsist loobuti, sest selle otsad segaksid sujuvat
tanavaliiklust; samuti poleks ellips harmoonilises kooskdlas kan-
dilise védljakuga. Mitmest erinevast kaarest koostatud ovaal oleks
aga hoopis inetu ja sobimatu. Originaalse soovituse andiski Piet
Hein.

Xe;atlveme koverate parve, mida ristkoordinaatides esitab vor-
ran

3 Originaalis toodud yoérrand

xnyn
an Tyl
on ebatipne — selline vorrand esitab keerulisemaid, nn. Lamé koveraid (vt..

CasenoB A. A, Ilaockue kpusble, M. 1960, lk. 179).
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Kontsentrilised superellipsid.

=

m
S

E2 S 7

kus n on suvaline positiivne arv. Suurusi a >0 ja b > 0 nimeta-
takse antud n puhul méaédratud kovera pooltelgedeks. Juhul n =2
on selleks koveraks ellips. Kui n kahaneb 2-st 1-ni, ldhevad vor-
randiga kirjeldatava ovaali otsad teravamaks, ja juhul n=1 on
koverast saanud romb. Kui n kahaneb 1-st 0-ni, siis koolduvad
rombi kiiljed sissepoole. Kui aga n kasvab 2-st I6pmatuseni, muu-
tub ovaal itha «kandilisemaks» ja ldheneb ristkiilikule.

7
N7

Sub- ja superringjooned (méiératakse vor-
randiga (1), milles a = b).

\
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Milline kover osutus siis koige sobivamaks? Elektronarvuti abil
leiti 15-kohalise tdpsusega 400 paari koordinaate ja joonestati
vilja terve hulk koveraid, mille pooltelgede suhe vastab Stokholmi
keskvéljaku proportsioonidele. Kover ei tohtinud olla ei liiga
limmargune ega liiga kandiline, ta pidi olema kooskolas timbru-
sega ning mojuma meeldivalt. Piet Hein nimetas vaadeldavaid
koveraid n <2 korral «subellipsiteks», n > 2 korral «superellip-
siteks». Stokholmis valiti uue keskuse aluseks superellips, mille
korral n =5/2.

See suur pooleldi maa-alune ehitis on praegu pooleli. Kui ta
valmib (oletatavasti 1967. aastal), saab temast {iks Rootsi suure-
pdrasemaid vaatamisvddrsusi (eriti matemaatikutele!).

Superellipseid kasutatakse ka paljude teiste probleemide lahen-
damisel, kus vajatakse «iimar-kandilise» kujuga jooni ja kujun-
deid. Taanis, Rootsis, Norras ja Soomes on tehtud palju ette-
panekuid superelliptiliste laudade, istmete, ku3ettide, taldrikute,
kandikute, hobeesemete, riidemustrite jne. valmistamiseks. (Mil-
leks on vajalikud nurgad?) Muide, lubamatu on superellipsit segi
ajada «kartulikujuliste» koveratega, mida voib sageli ndha (nii-
teks televiisoriekraanid); nendel inetutel koveratel puudub lihtne
vorrand, mis garanteeriks nende esteetilise iihtsuse.

Puust supermuna.
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Hobedast supermuna.

‘'Samal viisil, nagu ellipsist saadi superellips, voib saada uusi
pindu suurendades astet ellipsoidi vorrandis:

lyl?
b2

Saadud kehi nimetab Piet Hein superellipsoidideks, juhul a =&
-aga supermunadeks. Kui superellips on ldhedane ristkiilikule, siis
superellipsoid meenutab immarguste nurkadega telliskivi.

Uks huvitav supermunade omadus on nende voime otstel piisti
seista. Fotol on ndha seisev puust supermuna, mille puhul n =
=>5:2 ja korguse-laiuse suhe on 4:3. Teisel fotol ndeme aga
‘hobedast super-muna n=2>5: 2 korral korguse-laiuse suhtega 6 : 5.
See supermuna on esitatud auhinnaks {liopilastele véljapaist-
‘vaima teadusliku t66 eest mitme teaduseharu piirdealalt.

| x|
az

P (2)

c2

+



PRIMITIIVSED AUTOMEDIAANSED KOLMNURGAD"

Jakob Gabovits

Kolmnurka nimetatakse automediaanseks!, kui ta om
sarnane oma mediaanidest konstrueeritud kolmnurgaga.

Olgu kolmnurga kiilgede pikkused a, b ja c, kusjuures a < b <
<e¢. Selle kolmnurga automediaansuseks on tarvilik ja piisav,.
et kehtiks seos

a? + ¢2=2b2, 1)

mis on samavidirne noudega, et kiilgede ruudud moodustaksid:
aritmeetilise progressiooni.

Kui valida automediaanse kolmnurga kahe kiilje pikkused iihis-
jagajata tdisarvudena, siis valemist (1) arvutatav kolmas kiilg-
osutub tavaliselt irratsionaalseks (naiteks a=3, c¢=1>5 korral

saame b==1/17). Seepirast pakub huvi kiisimus, kas eksisteerib
primitiivseid automediaanseid kolmnurki, s. t. niisuguseid,.
mille kiilgede pikkused on iihisjagajata tdisarvud. Aritmeetilises.
tolgenduses taandub {ilesanne diofantilise vorrandi (1) selliste
lahendite (a, b, c¢) leidmisele, et 16ikudest pikkustega a, b ja ¢
saaks konstrueerida kolmnurga. See aga tdhendab, et tuleb leida:
vorrandi (1) niisugused lahendid, mis rahuldavad tingimusi

a<<b<c, at+b>c (2)

Selles, et vorrandi (1) koik lahendid ei rahulda tingimusi (2),.
voib veenduda ndite a=1, b =5, ¢ =7 varal. Need arvud anna-
vad kiill vorrandi (1) lahendi, kuid kolmnurka kiilgedega 1, 5 ja
7 pole voimalik konstrueerida. Toestame koigepealt, et kui primi-
tiivne automediaanne kolmnurk eksisteerib, siis tema kilgede:
pikkused avalduvad paaritute arvudena. Eriti lihtne on nédidata,
et kiiljed a ja ¢ peavad olema paarituarvulised. Toepoolest, kui
naiteks a oleks paarisarvuline, siis vorrandist (1) jarelduks ka:
¢ paarisarvulisus. Sel juhul aga vorrandi vasak pool jagub nel-
jaga ja b? jarelikult kahega. Seega b on paarisarvuline ning kolm--
nurk (a, b, ¢) ei ole primitiivne.

1 Vt. Zetel, S., Automediaansed kolmnurgad. Matemaatika. ja kaasaeg, .
V, k. 68—73.
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Oletame niiiid, et b on paarisarvuline. Vorrandist (1) jéreldub
siis, et a?-} ¢ jagub kaheksaga. See pole aga voimalik, sest kahe
paaritu arvu a ja ¢ ruutude summa jagub kiill alati kahega, kuid
ei jagu neljaga (ja ammugi mitte kaheksaga). Seega peab ka b
olema paarituarvuline.

Saadud tulemusest jireldub, et vordustega

c+a c—a

X=—g— Y=—% (3)

«defineeritud arvud x ja y on tdisarvud (sest kahe paaritu
arvu ¢ ja a summa ja vahe on alati paarisarv), kusjuures x > y.
Vordustest (3) saame

a=x—y, c=x-+y. (4)

Asetades a ja ¢ need véidrtused vorrandisse (1), omandab see
Pythagorase vorrandi ? kuju

x? 4 y?=>52 (5)
Arvudest x ja y peab siin iiks olema paaritu, teine aga paarisarv
(sest nii nende vahe kui ka summa peab vorduste (4) kohaselt
olema paaritu). Olenevalt sellest, kumb arvudest x ja y on paaris-

arv, peame me eraldi vaatlema kahte juhtu.

Esimesel juhul (xon paarisarv) avalduvad vorrandi (5)
lahendid kujul 2

x = 2mn, y=m? — n? b=m? 4 n?,
kus m > n > 0 ning iiks iihisjagajata arvudest m ja n on paaritu-
arvuline. Siit saamegi vorrandi (1) lahendi:
a= (m+n)2—2m?  b=m?+ n?
c=(m—+ n)?—2n2, (6)

Nagu me varem selgitasime, peab see lahend rahuldama tingimusi
(2). Esimene nendest tingimustest on alati tdidetud, sest mistahes
positiivsete x ja y korral kehtivad vorratused

=y <V¥+ ¢ <x+y;

arvestades seoseid (4) ja (5), saamegi siit a < b < ¢. Teine tingi-
mustest (2) (vordusi (6) arvesse vottes) on samavidrne vorra-
tusega

m? < 3n2,
Kokkuvottes voime seega Gelda, et kui m ja n rahuldavad tin-
gimusi

2 Vt. Gabovits, J., Veidi kolmnurga aritmeetikat. Matemaatika ja kaas-
aeg, V, lk. 57—67.
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n? << m? < 3n? (7
siis leidub primitiivine automediaanne kolmnurk kiilgedega (6).
Iga konkreetse n valiku puhul on m valik piiratud mitte ainult
vorratustega (7), vaid ka asjaoluga, et arvudel m ja n on erinev
«paarilisus». Nii nditeks, kui n=10, siis tulevad arvesse vaid
m védrtused 11, 13 ja 17.
Teisel juhul (y on paarisarv) peab olema

x=m?—n? y=2mn, b=m?-+| n?
ja vorrandi (1) lahend avaldub kujul
a=(m—n)2—2n2, b=m24+n? c=(m-4n)2—2n2 (8)

Ka siin peab kehtima vorratus a 4+ & > c. Valemeid (8) arvesse
vottes saame

m? —4mn + n?2>0.
Siit ja tingimusest m > n jareldub, et peab olema

m>(2—+V3)n (9)
ehk ligikaudu m > 3,732 n. Kui viimane vorratus on rahuldatud,.
siis leidub primitiivne automediaanne kolmnurk kiilgedega (8).

Seosed (6)—(9) voimaldavad primitiivsete automediaansete
kolmnurkade tabuleerimist etteantud piirini. Nii niiteks on all-
jargnevas tabelis antud koik sellised primitiivsed automediaansed
kolmnurgad, mille kiilgede pikkused ej iileta arvu 200. Tabeli esi-
meses veerus on margitud arvutusteks kasutatud valemi number,?
jdrgnevas kahes veerus suuruste m ja n vastavad vidartused ning
16puks kolmnurga kiiljed a, b ja c.

Valem m n a b c
I 3 2 7 13 17
11 4 1 7 17 23
I 4 3 17 25 31
II 6" 1 23 37 47
1 5 4 31 41 49
I 6 5 49 61 71
11 8 1 47 65 79
1 7 6 71 85 97
11 9 2 41 85 113
I 8 5 41 89 119
IT 10 1 79 101 119
I 8 7 97 113 127
11 11 2 73 125 161
I 9 8 127 145 161
II 12 1 119 145 167
I 10 7 89 149 191
1 10 9 161 181 199

% Valem (6) on tahistatud I, valem (8) — II.
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TRISEKTSIOON JA HUPERBOOL

Vastukajana M. Rahula artiklile «Nurga trisektsioon hiiperbooli
abil» (Matemaatika ja kaasaeg, VI, lk. 52—53) saabus toimetusse
kiri prof. N. TSaikovskilt Lvovist. Kirjas margitakse, et iilesande
lahendus on originaalne ja voimaldab lihtsamini saavutada suu-
remat tdpsust kui klassikaline Archimedese vote kahe maérgiga
joonlaua abil (selle kohta vt. «Matemaatika ja kaasaeg», VI,
lk. 44). Uhtlasi annab N. TSaikovski lihtsa algebralise toestuse
vordhaarse hiiperbooli sellele omadusele, millele tugineb M. Rahu-
la lahendus: vérdhaarse hiiperbooli xy =1 kaht punkti P(x;, yi)

(\1‘}""2 y1+yz)

ja Q(xs, ys2) ithendava kodlu keskpunkt K poolitab

samal ajal sirgel PQ huperbooll asiimptootide vahele jddva Ioigu
AB (vt. «Matemaatika ja kaasaeg», VI, lk. 53, joon. 2).
Toepoolest, sirge PQ vorrandi
y—H _ x—x

Y2— Xo — X

voib vordusi x1yy =1, xsyo =1 kasutades teisendada kujule

x i vy _
X1+ X2 Y1+ Yo

(Kuidas on seda koige lihtsam teha?) Seetdottu selle sirge ja koor-
dinaattelgede l6ikepunktideks on A(x;- x2, 0) ja B(0, y1 + y2).
Siit on kohe nédha, et 16igu AB keskpunktiks on samuti punkt K.

Toimetuse poolt mirgime, et ka M. Rahula andis vordhaarse
hiiperbooli mainitud omadusele esialgu algebralise toestuse, kuid
loobus sellest enam siinteetilise tdestuse kasuks, mis on paremas
kooskolas iilesande elementaargeomeetrilise iseloomuga.



SOFIA KOVALEVSKAIJA

A. Ruubel

Kédesoleva aasta 10. veebruaril méddub 75 aastat kuulsa nais-
matemaatiku Sofia Kovalevskaja surmast. Sofia Kovalevskaja oli
teadlane, kes voitis matemaatika ja mehhaanika alal ildise tun-
nustuse ja sai esimeseks naisprofessoriks. Ta oli dhtlasi ka kir-
janik ja energiline teerajaja nais-
tele korgema hariduse kédttesaa-
davaks tegemisel. Tema -elulugu
annab kujuka pildi neist raskus- |
test, millega tuli tol ajal nii Vene-
maal kui ka mujal maailmas voi-
delda naisel, kes tahtis saada kor-
gemat haridust ja tootada teaduse-
pollul.

Sofia Kovalevskaja siindis 15.
jaanuaril 1850. a. Moskva rikka
moisniku, suurtiikivde kindrali
Vassili Korvin-Krukovski perekon-
nas. Ema Elisabeth (siind. Schu-
bert), rahvuselt sakslane, pérines
teadlaste perekonnast. Nii tema
isa kui ka isaisa Feodor Schubert
(1758—1825) — tuntud astronoom
ja matemaatik — olid mdlemad
Vene TA akadeemikud.

Erru ldinud, asus V. Korvin-
Krukovski koos perekonnaga ela-
ma oma moisa Palibinosse Vi-
tebski kubermangus, kus modduski Sofia Kovalevskaja lapsepoli.
Sellest voib saada iisna kujuka pildi tema enese jutustuse «Maéles-
tused lapsepdlvest» jdrgi. Isa hoidis korgel perekonnapea véiri-
kust, eraldus kodus oma kabinetti ja puutus perekonnaga kokku
vaid lounalauas. Lastega ei tegelnud ka ema, kes end armastas
niidata iiksnes peole mineku eel, et lapsed voiksid imetleda tema
cehetes sdravat ilu.

Laste kasvatamine oli tédielikult usaldatud lapsehoidja ja hiljem
guvernantide hooleks. Hoidjaks oli lihtne heasiidamlik vene naine,
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kes lapsi armastas, kuid kellel nii puhtusest, korrast kui ka kasva-
tuskiisimustest palju aimu ei olnud. (Prantslasest guvernandi
halvustavad markused said alati tohusa vastuloogi lastehoidja
sonadevalingu néol.) Seetottu lapsed (Sofia, temast 6 a. vanem
Anjuta ja 3 a. noorem vend Fedja) kasvasid suurel méédral oma-
pead.

Kui Sofia oli 7-aastane, voeti tema guvernandiks inglanna
miss Smith, kes 10i range korra majja. Uudne oli tilestousmine tap-
selt kell 7, ‘hommikune kiilma veega karastamine, uudseks olid ka
pealelounased poolteisetunnised jalutuskdigud ja paljud muud
asjad. Eriti kiilmadel paevadel tuli jalutuskdigu asemel minna
saali palli midngima. Need pallimdngutunnid olid Sofiale ilusai-
mad hetked: ta ei médnginud siis palli, vaid luges suure dhinaga
kirjandust raamatukogus, mis asetses saali korval. Lugeda sai
ta muidugi vdga vidheseid guvernandi poolt valitud raamatuid.
Sofias drkas juba vdga noorelt oe eeskujul luuletamise kirg. Kirja
panna ta aga oma luuletusi ei saanud, sest tal puudus panipaik,
kust guvernant neid poleks leidnud, leidmise korral oleks alanud
nende monitavatooniline deklameerimine ning noédkimine louna-
lauas. Pallimdngutunnid said Sofiale ka ainsateks omaette vaba-
deks luuletamise ja luuletuste pdhedppimise hetketeks.

Huvi matemaatika vastu drkas Sofias alateadlikult juba viga
noorelt. Ta ise jutustab selle kohta oma malestustes huvitava epi-
soodi. Moisa kolimisel ja maja remontimisel ei jdtkunud tapeete
koigile, tubadele ja lastetoa seintele said lehed Ostrogradski dife-
rentsiaal- ja integraalarvutuse loengute litografeeritud konspek-
tist. Sageli vaatles tiidrukuke huviga salapdraseid valemeid, piiii-
des moista, kuidas nad iiksteisele jargnevad. Kui tal 15- aastasena
tuli opplda diferentsiaal- ja integraalarvutust, siis ei joudnud
tema Opetaja imestada, kui kiiresti Sofia omandas piirvdértuse ja
tuletise moisted ja valemid. «See oli tal koik nagu enne teada,»
iitles opetaja.

Huvi matemaatika vastu dratas temas isa vend Pjotr, kes oli
laialdaste teadmistega vdga palju lugenud inimene. Onu polnud
kiill matemaatik, kuid tundis suurt lugupidamist matemaatika
vastu ja andis seda oma sagedaste Palibinos viibimiste puhul
edasi ka Sofiale, rddkides ringi kvadratuurist, astimptootidest ja
teistest kiisimustest, mis dratasid lapses huvi matemaatika kui
korge ja salapdrase teaduse vastu, mis avab tema tundjale uue ise-
viidrse ilma. Sofia iseseisev loominguvdime avaldus juba jargmi-
sest juhtumist. Tutvunud lausega ringi {imbermoodu ja diameetri
suhtest, andis Sofia sellele oma tdoestuse. Kui Opetaja nditas, et
on veel otsesem tee, punastus opilane ja hakkas nutma.

Sofiale taheti anda haridus, mida oli kombeks anda tolleaegse
korgema seltskonna tiitarlastele. Et Sofial siiski onnestus edasi
oppida korgemat matemaatikat, tuli appi juhus. Isa tuttav, fiiiisika-
professor Tértov t6i neile oma fiitisika 6piku. Suur oli tema imes-
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tus, kui ta hiljem ndgi, et 14-aastane tiitarlaps luges huviga fiiii-
sikat ja kuigi ta trigonomeetriat polnud Gppinud, oli ta andnud
seal esinevatele moningatele trigonomeetrilistele valemitele oige
tolgenduse. Prof. Tortov juhtis isa tdhelepanu Sofia haruldastele
voimetele matemaatika alal, ja kui ema talvel tiitardega jérjekord-
selt Peterburis viibis, lubati Sofial votta matemaatikas eratunde.
Tunniandja valik oli onnelik: opetaja A. N. Strannoljubski, Mere-
vde Akadeemias end tdiendav merekooli matemaatikadpetaja oli
avara silmaringiga matemaatik ja laialdaste huvidega inimene.

Kuuekiimnendate aastate — esimese revolutsioonilise situat-
siooni ajajargu uued ideed tungisid ka viikese Palibino moéisani.
Need kandusid siia kihelkonna preestri poja kaudu, kes oli lope-
tanud vaimuliku seminari, kuid keeldunud vastu votmast preestri
ametit. Darvini ideede suure austajana ldks ta omal kéel, isa toe-
tuseta, iilikooli loodusteadust 6ppima. Kuulnud sellest, 16i Anjuta
temaga salaja tutvuse. Temalt said O6ed Krukovskid ajakirju
«Sovremennik», «Russkoje slovo» ja isegi {ihe keelatud «Kolokoli»
numbri, samuti raamatuid, mille kaudu tutvusid 6ed Darvini ope-
tusega ning revolutsiooniliste demokraatide T$erno$evski, Dobrol-
jubovi, Pissarevi ja teiste ideedega. Sofia kirjutab oma mélestus-
tes: «See oli vdga onnelik aeg. Meid haarasid need ideed viga,
olime siigavalt veendunud, et kehtiv iithiskondlik kord ei v6i kaua
kesta, ja nidgime juba kujutluses uut aega, vabaduse ja iildise
hariduse saamise aega. Me unistasime sellest.»

Raske oli naisel tol ajal omandada korgemat haridust, millest
unistas Sofia. Venemaal oli keelatud votta naisi iilikooli kuula-
jaiks. Vilismaal olid voimalused kiill ménevorra paremad, kuid
vanemad ja tolleaegne ithiskondlik arvamus ei lubanud vallalistel
tiitarlastel vdlismaale 6ppima minna. Voimaluse saamiseks solmiti
fiktiivseid abielusid. Tuttavad otsisid ka Anjuta jaoks sellise fik-
tiivse abiellumise voimaluse. Koos abielupaariga lootis vdlismaale
padseda ka Sofia. Kandidaadiks osutus Vladimir Kovalevski, kes
tahtis valismaale loodusteadust 6ppima minna. Hiljem sai temast
tuntud teadlane, kes 16i uue teadusharu — evolutsioonilise pale-
ontoloogia.

Kovalevski tutvuski 6dede Krukovskitega. Anjuta oli kiill motte
algataja, kuid 16i jarsku kartma ja ei julgenud isa jutule minna.
Sofia aga leidis, et asja nii jdtta ei voi, ning otsustas plaani ise
taide viia. Fiktiivne abiellumine Sofiaga meeldis ka Vladimir
Kovalevskile rohkem, sest Sofia huviala oli ldhem Kovalevski
omale ja pealegi oli Sofial palju julget pealehakkamist ning ener-
giat.

Sofia isa teatas Kovalevskile, et ta ei ole iildiselt selle abielu
vastu, kuid soovitas, et noored enne teineteisega tutvuksid, ja
litkkkas otsustamise seetdttu esialgu edasi. Sofia otsustas kasutada
kavalust. Uhel suurel perekonnapeol Peterburis Schubertite juures
jdi Sofia koigi suureks iillatuseks peolauda tulemata ja laskis tee-
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nijat kiilaliste kuuldes isale teatada, et ta ei saa tulla, kuna val-
mistub pulmadeks oma peigmehe Kovalevskiga. Et mitte piinlikku
seisukorda sattuda, tegigi isa niiiid teatavaks oma tiitre peatse
abiellumise ja miidras kindlaks pulmapéeva. 1868. aastal solmitigi
abielu. %

18-aastane Sofia oli niiiid iseseisev. Ta asus elama Peterburi
ja kutsus enese juurde hiljem ka Anjuta. Et Vladimir Kovalevskil
polnud kohe vbdimalik vélismaale minna, siis piiiidsid nad saada
Sofiale loengute kuulamise voimalust Peterburis. Nad po6o6rdusid
koigepealt kuulsa fiisioloogi professor I. M. SetSenovi poole, kes
oli nende tuttav. Vabade vaadetega inimesena pooldas ja toetas
Set$enov naistele korgema hariduse andmist. Kuigi professor oli
nous, tuli ka tema loengule ikkagi minna nii, et kuuldused sellest
ei ldheks kohe juhtkonna korvu. Téotati vélja plaan, mille jargi
Sofia viidi sisse tagaukse kaudu rithma teadlaste ja vanemate iili-
opilaste keskel. Nad istusid vdhem méirgatavale kohale iilemisse
ritta. Kuid pikemat aega mérkamatult loenguid kiilastada polnud
voimalik. Professor SetSenov hakkas energiliselt taotlema Sofiale
loengute kuulamise luba. Talle 6eldi dra, viidates seda keelavale.
seadusele. Ainult pdrast seda, kui SetSenov andis koguni &hvar-
duse t6olt lahkuda, sai Sofia Kovalevskaja lopuks erandlikult loa
kdia professori loengutel. Loengute kuulamist matemaatika alal,
vaatamata koigile piiiidiustele, Peterburis korraldada ei Onnes-
tunud.

1869. a. kevadel soitsid Vladimir ja Sofia vilismaale — Vladi-
mir Viini, Sofia Heidelbergi. Kui Sofia liks Heidelbergi {ilikooli
endale loengutel kdimise luba hankima, vastati talle algul poikle-
valt, siis eitavalt. Sofia sai teada, et vGorastust dratas asjaolu,
et tema — naine ldks ise luba hankima. Tolleaegsete vaadete jargi
oleks abielus naise asemel pidanud taotluse esitama tema mees.
Niitid kutsus Sofia Viinist oma abikaasa ning sellel onnestuski
saada Sofiale loengutel kdimise luba. Vladimir Kovalevski leidis
lahkemat vastuvottu ja vastutulekut ka veel seetottu, et tema vend
Aleksander oli juba kuulus teadlane, keda tunti ka Heidelbergis.

Heidelbergis oli Sofia Kovalevskaja kolm semestrit, kuulates
loenguid matemaatikute L. Kéningsbergeri ning P. Du Bons Rey-
mondi, fiilisiku G. R. Kirchhoffi ja fiisioloogi H. Helmholtzi juures.

Kovalevskitega koos sbitis vdlismaale ka Sofia 0de Anjuta, kes
peatus algul Heidelbergis. Ta uuris siin raamatukogus mitme-
sugust revolutsioonilist kirjandust ja soitis siis Prantsusmaale, kus
liilitus sealsesse elavasse t6olisliikumisse. Pariisis to6tas ta liht-
t66lisena, kirjanikuna ja ajakirjanikuna iihe revolutsioonilise aja-
lehe juures, abiellus arstiteaduse {iliopilase, tuntud revolutsionaéri
H. Jaclard’iga ja vottis koos abikaasaga aktiivselt osa Pariisi
Kommuuni voitlustest 1871. a. (teda nimetab ka Marx iihes oma
kirjas Engelsile). Anjuta téttu satuvad Pariisi Kommuuni voitlus-
pdevil Prantsusmaale ka Sofia ja Vladimir Kovalevski. Vladimir
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koos Anjuta ja Sofia isaga organiseerivad vangilangenud
Jaclard’ile salajase pogenemise Vladimiri riietuses, Sofia aga
hoolitseb haiglas haavatute eest.

Heidelbergist soitis Sofia Kovalevskaja Berliini, et kuulata
kuulsa matemaatiku Karl Weierstrassi loenguid. Berliinis ei 6nnes-
tunud tal aga saada loengute kuulamise luba. Seetottu ldks Kova-
levskaja Weierstrassi juurde koju ja palus, et see t66taks temaga
eraviisiliselt. Weierstrass oli tuntud kui naiste {ilikoolis Oppimise
vastane. Ta oli siiski viisakas, andis Kovalevskajale prooviks
moned viga rasked {ilesanded. Suur oli tema iillatus, kui Kova-
levskaja lahendas need hiilgavalt. Sofia Kovalevskajast sai
Weierstrassi ldhim ja lugupeetavaim oOpilane. Weierstrass kordas
talle oma loenguid ja arutas uurimisel olevaid matemaatilisi prob-
leeme,

Berliinis elas Kovalevskaja viga kitsastes materiaalsetes tin-
gimustes, sest ta toetas ka Anjutat. Sofia Kovalevskaja Oppis
Weierstrassi juures neli aastat, sellest ajast oli ainult 1871. a.
kevadel ja suvel Pariisis.

Teadusliku kraadi taotlemisel tuli Kovalevskajal kokku porgata
ootamatute juhuslike takistustega. Esimest selleks valmistatud
t66d -ei saanud ta esitada, sest Ziirichi matemaatik H. A. Schwartz
joudis temast samade tulemuste avaldamisega ette. Doktori kraadi
taotlemise asjus oli juba 1&bi rddgitud Gottingeni iilikooli rektori
matemaatik A. Clebschiga, kuid viimane suri just ajal, mil Kova-
levskaja tahtis talle saata oma uue t66 Abeli funktsioonidest.
Kovalevskaja oli sellest koigest vdga 166dud, kuid Weierstrassi
ohutusel hakkas uuesti energiliselt toole. Nii valmis tal kolm t66d:
«Osatuletistega diferentsiaalvorranditest», «Moningate Abeli
funktsioonide taandamisest elliptilistele funktsioonidele» ja «Sa-
turni ronga kujust». Esimeses t66s antakse lausele, mida praegu
tuntakse Cauchy-Kovalevskaja lause nime all, lihtsam toestus kui
Cauchy oma ja esitatakse selle lause 1oplik kuju. Teises t66s taan-
datakse moningad integraalid lihtsamale kujule ja kolmandas t66s
tdpsustatakse Laplace’i tulemust Saturni ronga kohta ja saadakse
selle ronga ristloikeks ellipsi asemel teatud ovaal.

1874. a. astus Weierstrass Gottingeni iilikoolis samme Sofia
Kovalevskajale filosoofiadoktori kraadi andmiseks esitatud t6ode
pohjal, millest juba igaiiht eraldi pidas Weierstrass doktorit6d vaa-
riliseks. Kuna tdid oli kolm ja nad said korge hinnangu osaliseks,
andis Gottingeni {ilikool Weierstrassi soovitusel Kovalevskajale
doktori kraadi ilma sel puhul ettendhtud eksamiteta ja t66 kaits-
miseta.

Kovalevskite perekond p&ordus niiid tagasi Peterburi. Vaata-
mata teaduslikule kraadile ei leidnud Sofia kui naine t66d ei kor-
gemates oppeasutustes ega isegi Naiste Korgematel Kursustel, mis
avati Peterburis 1878. a. ja mille organiseerimisele Sofia Kovalevs-
kaja tohusalt kaasa aitas. Ta hakkas té6tama publitsistina, kirju-
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tades populaarteaduslikke artikleid ja teatriarvustusi. Sel ajal
liikus Kovalevskaja teadlaste ja kirjanike ringis, kuhu kuulusid
Mendelejev, SetSenov, Butlerov, TSeboSov, Stoletov, Turgenev,
Dostojevski ja teised. Pdrast tiitre slindimist 1878. a. piihendus
ta téielikult selle kasvatamisele. Matemaatikaga ta kodumaal
peaaegu ¢i tegelnud. Seda mojutas kogu tolleaegse Peterburi mil-
j66, kus Sofia Kovalevskaja malestuste jargi valitsesid vaid drili-
sed huvid.

Matemaatika juurde t6i Sofia Kovalevskaja tagasi T$eboSovi
poolt temale tehtud ettepanek esineda ettekandega wvene loodus-
teadlaste ja arstide konverentsil 1880. a. Peterburis. Sellel konve-
rentsil oli koos palju teadlasi ja sellest ajast alates algas kirja-
vahetus Sofia Kovalevskaja ja Helsingi iilikooli professori G. Mit-
tag-Leffleri vahel (sdilinud 420 kirja, fotokoopiad neist on NSVL
Teaduste Akadeemia arhiivis). Mittag-Leffler oli samuti endine
Weierstrassi opilane. Ta hindas korgelt Sofia Kovalevskaja voi-
meid ja hakkas energiliselt hoolitsema selle eest, et saada talle
Oppejou kohta mones vilismaa iilikoolis.

Varsti pédrast konverentsi asusid Kovalevskid elama Moskvasse,
kus Sofia otsustas uuesti anduda teaduslikule toole. Ta tahtis siin
sooritada magistri eksameid, kuid ei saanud selleks luba. Nimelt
vastas Gottingeni doktori kraad Venemaal ainult kandidaadi kraa-
dile, kuid sellele jargnesid siin veel magistri ja doktori kraadid.
Et uuesti matemaatikasse siiveneda, soitis Kovalevskaja 1880. a.
lithikeseks ajaks jdlle Berliini Weierstrassi juurde.

1882. a. soitis Sofia Kovalevskaja Pariisi, kus tutvus prantsuse
matemaatikute C. Hermite’i, E. Picard’i ja teistega. Pérast seda
kirjutas ta t66 «Valguskiire murdumisest kristallides».

1883. a. sai traagiliselt surma tema abikaasa Vladimir Kova-
levski. Selle teate peale Sofia haigestus ja tervenenud, p&ordus
kohe tagasi Moskvasse.

Samal 1883. aastal sai Kovalevskaja Mittag-Lefilerilt, kes oli
hiljuti asutatud Stokholmi iilikooli rektor, ettepaneku tulla Oppe-
jouks sellesse iilikooli. Ta vottis kutse roomuga vastu ja soitis
1883. a. novembris Stokholmi. Seal luges ta iihe aasta valtel era-
dotsendina saksa keeles iiht erikursust. Selle ajaga oppis ta ara
rootsi keele niivord, et hakkas edaspidi loenguid pidama ainult
rootsi keeles.

1884. a. valiti Kovalevskaja Stokholmi iilikooli matemaatika
professoriks. Hiljem to6tas ta samas iilikoolis ka mehhaanika pro-
fessorina. Tingimused loominguliseks t66ks olid Stokholmi {ili-
koolis eriti soodsad. Peale loengute ei olnud Kovalevskajal mingi-
sugust muud oppetsdd, loenguidki oli ainult 4 tundi nddalas, kuu-
lajaid 17—18. Palk oli hea, 6000 krooni aastas. Oppetéd vaheajad,
mida oli aastas kaks, veetis ta tavaliselt Nizzas. Stokholmi miljod
ja noore iilikooli vabameelne 6hkkond olid soodsad loominguliseks
tooks. Enam tagurlike vaadetega Upsala iilikooli ringkondades
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vaatasid paljud siiski vaenulikult niisugusele ndhtusele nagu naise
valimine professoriks. Kui Mittag-Leffler 1885. a. rddkis Sofia
Kovalevskajale kavatsustest esitada ta Rootsi Teaduste Akadeemia
akadeemikuks, siis soovitas Kovalevskaja ise seda edasi liikata,
Oeldes, et ta pole veel saanud oma to6id iildsusele tutvustada nii
nagu tarvis, mis vodib pdhjustada ithelt poolt pahameelt, teiselt
poolt arvamist, et tema pooldajad teda naismatemaatikuna eriti
soosivad ja temale vdiksemaid ndudeid esitavad kui meestele.

1888. a. kirjutas Sofia Kovalevskaja oma pohilise teadusliku
t60 «Ulesanne jdiga keha poorlemisest raskustungi mojul iihe
kinnituspunkti iimber». See teema oli paljude teadlaste huvi-
objektiks. Tédielikult oli probleem seni 14dbi uuritud vaid ainult
kahel erijuhul: siimmeetrilise keha juhul, kui raskuskese on p66rd-
teljel, ja suvalise keha juhul, kui raskuskese on tugipunktiks.
Pariisi Teaduste Akadeemia oli kuulutanud vilja preemia selle
iilesande lahenduse edasiviimise eest mingis olulises osas.

Kovalevskaja, keda see probleem juba ammu oli huvitanud,
pithendus sellele iilesandele kogu hinge ja jouga. Uhes sellest
ajast sdilinud kirjas ta kirjutabh: «Minu pea on niiiid nii tdis mate-
maatikat, et ma ei saa moelda ega konelda millestki muust. Ma
joudsin teatud tulemusele ja pealegi viga meeldivale, nimelt juhu
avastamisele, kus integreerimine on teostatav ultra-elliptiliste
funktsioonide kaudu.» Sofia Kovalevskaja tddtas sel ajal viga
palju, vésis seejuures fiiiisiliselt ja ainult tosine loominguroom
_ aitas teda lopuni vastu pidada. T66 valmis tdhtpdevaks.

Voistlusele saabus 15 t66d ja preemia sai nendest ainult Sofia
Kovalevskaja t60. Selles t66s Kovalevskaja néditab iihe uue juhu,
mille puhul lahendamine on tiielikult teostatav. Preemia iileand-
mine toimus 24. detsembril 1888. a. Saadud tulemuste tihtsuse
tottu ja seetottu, et see teema oli vdlja kuulutatud juba kolman-
dat korda, suurendati preemiat 3000 frangilt 5000 frangile.

1889. a. sai Kovalevskaja preemia Rootsi teaduste akadeemialt
teise 166 eest jdiga keha poorlemise kohta.

Need Kovalevskaja t66d leidsid elavat vastukaja ka vene mate-
maatikute ja mehhaanikute hulgas. N. E. Zukovski andis Kova-
levskaja juhu parameetritele geomeetrilise tdlgenduse, B. N. Delone
ehitas Kovalevskaja giiroskoobi mudeli. Gorjatsev, TSaplogin,
Suslov jt. teostasid rea uurimusi seoses samade kiisimustega.
Kovalevskaja sai iildtuntuks kogu matemaatika ja mehhaanika
teaduseilmas. Ta oli tihedas kirjavahetuses mitmete tihtsate tead-
lastega paljudest riikidest.

TSeboSovi, ImSenetzki ja Bunjakovski ettepanekul valiti Sofia
Kovalevskaja novembris 1889. a. Peterburi Teaduste Akadeemia
korrespondeerivaks liikmeks. Sellele vaatamata ei oOnnestunud
Kovalevskajal ka niiiid saada oma erialale vastavat kohta kodu-
maal. Uks tema sugulastest, A. I. Kossitz tahtis teda tagasi tuua
Venemaale ning poordus Peterburi Teaduste Akadeemia presidendi
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poole palvega Sofia Kovalevskajale tema erialale vastava too
voimaldamiseks Venemaal, moeldes kohta Teaduste Akadeemia
juures. Akadeemia presidendi K. Vesselovski vastus algab pika
kiidulauluga Sofia Kovalevskajale (kus rddgitakse tema erakord-
sest andekusest, hiilgavatest voimetest teaduse alal, voidetud tun-
nustusest ja kuulsusest, mida tdielikult on 6igustanud tema edukas
t66 professorina), 1opeb aga viitega, et Vene {ilikoolides on naiste
vastuvotmine {likooli kateedritesse keelatud, iikskoik missugused
ka ei oleks nende voimed ja teadmised. Seepérast ei leiduvat Vene-
maal Sofia Kovalevskaja jaoks kohta, mis oleks sama korge ja
sama héasti tasutav kui koht, mis tal on vilismaal. Sofia Kova-
levskaja jdigi elama Rootsi.

Sofia Kovalevskaja ja tema 6de Anjuta olid mdlemad ka kir-
janikud. Tiitarlapsena kirjutas Anjuta kord jutustuse ja saatis
selle vanemate teadmata iihe teenija vahetalitusel ajakirjale
«Epohha», kus toimetajaks oli Dostojevski. Kui see jutustus triikiti
ja saabus honorar, tuli sellest viga suur pahandus. Tutvus Dos-
tojevskiga oli aga loodud. Temale néitas ka noorukene Sofia oma
toid, mis said Dostojevskilt kiitva hinnangu. Hiljem jédtkasid mole-
mad Oed kirjanduslikku tegevust. Sofia Kovalevskaja sai selleks
koige rohkem aega niiiid, kus ta matemaatika alal oli 1opetanud
oma tdhtsad uurimused. Kirjanikest oli ta eriti tihedas kontaktis
Mittag-Leifleri oe kirjanik Edgren-Leffleriga ja Ellen Keiga.
Kovalevskajale omane poolehoid eesrindlike revolutsiooniliste
demokraatide ideedele, kaasaaitamine revolutsionédéridele ja kaas-
tunne oma meelsuse tottu tsaarivalitsuse poolt tagakiusatutele,
véljendus ka tema kirjanduslikus loomingus. Edgren-Leffler koos
Sofia Kovalevskajaga kirjutasid draama «Voitlus onne eest», mis
16peb viéljendusega «Uhenduses on jouds. Rootsis kirjutas Sofia ka
«Milestused lapsepOlvest», milles ta kirjeldab laste kasvatust,
vahekorda teenritega, andes kujuka pildi tolleaegsest vene moisast.
Tema «Jutustuse Poola iilestousust» peategelaseks on noor poola-
kas — Poola vabaduse eest voitleja. Kovalevskaja romaan «Nihi-
list» oli tsaari-Venemaal koguni keelatud raamatute nimekirjas.
Selles jutustatakse tiitarlapsest, kes tahtis tuua kasu rahvale ja
vottis osa revolutsioonilisest tegevusest. Romaani kangelane on
tosielust ja tegelikult viis Kovalevskaja ise peategelase proto-
tiifibi kontakti revolutsiooniliste ringkondadega. Sofia Kovalevs-
kaja iitleb romaanis: «Meie ajal peab iga korralik inimene huvi-
tuma ainult lihimast teest, mis viib iihise eesmérgi saavutamisele.
Venelase jaoks niisuguseks eesmargiks voib olla iiksnes sotsiaalne
ja poliitiline revolutsioon.»

Kovalevskaja kirjutas veel artikli Saltokov-StSedrinist, jutus-
tused «Kolm pédeva talupoegade iilikoolis Rootsis», «Romaan
Rivieral», «Mdlestusi G. Elliott’ist» ning teisi jutustusi ja luule-
tusi. Koigis neis avaldub kirjaniku siigav ja elav kujutamisvoime,
lai huvidering ning voime tungida tegelaste hingeellu.
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1890. a. talvisel oppetdd vaheajal oli Sofia Kovalevskaja Niz-
zas, tagasisoidul Rootsi kiilmetus ta ja haigestus raskesti. Surm
saabus ootamatult kiiresti. Ta suri 10. veebruaril 1891. a. ja maeti
Stokholmi. Teda oli saatma tulnud suurearvuline teadlaste ja kir-
janike pere Rootsist ja viljastpoolt. Sofia Kovalevskajast on kir-
jutatud mitmeid malestusi. Iseloomulik on, et Mittag-Leifleri
mélestusi taheti triikkida ka Venemaal, kuid tsaari-Venemaal
seda ei lubatud. ‘

Sofia Kovalevskaja jéttis endast jaddava mailestuse nii tea-
duses kui kirjandusep6llul ning jérjekindla energilise teerajajana
naiste raskel voitlusteel kérgemale haridusele. Ta nditas, mida
naine voib ja suudab.

MIDA VOIB KUULDA EKSAMIL

Kiisimus: «Millega vordub a®— a®?»

Vastus: «Uhega.»

Kiisimus: «Aga millega vordub 27 — 27?»

Vastus: «Muidugi nulliga.»

Kiisimus: «Aga millega vordub 33— 3%»

Vastus: «Uhega.»

Kiisimus: «Kuid 3®=27. Kumb vastus siis oige on?»
Vastus: «Molemad, oleneb ainult sellest, kuidas votta.»

® *

Kiisimus: «Mis on kujutav gecomeetria?»
Vastus: «Kujutava geomeetria iilesandeks on anda ruumilistest kujundi-
test veel ruumilisemaid kujutusi.»

Kiisimus: «Mida nimetatakse enesekaasoperaatoriks?»

Vastus: «Enesekaasoperaatoriks nimetatakse niisugust operaatorit, mis
vordub iseendaga.»

Kiisimus: «Aga nimetage moni operaator, mis ei vordu iseendaga.»

Vastus (pérast pikka motlemist): «Mitte el tule meelde. Hommikul kui
oppisin, siis ma veel teadsin, aga...»



MIS ON TOENAOSUS?!
E. Tiit
11 Toenidosuse statistiline moiste.

1. Toendosusteooria varasematest rakendustest. Téendosusteoo-
ria on leidnud praktilist rakendamist juba oma arengu algetappi-
dest peale. Jattes korvale hasartmdngudega seotud probleemid,
ndeme toendosusteooria tulemuste kasutamist inimese praktilises
tegevuses alates XVII sajandist.

Nii kasutas hollandi matemaatik Jan de Witt (1625—1672)
1671. aastal toendosusteooria dsja avaldatud tulemusi (keskvéar-
tust) eluaegse rendi arvutamiseks. Sama tegi 1693. aastal ka saks-
lane Edmund Halley (1656—1742), kelle tulemused iiletavad
ta eelkdija omi konkreetsuse ja usutavuse poolest. Lihteandmeid
Halley arvutusteks sisaldas tema enese poolt koostatud nn. sure-
nustabel, mis oli saadud Breslau (praegu Wroclaw) linna statsio-
naarse elanikkonna kohta aastail 1687—1691. Halley tabeli algus
ndeb vélja jargmiselt:

1000
855
798
760

B 00 R

Tabeli vasakpoolsesse veergu on paigutatud eluaastad (muide,
pole péris selge, kas Halley motleb siin eluaasta algust vdi 1oppu,
s. t. kas esimeses reas on andmed vastsiindinute v5i 1-aastaste
laste kohta), parempoolsesse aga vaadeldud 1000 inimese hulgast
vastava eani elanud inimeste keskmine arv.

Eluaegse rendi arvutamisel kasutas Halley tabeli parempoolses
veerus paiknevaid arve vastava vanuseni elamise tdendosustena,
leides nende pohjal ka vanuseni n -+ m elamise tingliku téendo-
suse tingimusel, et inimene on elanud vanuseni n. Korrutades
vanuseni n-+m elamise tingliku toendosuse ettendhtud rendi-
summaga m aasta parast ning summeerides need korrutised koik-

' Kiéesoleva artikli algus vi. Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 74—90.
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voimalike m védrtuste korral (piiriks on siin maksimaalne véima-
lik eluiga n-m), leiab Halley eluajal makstava rendisumma
keskvéidrtuse, mille soovitabki lugeda eluaegse rendi suuruseks.
Halley tabeleid kasutati ka leskede ja orbude abistamiskassa asu-
tamisel 1699. aastal Londonis.

Toendosusteooria iiheks teiseks levinumaks rakendusalaks
XVII—XVIII sajandil oli digusteadus. Kuigi sellelaadiliste prob-
leemidega tegelesid mitmedki nimekad matemaatikud (J. Cara-
muel, Nicolaus Bernoulli), olid saadud tulemused ometi viga
kaheldava vddrtusega. Veelgi viljatumaks osutusid katsed raken-
dada toendosusteooriat ennustamisel. Kurioosse néitena sellest
valdkonnast v6ib mérkida John Craigi 1699. aastal ilmunud arut-
lust, mille pohjal aastaks 3150 lakkab eksisteerimast ristiusk ning
saabub ka maailma lopp.

Tekib loomulik kiisimus: milliste iilesannete lahendamisel on
toendosusteooria tulemuste rakendamine Gigustatud, milliste puhul
aga on nende tulemuste rakendamine ebadige voi vdhemalt kaht-
lane?

Vastus sellele kiisimusele anti alles paar sajandit hiljem sta-
tistilise toendosuse moiste range defineerimise tulemusena. Vahe-
pealse perioodi védltel aga laienesid toendosusteooria rakendus-
alad ning teooria ise rikastus -— suurelt osalt praktika noudeil —
paljude uute tulemustega.

XVII—XVIII sajandist peale esitavad tdoendosusteooriale prob-
leeme ka loodusteadused. Esimestena hakkasid intensiivselt are-
nema astronoomia ja geodeesia. Nendele teadustele, mis baseeru-
vad ulatuslikel vaatlustel (tollal pealegi vdga ebatdiuslike
instrumentidega) oli eluliselt tdhtis lahendada probleem, kuidas
saada ebatipsete mooGtmistulemuste pohjal voimalikult tépselt
teada moodetava suuruse Oiget vddrtust. Selle {ilesande lahenda-
mise jdlgimiseks on meil tarvis tutvuda kaasaegse toendosusteoo-
ria {ihe pohimoiste — juhusliku muutujaga.

2. Juhuslik muutuja (jubuslik suurus). Kiillap on iga lugeja
marganud, et piiiides korduvalt mingit suurust eriti tdpselt moota,
saame erinevatel mootmistel iildiselt erinevad tulemused (mis,
tosi kiill, voivad olla {iksteisele kaunis ldhedased). Mo6tmise tule-
mus soltub paljudest teguritest: valistingimustest (temperatuur,
ohurdhk, tuul, valgustus), modtjast (visimus, meeleolu), instru-
mendist jne. Kokkuvottes iitleksime: mo6tmistulemus soltub juhu-
sest — ta on juhuslik suurus. Uldiselt nimetame juhuslikuks muu-
tujaks muutuvat suurust, mis voib soltuvalt juhusest omandada
erinevaid reaalarvulisi vddrtusi. Moningate lihtsate juhuslike muu-
tujatega oleme me juba kokku puutunud. Nii oli juhuslikuks muu-
tujaks taringuviskel saadav silmade arv X;, see vdib omandada
vaartusi 1, 2, 3, 4, 5 ja 6. Samuti on n tiringu viskel saadav sil-
made arv X, juhuslik muutuja; X, véartusekson n, n++1, ..., 6n.
Juhuslik muutuja on ka n-kordsel rahaviskel saadav vappide arv
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Y,, mis voib omandada vaértusi 0, 1, 2, ..., n; juhuslik muutuja
on loteriivoit Z, mille suuruseks voib olla 0, 10, 100, 1000 ja
10 000 rbl.

Juhusliku muutuja iseloomustamiseks on vidhe sellest, kui me
teame, missuguseid vdértusi ta voib omandada. Meil on tarvis
teada ka seda, kuivord toendoline on iihe voi teise vddrtuse esine-
mine. Pole ju kaugeltki {ikskoik, kas loteriil on 10 000-rublase
voidu saavutamise toendosus 0,00001 voi 0,5!

Kui juhuslik muutuja X omandab lopliku hulga védértusi xi,
X2, ... , X, siis voime defineerida siindmused X = x;, X = xy,

, X = x,; sellised siindmused on {iksteist vélistavad ning moo-
dustavad téieliku sindmuste siisteemi (sest iga juhuslik muutuja
omandab alati {the ja ainult iithe vdartuse koigi oma v&imalike
véddrtuste hulgast). Siindmuste X =x, X=1x,, ..., X=x, toe-
niosuste P(X=x)=p;, P(X=x)=ps ... , P(X=x,)=pn
hulka nimetatakse juhusliku muutuja X jaotuseks. Jaotus on iiks
tdhtsamaid juhusliku muutuja karakteristikuid. Sageli esitatakse
jaotus tabelina:

p"%ﬁﬁ@'%‘??ﬁ‘?ﬁﬁ%

x| 0 ’ 10 1100 1000 | 10000
Z: — ;

pi| 0,75 ‘ 0,20 ‘ 0,04 | 0,008

l 0,002

voi ka graafikuna (vt. joon. 1 ja 2). Sellistel graafikutel (nagu
ka binomiaaljaotuse graafikul) on mddratud ainult 1oplik arv
punkte — nimelt need, mille abstsissideks on juhusliku muutuja
voimalikud védartused. Monikord aga iithendatakse need punktid
iilevaatlikkuse mottes pideva joonega (meie joonisel punktiir).
Mbningal juhul on jaotus esitatav ka valemina: nii on teata-

Joonis 1.
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Joonis 2.

vasti binomiaaljaotus (siindmuse A esinemiste arvu Y, jaotus #
katse korral) esitatav valemiga

P(Y, = k) = Ck phqn—* (k=0,1,2,...,n)

(p on siindmuse A esinemise tGendosus iihel katsel, g =1 — p).
Defineerime juhusliku muutuja U jargmiselt: viskame miinti
seni, kuni langeb peale vapipool. Viimase viske jdrjekorranumber
olgu U véiartuseks. U jaotus on siis esitatav valemiga

P(U=k)=2-% (k=12 ..).

Nagu nédgime, voib ka lopmatu hulga véadrtustega juhuslikw
muutuja jaoks monikord esitada jaotuse (kuid mitte tabelinal).
Alati ei ole see aga vdimalik,? eriti siis, kui juhuslik muutuja véib
omandada mistahes reaalarvulise vddrtuse mingist vahemikust;
sellist juhuslikku muutujat nimetatakse pidevaks juhuslikuks
muutujaks. Niisuguste juhuslike muutujate iseloomustamiseks on
defineeritud reaalarvulise argumendiga jaotusfunktsioon Fyx(x):

Fy(x) =P(X <x),

s. t. juhusliku muutuja X jaotusfunktsiooni vddrtuseks argumendi
x korral (kohal x) on tdendosus selleks, et juhusliku muutuja X
vddrtus on vdiksem kui x. Ndeme (vt. joonis 3), et jaotusfunkt-
siooni viddrtused (toendosuse viidrtused) voivad muutuda ainult
0 ja 1 vahel, kusjuures siis, kui x on vadiksem juhusliku muutuja
X minimaalsest véddrtusest (kui sellist {ildse eksisteerib),  on
Fx(x) =0, aga kui x on suurem X-i maksimaalvdartusest (mis
iildiselt ei tarvitse eksisteerida), siis Fx(x) = 1; alati

2 Tapsemalt, jaolus on defineeritud kiill iga juhusliku muutuja jaoks, kuid
ta ei ole alati ei valemi, graafiku ega ka tabelina holpsasti esitatav.
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Joonis 3.

lim Fy(x) =0, lim Fy(x) =1.

X—>—00 X~ 00
Kui x; <x,, siis alati Fy(x) < Fx(x2). Jaotusiunktsiooni voib
defineerida ka 16pliku hulga vidirtustega juhuslike muutujate
jaoks; nende puhul on aga jaotusfunktsiooniks treppfunktsioon
(vt. joon. 4, kus on kujutatud Fy, (x)).

Joonis 4.

Pidevate juhuslike muutujate iseloomustamiseks on definee:
ritud veel teine funktsioon, mis sarnaneb mones mottes diskreet-
se juhusliku muutuja jaotusega — nimelt téendosuse tihedus.

Paneme tédhele, et kui juhusliku muutuja voimalike védrtuste
arv suureneb, siis reeglina iga iiksiku vaédrtuse esinemise tGendo-
sus viheneb — jaotuse graafik (sama mastaabi korral) muutub
lamedamaks. Et jaotuse tdendosuste summa on alati vordne iithega,
siis on intuitiivselt selge, et pideval juhuslikul muutujal on pea-
aegu iga’ liksiku véddrtuse omandamise toendosus 0.

3 S. t. vélja arvatud iilimalt loenduv hulk punkte.

74



PP

03—:_"::‘: EE
a,ﬂ: ____________
05101

__________ -

C == e =% -t ———,
00 X

1 [ 1 1 1 ) ! 1 I 1 { 1 1
0 1 2 3 4 5 67 8 9 oo I KIS U 7B 9 22 %Y

Joonis 5.

Binomiaaljaotuse graafikuid saab aga histi vorrelda (vt.
joon. 5), kui me katsete arvu n suurendamisel — see tdhendab
aga juhusliku muutuja vdimalike vdartuste arvu suurendamist —
muudame ka graafiku mastaapi, ja nimelt selliselt, et tegelikult
tulevad vordlemisele suhted

P(Yn == xk) Fyn (ka) — Fyn (xn)

Xpt1 — Xg Xpt1 — Xp
ja
P(Y, =x,) Fy () — Fr p(x,)
= 1]
Xow1 ™ M et — X

s. t. me iseloomustame oma juhuslikke muutujaid suhte
Fy(x+A4x) — Fy(x)
Ax

abil. Analoogiliselt voiksime pidevat juhuslikku muutujat V ise-
loomustada suhte

Fv(x-]'—AX) —F\/()C)
Ax

piirvddrtuse abil Ax ldhenemisel nullile, kui selline piirvdartus
vaid eksisteerib. Suurust

_ o Fv(x+Ax) —Fy(x)  d
Fv(x)_Alxuzo e =7 Fvx)
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nimetatakse pideva juhusliku muutuja it6endosuse tiheduseks.

Nieme, et tdoendosuse tihedus eksisteerib parajasti niisugustel

juhuslikel muutujatel, mille jaotusfunktsioon on diferentseeruv.
Osutub, et alati

fv(x) =0.

Toendosuse tihedust kirjeldab graafiliselt kover, mille alune pind-
ala on alati vordne iihega; seega vidga suurte ja vidga vaikeste
x véirtuste korral ldheneb fy(x) graafik abstsissteljele (vt.
joon. 6).

Joonis 6.

Juhuslikke muutujaid iseloomustab ka terve rida arvulisi karak-
teristikuid. Meile juba tuttav keskvdirtus (matemaatiline ootus)
on nende hulgast iiks tdhtsamaid. Juhusliku muutuja X keskviaéar-
tust tdhistame siimboliga E(X); diskreetse juhusliku muutuja
keskvadrtus avaldub jaotuse kaudu:

E(X) =3 pxs voi E(X) =3 piti (1)

i=1 i=1

aga pideva juhusliku muutuja keskvdirtus toendosuse tiheduse
kaudu:

E(X) =_zxf (x) dx. (2)

3. Vaatlusandmete téotlemine. Esimesed matemaatikud, kes
poorasid tdhelepanu vaatlusandmete tootlemisele, olid inglased
Roger Cotes (1682—1716) ja Thomas Simpson (1710—
1761). Nad soovitasid praktilises astronoomias moodetava suuruse
védirtuseks lugeda terve rea korduvalt teostatud moddtmiste tule-
muste aritmeetilist keskmist. Tuleb markida, et samal pohimattel
toimitakse sageli praegugi: mootmisi sooritatakse (kui see on voi-
malik) korduvalt ning moodetava suuruse véirtuseks loetakse
saadud tulemuste aritmeetilist keskmist.
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Joseph Louis Lagrange.

Jirgmine t66 vaatlusandmete to6tlemise teooriast kuulub tun-
tud prantsuse matemaatikule Joseph Louis Lagrang¢e’ile
(1736—1813), kes matemaatiliselt analiiiisis (1770) Simpsoni ees-
kirja digustatust mitmesugustel eeldustel. Peamiseks raskuseks oli
siinjuures asjaolu, et vaatlustulemuste jaotus ei olnud teada. Kuid
juhuslik muutuja on mitte {iksnes modtmistulemus X, vaid ka
mootmisviga U, mis avaldub kujul

U_—_X——a,

kus a on moodetava suuruse tdpne vdidrtus (mis on meile tund-
matu, kuid mida me moodtmiste teel piiliame voimalikult tdpselt
hinnata). Kui on teada juhusliku muutuja U jaotus (jaotusfunkt-
sioon), siis on lihtne leida ka X jaotust ning vastupidi. Seetdttu
ongi pohilise tdhtsusega kiisimuseks vaatlusandmete téotlemisel
vaatlusvigade jaotuse uurimine, millele terve rida matemaatikuid
jdrgnevate aastakiimnete véltel tdhelepanu piihendas.

Lagrange vaatles néiteks jargmisi vigade jaotusi:

— |—a+1[—a+2| I—l‘ 0 ; 1 I 2 ] ‘ .
ak ‘(a-l—l)kl ak ‘(a—l)kl ‘ k

k'?k.Bkl



kusjuures konstant £ maidratakse tingimusest, et jaotuse tdenio-
suste summa vordub ithega4, s. t. (vt. joon. 1)

2(k4-2k+ ...+ ak) + (a+ De=Fk(a + 1)2=1,
1 .
ERNCESIE

ning ihtlast jaotust (vt. joon. 7), mis on maiiratud tdendosuse
tihedusega

(4)

]2—2, —a < x < a,
lo Ix>a

4 Eeldades, et vaatlusvigade jao-
tus on maéadratud kas seostega (3)
ja (4) voi (5), lahendas Lagrange

f(x) = (5)

SRR RO praktikas vaga olulise probleemi: ni-
[N -\\\\\\\ Al melt ta leidis tGendosuse selleks, et
\\\\i\ N \\§ moodetava suuruse viddrtus ei eri-

- 1 neks modtmistulemuste aritmeetilisest
Toonis 7. keskmisest rohkem kui etteantud suu-

ruse ¢ vorra. Ei ole ju mingisugust
praktilist tdhendust viitel, et mingi
moddetava suuruse vairtus on a, kui pole teada, millise tdendosu-
sega voOib otsitav vidartus tegelikult a-st {the voi teise suuruse
vorra erineda. Hoopiski sisukam on vaide, et moodetava suuruse
vairtus erineb toendosusega 1 —¢ (kus ¢ peab olema kiillalt
viike, néiteks 0,01 voi 0,05) a-st vdhem kui ¢ vorra, s. t. moo-
detava suuruse e-usaldatavuspiirkonnaks on vahemik (a—d,
a -+ 6). Joonise| 8 on kujutatud mingi suuruse ¢ mootmistulemused
I-st, 3-st ja 10-st mootmisest koosnevate seeriate korral. Valge
rongaga on margitud {iksikud mootmistulemused, musta ron-
gaga — vastava seeria aritmeetilised keskmised ja jamedama
loiguga on teljele kantud usaldatavuspiirkond (mingi usaldata-
vusnivoo e korral). Usaldatavuspiirkond soltub vigade jaotusest,
kuid on alati sama nivoo korral seda viiksem, mida rohkem on
vaatlustulemusi, s. t. seda tdpsemini saame siis moodetud tule-
must hinnata.

"Vaatlusvigade jaotust Lagrange’il ei onnestunud mdéérata.
Sama probleemi uuris ka Jacob Bernoulli vennapoeg David

4 Sellist jaotus{ vaatles esmakordselt Simpson; tema jdrgi nimetati seda

jaotust Simpsoni jaotuseks; kuid praegu mdistetakse Simpsoni jaotuse all ena-
masti vaadeldava jaotuse pidevat analoogi, mille tGendosuse {ihedus on miéara-
tud valemiga
t+1, —1<x<0,
Flx) = { 1 x=0,
1—x, 0<x<1.
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Jooris 8.

Bernoulli (1760—1782), kes to6tas tollal Peterburi Teadustz
Akadeemias. D. Bernoulli mérkis oigesti, et suuri vaatlusvigu esi-
neb harvemini, vdiksema toendosusega kui viikesi. Sellest l4dhtu-
des luges Daniel Bernoulli vea x esinemise téendosuse vordeliseks,

suurusega Vr2— x2, s. t. valis vigade tGendosuse tiheduseks
j 2
) = )

0, x| =r

Vrri—x, x| <r,

(vt. joonist 9), mis aga osutus
jéllegi 1ildiselt mitte rakendata-
vaks, sest vaatlustel ei saa néi-
data maksimaalset véimalikku viga
r; kuigi adrmiselt véikeste toe-
ndosustega, kuid pohimotteliselt
on voimalikud kuitahes suured
vead (koikvoimalike negatiivsete
mojutuste {ihesuunalistel kuhju-
mistel). - 0 S

Lahtudes sellest vigade jaotu-
sest, luges D. Bernoulli méodeta-
va suuruse Oigeimaks vddrtuseks
sellise arvu a, mille korral kGik vead on voimalikult vdikesed,
s. t. nende vigade esinemise tdendosused on voimalikult suured,
seega on ¢ méidratav tingimusest, et avaldis

V(P — (a—x1)?) (" — (@ — x2)®) (" — (@ — %3)?) - ...

saaks maksimaalseks, kus xi, xs, X3, ... on vaatlustulemused. Méar-
kimist vaédrib Bernoulli printsiip — mdiairata moodetav suurus.
selliselt, et ta oleks olemasolevate vaatlusandmete korral Zde-
pdraseim — mis on laialdaselt kasutatav ka kaasaegses statis-
tikas.

Jay

Joonis 9.
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Jin

Joonis 10.

Ka Laplace piiiidis leida vaatlusvigade jaotust ning avaldas
arvamust, et vaatlusvigade toendosuse tihedus on siimmeetriline
ning on esitatav kujul (vt. joon. 10)

J _g_l e—mnx x>0

[(x) =
l ’—2’5e+m" x<<0;

kuid ka see jaotus osutus tegelikkusega mitte kooskolas olevaks.

4. Normaaljaotus. Vaatlusvigade teooriaga tegeles ka iiks
oma sajandi suuremaid matemaatikuid Carl Friedrich Gauss
(1777—1855), kes tootas iihtlasi ka astronoomia ja geodeesia alal
ning tundis vaatlusandmete t66tlemise vastu huvi praktilise vaja-
duse ajendil. Gauss pooras tdhelepanu sellele, et vaatlustel esineb
kahetiiiibilisi ~ vigu: regulaarseid
(kaasajal nimetatakse neid siiste-
maatilisteks) ning juhuslikke. Siis-
temaatilisi vigu podhjustab néiteks
instrumendi defekt v0i moo6tmise
vale metoodika; kdigi mootmiste tu-
lemused on selle tagajdrjel teatava
suuruse vorra iihes suunas nihuta-
tud. Erilist uurimist vajavad Gaussi
arvates aga nimelt juhuslikud vead.
Juhuslike  vigade jaotusseaduse
madramisel ldhtus Gauss loomuli-
kust eeldusest: moddetava suuruse
jaoks annab parima hinnangu moot-
mistulemuste aritmeetiline keskmine
(seda kinnitavad paljukordsed vaat-
lused) ning vigade tGendosuse tihe-
duse funktsioon on siimmeetriline,
s.t. sama absoluutvdértusega posi-
tiivsete ja negatiivsete vigade esine-
Carl Friedrich Gauss mise toendosused on vordsed:

[(x) =F(—x).
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Nende eelduste pohjal leidis Gauss vigade tdendosuse tiheduse
kujul, mida me praegu tunneme normaaljaotusena (ka Gaussi
jaotusena; vt. joonis 5):
f(¥) =——e 20, (6)
V270

kuid siinjuures ei véitnud ta sugugi, et see on matemaatiliselt
toestatud ainuvdimalik vigade jaotuse kuju. Mitmete iilesannete
lahendamisel kasutas Gauss nédidetes ka teisi voimalikke jaotusi
(néiteks iihtlast), kuid kdige loomulikumaks luges ta siiski vigade
normaalset jaotust.

Olgu margitud, et normaaljaotusega ei kohtu tdendosusteooria
legelikult Gaussi téddes esmakordselt. Nimelt toestas juba
de Moivre, et binomiaaljaotuse piirvddrtuseks juhul p=0,5, kui
n > oo, on normaaljaotus, kuid see tema tulemus jdi vahetuntuks.
Alles Laplace, kes sama teoreemj tGestas iga p korral (1812),
maérkis, et erijuhul oli see tulemus juba Moivre’il olemas.

On huvitav, et normaaljaotust uurisid Gauss ja Laplace pea-
aegu iiheaegselt, kuid monevorra erinevatest 1dhtekohtadest. Kui
Laplace huvitus normaaljaotusest eeskdtt toendosusteoreetiliste
iilesannete lahendamise seisukohast, vaadeldes mitmesuguseid
aproksimeerimise voimalusi jne. siis Gaussi jaoks pakkus nor-
maaljaotus huvi vaatlusandmete optimaalse to6tlemise ldhtealu-
sena. Tuleb mérkida normaalse jaotusfunktsiooni (vt. joonis 2)

X 2

— f e ?dt

tabuleerimist molema matemaatiku poolt, mis sai aluseks praegu-
senigi tdendosusteoorias ja eriti matemaatilises statistikas kesk-
sel kohal asuvate jaotustabelite loomisele.

Gauss mirkis ka, et suurus ¢? (vt. valemit (6)) iseloomustab
juhusliku muutuja hajuvust, ning maérkis, et seda on vodimalik

vaatlusandmete x), xo, ..., x, pohjal hinnata:
1 n
ot = 3] x2

kusjuures hinnang on seda tidpsem, mida rohkem on vaatlusi.

5. Vihimruutude meetod. Vaatlusandmete to6tlemisel tekib
sageli ka selline probleem: mingi moodetav suurus soltub reast
moodetavatest suurustest, kuid soltuvust méédrav funktsioon ei ole
teada. Sageli voib aga soltuvust lugeda ligikaudu lineaarseks, s. t.
oletada, et kehtib seos '
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Y=aix| -+ GoXxs -+ asx3 4 ... + QpXy,

kus suurused y ja x;(i=1, 2, ... , n) on vaatlustest maaratavad,
vorrandite kordajad a,, ag, ... , @, aga tundmatud.

Olgu meil teostatud vaatluste seeria, mis sisaldab N > n vaat-
lust iga moodetava suuruse kohta. Saame siis oma n tundmatu
madramiseks N vorrandit

1 1 1 4. 1
y'=ax +a,x,+...+ax,

N N N N
yr=ax{+a,xy+...+a, x,

ning seega ei ole ay, a, ... , a, jaoks olemas iihest lahendit. Ules-
andeks on méiérata saadud vorrandite pohjal mingis mottes pari-
mad kordajad ay, as, ... , G,

Mitmesuguste astronoomiliste vaatluste to6tlemisel porkas
Gauss selle probleemiga kokku juba XVIII sajandi lopuaastail
ning leidis lihtsa lahenduse: loomulikum on méédrata kordajad
a; (i=1,2,...,n) nii, et suurus

Sy — (@ 4 a4 .. 4 a,x)]? (7)

Z=l

saavutaks minimaalse vdartuse.
Matemaatilises analiiiisis nididatakse, et avaldise (7) miini-
mumpunktis vorduvad tema osatuletised a;,-de jargi nulliga, s. t.
3}
0ai

zn' [y'— (a, x4 ax,+ ...+ a x)]*=0. (8)

i=1
Teostades vastava diferentseerimise, jouame vorrandisiistee-
mini
N N . N N . . N . .
ay 3 (x)2 4 as 2 XXl 4 .. A an S XXl = 3 yixi,

j=1 =1 j=1 j=1

N N N N
a.Zx!lxl2 +022(x2)2+...--|- a,,ZxJQx;l:nyx{l,

j=1 j=1 =1 j=1

N N ¥ N
a; Exilxln-{— aQZxéx{q-Jr- ot a, > (x!n)2=2ylx£,

]=1 =1 ji=1 =1

milles on parajasti n vorrandit ja n tundmatut a;, as, ..., ap;
vorrandite kordajateks on vaatlustulemuste funktsioonid, mis on

82



meile teada. Niisugusel vorrandisiisteemil eksisteerib {ildiselt
{ihene lahend.

Saadud tulemus on ka histi kooskdlas ithe m&odetava suuruse
madramise printsiibiga tema aritmeetilise keskmise kaudu. Toe-
poolest, vottes moodetava suuruse vdirtuseks a tema mootmistule-

muste y! (i=1, 2, ..., n) aritmeetilise keskmise
N
a=— i,
N =Y
j=1
saame iihtlasi a jaoks sellise vaartuse, mis minimiseerib avaldise
N
2 (a—yi)>
i=1

Kuigi Gauss joudis vihimruutude meetodini juba 1795. a. Got-
tingeni iilikooli tiliopilasena ja kasutas seda pidevalt oma astro-
noomia-alastes téodes, ei avaldanud ta seda triikis. T6si kiill, enam
kui kiimne aasta moddudes, 1805. aastal alustas ta teose kirjuta-
mist, millesse vottis kokku mitmeid arvutuslikke meetodeid, mida
oli rakendanud astronoomia- ja geodeesia-alastes uurimustes. Kuid
mitmesugustel pohjustel t66 tritkkimine viibis kuni 1808. aastani
ning Gaussist joudis ette Lagrange, kes 1806. aastal avaldas t66,
milles esitas kdesoleva meetodi vaatlusandmete t66tlemiseks, nime-
tades selle vdhimruutude meetodiks. Avaldatud meetod leidis
kiiresti tunnustust. Tuleb mérkida, et monedes isiklikes kirjades
(nditeks Laplace’ile) mainis Gauss, et ta kasutas vidhimruutude
meetodit juba kiimmekond aastat tagasi, viidates sealjuures
moningatele iilestihendustele oma teaduslikus pdevikus. Gauss
aga pidas vdhimruutude meetodit niivord lihtsaks, et oli tillatatud,
et seda meetodit juba saja aasta eest polnud avastatud. Tosist tiili
prioriteedi pdrast nimekate teadlaste vahel ei tekkinud.

On huvitav, et Lagrange mérkis ka seda, et leitud a,-de viér-
tused on seda tdpsemad, mida suurem on vaatluste arv N. Gauss
aga moonis, et vahimruutude kriteerium on {ildiselt suvaline, mate-
maatiliselt pdohjendamatu, kuid juhul, kui juhuslikud suurused
x(i=1 2, ..., n) jay on normaaljaotusega, annab vihimruu-
tude meetod sellised a;-de védartused, mille korral juhuslike suu-
ruste x; ja y vaatlustel saadud véirtused x/, yi(j =1, 2, ... , N)
voivad esineda koige suurema tdoendosusega, s. t. on fdepdrasei-
mad ai-de vaidrtused. (Muide, toepdraseimaid vaértusi piiiidis vaa-
deldavatele suurustele leida juba D. Bernoulli.)

Tuleb maérkida, et vdhimruutude meetod on tdnapédevani jadnud
pohiliseks meetodiks katseandmete tootlemisel. Tosi kiill, raken-
dades sama pohiprintsiipi juhuslike muutujate teiste, s. t. normaal-
jaotusest erinevate jaotuste korral, on defineeritud terve rida mak-
simaalse toepdrasuse meetodeid, kuid nende rakendamine on sageli
seotud arvutuslike raskustega.
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6. Matemaatilise statistika arengu algus. Normaaljaotuse defi-
neerimine ning vahimruutude meetodi kasutuselevott panid aluse
ka matemaatilise statistika arengule XIX sajandi teisel poolel.
Selleks ajaks oli terve rida loodusteadusi (bioloogia, paleontoloo-
gia, hiljem agronoomia, samuti sotsioloogia, psiihholoogia jt.)
kogunud massiliselt mitmesuguseid vaatlusandmeid ning asusid
neid klassifitseerima ning neist jdreldusi tegema. Siin aga ldks
vaja tervet matemaatiliste meetodite siisteemi, mis kaheldamatult
pidi tuginema toendosusteooriale, sest koik uuritavad suurused
olid oma iseloomult juhuslikud. Selliseks matemaatiliste meetodite
siisteemiks saigi matemaatiline statistika.

Uks matemaatilise statistika pohikiisimusi on juhuslike muu-
tujate jaotuse méaidramine, seda pohiliselt jaotust iseloomustavate
parameetrite hindamise teel (niiteks normaaljaotust iseloomus-
tavad taielikult kaks parameetrit — keskvidirtus a ja dispersioon
a?).

Edasi pakuvad huvi juhuslike muutujate omavahelise sélfuvu-
sega seotud kiisimused, samuti mitmesugused klassifitseerimise
ja siistematiseerimise probleemid.

Tuleb mérkida, et matemaatilises statistikas tekkis vajadus
terve hulga uute, toendosusteoorias seni tundmatute jaotuste defi-
neerimiseks. (Uks selliseid on néiteks y2-jaotus — normaaljaotu-
sega juhuslike muutujate ruutude summa jaotus.) Need uued
jaotused vajasid ldhemat uurimist tdendosusteooria seisukohalt.

Erilist huvi pakkus matemaatilise statistika seisukohalt kiisi-
mus téendosusteoreetiliste jarelduste digsusest, s. t. kus v6ib edu-
kalt rakendada toendosusteooria tulemusi, kus mitte. Uks selliseid
problemaatilisi kiisimusi oli nditeks: milliseid jaotusi voib lugeda
ligikaudu normaalseteks? Osutub nimelt, et normaaljaotus on
matemaatilises mottes vdga hésti kédsiteldav jaotus, samuti on teda
koige pohjalikumalt uuritud; seetéttu on vidga mugav mitmete
juhuslike muutujate jaotusi ldhendada normaaljaotusega. Millal
voib aga seda teha, kartmata valejdreldusi?

Vastuse neile kiisimustele andis téendosusteooria edasine
areng.

7. Piirteoreemid. Alates XIX sajandi keskpaigast asus toe-
naosusteoorias juhtivale kohale vene koolkond, kuhu kuulusid
P.L.Tsebd8ov (1821—1894), A. A. Markov (1856—1922)
ja A. M. Ljapunov (1857-—1918). Selle koolkonna uurimusi
iseloomustavad eelkdijatest hoopis siigavamad probleemid ning
ulatuslikum matemaatiline aparatuur. Pohilised kiisimused, millele
nad tdhelepanu p6odrasid, olid piirprobleemid, mille olemus seisneb
juhuslike muutujate summa jaotuse uurimises liidetavate arvu kas-
vamisel. Tegelikult oli esimeseks {Gestatud piirteoreemiks juba
Moivre-Laplace’i teoreem, mis véitis, et lihtsa kujuga juhuslike
muutujate — siindmuse A nn. indikaatorfunktsioonide X4, mis on
defineeritud jargnevalt:
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P. L. T$ebdsov A. A. Markov

A. M. Ljapunov
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0, kui stindmus A4 ei toimu
X —t
4 1, kui siindmus A toimub,
summa jaotus ldheneb n piiramatul kasvamisel normaaljaotusele.
Osutus aga, et normaaljaotusele ldheneb veel paljude teistegi
juhuslike muutujate summa jaotus. Nii toestas Ljapunov, et idhe-
suguse jaotusega juhuslike muutujate summa jaotus ldheneb nor-
maaljaotusele. Kuid ka erineva jaotusega juhuslike muutujate
summa jaotus v6ib vdgagi iildistel eeldustel 1aheneda normaaljao-
tusele. Selle pohjal said selgeks mdnedki varem problemaatiliseks
jadnud faktid. Nditeks selgub, miks vdib vaatlusvigade jaotust
lugeda normaalseks: mojustavad ju vaatlustulemusi vdga arvukad
pisitegurid, nii et vaatlusviga voib lugeda terve hulga, isegi 16p-
‘mata paljude juhuslike muutujate summaks, mis kiillalt sageli
alluvad piirteoreemi eeldustele. Siis aga on selle juhusliku muu-
tuja jaotuseks toepoolest normaaljaotus. Siit on ka arusaadav,
miks on normaaljaotus looduses niivord levinud ning iihtlasi on
sellega normaaljaotuse rakendamise lubatavus vidga paljudel juh-
tudel rangelt pohjendatud.

Hoolimata uutest, rangelt toestatud tulemustest ning mitmeti
juba kaasaegsest aparatuurist, jatkus veel XIX sajandilgi téenéo-
susteooria ulatuslik vddrrakendamine. Ning {iks selle pohjusi seis-
nes jéllegi toendosuse moistes.

8. Statistiline toendosuse mdiste. Ainus toendosuse moiste,
mida tundis XIX sajand, oli Laplace’i poolt defineeritud klassika-
line toendosus, mis baseerus 1oplikul elementaarsiindmuste siistee-
mil. Selliselt defineeritud tdendosuse — ja ainult selle jaoks —
olid toestatud ka toendosusteooria pohitulemused — toendosuste
liitmise ja korrutamise teoreem jt. On aga arusaadav, et niisugune
definitsioon oli ammu jdanud liiga kitsaks. Toepoolest, niisugune
toendosus on omistatav ainult vahestele, eeskdtt inimese poolt
kunstlikult loodud olukordades (hasartmidngudes) tekkinud siind-
mustele. (Erandiks on siin siiski moningad statistilise fiilisika tule-
mused, nn. Fermi-Diraci ja Bose-Einsteini statistikas, kus raken-
datakse edukalt klassikalist toendosust. Tuleb aga maérkida, et
ka need tulemused on teatud mottes esimeseks ldhendiks loodus-
teaduste tundmadppimisel.)

Rakenduslikult tdhtsates iilesannetes kohtame enamasti ikka
siindmusi, millele klassikalist toendosust ei saa mdédrata. Nii ei
. ole voimalik médrata vordtGendosuste iiksteist vélistavate siind-
muste siisteemi, mille pohjal saaks arvutada toendosust selleks, et
inimene sureb 50-aastaselt, ei ka selleks, et arvutada poisslapse
siindimise toendosust.

Veelgi enam. Klassikalise tGendosuse moiste osutus kitsaks
isegi toendosustecoria enese tulemuse esitamiseks. Toepoolest,
Bernoulli suurte arvude seadus sisaldab siindmuste jada, milles
toendosused ldhenevad nullile. Klassikalise toendosuse moiste abil
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saab kiill defineerida sellise jada, kuid selle jada piirvdartuseks
on siindmus, mille jaoks ei saa enam miirata klassikalist toendo-
sust — sfindmus, mis pole esitatav 16pliku tdieliku elementaar-
siindmuste siisteemi iiksiksiindmuste kaudu. Ja tOepoolest, selle
jada piirsiindmuseks on siindmus t6endosusega null, mis aga pole
pohimbtteliselt voimatu — olukord, mis ei ole kooskdlas klassika-
lise toendosuse moistega.

Samasugune on olukord siindmuste U = k& jadaga (vt. lk. 73).
Et P(U=Fk) =2*, siis klim P(U=F%) =0. Selline piirvdirtus

—> 00

vastab siindmusele, kus 16pmatu rahavisete seeria véltel kogu aeg
langeb peale kirjapool. See siindmus aga ei ole pohimotteliselt
voimatu. See on ilmne, kui vordleme kirjeldatud sfindmust kasvoi
siindmusega, mis seisneks valge kuuli votmises urnist, mis sisal-
dab ainult musti kuule. Niisugune slindmus on pohimotteliselt
voimatu. Samuti on tGendosusega null siindmus, et 1. jaanuaril
1970. aastal kell 00.00 langeb Tartus Noukogude - viljakule
meteoor; kuid see pole voimatu siindmus, sest ta pole vastuolus
ithegi loodusseadusega.

Tuleb kohe mérkida, et Bernoulli ja ta kaasaegsed, kuid samuti
veel XIX sajandi alguse ning keskpaiga matemaatikud ei p6éranud
siin toodud loogilistele paradoksidele tdhelepanu. Nouded mate-
maatiliste toestuste rangusele olid sel perioodil hoopiski norgemad
kui kaasajal ning tulemuste kriteeriumiks sobis vahetu prakti-
line kontroll.

Ometi nditas see asjaolu niihdsti teoreetilist kui ka praktilist
vajadust toendosuse moiste laiendamiseks siindmuste jaoks, mis ei
ole miiratavad elementaarsiindmuste kaudu.

Loogilise aluse toendosuse moiste laiendamiseks andis Ber-
noulli suurte arvude seadus. Nimelt osutub, et siindmuse relatiiv-
sel sagedusel voib piirvdartus eksisteerida ka siis, kui selle siind-
muse jaoks ei ole iildse defineeritud klassikalist toendosust, mis
Bernoulli teoreemi kohaselt peab olema (véga suure tdendosusega)
selle sageduste jada piirvddrtuseks. Seega on piris loomulik
lugeda siindmuse A statistiliseks tdendosuseks piirvdartust p,

millele liheneb selle siindmuse relatiivne sagedus f% katsete

arvu piiramatul suurenemisel (kui selline piirvddrtus p iildse
eksisteerib). Loomulikult ei saa rdidkida statistilisest tGendosusest
selliste siindmuste puhul, mille relatiivne sagedus ei ldhene
iihelegi kindlale piirvdirtusele. Siinjuures on huvitav maérkida, et
esmakordselt defineeriti toendosus selliselt alles kdesoleval sajan-
dil (1917. aastal) R. Misese poolt. Uhtlasi toestati, et klassika-
liste toendosuste kohta kehtivad tulemused on oiged ka statistiliste
toendosuste korral, nii et statistiline toendosus on toepoolest klas-
sikalise toendosuse moiste iildistus, mitte aga hoopis iseseisev ja
voib-olla koguni erinevate omadustega moiste. Siit jareldub iiht-
lasi, et klassikaliste tGenédosuste jada piirvddrtus, mis definitsiooni
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kohaselt on statistiline toendosus, on samade omadustega suu-
rus, seega likvideerus ka paradoks seoses suurte arvude seadu-
sega.

Ka statistilise toendosuse korral on voimatu siindmuse toenio-
sus 0 ja kindla siindmuse tdendosus 1, endisel kujul séilib iiksteist
vilistavate siindmuste definitsioon, samuti tdendosuste liitmise
lause iiksteist vélistavate siindmuste korral. Samuti siilis s{ind-
muste soltuvuse ja soltumatuse moiste; tuleb vaid mairkida selle
moiste osatdhtsuse suurenemist eriti statistilistes uurimustes.

Praktilistes arvutustes oli aga statistilist toendosust rakenda-
tud alates sellest momendist, kui toendosusteooria asus lahenda-
ma esimesi majanduslikke iilesandeid. Nii olid ka Halley surevus-
tabeli arvud tegelikult statistilised tdendosused (tdpsemalt —
nende 1000-kordsed), sest nad olid saadud relatiivsete sagedustena
arvukatest vaatlustest, mis suure téendosusega erinevad relatiiv-
sete sageduste piirvaidrtustest vdga vihe (piirvdirtus pole ju tege-
like vaatluste korral kunagi saavutatav, ikka voime saada vaid
sellele kuitahes ldhedasi suurusi).

Seetbttu osutusidki ocigeteks ja praktiliselt kasulikeks de Witt’i,
Halley jt. vaatlusandmetel baseeruvad tulemused, kus kasutati
toendosusteooria tulemusi rakendatuna statistilistele tdendosus-
tele. Selle tottu osutus voimalikuks ka suure arvu vaatluste tule-
musena mdadrata uuritava jaotuse parameetreid jne. Seevastu aga
kohtuprotsesside tulemuste, inimsaatuste jms. ennustamisel, kus
ldhteandmetele (nditeks tunnistajate véidete 6igsus) omistati
meelevaldsed voi vihepohjendatud (ei klassikalised ega ka statis-
tilised) toendosused, osutusid ka tulemused vahepdhjendatuteks ja
tegelikkusega mitte kooskolas olevaiks. Neil juhtudel méarati toe-
ndosus teatava «usaldatavuse moodunas, mis on aga matemaa-
tilisest seisukohast tdiesti suvaline méiératlus. See muide ei tdhen-
da, et niisugused alad (nditeks h&ddletamise tulemuste analiiiis)
oleksid sellised, kus toendosusteooria on pohimotteliselt mitte
rakendatav. Vastupidi, kaasaegsed sotsioloogilised uurimused
baseeruvad ulatuslikult toendosusteoorial ja annavad véagagi
vajalikke ja usaldusvédidrseid tulemusi. Oluline on siin aga see,
et lahtesiindmuste téendosused médratakse statistiliselt, arvuka
vaatlusmaterjali pohjal, mitte aga meelevaldselt, subjektiivselt tea-
tud siindmuse usaldatavust hinnates. Niisuguseks «pseudotoenio-
suseks» on (tavaliselt) ka konekeeles sageli esinev véide, et man-
gija A voidab turniiri toendosusega 80%, millelt aga matemaatilist
pohjendatust sageli ei noutagi.



ESIMESEST EESTIKEELSEST ENTSUKLOPEEDIAST

Seoses Eesti Noukogude Entsiiklopeedia ilmumahakkamisega eeloleval
aastal on huvilav meenutada,-et esimese katse eestikeelse entsiiklopeedia koosta-
miseks tegi juba K. A, Hermann. Aastal 1900 hakkas ilmuma tema c«Eesti
Uledildise teaduse raamat ehk encyklopidia konversationi-lexikon, see on koige
inimlise teadmise haridusline sénakiri, hulga kujutustega kaunistatuds. Nelja
aasta jooksul jouti kirjastada entsiiklopeedia esimene koide (tiht A), mis anti
védlja 12 vihus, kokku 748 lehekiilge.

Selle ainsaks jddnud koite matemaatika-alastest artiklitest on kdige ulatus-
likumateks «Algebra» (3 lehekiilge), «Analysis> (1,5 1k.) ja «Arithmetik» (1,3
1k.). Jéargnevalt toomegi nendest artiklitest moned viljavotted.

Algebra on Arabia keele sona arwuteadusest ja tdhendab «maha-arwatawa
amberpanek» teisele poole kokku-arwatawaks vordluses, niif. x —3 =38 (iitle:
tks wahem kolm on kaheksa). Pandakse nimelt —3 wordluse pahemalt poolt dra
parema poole sisse, siis tuleb talle + efte panna, nii x =8+ 3; selle jdrele on
siis ofsitud arw x= 11. Algebra on arwuteaduse see osa, mis wordluste abil
tundmata suurusi ehk arwusid tuntud arwudest otsib. Tuntud arwud on kas
numbrid 1, 2, 3, 10, 70 jne. wéi Ladina tdhtkorra esimesed tihed a, b, c, d jne.,
mis arwude asemel tarwitatakse, wol ka arwud ja tdhed iihes. Tundmata arwud,
mida wdlja arwata ja mddrata tarwis, on Ladina tdhtkorra wiimased tdihed
X, ¥, z, u ja teised moni kord dhes numbritega. Kui tundmata arw Gigesti on
leitud, iiteldakse: wordlus on wilja arwatud ehk lunastatud. Paneme ndituseks
jdrgmise wordluse dles:

1943x 17—
5 =73

Seda loetakse nii: 19 juurde 3x arwatud ja see b ldbi jagatud, sellest x
maha tommatud on just nii suur kui 17 millest 2x maha arwatud ja see 3
1dbi jagatud; kui suur on x?

... Kui iihe ilesande arwatus mitu tundmata arwu néuab (x, y, z ...), siis
peab ka niisama palju iseseiswaid wordlusi sellest wilja juhitama, kui tundmata
arvusid olemas on, kui ilesanne mddratud olgu.

Analysis on sama sona, mis analyse, kuid seda sona kuju tarwitatakse
koige rohkem arwuteaduses ehk mathematikas mitmel tihendusel. Sona tdhen-
dusel on mitu muutust olnud, mis tarkade Opetlaste arwamisesse puutusiwad,
nagu Plato, Archimedes, Cartesius, Leibniz, Euler. Plato leidis analysese taha,
mille ldbi arwuteadus iile elementide (ainete) seisukoha tousis; Archimedes
leidis raskuse pohjused; Cartesius l0i analysese geometria (lahustlise maa-
méootmise); Leibniz métles otsatuse arwamise (infinitesimalkalkiili); Euler otsa-
tuse ehk rajatuse lahustuse.

. Tihtjam kui theoretine oli problematine analysis (mdistatusline lahus-
tus), mis oiget ja loomulikku teed geomelriliste moistatuste saadustele nditab.
Plato on selle tee selgele teadlisele methodile ehk tabale téstnud, mis jargmine
on: Kui tarwis on antud mddrapaladest geometrilist wigurit sinnitada, mis
tarwiltsi tingimisi peab tditma, siis on esiti «mudels motelda, s. o. igale pikale
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arwamisele walmis wigur pohjaks panna. Selle mudeli juures témmatakse abi-
jooned, mille libi mudel jagudeks osaneb. Tuntud lausete appiwdimisel, mis
geometrilised toeasjad on, juba tdeks tehtud mudeli omadustel tehtakse nitkaua
166d, moteldakse nii kaua selle juures, kuni selgesti tuntakse, et iihte mudeli-
wiguri osa juures tuntud abinduudega construeerida woib. Seda mudeli pala
woib nitiid antud pdhjaks ehk lithedalf antuseks pidada ja edespidistele motle-
mistele niisamati pohjaks panna kui wiguri muud antused jne., kuni koik mudeli
palad selgeks on saanud. Niid on wdimalik noutud wigurit pikka mééda selle
antustest stinnitada jo nimelt just selle korra jdrele, mida analysis ettekirjutab.
Selle juures on ndha, kas ja kuda sinnitus woimalik on wdi ei ole.

Arithmetine analysis (arwamise lahustus). Plato taba (method)
geometriseid problemesid analysise ubil lahustada tarwitati pdrast Diophntos-e
all ja arablaste libi ka arithmetiste kohia ja wiis wordluste tabale ehk algeb-
rale. Algebrane taba arithmetiste problemite (arwamise moistatuste) juures on see,
et otsitud suurus ehk tundmata nagu antud (antuseks) moteldakse ja seda iiles-
ande antustega nii iihendatakse, et kaks kujestust (formelit) tekkiwad, mis
wddrtuse jdrele ihesuurused on ja selle pirast ka iiks teisega iiheks woiwad
pandud olla. Téuswus, s. o. mis tekkib, on wordlus, millest tundmata suurust
algebra péhjusmotete jirele arwata woéib, Algebra taba jdrel wbime koiki
arithmetiseid iilesandeid arwata, milleks muidu synthetiseid methodisid (kokku-
panelisi tabasid) ihekordse ja kahekordse regeldetri, ahela-arwamise jm. ldbi
tarwis on. Isedranis on analytise methodi tarwitamist wdga waja raskemate
arithmetiste, geometriste ja physikaliste arwamise ilesannete juures, sest siin
ei ole synthetine tee mitte kerge.

Analytine geomelria (lahustline maamdotmine). Iga functioni woib
dra kujestada. Tema kuje on curve (kowerus) woi lagedus (platt). Functionide
kujestatamine tasadikul (lagedikul) wdi ruumis on coordinatide methodi pohjus-
line (fundamentaline) ilesanne analytisest geometriast, mis Cartesius 1637
iiles leidis. See teaduse olu on uuemal ajal determinantide arwenbuu ldbi
tugewa toe leidnud, mis teadlased Pliicker, Cayley, Hesse, Clebsch, Jordan,
Koningsberger tdiendasiwad.

Arithmetik, «arwamine, rehkendamine numbri-opetus» on nimelt woidus
lihtnumbrite tditel arwudel summasid ja otsusi wilja saada. Selleks tarwita-
takse waljul kombel kéigest 12 nummert, need on 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 100,
1000. Koik teised arwud on neist kokku pandud, ja pddle nende tuleb koigest
miljon, biljon, iriljon jm. mis ka Oieti esimestest 12-st on sinnitatud.

On arwaja end harjutanud iga nummert Gigesti kirjutama, siis woib
ukmkuzd arwamisi ette wotta, mida kbige pddlt neli on, need on 1. kokkuarwa-
mine, 2. mahaarwamine, 3. kaswatamine, 4. jagamine nii hdsti nimeta Rui
nimega numbritel; nimeta numbrid on paljad arwud, nimega numbrid on iga
sugu moodud ja kaalud, nagu rublad ja kopikad, puudad, leesikad, naelad,
penikoormad, werstad ja muud. Saadus idhendatakse ikka mdrgi = jdrel péris
eksemplites ehk nditustes..

JALGPALLITURNIIR

Jalgpalliturniiril esimest nelja kohta jaganud meeskondade vahel korraldati
lisaturriir, milles iga meeskond maingis iga iilejddnud meeskonnaga {ihe matsi.
Véidu eest anti 2 ja viigi eest 1 punkt. «Diinamo» sai kokku 5 punkti, «Joud»
3 punkti ja «Kalev» 1 punkti. Kokku 166di sellel lisaturniiril 11 viravat, neist
5 16i «Joud», kes muide voitis «Kalevi» viravate suhtega 2:1. Milline oli
«Diinamo» ja «Kalevi» vahelise matsi tulemus?



«MATEMAATIKA JA KAASAJA» RELATIIVSE JUUBELI PUHUL

Tdeleid Roosinupp

«Matemaatika ja kaasaja» (= M.
& k.) kimnenda numbri ilmumisega
secoses on ka minul kui toimetuse mitte-
koosseisulisel liikmel tahtmine aval-
dusega esineda.

Nimel{ tuleb mul koérgesti ning
kaasaegselt haritud matemaatikuna
tiie resoluutsusega mirkida, et tege-
mist on ikkagi vaid relatiivse juube-
liga. Ei saa ju niisugust juubelite
pidamise siisteemi lugeda absoluut-
seks, mis tugineb juubeldajate kiimne-
sormelisusele. Kui nditeks lugejaile
hésti tuntud marslastel (vt. M. & k.,
IV, k. 9) peaks olema kaks kuuesor-
melist vdi kolm neljasormelist kitt, siis
juubeldaksid nende matemaafikud alles
oma ainsa populaarfeadusliku valja-
ande kaheteistkiimnenda (marslaste
kirjapildis 10.) vihiku ilmumise ajal.
Esimest  juubelisfinnipdeva  peaksid
marslased sel juhul aga kas 72-aasta-
seks (kui neil on kaks kuuesdrmelist

katt) voi 48-aastaseks (kui neil on
kolm neljasormelist kitt) saamise
puhul.

Elektronarvutite voidukidigu korval-
tulemusena on kaasajal eriti populaar-
seks kujunenud just kahendsiisteem
(vt. M. & k., IV, lk. 47). Ja seda
tiiesti teenitult, sest kahendsiisteemi
eelised on absoluutsed! Seda abso-
luutsust on ka M. & 'k. rdhutanud,
kandes oma numbreid kaanel just
nimelt kahendsiisteemis. Selles siistee-
mis osutub aga iga teine arv {im -
marguseks (kui kujunenud tava
kohaselt lugeda iimmarguse nulliga
loppevad arvud dmmargusteks) ja
kéesolev on seega M. & k. viies juu-
belinumber. Kui aga eriti immar-
gusteks lugeda need arvud, mis
kirjutatakse {the ja sellele jargnevate
nullidega, siis tuleb arvestada, et M. &
k. ilmunud vihikute hulgas on ju juba
olemas nii 10., 100. kui ka 1000. num-

o

ber. Seega 1010. vihiku puhul eriti
juubeldada pole pohjust (kiill aga voib
lihtsalt juubeldada, sest jdrjekor-
ranumber on siiski lihtsalt (mmar-
gune).

Asjatoestatust jareldub juba péris
vahetult ka kahendsiisteemi kasutamise
peamine eelis — juubelite suur sage-
dus. Sagedane juubeldamine on aga
isna meeldiv, sest sellega kaasnevad
igasugused dnnitlustelegrammid  ja
muud sinna juurde kuuluvad asjad.
Kuuldavasti ootab M. & k. toimetus
oma lihtsa juubeli puhul kutset mate-
maatika metoodiliste artiklite kogu-
miku matustele, teadet tasuta liimi
eraldamise kohta, viljaspool Tartut
elavate matemaatikute lubadust véhe-
malt 100 (ci tea mis siisteemis) artikli
kirjutamise kohta aastas jne. jne.
Mina omalt poolt kavatsen saata jarg-
mise telegrammi: «Loodan, et jirgmise
relatiivse juubeli ajal voib M. & k.
asemel kirjutada juba M. & K.s.
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AKADEEMIK N. 1. MUSHELISVILI 75-AASTANE

E. Jogi

Noukogude silmapaisliva mehhaani-
ku ja matemaatiku, akadeemik Nikolai
Ivanovits Mushelidvili 75. siinnipdeva
tédhistas 16. veebruaril suurearvuline
mehhaanikute ja matemaatikute pere.

Akad. N. I. Mushelidvili on siindi-
nud Thilisis 16. veebruaril 1891. aas-
tal. 1909. aastal astus ta Peterburi
tilikooli fiilisika-matemaatikateaduskon-
da, mille lopetamise jdrel 1914. aastal
jdeti ta sama {ilikooli juurde profes-
sori kutseks valmistuma. Siin hakkas
juubilari huvitama Guri Vassiljevit$
Kolossovi uurimissuund. G. V. Kolos-
sov toodtas varem 10 aastat Tartu ili-
koolis, kus tal valmis doktorivaitekiri
kompleksmuutuja funktsioonide teoo-
ria rakendustest elastsusteoorias. 1920.
a. poordus N. J. Mushelidvili tagasi
Thilisi ja hakkas t66tama 1918. aastal
loodud Thilisi iilikoolis. Siin kujunes
tema juhtimisel viljakas matemaati-
kute ja mehhaanikute koolkond, kes
tegeles esialgu kompleksmuutuja funkt-
sioonide teooria rakendustega elast-
susteoorias. Hilisematest suundadest
tuleb mairkida singulaarsete integraal-
vorrandite, elliptilist tiifipi diferent-
siaalvorrandite ja kompleksmuutuja
analiiiitiliste funkisioonide uurimist.
Suured on N. I. Musheli§vili teened
inseneride kaadri kasvaltamisel Tbilisi
Poliitehnilises Instituudis, kus ta luges
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elastsusteooriat ja teoreetilist mehhaa-
nikat. Ta on ka rea kdrgematele kooli-
dele mairatud opikute autoriks. Eriti
lajalt on tuntud tema koostatud ana-
litiitilise geomeetria opik.

N. I. Mushelidvili on kirjutanud
ile 80 teadusliku t66. Pohjapanevad
monograafiad «Hekotopele ocHOBHbBlE
3a/layd MaTeMaTHyecKofl TeopHH Yynpy-
roctu» (1933) ja «CuHryJspHEIC WH-
Terpafibuble ypaBHeHusi» (1946) hinnati
riikliku preemia vidrilisteks vastavalt
1941. ja 1947. aastal. N. I. Musheligvili
on elastsusteooria mitmete problee-
mide uute uurimismeetodite loojaks.
Need meetodid on arendatud komp-
leksmuutuja funktsioonide teooria baa-
sil. Tanu nendele uurimustele on elast-
susteooria tasapinnaline ilesanne la-
hendatud mitte ainult teoreetiliselt,.
vaid tulemusi saab kasutada vahetult
praktika  iilesannete  lahendamisel.
N. I. Mushelidvili nimega on seotud
mitmest materjalist koosnevate elast-
sete varraste vainde- ja paindeiilesan-
nete lahendamine. Ta iildistas klassi-
kalist Saint-Venant’i iilesannet ja an-
dis originaalse meetodi selle problee-
mi lahendamiseks. Singulaarsete integ-
raalvorrandite ja analiiiitiliste komp-
leksmuutuja  funktsioonide  teoorias.
saadud tulemusj on kasutatud elastsus-
teooria kontaktiilesande lahendamisel.

N. I. Mushelivili t66d on laialt tun-
tud Nbukogude Liidus ja vilismaal.
NSVL TA korrespondentliikmeks valiti
ta 1933. aastal, akadeemikuks 1939.
aastal. Ta on ka Bulgaaria ja Poola
TA vilismaiseks liikmeks. 1941. aas-
tal asutatud Gruusia Teaduste Aka-
deemia kauaaegse presidendina on tal
suured teened akadeemia loomisel ja
véaljaarendamisel.

N. I. Musheli8vili viljakas teadus-
lik, pedagoogiline ning organisatoorne
66 on tihedall pdimunud laiaulatus-
liku iihiskondliku t66ga. Ta on olnud'
NSVL Ulemnoukogu koikide koossei-
sude rahvasaadikuks.

Noéukogude rahvas hindab korgelt
akadeemik N. I. MusheliSvili t66d.
Teda on autasusiatud 4 Lenini orde-
niga, Todpunalipu ordeniga ning 1945.
a. omistati talle sotsialistliku t66 kan-
gelase aunimetus.



PIERS BOHLI 100-NDA SUNNI-AASTAPAEVA PUHUL

U. Lumiste, E. Tamme

Baltiinaadel on tegutsenud ja tea-
dust rikastanud mitmed silmapaistvad
matemaatikud. Uheks tdhelepanuviir-
semnaks nende seas oli Tartu iilikooli
kasvandik, Riia Poliitehnilise Instituudi
professor ja kateedrijuhataja Piers
Bohl, kelle siinnist m6odus 23. oktoob-
ril 1965. a. sada aastat. Selle tihista-
miseks korraldasid Liti NSV mate-
maatikud Riias 21.—23. oktoobril 1965.
a. Piers Bohli milestusele piihendatud
juubelisessiooni. Kirjastus «Zinatne»
andis vidlja P. Bohli elu ja tegevust
tutvustava brosiifiri!.  Alljdrgnevad
read piiilavad anda nendest pdgusa
lilevaate.

Juubelisessiooni organiseerisid Lati
NSV TA Astrofiiiisika laboratoorium ja
Fiiisika Instituut, L4ti Riiklik P. Stuc-
ka nim. Ulikool ning Riia Poliitehniline
Instituut. Istungid peeti Ldti NSV TA
ruumides Riia korghoones. Osa votma
oli kutsutud matemaatikuid mitmetest

NSVL teaduslikest keskustest, kus
arendatakse loovalt edasi P. Bohli
_pérandit.

Esimesel istungil kuulati ettekan-
deid, mis tutvustasid Piers Bohli elu ja
loomingut. Uldise iilevaate andsid
A. D. Moskis (Harkov) ja I. M. Rabi-
novits {(Riia), kellest esimene iseloo-
mustas P. Bohli teaduslikke ideid ja
saavutusi ning nende osa kaasaja mate-
maatikas, teine aga peatus liihidalt
P. Bohli biograafial, illustreerides seda
fotodega Viljandist ja Tartust, kus
moddusid P. Bohli 6pinguaastad, Tartu
iilikooli professoritest — P. Bohli ope-
tajatest jms. E. Tamme (Tartu) andis
oma ettekandes iilevaate P. Bohli esi-
mesest teaduslikust t66st — tdnaseni
kisikirjaliseks jaanud auhinnatdost
«Lineaarsete diferentsiaalvorrandite
invariantide teooria ja rakenduseds,
mis valmis Tartus 1886. aastal. Ette-
kandest ja sellele jargnenud diskus-

sioonist selgus, et 166 on siilitanud °

teadusliku vérskuse ja viidrib triikis
avaldamist ka veel tdanapdeval. Piers
Bohli tegevust Riia Poliitehnilise Ins-

! Mpmkuc A. [, PaGuuo-
BHy U. M. Maremaruk ITupc Boab us
Puru. Pura, 1965.

tituudi  professorina tutvustas
ettekandes A. Bunga (Riia).

Jargnevatel istungitel toimunud tea-
duslikud ettekanded kiilalistelt ja Riia
matemaatikutelt olid pithendatud
P. Bohli té6dest ldhtunud uurimissuun-
dade arengule tdnapdeval. Nii niiteks
kasitlesid B. Levitan (Moskva) jt. téid
peaaegu-perioodiliste funktsioonide
teooria alal, L. Reizins (Riia) jt. topo-
loogiliste meetodite rakendamist dife-
rentsiaalvorrandite teoorias.

Sessiooni viimasel istungil anti ile-
vaateid matemaatika ja selle rakendus-
alade arengust L&ti NSV-s ja Eesti
NSV-s. Riia matemaatikutest konele-
sid E. Arins, E. Riekstiens, L. Rubins-
tein ja L. Reizins, Tartu matemaatiku-
test U. Lumiste ja T. Sormus.

P. Bohli juubelisessiooni puhul oli
istungite ruumes korraldatud P. Bohli
elu ja teaduslikku loomingut tutvustav
nditus, millel eksponeeriti fotosid, tea-
duslikke artikleid ja nende dratémbeid,
P. Bohli kohta ilmunud kirjandust.

Piers Bohli ja tema loomingulist
pdrandit tutvustab Ildhemalt eespool
mainitud A. D. Maskini ja S. M. Rabi-
novit$i brosiiir. Selle esimmeses osas
kisitletakse P. Bohli opinguid Viljandi
glimnaasiumis ja Tartu iilikoolis ning
tootamist Riia Poliitchnilises Instituu-
dis. Teises osas on antud iilevaade

oma

T. Sormus esinemas
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L. Reizins esinemas

P. Bohli matemaatiliste t66de sisust
ja tahtsusest.

Brosiiiiris  leidub uusi andmeid
P. Bohli kohta, mis tdiendavad varem
avaldatud materjale (nende hulgas ka
eesti keeles ilmunud iilevaadet 2). Nii-
teks on toodud eksamilehtede mater-
jale ning esilatud huvipakkuvaid
tiksikasju doktorit66 kaitsmisest Tar-
tus 1900. a. Saame feada, et P. Bohl
on iilidpilasena kolme Gppcaasta jook-
sul sooritanud koik 15 eksamit hindele
«vdga hea» ja nimelt esimesel oppe-
aastal vorrandite ja determinantide
teooria (E. Hartwigi juures), diferent-
siaalarvutuse, integraalarvutuse, ana-
litiitilise geomeetria ning joonte ja
pindade teooria alal (koik prof.
P. Helmlingi juures), teisel 6ppeaastal
uuema geomeefria ja algebra, analiiii-
tiliste funktsioonide teooria (mdlemad
dots. T. Molieni juures), matemaali-
lise geograafia (prof. F. Weirauch),
viahimruutude meetodi (prof.
L. Schwarz) ja diferentsiaalvorrandite

2 Rabinovits, I., Eestist vor-
sunud matemaatikaklassik, Matemaati-
ka ja kaasaeg, V, 1964, lk. 88—93.
Mirgime, et selles lk. 88 on triikivea
toltu P. Bohli slinnikuupievana too-
dud 28. oktoober, peab aga olema
23. oktoober.

94

(P. Helmling) alal ning kolmandal
oppeaastal analiiiitilise ~mehhaanika
(prof. E. Staude), arvuteooria
(T. Molien), iildise astronoomia (prof.
L. Schwarz), fiiiisika ja praktilise
fi]'xijlsika (mdlemad prof. A. Oettingen)
alal.

P. Bohli kui pedagoogi ailab ise-
loomustada Harkovi tehnoloogia insti-
tuudi direktori prof. V. L. KirpitSovi
arvamus tema kohta. Pirast Riia Polii-
tehnilise Instituudi revideerimist 1897.
a. kirjutas KirpitSov oma aruandes:
«Noor teadlane loeb alates 1895. a.
Riia Poliitehnilises Instituudis korge-
mat matemaatikat, esitades seda kaas-
aegse range analiilisi vaimus. Tema
esitus on viga tidpne, selge ja range
ning avaldab kdige meeldivamat mul-
jets

Brosiilir sisaldab ka P. Bohli iihe
viiksema t66 «Kolmeliikmeliste vor-
randite {eooriast» (Zur Theorie der
trinomischen Gleichungen. Math. Ann.
1908, 65, 556—566) venekeelse tolke.?
Artiklis on sonastatud ja toestatud ree-
gel vorrandi

axpn +bxm—+t+c=0 (a b, ¢ —

kompleksarvud)

selliste komplekslahendite arvu maa-
ramiseks, mille moodul ei iileta antud
positiivset arvu.

Brosiifiri lisana on toodud suur-
meister M. Botvinniku arvamus P. Bohli
kui maletaja kohta ning kaks P. Bohli
partiid. M. Botvinnik méirgib muu-
hulgas: «Bohl harrastas lahtist vigu-
rilemdngu, kippus alati riinnakule,
otsis hasartselt voimalusi keerulisteks
kombinatsioonideks. Kui tuli end kaits-
ta, tegi Bohl seda ilmse vastumeelsu-
sega ja ilma erilise eduta
P. Bohl oli peen avangutelundja; om
selge, et ta spetsiaalselt uuris avangu-
tecoriat ... Kuidas hinnata P. Bohli
kui maletaja praktilist tugevust? Téna-
pdeva moisteid kasutades tuleks teda
asetada arvatavasti esimese jidrgu
maletaja ja meistrikandidaadi vahele,
mis on vagagi silmapaistvaks tase-
meks teadlasele, kes piihendas malele
vaid oma joudeaja.»

3 Selle t66 tolge puudub P. Bohli
valitud t66de kogumikus: Boas, IT.
Wsbpanuwle Tpyaw. Hag. AH Jlats.
CCP, Pura, 1960.



KAKS KUUD INGLISMAAL

E. Jirimie

Allakirjutanul oli voimalus viibida
5. oktoobrist kuni 2. detsembrini
1965. a. Inglismaa iilikoolides ning
tutvuda seal moningate matemaatiku-
tega ja malemaatika Opetamisega.
Kaesolevad read on moeldud moningate
iildisemate muljete jagamisena «Mate-
maatika ja kaasaja» lugejatele.

Pohilise aja oma teaduslikust
komandeeringust viibisin Wales'i iili-
kooli Swansea kolledZis nn. puhta
matemaatika kateedris (Departement
of Pure Mathematics). On huvitav
mérkida, et enamikus inglise iilikoo-
lides on kaks matemaatika kateedrit.
Puhta matemaatika korval esineb
rakendusmatemaatika {Applied Mathe-
matics). Viimane kujufab endast pohi-
liselt teoreetilist mehhaanikat, kuid ka
teoreetilist fiiiisikat (n&it. relatiivsus-
teooriat). Rakendusmatemaatika ka-
teedri kaudu opetatakse enamikul juh-
tudel ka arvutusmasinatega seotud
distsipliine.

Tootasin  {lalmainitud  kateedris
rof. J. D. Wesloni juures, kes on
kiillalt laialdaselt tuntud spetsialist
funkisionaalanaliiiisi alal. Enamik tolle
kateedri liikmetest huvitusid just nime-
tatud distsipliinist.

Swansea ilikooli kolledzis opib
umbes 2700 ilidpilast, sealjuures mate-
maatikuid voetakse igal aaslal vastu
25—30. Oppejoude-matemaatikuid oli
kokku 26 (nendest 18 puhta matemaa-
tika kateedris). Oppeaeg iilikoolis kes-
teb seal 3 aastat, kusjuures iiliopilane
iilikooli astudes on saanud juba eelne-
valt teatava spetsiaalsuse matemaati-
kas (tavaliselt keskkoolide juures).
Vaatamata sellele eelnevale spetfsiali-
seerumisele alustatakse iilikoolis pdhi-
liselt selle samaga, mis meilgi. Erine-
vaid aineid on aga vidhem. Torkab
silma matemaatilise statistika suur
osatdhtsus nii matemaatikute kui ka
teiste spetsialistide ettevalmistuses. Tun-
dub, et (praktika noudeid silmas pida-
des) on meil selles osas vaja otsus-
tavalt oma oppeprotsessi tdiustada.

Teise erinevusena forkas silma, et
neil on loenguid umbes poole vdhem
kui meil (ca 15 tundi nidalas). Loe-

takse enamikus teoreetilist materjali
ilma iilesandeid lahendamata. Viima-
sed jdetakse iilidpilase enda mureks.
Eksamid on aga kirjalikud, kus Kkiisi-
mustena esinevad iilesanded (enami-
kus teoreetilist laadi, mitte arvutus-
likud).

Peale Swansea viibisin veel liihemat
aega Exeteri ja Londoni iilikoolides.

Neil kiilastustel toimusid vestlused
nii oOppeprotsessi kui ka teaduslike
probleemide iile. Inglise kolleegide

palvel tuli viga mitmel korral konel-
da meie iilikoolide oppeprofsessist. Jai
mulje, et nad hindavad meie iilikoo-
lide Oppeprotsessi korgemalt kui oma.

Olin huvitatud kohtumistest mitme-
te matemaatikutega, kes uurivad sum-
meerimismenetluste {ildisi kiisimusi.
Niisuguste kiisimustega tegelevad mit-
med inglise matemaatikud. Nendest
dr. Coppinguga Exeferis ja dr. Mehdi-
ga Londonis oli mul eriti meeldivaid
ja kasulikke vestlusi. Kuid ka vestlu-
sed dr. Bakeriga Swanseas ja
dr. Bosenquet'iga Londonis andsid
nii mondagi kasulikku.

Siinkohal ehk ei ole iilearune mér-
kida, et iisna mitmelgi korral tuli
olla meie to6de tutvustajaks (nii vas-
tavas seminari eltekandes kui ka indi-
viduaalsetes vestlustes), sest paljudel
juhtudel teati meie t66dest kaunis
pealiskaudselt. Pdhjuseks on siin ena-
mikus asjaolu, et inglise matemaatikud
ei tunne sel mairal vene keelt, et nad
voiksid lugeda venekeelseid artikleid.

Tundes moningal maéral huvi kooli-
matemaatika moderniseerimise prob-
leemide vastu, sai vesteldud ka sellel
teemal. Tuleb aga mérkida, et hari-
dussiisteemni erinevus ei voimalda meil
neist asjadest iihtses plaanis konelda.
Vois margata, et moningad matemaa-
tikud (ndit. prof. Weston, kes valmis-
tas ette ulatusliku materjali seoses
matemaatilise analiiiisi Opetamisega
keskhariduse siisteemis) tahavad minna
moderniseerimises kiillalt kaugele. Tei-
selt poolt aga (ndit. prof. Rogers)
taotletakse hoopiski moodukamat l&he-
nemist.

Kui teha viikest kokkuvotet sellest
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soidust, siis tuleb mainida, et sel vii-
sil sai solmitud rida otseseid sidemeid
Inglismaa ja Tartu matemaatikute
vahel, sai kaasa toodud suur hulk

huvitavat ja kasulikku kirjandust ning
ndhtud ja kuuldud palju huvitavat
Inglismaast, tema iilikoolidest ning ili-
Opilastest.

»Matemaatila jo Laasaja’ keelenurk
MIDA TEHA ELEKTRONARVUTIGA?

U.

Terve 1965. aasta jooksul oli vaba-
riigi ajakirjanduses palju juttu elekt-
ronarvutile uue nime panemise kiisi-
mustest. Nimemuutmise vajadust poh-
jendati sealjuures peamiselt kahe asja-
oluga: 1) senine nimetus «elektron-
arvutis on liitsona ja kasutamiseks
kohmakas; 2) senine nimetus ei v0i-
malda vastava tegusona moodustamist.
Nende puuduste korvaldamiseks paku-
tigi terve rida uusmoodustisi, mille-
dest koige rohkem koneainet onr and-
nud «raal» ja <elars.

Nimemuutmise vajaduse esimese
pohjenduse vastu on muidugi voima-
lik vaielda ja koguni mitmelt seisu-
kohalt. Kdige tosisemaks vastuviiteks
on ilmselt see, et «elektronarvuti» ase-
mel kasutatakse praktikas ju emamasti
«arvutit> («elektron-» lisatakse vaid
siis, kui on tarvis eriti rohutada).
Sona «arvuti» pole aga enam ei eriti
pikk ega ka kohmakas.

Allakirjutanu arvates see vastu-
viide siiski uue sona vajadust tiieli-
kult ei korvalda, sest «arvuti» on ju
semuti uus séna, mis loodi just «arvu-
tusmasina» asendamiseks. Uhe ja
sama sona kasutamine aga nii laiema
kui ka kitsama klassi objektide nime-
tamiseks igatahes keele rikkuse tun-
nistajaks kill ei ole.

Nimemuutmise vajaduse teine poh-
jendus on allakirjutanu arvates téiesti
kunstlik. Ei ole nimelt arusaadav, mil-
leks oleks tarvis <«elektronarvutile»
vastavat tegusona. Kas ta peab tdhen-

MONINGAID MEHHAANIKA-ALASE

Kaasik

dama koike seda, mida elektronarvu-
tiga teha saab voi ainult arvuti abil
lahendamist, arvutamist, koostamist,
uurimist vms.? Pealegi pole selline
moodustamisviis eesti keelele ildse
omane. Meil puuduvad ju praktiliselt
niisugused tegusonad, mis oleksid
tuletatud vidga mitmeks otstarbeks
kzsutatavate toéoriistade nimedest. Kui
néiteks oletada hetkeks, et eesti kee-
les on olemas sona «pliiatseerima»,
siis kerkib kohe kiisimus, mida see
stna peaks tdhendama. Kas pliiatsiga
kirjutamist voi pliiatsiga joonistamist
(vordle: iilesande lahendamine elekt-
ronarvutil, protsessi modelleerimine
elekironarvuti abil)? Voi neid mdle-
maid? Kui aga nii, siis kas pliiatsiga
hammaste torkimine on ka pliiatsee-
rimine (vordle: elektronmarvutiga male-
tamine)?

Neid kaalutlusi arvestades tuleks
meil elektronarvutile uue nime otsi-
misel mitte hoolida sellest, kas uus
nimi sobib vastava tegusona moodus-
tamiseks vo6i mitte. Sellega langeb
kohe korvale ebaonnestunud uusmoo-
dustis «raal», mille ainsaks eeli-
seks on «raalimines. Teistest seni
pakutud voimalustest tundub artikli
autorile vastuvoetav olevat vaid «elar»,
mis sobib nii kola kui ka saamisloo
poolest. Selle sona kasuks radgib veel
asjaolu, et iiksteisest soltumatult on
teda pakkunud mitu isikut (ndhtavasti
oli selle uue sona esimeseks tuletajaks
dots. J. Gabovits).

TERMINOLOOGIA KUSIMUSI

U. Lepik, L. Roots

Viimasel ajal on paljudes distsiplii-
nides esiplaanile kerkinud, terminoloo-
gia kiisimused. See on ka arusaadav,
sest jarjest laienev eestikeelsete Opi-
kute ja teatmeteoste viljaandmine eel-
dab ihtset ja histi ldbimdeldud ter-
minoloogiat. Kui vaadata sellelt seisu-
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kohalt mehhaanika-alaseid {ermineid,
siis on iildpilt kahjuks iisna kirju. Et
teadusliku terminoloogia viljakujune-
mine mehhaanikas on toimunud suurel
mairal stiihiliselt, siis on tekkinud
olukord, kus meie dppeasutustes kasu-
tatakse sama 'moiste jaoks erinevaid



termineid. Et aidata kaasa terminoloo-
gia iihtsusliamisele, on tekkinud mote
korraldada neis kiisimustes viike dis-
kussioon «Matemaatika ja kaasaja»
veergudel. Asja alustamiseks esitame
moned vaidlusalused terminid koos
omapoolsete liihikeste pohjendustega.

Oleme juba ette tanulikud kaigi
kriitiliste (ja ka mittekriitiliste) mar-
kuste -ning tédiendavate ettepanekute
eest.

1. Jdik keha (tBepmoe Teno).
See tundub olevat kdige ldhem mbttele
«deformeerimatu», millest sonad «ko-
va» ja «kindel» on tdhenduselt kau-
gemal. Sona «kova» tdhendab hoo-
pis muud mbislet (kdvadus on kova-
duse skaalas moddetav omadus); sdnal
«kindel» on aga ka teisi tahendusi
(ndit. kindel — ebakindel). Termin
«jaik» vaslab koige tdpsemini ka ing-
lis- ja saksakeelsetele vastetele «rigid»
ja «starr». Sdna «jiik» kasuks kone-
leb veel asjaolu, et nimetust «npunuun
saTBepiAbBaHusi» on tolgitud eesti
keelde (ja see on ka vististi ainus
moistlik vaste) kui «jdigastumisprint-
siipi».

2. Seos (cBa3b). Eestikeelses kir-
janduses selle korval kasutatud vaste
«side» (gen. «sideme») oleks moeldav
kiilll geomeetriliste seoste puhul, ei
tundu olevat aga otstarbekohane mitte-
holonoomsete seoste puhul. Ka ei
sobiks  tdlkida terminit «sneprma
cBa3u» «sideme (voi sidemete) ener-
giana». E1 nimetusel «sideenergia» on
pealegi juba teine tdhendus, siis ain-
saks sobivaks vasteks nédib siin olevat
«seosenergia».

3. Masspunkt (marepuanbuas
touka). See on lilhem paralleelselt
kasutatud vormist «materiaalne punkt»
ja peaks selle tottu olema ofstarbe-
kam. Tuleks kaaluda ka nimetust
«punktmass» («punktlaengu» eeskujul).

4. Nihutus (nepememenue). Ter-
min «nihe» ei ole siin moeldav,
sest see on vasteks sbOnale «caBur».
Hasli sobiv ci ole ka «paigutus» oma
‘staatilise sisu tottu. Teised soovitatud
terminid, nagu «siire», «liike», pole siia-
ni veel ldbi 166nud. Meile tundub
koige otstarbekamana kasutada siin
vastet «nihutus». Puuduseks oleks vaid
asjaolu, et see termin on monevorra
sarnane teise {erminiga «nihe». See
kélaline sarnasus ei tohiks aga olla
méadrav.

5. Voimalik nihutus (Boa-
MOXHOe mnepeMelnenne). Koige adek-
vaatsem oleks siin «virtuaalne nihu-
tus», tundub aga, et selle korval
oleks vaja ka eestikeelset sdna. Monel
pool pakutud variant «mdeldav nihu-
tus» hédsti ei sobi oma idealistliku
virvingu tottu: vélja moelda voib iga-
suguseid nihutusi, meid aga huvitab
nihutus, mida seosed antud ajamo-
mendil vodimaldavad.

6. Liikumishulk ja liiku-
mishulga moment (kKoauuectso
JBHJKEHIIST H MOMEHT KOJHYecTBa MiBH-
JKeHMs1) pole meie arvaies iildse vaja-
likud. Nende asemel tuleks kasutada
nimetusi  «impulss» ja  «pO66rde-
impulss» (vdi ka «impulsimoments).
Eelkoige on need nimetused tunduvalt
lihemad ja seetotlu kasutamiseks
mugavamad. «Liikumishulk» on halb
juba sellepdrast, et ta ei ole ammen-
dav liikumise moot. Liikumishulga
moistet ei kasutata ka analiiiitilises
mehhaanikas, kus suurusi mx, mj, mz
nimetatakse «impulssideks». Markigem,
et mitmetes uuemates mehhaanika
opikutes (nait, Jlanpay-Jludpwuun «Me-
XaHuKa») on loobutud liikumishulga
moiste sissetoomisest.

7. Ulekandeliikumine (ne-
peHocHoe JnBHxKeHue), Moeldav oleks
ka «kaasaliikumine», kuigi sel korral
viljend «kaasaminekukiirus> on koh-
makam kui «iilekandekiirus». Vihem
onnestunud on ka sonakujud «iilekan-
tav kiirus» ja «kaasaliikumise kiirus».

8 Porge (ymap). Teine vaste
«l66k» ei sobi siia, sest 166k on osa
porkumise protsessist (porkel toimub
ithe keha 166k vastu teist). Porge jat-
kub ka pérast 166gi 16ppemist.

9. Plastilisus (nnactuy-
HocTh). Oleme eelistanud seda vor-
mile «plastsus» peamiselt sellepérast,
et viimast kuju ei fikseeri Eesti Oige-
keelsuse Sonaraamat. Ka pole sona-
iihend «elasine-plastnes kolaliselt kuigi
sobiv.

10. Pideva keskkonna
mehhaanika (v6i ka pidevate kesk-
kondade mehhaanika — wMexanuka
cnamomnbix cped). Kuigi see nimetus
on monevorra lohisev, pole seni pare-
mat onnestunud leida. Teise termini
«kontiinuummehhaanika» (vrd. saksa-
keelne «Kontinuumsmechanik») vastu
koneleb asjaolu, et kontiinuum ei
pruugi olla iildse mingi keskkond
(tithi algruum on ka kontiinuum).
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AUGUST KASVAND 75-AASTANE

Meie vabariigi iiks nimekamaid
matemaatika pedagooge ja metoodi-
kuid ning paljude matemaatika kooli-
raamatute autor August Kasvand sai
30. detsembril 1965. a. 75-aastaseks.

August Kasvand siindis Vorumaal
Erastvere vallas. 1909. aastal omandas
ta Voru Linnakooli juures algkooli-
opetaja kutse ning Péarnu Gilimnaa-
siumi juures matemaatika ainedpetaja
kutse. Seejdrel todtas ta oOpetajana
Nipli Algkoolis, Otepda Keskkoolis,
Voru Poeglaste Giimnaasiumis ja
Tartu Linna 16. Algkoolis. Omades
juba 10-aastast pedagoogistaaZi, asus
August Kasvand oma teadmisi tiien-
dama Tartu dlikooli matemaatika-
loodusteaduskonnas, mille  IGpetas
1933. a. cum laude. Niilid jatkus tema
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pedagoogiline tegevus matemaatika ja
astronoomia Opetajana Tartu Linna
Titarlaste Giimnaasiumis ning Tartu 1.
Keskkoolis. i

Alates 1944. aastast t6Gtas August
Kasvand Tartu Opetajate Seminaris
matemaatika ja matemaatika Gpetamise
metoodika Gpetajana. Kui 1947. aastal
asutati Tartu Opetajate Instituut, nime-
tati A. Kasvand selle fiiiisika-mate-
maatika kateedri juhatajaks.

1957. aastal siirdus August Kas-
vand pensionile.

Ka pensiondrina on ta reipalt kaa-
sa 166nud matemaatikaGpetajate ette-
valmistamisele nii Tartu Pedagoogili-
ses Koolis kui ka Tartu Riiklikus Uli-
koolis.

Paljud vabariigi matemaatikadpe-
tajad on oma ettevalmistuse saanud
August Kasvandi juures ning rohuv
enamik vabariigi kodanikest on oma
matemaatika-alaseid teadmisi ammu-
tanud August Kasvandi kirjutatud
kooliraamatuist.

Nende koigi nimel juubilarile

siidamlik dnnitlus!

UUT LISA MATEMAATIKA
AJALOOLE EESTIS

Vilniuses anti Leedu NSV TA Loo-
dusteaduste ja Tehnika Ajaloo Komis-
joni toimetusel omaette raamatuna
vdlja Baltimaade VI teaduse ajaloo
konverentsi materjalid !, millest asja-
huviline lugeja voib leida mitmeid lisa-

! Marepuanet VI-oit xoHdepeHUHH
no ucropuu Hayku B IlpuGantuke. Aka-
nemus Hayk JlutoBckoir CCP, Komuc-
CHs [0 MCTODHH €CTeCTBO3HAaHHS W TeX-
HHKY. BuibHioc, 1965.

Konverents toimus 26.—27. oktoob-
ril 1965. a. Vilniuses.
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andmeid matemaatika ja fiiiisika aja-
loo kohta Eestis. Matemaatika ajaloo
osas vadrivad méarkimist néiteks jarg-
mised materjalid: N. D. Bespamjatnoh
(Grodno) — Baltimaade matemaatika-
opelajate loomingulisest tegevusest
XIX sajandil (k. 4—5; K. G. Kupf-
feri ja M. G. Pauckeri uuri-
mustest ja opikutest), J. M. Gaiduk
(Harkov) — T. Klausen matemaati-
kuna (lk. 9), R. I. GaltSenkova (Le-
ningrad) — Algebra Tartu iilikoolis
XIX sajandil (k. 11—13), S. A. Dah-
hia (Harkov) — Fr. Schuri tegevus
Tartu filikoolis ja tema hilisemad side-
med vene teadusega (lk. 21),
E. P. Ozigova (Leningrad) — F. Min-
ding ja Peterburi Teaduste Akadeemia
(lk. 49—50), I. B. Pogrebosski (Mosk-
va) — Tartu (Derpti) iilikooli mate-
maatikud XIX saj. keskel (lk. 59).
Elav huvi matemaatika ajaloo vastu
Eestis, millest annavad funnistust mai-
nitud kirjutised, niitab, et Tartu iili-
kool andis hinnatava lisa XIX sajandi
matemaatikale Venemaal.

Ka fiiiisika ja astronoomia ajaloo
kohta Tartu iilikoolis voib raamatust
.lcida mitmeid tdiendavaid andmeid.
Nii kasitletakse J. Médleri, A. Oettin-
geni, B. 1. Sreznevski, B. B. Golitsoni,
A. 1. Sadovski jt. tegevust Tartus.
V. L. TSenakal Leningradist on aval-
danud lithikese iilevaate péikesekella-
dest Eestis.

U. Lumiste

PROGRAMMEERITUD OPETAMISE
ALANE KONVERENTS MINSKIS

Ajavahemikul 15.—17. dets. 1965. a.
toimus Minskis Valgevene, Eesti, Lati
ja Leedu NSV iihine konverents tee-
mal «Programmeeritud Gpetamines.

Plenaaristungeil kuulati dra 11 ette-
kannet. Uks pdev oli pithendatud nait-
likele Oppustele ja sektsioonide tééle.
Plenaaristungite  ettekannetest olid
huvipakkuvamad dots. A. Moliboki
(Minsk) ettekanne «Programmeeritud
opetamine ja tema koht spetsialistide
ettevalmistamisels, dots. J. TSubuki
(Kiiev) ettekanne «Programmeeritud
opetamise kogemusi Kiievi Ehitusinse-
neride Instituudis» ning Tartu mate-
maatiku  dots. 1. Kulli ettekanne
«Mudelid Gppeprotsessis».

Niituse stendidel tutvustati prog-
rammeeritud Opetamise alast kirjan-
dust ning Oppeasutustes koostatud

programme. Eesti véljapanekutest &ra-
tasid tdhelepanu koige enam perfo-
plaadid, eriti «Kita». Eraldi néiitus oli
opetavatest masinatest. Siin oli esin-
datud enamik Noukogude Liidus konst-
rueeritud masinatest. Minski Pedagoo-
gilises Instituudis vois tutvuda ka
kujutava geomeetria klassiga, kus on
rakendalud programmeeritud Gpetamise

elemente. Huvitavad olid enesekont-
rolli stendid.

Opetavate masinate  kasutamist
demonstreeriti lahtistes tundides.

«Mint$anka» abil viidi 14bi praktiku-
mid korgemas matemaatikas, masinat
«Pioneer» kasutati voorkeele tundides.
Lahtistest tundidest kdige parema mul-
je jattis nii tunni metoodika kui ka
tebniliste vahendite rakendamise seisu-
kchalt voorkeele tund Minski Voor-
keelte Instituudis. Kabinetti oli sisse
seatud magnetofonidega kabiinid, ope-
tajal oli voimalus t66tada iga iilidpila-
sega individuaalselt. Tulemused keele-
gskgse ja hdildamise osas olid viaga
ead.

ENSV-st oli konverentsil 30 dele-
gaati. Sektsioonides esinesid ettekan-
netega: U. Agur, J. Sderd, E. Hendre,
T. Palm, U. Usai, A. Metsa, A. Nurk,
P. Moosberg, H. Oiglane. Sektsioone
oli kokku 9, kdik sektsioonid to6tasid
samaaegselt, seeldtiu polnud véimalik
kuiulata koiki ettekandeid, mis oleksid
huvi pakkunud.

Matemaatika-fiiiisika sektsioonis oli
10 ettekannet, neist 4 kdisitlesid prog-
rammeeritud Opetamise rakendamist
matemaatikas. Tallinna 21. Keskkooli
opetaja T. Palmi ettekandes «Opi-
laste iseseisev t66 matemaatika tunnis
programmeeritud Spetamise printsiibil»
esitati 1dbiviidud eksperimendi {fule-
mused ning tulemuste analiiiis. T. Palm
andis meetodile positilvse hinnangu.
Allakirjutanu ettckanne sisaldas ana-
loogilise cksperimendi analiiiisi. Eks-
periment viidi 14bi korgema matemaa-
tika praktikumis EPA-s. Ka siin andis

programmeeritud opetamine suhteli-
selt paremaid tulemusi.
Konverentsi plenaaristung I6ppes

akadeemik A. Bergi esinemisega, mis
meelitas kokku rohkem kuulajaid, kui
szal mahutas. Toome siin vaid moned
nmiotted akad. Bergi pikast, kuid huvita-
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vast  sonavotust.  Programmeeritud
opetamine on kiberneetika pedagoogi-
kas, ta on pedagoogilise t60 teaduslik
organiseerimine. Oppetoé  tulemusi
peab pidevalt statistiliselt analiifisima,
teisili kaotab programmeeritud &peta-
mine oma motte. Akad. Berg markis,
et Balti riikides on programmeeritud
opetamise alal seni kdige enam é&ra
tehtud ja ta loodab, et siin kujunebki
programmeeritud opetamise tsentrum.

Konverents leidis, et on aeg iild-
sonaliselt propageerimiselt iile minna
programmeeritud Spetamise rakendami-
sele praktikasse laias ulatuses, kus-
juures koostatud programme ja t50
tulemusi tuleb pidevalt analiiiisida, et
leida optimaalne programm. Program-
meeritud opetamise hindamisel ei saa
aluseks votta ainult keskmist hinnet,
tuleb arvestada ka ajakulu ja iseseis-
vat t66d.

Hilja Oiglane

ULELIIDULINE
MAJANDUSMATEMAATIKA-ALANE
KONVERENTS

Viimastel aastatel on nii majan-
dusteadlaste kui ka matemaatikute
tdhelepanu ha enam koéitma hakanud
kiisinused, mis on seotud tddstusette-
votete juhtimise ja planeerimisega
ring elektronarvutite kasutamisega
selles valdkonnas. Mitmesuguste auto-
maatse juhtimise ja planeerimise siis-
teemide véljatootamisega tegelevad
praegu paljude teaduslike asutuste ja
ettevotele toodtajad.

Et teha kokkuvotteid senistest tule-
mustest ja vaagida uusi suundi, toi-
mus 20.—23. dets. 1965. a. Moskvas
NSVL TA Majandusmatemaatika Kesk-
instituudi  korraldatud I ileliiduline
konverents teemal: «Majandusmate-
maaliliste meetodite ja elektronarvuti-
te kasutamine t&6stusettevétete juhti-
misel». Konverentsil, mille osavotjate
arv ulatus poole tuhandeni ja kus
korvuti teenekate teadlastega esinesid
xa teadlaste noorema generalsiooni
esindajad ning tootmisjuhid, anti iile-
vaade juhtimise ja planeerimise auto-
matiseeritud siisteemide viljatéstamise
metodoloogilistest suundadest, konk-
reetsetest rakendustest ja nende puhul
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kasutatud
meetoditest.

Kuigi vilja oli kuulutatud 55 ette-
kannet, kujunes ettekannete tege-
lik arv konverentsil tunduvalt suure-
maks. Ettekannetele jargnesid sageli
elavad ja sisukad mottevahetused nii
istungitel kui ka kuluaarides. Konve-
rentsi istungid toimusid paralleelsell
kolmes sektsioonis:

1) toostusettevotete juhtimise auto-
matiseeritud siisteemide véljato6tamise
metoodika ja etapid;

2) toostusettevotete juhtimise auto-
matiseeritud siisteernide konkreetsed
projektid ja nende juurutamine;

3) majandusmatemaatiliste meeto-
dite ja mudelite kasutamine planeeri-
mise ja juhtimise automatiseeritud
siisteemide viljatootamisel.

Eesti NSV-d esindasid konverent-
sil TA Kiiberneetika Instituudi, Tartu
Riikliku Ulikooli, Tallinna Tehnoloo-
gia Instituudi ja teiste asutuste t66-
tajad. Ettekannetega esinesid U. Kaasik
ja R. Mullari teemal «Matemaatiliste
meetodite rakendamise iildpohimbotetest
kalendrilisel planeerimisel» ning
R. Mullari ja S. Luht teemal «Toot-
misiilesande mehhaniseeritud koosta-
mine».

Konverentsil vastuvoetud otsuses
juhiti tdhelepanu vajadusele tohustada
toode koordineerimist ja informatsioo-
ni vahetamist majandusmalemaatikas
teostatavate uurimuste kohta. Samuti
juhiti tdhelepanu moningate organisat-
siooniliste muudatuste teostamise vaja-
likkusele, nagu uue teaduste kandidaadi
kraadi sisseviimine, palkade korrigee-
rimine jne.

majandusmatemaatilistest

V. Tinn

UUS LEND MATEMAATIKUID
TARTU RIIKLIKUST ULIKOOLIST

Ka kdesoleva aasta talvel Iopeta-
sid matemaatikud oma 53-aastase
stuudiumi Tartu Riiklikus Ulikoolis.
20. ja 24. detsembril kaitsti matemaa-
tikaosakonnas jargmisi diplomitéid:

1. Alapuu, Paul. Uhest p—haar-
de formaalsest mudelist. (Juhendaja
ENSV TA FAI wvan. tead. toot.
M. Kboiv.)

2. Kolk, Enno. Summeeruvustegu-
rid ildistatud absoluutse Cesaro-sum-



meeruvuse jaoks. (Juhendaja prof.
G. Kangro.)
3. Riives, Kaarin. Eukleidiliste

lilkkumiste alamriihmadest ja nende or-
biitidest. (Juhendaja dots. U. Lumiste.)

4, Tammeraid, Ivar. Merceri
tilipi teoreemid integraalteisenduste
puhul. (Juhendaja prof. G. Kangro.)

5. Hoolm a, Mare. Miaratud in-
tegraalide ligikaudne arvutamine ja
integraalialuse funktsiooni l4henda-
mine T3ebdSovi interpolatsioonipolii-
noomidega. (Juhendaja Majandusmate-
maatika Keskinstituudi juhtiv insener
A. Jigel.)

6. Kdrner, Olavi. Maatriksite
simmeetriast. (Juhendaja dots. J. Hion.)

7. Lossmann, Aavo. Pogord-
maatriksi parandamise algoritmid ja
nende rakendamine lineaarse planee-
rimisiilesande lahendamisel. (Juhenda-
ja A. Jagel.)

8. Palge, Anne. Moéned pool-
pidevate maatriksmenetluste klassid.
(Juhendaja dots. E. Jiiriméie.)

9. Prisk, Leo. Omblusvabriku
«Sangar» juurdeldikuskaartide arvuta-
mine. (Juhendaja A. Jigel.)

10. Roob a, Elve. Juhtimiskdskude
silumise programm. (Juhendaja N&o
Keskkooli  arvutuskeskuse  insener
A. Korjus.)
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11. Vihalem, Kai. Suuremdot-
meliste transpordiiilesannete lahendus-
algoritmi ja alglahendite leidmise al-
goritmide programmid. (Juhendaja
A. Jégel.)

12 M6ls, Mart. Mbningaid tule-
musi Opilaste voimekuse uurimisest.
(Juhendaja dots. O. Prinits.)

Neist neli esimest omandasid mate-
maatiku, seitse jdrgnevat matemaa-

tik-arvutusmatemaatiku kvalifikat-
siooni; M. Mé&ls ja H. Kopli-
oja (lopetas riigieksamitega) said

matemaatik-matemaatikadpetaja kutse.
Peale nimetatute 16petasid matemaa-
tikaosakonna riigieksamitega veel Paa-
vo Rooba ja Silvia Aben (mate-
maatik-arvutusmatemaatiku kvalifikat-
siooniga).

Kaugdppe Pedagoogilise Instituudi
1opetasid matemaatika erialal ja oman-
dasid keskkooli matemaatikadpetaja
kutse:

Alliksaar, Meeta-Marie
Keerend, Aime
Ojaots, Jefim

Rimm, Karin

Sepp, Endla

Tamm, Asta
Toomingas, Valli
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Eesti NSV-s ilmunud matemaatika-
alase kirjanduse nimestik

September—november 1965
(Koostanud E. Annus)

RAAMATUD

Etverk, E. Metoodilised materja-
lid kaugdppe ettevalmistuskursustel
oppijaile. Matemaatika. TIn., 1965,
27 lk. (Tallinna Poliitehniline Insti-
tuut.)

Kujutav geomeetria. Harjutusiiles-
anded. TIn., 1965. 59 Ilk. (Tallinna
Poliitehniline Instituut) — Pealk. ees
autorid: M. Kraaving, N. Paluver,
O. Riink, E. Vallas. — Paralleeltekst
vene k. — Triikitud rotaprindil.

Kujutav geomeetria. Lisaharjutus-
iilesandeid ehituslike erialade jaoks.
Tln.,, 1965. 20 lk. (Tallinna Poliiteh-
niline Instituut.) — Pealk. ees autorid:
M. Kraaving, N. Paluver, O. Riink,
E. Vallas. — Paralleeltekst vene k. —
Triikkitud rotaprindil.

Korgem matemaatika. Programm,
metoodilised juhendid ja kontrolltoode
iilesanded. Okonoomika erialade kaug-
iiliopilastele. Tln., 1965. 35 lk. (Tal-
linna Poliitehniline Instituut.)

To6uac T. O cBA3aHHBIX ¢ MH-
TerpaioM BuHepa umciaeHHBIX MeTopax.
Asropedepar. Tannun, 1965. 10 c. (AH
Acron. CCP) — Poranpunr.

Eesti NSV 25-ndale aastapievale
pithendatud IIl teaduslik-pedagoogi-
lise konverentsi «Tinpisteaduste aren-
gu ja metoodika pGhikiisimusi ENSV-s»
ettekannete resiimeed. Tri., 1965.
(Tartu Riiklik Ulikool. ENSV TA Loo-
dusuurijate Selts. ENSV Haridusminis-
teerium.)
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Matemaatika-alased restimeed: A. Haa -
mer. Programmeeritud Opetamise kogemusi
funktsionaalse s&ltuvuse kordamisel kesk-
kooli 16puklassis. — E. Jiirimie. Kaas-
aegne matemaatika ja matemaatika Gpeta-
mise iillesanded. — U. K a a sik. Matemaa-
tilise  planeerimise po&hisuundadest. —
G. Kangro. Moned ridade teooria uuri-
missuunad Eesti NSV-s, — H. K ull. Pistik-
plaatide kasutamisest keskkooli matemaatika-
tundides. — I. Kull. Matemaatika-alaseid
probleeme seoses Oppeprotsessi optimiseeri-
misega. — J. L 6 hm u s. Siimmeetrilise mik-
rokosmose matemaatilised probleemid.
J. Reimand. Majanduslikud kiisimused
keskkooli matemaatikakursuses. — A. Telg-
maa. Jirkjdrgulise ldhendamise meetodi
olemusest. — K. Velsker. Tdendosus-
teooria ja matemaatilise statistika elementide
kasitlemise vajalikkusest koolis, — E. Vir-
m a. Diinaamiline planeerimine ja variatsi-
oonarvutus. — H. Oiglane. Kdrgema ma-
temaatika programmeeritud opetamisest Eesti
Pollumajanduse Akadeemias.

PERIOODIKAS ILMUNUD
ARTIKLID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia
Toimetised. Fiiiisika-matemaatika- ja
tehnikateaduste seeria. TIn., 1965.

Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti, inglise ja
saksa k.):

S. Ulm. Uldistatud Steffenseni mee-
todi algoritmid. — H. S alum. Numbriliste
struktuurskeemide kirjeldamise ja modellee-
rimise keel.

Lints, A. Arvutusmingud alg-
klassides. — «Noukogude Kool», 1965,
nr. 9, k. 691—697 (lopp).

Riink, O. Nupukuse proovipihk-
leid. — «Tehnika ja Tootmine», 1965,
nr. 8, 1k. 382.

Telgmaa, A. Opilase arvutuskul-
tuuri kiisimusi. — «Noéukogude Kool»,
1965, nr. 9, lk. 707—710.



Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1. Konstrueerida kolmnurk ABC kiilje AB, nurgapoolitaja AD ja tipust
«C nurgapoolitajale AD tommatud ristldigu CG jargi.
2. Leida rea 14+-3+44+6-+4+7494+10-4... n liikkme summa.
3. Toestada, ef
1 1 1 _
I+ —+—+...+ —=>2(Vn+1—1).
V2+ vE: + Vo >2(Vn+ )
4. Koonuse kdrgus on h= V3 ja moodustaja on [=3. Leida suurima
;pindalaga 1oige, mis tekib koonuse loikamisel koonuse tippu ldbiva tasandiga.

KOGUMIKU SEITSMENDA VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED
A. Elementaarmatemaatika

Ulesande nr.1 lahendus. Et nelja aastaga suurenes perekonna kogu-
‘'vanus 15 aasta vorra, siis peab perekonna noorim liige (poeg) olema praegu
.3-aastane. Edasi on iilesande tingimuste péhjal kerge leida, ef tiitar on 5-aas-
tane, ema 3l-aastane ja isa 34-aastane.

Ulesande nr. 2 lahendus. a) et arvu 19 paaritud astmed 16pevad
‘9-ga ja arvu 91 koik astmed I6pevad 1-ga, siis 19°' - 91'® 1gpeb nulliga, s. o.
ta jagub 10-ga;

b) et

. 432 =1849, 433=79507, 43*=3418801, 43°= 147008443
ja "

932 = 8649, 933 = 804357, 93*= 74805201, 935 = 6 956 883 693,

siis arvude 43 ja 93 astmete kaks viimast numbrit ei muutu astendaja suuren-
damisel nelja vorra. Jdrelikult 43% |6opeb numbritega 43 ja 93% (nagu 93%)
'16peb numbritega 57. Seega 43% - 934 I6peb kahe nulliga, s. o. ta jagub 25-ga;

c) et
572=3249, 573=185193, 57¢+= 10556001

752 = 5625, 75%=421875, 75*= 31 640625,

siis arvu 57 astme kolm viimast numbrit ei muutu astendaja suurendamisel
nelja vorra ning arvu 75 aste 1opeb 875-ga, kui astendaja on {ihest suurem paa-
ritu arv. Seetditu 5775 - 7557 16peb numbritega 068 (193 4- 875 = 1068) ning ei
jagu 8-ga;

d) Arvud 46 ja 64 annavad 3-ga jagamisel jdigi 1, s. t. nad avalduvad
kujul 3a 4 1, kus a on naturaalarv. Et kahe seda tiiiipi arvu korrutise

(3a+1)(3641) =9ab+3a+36+1=3(3ab+a+b)+1

jagamisel 3-ga saame ka jddgiks 1, siis nii 465 kui ka 64*¢ jagamisel aga jdagi
2. Jédrelikult viimane arv ei jagu 3-ga.

Ja
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8
n Ulesande nr. 3 lahendus. Oletame viite
c vastaselt, et kdolud AB ja CD (mis ei 14bi ringjoone
keskpunkti) poolitavad teineteist. Siis nende koolude
16ikepunkti E labiv raadius poolitab nii koolu AB kui
A ka koGlu CD. Kuna koo6lu poolitav raadius on risti koo-
luga,. siis OE | AB, OE| CD. Et aga antud punktist
saab antud sirgele tommata ainult iihe ristsirge, siis
loeme joudnud vastuoluni, m. o. t. t.

Ulesande nr. 4 tahendus. Joonestuskolmnurga abil joonestame tais-
nurga, mille tipp asub ringjoonel ja mille haarad l6ikavad ringjoont punktides
A ja B. Loik AB on ringjoone diameefriks. Sama vottega leiame veel iihe
diameetri ning diameetrite 16ikepunkt annabki ringjoone keskpunkti.

Ulesande nr. 5 lahendus. Teine grupp ldbib 15 km poolieise tun-
niga; seega ta kiirus on lokihn. Jarelikult kulub {eisel grupil teeosa BE ldbimi-
seks 1 tund ning esimesel grupil teeosa AE ldbimiseks 2 tundi. Seega esimese

grupi kiirus on 5]%. Teeosa AC pikkuse leidmiseks saame vorrandi

AC | AC—5
T~

millest
AC = 6—2- (km).

Ulesande nr. 6 lahendus. Olgu 16igu FG keskpunkt H ning H,
tema ristprojektsioon tahule AA;B,B. Olgu kuubi serva pikkus a. Siis AB;=

=aVv?2, AH|=%AB. =i!4/—2-a ning HH, =—;—. Kolmnurkade AHH, ja AEB,

sarnasuse tottu

HH, _EB,
AH] - ABl ’
millest leiame, et
2
EBI =-§a.

Seega EC, =%a ning punkt E jaolab serva C;B; suhtes 1:2.

Ulesande nr. 7 lahendus. Teisendame antud vorratust jargmiselt:

5sin?x -+ (2 sinx cos x)2 > 4(1 — 2 sin? x),
5sin?x 44 sin?x(1 —sin2x) >4 —8sin%x,
4sintx — 17 sin? x 4+ 4 < 0.

Téhistades sin?x =y, saame
4y2 — 17y + 4 <0.

Kuna selle vorratuse lahendiks on ;*<y<4, siis
1
T < sin?x < 4,
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|sin x| > %,
n . 2n
F+2kn<smx< §+2kx (=0, 1, £2, ..).

!
Ulesande nr. 8 lahendus. Kuna sin?a< 1, siis

2 sin? % sin? %— < 2.

Kuna

1 .. 1
F}O, siis xz—i—}—z>2,

(x—%)2=x2-2+

1
Seega avaldise x2+;§ vdhim vaarius on 2, mille ta omandab x = 41 puhul..

Jarelikult vorragdi lahendiks voib olla ainult kas x =1 v6i ¥ = —1. Kuid!
kerge on veenduda, et nendel x viairtustel vorrandi vasak pool on viiksem.
kahest. Toepoolest, kuna

1 1
<7 <g sis
1 1 . ., n__ 1
N2 — . qin2 — in? — - sin? — — — .
2 sin 5+ sin 6<25m g Sin 6 3

B. Korgem matemaatika.

Ulesande nr. 1 lahendus. Rida koondub absoluutselt, sest

Unt tan G 1
= — =1 —tan2——,
u, t x 4 9n+1
an 2—”
lim (%1 __1_
n—>e| u 4"

Ulesande nr. 2 lahendus. Kuna ak=cosa+sinacotk6, siis.

183 — a2 = sin a cos a(cot @ — 2 cot 26 4 cot 30) -
-+ sin%a (cot O cot 36 — cot?26).

Samasuse cot 0 cot 30 — cot? 20 = cot 46 (cot & — 2 cot 26 + cot 36) pdhjal
a,a3 — ay2 = sin a (cot ® — 2cot 26 -}~ cot 30) (cos @ + sin a cot 40) =
= (a; — 2a; -} as) a,.
Jérelikult
_ aaz— as?
===

D +2a;—a,—az=0.
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