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RUUMI MOISTE GEOMEETRIAS

U. Lumiste

Sonal «ruum» on igapdevases konepruugis rohkesti varjundeid:
koosolekuks vajatakse ruumi, tdiskiilutud trammis on soitjatel
vdhe ruumi jne. Ka teadusliku terminina on sellel sonal eri tea-
dusharudes erinev sisu. Materialistlikus filosoofias defineeritakse
ruumi kui mateeria olemasolu objektiivselt eksisteerivat, teadvu-
sest soltumatut vormi. See viga iildine ja puhtkvalitatiivne 1dhene-
mine ruumi moistele saab konkreetsema sisu fiiiisikas, milles ma-
teeria ning ruumija aja vaheline seos avatakse ka juba kvantitatiiv-
selt. Igapdevaste makromaailmast saadud kogemuste baasil tekki-
nud klassikalise mehaanika juurest on kaasaegne fiilisika joudnud
ithelt poolt mikromaailma kirjeldava kvantmehaanikani, teiselt
poolt relatiivsusteooriale tugineva kosmoloogiani, mille eesmérgiks
on selgitada megamaailma seaduspidrasusi. Selle tulemusena on
ruum kui fiilisika moiste sdilitanud tdnapdeval ainult suhtelise
tdhenduse. Tema kvantitatiivne kirjeldamine on vo6imalik ainult
mingi materiaalse taustsiisteemi suhtes ja sedagi vaid teatava
tdpsusega ja teatavates piirides {soltuvalt praegusest mootmisteh-
nikast piirides ~ 1071 m kuni ~ 107 m).

Ruumi kui mateeria olemasolu vormi sisemise struktuuri
kirjeldamisel kerkivate probleemide uurimisega ei tegele filosoofia
ega fiiisika. See {lilesanne usaldatakse matemaatika iithele osale —
geomeetriale. Siin saab sona «ruums veelgi konkreetsema sisu.
Kéesoleva kirjutise aineks ongi oieti ruum mitte kui filosoofia voi
fluiisika, vaid kui geomeetria moiste.

Juba nimetus «geomeetria» (kr. k. geo — maa, metreo — moo-
dan) viitab selle teadusharu igivanale péritolule. Alguse sai ta
rohkem kui 4000 aastat tagasi Vana-Egiptuses ja Vana-Babiiloo-
nias maa mootmisel ja ehituste kavandamisel ammutatud koge-
mustest. Ligikaudu 2300 aasta eest valati ta Antiik-Kreekas esi-
mese teadusharuna rangesse deduktiivsesse vormi, mis piisis loo-
gilise ranguse klassikalise eeskujuna isegi veel XIX sajandi esime-
sel veerandil. Alles siis avastati seni absoluutseks peetud tead-
miste suhtelisus ja piiratus ka geomeetrias. Esimese mitteeuklei-
dilise geomeetria avastamine 1820-ndail aastail N. LobatSevski ja
J. Bolyai poolt mdjustas murrangut tekitavalt mitte iiksnes mate-
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maatikat, vaid ka naaberteadusi. Selgus, et neid matemaatilisi
teooriaid, neid «geomeetriaid», mis kirjeldavad ruumi voimalikke
struktuure, ei ole mitte iiksainus, nagu vaga pikka aega usuti,
vaid kaugelt rohkem. Selle revolutsiooni loomulikuks jatkuks teo-
reetilises fiilisikas kujunes A. Einsteini poolt 1919. aastal loodud
iildrelatiivsusteooria, mis tdhistas fiiiisikalise ruumi teoreetilise
-uurimise algust kosmoloogilises ulatuses. Vajalikuks matemaatili-
seks aparatuuriks osutus siin Riemanni geomeetria, mis haarab
endasse erijuhtudena nii tavalise eukleidilise geomeetria kui ka
LobatSevski geomeetria.

Ruumi mikrostruktuuri isedrasused on aga veel praegugi suu-
rel madral saladuseks. Ei ole isegi selge, missugune peaks olema
see matemaatiline teooria, see «geomeetria», mis oleks kohane mik-
romaailma ruumiliste vahekordade teoreetiliseks kirjeldamiseks.
Mateeria peidab endas veel mitmeid avastamata saladusi. Nihta-
vasti ei piisa isegi seni loodud arvukatest «geomeetriatest» ruumi
kui mateeria olemasolu vormi koigi aspektide kirjeldamiseks:

Olgu need read sissejuhatuseks jargnevasse iilevaatesse. Sel-
les on tehtud katse jdlgida populaarses vormis seda protsessi,
mis viis matemaatikuid uute geomeetriateni, ning selgitada,
mida moistetakse dieti ruumi all tdnapdeva geomeetrias.

Eukleides ja eukleidiline ruum

Rohkem kui kahe tuhande aasta jooksul valitses iiksmeelne
seisukoht, et ruumi sisemise struktuuriga seotud probleemid olid
pohimbtteliselt taielikul ja 16plikul kujul lahendatud juba Antiik-
Kreekas. Kreeklaste loodud elementaargeomeetria baasil tekkis
XVII sajandil kiill analiiiitiline geomeetria ja jidrgmise sajandi
lopuks diierentsiaalgeomeetria, kuid need tdiendasid ainult uuri-
mismetoodikat ja aparatuuri samade iildiste kontseptsioonide raa-
mes. Geomeetria pohiméttelised alused jdid muutmatuiks.

Milles siis peitub vana-kreeka opetlaste loomingu saladus, miks
jai see piisima aastatuhandeteks? Liihidalt voib vastata nii: kreek-
lased 16id selles uue meetodi — matemaatilise uurimismeetodi,
demonstreerides veenvalt selle meetodi suurt jdbudu geomeetria kui
deduktiivse siisteemi iilesehitamisega. Kehade ruumilised vormid
ja vahekorrad said sel viisil esimesteks katsekivideks matemaati-
lise kasitlusviisi kujunevatele votetele. Isegi mdningaid tdnapée-
val aritmeetikasse v0i algebrasse kuuluvaid votteid, nagu nditeks
Eukleidese algoritmi suurima iihisteguri leidmiseks voi ruutvor-
randi lahendamist, késitleti tollal geomeetrilises vormis kui tea-
tava 16igu konstrueerimist antud 16ikude jargi.

Kehade ruumiliste vormide ja vahekordade uurimisel ei piir-
dunud kreeklased enam vaatlusest ja kogemusest saadud faktide
kirjeldamisega ning iiksikute empiiriliste seaduspédrasuste formu-
leerimisega. (Sellest kaugemale Vana-Egiptuses ja Vana-Babiiloo-
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nias veel ei joulud.) Peamiseks kujunes kreeklaste juures asja- -
devaheliste loogiliste seoste leidmine, kiillalt iildiste paindlike
moistete kujundamine ja nende vahekordi véljendavate lausete
jérjestamine iihtseks deduktiivseks siisteemiks.

Mingi keha puhul sédilitasid nad ainsa geomeetriale olulise
omadusena ainult selle vormi, abstraheerides kéik muud ebaolu-
lised omadused nagu varvi, kaalu jms. Nii kujunesid sellised abst-
raktsed moisted nagu «kuup», «kera», «silinder» jt. Kui reaalsete
kehade puhul saab vditeid piistitada ainult teatava tdpsuse, tea-
tava mootmisvea piirides, siis selliste puhaste geomeetriliste vor-
mide puhul on vdited juba absoluutse tdpsusega kas oiged voi
vddrad. See annab vdimaluse rakendada geomeetria moistete pu-
hul formaalset loogikat. (Viimane kujunes samuti Vana-Kreekas
— muide, tihedas seoses geomeetria muutumisega matemaatili-
seks teaduseks — ja fikseeriti juba 1V sajandil e. m. a. Aristotelese
toodes.) Selguvad vahekorrad moistete vahel, voimalused iihtesid
vorme tuletada teistest, lihtsamatest. Kogemusest périt tdhelepa-
nekute ahel podrati Vana-Kreekas oieti «pea peale». Kui kogemu-
sed algavad ruumilistest kehadest ning alles nende uurimine viib
tasandiliste tahkude ja sirgjooneliste servade juurde, siis loogilise
jiargnevuse seisukohalt osutus asi vastupidiseks. Lihtsam on alus-
tada sirgloikudest, nende abil defineerida niiteks ruut, ruudu
mboistet kasutades defineerida kuup jne. Geomeetriliste moistete
vahekorra analiiiisimine viis Vana-Kreekas kogu siisteemi korral-
damiseni selliselt, et ldhteks said moéningad lihtsamad mboisted,
koik jargnevad moisted aga defineeriti rangelt eelnenud moistete
abil.

Moistete siisteem iseendast aga ei moodusta veel mingit teoo-
riat. Teooria — antud juhul geomeetria — tekib siis, kui kiillal-
dase hulga neid moisteid siduvate lausete puhul on selgitatud,
missugused neist on tdesed, missugused véddrad. Siin tuleb jillegi
vahet teha kogemusliku tdoestuse ja abstrakise loogilise tGesuse
vahel. Reaalsete kehade puhul ei saa {ihegi viite puhul absoluutse
kindlusega 6elda, et vdide on tGene voi et vidide on vaiar. Koik
«oiged» viited kehtivad siin ainult teatava tipsuse piirides, tea-
tava «mootmisveagas. Teistsugune on lugu geomeetria abstrakt-
sete viidetega. Need on kas téesed vdi vddrad, kolmandat voima-
lust pole. Selgitame 6eldut iithe naitega. Kui fiiisiku kitte satub
tdisnurkse kolmnurga kujuline plaat, siis ta voib moota selle kiil-
‘jed, leida saadud arvude ruudud ning Gelda, et kaatetite ruutude
summa ja hiipotenuusi ruut on vordsed tdpsusega nditeks - 107°
m?2. Kui matemaatik on defineerinud taisnurkse kolmnurga, ruudu
ja tasandiliste kujundite pindvorduse moisted ning votnud aluseks
teatavad aksioomid, siis ta voib tédiesti rangelt toestada, et toene
on lause: «tdisnurkse kolmnurga kaatetitele ehitatud ruutudest
koosnev kujund on pindvordne hiipotenuusile ehitatud ruuduga».
Siin ei ole juttu suuremast voi viiksemast tépsusest, vdide on
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toene niidelda absoluutse tapsusega, sest ta kdib mitle mootmisele
alluvate konkreetsete kehade, vaid abstraktsete geomeetriliste vor-
mide kohta. Kreeklaste saavutustest iiks hinnatavamaid ongi see
pohimétteline avastus, et geomeetria abstraktseid moisteid sidu-
vate lausete puhul saab iihtede toesust tunnistades teha puhtloogi-
liste arutluste teel kindlaks teiste lausete toesust voi vdarust. Sel-
fes oieti viljendubki Aristotelese deduktiivse teooria idee.

Kuidas kreeklastel onnestus seda ideed geomeetrias realisee-
rida? Nende saavutused sel alal votab kokku IIT sajandil e.m. a.
Aleksandrias elanud kreeka opetlase Eukleidese klassikaline teos
«Elemendid». Selles sisaldub juba kogu see geomeetria-alane tar-
kus, mida praegu oOpetatakse keskkoolis. Jargnenud sajandid toid
koolidesse uuendusi ainult aine kdsitlemise metoodikas. Kuid Euk-
leidese teos on tdhelepanuviidrne mitte liksnes oma sisulise rik-
kuse, vaid ka iilesehituse poolest. Eelkdijatele tuginedes teeb autor
selles grandioosse katse esitada kogu geomeetriat range deduk-
tiivse teooriana. Niisugune teooria ei saa muidugi alata tiihjalt
kohalt, ta peab millelegi tuginema. Teatavate lausete puhul tuleb
lihtsalt votta teatavaks, et nad on téesed. Nendest saavad siis
selle teooria aksioomid. Nad peavad moodustama lausete sellise
kiillaldase siisteemi, et teooria teised laused on nendest jérjest
saadavad kui puhtloogilised jireldused.

Eukleides eraldaski vilja teatava arvu selliseid aksioomide
ossa sobivaid lauseid. Hilisem analiiiis aga niitas, et tema aksioo-
mide siisteem pole veel kiillaldane. Eukleides vottis geomeetria
kédsitlemisel aluseks jargmised aksioomid.

1. Ldbi iga kahe punkti saab asetada sirge.

2. Iga sirget voib mélemas suunas l6pmatult pikendada.

3. Iga punkti iimber saab iga raadiusega tommata ringjoone.

4. Iga kaks tdisnurka on vordsed.

5. Kui kaks sirget, ldigales kolmandal, tekilavad sellest iihel
pool sisenurgad, millede summa on vdiksem sirgnurgast, siis need
sirged pikendamisel l6ikuvad.

Siinjuures tuleb markida, et sirge all moistab Eukleides seda,
mida me praegu nimetame sirgloiguks. (Kui sirget maista nii
nagu tdnapdeval, siis langeks 4ra aksioom 2 ja aksioomis 5 sdna
«pikendamisel».) Ringjoone ja tdisnurga delineeris Eukleides
meile tuttaval viisil juba enne aksioomide formuleerimist.

Edasi sisaldab tema teos ainult uute mbistete definitsioone,
teoreeme ja nende toestusi. Iga teoreemi toestuse juurde teeb ta
joonise, millel illustreerib téestuskdiku. Analiiiisime nditeks esi-
mese lause tGestust. Lause vididab, et iga I6ik on teatava vérd-
kitlgse kolmnurga kiiljeks. Toestus on jargmine. Olgu antud 16ik
AB. Aksioomi 3 pdhjal saab punkti A iimber tommata ringjoone
raadiusega AB ning punkti B iimber ringjoone raadiusega BA
(joon. 1). Eukleides ndeb jooniselt, et need ringjooned 16iku-
vad teatavas punktis C. Aksioomi 1 pohjal leiduvad sirged AC ja
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BC. On konstrueeritud kolmnurk AABC. Edasi on Eukleidesel juba
lihtne kontrollida, et see on vordkiilgne. Lause on toestatud.
Toestuses on aga iiks nork koht, millele me juhtisime tédhele-
panu sorendusega — Eukleides kasutab joonise néitlikkust! Kui
ta joonist ei teeks, kas ta saaks oma aksioomidest puhtloogiliselt
jareldada, et toestuses esinevatel ringjoontel on iihine punkt C?
Voib ju vdga hésti kujutleda tasandit, millest on vélja heidetud
koik punktid, mille kas voi iiks koordinaat on irratsionaalarv.
Jéarelejdanud punktid moodustavad siis nn. ratsionaalse tasandi.
Kui me valime niiiid punktideks A ja B vastavalt punktid (0, 0)
ja (1, 0), siis punkt C oleks irratsionaalse ordinaadiga Q:

== /1 —(1/2)% ja tuleks seetdttu ratsionaalsest tasandist vilja
heita. Jdrelikult ratsionaalsel tasandil eespool kirjeldatud viisil
tommatud ringjoontel pole {iihist punkti! Samal ajal aga koik
Eukleidese aksioomid on ratsionaalse tasandi puhul toesed. Sel-
lest ndhtub, et Eukleidese viiest aksioomist ei saa puhtloogiliselt
jareldada isegi tema teose esimest lauset. Eukleides kasutab siin
veel midagi, mida ta ndeb jooniselt, kuid aksioomina ei formu-
leeri. Selliselt talitab ta ka paljudel teistel juhtudel.

C

{
l
|
|
|
1
|
L

Joonis | Joonis 2.

Analiiiisime veel naiteks Eukleidese tdestust tuntud lausele,
mille jargi kolmnurga iga sisenurk on viiksem igast vdilisnurgast,
mis ei ole teraa korvunurgaks. See on Eukleidese 16. lause, nii et
ta voib siin kasutada mitmeid juba eespool tdestatud teoreeme.
Viite a < p toestamiseks (joon. 2) poolitab Eukleides kiilje AC
punktiga D, médidrab punkti £ mediaani BD pikendil selliselt, et
BD = DE, ning toestab seejdrel meile tuttaval viisil, et AABD=
= A\CED. Kolmnurga /\CED sisenurk tipu C juures on jarelikult
vordne nurgaga «. Eukleides nédeb jooniselt, et E asub nurga p
sees, millest jareldabki véite toesuse.

Kiisime jallegi, kas Eukleides ilma joonist tegemata saaks oma
aksioomidest jareldada puhtloogiliselt, et E on nurga p sees?
Selles kahtlema paneb meid jargmine ndide. Vaatleme gloobusel
sfaarilist kolmnurka A\ABC, mille moodustavad ekvaator ja kaks
pohjapooluses ristuvat meridiaani. Kui me kordaksime siin Euklei-
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dese konstruktsiooni, asendades sirgloigud suurringjoonte kaar-
tega — lithimate joontega sfdiril kahe punkti vahel, siis punkt E
satuks ekvaatorile ega oleks enam nurga p sees (joon. 3). Samal
ajal Eukleidese aksioomid 1—5 keh-
tiksid, kui neis «sirgete» ossa asetada
«suurringjoonte kaared». (Ei ole ju
Eukleidese 2. aksioomis noutud, et
sirge pikendamisel ei tohi jouda ta-
gasi ldhtepunkti!). Kerapinnal keh-
tiva geomeetria teistest isedrasustest
vaarib tdhelepanu néiteks see, et sel-
les on kolmnurga sisenurkade sum-
ma suurem kui kaks tdisnurka —
iilalvaadeldud kolmnurk AABC on
ju koguni kolme tdisnurkse sisenur-
gaga. Ei kehti ka eespool analiiiisitud

Joonis 3. lause kolmnurga sise- ja valisnurga

kohta.

Toodud néidetest selgub, et Eukleides ei saavutanud veel sea-
tud ideaali — ehitada iiles geomeetria rangelt deduktiivse teoo-
riana. Tema késitlus kujutab endast omapérast segu rangetest loo-
gilistest arutlustest ja argumentidest, mida ta on saanud lihtsalt
joonise vaatamisest. Seejuures ei ole piris selge, mida voib ja
mida ei voi votta jooniselt. Hea joonis teeb sageli usutavaks ka
toestatava teoreemi enda!

See on muidugi rdnk kriitika Eukleidese aadressil, kuid ei tohi
unustada, et see on XX sajandi kriitika ja seetottu, nagu sellistel
puhkudel ikka, ajalooliselt tdiesti ebadiglane. Eukleideselt ei saa
nouda voimatut, seda, milleks aeg polnud veel kiips. Kreeklaste
looming geomeetria valdkonnas on ja jddb pohjapanevaks. Mitte
asjatult ei ole suurimadki teadlased sajandite valtel suhtunud sel-
lesse austusega kui klassikalisse eeskujju.

Pikka aega teaduse ja tehnika areng aina kinnitas usku euk-
leidilise geomeetria koigutamatusse. Seda kasutas ja kasutab
tdnapdevalgi inseneripraktika, mairkamata temas ainsatki eba-
kola. Siigava mulje jattis XVII—XVIII sajandil Newtoni gravitat-
siooniopetus, mis eukleidilisele geomeetriale tuginedes selgitas
tolle aja kohta iilima tdpsusega taevakehade liikumisi. Ei ole
imeks panna, et kuulus XVIII sajandi saksa filosoof Immanuel
Kant seadis teesi eukleidilise geomeetria kdigutamatusest ja ainu-
voimalikkusest oma filosoofilise siisteemi iiheks nurgakiviks. Mui-
de, selles kiisimuses jadi Kant idealismi pinnale. Tema seisukohalt
polegi geomeetria iilesandeks objektiivselt eksisteeriva reaalse
ruumi omaduste kajastamine matemaatikas, vaid hoopis inimes-
tega «kaasa siindinud» ruumiliste kujutluste korraldamine ja siis-
tematiseerimine. Seejuures on need aprioorsed kujutlused Kanti
jérgi muidugi eukleidilised, nii et teistsugused «geomeetriad» pole
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iildse moeldavadki. Juurdus kujutlus ruumist kui I6pmata suu-
rest tiihjast «kastist», kui iiksteise korvale asetatud ithesuguste
motteliste kuupide kogust, mida voib igas kolmes suunas 16pmata
laiendada uute samasuguste kuupide lisamisega. Tdnapieval nii-
sugust mottelist konstrukisiooni nimetatakse eukleidiliseks ruu--
miks. Seejuures eespool antud néiitlik kirjeldus asendatakse mui-
dugi range, teatavale kindlale aksiomaatikale tugineva definit-
siooniga. Niiviisi kujundasid matemaatikud paljude polvkondade
sajandeid ldbinud iihisté6 viljana oma esimese ruumi — eukleidi-
lise ruumi moiste. Kuid see ei jddnud ainsaks!
(Jargneb)

NORBERT WIENERI ARVAMUSI!

Matemaatika on noorte teadus. Teisiti ¢i saagi olla. Matemaatikaga fege-
lemine on selline moistuse treening, milleks ldheb vaja nooruse kogu paind-
likkust ja vastupidavust. Kuid vaga sageli noored lootustandvad oOpetlased,
kirjutanud iiks-kaks huvitavat tééd, jiadvad ootamatult vait; moéodub natuke
aega ja nende nimed on jdddevall wvajunud unustuse hélma, samuti nagu
ckst§empionide nimed spordis.

Kurvaks vaatepildiks on inimese elu, milles lithike Gitseaeg asendub ilme-
tute, ihetaoliste pdevade loputu reaga. Kui matemaatik tahab viltida seda
saatust, kui ta tahab, et tema karjddar teadlasena ei kujuneks aeglaseks alla-
kdiguks, siis peab ta kasutama oma loominguliste joudude Gitseaega sellise
tundmatu teadusala v06i selliste uute iilesannete otsinguteks, mis, omades
killaldast sisu ja reaalset vddrtust, kindlustavad temale kogu elu jooksul
{06tamise valitud suunas.

* *
¥

Muide, ma olen veendunud, et kui on olemas fks mingi omadus, mis
eristab toeliselt andekat matemaatikut tema vdhem andekatest Rolleegidest,
siis seisneb see oskuses opereerida ajutiste, vaid temale moistetavate siimbo-
litega, mis véimaldavad viljendada tekkivaid ideid mingis tingkeeles, mida
ldheb vaja vaid teataval ajavahemikul. Kui matemaatikul pole niisugust oskust,
ei saavuta ta kunagi midagi, sest on absoluutselt véimatu séilitada métet for-

muleerimata kujul.
Ed ¥

E3

Ma piiiidsin elada vastavali oma veendumustele, et parimaks ju voib-olla
ka ainsaks viisiks histi ette valmistada leadusega tegelevaid ilidpilasi on —
teha midagi nendega koos.

=

Teadlane peab olema iursis sellega, mis toimub dmberringi, muidu tema
166 ei anna téelisi tulemusi. Ta peab c¢lama maailmas, kus teadusega tege-
lemine annab véimaluse eksisteerimiseks, kus on seltsimehed, kellega vestel-
des saab oma vbimeid tifvustada.

On tdiesti toendoline, et 95% originaalsetesi teaduslikest téédest kuulub
vihemale kui 5% kutselistest teadlastest, kuid suuremat ‘osa neist poleks
itldse kirjutatud, kui ilejddnud 95% ei oleks kaasa aidanud teaduse iildise
Eiillaltki korge taseme loomisele. Annavad ju isegi teadlased-isedppijad andami
omakasupiitidmatu polemise atmosfdadrile, mille on loonud meie iilikoolid,
sest see ongi konkreetne milj66, milles toimub nende t66.

! Autobiograafiast: Buunep. H, 4 — wmarematik. M., 1964, 256 lk.



‘GENEREERIVAD FUNKTSIOONID jA KOMBINATOORIKA

L. Vahandu

Kas te olete kunagi proovinud lahendada keerukamaid kom-
binatoorikaiilesandeid? Naiteks sellist:

Kosmoselaeva meeskonna moodustamisel tuleb Kkandidaatide
hulgast valida viis kosmonauti. Et laeval on tiita kiillalt keeruli-
sed iilesanded, siis peah monede erialade esindajaid meeskonnas
olema garanteeritud arv: noutakse, et kosmonautide hulgas oleks
paarisarv arste (vdhemalt 2) ja paaritu arv geolooge. Ulejddnud
erialade kohta mingeid kitsendusi ei ole seatud. Mitu erinevatiiii-
bilist meeskonda saab olemasolevatest kosmonautidest koostada,
kui on teada, et nende hulgas leidub kuue erineva pohielukutsega
inimesi?

Ega vist ole?! Selliseid kombinatoorikaiilesandeid on iisna eba-
mugav lahendada ja isegi parast arvatava vastuse kdttesaamist
ei ole selle autor oma tulemuse oigsuses tavaliselt eriti kindel:
dkki jdi méni voimalik variant vahele. Jirgnevas annamegi sel-
liste iilesannete lahendamise meetodi, mis garanteerib tulemuste
saamise suhteliselt viikese vaevaga.

«Matemaatika ja kaasaja» iitheksandas vihikus! oli juttu sel-
lest, kuidas genereerivaid funkisioone kasutada mitmesuguste
Ioplike voi l1opmatute summade arvutamisel. Enamikus valemites
oli sealjuures tegemist kombinatsioonide arve sisaldavate aval-
distega. See viib mottele, kas poleks -otstarbekohane kasutada
genereerivaid funktsioone kombinatoorikas. Toepoolest, need funkt-
sioonid osutuvadki iisna efektiivseks vahendiks kombinatoorika-
probleemide lahendamisel.

Kombinatsioonide arvu leidmine

Vaatleme kombinatsioonide moodustamist kolmest objektist
a, b ja c. Need koik voib esitada jargmise tabelina:

a ab abc
b ac (1)
c be

Selle tabeli esimeses veerus on kolmest objektist {ihekaupa vot-

' Kaasik, U., Genereerivad funktsioonid ja summade arvutamine, — Ma-
lemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 256—39.
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misel saadavad voimalused (kas a voi b vOi ¢), teises veerus
kahekaupa votmisel saadavad vdimalused (kas ab voi ac voi bc),
kolmandas veerus aga ainus kolmekaupa votmisel tekkiv kombi-
natsioon (abc).

Ulevaate saamine koikidest voimalikest kombinatsioonidest nii-
suguse tabeli kujul on kiill konkreetne ja tundub loomulikuna,
kuid seda on raske jdtkata objektide vdhegi suurema arvu ja kee-
rulisemate valikutingimuste korral. Méni kombinatsioon vdib
vahele jddda, lisatingimuste korral v6ib aga juhtuda ka mingi
muu dpardus.

Kombinatsioonide véljakirjutamise automatiseerimiseks votame
tabelisse (1) juurde veel iihe valikuvoimaluse — kui iihtegi objekti
ei valita — ja tdhistame seda olukorda lihtsalt arvuga 1 (niisu-
guse tdhistamisviisi kasulikkus selgub kohe). Lugedes siimboleid
a, b, ¢ arvudeks kirjutame vélja poliinoomi g(x):

gx)=14(a+ b c)yx+(ab—+ ac-}bc)x> 4 abcx3.  (2)

Nagu lihtne vordlus nditab, sisaldab see poliilnoom tidpselt sama
palju informatsiooni kui tabel (1). Erinevus on vaid selles, et
meid huvitav informatsioon on niitid kirja pandud teisiti siistema-
tiseeritud viisil ja moodustab tavalise matemaatilise objekti —
kolmanda astme poliinoomi. Et sellisel iileminekul polilnoomkujule
on siigavam sisu, avaldub koige paremini, kui me kirjutame selle
polilnoomi iimber jargmisel kujul

g (x)y=(1-ax) (1 -+ bx) (1 - cx). (3)

Otsene kontroll néitab, et esitusviisid (2) ja (3) on toepoolest
identsed. Korrutisena antud esitus (3) osutab aga kitte tee, kui-
das kombinatsioone vilja kirjutada ka objektide suurema arvu
korral. Nimelt ndeme, et iga valitava objekti (naiteks a) jaoks
leidub poliinoomis g(x) tegur, milles on kaks liiget — 1 (kui
objekti a ei valita) ja ax (kui objekt a valitakse). Kui meil on iild-
juhul tegemist n objektiga ¢y, ca, ..., ¢, siis vastav poliinoom
omandab kuju ‘

gy =(1+cx) (1 + cx). .. (1 4 0. (4)

Selle poliinoomi tegureid 1abi korrutades ja sarnaseid liikmeid
koondades saame

gx)=1+ax+tax®+ ... apt+ ... +axn,

kus kordajad a; on teatavad avaldised suurustest ¢y, co, ..., Cp

Niisugusel viisil esitatud poliinoom g(x) on jada a; gene-
reeriv funktsioon. Selles poliinoomis x*-ees olev kordaja
a, annab meile parajasti n objektist k-kaupa tehtud valikute
tdieliku kirjelduse. Kui meid ei huvita otseselt koik kombinatsioo-
nid ise, vaid ainult nende arv, siis tarvitseb votta ¢;=1 (i=1,
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2,...,n) ning genereeriv funktsioon (4) omandab kuju.

g =(+xr=2 (1) )
n
k

viisil saab n objekti hulgast valida & objekti, kusjuures ainult
objektide iimberjarjestuse poolest erinevaid valikuid ei peeta eri-
nevateks. .

Niide 1. Vottes vorduses (5) x =1, saame tuttava vorduse

n.
n
2= (%)
k=0
s. t. n objektist on kokku tildse voimalik moodustada 27 erineval kombinatsiooni.

Poordume niiiid uuesti n erineva objekti hulgast leostatavate
valikutega seotud genereeriva funktsiooni (4) juurde. Selles aval-
dises on iga olemasolev objekt esindatud kaksliikme (binoomi}
abil. Iga binoom (1-} ¢;x) néitab, et vastaval objektil on igas
kombinatsioonis kaks voimalust: see objekt kas puudub (liige 1)
voi on olemas (liige c;x objekti ¢; puhul). Kui objekt ¢; peab kom-
binatsioonis igal juhul esinema, siis jatame dra tema puudumist
voimaldava litkme 1 ja sdilitame vaid liikme cx.

Niiteks kolmest objektist a, & ja ¢ niisuguseid valikuid tehes,
et iiks objekt (a) alati valitakse, saame vastava genereeriva funkt-
siooni

Selles avaldises x* ees olev kordaja ( naitabki, mitmel erineval

ax(1--bx) (1 + cx)=ax -}-(ab + ac)x® -+ abexb.

Kui meid huvitab ainult erinevate valikuvdimaluste arv, siis vot-
tes a=b==c==1, saame nn. loendava genereeriva
funktsiooni
x(l-F x) (1 4 x)=x -+ 2x2 - x%

mille kordajad loendavad erinevaid valikuid (x' kordaja néitab,
mitmel viisil saab valida i-ndat objekti).

Sama mottekdiku edasi arendades jouame jadrelduseni, et gene-
reerivas funktsioonis esinev tegur

1+ x - 2
kirjeldab olukorda, kus vastavat objekti voib mitte votta, voib
votta ithe korra ja voib votta ka kaks korda (selleks paneme
objekti parast esimest valimist tagasi voi eeldame, et algkogumis
on seda tiiiipi objekte rohkem kui iiks). Néiteks genereeriv funkt-

sioon
(14 x+x2) (1 4x) (Y +x)=1-4 3x 4 4x2 4 3x3 - x*

voimaldab loendada viise, kuidas kolme tiiiipi objektidest saab
valida & objekti, kusjuures iihte tiiiipi objekti voib valida ka kaks
korda.
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Nagu ndeme, on analoogilisi poliinoome mitmesuguste valiku-
probleemide lahendamiseks tisna kerge vilja kirjutada. Uldiselt
n tiiipi objektidest &2 objekti valimisel mitmesuguste kitsenduste
korral on loendavaks genereerivaks funktsiooniks

n © )
gx)y=I (2 ax’),
j=1 =0
kus
1, kui j-ndat objekti voib valida i korda,
0 kui j-ndat objekti ei voi valida i korda.

Ndide 2. Noutakse. leida, mitmel viisil saab kuut tiiipi objektide huigast

vdlja valida £ objekti nii, et iiht tiiipi objekti oleks valitud paaritu arv korda,

kolme {iliipi objekte paarisarv korda ja iilejdanud kaht tiilipi objekte mistahes
arv korda. Vastava genereeriva funktsiooni voib kirjutada kujul

gy =(x+2 254 JF 242t (L x 2 )=
x 1 1 x
TT—x (1—3 =272 (—x)5(1+x)"
Arendades viimase avaldise suuruse x astmete jargi ritta, saamegi x% korda-
jana meid huvitava kombinatsioonide arvu. Iga konkreetse £ korral on selle
kordaja leidmine puhas tehniline t66 (kuigi voib votta {isna palju aega).

Muide, arvutuste lihtsustamiseks voib kasutada tegurpoliinoo-
mide lithendatud korrutamist. Nditeks eespool esines genereeriv
funktsioon

(I4x+4x2) 1+ x) (14 x)=(1Fx+x?) (1 + 2x 4 #?).
Kirjutades ruutliikmete kordajad koérvuti vilja (111 ja 121)
korrutame need 1dbi kui tavalised arvud: 111-121 = 13431. Vor-
reldes seda tulemust genereeriva funktsiooni arendusega 1+ 3x +
—+ 4x2+ 3x%+ x* ndeme, et korrutise iiksikutel kohtadel olevad
numbrid on parajasti arenduspolitnoomi vastavate astmete kor-
dajateks.

Siin tekib muidugi loomulik kiisimus: mida teha siis, kui osa-
korrutised on nii suured, et ldheb vaja kiimneliste iilekannet?
Lahendus on lihtne. Kirjutame tegurite kordajad vilja nii, et
paneme iiksikute kordajate vahele nullid. Naiteks (5 3x-+
— 4x?) (4 + 5x -+ 6x%) leidmiseks arvutame korrutise

50304 -4 0506 = 203761 3824

Siit

(54 3x2 -+ 4x2) (4 5x + 6x2)=20 -}- 37x -} 61x2 - 38x3 | 24x*.
Vajalikud modifikatsioonid, mida praktikas kiill fisna harva tar-
vis ldheb, jddvad lugeja enda leida.

Monikord tuleb kitsendavate tingimuste rahuldamiseks valita-
vaid objekte sobival viisil iimber defineerida. Olgu meil néaiteks
tegemist kolme tiiiipi objektidega — a, b ja ¢, kusjuures noutakse,
et objekte a ja b esineks valikutes sama arv kordi. Selle garan-
teerimiseks defineerime uue objekti ab, millega genereeriva funkt-
siooni vastav tegur omandab kuju
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(1 + abx? 4 a2b2x* |- . . ).
Kui veel lisaks nouda, et objekt ¢ peab valikus esinema néiteks
paaritu arv korda, siis ndeb genereeriv funktsioon vélja nii:

(1 +abx?2++a?b62x* .. Y(cx+ 334 .. ).
Vottes a= b= c=1, saame kombinatsioone loendava poliinoomi
(42 xt . ) (e x84.00).
Toome veel mone ndite mdeldavatest kitsenduste tiiiipidest.
Nouame, et iiht objekti a tuleb valida igasse kombinatsiooni

vihemalt sama palju kui teist objekti 4. Vastav genereeriv funkt-
sioon on siis

g(x)=(1+ abx? 4 a?62x* -} .. ) (1 -Fax+ a2+ .. ),
ehk kombinatsioone loendavas vormis
(b xt ) (a2,

Kui iiht objekti tuleb valida alati rangelt rohkem kui teist, siis
saame politnoomi

g(x)=(1 -+ abx? + a2b?x* 4 .. ) (ax+ a®x*+ .. .).

Kui iiht objekti tuleb valida alati kindla arvu s vorra rohkem

kui teist, siis
g(x)y=asx°(l +abx? + a?b?x* 4 . . .).

Neid vahekordi voib iildistada ka enamale kui kaht tiiiipi objek-
tidele. Néaiteks kui nouda, et a esineks sagedamini kui & ja see
omakorda sagedamini kui ¢, siis

g(x)=a*bx3(1 4-ax--a?x2- .. ) (1 + abx® 4
L a?bixt 4. ) (1 4 abex® -} a?b2c2x8 -1- . L)

Toendosuste arvutamisest

Toendosusteooria praktiliste iilesannete lahendamisel on sageli
tegemist olukorraga, kus iiht ja sama katset korratakse mitu
korda. Iga katse tulemusena v6ib mingi siindmus A toimuda toe-
ndosusega p voi mitte toimuda toendosusega g=1-—p. Kui suur
on toendosus selleks, et sindmus A toimuks n katse korral para-
jasti m korda? Lugeja tunneb siin kindlasti dra probleemiseade,
millest oli juttu juba «Matemaatika ja kaasaja» iiheksandas vihi-
kus (lk. 82-—83). Seal niidati, et vastav téenidosus P, , avaldub
kujul

n
Pln,n = (m) pmqn—m,

kus g=1—p. Iga lugeja voib ilma raskusteta veenduda, et toe-
niosused P, , on leitavad binoomi

(g + px)n

arendisest liitkme x™ kordajana.
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Nidide 4. Monevorra «rakendusliku» probleemina kiisime, Kui‘ suur on tde-
nidosus selleks, et neljalapselises perekonnas oleks parajasti 2 poissi ja 2 tiid-
rukut. Eeldame, et poisi ja tiidruku siinni toendosused on vordsed (p=g¢g=
~=(0,5). Enne arvutama asumist piilame anda sellele kiisimusele intuitiivset
vastust, nagu esimesel hetkel pahe tuleb. Enamusele inimestest vist tundub,
nagu oleks vastus 50%. Kontrollime niild seda tulemust sel teel, et leiame
kahe poisi siindimise tdendosuse nelja lapse korral:

n

- () () () =3

Sama vastusec saame seega ka bridZimangus sageli esinevale kiisimusele: vas-
taste kdes on neli trumpi; kui tdenaoliselt need jagunevad 2 — 2?

Niide 5. Vaatleme veel iihte analoogilist iilesannet. Olgu marklauda tulis-
tamisel tabamise toendosus 0,7. Milline on toendosus, et n lasu korral taba-
takse 0, 1, 2, ... korda? Kasutades néditeks n =15 korral eespool vilja kirjuta-
tud binoomkuju

(0,3 4- 0,7x)° = 0,0024 +- 0,0284x |- 0,1323x2 + 0,3087x5 -
~+ 0,3601x* 4 0,1681x5,
leiame vastavad tdendosused poliinoomi kordajatena.

Nidide 6. Oletame niiiid, et tegemist on monevorra keerukama situatsioo-
niga. Esimese lasu korral on tabamise t6endosus 0,7; teise lasu puhul 0,8;
koimanda puhul 0,9; neljanda ja viienda lasu ajaks tekkinud vasimuse tottu
aga vastavalt 0,5 ja 0,4. Kui niiid kiisida, mitu tabamust on koige tdeniolisem,
siis pdris lihtsalt saame vastuse genereeriva funktsiooni abil:

(0,3+0,7x) (0,2 -+ 0,8x) (0,1 + 0,9x) (0,5 4 0,5x) (0,6 4 0,4x) =

== 0,0018 -+ 0,0306x +- 0,1666x2 -} 0,3686x% + 0,3316x* - 0,1008x5.
Arendusest vaib kohe niha, et koige tdendolisem tabamuste arv on 3, aga ka
nelja tabamuse tdendosus osutub peaaegu sama suureks. Upris vihe tdendo-
line on aga mairklaua tabamine koigi 5 lasuga.

Lopuks veel paar lihtsat harjutusiilesannet:

1. Lahendage artikli alguses toodud kosmonautide valimise probleem.

2. Eksamineeritaval tuleb vastata kontrollimasinas «LastotSska» olevale
kiimnele kiisimusele, Seejuures voib kiisitav valida kolme voimaliku wvastuse
vahel, millest iiks on Gige. Oletades, et kiisitav valib vastuse tiiesti juhuslikult,
leidke tdendolisem oigete vastuste arv.

3. Kaks korvpallurit viskavad vabaviskeid. Korvi tabamise tdendosus on
vastavalt 0,6 ja 0,7. Leida viie viske korral téendosus selleks, et mdlemal maén-
gijal oleks iihe palju tabamusi.

MATEMATISEERIMINE !

Nagu iildiselt teada, osutub enamus teaduslikke tddesid, kui neist aru on
saadud, suhteliselt iisna lihtsateks. Sellepdrast peab endast lugu pidav teadlane
juba enesekaitse eesmirgil piiiidma takistada oma kolleegidel aru saamast, et
ka tema ideed on tegelikult péiris lihtsad. Kui te oskate anda oma kirjutistele
kiillalt arusaamatu ning ebahuvitava vormi, siis keegi ei piiilagi neid lugeda,
kuid koik tunnevad siirast aukartust ieie eruditsiooni ees.

Oma artiklite arusaamatus keeles kirjutamise tldtuntud mooduste hulgas
on tdnapdeval kdige hinnatavamaks kujunenud kunst kasutada matemaatilisi

! Bauncepr H, Maremarusauus. «<Hayka u skusub», 1966, Ne I, lk. 87—88.
Tolkinud L. Tuulmets.
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siimboleid koikjal, kus see vihegi voimalikuks osutub. Sel kunstil on vaid iiks
puudus: voib leiduda nurjatu' kavalpea, kes pole selliste primitiivsete noksude
kasutamises teist sugugi vdhem vilunud, kes harutab lahti segiaetud argumen-
tatsioonid ning avastab osavalt peidetud triviaalsuse. Onneks siiski on olemas
terve rida vahendeid, mis voimaldavad niisuguseid alatuid katseid juba eos
maha suruda.

Koige antiiksemaks viisiks on kirjutada valemitesse mitte need tihed mis
vaja, naiteks y asemel ¢. Isegi siimboli exp lihtne paigutamine sulgudest pare-
male vdib vahel imesid teha. Sellise teadliku sulitembuga kaasneb vaid harva
karistus, sest alati saab siii laduja kaecla ajada. Tegelikult autoril endal ei
olegi reeglina tarvis selliste piiiiniste leiutamisel vaeva niha, sest ladujad
tunnevad autorite vajadusi histi ning ilmutavad selles suhtes ise initsiatiivi
ja head tahet. Teil tarvitseb ainult nende peale lootma jdida ning korrek-
tuure mitte lugeda.

Kui valemid asjaolude juhusliku kokkusattumise tottu kogemata pdisesid
tundmatuseni moonutamisest, siis vdib lugeja neist isegi aru saada, eeldades
:muidugi, et ta teab, mida iga siimbol tdhendab. Siin kulgebki teie kaitse ees-
liin: tehke nii, et ta seda iialgi teada ei saaks. Nii niiteks vdite te 35. lehe-
‘killje allviites teatada, et V| on esimese faasi ruumala ning alles 873. lehekiil-
jel viia see suurus rahulikult vérrandisse sisse. Teie siidametunnistus jaib abso-
luutselt puhtaks: kunagi te ju itlesite, mida antud siimbol tdhendab. Vottes
niiviisi salaja kasutusele koik ladina, kreeka ja gooti tdhed, vdite te mingi para-
grahvi vastu huvi tundvat uudishimulikku lugejat sundida kogu raamatu vas-
tupidises jdrjekorras l&bi lugema (eriti tugeva mulje tekitavadki raamatud, mis
on tagant ettepoole sama hasti loetavad kui eest tahapoole).

Kui tagurpidi lugemine muutub lugejale juba harjumuseks ja ta hakkab
just sellist viisi normaalseks pidama, siis segage jalgi. Paigutage niiteks u
K@ll'yaqdisse juba 66. lehekiiljel, tema defineerimisega oodake aga kuni 86. lehe-

iiljeni. )

"~ Lopuks saabub moment, kus lugeja arvab, et ta teab juba koiki tdhti. Niiid
on viimane aeg teda veidi pidurdada. Niiteks iga koolipoiss teab, mis asi on
7, aga see teadmine voimaldab teil end vastasest uuesti lahti rebida. Lugeja
vaeseke korrutab tiikk aega koike automaatselt arvuga 3,14, enne kui ta 16puks
aru saab, et # on hoopis osmootne rohk. Kui te olete ettevaatlik ning asja
enneaegselt vilja ei lobise, siis liheb see lugejale oma poolteist tundi maksma.
Sama printsiipi v6ib muidugi kasutada ka mistahes teise tuntud tdhe puhul.
Nii voite te nditeks 141. lehekiiljel tdiesti ausalt kirjutada, et F on vaba ener-
gia; kui koigesse tungida piiiidev lugeja jouab juba harjuda sellega, et F on
vaba energia Helmholtzi mottes, siis kulutab ta teie vorrandite deSifreerimi-
seks tohutul hulgal oma vaba energiat, kuni ta Gkskord aru saab, et teie pida-
site kogu aeg silmas Gibbsi vaba energiat, mis lugeja arvales pidi olema G.
Muide, F on iildse suurepirane tiht, sellega voib tahistada mitte ainult mis-
tahes vaba energiat, vaid ka fluori, tungi, faradit, samuti funktsiooni suvalisest
arvust reaal- ja kompleksmuutujatest.

Viidete tahistamiseks kasutatavaid tirnikesi ja numbrilisi indekseid saab
samuti «sdjakavalustena» rakendada. Téhistage niiteks mingisugune rohk siim-
boliga P*, et lihtsameelne lugeja hakkaks lehekiilje alt olsima viidet, mida seal
loomulikult ei ole. Aga kui toeotsija loeb, et S viidrtuseks on 10'4 kalorit, siis
ta motleb: «Tohoo, milline piratu hulk kaloreid!» ja mbtleb niiviisi seni, kuni
loeb lehekiilje 16puni ning porkub seal vastu viidet number 14.

Kuid suurimat edu saavutatakse ikkagi jargmise lihtsa vottega: valmis kési-
kirjast rebitakse vilja mone toestuskiigu kaks lehekiilge ja nende asemele pan-
nakse sona «jarelikult> koos kooloniga. Niisugune operatsioon paneb lugeja
tubliks kaheks pievaks moistatama, kust kiill on voetud see jareldus. Veel
parem on kirjutada «jirelikult> asemel «ilmselt», sest ei leidu lugejat, kel jat-
kuks julgust paluda endale selgitada mingit ilmset asja. Sellega te mitte ainult
166te lugeja tummaks, vaid arendate temas veel alavddrsuskompleksi; aga see
ongi iiks teie peamistest eesmirkidest.
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IMITEERIMINE UURIMISMEETODINA
A. Oja

Kiiberneetilise uurimismeetodi iiheks iseloomustavaks jooneks
on mudelite kasutamine komplitseeritud diinaamiliste siisteemide
uurimisel. Mudel on nagu vaheastmeks uuritava siisteemi (objekti)
ja uurija vahel. Uurimist66 teatud etapil uuritakse mudelit, mitte
objekti, selletottu voib mudelit nimetada kvaasiobjektiks.

Seoses elektronarvutite kasutamisega diinaamiliste siisteemide
uurimisel on iisna tuntuks saanud loogilis-matemaatilised mude-
lid, mis kujutavad enesest vorrandite, vorratuste ja loogiliste tin-
gimuste kogumit. Selline vorratuste-vérrandite siisteem peab
olema koostatud nii, et ta teatud ldhenduses peegeldaks koiki olu-
lisi seoseid, mis esinevad reaalset uurimisobjekti iseloomustavate
iiksikute néditajate vahel. Kui selline mudel on koostatud, siis
taandatakse reaalse objekti uurimine niiteks vastava vorrandite-
vorratuste siisteemi lahendamisele elektronarvuti abil.

Tihti on aga tarvis uurida ka niivord komplitseeritud reaalseid
diinaamilisi objekte, et nende jaoks ei ole véimalik koostada
mudelit vorrandite-vorratuste siisteemi kujul. See juhtub niiteks
siis, kui objekt-siisteemi elemendid kas pole omavahel pidevalt
(ajas) mingil viisil seotud v6i nendevahelisi seoseid pole voima-
lik kiillalt lihtsal viisil vdljendada. Elementidevaheliste seoste eba-
stabiilsus on enamasti tingitud sellest, et siisteemisisesed mikro-
protsessid alluvad paljudele tdiesti juhuslikele mojudele. Toomegi
paar naidet niisuguste nn. stohhastiliste siisteemide kohta (niited
on voetud TRU arvutuskeskuse senise uurimistoo kidigus iilesker-
kinud probleemide hulgast).

Olgu meil uuritavaks objektiks mingi tehas, mida voib vaa-
delda komplitseeritud diinaamilise siisteemina. Elementideks on
sel juhul toolised, toopingid, toodeldavad detailid jne. Huvitagu
meid sellise siisteemi uurimisel niiteks toodangu valmimise riitmi-
lisus, toormaterjalide igapdevane vajadus, vaheoperatsioonide
lopetamise niisugused tahtajad, mis kindlustaksid lopptoodangu
valmimise jne. Kui kogu tod kulgeks igasuguste hdireteta ja koik
operatsioonid iiksikute pinkide juures (mikroprotsessid) toimuksid
vastavalt normatiivsetele aegadele, siis voiks teha katset kirjel-
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dada tehase t66d vorrandite ja loogiliste tingimuste teatava siis-
teemi abil. Et aga mikroprotsessidele mojuvad viga paljud juhus-
likud asjaolud — rikked, praak, tooliste haigestumine, toormater-
jali ebaiihtlus jne., siis osutub kogu siisteeni diinaamika kirjelda-
mine nditeks mingi vorrandisiisteemi abil {isna lootusetuks.

Teise analoogilise nditena voiks nimetada kaevanduse maa-
alust transpordisiisteemi. Elementideks on sel juhul elektrivedurid,
vagonetid, liiklusteed, laadimis- ja tiihjendamispunkrid, kaevan-
duskambrid jne. Olgu kogu transpordisiisteemi uurimise eesmar-
giks niisuguse vedude korralduse leidmine, mille puhul vajaliku
hulga maagi maa peale toomiseks kulub voéimalikult vahe t66-
joudu ja tehnikat, s.t. mis voimaldab tiihiseisakud transpordisiis-
teemi osas muuta minimaalseteks. On péris selge, et tipset «liik-
lusgraafikut» ette arvutada ei ole pohimotteliselt vbimalik, sest
siisteemi iga iiksiku elemendi t66 soltub viga mitmetest juhus-
likku laadi asjaoludest.

Siin naitena toodud, aga ka paljude teiste kiillalt suurte stoh-
hastiliste siisteemide uurimiseks voib edukalt kasutada pseudoeks-
perimentaalset meetodit. Selgitame jargnevalt selle meetodi ole-
must.

Vahetu eksperimenteerimine suurte siisteemidega, néiteks
tehasega, osutub enamasti praktiliseli voimatuks. Seetéttu tuleb
leida vOi konstrueerida: nn. kvaasiobjekt ehk mudel, mis oleks
tehasega teatavas mottes sarnane. Kui meil on aga kaks iihtmoodi
voi sarnaselt kdituvat objekti, siis saab sageli iihe objekti uuri-
mise tulemused iile kanda ka teisele objektile. Selline pohimote on
muide iildse modelleerimise kui teadusliku uurimismeetodi alu-
seks. Sarnasus objekti ja kvaasiobjekti vahel ei pruugi olla iga-
kiilgne, vaid vGib piirduda ainult selle osaga, mis meid uuritava
objekti juures huvitab. Suurte siisteemide uurimisel pakub meile
enamasti huvi nende diinaamika; tehase puhul niiteks téode iildi-
ne kiik, toéopinkide iilekoormatused voi seisakud, toodangu vélja-
laske riitmilisus jne. Seega peab konstrueeritav «kvaasiobjekt»
tehasega just selles osas voimalikult sarnane olema.

Suurte siisteemide diinaamika modelleerimiseks on viga sobiv
kasutada numbrilisi elektronarvuteid nende kiiretoimelisuse, mélu
suure mahu ja automaatjuhtimise kiillalt paindliku siisteemi tottu.
Elektronarvutit saab vastava programmi olemasolu korral panna
toole selliselt, et ta piisava tdpsusega imiteerib uuritava objekti
tood. Naiteks voib ta tdiesti analoogiliselt reaalsele tehasele «anda
toodangut», tekitada «todpinkide seisakuid» ]a «detailide jarje-
kordi» «to6pinkide» juures.

Elektronarvutite abil saab suhteliselt kergesh imiteerida stoh-
hastilisi protsesse. Tavaliselt takistab just reaalsete protsesside
stohhastiline iseloom nende n.-6. analiiiitilist uurimist. Kui aga
onnestub konstrueerida reaalset uuritavat protsessi imiteeriv stoh-
hastiline mudel, siis vOib analuutlhse uurimise teatud mdiaral
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asendada statistilise eksperimendiga. Eksperimenteerimisel sellise
elektronarvutil realiseeritud mudeli abil on kolm olulist eelist vor-
reldes vahetu eksperimendiga:

1) eksperimenteerimine on suhteliselt odav; 2) eksperimentee-
rimine ei mojusta ega ohusta mingil miaral reaalset objekti (nii-
ieks tehast); 3) eksperimentide legemine votab suhteliselt vihe
aega (nditeks mudeli «t66» iihe 66pdeva kestel voib olla vastavu-
ses 10-aastase perioodiga reaalse objekti juures).

Koigist neist eelistest hoolimata on imiteerimise meeiod kee-
ruliste siisteemide uurimisel siiski viimaseks abinduks. Seda
kasutatakse juhul, kui objekti uurimist ei onnestu taandada ana-
laiitilise (vorrandite-vdrratuste stisteemi kujul esitatava) mudeli
uurimisele. Mingi protsessi imiteerimine ja statistilise eksperi-
mendi tegemine elektronarvutil on tavaliselt kallim vorreldes
samavadrse analiiitilise mudeli lahendamisega.

Imiteeriva mudeli koostamisel ja kasutamisel vo6ib eristada
jargmisi etappe.

1. Reaalsele siisteemile (protsessile) vastavate loogiliste
blokk-skeemide koostamine."

2. Mudeli konstrueerimiseks vajaliku informatsiooni hanki-
mine ja selle teisendamine scbivasse vormi.

3. Blokk-skeemide jargi programmi koostamine elektronarvuti
jaoks.

4. Mudeli t66 (funktsioneerimise) jdrkjdrguline katsetamine
osade kaupa.,

5. Tervikliku mudeli korduv katsetamine ja tdienduste tege-
mine kuni vajaliku tdpsuse saavutamiseni.

6. Katsete plaani koostamine,

7. Katsetamine.

8. Tulemuste interpreteerimine.

Blokk-skeemide koostamisel kaldutakse sageli liigselt arvesse
votma reaalse protsessi pisidetaile. Need detailid aga ei mdjusta
tavaliselt kuigi oluliselt stohhastilise protsessi iseloomu. Muidugi
ei saa anda mingeid iildisi reegleid selle kohta, millised protsessi
komponentidest on olulised ja millised mitte. Detailide arvesta-
mise ulatus sdltub nii modelleeritavast protsessist, modelleerimise
eesmargist, mudeli koostaja kogemustest kui ka protsessi iseéra-
suste tundmisest.

Viga oluliseks etapiks on vajaliku informatsiooni hankimine
uuritava siisteemi {iksikute solmede kohta, sest siisteemi t66 tervi-
kuna soltub oluliselt iiksikute solmede t66 {ildisest iseloomust.
Niiteks tehase mudeli koostamisel on oluline teada, millise sea-
duspédrasuse jargi toimub detailpartiide té6tlemine iihel voi teisel
téopingil. Kui anda iihele pingile t66tlemiseks jarjest mitu naili-
selt fihesugust detailide partiid, siis partiide to6tlemise ajad (nn.
teenindamisajad) pole koikide partiide puhul tavaliselt ithesugu-
sed. Modelleerimiseks on vaja teada reaalseid teenindamisaegade
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keskvaartusi ja vastavaid jaotusi enamiku tiiiipiliste detailide ja
pinkide korral. Sellise informatsiooni hankimiseks ei piisa tava-
liselt normatiivsetest tabelitest, vaid tuleb vastavaid parameetreid
moota reaalse tooprotsessi kidigus. _

Katsetamise plaan tuleb koostada siis, kui mudelit kavatse-
takse kasutada statistiliste andmete kogumiseks samalaadiliste
siisteemide kohta. Vahel on aga vaja ainult kindlaks teha, kas
uuritav siisteem on kiillalt stabiilne, voi leida sellised parameetrid,
mille puhu! siisteem muutub stabiilseks. Siis tuleb lihtsalt mude-
lil lasta tootada ja jdlgida, kuidas ta reageerib mitmesugustele
mojudele (mudeli parameetrite muutmistele).

Tihtipeale on tarvis leida uuritava siisteemi kdige ratsionaal-
sem «juhtimispoliitika». Nditeks tehase puhul on vaja leida selline
toormaterjalide to6tiemisse andmise seaduspédrasus (kui suurte
kogustena korraga ja kui sageli), et toodangu iildmaht oleks vaja-
likul tasemel ja selle vdljastamine oleks voimalikult riitmiline.
Sellisel juhul tuleb neid mudeli parameetreid, mis vastavad nn.
sisendvoole, varieerida ja leida neile niisugused védartused, mis
kindlustavad riitmilise valjundvoo. ‘

Stohhastiliste mudelite konstrueerimisel on vdimalik kasutada
kaht erinevat ldhenemisviisi. Esimene neist seisneb selles, et siis-
teemi uurimiseks konstrueeritakse puhtstohhastiline mudel ja
reaalse objekti asemel uuritakse ainult seda mudelit. Teiselt poolt
voib aga piilida mudelit lihtsustada, kasutades reaalse protsessi
uurimise! (kus vidhegi voimalik) arvutamist. Niisuguse lihtsusta-
mise voimalikkus tuleneb asjaolust, et reaalse siisteemi podhjali-
kul tundmadppimisel vGib tavaliselt leida liksikute néitajate vahe-
lisi soltuvusi, mis on matemaatiliselt {isna lihtsalt avaldatavad.
Neid soltuvusi saab aga enamasti arvestada ka mudeli koostami-
sel. Selline stohhastilis-matemaatiline mudel on puhtstohhastilise
mudeliga vorreldes tavaliselt palju efektiivsem nii elektronarvuti
aja okonoomsema kasutamise kui ka eksperimenteerimisel saada-
vate resultaatide toepdrasuse poolest.

Senini pole imiteerimise meetodi kohta veel tehtud péhjaliku-
maid ildistusi. Ilmselt soltub meetodi konkreetse rakendamise
viis suurel méédral uuritavast objektist. On aga selge, et imiteeri-
mismeetodi osatdhtsus kahtlemata touseb suurte komplitseeritud
(siiisteenéide_uurimisel, kus analiiiitilist laadi meetodid pole raken-
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UUT MASINTOLKE AJALOOS

I. Kull, R. Palm

Nagu iildiselt teada, toimus esimene avalik masintolke de-
monstratsioon 7. Jaanuarll 1954. a. New Yorgis. Tolgiti univer-
saalsel elektronarvutil IBM-701 vene keelest inglise keelde, kus-
juures tolkimiseks valiti suhteliselt lihtsad teaduslik- tehnilise
sisuga laused.

Mis puutub esimesesse seni teadaolevasse spetsialiseeritud
«tolkimismasina» projekti, siis périneb see aga tunduvalt vara-
jasemast ajast. Nimelt anti 5. septembril 1933. a. ndukogude tead-
lasele P. P. Trojanskile (1894—1950) autoritunnistus seadmele
«sonade valimiseks ja triikkimiseks tolkimisel iihest keelest teise
voi samaaegselt mitmesse keelde». Trojanski masina eesmérgiks
oli tolkija vabastamine ldhtekeele (tolgitava teksti esialgse keele}
sonavara tundmise vajadusest. Kahjuks jai nimetatud «tolkimisma-
sin» tol ajal aga konstrueerimata.

Kéesoleva kirjutise autoreil on onnestunud leida moningaid
materjale, mis tdiendavale andmete saamisel voimaldaksid Glal-
toodud daatumeid tuua veelgi varajasemale ajale. Monevorra
ootamatuna tundub vahest see asjaolu, et need katsetused on teh-
tud Eestis. .

Nimetatud siindmusest koneleb artikkel ajalehes «Vaba Maa»
24, veebruarist 1924. a. Toome selle artikli taijelikult: !

Kirjutusmasin-tolk.

Hiljuti ilmus iihes kohalikus lehes teade, et Londonis
itles leitud masin, millega vobra keele .tundmata tolkeid iga-
sugusest keelest v6ib teha. Ehk kiill meie aeg iga pdev uusi
illatusi pakub, siiski leidis see teade vist vihe uskujaid.
Kuid iillatus oli aga veel suurem, kui neil pdevil meile hr.
A. Vaher oma téelist ktr;utusmasm -tolgi mudelit demonstree-
ris. Uhtlasi idendas ta ka, et Londonis sarnast masinat iiles
leitud pole, milleks ka tal vastav toenduskm Londoni saat-
konnalt oli ette ndidata.

! Esitatavate artiklite kirjaviis ja interpunktsioon on jdinud igal pool
muutmata.
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Hr. Vaher olla ligi 10 aastat oma ilesleiduse kallal 166-
tanud ja niid enam-vihem oma t06ga nii kaugele joudnud,
et poolteise kuu pdrast proovi masin-télgiga esineda véib.
Mudeliga vois ta see kord ainull masinatolkimise pohimotet
demonstreerida, mis ka onnestas. Ulesleidja arvab, et tal ka,
nagu selle aparaadi, tegelikus elus tarvilamiseks valmista-
mine korda ldheb.

Meil on raske otsustada, kuivord see uus iilesleidus teos-
tatav, arvame aga, kui téesti sarnane masin-t6lk kord tde-
asjaks saab, siis «Pdevalehe» vilumata joud, kes Liti keelega
meeleheitliselt maadleb, piike kord paistma hakkab.

1. Kull vestlemas J. Vahtraga (paremal) 1962. a. maikuul

1960. a. sai R. Palm andmeid, et tolkimismasina konstruktor
Johannes Aleksander August Vaher elab Rédpina rajoonis, ja alus-
tas J. Vahtraga kirjavahetust. 1962. a. maikuus, kui J. Vaher vii-
bis Tartus ravil, oli kdesoleva kirjutise autoreil voimalik temaga
liksikasjalikumalt vestelda. Kuid korge vanuse ja tervisliku sei-
sundi tottu polnud J. Vaher kahjuks enam suuteline selgitama
vajaliku tdpsusega oma tolkimismasinate tehnilisi {iksikasju.

Vahest pole liigne tuna siinkohal ka moéningaid biograafilisi
andmeid J. Vahtra kohta. Johannes Aleksander August Vaher siin-
dis 14. juulil 1887. a. Virumaal Kohtla vallas. Mone aja pdrast
siirdus perekond elama Peterburisse, kus isa t6otas kooliope-
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tajana.? Kédesoleva sajandi alul 6ppis J. Vaher Stieglitzi kunsti-
koolis (koos Konrad Méie ja Jaan Koortiga). 1920. a. paiku asus
ta elama Tallinnasse, kus tegutses fotograafina. Ta valdas eesti,
vene, saksa ja prantsuse keelt. J. Vaher suri Valgas 22. juunil
1962. a.

J. Vahtra ndpunaidetel leidsime veel kaks meile huvipakkuvat
artiklit. sellest perioodist. Esiteks leidsime sonumi, millele viida-
takse «Vaba Maa» artiklis. See ilmus ajalehes «Esmaspdev» 19.
nov. 1923. a. Esitame ka selle sonumi, sest see on kaudseks kinni-
tuseks esimese artikli toepirale.

Kirjutusmasin-tolk,

Londonis dratab tihelepanu isesugune kirjutusmasin, mis
kahest osast koos seisab ja nii on ehitatud, et ithel masinal
kirjutamise korral, teine kirjutuse automaatlikult soovita-
vasse keelde t6lgib. Uut aparaati saab tarvitada ka telegraa-
fijaamades vastuvéetavate telegrammide tolkimiseks. Leidu-
sele kuulutatakse suurt tulevikku.

Hoopis olulisem on aga artikkel, milles koneldakse J. Vahtra
enese konstrueeritud tolkimismasinast. See artikkel ilmus 6. sept.
1930. a. «Uudislehes» pealkirjaga ®

Plewapilmifu fomulijed leidujed.

Wajm. mis urimtad ja tdigid  Jobannes aher Edisiom |digedes.
ary

Artiklile oli lisatud foto J. Vahtrast ja tema tolkimismasinast.
Esitame sellest artiklist olulisema osa, kus koneldakse tolke-
masinast.

Teisest kiiljest — Johannes Vaher oli leidur ka praktili-
semais asjus. Suurem teos, mis tal kavatsusel ja Ronstruee-
rimisel oli, oli kirjutusmasin, millega iihel ajal vdib ka 161-

"kida. Sddrase masina idee kallal oli mees pead murdnud ligi
10 aastat. Tagajarjeks oli see, et Vaheril oli valmistatud aja-
jooksul mitu mudelit tolkimismasinast.
~ Mis puutub nimetatud masina konstruktsioonisse, siis tu-
letas see iildiselt meele kirjutusmasinal. Klahvid olid samuti
varustatud tahtedega. Kui oli vaja télkida midagi, iitleme
eestikeelest saksakeele voi vastupidi, oli vaja wvaid teksti

2 Esitame siinkohal iihe senini mitteteadaoleva kultuuriajaloolise fakti. Uldi-
selt teatakse, et kujur August Weizenberg on loonud sadakond lauluviisi. Et ta
ise aga viise iiles kirjutada ei osanud, siis pidi seda tegema keegi teine. Kes
— see polnudki tdnini teada. Vestluses J. Vahtraga selgus aga, et nende vii-
side kirjapanijaks oli J. Vahtra isa Karl Vaher.

3 Nimetatud artikli leidis TRU arvutuskeskuse téotaja J. Tapfer 1962, a.
mais.
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idrele tippida klahvidel maha sonaed ja masin toob tilevalt
esile tolgitud teksti.

Tolkimismasin oli chitatud nii, et tolgitav séna moodus-
tas mingi terviklise komplekti, mis pani litkuma masina sise-
mised osad, nii el vastaval rullil, tuli esile vastav tolkesona
teisest keelest, mis kanti paberile.

J. Vahtra leiutatud tolkimismasin

Leiduri cnese seletuse jdarele on tolkimismasin tootanud
pdris hdsti, vdljaarvatud moned viiksemad defektid ja vead,
mis mudeli juures loomulikud. Mis puutub télkimismasina
vddrtusse, siis, leiduri arvates, ei ole see ehitatud
mitte selleks, et vodorast keelt kohe kuk-
kuda tolkima vaid selle koht oleks olnud
igapdevases drielus. Teatud sénade hulga
ia laadi juures oleks vodimalus olnud dri-
omanikul drikirja idhest keelest, ilmatol-
kRija abita, lahtishijreeridat

Mitmest keelest vdis t6lkida. Kas vdi kogu maailma keel-
test, mille tahestik sarnane ladina tdhestikule. Selleks, et tol-
kida nditeks kirja ungarikeele, oli vaid vaja vahetada vas-
tav keelerull masinas ja t66 vois edasi minna. Tuli prantsus-

keel, oli tarvilik asendada ungarikeele rull uuega jne.

Mis puutub kirjutusmasina kasutamisele votmisse, siis oli
mehel selleks, kuna puudus kapital, et leidust teostada, ras-
kuseid nagu koigil leiduritel.

Kuna mees valdas saksa- ja venekeelt, oli ta ithendusse
astunud mitmete vdljamaa firmadega, kes oleks voinud sda-
raseid leidusi kasutada. Et asjatundjatel ja arimeestel usku
oli mehe voimetesse, nditab see, et ithe Ameerika firma poolt
nouti lihemaid jooniseid masina kohta. Hiljem, kui firma
oleks leidnud, et masin kolbab kasutada, oleks see ostnud
leiduse kasufamise Giguse dra.

4 Sorendus kiesoleva kirjulise autoritelt.



Vestlustest J. Vahtraga ja tema kirjalikest mirkmetest saime:
veel mitmeid tdiendavaid andmeid tema poolt konstrueeritud tol-
kimismasinate (resp. tolkimismasina mudelite) kohta. Selgus, et
ta oli konstrueerinud vahemalt 3 to6lkimismasinat (resp. tolkimis-
masina mudelit) ja mitmeid vahepealseid mudeleid. Vahepealsed
mudelid jdid Iopule viimata, need demonteeriti ja nende detaile
kasutati vute mudelite konstrueerimisel. J. Vahira enese andme-
tel jdid tolkimismasinad enne Suure Isamaasdja algust Tallin-
nasse. Soja ja sellega kaasnenud tulekahjude tottu pole séilinud
neist iihtegi. Samuti pole sailinud masinate jooniseid ja masi-
nate kohta kaivat tehnilist dokumentatsiooni. Muide, tolleaegsed
iseoppinud leidurid tulid enamasti toime ilma ulatuslikuma teh-
nilise dokumentatsioonita, mis v6is olla ndhtavasti niimoodi ka
J. Vahtra puhul.

Oma tolkimismasinate konstruktsiooni kohta kirjutas J. Vaher
ise jdrgmist: 5 «Rakendusviisi voib realiseerida pohiliselt kolmes:
erinevas siisteemis, nimelt: 1) mehaanilises, 2) valgustundlikus
(fotoelemendi abil), 3) elektroonika siisteemis. Kuid pohiprintsiip
jaab iiheks ja samaks koikidel juhtudel. Igal sonal on oma kindet
arv ja vastavalt sellele suunavale voi méaravale arvule fikseeri-:
takse soovitava keele® iga sona kindlaksméairatud kohal trumlit
voi lindil vastava keele jaoks...»

Mis puutub tsiteeritud artiklisse «Uudislehes», siis selle kohta
oli J. Vahtral moningaid faktilisi markusi. Nii néiteks polnud o6ige
artikli vaide, et tema ise oli ithendusse astunud vélismaa firma-
dega. Oige oli aga niiteks see, et {ihe ameerika firma esindaja
oli huvitatud masina joonistest. Masina jooniseid J. Vaher firma
esindajale aga ei ndidanud.

«Uudislehes» ilmunud artikli autor polnud J.-Vahtrale teada,
«Vaba Maas» ilmunud artikli autoriks oli aga selle lehe toime-
taja A. Veiler.

Tolkedemonstratsioonist 1924. a. koneles J. Vaher ise jarg-
miselt: 7 «Sel korral oli mul ehitatud viikene mudel, millega ma
korraldasin demonstratsiooni. See oli tehtud ainult selles mottes,
et kiiremini valmis saada oma iilesandega. Asi tahtis votta ime-
likku pooret. Kohalikus ajalehes teatati, et Inglismaal olevat see
asi juba lahendatud. Siis ma poorasin oma abilise kaudu Inglise
saatkonna poole, et jdrele uurida, kas niisugune asi on Inglismaal
olemas. Vastus tuli eitav. Kui vastus Inglismaalt tuli, siis ma
kdisin selleaegse ajalehe «Vaba Maa» toimetuses ja kiisisin, et
ma tahaks ajalehes «<Esmaspdev» ilmunud teadet iimber liikata . . ..
ja me seal koos leppisime kokku, et ma korraldan viikse demonst-
ratsiooni. Demonstratsioon oli miiratud 23. veebruariks kl. 5

5 Viljavote J. Vahtra miarkmetest TPI dots. L. Naretsile 1958. a.
6 S. t. keel, millesse tolgitakse.
7 Tsiteeritud magnetofonilindi jirgi. Kénelus lindistati 1962. a. mais.
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ohtul. Kell 5 ohtul sammusin mina siis oma sobraga sinna, masin
kaenla all. Sdal paistis rahvast kiillalt olevat. Paljud tulid minu
juurde, teretasid mind — ma ei tundnud neid. Lamp poles kirju-
tuslaua juures. S44l seisis ka harilik kirjutusmasin, minu kirjutus-
masina asetasime siis korvale. Demorstratsiooni ajal seisis minu
korval paremat kdtt minu sober, Kopli-nimeline (ta on ammu
surnud juba). Teisel pool istus minu korval keegi tundmata ini-
mene. Sai kiill nimetatud tema nimi, aga minul ei ole meeles. Ta
vaatas minu tolkimise t66 protsessi pealt, kuidas see siindis. Oli
védga imestunud. Ja siis ... vaatas masina peale, uuris tema jalgu,
ja paistis, et see mees moétles midagi imelikku minu kohta. Noh,
tegelikult muidugist midagi imelikku siin ei olnud. Tema maistus
ei seedinud seda, kuidas on voimalik, et iihes keeles triikkida ja
saada resultaat teises keeles. Niisiis, loppude 16puks pidi leppima.
Tema korval pool-piisti seisis toimetaja Veiler. Ta tuli kirjutus-
laua juurde, kirjutas paberi peale saadud kirjatolke, vottis selle
paberi ja ldks temaga minema. Vahe aja pdrast tuli ta tagasi ja
iitles, et andis (artikli) triikki lehele, mis ilmub homme. Ja sel-
lega 10ppes see demonstratsioon. Jdrgmisel pdeval ilmus siis
teade «Vaba Maas», tapselt nii, nagu ta oli sdal tehtud.»

Mida tuleks siis 6elda kéesoleva kirjutise 1opetuseks? Teata-
vasti on igal suuremal avastusel ja leiutisel, uurimissuunal, -mee-
todil ja teoorial oma ajalugu ja ka eelajalugu. Nii oli see nditeks
aurumasina leiutamisel, programmjuhtimisega arvutite konstruee-
rimisel voi ka kiiberneetika loomisel. Nii oli see ka masintblke ja
tolkimismasinate puhul.

Moistagi voiksid omal ajal J. Vahtra konstrueeritud tolkimis-
masinad pakkuda tdnapdeval ainult ajaloolist huvi. Kahjuks pole
aga sailinud iihtki tema konstrueeritud masinat. Ka pole siilinud
masinate jooniseid. Praeguste andmete pdhjal on vidga raske
Oelda, kuidas need masinad just tiapselt funktsioneerisid. Mida
-aga kindlasti on voimalik éelda, on see, et J. Vaher oli taiesti
teadlikult sonastanud masintolkimise {ilesande, oli veendunud
selle lahendatavuses ja oli ise asunud selle lahendamisele. Soren-
datud 16ik «Uudislehe» artiklist nditab. et ta moistis {ilesande
raskust ja asus selle lahendamisele ka vordlemisi realistlikult.
Koikide meile teadaolevate andmete hindamise ja sumimeerimise
tulemusena arvame, et J. Vahtra katsetused tolkimismasinate loo-
mise ja masintolke alal seisnesid tegelikult automatiseeritud
«sbnaraamatu» (nn. sdnaraamat-masina) konstrueerimise piiiie-
‘tes.
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JUURDELOIKUSKAARTIDE KOOSTAMINE
ELEKTRONARVUTIL

Ettevotetes tuleb alatasa lahendada mitmesuguseid iilesandeid,
mis ldhemal analiiiisimisel osutuvad matemaatilise planeerimise
valdkonda kuuluvateks. Seda arvestades saab nende lahendamist
vastavate matemaatiliste meetodite ning arvutustehnika kasuta-
mise teel sageli tunduvalt efektiivsemaks muuta. Kiesolevas kir-
jutises vaatlemegi iihte niisugust iilesannet, mille esitas TRU
arvutuskeskusele Tartu omblusvabrik «Sangars.

Omblusvabrikus valmistatakse mitmekiimne erineva nimetuse
ja suurusega tooteid. Nende materjaliks kasutatakse mitmesuguse
kvaliteedi, pikkuse ja laiusega kangaid, kusjuures samast kangast
voib ildiselt valmistada mitmeid erinevaid tooteid (niiteks eri
suurustes meestesdrke, samuti aga ka poistesiarke jne.). Iga paev
korduvalt lahendada tulevaks {ilesandeks on jirgmine: missugu-
seid tooteid peab igast antud kangast valmistama, et jarelejddnud
restide arvel tekkivad kaod oleksid minimaalsed?

Ulesannet lihtsustab see, et iga toote jaoks vajaminevate detai-
lide paigutus kangale (mitmesuguste laiuste jaoks) on juba
ette teada; selle paigutusega on {ihtlasi midratud riide kulunorm
vastava toote jaoks iga laiusega kanga puhul. Lihtsuse mottes
mahutatakse {ihe toote koik detailid voimalust mooda alati rist-
kiilikukujulisele kangaosale. Kui see otstarbekohaseks ei osutu,
siis koondatakse iihele ristkiilikukujulisele paigutusele kuni nelja
toote detailid. Seetottu taandub probleem lihtsalt kangaste 10i-
kamisele teatud etteantud pikkustega tiikkideks.

Koigi tootlemisele minevate kangaste tiikeldamise plaan koos-
tatakse eriliste nn. juurdeldikuskaartide kujul. Uhel juur-
deloikuskaardil (see koostatakse jargmisel lehekiiljel toodud tabeli
kujul) esitatakse terve rea kangaste jaotused paigutusteks. Uhel
kaardil kasutatud erinevate paigutuste arv ei tohi sealjuures olla
suurem kui neli, sest paigutuste suurema arvu korral muutub kan-
gaste faktiline titkeldamine liialt t6omahukaks.

Tegeliku juurdeldikuskaardi (vt. tabel) iilemises osas on and-
med kasutatavate paigutuste sisu kohta (toote Siffer, suurus ja
kasv, paigutuse pikkus), vasakul aga kangaste kohta (passi num-
ber, kanga defektideta osade pikkused). Kaardi sisu naitab iga
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Tartu Omblusvabrik «Sangar»
Juurdeloikuse kaart ar. 17

23. oktoober- 1965. a.
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kanga jaotamist nende nelja paigutuse vahel, paremal on aga lei-
tud tekkiva resti pikkus. Olgu margitud, et iihe niisuguse kaardi
koostamisele kulub vabrikus seni kasutatud metoodika korral
30—40 minutit, pdevas tuleb aga koostada umbes 10 juurdeldi-
kuskaarti. v
Juurdeldikuskaardi koostamise iillesande matemaatilisel sonas-
tamisel taandub see vorrandite
aixyj + QoXo; + @sXsi+ QuXej + 6;=A; (j=1,2,...,n) (1)
mittenegatiivsete tdisarvuliste lahendite x; leidmisele, mis tdhen-
davad j-ndast kangast pikkusega a; 1digatavate paigutuste arvu.
Seejuures A; on j-nda kanga pikkus, n — kangaste arv ja g
(i==1, 2, 3, 4) — valjavalitud paigutuste pikkused. Mittenegatiiv-
sed tundmatud ¢, nditavad tiikeldamisel tekkivate restide pikkusi.
Juurdeldikuskaart tuleks koostada nii, et restide pikkuste summa

> 6; oleks voimalikult viike.
i=1

Toodangu valjalaske riitmilisuse tagamiseks tuleb lisaks seos-
tele (1) arvestada veel teatavaid lisandudeid. Nimelt antakse
valjavalitud paigutuste (s. t. neile vastavate toodete) soovitavat
.vahekorda iseloomustav skaala (s). ss S3 s« ning noutakse,
et paigutusi pikkusega a; tuleb ldigata vahemalt s; tiikkki ja mitte
enam kui p protsendi vorra rohkem («Sangaris» 5 << p < 10).
Sellisel juhul lisanduvad seostele (1) veel vorratused

n
,]Z; Xi > 8, (2)

N <(1+L)s ((=1,234).

i=t
Juurdeldikuskaardi koostamine taandub seega vorrandisiis-
teemi (1), (2) ja (3) selliste mittenegatiivsete tdisarvuliste lahen-

n

dite ‘leidmisele, mille korral restide pikkuste summa 2176, on

I=
minimaalne. See on tdisarvulise lineaarse planeerimise tilesanne.
Et iihele kaardile kantakse tavaliselt 20—30 kangast, siis vasta-
vas planeerimisiilesandes on umbes 100 tundmatut x;;.

Niisuguste planeerimisitlesannete kogemuslik-intuitiivne lahen-
damine on loomulikult kaunis ebatipne. Nagu omblusvabriku
«Sangar» senised kogemused niitavad, kujuneb sellise lahenda-
misviisi korral restide kogupikkuseks umbes 1% kangaste kogu-
pikkusest (lehekiiljel 28 toodud nédite puhul isegi 1,6%).

Selleks, et materjali kadu restide osas vdhendada, on otstar-
bekohane rakendada lahendamiseks matemaatilisi meetodeid ja
arvutustehnikat. Tuleb aga muidugi arvestada, et arvutustehnika
rakendamine on iihtlasi vajalik veel tootmisega kaasneva arvel-
dust66 mehhaniseerimiseks.

w
~
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Juurdeloikuskaardi koostamisel lahendatavas tdisarvulise pla-
neerimise iilesandes on kiillalt palju tundmatuid. Et esialgu pole
veel olemas efektiivseid algoritme selliste suurte {ilesannete tép-
seks lahendamiseks, siis otsustati kasutada teatavat ligikaudset
algoritmi, mis arvestab vaadeldava iilesande struktuuri isedrasusi
(algoritmi koostasid TRU arvutuskeskuse t66tajad A. Jagel,
L. Priskjal. Urmet).

Koostatud algoritmi korral leitakse eraldi iga vorrandi (1)
fahend, s. t. iga kanga tiikeldamisviis. Seejuures noutakse, et resti
pikkus d; ei iiletaks etteantud suurust ¢ («Sangari» iilesannete
korral g =10 cm), ning peetakse silmas ka tingimusi (2) ja (3).

Siisteemi (1) j-nda vorrandi lahendit otsitakse jargmiselt. Koi-
gepealt vaadeldakse selle vorrandi lahendeid, milles ainult iiks
x; on positiivne tdisarv ja iilejddnud nullid, s."t. vaadeldakse
kanga tikeldamist ainult {ihe pikkusega paigutusteks. Kui selliste
hulgas leidub lahend, mille korral 0 << d; < ¢ ning on rahuldatud
tingimused (3) (seejuures tuleb arvestada ka eelmiste kangaste
jaotusi), siis vastav lahend voetakse j-nda kanga tiikeldamisel
aluseks. Kui aga sellist lahendit ei leidu, siis vaadeldakse j-nda
vorrandi niisuguseid lahendeid, mille korral kaks vdi kolm otsi-
tavat x; on positiivsed tdisarvud ning iilejddnud nullid. Voima-
lusi vaadatakse 14bi seni, kuni joutakse lahendini, mille korral
0 << §; < g ning on rahuldatud tingimused (3). Vastav lahend
tritkitakse vilja reana juurdeldikuskaardil ning asutakse vaat-
lema jargmise kanga tiikeldamist. Voib aga juhtuda, et noutud
omadustega lahendit ei leidu. Siis jdetakse kangas esialgu kor-
vale ning voetakse vajaduse korral vaatlusele alles hiljem (lahen-
deid, milles koik neli suurust x; on positiivsed, enam ei vaadelda,
sest nende puhul nouaks koigi voimaluste 1dbivaatamine elektron-
arvutilt liiga palju aega).

Kirjeldatud viisil vaadatakse jarjest 1dbi koik tiikeldamiseks
eraldatud kangad. Kui teataval sammul joutakse olukorrani, et
mingi { korral on juba rahuldatud tingimus (2), siis jidrgmiste
kangaste jaotamisel paigutusi pikkusega a; enam ei lubata 10i-
gata. See aga vihendab oluliselt kombineerimisvoimaluste arvu.
Seetottu ndhakse programmis ette, et kui mone pikkusega paigu-
tusi on vaja loigata veel tunduvalt vidhem iilejadnutest, siis vas-
tavate pikkustega paigutusi lubatakse igast kangast eraldada
iilimalt mone tiiki kaupa (niditeks kahekaupa).

Tingimusi (2) voimaldab rahuldada asjaolu, et kangaid eral-
datakse umbes 20% vorra rohkem, kui seda skaalaga maiiratud
minimaalplaani taditmiseks vaja laheks. Seetottu osa vihemsobi-
vaid kangaid jadb titkeldamata. Skaalaga seotud nouete pare-
maks rahuldamiseks eraldatakse pikematest kangastest koigepealt
teatav hulk selliseid paigutusi, milliseid on rohkem vaja, jarele-
jdanud keskmise pikkusega kangas aga jaotatakse eespool Kkirjel-
datud algoritmi abil.
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Niisugune algoritm on fsna lihtsalt programmeeritav. Vastava
programmi abil on TRU arvutuskeskuses juba hakatud koostama
juurdeldikuskaarte o6mblusvabrikule «Sangar». Esitame niite
elektronarvutil «Ural-4» koostatud juurdeloikuskaardist.
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Seniste kogemuste pohjal voib vdila, et elektronarvutiga koos-
tatud juurdeloikuskaartide kasutamisel ei tule restide kogupikkus
suurem kui 0,1% kangaste kogupikkusest, mis on umbes 10 korda
vahem kui kisitsi koostatud juurdeldikuskaartide korral ning
annab aastas umbes 20000 rubla kokkuhoidu. Muidugi ei anna
kirjeldatud algoritm veel optimaalset lahendit. Tegelikult opti-
maalse lahendi leidmine ei osutu aga enam majanduslikult kasu-
likuks, sest arvuti aja maksumus ldheks sel korral niivord suu-
reks, et seda ei Oigustaks materjali suhteliselt viike kokkuhoid.

Lopuks méargime, et materjali kokkuhoiu pohiliseks reserviks
on sisekadude vdhendamine paigutustes. Kuid viikeste sisekadu-
dega paigutuste saamise algoritmid on kéesoleval ajal alles teo-
reetilise uurimise tasemel. Seetdttu piiiitakse kisitsi leida voima-
likult viikeste sisekadudega paigutusi, milleks neid iga toote
jaoks koostatakse sageli mitmes erinevas variandis.

NORBERT WIENERI ARVAMUSI !

Teadlase distsipliin seisneb selles, et ta piihendab end i6e otsimisele.
.See distsipliin kutsub esile soovi minna dkskoik millistele ohvritele, olgu
need materiaalsed, moraalsed v6i ddrmisel (kuigi mitte pretsedenditul) juhul
isegi oma isikliku julgeoleku ohvrid. Enamasti on see sisemine distsipliin,
mis eelkbige soltub teadlase suhtumisest teadusse, mitte aga wvdlistest asja-

oludest, millistes toimub tema teaduslik 166. ‘
* *

*

Ma olen dnnelik, et sindisin enne Esimest maailmasdda, kui teadlaste
maailma joude ja piidlusi veel ei ujutanud dle nelikiimmend aastat vél-
danud katastroofid. Ma olen eriti Onnelik, et mul ei tulnud olla kaasaeyse
teadusliku vabriku iheks kruvikeseks, teha, mida kdstakse, téotada iilesannzte
kallal, mida annavad ilemused ... Kogu sidamest tunnen ma kaasa tdna-
pdeva noortele teadlastele, keilest paljud, tahavad nad seda voi mitte, on
cajavaimu» tottu mddratud teenima intellektuaalsete lakeidena ja tabelipida-
jatena, kes registreerivad end téole saabumisel ja t56lt lahkumisel.

* *

*

Enne séda?, eriti depressiooni perioodil, oli pdds teadusse raske. Neile,
kes tahtsid tegelda teadusliku t66ga, esitati vdga korgeid nbudmisi. Soja
ajal toimus kaks olulist ‘muudatust, Esiteks ilmnes puudus inimestest, kes:
oleksid vbimelised realiseerima koOiki sGja jaoks vajalikke projekte. Teiseks, et
neid ikkagi oli vaja ellu viia, tuli kogu siisteem imber korraldada nii, et
oleks véimalik kasutada minimaalse cttevalmistusega, minimaalsete voime-
tega ja minimaalse kohusetundlikkusega inimesi.

Tulemusena, noored inimesed, selle asemel, et valmistuda pikaks ja ras-
keks teeks, elasid kerge siidamega, ei muretsenud homse pdeva pdrast, luge-
sid, et buum teaduses vdltab igavesti. Distsipliin ja raske t66 polnud nende
jaoks kohustuslikud . ..

' See on iiheks moraali ildise languse avalduseks, mis siis algas teadlaste
seas ja kestab senini. Peaaegu rOigil varasematel ajajdrkudel tulid teadusse
vaid need, kes ei kartnud karmi t60d ega kasinaid tulemusi.

! Autobiograafiast: Buuep H, I — maremaruk. M.. 1964.
2 St. enne Teist maailmasdda. Selles tsitaadis koneleb N. Wiener teadus
sest Ameerika Uhendriikides.
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HULKTAHUKATE JOONISTE RAKENDAMISEST
RUUMIKUJUTUSE ARENDAMISEL

S. Riives

Meije kaasaega iseloomustab matemaatika ja tema uurimis-
meetodite {iha laienev kasutamine viga mitmesugustel elualadel.
Matemaatikat saavad mitmekiilgselt ja ratsionaalselt rakendada
praktilises elus aga ainult need isikud, kes on saanud vajaliku
ettevalmistuse. Eesmargiks ei tohi seejuures seada ainult faktide
tundmadbppimist, suurt tdhelepanu tuleb pédrata ka nende asja-
likule ja efektiivsele rakendamisele. Vaatleme kidesolevas artiklis
moningaid probleeme geomeetria alalt.

Geomeetria Opetamise spetsiifilisteks eesmirkideks on teata-
vasti 1) geomeetriliste teadmiste omandamine, 2) loogilise mot-
lemise arendamine ja 3) ruumikujutluse arendamine.! Kdesolevas
artiklis peatume moningatel kolmanda eesméirgi saavutamise abi-
noudel.

Ruumikujutlus peab olema arenenud tehnilistel aladel tootava-
vatel spetsialistidel-inseneridel, samuti kunstnikel-konstruktoritel,
kelle iilesandeks on hoolitseda tehniliste konstruktsioonide esteeti-
lise kujundamise eest. Ruumikujutlusel on tdhtis koht ka paljude
looduslike protsesside geomeetrilisel ja graafilisel interpreteeri-
misel.

Praktika teendab, et stereomeetria ja projektsioonimeetodite
pohijoonte oigesti organiseeritud Gpetamisega on voimalik aren-
dada head ruumikujutlust rohuva enamuse inimeste juures. Ope-
tamise esimesel etapil on geomeetriliste moistete ja ruumikujutluse
allikaks meid tmbritsevad esemed. Nii nditeks opib laps peagi
méarkama toa, tikutoosi ja kapi iihist omadust, s. t. omandab ette-
kujutuse risttahukast. Jirgmisel etapil kasutatakse meid iimbrit-
sevate esemete korval ka spetsiaalseid mudeleid. Tuleb aga maér-
kida, et mudelite ja esemete geomeetriliste omaduste vaatiemine
voib pideva iihekiilgse kasutamise korral teataval méairal pidur-
dada abstraheerimisvoime arengut. Lubamatult sageli esineb nai-
teks juhte, kus silindrilise pinna all moistetakse ainult p66rd-
silindrilist pinda, lainelises eterniitplaadis aga taolist pinda n&ha

! Beckuun H. M, Meroguka reomerpun, M.—JI., 1947, tk. 3.
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ei osata. Mudelite 0ige demonstireerimise abil on muidugi véima-
lik tutvuda iihe voi teise kujundi iseloomulike omadustega, tema
elementide vastastikuse asendiga, kuid selle votte efektiivsust
tuleb kindlasti kontrollida, noudes késitletava kujundi kirjelda-
mist parast seda, kui mudel on kérvaldatud. Sel viisil on saavu-
tatav muu hulgas ka vaatlusvoime siistematiseerimine ja siiven-
damine. Vanemates klassides on aga mudelite kasutamise asemel
sageli otstarbekohane teha jooniseid uuritavatest kujunditest.
Nende kasutamine voimaldab vaadelda kujundeid tildisemalt ning
nouab siigavamat kujutlusvoimet. Sellega kaasneb ruumikujutluse
kiirem ja mitmekesisem areng. Joonis Oppeprotsessis asendab
konkreetset mudelit aga ainult siis, kui ta rahuldab kindlaid nou-
deid. N. TSetveruhhin ? rohutab nendest jargmisi: 1) joonis peab
olema oige, s. t. ta peab esitama vaadeldava kujundi (originaali)
teatavat projektsiooni; 2) joonis peab olema ilmekas, s. t. ta peab
esile kutsuma originaali ruumilise kujutluse; 3) joonis peab olema
tehtud vabalt, s. t. ta ei tohi sisaldada lisakonstruktsioone, mis
ei ole vahetult seotud labivoetava teemaga.

Esimese punkti vastu eksitakse sageli mitte ainult tahvlijoo-
nistel vaid ka Opikuis. Nii nditeks voetakse tetraeedri mediaani
naitamisel tihti vabalt mingi sirgléik, mis iithendab tippu vastas-
tahu mingi punktiga. Ometi defineeritakse mediaan sirgldiguna,
mis ithendab tetraeedri tippu vastastahu mediaanide 1oikepunktiga.
Paralleelprojektsiooni korral, mida me tahvlijoonisel tavaliselt
kasutame, aga sdilivad nii paralleelsete kui ka samal sirgel asetse-
vate l6ikude suhted. Seega tahu mediaanide l6ikepunkt on joonisel
iiheselt maaratud ja ka vaadeldava sirgléigu saame iiheselt néai-
data. Kui joonist oigesti valmistada, siis tdidab ta ka oma iiles-
ande oigesti, sest ta vdoimaldab iihtlasi kinnistada mediaani defi-
nitsiooni.

Printsipiaalselt ebadigete joomiste kasutamine oppeprotsessis
on tiiesti lubamatu, sest see vGib esile kutsuda viairaid tolgenda-
misi ning oodatud kasu asemel tuua koguni kahju. Seepdrast peab
opetaja hidsti tundma kujundite projektiivseid oma-
dusi ning neid joonise valmistamisel alati arvestama. Ka nn.
vabajoonise valmistamisel (kui projekteeriv aparaat jdiab fiksee-
rimata), on otstarbekohane juhtida Opilaste tdhelepanu nendele
nouetele, mida peab rahuldama joonise elementide (néiteks punk-
tide) vastastikune paigutus, tuginedes seejuures varem omandatud
teadmistele. Nii naiteks piiramiidi tasandilise 16ike joonestamisel
(joon. 1) voib vabalt valida kolm punkti kiilgservadel. Loike kui
teatava tasandilise hulknurga {ilejddnud tipud on aga siis juba
taielikult midratud. Toepoolest, kui valida vabalt naiteks punk-
tid Ay, B; ja C), siis méadravad nad l6iketasandi 4,B,C,. Servad

2 Yersepyxun H. @, Uepresxn 0pocTpaHCTBeHHBIX (UIVp B Kypce
reonterpit. M., 1946, 1k, 7.
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CD, ja A;Bj, olles samal tasandil, voivad l6ikuda ainult tahu-
tasandite ABT ja CDT loikesirgel. Viimane on joonisel juba maa-
ratud punktidega T ja L,. Niisiis, punkt D, on sirgete TD ja
U,C, 16ikepunkt. Samuti on konstrueeritav punkt E,. Opetajal
muidugi ei tarvitse neid lisajooni oma tahvlijoonisel naidata, kuid
arvestada tuleb neid kindlasti
ning samal ajal juhtida sellele
ka opilaste tdhelepanu (joonis-
tel on need nididatud abijoonte-
na). Niiviisi saavutame dhtlasi
opilaste teadmiste kinnistamise
ja nende oskusliku rakendami-
se konstruktsiooniiilesannete
korral. Analoogilisi néditeid, kus
me peame arvestama joonise
taielikkust pidrast teatavate ele-
mentide vaba valikut, voib tuua
rohkesti.

Téanapdeva tehnikas esine-
vate probleemide korral tuleb
piiramiidide ja prismade korval
sageli kokku puutuda maérksa
keerukamate pindadega, eeskatt
mitmesuguste hulktahukatega. Joonis 1.

Nendega tutvumine voiks kuu-

luda koolis ka klassivilise t60

hulka. Juhime siin tdhelepanu iihele probleemile, mis sageli esi-
neb praktiliste {ilesannete lahendamisel. On teada, et kui hulk-
tahukal on antud teatav arv tippe, siis iilejddnud tippe ei saa
enam valida pdris vabalt. Prisma korral naiteks peab olema
garanteeritud kiilgservade omavaheline paralleelsus, mistottu
parast iithe pohja tippude ning iihe kiilgserva valikut peavad
prisma iilejddnud tipud asetsema kindlasihilistel sirgetel.

Siit jouame jirgmise iildise probleemini. Olgu joonisel antud
mingi hulktahukas. Fikseeritakse selle hulktahuka teatavate tip-
pude kujutised. Noutakse selgitada, missuguse vabadusega on
voimalik muuta teiste tippude kujutisi, ilma et seejuures muu-
tuks hulktahuka tiiiip. Seejuures loeme hulktahukaid sama tiiiipi
kuuluvaiks, kui neil on vordne arv tippe, tahke ning servi, kus-
juures koigi vastavate tippude juures on sama arv tahke nii, et
vordse tippude arvuga hulknurgad esinevad samas jéirjestuses.
Nii nditeks kuuluvad samasse tiiiipi koik kaheksatipulised hulk-
tahukad kuue nelinurkse tahuga (nende seas ka kuup ja nelja-
tahuline tiivipliramiid). Probleemi rakenduslik vdartus selgub kas-
voi jargmisest nditest. Masinad komplekteeritakse teatavatest
tiksikosadest. Masina korpuse konstrueerimiseks tuleb kujundada
masinat holmav pind, mis toetub antud tugipunktidele ning rahul-
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dabvajalikke -tehnilisi ja esteetilisi noudeid. Kunstnik-konstruk-
tor’ voib sel puhul hulktahukaid:kasutada kattepindade esrmeste
lahendustena, valides tugipunktid Hulktahuka tippudeks.i® -

:Selle’ probleemi  puhul -on’ oluline teada, kui palju én' {ildse
neld tippe, mida v6ib vaadeldava tiifibi hul ktahuka joonise] ‘valida‘
vabalt. Viimase kiisimuse analitiisimisel ‘on voéimalik kasutada
niinimetatud parameetrite loendamise meetodit. Seejuures tuleb
rohutada, et saadav tulemus kehtib nii paralleel- kui ka tsentraal-
prOJektmoom korral. Kirjeldame lithidalt seda meetodit, 'mille
liksikasju ja pohjendusi voib asjast huvitatud ]uge]a leida auton
artiklist 3.

Hulktahukad jaotatakse kahte pohiliiki: tildised hulktahukad Ja
erihulktahukad. Uldisteks nimetatakse hulktahukaid, mille kdik
ruuminurgad tippude juures on kolmetahulised (nalt titvipiira-
miid). Erihulktahukatel leidub vdhemalt iiks tlpp,‘mﬂlei‘
juures olev ruuminurk on enam kui kolme tahuga (niit.’ ptira-
miid). Parameetrite loendamisel tuleb arvestada hulktahuka liiki.
Punkt tasandil esitatakse kahe koordinaadiga. Seetdttu iga ‘vabalt
valitud tipp néuab enda madramiseks kahte parameetrit. Kui tip-
pude arv on e, siis nende esitamisel joonisel  kuluks: seega 2¢ =py
parameetrit, Kui tipud oleksid s6ltumatud. On teada, et ildise
hulktahuka korral on joonise taielikkuse saavutamlseks'
(s. t. selleks et jargnevad positsiooniiilesannete. lahendused olek-
sid olemasolevate. punktide voi sirgete pohjal ette ' madratud, nagu
nditeks joonisel 1 punktid E; ja D)), tarvilik mééirata ]oomsel'
pt—3n——4 parameetrit, kus n on tahkude arv. Enhulktahukatel
on ]oomse ta1el1kkuse _saavutamiseks tarvilik parameetrlte arw

, pt—3n—4—2(t——3)eh "; R
kus n on- tahl\ude arv, i, — iihest ja samast tipust ]ahtuvate ser-
vade arv ja.e; — nende. tippude ‘arv, mille juures on i-tahulised
ruuminurgad? Sama: parameetrite arvu -on voimalik avaldada ka
hulktahuka servade ‘kaudu: ’

pi=k--2,
1\us k on hulk*ahuka servade uldarv

-_1001’11581 pole ‘vabalt valxtavad Koik soltub p; ja Do vahekorrastv
Kui' py= py; siis on koik tipud joonisel vabalt valitavad. Kui
ps > py, siis osa tlppe tuleb leida varem valitud tippude jérgi.
Kui aga po < py, siis voib koik tipud vabalt valida, kusjuures jaab
veel teatav talendav vabadus.

S PHnBec 3. 10, O NPHMEHCHHY NAPAMETPHYECKOTO METORA A ncee-

osaﬂml NPOEKLHI MHOl‘Or‘paHHHKOB — EPA Teaduslike Téode Kogumik, 22,
1961,. 1k, 77—91.
D ‘-Ie'rBepyxuﬂ H. ®., Tonuwe u uenoaxsle usoGpaxenns. — Bonpocw

COBpEMEHHOH HauepTaTeJbHOH reome‘rpun M.—J1., 1947, 1k. 127—187.
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Niéide, 1. Maarame suurused p, ja-p; joonisel 1 kujutatud -piiramiidi puhul.
Sel korral pv_—2 -6 =12, sest tippe on:§,; s..t. ¢=4=6, ning:ip;=3- 64+
(5—3)—— 12, sest tahke on 6. ja \uetahuhsl tippe iiks (s:.t. n=6, e;=1
ja z_ 5). Teisel viisil ‘'saame p,= 10--2-; = 12, sest servi on 10 (s. t. k~ 10)-
Siit néeme, et p, = p, seega k01k tipud on vabalt valitavad; nagu t&h\’]}]QOm
sel alati tehaksegi.
~Ndide 2. Vaatleme joonisel 2 antud seltsetahku mlllel on kaks \usnurkset
tahku, iilejddnud aga nelinurgad. Me néeme, et on tegemxst fildise hulkfahu-
kaga kusjuures tippude arv e ==10. Seega pv—2 10==20, p, =3 7~—4—'l7.
sest n= 7. Siin pd>pt ja py— p;=3, millest jéreldub, et vaba]t voime valida

8 tippu, ithe peame valima etteantud sihil, kiimnes tipp aga on leitav kotistt
ruktstooni teel. Nii on joonisel vabalt voetud tipud 4, B, C, D, E, A;, B,, G
Tipp D, on aga valitud sirgel U,C,. Nimelt Jahteandmete jérgi saime mdarata
sirge TiL,, mis kujutab tasandlte ABB, ja C\CD lbikesirget. Et aga A,B, ja
C\D, on samal tasandil ja nad 16ikuvad, siis nende loikepunkt peab asetsema
sirgel T\L,. Parast seda, kui D) on joomsel naidatud, leiame sama pohimdtet
rakendades, et E; on mairatud sirgete UA, ja U.D, lmkepunktma Margime, et
sama ti.iﬁpi seitsetahukaks on ka piiramiidi alumine osa joonisel 1. Sel juhul
on tegemist vaid erandjuhuga, kus 7= T, ning ka sirge DD, 14bib punkti T.

Joonis 3.

Ruumikujutluse arendamisel voib kasutada ka niisugust tiles-
annet, mille puhul hulktahuka tippude arv on ette antud ja tuleb
uurida, missugused hulktahukad tekivad punktide . vastastikuse
asendi muutmisel. See on just probleem, mis kerkib praktikutel
kattepindade konstrueerimisel. Olgu néiteks antud kaheksa punkti,
mis ei asetse koik iihel ja samal tasandil. Uunme mllhste hulk-
tahukate tippudeks need voivad olla.

Koige lihtsamal juhul tekib piiramiid, nimelt siis; ku1 iiks ‘upp
on viljaspool tasandit, mille]l asetsevad seitse ule]aanud punktlé
(joon. 3).

37



Edasi voib vaadelda juhtu, kus kuus punkti on samal tasan-
dil, kaks iilejddnut on aga viljaspool seda tasandit. Joonise abil
on kerge ndha, et siin voib esineda mitu eritiiiibilist hulktahukat,
kusjuures peale kuusnurkse tahu voib esineda veel kas ainult
kolmnurkseid (nagu niiteks joonisel 4, kus HS ei lidbi ihtegi
punktidest U;) vdi ka nelinurkseid (nagu joonistel 5 ja 6). See-
juures on joonise abil kerge selgitada, et ithe nelinurkse tahu kor-
ral (joon. 5) peab serv HS asetsema sirgel, mis 16ikub kuusnurkse
tahu mingi serva poolt maidratud sirgega, niiteks sirgega BC
punktis P, mis ei iihti {thegi punktiga U, Kahe nelinurga olemas-

Y —_—
N . .
P N
NS 1
o $ -
7 - U . )
' BNt ’ Tl
U; Y
Joonis 4.
3 R
" /'/’
N :
P,
Joonis 6. Joonis 7.

olu korral (joon. 6) peab tippe f ja S iihendav sirge tdbima kuus-
nurkse tahu mingi kahe serva poolt miiratud sirge loikepunkti
U; (ndit. P=1Us).

Analoogiliselt voib uurida hulktahuka muutumist {ihel tasan-
dil asetsevate tippude arvu edasisel vihendamisel. Joonistel 7—10
on naidatud hulktahukad, millel on iiks viisnurkne tahk ja file-
jddnud kolm tippu on viljaspool seda tasandit.

Sellisel viisil voib kaheksatipulise hulktahuka kuju muutumist
jalgida seni kuni jouame hulktahukani, mille tahkudeks on vaid
kolmnurgad. Jooniste abil on kerge lahendada siis ka nditeks
poordiitesannet: kuidas tuleb paigutada tippe selleks, et tekiks
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hulktahukas mingite etteantud omadustega. Nii néiteks selleks,
et kaheksatipulisel hulktahukal oleks iiks viisnurkne ja kolm jar-
jestikust nelinurkset tahku, peavad abipunktid L,, U,, V,, ja U,
L, S olema omavahel kollineaarsed, nagu nahtub jooniselt 9.
Eespool késitletud kiisimuste korval on jooniste kasutamisel
oppeprotsessis vaja silmas pidada ka joonise meetrilist
madratavust paralleelprojektsiooni korral. Alustame jarg-
mise lihtsa nditega. Vaatleme tetraeedri sissekujundatud kooni-
list pinda, mille pShjaks on iihel tahul asetsev siseringjoon. Sise-
ringjoone keskpunkti voime sel puhul ndidata vabalt ainult teata-

<

Toonis 9. Joonis 10.

vas piitkonnas, sest iga punkt joonisel ei osutu kolmnurga sise-
ringjoone keskpunkti projektsiooniks®. Pealegi ei vbi enam kolm-
nurga kiillgede pikkusi fikseerida arvuliste andmetega pirast seda,
kui on antud siseringjoone keskpunkti projektsioon. Kui kolmnurka
mdidravad elemendid olid antud juba varem, siis tuleb sisering-
joone keskpunkt joonisel konstrueerida, mitte aga vabalt naidata.

Selle niite juurest jouame jdrgmise iildise definitsioonini.
Koneldakse, et joonis on meetriliselt mddratud, kui
tema jdrgi on voimalik rekonstrueerida ruumiline kujund. See

5 Vi. Uersepyxun H. &, Ueprekn npocrpancTseniubx (Guryp B Kypce
reoMerpud. M., 1946, Tk. 103.
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tahendab iihtlasi, et meetriliselt maaratud joonisel on koik kujun-
dis esinevad elemendid konstrueeritavad, neid ei tohi vabalt nii-
data.

Naide 3. Joonise meetrilise méaaratavuse nditena vaatleme erikujulist tet-
raeedrit ABCD, mille kérguste 10ikepunkt whtib ithe tipuga D. Sel juhul on
tipu D juures kolmetahuline tdisnurk. Olgu joonisel 11 antud tetraeedri tippude
projektsioonid A’, B/, ¢’ ja D’, ning korguse projektsioon D’D’,, kusjuures
DY, valikul on arvestatud olemasolu piirkonda® Et DY, peab olema kolmnurga
ABC korguste Ioikepunkti kujutis, siis teljelist afiinsust? kasutades saame
maidrata selle kolmnurga kuju. Selleks vaatleme punkti D’; labivaid sirgete
paare C’D’y ja o' ||A’B’, millele vastavad ruumis ristiolevad sirged, ning
A’D’y ja b’|| B’C’, millele vastavate sirgete vahel on ruumis samuti tdisnurk.
Valime vabalt afiinsuse telje s ning Kkonstrueerime loikudele SR ja UV kui

A 124
Joonis 11. Joonis 12.

diameetritele ringjooned, selleks et madrala punktile D’; afiinselt vastavat

punkti D,. Pirast seda on kerge leida punkte A4, B ja C. Sellega on meil maa-
ratud tetraeedri ithe tahu téeline kuju, kui tema kdrguste l6ikepunktiks on Di.
Jargnevalt saame mairata kolmnurga AXD toelise kuju. Arvestades, et

tipu D juures on tdisnurk, konstrueerime eespool leitud lodigule AX Vkui dia-

meetrile ringjoone kaare. Siis punkti D, libiv diameetri ristkool DD mairab
vastava korguse. Pirast seda saame ruumis nididata vaadeldava tetraeedriga
ABCD sarnase tetraeedri A¢BoCoDe, mille alus AgBoC, iihtib konstrueeritud

kolmnurgaga ABC, vastav kérgus DD, aga 16iguga D,D.
Oldiselt on tetraceder meetriliselt maaratud, kui me oskame mairata temal
csineva kahe ristioleva kolmnurga kujud.

6§ Vi. Puiipec 3. 0, O npoeKuHOHHHX CBOHCTBAaX OPTOLEHTPHYECKOro
terpasapa. — ENSV TA Toimetised, 1X, Tehn. ja filiis.-mat. tead. seeria, 1960,
1, k. 69—74.

7 Vt. ndit. Tanasynos E. A, UerBepyxun, H &, AkcoHomerpus,
M. 1953, k. 15.

40



Selliste jooniste kasutamine, kus on antud vaadeldava kujundi
suurust ja kuju iseloomustavad elemendid, voimaldab kontrollida
andmete kooskola voi sobivust kujundi méadramiseks. Uhtlasi on
otstarbekohane kasutada jooniseid iilesannete iseseisval koosta-
misel, seades probleeme selliselt, et nad opetaksid Gigesti hindama
jooniseid ruumikujundite uurimisel. Nii vGib niiteks seada prob-
leeme, mis innustaksid vurima muutusi ruumikujundeis, kui and-
meid joonistel varieerida.

Niide 4. Vaatleme korraparast neljatahulist piramiidi. Joonisel 12 on
antud parallelogramm ABCD ja veel punkt 7. Kodigepealt saab kiisida, kas see
voib esitada meie uuritavat kujundit. Vastus on siin jaatav, Edasi kiisime, kas
iga sirgloik joonisel, mis ithendab tippu T nelinurga ABCD sisepunktiga, voib
olla korrapidrase puramiidi korguseks. On ilmne, et vaadeldaval erijuhul sobib
Vaidktl()ik, mille teiseks otspunktiks 7, on parallelogrammi diagonaalide loike-
punkt.

Jargnevalt voib uurida naiteks pohjatipust killgtahkudele témmatud kor-
gusi. Tipust A tahule BCT tommatud korguse puhul saab kiisida, kas ta 16i-
kab antud korgust 7T,, kas tema aluspunkt voib asetseda ABCT sees voi kiil-
gedel; ‘'uurida nende korguste aluspunktide geomeetrilist kohta ja jilgida piira-
miédi kuju muutust sdltuvalt aluspunkti valikust kiirel, millel ta vo6ib aset-
seda jne.

Joonise oskuslikul kasutamisel on alati voimalus oigesti
varieerida iilesannetes lihteandmeid selleks, et voimalikult laial-
dasemalt rakendada Gpilaste iseseisvat t66d ja arendada nende
ruumikujutlust.

NUPUTAMISEKS

1. Ratsepale toodi parandada kallihinnalisest karusnahast kasukas, milles.
oli isekiilgse kolmnurga kujuline auk. Rétsep vottis paigaks toodud naha, ase-
tas selle lauale karvapoolega alla, selle peale kasuka karvapoolega iiles. See-
jarel markis ta augu kontuuri ja loikas paiga vilja. Omblema asudes selgus, et
paik ei sobi: augu markimisel oli ta naha paigutanud valepidi. Mida teha? Rat-
sep motles, motles ja 1opuks 16ikas paiga kolmeks tikiks, ombles need uuesti
kokku ning saigi vajaliku kujuga paiga. Kuidas ta seda tegi?

2. On 3 allpool esitatud kujuga auku, kusjuures kolmnurga alus ja sellele
tommatud korgus ning ringi diameeter vorduvad ruudu kiiljega. Kas on voi-
malik puust valmistada ihist korki kbigi nende kolme augu sulgemiseks?
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PARABOOLI MONINGAID OMADUSI

M. Rahuia

Parabool tekib poordkoonuse loikumisel tasandiga, mis on
paralleelne iihe (ja ainult iihe) sirgjoonelise moodustajaga (kui
loiketasand on paralleelne kahe sirgjoonelise moodustajaga voi
pole paralleeine iihegi sirgjoonelise moodustajaga, siis on 16ike-
jooneks vastavalt kas hiiperbool voi ellips).

Parabooliga puutume kokku juba keskkoolikursuses, sest ta

on ruutfunktsiooni
y=ax?-}bx-|¢ (1)
graafikuks.

Vaatleme moningaid parabooli omadusi.

Olgu tasandil antud ristkoordinaadistik. Tahistame parabooli,
mis on ruutfunktsiooni (1) graafikuks, lithidalt tdhega z. Olgu
punkt T (xo, yo) parabooli = tipuks (vt. joon. 1).

Esiteks toestame kolm lihtsat teoreemi.

Teoreem 1. Parabooli z tipu koordinaadid avalduvad

b

2a’ ‘

Toestus. Tombame sirge y = h, mis 16ikab parabooli & punk-
tides A(x,, h) ja B(xe, h). Paneme seejuures tdhele, et & > yo,
kui ¢ >0, ja h <yo, kui a <0, sest muidu sirge y—=nh ei loika
parabooli. Et A ja B on parabooli punktid. siis nende abstsissid
X1 ja xp on vorrandi

Xp == Yo—C— a,fo:. (2)

ax*+ bx+c—h=0 (3)
lahendeiks. Tipu T abstsiss on ilmselt sama, mis koolu AB kesk-
punkti E abstsiss

XX b
WE YT T T,
(Vieta teoreemi jargi). Tipu T ordinaadi arvutame jargmiselt:
Yo= axo® -+ bxg - c=(2axo+ b) xg + ¢ — axy> = ¢ — axy’.
Teoreem 2. Punktide A, B ja T koordinaadid on omavahel seo-
tud vordustega

X[:XQ—_V@, ,fg:X0+ E___yt} (4)
a a
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Toestus. Et x; ja xe on vorrandi (3) lahendeiks, siis

b— ‘ —h , C—h
2= 2a a ~x0:]xo— a

B 7”0; ya'l

Joonis 1. Joonis 2.

Valemid (4) vGimaldavad leida parabooli & x-teljega paral-
leelse koolu otspunktide koordinaate tipu koordinaatide kaudu.
Siit saame kaks olulist jireldust.

Jireldus 1. K6lu AB pikkust saab avaldada tipu ordinaadi
Yo kaudu:

AB—2|/h—y° (5)

Jareldus 2. Ruutfunktsiooni (1) nullkohad saame valemeist

(4) juhul, kui sirgeks y =k on abstsisstelg, s. t., kui A=0:
o= |- L (®

Seega ruutfunktsiooni (1) nullkohad on avaldatavad tipu koordi-
naatide kaudu.

Vaatleme niilid ringjoont, mis 1dbib punkte A, B ja T, ning
16iku CE, mis on segmendi ABC korguseks (vt. joon. 2).

Teoreem 3. Segmendi ABC korgus

1

CE="1.- (7)

AFE?
ET
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Téestus. Et AE-EB = CE . ET ja AE = EB, siis CE =



Arvestades, et ET = |h— yo| ja AE -——_%Ale/EZ—yO (vt (5)).
saame
[— ’_—h—yo
alh — yo|’
Et h > yo, kui @ >0, ja h<yo, kui a <0, siis
h—yo__1h—yd
a "~ |a

CE

ja seega
CE— L
la|
Teoreemist 3 jareldub, et 16igu
CE pikkus ei soltu suurusest h ja
seega ka mitte ringjoone raadiu-
sest. Joonisel 3 on voetud labi
punkti 7 kuus juhusliku raadiu-
sega rtingjoont (keskpunktidega
parabooli teljel x=x,); nende
ringjoonte ja parabooli iihised kod-
fud A]B], AQBQ, Ang, A4B4, AsB5,
A¢Bs moodustavad kuus vordse
korgusega segmenti:
E\Cy=E,C; = E;Cs =E4C4 =
1

=E5Cs=E¢Cs = —.
545 66 I(I/l
Ulal6eldut arvestades saame
foonis 3. jargmise voimaluse ruutfunktsioo-

ni (1) graafikuks oleva parabooli
konstrueerimiseks. Votame sirge
(telje) ning sellel punkti T (parabooli tipu). Labi punkti T
joonestame teatud arvu ringjooni nii, et nende keskpunktid asuk-
sid teljel iihel pool tippu, ning kanname ringjoonte diameetritele

vordsed 16igud (segmentide korgused) pikkusega l% (vt. joon. 3).

Seejirel tdmbame ringjoonte koolud risti teljega. Koolude otspunk-
tid ongi otsitava parabooli punktideks. Kui viimaseid on kiillalt
palju, voime nad lekaali abil iihendada ning saamegi parabooli.
Sellest arutlusest ndeme, et parabooli kuju soltub ainult arvust
la]. Jarelikult arvud b, ¢ ja arvu a mark mééravad parabooli asendi
teljestiku suhtes (vt. ndit. tipu koordinaate (2)).

Joonis 4, millel on kujutatud iihise tipuga paraboolide parv,
annab ettekujutuse sellest, kuidas parabooli kuju sGltub arvust
la]. Joonisel on igale parahoolile antud oma jirjekorranumber 1,
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Joonis 4.

2,...,n, ... .Jitame lugejale tdestada, et n-da parabooli vorrand

on y=% x? (teljestik ja telgedele vastavad iihikloigud on joonis-

tel 4 ja 5 nididatud nooltega). Vorrandist ndeme, et [a|=127. Jare-

likult, mida suurem on la| (s. o. mida vdiksem on n), seda tera-
vam on parabool, ja vastupidi, mida vdiksem on |a| (s. t. mida
suurem on n), seda lamedam on parabool.

Ruutfunktsiooni
y=x*+4px+gq, (8)
korral lihtsustuvad valemid (2), (4) ja (6) tunduvalt. Tipu koor-
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AVAY /V\/\/\/X/
\/W\/\/\/\N\ it Pah

Joonis 5.

dinaadid on siis
xo:—%, Yo == q— Xo?, (9)
punktide A ja B abstsissid
X1=Xo— Vh—4yo, Xo=2x0+ Vh— yo (10)
ning ruutfunktsiooni (8) nullkohad

Xi2=X0 =V —Yo (11)
(paneme tihele, et sel juhul CE =1).
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Niide. Vaatleme ruutfunktsiooni
y=x?— 172x ++ 7227,

Kasutades valemeid (9) leiame vastava parabooli tipu koordinaadid
xo =86, yo= 7227 — 862 = 7227 — 7396 = —169.

Nullkohad arvutame valemi. (11) abil:

Lqurnle veel niiteks sirge y= —25 laikepunktid parabooliga. Valemite (10}
pohja

x;=86— V — 25+ 169 -= 86 — 12 = 74,

Xo =864 12 =98.

Seega otsitavad loikepunktid on A(74, —25) ja B(98, --25). Koolu AB pikkus.
AB =98 —74=24,

Lopuks juhime lugeja tahelepanu paraboolide parvele jooni-
sel 5. Need paraboolid on saadud kontsentriliste ringjoonte ja
paralleelsete sirgete vastavate loikepunktide ihendamisel. Nad on

nummerdatud numbritega 1/, 2/, ..., n’, ... . Saab kontrollida,
et n’-nda parabooli vorrand on
1.
y - nl 4

(toestada!). Huvitav on ka see, et parabool 1’ jooniselt 5 on
samakujuline parabooliga 2 jooniselt 4, samuti on ithesugused
paraboolid 2’ ja 4, 3’ ja 6, ..., n’ ja 2n (miks?). Pange tahele, et
parabool 1’ (aga ka paraboolid 2/, 3/, ...) moodustavad vérdsete
korgustega segmendid vaadeldavatel kontsentrilistel ringidel.
Piitidke seda omadusega (7) analoogilist omadust toestada!

Neil lugejatest, kes on tuttavad korgema matemaatikaga, on
huvitav tdhele panna, et molemad paraboolide parved joonistel 4
ja 5 on imprimitiivsed teisenduste

) x=kx*
\y=rky*

suhtes, s. t. sarnased (esimesel juhul on sarnasuskeskpunktiks
paraboolide tipp, teisel juhul aga ringjoonte keskpunkt). Maini-
gem veel, et paraboolid joonisel 4 on diferentsiaalvorrandi

xy' — 2y =10
integraalkoverateks, joonisel 5 aga diferentsiaalvorrandi
x(y')—2yy —x=0

integraalkoverateks.
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ULDISTATUD KOLMNURKAPVUD, MIS ON UHTLASI
RUUTARVED!!

S. 1. Zetel
Kolmnurkarvudeks nimetatakse teatavasti arve tn:ﬂ”—(’%l_i),
kus n=1, 2, 3, ... .. Oma nimetuse said need geomeetrilisest

interpretatsioonist, mis on esitatud juuresoleval joonisel, kus
punktide arv esiméses hulgas on f; =1, teises hulgas f, = 3, kol-
mandas #3 =6 jne.

Q
G Q o]
(o] O 'C e} o] o]
o o o c o o o 0o o ©°
Kéesolevas artiklis votame vaatlusele arvud

n(n—+ a)

t(n, a)== —

kus n=1, 2, 3, ... ja a on paaritu naturaalarv. Nimetame neid

arve fildistatud kolmnurkarvudeks alusega a. Et
iga n korral ¢,=1t(n, 1), siis.tavaline kolmnurkarv on iihtlasi
iildistatud kolmnurkarvuks alusega 1. Uhe ja sama aluse a kor-
ral nimetame arve {(n,a) ja {(n+a, a) jdrjestikusteks
tildistatud kolmnurkarvudeks.

Nii kolmnurkarvude kui ka iildistatud kolmnurkarvude hulgas
leidub ruutarve (tdisruute), néiteks ¢ =1, f3=62 ¢=35%
$(18,7y=152, {(121, 7) =88?%, {(1, 49)=152, (1, 1 681)= 292 jne.
Poola- matemaatik W. Sierpiniski on toestanud rea huvitavaid teo-
reeme 2 kolmnurkarvude kohta, mis on ithtlasi ruutarvud. Kiesole-
vas artiklis iildistatakse neid teoreeme iildistatud kolmnurkarvude
juhule.

Teoreem 1. Kui kolmnurkarv {(x, 1) on ruutarv, siis ka ildis-
tatud kolmnurkarv t(xa, a) on ruutarv.

! Toimetusele saadetud artikli venekeelse kisikirja tolkis L. Kivistik.
2 Sierpinski, W, Sur les nombres triangulaires carrés. — Publikacije
Electratehn. Fakulteta Univerzitetu Beogradu, 1961, Ne 65—69, lk. 1—4.
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Toestus on taiesti vahetu. Toepoolest, kui

Hx, 1)= _x_(x_;—ﬂ=y2’ siis #(xa, a)—ax(i;‘a) =(ay)>.

Naéiteks on {(a, @)= a?, ¢{(8a, a)=(6a)2.

Teoreem 2. Kui t(x, a)=y? on ruutarv, siis ka t(3x - 4y
—+ a, a) on ruutarv, kusjuures t(3x--4y-a,a)=(2x-+3y+ )2

Toestus. Teisendame ¢(3x -+ 4y -}- a, a) avaldist:
H@x -+ 4y -+ a,0)= 5 B+ 4y -+ @) (Bx+ 4y + 20) =1 (954

—+ 12xy + 3ax + 12xy + 16y2 -} 4ay -+ 6ax - 8ay—l-—2a2)— .
gx(x——‘_a)J_ 8y°+ 6y(2x+a)_l_. a2

Kuna

Or(x+4a) _ st
2

=4x(x 4 a)-+ =~ =4x? + 4ax + y?,
siis’
t(Bx+-4y-+a,a)=9y* + by (2x +a)+ (2x + a)* =
=(2x - 3y -+ a)?,
s. t. £(3x+ 4y -+ a, a) on ruutarv,

Teoreemi 2 pohjal saame igast {ildistatud kolmnurkarvust, mis
on samaaegselt ruutarv, tuletada 1opmatu jada uusi dildistatud
kolmnurkarve, mis on samuti ruutarvud.

Néiteks, lahtudes ruutarvust #(1, 1681)== 292 saab moodustada
uued iildistatud kolmnurkarvud, mis on iihtlasi ruutarvud:

f(3-1-4-4.29-+ 1681, 1681)=1£(1800, 1681)=(2-1-+
—+3-29-1-1681)2=17702,
£(3-1800-}4-1770+ 1681, 1681)=1¢(14161, 1681)= 105912,
1(86 528, 1 681)=161 7762, jne.

Teoreem 3. Kui n, a ja t(n, a) on kRoik ruutarvud, siis Ra
t(a, n) on ruutarv.

Toestus. Et a on paarity, siis on ka n paaritu. Toepoolest,

;z(n—l—a)

kui n oleks paarisruutarv, siis #(n, a)=——--"ei saaks olla ruut-

arv, sest ta sisaldaks tegurit 2 paaritul astmel. Seega on n paaritu

runtarv ja “o%— ruutary. Viimasest jareldubki, et “—(%rf—)z

= {(a, n) on ruutarv.
Naiteks on #s = £(49, 1)=35% ja #(1,49)—52.

Edasi vaatleme iildistatud kolmnurkarvude seost Pythagorase
kolmnurkadega. Pythagorase kolmnurgaks nimetatakse
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taisnurkset kolmnurka, mille kiillgede pikkused avalduvad mingi
kindla mootiihiku korral naturaalarvudena. -Kiilgede pikkustele
vastavaid arve nimetatakse Pythagorase arvudeks.
Histi on tuntud Pythagorase arvud 3, 4 ja 5; 5, 12 ja 13 jt. Pyt-
hagorase arve on 16pmata palju. Selleks ‘et saada koiki Pythago-
rase arve (ja kolmnurki), tuleb leida vorrandi _ .

X%y = 22 (1)
k01[\ taisarvulised lahendid. On ilmne, et kui xo, o, 2o on vorrandi
(1) mingi lahend, siis on lahendiks ka kxo, kyo, kzo iga naturaal-
arvulise £ korral. Lahendeid, kus arvud xo, yo, 2o on iihistegurita,
nimetatakse pohilisteks, lahendeid kxo, &y, k2, aga tuletatud
leidmisest. Osutub 3, et koik pohilised lahendid avalduvad valemi-
lahendeiks. Koigi lahendite leidmiseks piisab pohiliste lahendite
tega

_ _r=¢ _rte
X=pq, Y= 9 ’ 2= 2 ?

kus p ja ¢ on suvalised ihistegurita paaritud arvud (p>9).

Lihtne on ndha, et sealjuures x on paaritu, y — paarisarv ja z
seega paaritu arv. Arusaadavalt voib x ja y osad ka vahetada,
pg_q2

vottes x = 5 ja y=pq.

Voib piistitada mingi kindla omadusega Pythagorase arvude
leidmise iilesande. Uks huvitavamaid on nn. Fermat' files-
anne: leida Pythagorase arvude kolmik (x, y, z), mille korral
x-y ja z on ruutarvud. Selliseid kolmikuid on Iopmata palju,
kusjuures vahimatest niisugustest arvudest koosnevaks kolmikuks
osutub

x=4565486027 761, y=1061 652 293 520,
z=4687 298 610 289 (2}

(siin x - y=2372159%, z=2165017%).

Ei leidu Pythagorase arvude kolmikuid, milles vdhemalt kaks
arvu oleksid ruutarvud. Jdrgnevas aga toestame, et leidub lopmata
palju kolmikuid, milles kaks arvu on iildistatud kolmnurkarvud.

Teoreem 4. Eksisteerib l6pmata palju Pythagorase kolmnurki,
mille kaatetite mdéotarvudeks on jdrjestikused . ildistatud kolm-
nurkarvud.

Toestus. Et vorrandil (1) on lIopmata palju naturaalarvulisi
lahendeid, siis leidub 16pmata palju naturaalarve u, u -} a, v, kus
a on paaritu, miltle korral

u? - (u+ a)? = o2 3)

3 Vt. ndit. Cepununckuir B, [IndaropoBw. Tpeyroampuuxu. M., 1959;

Jiuruman- B, Teopema an)aropa M, 1960, 1k. :82—91; Gabovits, J,
Veidi kolmnurga aritmeetikat. — Matemaatika ja kaasaeg, V k. 57—67.
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Korrutades viimast vordust teguriga (2u -+ a)? saame
(94 —i- )12 4 L 2
y [i(gg_'ﬂ] +[(2“ - a) (2u 2‘1’)] = (2y - a)2?

ehk .
- [t2u, a) P - [1(2u 4+ a, ) P = (2u + a)*v?,
mida oligi tarvis néidata.
Lihtume néiteks Pythagorase arvudest 5, 12, 13, mille korral
u=>5, a=7, v=13, ja korrutame seost
5% -1 122 =132

teguriga (2u - @)? = 172, saame

852 | 2042 = 2212

ehk
[tQ10, )P -F1E(17, )P = 2212,

Néitame veel, et Pythagorase arvude teadmine voimaldab liht-
salt tuletada fildistatud kolmnurkarve, mis on samaaegselt ruut-
arvud, ja vastupidi, iga fildistatud kolmnurkarv, mis on samaaeg-
selt ruutarv, mddrab Pythagorase kolmnurga.

Teoreem 5. /ga Pythagorase kolmnurk* (x, x--a, z), kus a
on paaritu, mddrab ildistatud kolmnurkarvu t(u, a), mis on iht-
lasi ruutarv, kusjuures u==z—x—a; vastupidi, iga iildistatud
kolmnurkarv t(u, a), mis on ihtlasi ruutarv, mddrab Pythagorase
kolmnurga (x, x+a, 2), kus x=u--20, z=2u-+ 20+ a=
=x-+a-+ujavi=1t(u a).

Toestus. Samasusest

u(u2—|— a)_(x_ Z—a)Z: (z—x—a) (_Z—X) —%(2x+a—2)2——:

~_ _\2
naeme, et #(u, a)=|x — 4—2———(1) on ruutarv, kui u =2z — x — a. Vas-
tupidi, olgu dildistatud kolmnurkarv f(u, a) thtlasi ruutarv, s. t.
t(u, a)____u(u +a) .. v,
2
Siis
4 (x+a)?— 2 = (u+20)°+ (u+ 20 4 )’ —
— (2u -+ 20+ a)? = —22 -+ 40 — 2ua — 4 [02— E‘—(E‘Q—“Li)] == 0,

s. t. (x, x4 a, z) on Pythagorase kolmnurk.

4 Siimboliga (x, y, 2) tdhistame kolmnurka, mille kiilgede pikkused on
X, yjaz
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Nagu juba ndgime, vbime teoreemi 2 abil tuletada 16pmatu
jada ildistatud kolmnurkarve, mis on samaaegselt ruutarvud.
Teoreemi 5 tottu seostub nimetatud jadaga Pythagorase kolmnur-
kade Iopmatu jada. Margime, et iildistatud kolmnurkarvude leid-
mine, mille alus on a ja mis on iihtlasi ruutarvud, on samavaarne

u_(u# = 2 4)

tdisarvuliste lahendite leidmisega.
Vaatleme naiteks juhtu a=7. Siis vorrandi (4)

f‘_(i‘_;ﬂ — p? (5)

iiheks lahendiks on u =1, v =2. Vastava Pythagorase kolmnurga
(x, x4 7, 2) kiilljed on x=u+20=5, x4+ 7=12 ja z2=x+ 7+
-+ u=13. Edasi leiame vorrandi (5) uue lahendi teoreemi 2 abil.
Et

£(3-1--4.247, 7)=1(18, T)=(2-1 4 3.2 7)2=152,

siis u=18 ja v=15. Vastavaks Pythagorase kolmnurgaks
(x, x-+7, 2) saame: x=u-}2v=18-+}+2.15=48, x4 7=55,
=055+ u=73. Edasi leiame {(3-18 +-4-15+7,7)=¢(121,7)=
=882, u=121, v—_88, millele vastab Pythagorase kolmnurk (297,
304, 425) jne. ,

Tekib kiisimus, kas niiviisi saadav arvupaaride l6pmatu jada
(1, 2), (18, 15), (121, 88), ... annab vorrandi (5) koik lahendid?
Lihtne on kontrollida, et eksisteerivad lahendid, mis ei kuulu sel-
lesse jadasse, nditeks u =2, v=3. Lihtudes viimasest lahendist
saame vorrandi (5) lahendite uue lopmatu jada (2, 3), (25, 20),
(162, 117), (961, 682), ... ja sellele vastava Pythagorase kolm-
nurkade jada

(8, 15, 17), (65, 72, 97), (396, 403, 565), (2325, 2332, 3293), ...

Peale saadud lahendite ja pohiliste Pythagorase kolmnurkade
jadade vdib leida veel vorrandi (5) lahendi (7, 7) ja vastava
Pythagorase kolmnurga (21, 28, 35), mis pole pohiline. Edasi
saame teoreemi 2 pohjal vorrandile (5) uueks lahendiks (56, 42),
millele vastab Pythagorase kolmnurk (140, 147, 203), jne. Jaib
lahtiseks kiisimus, kas leitud kolme jadaga on ammendatud vor-
randi (5) koik lahendid ja vastavate Pythagorase kolmnurkade
jadadega koik pohilised ja tuletatud Pythagorase kolmnurgad,
mille kaatetite vahe on 7.

Olgu margitud, et hoopis lihtsam on olukord a=3, s. t. vor-

wu+3)
5 =
Kuna puuduvad pohilised Pythagorase kolmnurgad kaatetite

52

randi 02 koikide lahendite leidmise iilesande korral.




vahega 3, siis vorrandi koik lahendid saadakse iihest jadast (3, 3),

(24, 18), (147, 105), (864, 612), (5043, 3 567), ...

Lopuks arvutame veel iildistatud kolmnurkarvu, mis on iiht-

lasi ruutarv, ldhtudes Fermat’ kolmnurgast (2):

x -+ a==4 565486 027 761 2—= 4687298 610 289
x=1 061 652 293 520 — x+a=4565486 027 761
a=3503833734241 u=2z—(x+a)= 121812582528

x=1061 652 293 520
— u=— 121812582528
x—u=— 939839710992

Et x= u -} 20, siis
x—u

e 469919 855 496.

Seega
#(121 812 582 528, 3503 833 734 241) = 469 919 855 4962.

LEIDKE TAISRUUT!

Uks ja ainult iiks allolevatest arvudest osutub tdisruuduks. Kas tc suudate
selle tdisruudu leida ilma juuri tegelikult arvutamata?

3668 517 136 205 224
1 898 732 825 398 318
4751 006 864 295 101
5901 643 220 186 100
7 538 062 944 751 882
2512339789 576 516
8 536 409 370 678 375
9 308 154 716 883 466
6 177 381 417 000 000

Enne selle iilesande lahendamisele asumist soovitame Jugejal {Gestada
jargmised vaited.

Taisruudu viimaseks numbriks on kas 0, 1, 4, 5, 6 vdi 9.

Numbriga 5 1oppeva tdisruudu eelviimane number on 2.

Nulliga l6ppeva tdisruudu 1opus peab olema paarisarv nulle.

Numbriga 1, 4 vdi 9 loppeva tdisruudu eelviimane number on paarisnumber.

Numbriga 6 16ppeva tdisruudu eelviimane number on paaritu.

~ Taisruudu (ja seega ka selle ristsumma) jagamisel 9-ga saame jaidgiks kas
0,1, 4 vai 7.

53



MITTESTATSIONAARSE MATEMAATIKAKOOLI
ESIMENE TOOAASTA

Jevgeni Gabovits

1965. aasta 16pul organiseeriti meie vabariigis TRU matemaa-
tikaosakonna oOppejoudude initsiatiivil Mittestatsionaarne Mate-
maatikakool (MMK). Selle kooli eesmérgiks on aktiviseerida klas-
sivdlist t66d meie vabariigi koikides (eriti aga maal ja viikse-
mates linnades asuvates) keskkoolides ja tésta dpilaste huvi mate-
maatika vastu.

Sisseastumiseksamist osavotjad liikkasid tmber nii monegi
matemaatiku pessimistlikud prognoosid MMK populaarsusest opi-
laste hulgas. Avaldusi tuli k&ikidest meie vabariigi rajoonidest
ja linnadest kokku iile 450. Peale selle laekus veel enam kui
40 kollektiivset avaldust umbes 550 opilaselt.

MMK t606d juhtis noukogu, kuhu kuulusid O. Prinits (esiimees},
J. Gabovit$ (aseesimees), K. Ariva (metoodikaosakond), H. Tiirn-
pu (toimetaja), M. Rahula (propagandaosakond), M. Abel (loen-
gute korraldamine), O. Karma (iilesanneteosakond). Kboigepealt
vaatas MMK noukogu l4bi sisseastumiseksamite iilesannete lahen-
dused ja vottis nende pohjal vastu 328 opilast. MMK opilaste jao-
tus rajoonide ja linnade jargi on esitatud korvaloleval lehekiil-
jel toodud tabelis (esimene arv kdib eesti Oppekeelega koolide
opilaste, sulgudes olev arv aga vene oppekeelega koolide Opilaste
kohta).

Hindele «vdga hea», mis anti vdhemalt 10 iilesande korrektse
lahendamise eest 13-st, sooritas sisseastumiseksami 39 opilast.
Nende hulgast paistsid silma Toomas Tdht (Tallinna 1 Kesk-
kool), Endel Triik (elektrik Kohtla-Jarvelt), Julia Stepa-
nova (Tartu IV Keskkool), Galina Ivanova (Tallinna XIX
Keskkool), Avo Kivikas (Viljandi I Keskkool) jt.

Veebruari alguses saatis MMK vilja oma esimese kontroll-
to6, mis kéasitles vorratusi. Selle brosiiiiri said peale MMK Oopi-
laste (kuigi kontrollt6é véljasaatmise ajaks oli vastuvott juba
16ppenud), kdoik MMK-sse kandideerinud Opilased ning samuti
koik meie vabariigi keskkoolide matemaatikadpetajad.

Teine kontrolltoo sisaldas mitmesuguseid nuputamist vajavaid
iilesandeid algebrast ja geomeetriast ning moningaid loogikaiiles-
andeid. Esimese kontrollt6o esitamise tdhtajaks oli 15. mérts, teise
— 15. aprill.
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‘ ! Kollek- .
Esifati | Véeti tiivsete Litkmete .
avaldusi vastu rithmade arv
nendes
arv
Linnad:
Tallinn 88(48) 61(48) 7 99
Tartu 31(8) 21(8) 2 61
Kohtla-Jarve 26(7) 21(5) —( —(5)
Pirnu 925(1) 19(1) 3(1) 24(13)
Narva —(12) —(10) — —
Rajoonid:
Harju 10 2 —(1) —(24)
Haapsalu } 4 3 1 22
Hiiumaa 4 3 2 15
Jogeva ! 7 2 — —
Kohtla-Jirve 5(4) 5(2) — —
Kingissepa 14 13 3 24
Paide 13 6 l 11
Polva 14 11 5 44
Pirnu 3 1 2 27
Rakvere 23 16 3 56
Rapla 18(3) 12(3) 1 17
Tartu 9 7 1(2) 6(26)
Valga 13 3 1 7
Viljandi 48(1) 39(1) 2 17
Voru 13 2 1
Viljaspool
ENSV-d 5 3 2 10
Kokku { 373(84) ' 250(78) 37(5)

Kontrolliéo nr. 3 iilesanded said opilased kétte brosiiiiri «Abso-
Tuutvdartus» ndol, milles peale lithikest teoreetilist sissejuhatust
olid veel harjutusiilesanded koos lahendustega.

Kontrolltéé nr. 4 tuli opilastel esitada 1. septembriks. See
kontrollt6o sisaldas valiku mitmesuguseid iilesandeid geomeetriast
ja algebrast. Septembri algul saadeti MMK O0Opilastele broSiiiir
«Loogiliste keerdiilesannete lahendamisest», mis sisaldas viienda
kontrollt6d, novembri algul aga tdendosusteooria pohimoistetele
piihendatud brosiiiir kuuenda kontrolltéoga.

MMK brosiiiirides on antud ka sisseastumiseksami ja kontroll-
toode iilesannete lahendused.

Kuigi MMK pohiliseks téovormiks on kirjavahetus MMK ja
tema Opilaste vahel, korraldati juba kooli eksisteerimise esimesel
aastal ka matemaatilised lektooriumid iithingu «Teadus» kaasabil
Tartus ja Tallinnas. Vaatamata sellele, et loengud olid tasullsed
kujunes osavott neist kiillaltki aktiivseks.
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Jargmine vastuvott MMK esimesele kursusele toimus 1966/67.
oppeaasta alguses. MMK vastuvotueksami iilesannete tekstid saa-
deti juba 1. septentbriks koikidesse koolidesse ning avaldati ka
vabariiklikes noorsooajalehtedes. Esitame need iilesanded.

1966. A. SISSEASTUMISEKSAMI ULESANDED

1. Teatud aastal ei olnud mingi kuupdev ihelgi kuul pihapievaks. Mis
kuupdev see oli?

2. Vordhaarses kolmnurgas on alusnurga poolitaja vordne ithega kolm-
nurga kiilgedest. Leida selle kolmnurga nurgad.

3. Lahendada jdrgmine vorrand (a on suvaline arv):
xt 4 a* — 3ax® + 3ax =0.

4. Linnad A ja B asuvad joe kaldal teineteisest 10 km kaugusel. Laev
soidab linnast A linna B ning sealt peatumata tagasi linna A iihe tunniga.
Kas 20 km ldbimiseks jédrvel kulub sellel laeval aega rohkem voi vidhem kui
itks tund?

5. Kui palju leidub iihest miljonist viiksemaid naturaalarve, mis ei jagu
ci kahe, kolme ega viiega)?

6. Kuusnurgas ABCDEF on koik nurgad vordsed. Toestage, et AB — DE =
= EF— BC=CD — FA,

7. Tavaliselt joudis kapten Luik linna kell 19.00. Jaamas ootas teda auto.
mis viis ta koju. Kuid iikskord jdudis kapten Luik linna kell 18.00. Ta hakkas
koju minema jalgsi, kuid mone aja péarast kohtas ta autet, mis viis ta koju
20 minutit varem kui tavaliselt. Kui kaua tuli tal jalgsi minna?

8. Toestada, et kui

siis ka
2 + b
6—0)?" (@—0)? " (a—b)?
9. 1966 poissi seisavad ringis. Nad tahavad ihte enda hulgast vilja valida
ja teevad seda jargmiselt: esimene jdib ringi, temale jargnev (péripdeva luge-
des) lahkub aga ringist, kolmas j4ib ringi, neljas lahkub jne. Ring tombub koo-
male seni, kuni jdrele jaab vaid iiksainus poiss. Selgitage, kes nimelt jaab vii:
masena ringi, s.t. mitmendal kohal (esimesest poisist paripdeva lugedes) asus
ta alguses. v
10. Leida koik niisugused naturaalarvude paarid m, n, mille puhul jarg-
mistest viidetest. kolm on diged ja iks vale:
1) m+4-1 jagub n-ga, )
2) m=2n-35,
3) m—n jagub kolmega,
4) m - 7n on algarv.
11. Trapetsi pindala vordub iihega. Millise vdhima vaartuse voib oman-
dada selle trapetsi pikem diagonaal?

=0.

12. a) Toestada, et a>> 0 korral a+—}1—>2.

1
b) Konstrueerida funktsiooni y:x—}—'—x— graafik.
13, Kui mdotor’paat liigub kiirusega v kmyft, siis liheb see maksma

90 -+ 0;4v% rubla tunnis. Missuguse kiirusega peab mootorpaat liikuma, et tee-
konna tihe kilomeetri hind oleks minimaalne :(vdhim)?" ) ‘
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BERNHARD RIEMANNI ELUST JA LOOMINGUST
E. Tamme

Kéesoleval aastal moddub 140 aastat tihe suurima saksa mate-
maatiku Bernhard Riemanni siinnist ja 100 aastat tema surmast.
Riemanni looming kuulub ajajarku, millal matemaatikas toimus:
iikks siigavamaid murranguid — hakkas arenema kaasaegne mate-
maatika, mille alusmiiiiri esimesteks kivideks on Nikolai Loba-
tSevski ja Evariste Galois’ t66d m66dunud sajandi 20-ndatest aas-
tatest. Bernhard Riemann on matemaatikat rikastanud tohutw
hulga uute viljakate ideedega, mis on suunanud paljude matemaa-
tikaharude arengut viimasel aastasajal. V. I. Gont$arov Kkirju-
tab!: «Riemanni kohta voib veel suuremal maédral kui Gaussi
kohta oelda, et ta seisab kahe epohhi piiril, {ihendades endas
nende vastuolusid: ta on kindlalt seotud klassikutega, eriti Gaus-
siga, kellele ta on ldhedane temaatikas (kuigi vastandlik iseloo-
muomaduste ja loomingulise temperamendi poolest), kuid veel
tihedamad sidemed seovad teda jargnevate polvkondadega.
«Mitte keegi teine pole avaldanud olulisemat moju kaasaegsele
matemaatikale kui Riemann,» — nii iitles tema kohta F. Klein
ja tuleb arvata, et need sonad pole kactanud oma tdhendust ka
tdnapaeval.»

Georg Friedrich Bernhard Riemann siindis 17. septembril
1826. a. Hannoveri kuningriigis Breselenzi kiilas (Dannenbergi
ligidal Elbe &ddres). Tema lapsepolv moodus ldheduses asuvas
Quickborni kiriklas, kuhu nende perekond peatselt siirdus. Isa
Friedrich Bernhard Riemann oli kirikuopetajaks. Bernhard oli
nende perekonnas teiseks lapseks 6 lapse hulgas, tal oli 4 ode
ja noorem vend Wilhelm. Alghariduse sai Bernhard kodus isalt.

1840. aastal lahkub 13-aastane Bernhard isakodust, asub
oppima Hannoveri giimnaasiumis ja elama emapoolse vanaema
juurde. Opingud kulgesid edukalt. Ilmneb aga nooruki argus ja
inimestekartlikkus ning kalduvus iiksindusse, millest Riemann et
saa tdielikult lahti kogu oma elu jooksul. Hannoveris ja ka hiljem
tunneb ta end alati-tihedait seotud olevat oma perekonnaga, elab
sligavalt kaasa selle muredele ja roomudele, kiilastab ikka ja jalle
Quickborni, kui selleks avaneb voimalusi.

I Puman b, Counnenns. M.—JI., 1948 1k 7.
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Pirasl vanaema surma 1842. a. jatkab Bernhard Riemann 6ppi-
‘mist kodule ldhemas Liineburgi giimnaasiumis. Ta 6pib hésti, hiil-
gavaid voimeid nditab aga matemaatikas. Seetdttu annab kooli
direktor Schmalfuss talle lugeda matemaatika-alaseid t6id oma
raamatukogust ning on sageli himmastunud, kui Riemann need
juba modne pédeva pdrast tagasi toob, kusjuures vestlusest selgub,
et ta on raamatud ldbi té6tanud ja neist tdielikult aru saanud.
Nii tutvub Riemann juba gilimnaasiumis korgema matemaatika
probleemidega, nditeks Euleri t66de kaudu matemaatilise ana-
litlisiga, Legendre’i t6dde kaudu arvuteooria ja geomeetriaga.
Schmalfuss iseloomustas hiljem Riemanni?: «Tal oli peaaegu
uskumatu anne tajumiseks, loominguliseks fantaasiaks ja samal
ajal ka koige abstraktsemateks fildistusteks.»

1846. a. kevadel astus Riemann Goéttingeni iilikooli Oppima
filoloogiat ja teoloogiat. Isa soovis nimelt, et ka tema pojast
saaks kirikuopetaja. Vaatamata juba selgelt ilmnenud huvile mate-
maatika vastu, noustus Riemann isa otsusega. Ndhtavasti lootis
ta nii rutem abistada perekonda rahaliselt. Filoloogia- ja teoloo-
gialoengute korval kuulas Riemann aga ka matemaatikaloenguid,
nimelt Sterni loenguid vorrandite numbrilisest lahendamisest ja
méédratud integraalidest ning Gaussi loenguid vihimruutude mee-
todist. Opingutes ilmnes Riemanni vastupandamatu kalduvus
matemaatikale ning 16puks sai ta isalt lea end tiielikult oma lem-
mikainele piihendada.

Uute teadmiste ja ideede jirele janunevat Riemanni ei rahul-
danud aga Géttingeni iilikool, kuigi selles téotas mo6dunud
sajandi suurimaid matemaatikuid Car] Friedrich Gauss (1777—
1855), kelle ideeliseks jarglaseks Riemann hiljem kujunes. F. Klein
kirjutab3: «Hdmmastav ja peaaegu moistatuslik meile on Rie-
‘manni ldhedus Gaussi teaduslikele ideedele. Riemann ei saanud
palju kuulata sel ajal juba 70-aastast Gaussi, kes {ildse vihe loen-
guid pidas. Noor arg iiliopilane ei saanud kahtlemata luua ka
isiklikke suhteid Gaussiga, kes opetas vastumeelselt, ei rahulda-
nud oma kuulajate enamiku huvisid ja oli siis iildse kédttesaamatu.
Siiski peame me Riemanni lugema Gaussi Opilaseks, seejuures
ainsaks tema toeliseks Opilaseks, kes tungis, nagu me voime niiiid
jark-jargult selgitada tema pirandist, Gaussi varjatud ideedesse:
samuti nagu Gauss otsis ta funktsiooni f(x 4 iy) seost iihelt poolt
konformse kujutamisega ning teiselt poolt vorrandiga Au=20 ja
fillisika mitmesuguste naaberaladega.»

1847. a. kevadel soidab Riemann Berliini, kus opib 2 aastat.
Berliini {ilikoolis kuulab Riemann eeskidtt Carl Gustav Jacobi
(1804—1851) ja Peter Gustav Lejeune Dirichlet’ (1805—1859).

2 Prashad, G, Some great mathematicians of the nineteenth century I
Benares, 1933, lk. 295.

3 Kneitw @., Jlekuuu o passutuil marematuku B XIX cromerun I. M.—J1,,
1937, k. 291. ‘
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loenguid, nimelt Jacobi loenguid analiiiitilisest mehhaanikast ja
korgemast algebrast ning Dirichlet loenguid arvuteooriast, maa-
ratud integraalide teooriast ja osatuletistega diferentsiaalvorran-
ditest. Jacobi ja Dirichlet polnud mitte ainult siigavad matemaati-
kud, vaid ka suurepirased pedagoogid. Loengutes tutvustasid nad
matemaatika aktuaalseid probleeme, sealhulgas ka oma saavutusi.
ja kogusid enda iimber arvuka Opilaste pere. Eriti siigavat sise-
mist siimpaatiat tundis Riemann Dirichlet’ vastu, kelle toodega
on seotud paljud Riemanni uurimused. <

1849. a. kevadel poordub
Riemann, tulvil uusi ideid ja
kavatsusi, tagasi Gottingeni.
Juba Berliinis oli ta hakanud
t6otama kompleksmuutuja
funktsioonide teooria kiisimuste
kallal, mis said lema doktoritéd
aineks ning méarasid edasiste
uurimuste  pohisuuna.  Kuid
doktorito6 .valmis alles kahe
aasta pédrast. Selline viivitus on
{ihelt poolt seletatav selle dar-
mise hoolikusega, millega Rie-
mann suhtus koigisse triikki
suunatud to6desse (see asjaolu
isegi takistas Riemannil toode
avaldamist, mistottu tema elu
ajal ilmunud uurimused moo-
dustavad kogutud teostes kokku
ainult umbes 200 Ilk.), teiseit
poolt aga fiiiisika probleemi-
dega tegelemisega. B. Riemann

Nimelt leidis Riemann endale Géttingenis isaliku sébra ja nou-
andja fiilisikaprofessor Wilhem Weberi (1804—1891) néol. 1850. a.
astub. Riemann Goéttingenis &dsja asutatud fiiisika-matemaatika-
seminari liikmeks ning abistab Weberit assistendina fiiiisika prak-
tikumis. Weber dralas Riemannis ka sligava huvi looduse mate-
maatilise uurimise vastu, mis on avaldanud tugevat moju Rie-
manni loomingule. .

1851. a. ilmub 1iriikist Riemanni esimene uurimus «Kompleks-
muutuja funktsioonide {ildise teooria alused», mille ta kaitseb dok-
toritoona sama aasta 16. detsembril. Gauss annab todle kiitva hin-
nangu, markides, et see iiletab kaugelt doktoritéole seatavaid nou-
deid. V. S. GontSarov kirjutab* «Riemanni doktoriviitekiri
Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer
verdnderlichen complexen Griosse on iiheks tema tdhtsamaks teo-

4+ Puman bB., Counnenus. M.—JI., 1948, ik. 48l.
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seks: see mdrgib dra kogu tema edasise t66 pohisuuna, Uhtlasi
sisaldub selles t66s terve teaduslike uurimuste programm
analiiiitiliste funktsioonide valdkonnas, mis naitab selle teooria
tihte arenguteed terveks aastasajaks kuni meie ajani. Oma viite-
kirjas andis Riemann soliidse pohjenduse analiiiitilise funktsiooni
moistele (selles ta jagab kuulsust Cauchyga) ning koos sellega
16i uue «geomeetrilises suuna kompleksmuutuja funktsioonide
teoorias.» Oeldut arvestades tundub kummalisena, et see t66 esi-
algu ei kutsunud esile peaaegu mingeid vastukajasid.

Pirast doktoriviitekirja kaitsmist kirjutab Riemann isale, et
pole enam mingeid takistusi tema maédramiseks eradotsendi
kohale, kui habilitatsioonit6d on valmis. Kuid méédub veel kaks
ja pool aastat, enne kui Riemann saab Gottingeni iilikooli dotsen-
diks. Habilitatsioonit66 teemaks on ta juba siis valinud trigono-
meetrilised read, mis on tihedalt seotud Lejeune Dirichlet’ t66-
dega. 1852. a. siigisesel Oppevaheajal viibib Gottingenis ka Di-
richlet, kellega Riemann pohjalikult arutab selle t66 probleeme.

1853. a. detsembris esitab Riemann habilitatsioonit66 «Funkt-
siooni esitatavusest trigonomeetrilise rea abil» (Ueber die Darstell-
barkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe). Trii-
kist ilmus see trigonomeetriliste ridade ja iildse reaalmuutuja
funkisioonide teocoria arengus olulist osa etendanud t66 aga alles
pdrast autori surma 1868. a. Selles ta uurib pohjalikult koondu-
vate trigonomeetriliste ridade omadusi ning selliste ridade abil
esitatavate funktsioonide klassi. Seejuures tekib Riemannil koige-
pealt vajadus tdpsustada méidratud integraali moistet ja integree-
ruvate funktsioonide klassi. Nii esitabki Riemann siin miiratud
integraali definitsiooni, mis tdnapdeval esineb koigis matemaati-
lise analiiiisi Oopikutes, ning néiitab selle olemasolu tingimused.
Muuhulgas leiame sellest t60st ka Riemanni teoreemi all tuntud
tulemuse, et tingimisi koonduva rea saab nii {imber jérjestada,
et tema summaks on mistahes etteantud reaalarv.

Koos habilitatsioonito6ga andis Riemann ka kolm teemat proo-
viloengu jaoks, millest teaduskond valis vilja iihe. B. Riemann
kirjutas 28. detsembril 1853. a. vennale ®: «Molemad esimesed tee-
mad olid mul juba valmis ja ma lootsin, et valitakse iiks neist;
Gauss aga valis kolmanda ja nii olen ma niiiid jille kimbus, sest
selle pean ma veel vidlja toétama.» Kolmandaks teemaks oli
«Hiipoteesidest, mis on ‘geomeetriale aluseks» (Ueber die Hypo-
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen). Gauss ilmselt
tundis huvi, mida noormees suudab Oelda teda ennast nii palju
erutanud kiisimuste kohta.

Et sellel talvel Riemann haigestus, siis toimus prooviloeng
alles 10. juunil 1854. a. Gottingeni iilikoeli filosoofiateaduskonna
ees. Kohal viibis ka Gauss, kellele see eeskdtt oli moeldud. Piilides

5 Riemann, B, Gesammelte mathematische Werke. Leipzig, 1892, 1k. 547.
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teha ettekannet arusaadavaks ka kuulajatele-mittematemaatikutele,
viltis Riemann selles peaaegu tdielikult matemaatilisi valemeid.
Ettekanne kujutab nii sisult kui ka vormilt toelist meistriteost,
selle jarele on taastatav ka vastav matemaatiline aparatuur. Oma
sisulise siigavuse poolest iiletas loeng koik Gaussi ootused. Selles
sisaldub terve geomeetria suuna programm ja ideestik, nimelt
n-mootmeliste nn. Riemanni ruumide teooria tuum. Tritkis aga
ilmus ka see t66 alles 1868. a. ja moodustab umbes 15 lehekiilge.

Suve veetis Riemann Quickbornis ning siigisel asus Gottinge-
nis eradotsendina lugema osatuletistega diferentsiaalvorrandite
teooriat koos rakendustega fiilisikasse. Ta kirjutab oma vanemale
oele Idale, et kuulajaid oli registreerunud iile ootuste palju, nimelt
8. Vaatamata loengute pohjalikule ettevalmistamisele, pohjustas
nende suuline ettekandmine esimesel 6ppeaastal Riemannile iisna
palju raskusi. Sageli ei suutnud kuulajad jilgida ettekande motte-
siigavust ja esineja kiiret mottelendu. F. Klein kirjutab®: «Oma
esimestel argadel, oskamatutel esinemistel pidi noor dotsent, kel-
lele meie, kes me oleme tulnud ellu ja teadusse pérast teda, vaa-
tame kui piithakule, taluma oma kolleegide mitmesuguseid torkeid
ja iroonilist suhtumist. Vdga sageli langes ta siingesse meeleollu,
mis viisid melanhooliahoogudeni ... Eraldudes iimbritsevast maa-
ilmast elas ta vaikselt oma erakordselt rikast isiklikku elu. Rie-
mann oli tiiiipiline geeniuse kuju; vaikne ja veidi veidrik viliselt,
tdis joudu ja erakordse haardega sisemiselt.»

Riemann luges aastatel 1854—1862 igal poolaastal iiks kuni
kaks kursust. Ta oppis lugema arusaadavamalt ning juhtima kuu-
tajaid siigavate matemaatiliste probleemideni, sealjuures moistma
ka tema oma tulemusi. Pdrast Riemanni surma andsid tema opi-
lased vilja «Osatuletistega diferentsiaalvorrandid ja nende raken-
damine fiiiisikas» (K. Hattendorff, 1869), «Raskus, elekter, mag-
netism» (K. Hattendorff, 1875), «Eiliptilised Tfunktsioonid»
(H. Stahl, 1899) ja veel méned teised loengud «lisana» (Nach-
trage) Riemanni téddele (1902). Nendest loengutest leiti tulemusi,
mida parast Riemanni surma olid uuesti avastanud teised mate-
maatikud.

23. veebruaril 1855. a. suri Gauss, tema jarglaseks kutsuti Ber-
liinist Lejeune Dirichlet. Paljud taotlesid Riemanni nimetamist
erakorraliseks professoriks, kuid tagajarjeta. Ainuke, mida saavu-
tati, oli teatav palga tous. Riemann ei leidnud veel tunnustamist,
kuigi tema kolmes t66s sisaldus juba suur osa tulemustest, mis
panevad tema nime tdnapdeval kolama kogu matemaatikas.

Dirichlet’ toetusel valib Riemann 1855/56. oppeaastal loengute
temaatika omaenda uurimustest, nimelt kompleksmuutuja funkt-
sioonide teooriast. Eriti peatub ta elliptiliste ja Abeli funktsioonide

¢ Kaeinu ¢., Jlekunn o pasBHTHH MAaTeMaTHKH B XIX croaetun 1. M.—J1,,
1937, 1k. 290.
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teoorial. Kuulajaid oli 3. Jargmisel aastal loeb ta kursust uuesti,
kuid spetsiaalsete funktsioonidena vaatleb hiipergeomeetrilist
rida ja sellele ldhedasi funktsioone. '

Nende loengute materjalidest kasvas vélja Riemanni kaks suu-
remat uurimust «Gaussi rea F{(a, 8, p; x) abil esitatavate funkt-
sioonide teooriast» (Beitrdge zur Theorie der durch die Gauss’sche
Reihe F(a, B, y; x) darstellbaren Funktionen) ja «Abeli funktsioo-
nide teooria» (Theorie der Abel’schen Funktionen), mis ilmusid
1857. a. Need t66d panid oma siigavuse ja rikkusega hdmmastama
kogu maailma matemaatikuid. Esimene neist on seotud Gaussi
t60dega, teine Jacobi ja Weierstrassi téodega.

Vaadeldavatel aastatel tabab Riemanni perekonda rida raskeid
hoope, mis teda siigavalt vapustavad. 1855. a. sureb B. Riemanni
isa ja 0de Clara. Kolm 6de (ema suri juba varem) siirduvad
Quickbornist Brehmenisse vend Wilhelmi juurde. 1857. a. sureb
Wilhelm ja jargmise aasta algul ka ode Marie. Kaks veel elavat
ode votab Bernhard Riemann oma iilalpidamisele. Odede saabu-
mine Gottingeni tostab moningal méadral Riemanni vigagi masen-
datud meeleolu ja to6tahet.

1857. a. nimetati Riemann filosoofiateaduskonna erakorraliseks
professoriks ja Lejeune Dirichlet’ surma jadrel 1859. a. korraliseks
professoriks. Sama aasta detsembris valiti ta ka Géttingeni Tea-
dusliku Uhingu liikmeks, moni kuu varem nimetati Berliini Tea-
duste Akadeemia korrespondeerivaks lijkmeks. Seoses sellega soi-
dab ta koos kolleeg Richard Dedekindiga (1831—1916) Berliini,
kus teda sealsed matemaatikud E. E. Kummer ja L. Kronecker,
K. Weierstrass jt. suure austuse ja siidamlikkusega vastu vota-
vad. :

Berliini Teaduste Akadeemia annab 1959. a. vilja Riemanni
160 «Antud suurust mitte iiletavate algarvude arvusts (Ueber die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Griosse), milles on
kokku voetud terna uurimused algarvude jaotuse kohta. Selles 9-
lehekiiljelises t06s vaatleb ta juba Euleril esinenud funktsiooni

ts)= 3 !

1

= =i

(korrutis on voetud iile koigi algarvude) kompleksmuutujafunkt-
sioonina (tanapéeval nimetatakse seda Riemanni dzeeta-funktsioo-
niks) ning nditab rea selle viga stigavaid omadusi, kuid alati ei
too ammendavaid tdestusi. Tekstist pole ka sageli selge, millised
vaited olid Riemannil rangelt toestatud ja millised vaid hiipotee-
sid. Riemannile on iildse omane, et ta tavaliselt ei peatu detaili-
del ja toestuste formaliseerimisel, vaid, olles veendunud oma mot-
tekaikude Gigsuses, ldheb suurte sammudega edasi. Ka vaadeldava
t66 tulemuste toestuskdikude taastamine sai matemaatikute jarg-
nevate polvkondade iilesandeks, selle kdigus tekkisid ja hakkasid
arenema uued matemaatilised teooriad. Dzeeta-funktsiooni kaitu-

62



mise uurimine komplekstasandil pani-aluse nn. andliiiitilise arvu--
teooria arengule. :

Mairgime, et monedes . dzeeta-funktsiooni olulistes omadustes
pole veel tdnapdevalgi selgust. Riemarnn nditas, et sellel funktsioo-
nil on ainult {iks poolus s=1ja nn. triviaaised nullkohad s =
= —2, —4, —6, ... ning peale selle veel nullkohti, mille reaal-
osa rahuldab tingimusi 0<ZRe s < 1. Ta piistitas hiipoteesi (nn.
Riemanni hiipoteesi), et koik sellised nullkohad asuvad kompleks-
tasandi sirgel’ Re s=13%. Viimast, mitmetes probleemides olulist
viidet pole onnestunud ei toestada ega ka limber litkata. Muide,
David Hilbert olevat kiisimusele, mida ta kdigepealt teada tahaks,
kui ta 100 aastat pdrast oma surma veel kord matemaatikutega
kohtuks, vastanud: «Seda, kas Riemanni hiipotees on tdestatud».

Peale Dirichlet’ surma tugevneb Weberi mdju Riemannile ning
nii loengutes kui ka uurimustes pé6rdub ta suuremal médédral mate-
maatilise fiiiisika probleemide poole. Kui varasemas loomingu-
perioodis huvitasid Riemanni eeskétt {ildiste loodusseaduste mate-
maatiline kirjeldamine, siis loomingu kiipsel perioodil asub ta
uurima konkreetsemaid probleeme, rakendades seejuures siigava-
mat matemaatilist aparatuuri. Selle perioodi tidhtsamateks to66-
deks on 2 suurt uurimust: «Tasandiliste 16pliku amplituudiga ohu-
lainete levimisests (Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen
von endlicher Schwindungsweite, 1860) ja «Kirjutis uurimustest
vedela homogeense ellipsoidi liikumise kohta» (Ein Beitrag zu den
Untersuchungen iiber die Bewegung eines fliissigen gleichartigen
Ellipsoides, 1861). Viimane neist on seotud kosmogooniliste teoo-
riatega ja taevakehade kuju uurimisega. Riemann on vedela keha
litkumist kirjeldava diferentsiaalvorrandite siisteemi lahendanud
vidgagi iildisel juhul, mis erijuhtudena haarab koik varemtuntud
juhud. Esimeses uurimuses té6tab ta muuhulgas vélja {lildise mee-
todi teist jarku hiiperboolset tiilipi osatuletistega diferentsiaalvor-
randite lahendamiseks.

3. juunil 1862. a. abiellub Riemann Elise Kochiga, oma odede
sobratariga. Juba jargmisel kuul haigestub Riemann kiilmetuse:
tagajdrjel kopsukelmepoletikku. See toob endaga kaasa kopsutu-
berkuloosi, mis pohjustabki Riemanni varajase surma.

Arstid soovitavad Riemannile pikemaajalist ravi lounas. Wil-
helm Weberi eestkostmisel onnestub tal saada pikem puhkus ja
tohus toetus ning 1862. a. novembris siirdubki Riemann Itaaliasse.
Pikemat aega viibib ta Messiinas, paranemise jdrel aga sooritab
reisi 14bi kogu Itaalia, naudib selle loodust, arhitektuuri ja kunsti
ning kohtub ka itaalia matemaatikutega. Parimate lootustega saa-
bub ta 1863. a. juunis Gottingeni. Teel aga kiilmetub ta tugevasti,
tervis halveneb uuesti ning juba sama aasta augustis sdoidavad
Riemannid uuesti tagasi Itaaliasse. Pikemat aega peatub Riemann
Pisas, kus 1863. a. detsembris siinnib tal tiitar, kellele nimeks.
pandi Ida; 1864. a. kevadel aga kaotab Oe Helene.
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1865. a. oktoobris poordub Riemann jille Gottingeni, kus 16pe-
tab juba Itaalias alustatud t66 «Teeta-tunktsiooni nulliks muutu-
misest> (Ueber das Verschwinden der Theta-Functionen), mis
jaab viimaseks tema eluajal avaldatud uurimuseks. See on teatav
tdiendus toole «Abeli funktsioonide teooria».

Riemanni looming leiab jarjest suuremat tunnustust. 1866. a.
martsis valiti ta Berliini Teaduste Akadeemia liikmeks ja Pariisi
Akadeemia korrespondeerivaks liikmeks, sama aasta juunis Lon-
doni Kuningliku Uhingu vilismaiseks liikmeks. Kuid tema haigus
siiveneb. Juunis siirdub Bernhard Riemann kolmandat korda Itaa-
liasse, kus sureb 20. juulil 1866, a. Selescas Lago Maggiore jiarve
ddres.

Kuid Riemanni looming alles alustab oma voidukdiku. Palju
sellest on matemaatikutele veel peaaegu tundmatu. Riemanni pere-
kond andis kogu tema teadusliku parandi Richard Dedekindi kdsu-
tusse, kes avaldas rea kasikirja jadnud uurimusi, sealhulgas ka
kuulsa habilitatsioonité6 ja prooviloengu. Riemanni kogutud téod
ilmusid Heinrich Weberi toimetamisel 1876. a., selle kordustriikk
1892. a. ja venekeelne tolge 1948. a. Lisaks anti vdlja ka rida
Riemanni loenguid, millest oli juttu juba eespool.

Riemanni looming on teatava maarani vastandlik ieise suure
saksa matemaatiku Weierstrassi loomingule. Kui viimane taotles
koikjal matemaatilist rangust, jarjekindlust ja siistemaatilisust,
siis Riemannile on omane ideede uudsus, sigavus ja laiahaardeli-
sus. Nende detailne l1dbitdétamine, rangesse matemaatilisse vormi
valamine jdi matemaatikute jirgnevate polvkondade iilesandeks.
F. Klein kirjutas kdesoleva sajandi 20-ndatel aastatel 7: «Riemann
on hiilgavaima intuitsiooni mees. Oma koikehaarava geniaalsu-
'sega iiletab ta koiki oma kaasaegseid. Seal, kus puhkeb tema huvi,
laheneb ta uurimistele alati uut moodi, mitte lastes end segada
traditsioonidel, mitte tunnustades {ihegi siisteemi kitsendavaid
raame.» — «Koigi véidete toestuste loomine on kahtlemata iga
matemaatilise teooria nurgakiviks. Kui matemaatika loobuks vaja-
likest toestustest, mdidraks ta end kahtlemata hukkumisele. Kuid
geeniuse loomingu saladuseks jddb alatiseks uute probleemide
otsimine, uute teoreemide tajumine... Ilma uute vaatenurkade
loomiseta, uute sihtide seadmiseta vbiks matemaatika kogu oma
loogilises ranguses end ammendada ja tarduda, kasutanud ara
kogu materjali. Seega soodustavad matemaatika arengut teatavas
‘mbottes enam need, kes ei paista silma mitte niivord oma toestuste
rangusega, kuivord oma intuitsiooniga. Riemann on viimaste aas-
takiimnete matemaatik, kes ka tanapaeval mojustab t66d tunduvalt
suuremal méairal kui keegi teine.»

7 Kaein ., Jlekund o pasButTHH MaTematHkd B8 XIX croaerun I. M.—J1,,
1937, 1k. 288, 314. ‘
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RIEMANN TOPOLOOGIA JA ULDISE KOVERA RUUMI
GEOMEETRIA LOOJANA

U. Lumiste

Riemanni t66dest matemaatilise analiiiisi ja selle rakenduste
valdkonnas on raske saada ldhemat iilevaadet ilma korgema mate-
maatika spetsiaalsete harude tundmiseta. Teistsugune on olukord
Riemanni to6dega topoloogia ja geomeetria alal. Nendele on lah-
teks moningad lihtsad ideed, mida on vdimalik selgitada ka néit-
likult ilma analiiiisi aparatuuri ulatuslikuma kasutamiseta.

Riemanni loetakse Gigustatult topoloogia loojaks. N. Bourbaki
iseloomustab Riemanni loomingu seda osa jidrgmiselt!: «Ta piiii-
dis esimesena eritleda topoloogilise ruumi moistet, esitas nende
ruumide iseseisva teooria idee, defineeris invariandid («Betti
arvud»), mis etendasid peamist osa topoloogia jargnenud aren-
gus, ja andis nende esimesed rakendused analiiiisis (Abeli inte-
graalide perioodid)». Topoloogiat nimetati tollal Analysis situs
(asendi analiiits). Enne Riemanni t6id oli sellelt alalt ilmunud
ainult iiks t66 — J. B. Listingi (1808—1882) artikkel ajakirjas
«Gottinger Studien» 1847. aastal. Nelja aasta pérast ilmus Gottin-
genis B. Riemanni doktoriviitekiri, milles Riemann muu hulgas
arendas silmapaistvalt uut, peaaegu veel puutumatut uurimis-
suunda ja niitas selle véidrtuslikke rakendusi kompleksmuutuja
funktsioonide teoorias.

Lihteks said Riemannile kompleksmuutuja mitmeste funktsioo-
nide esitamisega seotud probleemid. Alustame jdrgmisest néitest.
Valémiga z= w? kus z=x iy ja w == u -} iv on kompleksarvu-
lised muutujad, esitatakse lihtne kompleksmuutuja funktsioon, mis
kompleksarvule @ seab vastavusse tema ruudu. On teada, et kui
w=—o(cos - isiny), siis z2==02(cos 29 4 isin2y). Kui komp-
leksarve kujutada tasandi punktidena, siis z = w” méiérab sellel
tasandil teatava teisenduse (joon. 1).

Valemit z = w? vbib aga tolgendada ka vastupidiselt kui ees--
kirja, mis igale kompleksarvule z seab vastavusse need kompleks-
arvud w, mis antud z korral rahuldavad seda vorrandit. Selliselt

1
jouame esialgse funktsiooni poéordlunkisiooni w =z mdiste
juurde. Osutub, et see podrdfunkisioon pole enam iihene: antud

! Byp6aku "H., Ouepku no ncropun marematnxu. M. 1963, lk. 138.
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z=p(cos @+ (sing)=pg(cos(@- 2a)- isin(@ + 2x)) puhul vas-
tab talle koos kompleksarvudega w=1/p (cos —+ isin —) ka

kompleksarv

Vo (cos(p_ZQW»k i sin (p—i;Zn

) —\/Q(COS——l—lSlHZ) — 0,

Tegemist on kahese funktsiooniga. .
Kujutleme niiild jargmist olukorda. Lihtume teatavast punk-

tist 2o = goe’¥* (siin oleme kasutanud seda, et Euleri valemi poh-

jal e =cos@ -+ ising) ja valime {ihe kahest temale vastavast
i&

~

~ Z=w?
N

punktist, niiteks wo=1V goe 2

Paneme punkti z= gee'® liikuma
modda ringjoont alguspunktiga O,
s.t. laseme argumenti ¢ muutuda

’ vadrtusest @o vaartuseni ¢o -+ 2.
! | - _ ip'

' 7 " Sel korral w=1V goe? liigub

modda kontsentrilist ringjoont,

kuid ainult poolpoorde vorra,

minnes asendist w, asendisse

Joonis 1. —_ iﬂ’#’ - %p_
Vooe =-—V ge?=—wp

(joon. 1). Seejuures punkt -—w, vastab samale punktile 2, (sel-
lest tulenebki funktsiooni kahesus tasandil). Koneldakse, et punkt

z="0 tasandil on vaadeldava kahese pddrdfunktsiooni @w=z"
harunemispunkt — kui me punktiga z joonestame ikskoik mis-
suguse aasa punkti 2=0 {imber, siis tagasi jouame mitte enam
sama, vaid juba teise funktsioonivairtuse w juurde. (Mirgime, et
iga punktl z=40 jaoks voib alati leida aasa, mis toob tagasi sama
funktsioonivddrtuse w juurde — on vaja amult jalgida, et haara-
tud poleks punkt z=20.)

Riemanni uus idee seisneb jargnevas. Funktsmom mitmesusest
lahtisaamiseks tuleb médaramispiirkonda laiendada selliselt, et nii-
sugused «ebanormaalsed» aasad punkti z=0 iimber poleks enam

voimalikud. Vaadeldava funktsiooni w == 2'"1’ puhul tuleb lisaks
sellele veel garanteerida, et punkti z=0 {imbritseva aasa kahe-
kordne ldbimine annaks tagasi uuesti sama punkti z, (sest siis

jouame jidlle sama funktsioonivéértuse —(—wo)= wy juurde
tagasi).
Sellise laiendatud maéédramispiirkonna defineerib Riemann:

jargmiselt. Ta asetab iihele tasandile veel teise.tasandi, 15ikab
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molemad lahti méoda rohttelje positiivset poolsirget ning «klee-
bib kokku» (s.t. samastah mottes) esimese tasandi ldike alu-
mise dire teise tasandi Idike iilemise ddrega. Teisiti oeldes, ta
loeb, et kui aasa tegemisel z=0 umber punkiiga z esimesel
tasandil on joutud loike &éireni, siis tuleb «iile hiipata» teisele
tasandile. Edasi tuleb «kleepida kokku» teise tasandi 16ike alu-
mine dar esimese tasandi 16ike {ilemise ddrega (s.{. teisel tasan-
dil loike ddreni joudmisel tuleb «tagasi hiipata» esimesele tasan-
dile). Saadaval uuel «midramispiirkonnal» on vaadeldav funkt-
sioon juba iihene. Harjumatuks voib siin osutuda see, et taolist
«madramispiirkonda» saab ette kujutada ainult absfraktseit: tava-
liste paberilehtedega voib teostada kiill esimese kleepimise, kuid
teist kleepimist siis enam tegelikkuses realiseerida ei saa.

Sellest «méadramispiirkonnast» teatava ettekujutuse saamiseks
tulebki minna topoloogia valdkonda. Kompleksmuutuja funktsioo-
nide teoorias taiendatakse tasandit teatavasti iiheainsa Iopmata
kauge punktiga, mis loetakse vastavaks siimbolile z = oo. Viimase
ainsaks iseloomulikuks omaduseks on see, et tema pddrdvairtu-

seks on z= 515 === 0. Riemann pani ette selliselt tiiendatud tasan-

dit — komplekstasandit — kujutleda néitlikult sfddrina («Rie-
manni sfdir»), seades tasandi igale punktile z vastavusse sfdéri
sellise punkti Z, mis asub sirgel ooz, kus oo on sidiri ja tasandi
puutepunktile 0 diametraalselt vastupidine punkt (joon. 2). (Saa-
dud vastavust tasandi ja sfdéri punktide vahel, mida vuris juba
Ptolemaios 1I sajandil, nimeta-
takse stereograafiliseks projekt-
siooniks.) Komplekstasandi [6p-
mata kaugele punktile vastab
sel korral toesti iiksainus punkt
oco. Mirgime, et iga aas punkti
0 iimber on samal ajal aasaks
ka punkti oo iimber. Seetottu
omab vaadeldav kahene pd&ord-

funktsioon w = 2z" tasandil Gieti Joonis 2.
kaks harunemispunkti 0 ja oc. ; ’
Eespool tehtud 16iked kahel kompiekstasandil tihendavad niiiid
seda, et kaks Riemanni sfddri tuleb 16igata lahti piki punkte 0 ja
oo iithendavat meridiaani (joon. 3). Jargnevalt tuleb samastada
servad (I, —) ja (II, ++) ning servad (I, —) ja (I, +). Ei ole
raske kindlaks teha, et sel puhul saadav pind on pidevalt defor-
meeritav sfdiriks, ilma et seda tuleks vahepeal rebestada v®oi
taiendavalt kokku kleepida (voib niileks kujutleda, et esialgsed
siddrid on tehtud kummist). Tarvitseb vaid sfiddre pooérata nii, et
16iked satuksid kohakuti (joon. 4), tcha kleepimised (joon. 5) ja
seejarel saadud pind «tiis puhudas.
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Peale seda saadud sfddri tulebki vaadelda uue «mddramispiic-

konnana» funktsiooni w==z" jaoks. Selle sidari igale punktile

Joonis 3. <

Joonis 4.

Joonis 5.

vastab juba funktsiooni w = 2z iiksainus viirtus ja «ebanormaal-
sed» aasad on seetdttu kadunud. On selge, et vaadeldud kahese
funktsiooni loomulikuks madramispiirkonnaks ongi just selline

laiendatud piirkond. Viimast nimetatakse funktsiooni @ = zTlf Rie-
manni pinnaks. Nagu néha, on ta iilalkirjeldatud mottes sama-
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vidrne sfddriga. Tdnapéeval koneldakse, et ta on topoloogiliselt
ekvivalentne ehk homéomorine sfddriga.

Olukord on téiesti analoogiline vorrandiga w?= q¢2® | a1z -
-]- az méaaratud funktsiooni w = f(z) puhul. Siin v&ib vorrandi
esitada kujul ©w?>=a¢(z — ry) (z — r2). Funktsiooni @ == f(2) haru-
nemispunktideks on siis punktid ry ja ro {(punktide 0 ja oo asemel).
Tuleb kaks komplekstasandit Ioigata lahti moéda mingit neid
punkte ithendavat joont ja teha kleepimised tadpselt samuti nagu
iilal ndidatud. Selle funktsiooni Riemanni pind on samuti homoo-
morine sfdériga.

Teistsuguseks muutub olukord vorrandiga w?=a(z —r) (2 —
——r9) (2 — r3) médratud funktsiooni w = J(z) korral. Sellel kahe-
sel funktsioonil on komplekstasandil juba neli harunemispunkti —
punktid ry, ro, r3 ja oco. Selleks et konstrueerida selle funktsiooni
Riemanni pind — uus. loomulik madramispiirkond, millel funkt-
sioon oleks juba iihene, tuleb votta jallegi kaks komplekstasandit,
Ioigata nad lahti médéda mingeid punkte r; ja ro ning r; ja oo
ithendavaid jooni ning seejidrel teha samalaadsed kleepimised
(joon. 6).

Joonis 6.

Osutub, et saadav Riemanni pind ei ole enam homdomorine
sfadriga. Oma topoloogiliselt ehituselt on ta samastatav rongas-
pinnaga ehk tooriga. Toepoolest, teeme vajalikud 16iked kahel Rie-
manni sfadril (joon. 7). Seejdrel podrame sidédre nii, et tekkinud
avad satuksid kohakuti ja venitame need avad védikesteks torukes-
teks (joon. 8). Kokkukleepimisele kuuluvad servad satuvad just
kohakuti. Jddb ainult avadega sfdarid, liilkata kokku (joon. 9),
teha vajalikud kleepimised ja saadud pind seejdrel «iimaraks
puhuda» (joon. 10). Saamegi rongaspinna ehk toori.

Selliselt kidsitles Riemann koéikide algebraliste funktsioonide
loomulikke méaramispiirkondi. (Algebraliseks nimetatakse iga
funktsiooni w=f(z), mis rahuldab mingit algebralist vorrandit

ag(2)@" + ai(2) 0" .. 4 a.(2)=0,

kus a;(z) on poliinoomid kompleksarvuliste kordajatega.) Osutub,
et iga algebralise funktsiooni Riemanni pind on topoloogiliselt
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Joonis 11.

samaviirne «sangadega sfdriga» (joon. 11). Seejuures 1 san-
gaga sfddr on homdomorfine tooriga, kahe sangaga sfdir «kring-
liga» (joon. 12) jne. Kehtib jdrgmine huvitav Riemanni leitud
s€0s:

@
P=1g mﬂ i,
kus w on algebralise funktsiooni
w=f(z) harunemispunktide arv
komplekstasandil (kui harunemis-
punkte lugeda nende kordsu-
sega), m nditab, mitmene on see Joonis 12
funktsioon (s.t. mitu w véaar- ) ’
tust vastab ihele punktile z komplekstasandil), ja p néitab, mitu
sanga tuleb lisada sfdirile, et saada funktsiooni Riemanni pin-
' naga homgomorfne pind.

Funktsiooni w = z* korral on
niditeks w=2, m=2 ja p=
=1—2-++1=0." Vérrandiga
w?=aqa(z—r)(z— ry) (2 —r3)
méiaratud funktsiooni w= f(2)
puhul on need arvud jargmi-
sed: w =4, m==2 ja p=1.
Arvu p hakali hiljem nime-
tama kinnise pinna liigiks. Rie-
mann sidus selle pinnal maa-
ratud algebraliste funktsioonide
integreerimisc! {ekkivate funkt-
sioonide (Abeli inlegraalide) ja
nende poordfunktsioonide (Abeli funktsioonide) moningate olu-
liste omadustega. Ta néitas, et kui teatava funkisiooni Riemanni
pinna liik on p, siis vastaval Abeli funktsioonil on 2p perioodi.
Nad vastavad sellistele aasadele Riemanni pinnal, mida ei saa
mooda pinda tommata kokku punktiks ega pidevalt deformeerida
iiksteiseks. Joonisel 6 ja 13 on ndidatud sellised aased ¢, ja ¢
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kahel kokkukleepimisele kuuluval komplekstasandil ja tekkiva Rie-
manni pinnaga homdomorfsel tooril. Tooriga seotud Abeli funkt-
sioonideks on elliptilised funktsioonid, milledel on teatavasti tée-
poolest kaks perioodi; iiks vastab ¢, tiiiipi aasadele, teine ¢, tiilipi
aasadele.

Nendest Riemanni uurimustest sai alguse ithelt poolt kinniste
kahemootmeliste muutkondade (pindade) topoloogia, teiselt poolt
kompleksmuutuja funktsioonide teocoria suur haru — Riemanni
pindade teooria. Kuid Riemanni teened topoloogia. loojana ei
piirdu ainult sellega.

Mirksa ildisemaid ldhtekohti kisitleb ta oma prooviloengus
1854. aastal. Selle esimeses osas esitab ta topoloogilise ruumi
itildise idee, koneldes jargmist.2 «Madtmine seisneb vdrreldavate
suuruste teineteisele asetamises, tahendab, moéotmiseks peab olema
voimalus kanda iht suurust, mis voetakse iihikuks, moéoda teist
suurust. Kui niisugust véimalust pole, saab kaht suurust vorrelda
vaid siis, kui iiks neist on teise osaks ... Uurimused, mida saab
sel puhul teostada, moodustavad suuruste teooria modimisest sol-
tumatu osa, kus suurusi vaadeldakse mitte oma asendist soltuma-
tult eksisteerivatena ja mitte kui mootihiku kaudu viljendatuina.
vaid kui muutkonna osadena. Sedalaadi uurimused said tarvilikuks
matemaatika paljudes harudes, eriti mitmeste analiiitiliste funkit-
sioonide teoorias». Edasi vdljendab Riemann ka juba lopmatamaot-
melise funktsionaalruumi idee.

Tema ettekande pohiosa on aga piihendatud C. Fr. Gaussi
poolt pinnateooriasse sisse toodud sisegeomeetria moiste Tildista-
misele mistahes n-mdotmelise muutkonna juhule. Sellega pani
Riemann aluse tdnapieva geomeetria iihele suurele ja rakendus-
likult tdhtsale harule — Riemanni geomeetriale. Koigepealt defi-
neerib Riemann muutkonna kui teatavate ithesuguste objektide

hulga, mille iga elemendi saab iiksiiheselt maa-

rata reaalarvude jarjestatud siisteemiga
(1, ..., x,). Hulga elementi (vaadeldavat ob-
jekti) nimetatakse muutkonna punktiks, reaalarve
Xy, ..., x, — selle punkti koordinaatideks. Natu-

raalarvu n nimetatakse muutkonna mootmeks.
Kahemootmelise muutkonna ndideteks on iga
pind tavalises kolmemootmelises ruumis, kaksik-
Joonis 14. pendli asendite hulk (joon. 14) jmt. Neljamootme-
lise muutkonna moodustavad néditeks elementaar-
sindmused (s. t. paarid punkt (x;, Xxs, x3) -+ ajahetk (xs=1);
seda muutkonda nimetatakse aegruumiks), sirged ruumis (sest
sirge asend sbltub neljast reaalarvulisest parameetrist) jne. Kui
tegemist on mingi mehaanilise siisteemiga, millel on n vabadus-

2 Pumaun b, Counnenus, M.—J1., 1948, 1k. 280—281.
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astet, siis selle siisteemi asendite hulk moodustab n-moéoimelise
muutkonna (nditeks kaksikpendli puhui n=2).

Muutkond iseendast on aga veel liiga iildine moiste, selleks
et ta saaks olla sisuka geomeetrilise uurimise objektiks. Uks voi-
malus selle moiste kitsendamiseks sobivas suunas on meetrika
sisseviimine muutkonda, s. t. kauguse moiste defineerimine muut-
konna punktide vahel. Riemann lidhebki seda teed. Lihtekohaks
on talle siin, nagu juba méirgitud, pinna sisegeomeetria Gaussi
poolt viljatootatud kujul. Viimases mdiiratakse pinnal asuva

joone pikkus teatavasti integraaliga s-=fbds, kus ds -— kaare-
pikkuse diferentsiaal — tuleb arvutada v;lemist

P ds?=E dx,®> + 2F dx,dx,+ G dxs?. (1)
Viimane iildistab planimeetriast — tasandi sisegeomeetlriast —

tuttavat Pythagorase teoreemi ds?>=dx,®>-} dxs®> koverpinnal
asuva «lopmata viikese» kolmnurga juhule.

Analoogiliselt defineerib Riemann kaarediferentsiaali ds
n-mootmelises muutkonnas valemiga

d52'=' E gijdxidxl'. (2)
i, j=1

Siin paremal pool on nn. diferentsiaalruutvorm, mille kordajad
on muutujate x;, ..., x, diferentseeruvad funktsioonid g;=
= g;i (%1, ..., X;). Muutkonda sellel defineeritud ruutvormiga (2)
nimetatakse tinapdeval Riemanni ruumiks, niisuguse ruumi teoo-
riat — Riemanni geomeetriaks. Selles mottes iildistah Riemanni
geomeetria toepoolest koverpinna sisegeomeetriat — viimase saa-
miseks tuleb vaid lugeda, et n=2 ja gy=E, gio=gu=F,
g22— G. On arusaadav, et Riemanni geomeetria moisted iildista-
vad vastavaid moisteid pinna sisegeomeetriast. Nii néiteks joone
x;=2x;(t) pikkuse vaartustele f=a ja f=b vaslavate punktide
vahel defineerib Riemann valemiga

b b ]/_ n T
s=fds={ ._21 gi(x1(t), ... x, (1)) xi(t)x';(t)dt. (3)
a a i, j=

Naitlikult v6ib siin samuti kujutleda, et joone pikkust moodetakse
«lopmata viikeste» sammude kaupa, kusjuures iga sammu puhul
leitakse ds valemist (2). Koikide Iopmata paljude sammude puhul
saadud tulemused seejirel liidetakse (s. t. leitakse integraal (3)).
Jooni, mis on lithimad oma iga kahe kiillalt 1ahedase punkti vahel
vorreldes iga teise neid kaht punkti ithendava joonega, nimeta-
takse Riemanni ruumi geodeetilisteks joonteks. Nad on seega tea-
tava variatsiooniilesande lahendeiks ja asendavad tavalise geo-
meetria sirgeid.
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Kahe punktis X, 16ikuva kovera x;=u,;(f) ja x; = v;(r) vahe-
lise nurga « defineerib Riemann valemiga

n
r .
Z g1’

=l

COS @ ==~ = - ,
/o / n
VE v V5 o,
L= i j=
‘mille paremal pool olevad suurused tulevad koik arvutada loike-
punktis Xo. Mingi ruumiosa £ ruumala V defineerib Riemann vale-
miga

n
———

V= [/f...[V detigyl dxidxs... dx,,
£

milles ruutjuure all on kordajatest g; moodustatud n-jarku deter-
‘minant. Selliste definitsioonide digustamiseks on kiillalt mérkida,
et n=23 puhul saame neist tavalised nurga a ja ruumala V aval-
dised tavalises ruumis kasutusele voetud koverjoonsete koordi-
naatide puhul (niit. sfddrilise voi silindriliste koordinaatide
puhul), Descartesi ristkoordinaatide puhul aga, mil g;=0 kui
i£j ja guw=1, saame tavalised analiiiitilisest geomeetriast tun-
tud valemid.

Riemanni geomeetria koige iseloomulikum moiste on ruumi
koverus. Kahemootmelisel juhul ihtib see moiste pinna koverusega
ning on defineeritav jirgmiselt. Olgu pinnal antud punkt X, mis
olgu iimbritsetud mingi geodeetiliste (s. t. lithimate) joonte kaar-
test koosneva viikese kolmnurgaga Y,Y.Y; — geodeetilise kolm-
nurgaga A (joon. 15). Eespool antud vale-
mid voimaldavad arvutada selle kolm-
nurga A sisenurgad ja pindala S («ruum-
ala» kahemootmelisel juhul). Seejuures
sisenurkade summa ei tarvitse sugugi olla
x, nagu tavalises planimeetrias, vaid on
iildiselt & - 0. Néiteks sfdéri puhul on ¢
(geodeetilise kolmnurga A nurgadefekt)
alati positiivne ja vordeline kolmnurga A
) pindalaga S.

Joonis 15. Suhte /S piirvdartust - geodeetilise

kolmnurga A kokkutombumisel punktiks X

nimetatakse pinna Gaussi koveruseks punktis X. C. Fr. Gauss ndi-

tas juba 1827. aastal, kuidas arvutada seda suurust ruutvormi
(1) kordajate E, F ja G kaudu.

Ruumi koverust vaatles esimesena Riemann. Tema mottekdiku
voib edasi anda jargmiselt. Nii nagu tavalises ruumis lidbi iga
punkti kulgeb igas sihis parajasti iiks sirge, nii ka Riemanni ruu-
mis 14bi iga punkti igas sihis kulgeb parajasti iiks geodeetiline
joon. Kui siht mingis punktis X kirjeldab teatava kahemootmelise
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tasandi, siis punkti X selles sihis 1dbiv geodeetiline joon kirjeldab
teatava kahemootmelise pinna, millele antud kahemootmeline
tasand on puutujatasandiks. Gaussi valemi pdhjal voib arvutada
selle pinna koveruse punktis X. Saadud arvu nimetatakse Rie-
manni ruumi koveruseks punktis X antud tasandiga miidratud
kahemootmelises sihis. Selliselt voib talitada iga kahemootmelise
sihi puhul punktis X. Tdhendab, Riemanni ruumi koverust antud
punktis iseloomustab mitte enam iiks arv, nagu pinna korral, vaid
terve arvude siisteem. Osutub, et see siisteem on taielikult mai-

ratud oma teatava N'=n'mé——l) arvuga, millede abil saab antud

punktis thesel viisil arvutada ruumi koverust iikskoik missugu-
ses kahemo6otmelises sihis. (Méirgime, et n=2 puhul N=1 ja
-~

n=23 puhul N =:6; kui n> oo, siis %»11—2} Tadnapdeval konei-
dakse, et need N arvu médravad Riemanni ruumi koverustensori.
Nad avalduvad teataval kindlal viisil ruutvormi (2) kordajate
kaudu; ithe voimaluse nende arvutamiseks néitas juba Riemann
oma ettekandes 1854. aastal.

Koverustensori abil saab vilja eraldada Riemanni ruumi liht-
saimad erijuhud. Maksimaalselt lihtne on olukord juhul, kui kove-
rustensor on vordne nulliga (s. t. koik teda midravad arvud on
nullid). Siis ruumi kéverus on null igas punktis igas kahemoot-
melises sihis. Sel puhul koneldakse, et Riemanni ruum on lokaal-
selt eukleidiline. Kiillalt viikestes piirkondades on niisugust
ruumi voimatu eristada tavalisest eukleidilisest ruumist. Vahe
voib tulla ilmsiks ruumi kui tervikut haaravate uurimuste puhul
(samuti nagu nditeks poordsilindri pinna sisegeomeefriat on kiil-
lalt viikestes piirkondades vOimatu eristada geomeetriast tasan-
dil, samal ajal kui terviklikul silindril on kogu aeg iihes suunas
— moodustajatega risti liikudes voimalik jouda tagasi ldhtepunkti.
mis tasandil on muidugi voéimatu).

Lihtsuse poolest jargmise klassi moodustavad sellised Rie-
manni ruumid, mille igas punktis koverus ei soltu sellest kahe-
mootmelisest sihist, milles teda arvutatakse. Niisuguseid ruume
nimetatakse konstantse koverusega ruumideks. Fr. Schuri tuntud
teoreemi 3 kohaselt jddb sellise ruumi koverus muutmatuks ka iile-
minekul ruumi iihelt punktilt teisele. Seega konstantse koveru-
sega ruumi koverus on tiielikult iseloomustatav {iheainsa arvuga
K. Kui K <0 siis ruumi iga kiillalt vdikese piirkonna geomeetria
ithtib LobatSevski ruumi teatava piirkonna geomeetriaga; kui -
K =0, siis on tegemist lokaalselt eukleidilise ruumiga:, kui K >
>0, siis koneldakse lokaalselt elliptilisest ruumist. Sellest néah-

"8 Mirgime, et teoreemi autor Friedrich Schur (1856—1932) oli aastatel

1888—1892 Tartu "ilikooli matemaatikaprofessoriks. Tcoreemi avaldas ta 1886.
aastal, téotades sellal Leipzigi ilikoolis. :
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tub, et tildine Riemanni geomeetria haarab erijubtudena nii antiik-
ajast pédrineva eukleidilise geomeetria kui ka XIX sajandil loodud
mitteeukleidilised geomeetriad. Lihtsaima negatiivse konstantse
koverusega ruumi geomeetria olid teistest seisukohtadest ldhtudes
vilja arendanud N. I. LobatSevski ja J. Bolyai 1820-ndail aastail.
Lihtsaima positiivse konstantse koverusega ruumi — elliptilise
ruumi — t6i teadusse esimesena Riemann ise, mistottu seda ruumi
nimetatakse tihti ka Riemanni ruumiks (kitsamas mottes).

Oma ettekandes 1854. aastal kasutas Riemann ainult iiksikuid
ilma pdhjendusteta antud valemeid. Nii viitis ta ilma toestuseta,
et konstantse koverusega ruumi puhul voib ruutvormi (2) teisen-
dada jargmisesse ithtsasse kujju

ds? — S S "VIJ (dx;)2.

n

l __*_ _l{_gl (x,-)2 =1

Alles 1940-ndail aastail onnestus B. Kaganil veenvalt rekonstruee-
rida Riemanni mottekdik. Tdiendavat selgust Riemanni kasuta-
tud meetodeisse toob tema enda uurimus, mille ta esitas 1861. aas-
tal Pariisi Teaduste Akadeemiale. Selle iiks osa sisaldab sisse-
juhatuse diferentsiaalruutvormide teisenduste teooriasse ning on
seetottu tihedas seoses 1854. a. ettekandega. T66 ei leidnud kah-
juks védrilist hindamist ja avaldati alles 1876. aastal pédrast Rie-
manni surma tema kogutud teostes. Selleks ajaks oli vastav teoo-
ria E. B. Christoffeli ja R. Lipschitzi poolt juba vilja arendatud
ja kujunenud paindlikuks aparaadiks Riemanni ruumide geomeet-
ria uurimisel. Sajandivahetuseks oli see aparaat tdienenud veel
G. Ricci loodud tensorarvutusega (Ricci-Calcul’iga, nagu ‘seda
esialgu nimetati). Vektori paralleeliillekande sissetoomine Rie-
manni ruumis 1917. aastal T. Levi-Civita poolt oli selle arengu
loogiliseks jédtkuks ja lopuleviimiseks. Siitpeale vo6is Riemanni
geomeetriast konelda kui iseseisvast matemaatikaharust, mis lei-
dis védirtuslikke rakendusi mehaanikas ja teoreetilises fitiisikas.

Riemanni geomeetria kdige olulisema rakenduse andis A. Ein-
stein oma iildrelatiivsusteoorias 1919. aastal. Einsteini jirgi on
fiiiisikaline aegruum kui neljamodtmeline muutkond Riemann
ruum, milles meetriline ruutvorm (2) méédratakse teatava erilise
viljavorrandi kaudu mateeria jaotuse ja liikumisega. Gravitatsioo-
nivdlja olemasolu ilmneb sel puhul selle Riemanni ruumi kove-
ruse nullist erinevuses. Niiviisi osutus Riemanni poolt suure ldbi-
nidgelikkusega rajatud matemaatiline teooria hddavajalikkus fiiii-
sika koige iildisemate ja siigavamate kiisimuste kisitlemisel. Aru-
saadavalt sai Riemanni geomeetriast ja selle mitmesugustest
iildistustest suure hulga matemaatikute pingsa uurimise objekt.
Selliste. iildistatud ruumide teooria areng jatkub raugematu hooga
veel tdnapédevalgi.
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X

OTTO SCHMIDT — SUUR NOUKOGUDE TEADLANE

Jevgeni Gabovits

Kimme aastat tagasi, 8. septembril 1956 avaldati Noukogu-
de ajalehtedes jdrgmine teadaanne.

NSV Liidu Ministrite Noukogu teatab sigava kurbusega,
el pdrast pikaajolist ja rasket haigust suri k. a. 7. septembril
65-aastasena wvdiljapaistev noukogude teadlane geograafia ja
matemaatika alal, NSV Liidu kangelane akadeemik Otto Julje-
vits Schmidt.

Sellele teadaandele jdrgnes nekroloog, millele olid alla
kirjutanud NSV Liidu Teaduste Akadeemia, NSVL Korgema
Hariduse Ministeerium, NSVL Merelaevastiku Ministecriumi
Pohjameretee Peavalitsus, M. V. Lomonossovi nimeline Moskva
Riiklik Ulikool, ajakirja «I1pupona» toimetus, Uleliiduline Astro-
noomia-Geodeesia Uhing, NSVL Geograafia Ohing ning Ule-
l.i_iﬁlu]ine Poliitiliste ja Teadusalaste Teadmiste Levitamise
Uhing.

Kes oli see inimene, kelle tegevus oli seotud nii paljude ja nii
mitmesuguste organisatsioonidega? Otto Schmidt oli valjapaistev
matemaatik, kaasaegse algebra noukogude koolkonna rajaja. Kuid
peale selle oli ta sugligi mitte vihem silmapaislev geoliiiisik ja
astronoom, kes on loonud iildtunnustatud teooria Péikesesiisteemi
tekkimise kohta — Schmidti kosmogoonilise teooria. O. Schmidt
oli laialdaselt tuntud ka kui geograalf ja reisija, Pamiiri ja Arktise
uurija, vasimatu teaduse organiseerija ja propagandist, kirjanik
ja riigitegelane. Tema surm oli raskeks kaotuseks noukogude tea-
dusele ja kultuurile.

Otto Schmidt siindis 30. septembril 1891 Mogiljovis. Tema
vanemad périnesid Léatist, talupoegade peredest (isa oli sakslane
ja ema ldtlane). Schmidtide perekond oli vacne. Andekale poi-
sile keskhariduse andmine osutus voimalikuks ainult tanu
sugulaste abile, kelle toetusel astus Otlo 1900. aastal Mogiljovi
giimnaasiumi ning jargmisel aastal, pédrasl perckonna kolimist
Odessasse, Odessa Il Giimnaasiumi. Juha siin ilmnes Otto suur
andekus ja piisiv huvi teadmiste omandamisc vastu. Peale ladina
keele, mis oli selle kooli programmis, hakkas {a oppima ka vana-
kreeka keelt. Olgu mérgitud, et elu jooksul oppis Schmidt valdama
paljusid keeli — peale ladina, kreeka, venc, ldti ja ukraina keele
tundis ta veel saksa, inglise, pranisuse ja ilaalia keelt.
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1907. aastal asus Schmidtide perekond elama Kiievisse. Algas
kiimneaastane Kiievi periood, mille jooksul kujunes ja sai kuul-
saks Schmidt kui matemaatik. Selle perioodi esimese kahe aasta
jooksul oppis O. Schmidt Kiievi II Klassikalises Giimnaasiumis,
mille ta lopetas 1909. aastal kuldmedaliga. Samal aastal astus
ta Kiievi iilikooli fiitisika-matemaatikateaduskonda.

Huvi teaduslike wuurimuste
vastu dratas Schmidtis Kiievi
iilikooli professor, viljapaistev
matemaatik ja suurepdrane pe-
dagoog Dmitri Grave. Tollal
suunas Grave oma oOpilasi te-
gelema rithmateooriaga — al-
gebra uue ja sel ajal Kkiiresti
areneva haruga. Aastatel 1911—
1912 pidas Schmidt rea ette-
kandeid Grave rithmateooria
seminaris ning avaldas juba
1912. aastal oma esimese tea-
dusliku  artikli  «Uber die
Zerlegung endlicher Gruppen
in directe unzerlegbare Fakto-
rens (Loplike rithmade esitami-
sest lahutumatute tegurite otse-
morrutisena). Jirgmisel aastal
avaldas Schmidt koguni kaks
artiklit, teise neist Pariisi Tea-
duste Akadeemia toimetistes.
Uliopilasaastail alustas Schmidt
ka rithmateooriale piihendatud
monograafia «Abstraktne riih-
mateooria»  kirjutamist, mis
ilmus 1916. aastal. T66 autorit
) autasustati prof. Rahmaninovi
nimelise suure kuldmedaliga. See O. Schmidti monograafia on
avaldanud suurt moju algebra arengule NSV Liidus. 1933. aas-
tal ilmus selle raamatu teine triikk, kolmandat korda avaldati ta
1959. aastal O. Schmidti valitud teoste esimeses koites. Oma ilmu-
mise ajal oli ta riihmateooriale piihendatud raamatute seas kaht-
lemata parim. '

Alates 1915. aastast hakkas Schmidt t66tama Kiievi iilikoolis.
Uhtlasi valiti ta sel aastal Kiievi Fiilisika-Matemaatikaithingu liik-
meks. Ulikoolis juhendas Schmidt algul analiiiitilise geomeetria
harjutusi, 1916. aastal aga pidas esimesi loenguid. Samal aastal
omistatakse talle eradotsendi kutse.

O. Schmidti jdrgnevat eluteed mojutasid oluliselt Suure
Oktoobrirevolutsiooni murrangulised aastad. Juba Veebruarirevo-

0. Schmidt 1912. a.
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lutsiooni péevil algas noore O. Schmidti tihiskondlik tegevus. Ta
tootas Kiievi linnanoukogus, vottis osa Peterburis toimunud kor-
gemate koolide tegevusele piithendatud kongressi toost. Alates.
1917. aasta novembrist juhatas ta toiduainete eraldamise valitsust
toiduainete rahvakomissariaadis, tegeles kaardisiisteemiga. Jarg--
mise aasta algul soitis ta koos noukogude asutustega Moskvasse.

Pedagoogilist tegevust jatkas O. Schmidt 1920. aastal Moskva
Metsandustehnilises Inslituudis matemaatikaprofessorina. Lisaks.
sellele oli ta 1921. aastast peale oppejouks Moskva 1 Ulikoolis
(praeguses Moskva Riiklikus Ulikoolis), 1923. aastast alates ka
Moskva II Ulikoolis (praeguses V. I. Lenini nimelises Pedagoogi-
lises Instituudis). 1929. aastal 1dheb ta tdielikult iile Moskva Riik-
likku Ulikooli, kus mitme aastakiimne jooksul t66tab professorina
ja algebra kateedri juhatajana.

Jatkus ka O. Schmjdti matemaatika-alane teaduslik tegevus.
1920. aastal pidas ta oma esimese ettekande Moskva Matemaa-
tikaseltsis, 1922. aastal aga valitakse ta selle seltsi tegevliikmeks.
1927. a. viibis O. Schmidt 2 kuud teaduslikul komandeeringul
Gottingenis, kus tegeles riihmateooriaga ja kohtus paljude tuntud
saksa matemaatikutega. Eriti suurt moju avaldasid Schmidtile:
kohtumised sajandi suurima matemaatiku D. Hilbertiga, rithma-
teooria silmapaistva spetsialisti I. Schuriga ja tuntud saksa nais-
matemaatiku E. Noetheriga.

O. Schmidt vottis osa paljudest NSV Liidu matemaatika-
kongressidest. 1927. a. esines O. Schmidt iilevenemaalisel mate-
maatikakongressil ettekandega «Moningatest rithmateooria iiles-
annetest, mis seovad teda arvuteooriaga, muuhulgas aditiivsega»;
1930. aastal toimus Harkovis esimene iileliiduline matemaatika-
kongress. Schmidt esines seal ettekandega «Matemaatika osatéht-
sus sotsialismi iilesehitamisel». Teisel iileliidulisel matemaatika-
kongressil, mis toimus 1934. a., valiti ta Uleliidulise Matemaatika-
assotsiatsiooni esimeheks. Alates 1930. aastast oli ta NSV Liidu
tahtsaima matemaatilise ajakirja «MaremMaTtuueckuii c6opHHK»
peatoimetaja.

Samal 1930. aastal alustas Moskva Riikliku Ulikooli juures
tegevust O. Schmidti poolt organiseeritud algebra seminar, mil-
lest vorsusid hilisemad tuntud noukogude algebraistid A. Kuros,
A. Kulakov, A. Ditsman, V. Turkin, S. T$unihhin ji. Sellest algul
Schmidti korteris koos kiivast viikesest seminarist, kus tegeldi
peaaegu eranditult rithmateooriaga, kasvas hiljem vilja Moskva
iilikooli algebra seminar, mis pani alusc noukogude koolkonnale
kaasaegses algebras.

Riihmateooriale pithendatud O. Schimidti artiklid, mis iga kord
hidmmastasid filigraanse tehnika, leidlikkuse ja teravmeelsusega
ning avaldasid suurt moju rithmaleooria arengule, ilmusid 1924..
1925., 1929., 1932, 1938., 1940. (kaks arliklil) ja 1945. aastal. Vii-
mane teaduslik uurimus algebra alal, mis oli lopetatud 1947. a.,.
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avaldati esmakordselt alles pérast Schmidti surma 1959. a. tema
valilud teoste esimeses, matemaatikale piihendatud kéites. Peale
nende t6dde kirjutas Schmidt veel rea ilmekaid artikleid Suure
Noukogude Entsiiklopeedia esimese vidljaande jaoks, néditeks «Al-
gebra» ja «Rithm». Ta oli ka selle entsiiklopeedia loomise initsiaa-
toriks ja peatoimetajaks aastail 1924—1948.

Matemaatika korval kuulus O. Schmidti huvialade hulka ka
geograafia. Just geograafina ja reisijana saigi Schmidt véaga
populaarseks NSV Liidus ja kogu maailmas.

1927. a. alustas NSVL Teaduste Akadeemia ettevalmistusi iihi-
seks Noukogude-Saksa ekspeditsiooniks, mille {ilesandeks oli
Pamiiri tundmatute alade pohjalik uurimine. Schmidt, kes oli
juba varem tegelnud alpinismiga (ta oli tousnud mitmetele tippu-
dele Kaukaasias ja Alpides), méirati selle ekspeditsiooni alp.nis-
tide rithma juhiks. Ekspeditsioon algas 1928. a. juulis. Septembriks
oli vallutatud mitu maetippu (iiks neist 6000 m korgune — sel
ajal oli see NSVL rekordiks alpinismi alal), avastatud ja iiletatud
tihtsad maekurud, 1dbi uuritud iiks maailma suuremaid jailius-
tikke — Fedtsenko gletser.

1929. a. juulis maidrati Schmidt jadlohkujal «G. Sedov» Franz-
Joseph’i saartele suunduva ekspeditsiooni juhiks ning iihtlasi
Franz-Joseph’i maa valitsuskomissariks. 1930. aasta juulis suun-
dus Schmidti juhtimisel uus ekspeditsioon Franz-Joseph'i maale
ja Severnaja Zemljale. Ekspeditsioon avastas rea uusi saari, mil-
ledest iihele omistati Schmidti nimi.

1932. a. suvel ndeme Schmidti uue ekspeditsiooni eesotsas. See-
kord tehti jdilohkujal «A. Sibirjakov» esmakordselt Arktika
ajaloos iithe navigatsiooniperioodi jooksul retk Arhangelskist Vla-
-divostokki (kahe kuu ja viie pdevaga). Seejidrel viibis Schmidt
Jaapanis, kus esines Jaapani Teaduste Akadeemias ettekandega
«A. Sibirjakovi» retkest. Sama aasta 16pul méarati Schmidt Poh-
jameretee Riikliku Valitsuse juhatajaks.

1933. a. augustis algas uus ekspeditsioon, mille eesotsas oli
jallegi Schmidt. Laeval «T3eljuskin» kavatses ta korrata «A. Sibir-
jakovi» retke. Kuid olles labinud kogu Pohjameretee ja joudnud
Beringi vidinas 6 km kaugusele lahtisest merest, sattus «Tsel-
juskin» jddvangi ning alustas sunnitud teekonda tagasi TSuktsi
merre. 1934. a. 13. veebruaril kell 13.50 vajus laev pohja. Eks-
peditsioon, mille koosseisus oli 104 inimest, organiseeris jaal telk-
laagri. Ekspeditsiooni pddstmine noukogude lennukite poolt kuju-
nes sel ajal maailma suursiindmuseks nr. 1. Telklaagris haigestus
Schmidt raskesti. Vaatamata sellele jatkas ta Arktika vallutamise
juhtimist, kuigi ei saanud enam isiklikult osa votta polaareks-
peditsioonidest.

1933. a. valiti O. Schmidt NSVL TA korrespondentliikmeks ja
1935. a. akadeemikuks. 1934. a. valis Ukraina NSV TA ta oma
tegevliikmeks.
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O. Schmidt ja 1. Spirin Péhjapoolusel (1937)

1937. a. mdidrati Schmidt juhtima uut ekspeditsiooni, mille
iilesandeks oli Pohjapooluse vallutamine ohust. 21. mail 1937. a.
maandus ta seal ja organiseeris teadusliku uurimisjaama «Pdhja-
poolus 1». Selle ekspeditsiooni eduka juhtimise eest sai O. Schmidt
Noukogude Liidu kangelaseks. 1938. a. veebruaris suundus
Schmidt ekspeditsiooni juhina jdalohkujal «Jermak» uuesti jda-
panga juurde, millel triivis «Pohjapoolus 1».

Rahvusvahelise olukorra teravnemine ja sellele jirgnenud soda
sundisid NSV Liitu katkestama -polaarbasseini uurimise. Pé&rast
s0ja 16ppu aga ei lubanud Schmidti tervis tal enam sellest osa
votta. Tema peamiseks uurimisalaks sai geofiiiisika.

Juba Kiievi perioodil tekkis Schmidtil huvi kosmogoonia vastu,
teaduse vastu, mis uurib taevakehade tekkimise ja evolutsiooni
seaduspdrasusi. Ka edaspidi juurdles ta palju kosmogooniliste
probleemide lile, eriti seoses mitmete aktuaalsete geofiilisika-alaste
kiisimustega, mille lahendamisele olid piihendatud O. Schmidti
ekspeditsioonid.

1937. aastal organiseeriti O. Schmidli juhlimisel Teoreetilise
Geofiiiisika Instituut (praegune NSVL TA O. Schmidti nimeline
Geofiitisika Instituut), mille direktoriks ta oli 1949. aastani. Oma
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O. Schmidt P. Sternbergi nim. astronoomia instituudis 1948. a.

elu I6puni jdi O. Schmidt Maa evolutsiooni osakonna juhatajaks
selles instituudis. Instituudis té6tades veendus O. Schmidt kor-
duvalt, et niisugused geofiiiisikalised probleemid, nagu méigede
tekkimine, maavdrisemised, Maa tuuma ja koore ehitus jne. on
lahutamatult seotud meie ettekujutustega Maa tekkimisest.

Piikesesiisteemi ja planeetide tekkimise teooriad, mis olid sel
ajal levinud, ei suutnud seletada paljusid geofiiiisikalisi ja
astronoomilisi fakte. Oli ilmne, et on vaja luua tdjesti uus teooria,
mis, olles kooskdlas koikide teadaolevate faktidega, vdimaldaks
seletada iihtlasi ka Maa tekkimist. Selle iiliraske iilesande lahen-
damisele asuski O. Schmidt.

1943. aasta novembris teeb ta sellal Kaasanisse evakueeritud
P. K. Sternbergi nimelises Riiklikus Astronoomia Instituudis ette-
kande oma kosmogoonilisest teooriast. Teooria arenemisega kaas-
nesid uued teaduslikud ettekanded, hiljem ka publikatsioonid. 1949.
aastal avaldas O. Schmidt populaarteadusliku raamatu «Neli loen-
gut Maa tekkimise teooriast». Ta kavatses uuele teooriale piihen-
dada ka ulatusliku monograafia, kuid raske haigus, mis alates
1945. aasta jaanuarist takistas tema teaduslikku tegevust ning
1954. aasta algusest aheldas ta voodisse, ei voimaidanud seda
eesmaérki realiseerida.
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Kuid eelkoige oli O. Schmidt siiski matemaatik. Ta jdi seotuks
matemaatikaga terveks oma eluks, tegi vdga palju matemaatika
arengu heaks NSV Liidus nii teadusliku kui ka organisatsiooni-
lise tooga. Ukskoik missuguse teadusega ta ka tegeles, ikkagi jai
ta matemaatikuks, rakendades matemaatilisi meetodeid selle tea-
duse probleemide lahendamisel.

Tema huvide kbdige piisivamaks objektiks oli kahtlemata riihma-
teooria. See oigustab meid alljargnevalt peatuma monevorra
iiksikasjalikumalt O. Schmidt algebra-alasel loomingul.

Perioodil, mil O. Schmidt hakkas uurima rithmateooria ! prob-
leeme, ei piirdunud matemaatikud enam konkreetsete rithmadega
(substitutsioonidega), kuid nende uurimisobjektiks olid ikka veel
ainult loplikud rithmad. Ka Schmidti esimesed t66d olid piihenda-
tud loplikele rithmadele.

1911. a. toestas saksa matemaatik R. Remak, et kui 15plik rithm
G on kahel viisil esitatud alamrithmade otsekorrutisena ? nii, et
need alamriihmad ise pole enam esitatavad otsekorrutistena (nii-
suguseid alamriihmi nimetatakse lahutamatuteks otseteguriteks),
siis molema lahutuse tegurite vahel saab korraldada iiksiihese
vastavuse nii, et iiksteisele vastavad tegurid on isomorised. Selle
rithmateoorias viga tdhtsa teoreemi toestus oli Remakil {ipris kee-
ruline ja vihe iilevaatlik.

Oma esimeses teaduslikus td6s, mis oli avaldatud Kiievi iili-
kooli véljaandes, esitab Schmidt Remaki teoreemi uue, lithema ja
iilevaatlikuma toestuse. Eriti onnestunuks tuleb lugeda veelgi
lithemat toestust, mille Schmidt esitas 1913. aastal Pariisis ilmu-
nud artiklis «Sur le produits directss («Otsekorrutistest»). See
teravmeelne toestus jddb tdnapdevani koige liihemaks (3 lehe-
kiilge) Remaki teoreemi arvukatest toestustest ning just selle
leiame tavaliselt rithmateooriale pithendatud monograafiates.

1913. aastal avaldas Schmidt ka veel teise ulatusliku teadus-
liku uurimuse «O6 ypaBHeHHsX, pelllaeMbIX B paaukaJax, CTeleHb
KOTODBIX €CThb CTeleHp npoctoro uucna» («Radikaalides lahenduva-
test vorranditest, mille jdrk on algarvu aste»), mille eest
Kiievi iilikooli fiilisika-matemaatikateaduskond andis talle kuld-
medali. Selles t66s jiatkab ta uute meetoditega rithmateooria klas-
siku C. Jordani uurimusi substitutsioonide rithmade kohta.

Ta vaatleb siin lahenduvaid (s.t. mittekommutatiivseid, kuid
teatavat elementide iimberpaigutust lubavaid) substitutsioonide

! Rithma moiste ja moned rakendused on esilatud autori artiklite sarjas
«Algebra pohimaisteid», mis ilmus kogumiku «Malemaatika ja kaasaeg» vihiku-
tes VI—X. Jdrgneva moistmiseks piisab tulvumisest selle sarja 11 artikliga
(avaldatud kogumiku VII numbris).

2 Riihmade A ja B otsekorrutiseks A X B nimetatakse paaride (a, b) hulka
(kus a €A ja b €8), milles korrulamine on defineeritud eeskirjaga

(LI], bl) (02, bz) = (01(12, b]bz),
Saab kontrollida, et selline hulk on rithm.
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rithmi, mis on {iheaegselt primitiivsed. Margime, et substitutsioo-
nide rithma nimetatakse transitiivseks, kui iga kahe numbri kor-
ral 1-st kuni n-ni leidub rithma element, mis teisendab ithe numbri
teiseks. Transitiivset rithma nimetatakse primitiivseks, kui numb-
rite 1,'2, ..., n hulka pole vdoimalik jaotada alamhulkadeks, mida
oleks rohkem kui iiks ja mis koik ei koosneks iihest elemendist,
selliselt et rithma iga element (substitutsioon) sdilitaks selle:
alamhulkadeks jaotuse, s.t. teisendaks iga alamhuiga kas ise-
endaks voi moneks teiseks alamhulgaks.

Ulglnimetatud t66s arendab Schmidt tdiesti uutel alustel nii-
suguste primitiivsete lahenduvate rithmade teooriat, millede jérk
on algarvu aste. Selliste rilhmade ehitus on tihedalt seotud t60
pealkirjas nimetatud vorranditega. Oma teooriat rakendab Schmidt
muuseas niisuguste vaadeldavat tiiipi rilhmade mairamisel, mis.
sisaldavad p? elementi. Sellega ta tdestas uuesti ja lihtsamini rea
Jordani tulemusi. Hiljem kasutasid Schmidti teooriat mitmed nou-
kogude matemaatikud oma t6éodes.

O. Schmidti silmapaistva monograaiia «Abstraktne rithmateoo-
ria» puhul on eriti markimisvddrne see, et kuigi tollal tegeldi
eranditult alles 16plike rithmadega, arendab Schmidt monograafia
esimestes peatiikkides lopmatute rithmade teooriat, ndidates sel-
lega rithmateooria tulevase arengu suunda.

Esimene noukogude voimu aastail ilmunud Schmidti algebra-
listest artiklitest «I'pynnel, Bce NOArpynmel KOTOPHIX CHEIHAJNbHEIE
(«Rithmad, mille koik alamriithmad on spetsiaalsed») oli pithenda-
tud loplikele mittenilpotentsetele riithmadele, milledes koik alam-
rihmad on nilpotentsed (tolle aja terminoloogia jargi — spet-
siaalsed). Nilpotentsed rithmad moodustavad vdga tdhtsa riih-
made klassi, mis holmab koikide kommutatiivsete rithmade klassi
ja ise sisaldub lahenduvate riihmade klassis. Nagu néitas.
Schmidt, osutuvad k6ik vaadeldud rithmad lahenduvateks ja ele-
mentide arv niisuguses rithmas voib jaguda ainult kahe erineva
algarvuga. See t66 iildistas ameerika matemaatikute Milleri ja
Moreno tulemusi 10plikest riihmadest, mille k6ik alamrithmad on
kommutatiivsed, ning inspireeris paljude uute algebraliste uuri-
muste tekkimist.

Lahenduvate ja nilpotentsete riihmade uurimisele ning nende
iildistamisele, niiid aga juba l6pmatute rilhmade puhul, piihendas
Schmidt ka oma viimased algebralised t66d «O GeckoHeuHBEIX
cnenHaJbHBIX rpynnax» («Lopmatutest speisiaalsetest rithmadest»,
1940) ja «Beckoneunble paspemumble rpynnei» («Lopmatud lahen-
duvad rithmad» 1945). Sellesuunaliste uurimuste jatkamine pal-’
jude tuntud ndukogude algebraistide t66des muutis iildistatud nil-
potentsete ja lahenduvate rithmade tecoria kauaks ajaks rithma-
teooria pohiliseks uurimisvaldkonnaks.

Suurt mdju algebra arengule avaldas ka Schmidti t66 «Uber
unendliche Gruppen mit endlicher Kette» («Lopmatutest rithma-
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dest loplike ahelatega» 1928), mis valmis 1927. a. Gottingenis,
kus Schmidt viibis teaduslikus komandeeringus. See periood oli
saksa tuntud naismatemaatiku E. Noetheri koolkonna oitsengu
aastateks. Olles haaratud selle koolkonna {ildistest ideedest andis
Schmidt hiilgava iildistuse saksa matemaatiku W. Krulli iihele
teoreemile -—— Remaki teoreemi analoogile I6pmatute kommutatiiv-
sele riilhmade puhul. See teoreem oli toestatud esialgu vdga koh-
makalt ja ainult vordlemisi kitsa rithmade klassi jaoks. Schmidtil
onnestus anda vidga elegantne teoreem, mis iildistas nii Remaki
kui ka Krulli teoreeme vidga laia rithmade klassi juhule. Téna-
pdeval on seda klassikalist teoreemi, mida tuntakse Remak-Schmid-
ti, Krull-Schmidti voi lihtsalt Schmidti teoreemi nime all, mitmed
matemaatikud {ildistanud paljudele teistele algebralistele siis-
teemidele ja kasutanud paljudes toddes algebra koige erinevamates
osades. Tuntud noukogude algebraisti prof. A. Kurosi arvates
tdhistab just see Schmidti t66 wuue tdnapidevase rithmateooria
arengu algust.

#
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F. ReSetnikovi sobralik sarz
0. Schmidtist



MIS ON TOENAOSUS? !
E. Tiit
III. Toendosuse aksiomaatiline moiste

1. Toendosusteooria kriis. XIX sajandi teisel poolel algas
matemaatika aluste ulatuslik revideerimine, mille eesmargiks oli
tagada matemaatika range loogilis-aksiomaatiline struktuur ning
toestuste laitmatu korrektsus 2, Seda pohjustas matemaatika ning
loodusteaduste vahelise seose komplitseerumine, mis kaasnes
matemaatika arenemisele itha suurema abstraktsiooni suunas; see-
tottu muutus tulemuste vahetu kontrollimine praktikas raskeks,
sageli voimatukski, ning matemaatiliste teooriate ja jdrelduste
Oigsust pidi paratamatult garanteerima aine enese rangem sise-
mine struktuur.

Suuremas osas matemaatilistest distsipliinidest oli selline
aluste revideerimise protsess sajandivahetuseks pohilistes joontes
juba toimunud. Nimetaksime meid huvitavatest matemaatika haru-
dest siin eeskétt hulgateooriat 3, reaalmuutuja funktsioonide teoo-
riat 4, kaasaegset algebrat 5.

Toendosusteoorias polnud samal ajal see protsess veel oieti
alanudki. Hoolimata sellest, et juba XIX sajandi teisel poolel saa-
vutati toendosusteoorias tGsiseid matemaatilisi tulemusi vene
matemaatikute koolkonna poolt toestatud piirteoreemide néol, mis
teatud mottes ldhendasid tdendosusteooriat teistele matemaati-
listele distsipliinidele, sdilis siiski veel XX sajandi kiinniselgi
suurel méaéiral toendosusteooria empiiriline iseloom ja suhteline
eraldatus teistest matemaatika harudest. Selle aja toendosus-
teooriat ei saa veel nimetada kaasaegseks matemaatiliseks dist-
sipliiniks. Toepoolest, kaasajal me iitleme, et teooria muutub mate-

! Kirjutise algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, 1X, lk. 74—90, X, lk. 70—88.

2 Jiirimde, E., Hulgateoreetilised paradoksid ja matemaatika aluste uuri-
mine. — Matemaatika ja kaasaeg, VII, lk. 3—13.

3 Jiriméde, E., Hulgateoreetilistest paradoksidest. — Matemaatika ja
kaasaeg, I, lk. 5—12.

4+ Kangro, G, Kaasaja matemaatilise analiiiisi maned iseloomulikud joo-
ned. — Matemaatika ja kaasaeg, V, lk. 3—13.

5 Gabovits, Jevg, Algebra pohimdisteid I—IV. — Matemaatika ja
kaasaeg, VI, lk. 3—13; VII, lk. 14—27; VIII, lk. 18—33; IX, lk. 12—24; X,
k. 12—19.
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maatiliseks siis, kui ta esitab lemaga seotud ndhtuste matemaati-
lise mudeli, mis areneb vastavalt selle alla mahutatud ndhtuste
hulga suurenemisele abstraheerumise ja iildistamise suunas.

Tdendosusteoorias aga selline iithtne mudel veel puudus. T6si
kall, klassikalisele toendosuse moistele baseeruv mudel siiski
eksisteeris, kuid sellest oli teooria ammu n.-6. «vilja kasvanud».
Ja nii puudus selgus isegi teooria pdhimoisteis — ei olnud iihtset
definitsiooni ei siindmuse ega toendosuse moistele (paralleelselt
kasutati kolme iiksteisega vidhe seotud tdeniosuse moistet: klas-
sikalist, geomeetrilist ja statistilist); polnud tiit selgust, kas (ja
missugusel mééral) kehtivad klassikalise toendosuse jaoks tule-
tatud seaduspirasused geomeetrilise ning statistilise téendosuse
korral.

Selle kodige tulemusena levisid toendosusteooria vadrrakendu-
sed, paljud matemaatikud aga kippusid suhtuma tdenidosusteoo-
riasse kui matemaatika teisejdrgulisesse, «ajast-arust Ildinud»
harusse. Jarjest rohkem hakati toendosusteoreetikute ringides
radkima «tdendosusteooria kriisist». Sellised vastuolud, mis sageli
kriisidekski kujunevad, esinevad teaduste arengus etappidel, kus
vana mudel on «jddnud kitsaks» uutele faktidele, mis ei lase end
tolgendada senituntud seaduspdrasuste kaudu; kriisidele jargneb
reeglina uue, tdiuslikuma mudeli kasutuselevott vaadeldavas
teoorias ning eriti hoogne areng. Niisuguseid kriise on iile ela-
nud matemaatiline analiiiis enne reaalmuutuja funktsioonide teoo-
ria siindi, samuti teoreetiline fiiiisika, mille {ulemusena loodi rela-
tiivsusteooria ning kvantmehaanika ¢ jt.

Niisiis, toendosusteoreetikutele sai ilmseks vajadus votta revi-
deerimisele tdendosusteooria alused, defineerida iildine toen&o-
suse moiste (mille erijuhtudeks oleksid k&ik senituntud — klassi-
kaline, geomeetriline, statistiline), ehitada tecoria iiles aksiomaa-
tiliselt, s.t. luua teooria matemaatiline mudel kaasaegsel kujul,
mis haaraks {ihtsesse siisteemi koik toendosusteooria senituntud
toed.

Aksiomaatiliselt iilesehitatud teoorias valitakse moningad
moisted pohimdbisteiks, mille omadused postuleeritakse, s.t.
antakse ette teatavate aksioomidena. Nimetatud aksioomidele tugi-
nedes toestatakse loogiliselt koik vaadeldavasse teooriasse kuulu-
vad tulemused.

Uks esimesi katseid aksiomaatilise tdendosusteooria loomisel
kuulub saksa teadlasele Richard von Misesile (1883—
1953), kes tdendosuse moiste defineeris slatistiliselt, lugedes sel-
leks relatiivse sageduse piirvdartuse kalseseeria 1opmatul pikene-
misel. Aksiomaatika sissetoomisel tekkisid aga raskused, mida

pbhjustas tGendosuse definitsiooni miltekiillaldane abstraktsus;

6 Vt. Oiglane, H., Vesilus relaliivsusteooriast. Tln., 1965 ja Mikro-
maailma siigavusse. Tln., 1963.
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empiiriliselt defineeritud pohimdistetele ei saa tugineda abstraktne
aksiomaatika. :

Nagu see matemaatikas sageli esineb, ‘leiti lahendus hoopis
teiste matemaatiliste distsipliinide abil.

2. Siindmuste ruum. Koige otsesemat moju avaldas toendo-
susteooria arengule hulgateooria areng. Suurt analoogiat toe-
nédosusteooria ja hulgatecoria 7 moistete vahel mérkasid mitmed
matemaatikud, kelle hulgast esmajérjekorras viairib méarkimist
iiks funktsiooniteooria rajajaid Emile Borel (1871—1956).

Kasutades hulgateooria tulemusi té6tas noukogude matemaa-
tik Vateri Ivanovits Glivenko (1897—1940) kiesoleva
sajandi 20-ndatel aastatel vilja siindmuste algebra moiste, mis
saigi hiljem aluseks siindmuse moiste iildisele késitlusele.

Siindmuste vaatlemisel huvitab toendosusteoreetikut ainult iiks
asjaolu — kas antud tingimustes (mille esilekutsumist nimetame
katseks) vaadeldav slindmus esineb v6i ei esine. Igal katsel on
alati teatav hulk voimalikke tulemusi (neid on kindlasti rohkem
kui 1, muidu ei ole katsel iildse motet).

Nimetame edaspidi koigi voimalike kalsetulemuste hulka siind-
muste ruumiks ja tdhistame selle siimboliga 2. Iga (liksiku katse-
tulemuse loeme ruumi 2 punktiks ja tdhistame slimboliga o (kui
vaja, lisame ka mone indeksi).

Nidide 1. Téaringu viskamisel on vdimalikud jdrgmised tulemused (elemen-
taarsiindmused):

w; — 1 silma esiletulek,
ws — 2 silma esiletulek,

.wﬁ.——. G'Sil.me.l e'sil(.-ztu.lek‘,
1 I
kusjuures iga elementaarsiindmuse téenédosus P(w[)=€(i= 1, 2, ..., 6). Koigi

elementaarsiindmuste hulk {w), ws, w3, @, ws, ws} Mmoodustab siindmuste ruumi,
mille tihistame siimboliga 2, Monikord pakuvad huvi aga ka miimest elemen-
taarsiindmusest koosnevad siindmused, néditeks siindmus, mis seisneb kas 1 voi
3 silma esiletulekus, s. o. elementaarsiindmusie summa ) -|-@; mille toendo-
1 1 1

sus P(w) - wy)= Plw) -+ Plos) = 5 + 5 =73

Kui iga elementaarsindmus on punkliks siindmuste ruumis, siis mitmest
elementaarsiindmusest koosnevale siindmusele vastab mitmepunktiline hulk ruu-
mis £, Nii vastab siindmusele o+ s hulk {e), @3} ruumis £, siindmuszle
wy -+ wy+ ws (s. 0. 2, 4 voi 6 silma esiletulekule) vastab hulk {ws, wi, e} jne.
Arvestades, et ka ruumi iiksikud punktid on vaadeldavad selle ruumi hulka-
dena (ithepunktiline hulk), ndeme, et igale juhuslikule siindmusele vastab teatav
hulk sindmuste ruumis. Voimatule siindmusele (taringut visatakse, kuid iihtegi
tulemust ei saada) on loomulik vastavusse seada tihi hulk, mille tdhistame
siimboliga @; kindlale siindmusele (tdringuviske tulemuseks on {ikskdik milline
silmade arv) vastab aga ruumi 2, hulk, mis sisaldab koiki tema punkte, s. t.

ruum 2, ise.

T Vt. Gabovit§ Jevg., Opereerimine hulkadega. — Matemaatika ja
kaasaeg, III, 1k. 3—12.
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Lihtne on veenduda, et taringuviske tulemuste abil saab Kirjeldada 64 eri-
nevat siindmust, millele vastavad ruumi £, kdikvoimalikud alamhulgad. Need
sindmused on csitatud allolevas tabelis. Tabeli esimeses veerus on ndiida-
tud, mitmest elementaarsiindmusest koosneb vaadeldav siindmus, s. t. mitu ele-
‘menti on sellele siindmusele vastavas alamhulgas. Teises veerus on esitatud
siindmusele vastavate elementaarsiindmuste indeksid. Niiteks rithmas k=1
tahistab number 2 siindmust e,, millele vastab ruumi Q, iiheelemendiline hulk
{®2}, rithmas k= 4 tihistab kombinatsioon 1345 aga siindmust o, - ws - w4+
-+ ws, millele vastab alamhulk {®,, @3, ©s, ws} jne. Tabeli kolmandas veerus

P on antud vaadeldavate siindmuste toendosused, mille vdirtuseks on arv k-:—i

ja viimases veerus vastavasse riihma kuuluvate siindmuste arv.

k Siindmused l P | n ‘ k Siindmused P n
0 0 |1 1234 1235 1236
: 1245 1246
i 1 1256
1 1 2345 6 1|6
6 1345 1346 9
—_— 4 1356 | = {15
12 13 14 15 16 1456 3
93 924 95 926 1 2345 2346
2 34 35 36 | — |15 2356
45 46 | 3 2456
56 3456
|
i 123 124 125 126 12345 12346
‘; 134 135 136 12356
| 145 146 5 12456 | 2 | 6
| 156 | 13456 | 6
3| 234 935 236 | 1 23456
| 245 246 ; 5 |20
’ ; 252 '
345 346 { .
46 6 123456 | 1 |1
456 Kokku siindmusi: 64

Niide 2. Raha viskamisel on voimalik saada 2 tulemusl: peale jddb kas
vapp (tdhistame selle siindmuse siimboliga V) vai kiri (toimub siindmus K);

kummagi elementaarsiindmuse tGendosus P(V)==P(K) -%
rahaviske tulemuste hulk {V, K} siindmuste ruumi, mille tihistame siimboliga
Q.. Ruumi £, koikvdimalikud alamhulgad on {V}, {K}, 6 ja @, Igale neist
alamhulkadest vastab iiks rahaviske tulemuste abil kirjeldatav siindmus; osu-
tub, et kirjeldatud nelja siindmusega (vapi pealelangemine, kirja pealelange-
mine, mitte kummagi poole pealelangemine ning iikskdik kumma poole peale-
langemine) piirdubki koigi ithe rahaviske abil defineeritavate siindmuste hulk.

Seega moodustab
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Niide 3. Rahavisete abil voime defineerida veel ithe siindmuste ruumi, mille
tdhistame £,. Koosnegu 2, jirgmistest punktidest (sulgudes on mirgitud vas-

tava siindmuse toendosus):

o; — 1. viskel langeb peale vapp (P(an)=—.}) ,

wy — 1. viskel langeb peale kiri, 2. viskel vapp (P(w):—i—);

w; — 1., 2, ..., (i—1)-sel viskel langeb peale kiri,

. i-ndal viskel vapp (P(wi)=%;) -

Nieme, et ruum £, sisaldab I6pmafa palju punkte. TGepoolest, igale naturaal-
arvule i vastab siindmus w, Et aga naturaalarve on I6pmata palju, siis on ka
kirjeldatud siindmuste hulk l6pmata suur. Siindmused w; pole elementaarsiind-
musteks klassikalise toendosuse mottes — esiteks on nende hulk 16pmatu ning
teiseks pole nad kaugeltki vordtdendolised. Ometi on voimalik ka nende siind-
muste abil defineerida uusi siindmusi.

Vaatleme niiteks siindmust A, milleks olgu vapi vahemalt iihekordne esine-
mine kolme esimese viske viltel. Sindmuse A saame es.itada katsetulemuste
summana: K

A = 0+ oy + ws,

ja et siindmused w; on iiksteist vilistavad, siis A téendosus
7
P(A)= P(w))4 P(w2)+ P(ma):?-

Sindmuse B defineerime kui vapipoole esmakordse esiletuleku paarituarvu-
lise jarjekorranumbriga viskel. Siis B on esitatav 1opmata paljude katsetule-
muste summana:

20
B=w +w;{ ws-...= SWopy-
k=9
Kasutades geomeetrilise progressiooni summa valemit saame siindmuse B tde-
ndosuse aga lihtsalt leida:

1
= S 1 2 2
P(B)=Y P(w = e
T
Nieme, et siindmusele A vastab ruumi @, punktide hulk {@;, @z, ws}; sind-
musele B aga punktide {0, w;, ..., ©gpy, ...} 16pmatu hulk ruumist £ . Ka

selle ndite korral, samuti nagu eelmistes niideteski, vastab igale siindmusele
(tihe- v6i mitmepunktiline) hulk siindmuste ruumist ning siindmuste ruumi mis-
tahes alamhulgale saab vastavusse seada siindmuse; tiihjale hulgale @ vastab
voimatu siindmus (vapipool ei lange peale, itkskoik kui pika katserea me ka
teeksime) ning kogu ruumile £, kindel sindmus (vapipool langeb peale iiks-
koik millisel katsel). Erinevuseks on vaid asjaolu, et kdikvoimaliké siindmuste
hulk on viimases naites Iopmatu ning ka iiksiksindmuse voime defineerida
siindmuste ruumi l6pmata paljudest punktidest koosneva alamhulga kaudu.
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Nidide 4. Mirkilaskmisel (punktikujulisie kuulidega) voime siindmuste ruu-
miks @, votta mirklaua kdigi punktide hulga (eceldame lihtsuse mbttes, et

iga lask tabab mérklauda). Oletame, et meil on ruudukujuline méirklaud kiilje-
pikkuscga 2a (vt. joonis 1). Valides koordinaadistiku nii, et méirklaua kesk-
punkli oleks koordinaatide alguspunktiks ning teljed oleksid méirklaua kiillgedega
paralleclsed, saame siindmuste ruumi 2, defineerida jargmiselt:

Q,={o}={x, y): —aLxLa —aLy<a},

s. t. ruum £, on kbigi selliste punktide @ = (x, y) kogu, kus x ja y rahulda-
vad vorralusi —a{xa, —agy<a
Samuti kui ruum £, sisaldab ka ¥

@, lopmata palju punkte, kusjuures a

erinevall ruumi £, punktide hulgast 8 “‘\\ 8
ei ole ruumi £, punktide hulka voi- e ~
malik jéirjestada ja indeksitega varus- - T \\’\

tada, see on nn. mitteloenduv hulk. /
\\
\

sused me saame omistada ruumi Q

punktidele. Lihtsuse mottes oletame,
et mirklaua koigi punktide tabamine \
on vordtoendoline. Et punktide hulk R
on lopmata suur, kogu ruumi tdenao- y
sus on aga 1, peab iga iiksiku punkti \\ i d
tabamise tdendosus olema 0. lga y/
pinnatiiki tabamise tdendosuse vdaime B \\ 8
aga leida, kasutades geomeetrilise tGe-
naosuse definitsiooni. -a
Peale voimatu siindmuse (mitic

ithegi punkti tabamine) ja kindla siind-
muse (mérklaua mistahes punkti
tabamine) tuleb meil siindmuseks lu-
geda veel mingi kindla punkti tabamise (siindmus tdendosusega null), aga
samuti marklaua mingi pinnatiiki tabamise (sellise siindmuse tdendosuseks on
pinnatiiki pindala ja kogu mirklaua pindala suhe).

a\?

(5) =

402 100

Vaatleme niiid, millised 16enao- L

[
.

Joonis 1.

Nii on sisemise ringi tabamise tdendosus P(As) = , jdrgmise

3
ronga tabamise (siindmuse A,) {Gendosus on il arvutada), aga piirkonna
100 g2 p

B tabamise (siindmuse B) t6enéo'sus

P(B)==P(2,_ ZA)—I atn 4‘4"‘

i=]

Nieme, et ka siin vastab igale siindmusele teatav hulk siindmuste ruumist
Q. sest iga piirkond A mdrklaual on maérklaua koigi punktide hulga (s. t.
ruumi £, ) alamhulgaks. Erinevalt eelnevatest niidetest, ci saa me aga vastu-
pidist seost: igale hulgale ruumis £, ei saa vaslavusse secada siindmust!

Raskus on nimelt selles, et ruumi £, punklidest on vdimalik moodustada

niivord keerulise struktuuriga hulki, et neil ci ole pindala (niiteks jooned, mis
tdidavad kogu ruudu). Et sellistele hulkadele ei saa ka maistlikul viisil toe-
ndosust omistada, ci loetagi neile vastavaks iihtegi siindmust.
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3. Kolmogorovi aksiomaatika. Ulaltoodud néiiteid arvestades
piiliame iildistada siindmuse ning toendosuse moisteid. Igas néi-
tes maidrasime koigepealt siindmuste ruumi 2 ning seejdrel saime
teatud osale ruumi € alamhulkadest seada iiksiihesesse vasta-
vusse siindmused; selline iiksiihene vastavus véimaldab siindmusi
samastada ruumi @ hulkadega, nii et tavaliselt Lkoneldaksegi:
siindmus A on siindmuste ruumi 2 hulk. ,

See niitabki kitte tee siindmuse iildise mdiste defineerimiseks:
votame mingi hulga £ ja nimetame selle siindmuste ruumiks.
Teatud osa selle ruumi hulki (aga voib-olla ka koik hulgad —
nagu ndidetes 1—3) moodustavadki siindmused. Kuidas aga
tuleks ruumi koigi hulkade seast valida vélja need, mis sobivad
stindmusteks?

Oletame niiiid, et me oleme mingil viisil médiranud siindmu-
sed. Kuidas tuleks siis neile omistada tdendosused? Osutub, et
siindmuste ruumi ning siind-
muste fikseerimisega ei maiira-
ta veel iiheselt nende siindmuste
tendosusi. Nii voiksime nai-
tes 1 vaadelda voltsitud tarin-
gut, milles néditeks tulemus 6
esineks suurema toendosusega
kui iilejddnud tulemused. Siis
jadksid koik siindmused sama-
deks, muutuksid aga nende toe-
ndosused. Ka teistes ndidetes
voiksime siindmuste toendosu-
sed maédrata mitmel viisil.
Ometi ei voi toendosusi mai-
rata péris meelevaldselt — néi-
teks on péris loomulik noue, et
stindmuste {oendosused ei vdi
olla negatiivsed arvud ega ka
liletada arvu 1. Missuguseid
noudeid peaksid siis rahul-
dama siindmuste tdendosused?

Esitatud kiisimused votab
kokku jdrgnev: missugused
A. Kolmogorov (1930) aksioomid mddravad siindmuse

ning tema toendosuse?

Uhe voimaliku lahenduse sellele probleemile andis ndukogude
toendosusteoreetik Andrei Nikolajevits Kolmogorov
(siind. 1903. a.). Nimelt 1933. a. ilmunud raamatukeses 8 «TGendo-
susteooria pohimobisted» andis ta siindmuse ja toendosuse aksio-

8 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin, 1933, 62 lk. Vene-
keelne tdlge ilmus 1936. a.
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maatilise definitsiooni ning sellele tuginedes lihtsa ja selge tles-
ehituse kogu toendosusteooriale; koigile sellal tuntud faktidele oli
leitud loomulik koht {ildises siisteemis. Kolmogorovi t66s olid
kokku voetud aastakiimnete viltel tehtud pingutused tdendosus-
teooria aksiomatiseerimiseks: M. F r e c h e t’ mdoduteooria, E. B o -
reli tihelepanekud analoogiast hulgateooria ja tdoendosusteooria
vahel, R. Misesi aksiomaatika, F. P. Cantelli, P. Lévy ji
to6d.

Esitame niiiid Kolmogorovi aksiomaatika.

Olgu meil sindmuste ruum . Siindmusteks loeme kGiki ruumi
hulki A, mis kuuluvad hulkade klassi <A.

Hulkade klass <A on mddratud jdrgmiste aksioomidega:

1°Kuidy e A, Ay & A, ... siiska 3 A= A
i=1

2 KniAde of,siiskad=0—4 & A

lgale siindmusele A seame vastavusse mittenegatiivse reaalarvu
P(A) (siindmuse A téendosuse), mis rahuldagu jargmisi tingi-
musi:

3 P()y=1.

4° Kui A; ja A; on ihisosata sindmused, alati kui indeksid i ja
i on erinevad, siis

P(Z} A) Z,‘ P(A )
(sun kasutasime as;aolu et vastavalt aksioomile 1° on ka A=

—Z’A siindmus, kui iga 4; on siindmus, ning seega ka temale

\astab arv P(4)).

Esimesed kaks aksioomi médravad, millised siindmuste ruumi
alamhulgad on sitindmused. Osutub, et nende valik on monevorra
meelevaldne, oluline on vaid see, et sindmuste summa on alati
sindmus ning iga siindmuse tdiend — samuti stindmus.

Nii me voiksime oma mdirklaual (joonis 1) selle asemel, et
defineerida slindmused nii, nagu see oli tehtud niites 4, lugeda
stindmusteks ainult piirkondade A, A,, As, A4, As jd B ning koigi
nende kombinatsioonide tabamise; ruudu x > 0, y > 0 tabamine
ei oleks sel juhul siindmus.

Kui sindmuste ruum on méédratud 16pliku vo6i loenduva hulga
elementaarsiindmustega, siis voib siindmusteks lugeda koik selle
ruumi alamhulgad. Seega siindmus klassikalises mottes — 16pliku
hulga elementaarsiindmuste summa — on iildise siindmuse eri-
juhtum, sest ta rahuldab aksioome 1° (siindmuste summa on ka
siindmus) ja 2° (siindmuse vastandsiindmus on siindmus).

Samuti on lihtne néha, et klassikaline toendosus on iildise toe-
ndosuse erijuhtum — aksioomi 3° tdidetus jareldub asjaolust, et
kindla sfindmuse klassikaline tdeniosus on 1, ning aksioom 4° tge-
nédosuste liitmise teoreemist.
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Voib tekkida kiisimus, kas aksiomaatiliselt defineeritud toendo-
susel on samad omadused kui klassikalisel toenidosusel — nii-
teks, kas on voimatu siindmuse toendosus 0, kas kehtib toenio-
suste korrutamise teoreem, kas on slindmuse A vastandsiindmuse

A toendosus miiratud seosega
P(A)y =1—P(A) (*)

jne. Aksiomaatika jirgi ei ole isegi vahetult selge, kas siindmuste
korrutis on tildse siindmus voi mitte.

Osutub, et koik ilalloetletud, aga mitmed teisedki omadused
jarelduvad aksioomidest, nende kehtivuse saab aksiomaatilise
téendosuse Korral foestada.

Toestame niiteks, et siindmuste korrutis on siindmus. Olgu meil 2 siind-
must A ja B. Nende jaoks on kaks vdimalust.

1. Siindmused A ja B vilistavad teineteist, s. t. kui csineb A, ei esine
kindlasti B ja vastupidi. Nende siindmuste koosesinemine on voimatu, s. t.
nende korrutis on voimatu siindmus. Seega AB = 6.

2. Suindmused A ja B ei ole iiksteist vilistavad. Nende korrutis on siis
stindmus, mis esineb parjasti siis, kui esinevad nii A kui ka B. Niisugune
stindmus vastaks. hulkade A ja B dhisosale. Kas aga hulkade A ja B iihisosa
AB kuulub klassi 4, kui A ja B kuuluvad sellesse klassi?

. dAvaldarne hulkade A ja B iihisosa nende hulkade tidiendite ja summade
audu

AB == Q —(A + B).
Kui A e4ja Be/, siis ka A—Ecﬂa B =4 (aksicomi 2° pdhjal), jarelikult

(A + B)e 4 (aksioomi 1° pdhjal) ja @ — (A - Byed (aksicomi 2° pdhjal).

Tihendab, AB on siindmus.

Lihtne on naidata ka secose (*) kehtivust. Kuna A ja A on alati {iksteist
viélistavad, ja

A+A=09,
siis aksioomide 3° ja 4° pohjal:
P(A)+ P(A)=P(2)= 1.

Siit jareldubki seos (*).

Et Q=0 — Q=86, siis seose (*) pohjal P(@)=1—1=0.

Samal viisil tulenevad aksioomidest ka paljud teised klassikalise toendosuse
korral kehtivad seosed. -

Geomeetrilise toendosuse korral on siindmuste ruumiks 2 ta-
sandiline pinnatiikk (méirklaud) ning siindmusteks — pindala
omavad pinnaosad; aksioomide 1°—4° tididetus jdreldub vahetult
definitsioonist. Raske pole kontrollida aksioomide 1°—4° tdidetust
ka statistilise toendosuse korral. Seega ndeme, et niihdsti klassi-
kaline, geomeetriline kui ka statistiline toendosus on aksiomaati-
lise toendosuse erijuhtudeks. Et aga toendosuse aksiomaatiline
definitsioon ei anna konkreetset eeskirja tGendosuse arvulise
viddrtuse méaidramiseks, tuleb praktikas sageli miidrata siindmuse
t6endosus (kui see vaid voimalik on) vastavalt klassikalise, geo-
meetrilise voi statistilise toendosuse arvutamise eeskirjale. Toe-
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ndosusteooria aksiomaatiline iilesehitus voimaldas avardada ja
tapsemalt piiritleda selle teooria rakendusala, aga nditas ka selle
tihedat seost matemaatika teiste distsipliinidega.

Osulub, et sindmuse moiste langeb iihte hulgateoorias delfi-
neerilud madiuva hulga moistega. Tdendosus osutub erijuhuks
moédust, mis on pohimoisteks iildises moodduteoorias (erijuhul
uuritakse mootuvaid hulki ka reaalmuutuja funktsioonide teoorias).
Juhusliku muutuja moiste langeb iihte toendosusruumis definee-
ritud maootuva funktsiooni moistega; juhusliku muutuja jaotus
osutub samuti médduks, niiid aga juba juhusliku muutuja vddr-
tuste ruumis.

Saavutatud tulemused likvideerisid igasuguse segaduse toenéo-
suse moiste iimber ning voimaldasid toendosusteooria tulemuste
ranget loogilis-matemaatilist pohjendamist, tuginedes toendosuse
aksiomaatilisele moistele.

Toendosusteooria on muutunud kaasaegseks matemaatiliseks
distsipliiniks. Viimastel aastakiimnetel saavutatud tulemused toe-
nédosusteoorias, sellele baseeruvas juhuslike protsesside teoorias
ning matemaatilises statistikas kinnitavad uue meetodi viljakust.

ULESANNE TOENAOSUSTEOORIAST

Inglismaa iilemkohtus tuli kord lahendada jdrgmine keeruline pdrandusasi.

Keegi miljondr soitis laeval iile ookeani. Miljondriga olid kaasas lema
isiklik puusepp P. Ritsep, isiklik kokk K. Puusepp, isiklik aednik A. Kokk ja
isiklik rdtsep R. Aednik, kes koik pikemat aega olid olnud selle miljonéri
teenistuses (nimed on muidugi eesti keelde toigitud). Laev ldks pohja ning
koik" reisijad uppusid. Pdranduse jagamisel selgus, et miljoniri testament oli
tritkitud suurte tidhtedega ja kbdlas jargmiselt.

KUUENDIKU MINU VARANDUSEST SAAB AEDNIK (VOI TEMA
PARIJAD), KUI AEDNIK MINU SURMA AJAL ON VECL MINU TEENIS-
TUSES. VASTASEL JUHUL LAHEB SEE OSA LONDONI VANADEKODULE.
KOLMANDIKU MINU VARANDUSEST SAAB KOKK (VOI TEMA PARIJAD),
KUI KOKK MINU SURMA AJAL ON VEEL MINU TEENISTUSES. VASTA-
SEL JUHUL SAAB SELLE OSA PUUSEPP (VOI TEMA PARIJAD). POOLE
MINU VARANDUSEST SAAB RATSEP (VOI TEMA PARIJAD), KUl RATSEP
MINU SURMA AJAL ON VEEL MINU TEENISTUSES. VASTASEL JUHUL
TULEB SEE OSA VORDSELT JAGADA AEDNIKU (VOl TEMA PARIJATE)
JA LONDONI VANADEKODU VAHEL.

Ulemkohus otsustas jdrelejddnud varanduse (mille suurus oli 1200 000
naela) jaotamisel ldhtuda jargmistest seisukohtadest.

Pole véimalik kindlaks teha, mis jirjekorras lacval olnud reisijad uppusid,
kuid tuleb eeldada, et iithegi kahe korral neist sce ci toimunud samaaegselt.

Pole vdimalik kindlaks teha, kas pdrijaid (peale vanadekodu) on nime-
tatud nende nimede voi ametite jargi, kuid tuleh ccldada, et kogu testamendis
kasutatakse iihesugust nimetamisviisi.

Piranduse jaotamisel tuleb celdada, et milime variandi olemasolu korral
on need alati vordvoimalikud.

Kuidas jaotati pdrandus?
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SADA AASTAT V. ALEKSEJEVE SUNNIST

U. Lumiste

Moodunud sajandi viimasel aasta-
kiimnel toimusid Tartu dlikooli elus
olulised muutused. Algas tsaarivalit-
suse poolt 1884. aastal kinnitatud ili-
koolide pahiméadruse rakendamine ka
Tartus, kus seni oli valitsevaks olnud
saksa vaim. Kadus professorite ja ad-
ministratiivisikute valitavus, muudeti
kohustuslikuks  Oppet6d  ldbiviimine
vene keeles. Seoses linna iimbernime-
tamisega 1893. aastal hakkas iilikool
kandma Jurjevi Imperaatorliku Uli-
kooli nime. Saksa professoreist jdid
kohale vaid iiksikud, lahkunute ase-
mele mairati noori vene iilikoolide
kasvandikke.

Sellises olukorras alustas 1895. aas-
tal Tartu iilikoolis oma pedagoogilist
tegevust -ka matemaatik V. Aleksejev.
Kaesoleval aastal, mil mooédub sada
aastat tema siinnist, ei ole liigne pogu-
salt meenutada selle, kogu oma jarg-
nenud elu jooksul Tartu {likooliga
seotud olnud teadlase ja Oppejbu tege-
vust.

Vissarion Grigorjevits Aleksejev
siindis 18. juunil 1866. aastal Novo-
tserkasskis Doni kahurvde ohvitseri
pojana. Pirast Moskva ilikooli lope-
tamist 1888. aastal jdeti ta prof. V. J.

Tsingeri soovitusel iilikooli juurde
ette valmistuma professori kutseks.
1893. aastal omistati talle seal t66

«Joonesiisteemide arvuliste karakteris-
tikute teooria» eest magistrikraad ja
suunati ta kaheks aastaks end tdien-
dama vélismaa iilikoolidesse. Koman-
deeringu viltel kuulas Aleksejev Zii-
richis V. Fiedlerit ja A. Hurwitzit, Pa-
riisis G. Darboux’d, E. Picard'i ja
Ch. Hermite’i ning Leipzigis Sophus
Lie’d. Pérast tagasisaabumist Vene-
maale koostas ta oma soidu teadusliku
aruandena t66 «Sirgjoon-kongruentside
teooria seoses pinnateooriaga» (avald.
1897. a.) ning siirdus seejdrel 1895.
aastal Tartusse (Jurjevisse), kuhu ta
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V. Alekscjev noore magistrina

oli méairatud malemaatika erakorrali-
seks professoriks.

Aleksejevi ldhemateks kolleegideks
olid siin puhta matemaatika erakorra-
line professor L. K. Lahtin (1863 —
1927) — esimene Tartusse (juba 1892.
aastal) médératud noor vene matemaa-
tik — ja samuti noor rakendusmate-
maatika professor A. Kneser (1862—
1930) — viimane Tartus (kuni 1900.
aastani) t66tanud saksa matemaatik.
Aleksejevile usaldati analitiitilise, kuju-
tava ja korgema geomeetria kursuste
lugemine. Peale Lahtini tagasipéérdu-
mist Moskvasse 1896. aastal oli ta
kahe aasta jooksul faktiliselt ainsaks
puhta matemaatika professoriks (sest

Lahtinit asendama méiratud N. V.
Bervi haigestus juba 1897. aasta
algul, paigutati nirvikliinikusse ja



vallandati 1808, aastal).  Jdargmise
vene matemaatikuna madrati talle kol-
leegiks Kaasani iilikooli  kasvandik
P. P Grave  (1867—1919), kellega
Alckscejev toolas Tartus koos kuni {ili-
kooli cvakucerimiseni 1918, aastal
Voronezi. .
Matemaatika-alase  teadusliku 166
osas oli see aeg Tartus méonaajaks.
On kiillalt miérkida, et aastatel 1901—
1918 e¢i kaitsnud siin véitekirja iikski
matemaatik. Kneseri aseme] 1903. aas-
tal Tarlusse tulnud V. G. Kolossov
1opetas siin kiill 1909. a. oma silma-
paistva  doktorivéitekirja = kompleks-
muutuja funktsioonide teooria raken-
dustest clastsusteoorias, kuid kaitses
seda Peterburis. Vidga loiult tegeles
teadusliku téoga P. P. Grave.
Alekscijev  sidilitas esialgu elava
huvi uvurimisté6 vastu. Vilismaise
komandeeringu ajal oli tal olnud voi-
malus tutvuda tollal moodsa algebra-
liste invariantide teooriaga. Omanda-
tud teadmisi kasutades kirjutas ta sel-
le ala esimese venekeelse monograaiia
«Binaarsete vormide ratsionaalsete in-
variantide teooria Sophus Lie, Cayley
ja Aronholdi suunass» (Jurjev, 1899),
mille eest Moskva f{ilikool omistas talle
doktorikraadi. Aleksejevil tuli kordu-
valt lugeda korgema matemaatika kur-
sust keemikutele. Ta mérkas teatavat
analoogiat formaalse keemia meetodite

ja invariantide siimboolse teooria
vahel. Oma fteise vélismaareisi ajal
1899—1900. a. arutas ta Erlangenis

seda kiisimust tuntud saksa algebraisti
P. Gordaniga (1837—1912) ning sellc
tulemusena ilmus nende {hine 166
«Vastavusest keemia valemite ja in-
variantideteooria vahel»(1900). Tema
poolt margatud analoogia juurde podr-
dus Aleksejev veel hiljemgi mitmes
oma teaduslikus publikatsioonis. Seda
tema uurimissuunda iseloomustavad
ilmekalt M. Noetheri sonad, kes
P. Gordani nekroloogis kirjutas:

«V. Aleksejevi initsiatiivil ja dhes
temaga iihises t60s néiidati seos in-
variantide binaarse teooria siimbool-
sete valemite ja keemia atomistlike
struktuurvalemite vahel... Molemale
autorile jdi kuni avaldamiseni teadma-
tuks, et niisuguse vastavuse oli juba
22 aasta eest viljendanud Sylvester.
Kuid. nende eesmargiks polnud ainult
vastavuse korraldamine: et see selgitab
ka lihtsamaid protsesse, siis motlesid

nad susteemi moiste rakend'ami_Sel'e-
keemias. Ometi pole see publikatsioon:
ndhtavasti tema formaalkombinatoor--

se iseloomu ja ebatdieliku analoogia:
tottu. leidnud jatkamist».

V. Aleksejev Tartu iilikooli rektorina

Kéesoleva sajandi csimeslel aasta-
tel oli V. Aleksejev iisna viljakas op-
pe-metoodilise  kirjanduse autor. Te-
malt on ilmunud «Invariantide siim-
boolse  teooria  alused (kcemiku-
{ele)» (Jurjev, 1901), «Analiitilise
geomeetria  Jihikursus harjutustega»
(Jurjev, 1902), Kkirjutis matemaatika
vajalikkusest loodusuurijatele  (1902)
jim. Oma hilisemates 1606des kaldus
Alcksejev matemaatika filosoofia vald-
konda. Mafemaatika ja reaalsuse vahe-
korda puudutavates kiisimustes jai ta
puhtakujuliscks idealistiks. Ta jagas
oma opefajate N. V. Bugajevi ja P. A.
Nekrassovi filosoofilisi vaateid, popu-
lariseerides nende «aritmoloogiat» oma
moningates  kirjulistes. Aleksejev toe-
fas ka Nckrassovi piiiidlusi, kes tsaa-
rivalitsuse haridusministeeriumi ndu-
kogus taotles téendosustecoria sisse-
viimist giimnaasiumi kursusse eesmar-
giga {ugevdada sellega voitlust mate-
rialismi vastu, mis oli veitnid &ppiva
noorsoo siimpaatia.
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Aastatel 1909--1914 ja 19171918
oli V. Aleksejev Tartu iilikooli rekto-
riks, 1914. aastast peale Vilno oppe-
konna kuraatoriks. Tema loimikus sai-
linud kirjavahetusest selgub, et ta suh-
tus heasoovlikult eestlastesse, vottis
t66le esimesed eesti professorid, arsti-
teadlased A. Paldrocki ja H. Koppeli,
soetas iilikoolile uusi hooneid. On ise-
loomulik, et kui peale 1917. a. veeb-
ruarirevolutsiooni toimus dliGpilaste-
matemaatikute iildkoosolek, siis palus
see jatta Aleksejevi edasi toole, «sest
ta pole kateedrit kunagi kasutanud
poliitilise agitatsiooni jaoks» (proto-
kollile on teiste hulgas alla kirjutanud
V. Nano ja hilisem eesti matemaatika-
professor J. Sarv).

Aleksejevi osaks langes ka iilikooli
evakueerimise juhtimine 1918. aastal
ldheneva saksa okupatsiooni eest.
Koos iilikooliga siirdus ta Voronezi,
kust hiljem soitis edasi Moskvasse.
Nendel rasketel aastatel sattus ta seal
suurde kitsikusse. Nagu selgub iihest
tema kirjast, tuli tal seal elada Kkiil-
mas vagunis, algas niljapaistetus.
Selle kirjaga poordus ta 1920. aastal
Tartus 1919. a. tegevust alustanud
eesti iilikooli rektori poole, paludes end
t6ole votta. Oma taollust motiveeris
ta muuseas sellega, et tal on Tartus
eramaja ja Elvas suvila, ning et Tar-
tusse jdi tema abikaasa (Aleksejev
oli teistkordses abielus sakslannaga).

Samuti taotles ta enda vastuvotmist
eesti kodakondsusesse.  Kuigi tollal
Tartus matemaatikaprofessorina tosta-
nud soomlane K. Viisédld oli Alekse-
jevi taotluse vastu, saavutas J. Sarv
siiski oma endise opetaja méiiramise
Tartu iilikooli eradotsendiks. Esimese
loengukursuse invariantideteooriast
kuulutas Aleksejev vilja 1921. aasta
sligissemestriks. Sama ainet (ja aeg-
ajalt ka diferentsiaalvérrandite geo-
meetrilist teooriat) luges ta vihestele
kuulajatele vene voi saksa keeles kor-
duvalt kuni 1939. aastani. Mitmel kor-
ral on ta sunnitud olaud teatama, et
kuulajaid polnud. Faktiliselt elas Alek-
sejev Tartus kinnisvaraomaniku ja rant-
jee mugavat elu. Oma sel ajal «Pos-
timehes» ja mujal ilmunud kirjutistes
kasitles ta peaasjalikult pedagoogikat,
propageerides innukalt J. Fr. Herbarti
reaktsioonilisi seisukohti.

Viimastest Aleksejevi toimikus lei-
duvatest materjalidest selgub, et ta
1943. aasta mairtsis faSistliku okupat-
siooni ajal esitas palvekirja pensioni
saamiseks. Tema edasise saatuse koh-
ta puuduvad dokumentaalsed andmed.
Teda tundnud isikutelt saadud suuliste
teadete - pohjal vGib siiski {isna kind-
lalt vaita, et Aleksejev lahkus Tartust
korges vanuses 1943. aasta suvel, nih-
tavasti kartusest ldheneva rinde ees.
Surm olevat saabunud samal aastal
Poolas.

KESKKOOLIOPILASTE 13. TAPPISTEADUSTE OLUMPIAAD

E. Mitt

Ajavahemikus 19.—22. mdrtsini
1966. a. toimus ENSV Haridusminis-
teeriumi ja Tartu Riikliku Ulikooli
organiseerimisel vabariigi keskkoolide
lopuklasside Gpilaste traditsioonilise
tippisteaduste oliimpiaadi 16ppvoor!.
Kolm pieva kestis pingeline voistlus
vabariigi koolide parimate noorte ma-

temaatikute, fiitisikute ja keemikute
vahel.
Matemaatikaoliimpiaadi III vooru-

le, mis viidi 1dbi 19. martsil Noo Kesk-
koolis, oli Il vooru tulemuste pohijal

1 Qliimpiaadide korraldamise kohta
vt. Matemaatika ja kaasaeg, VII,
1k. 109—110.
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kutsutud 68 opilast 34-st koolist; koi-
gil osavdtjatel tuli 5 tunni jooksul

lahendada jirgmised 5 tilesannet.
1. Naidata, et kui kolmnurga kiil-
jed a, b ja ¢ moodustavad aritmeeti-
B

. L A
lise progressiooni, siis ka cotg, cot 5

cot % moodustavad aritmeetilise prog-

ressiooni.
2. Lahendada siisteem

J2P =yt 22

\ xyz =64
teades, et log, x, log,y, log,z moo-
dustavad geomeetrilise progressiooni.



3. Ruumala A moodustab poole
ruumalade B ja C summast, ruumala
8 — kolmandiku ruumalade A ja C
summast. Missuguse osa ruumalade
A ja B summast moodustab ruum-
ala C?

4. Punktid D, E ja F asetsevad
16igu AB keskristsirgel. Nende kaugu-

:sed on ldigust AB vastavalt%AB, AB

ja ;AB. Arvutada nurkade summa
/ADB 4 /AEB -+ /AFB.
5. Lahendada vorrand

Va— Va+dx=x.

Kuigi 1oppvooru iilesanded olid
moébédunudaastastega vorreldes marksa
raskemad, kujunesid tulemused heaks:
digeid ning igati korrektseid lahendusi
oli leitud: 1. iilesandele — 30, 2. iiles-
andele — 19, 3. iilesandele — 45, 4.
iilesandele — 26 ja 5. illesandele —

Parimate t66de autorid T. Kandler
(paremal) ja K. Kaarli

MATEMAATIKAOLUMPIAADI PARIMAD

Koht Nimi Keskkool Klass Punkte
1. | Kéndler, Tiit Tallinna 2. Keskkool 10b 49,5
2. | Kovbasa, Sergei o 15. " 10 48
3. | Sarv, Ain ” 21. " 11a 47
4, | Martin, Eve " 1. - 10a 46
5. | StriZ, Aleksander " 6. 11b 41
6. | Aul, Mihkel Tartu 5. " 11a 41
7. | Tooming, Peeter Viljandi 1. 11c 40
8. | Prank, Rein No6o % 10a 40
9. | Krigul, Meelis Viljandi 1. . 11b 40
10. | Vaim, Sulev Tallinna 1. " 11a 40
11. | Jaagupalu, Killi Viljandi 1. " 11 39,5
12. | Kolka, Indrek " 1. - 11b 39
13. | Vorobjova, Larissa Tallinna 31. . 11 39
14. | Sokolov, Vladimir " 15. 5 10a 39
15. | Lukki, Tiit Kohila = 11 39
16. | Kikas, Jaak Tallinna 2. " 10b 39
17. | Merivoo, Mihkel Noo “ 10 38
18. | AntiSkina, Galina Tallinna 31 . 11 38
19. | Kollo, Tonu Orissaare 11a 38
20. | Groger, Lev Pirnu 3. N 11b 37
21. | Harju, Taivo Tartu 1. " 1lc 33
22. | Méts, Arvo Voru l. 112 33
23. | Kalinkina, Tatjana Tartu 6. 11b 33
24. | Repetun, Sergei Narva G. 11 32
25. | Kljuskina, Irina Narva 7. 10 30

|
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ENSV Koolivalitsuse juhataja R. Virkus annab A. Sarvele diplomi ja
auhinna

Oliimpiaadi esikoha pilvis Tallinna
2. Keskkooli opilane Tiit Kdndler
49,5 punktiga (50-st voimalikust).
Edasisest kohtade ning punktide jao-
tusest annab pildi lisatud tabel. Vil-
jaspool konkurssi esitasid vdga haid
lahendusi Kalle Kaarli Tallinna 2.
Keskkoolist ja Vladimir Miir k Tallin-
na 6. Keskkoolist.

Parima kooli nimetuse matemaatika
alal kindlustasid Viljandi 1. Keskkoo-
lile selle opilased Tooming (7. koht),
Krigul (9. koht), Jaagupalu (11. koht)
ja Kolka (12. koht). Seega liheb TRU
rdnddiplom, mis moéddunud aastal oli
Tallinna 6. Keskkoolis, Viljandisse.

Jargnevatel pdevadel, 20. ja 21.
mirtsil toimusid keemia- ja fiiiisika-
oliimpiaadi 16ppvoorud. Keemias osutu-
sid parimateks:

1. Mihkel Aul Tartu 5. Keskkooli
112 klassist;

2. Jaak Loit Mirjamaa Keskkooli
11 klassist;

3. Rein Mall Tartu 5. Keskkooli
11a klassist. ‘
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‘Parimaks kooliks keemia alal tunnis--

tati ka tdnavu Tartu 5. Keskkool.

Fiitisikaoliimpiaadil tulid vaitjateks:

1. Mihkel Aul Tartu 5. Keskkooli
112 klassist;

2. Peeter Oja Noo Keskkooli 1G¢
klassist,

3. Vladimir Miirk Tallinna 6.
Keskkooli 10 klassist.

TRU randdiplomi fiiiisikas saab
tagasi Tallinna 6. Keskkool tdnu selle
kooli opilaste Miirgi (3. koht), Strizi
(8. koht) ja Tsvetkovi (21. koht) tub-
lile esinemisele.

Kboigil kolmel alal (matemaatika,
keemia, filiisika) osutusid parimateks.
Mihkel Aul, Ain Sarv ja Ants Saa-
bas.

Oliimpiaadist osavotjatele korraldati
ekskursioone Noo ja TRU arvutuskes-
kustesse, Toravere observatooriumi,
TRU keemia laboratooriumidesse. TRU
oppejoud esinesid oliimpiaadist osa-
votjatele loengutega. Kohtumisohtu?
TRU kollektiiviga vastasid oliimpiaa-



disl osavotjate Lisimustele  dotsendid
V. Palim, K.-S. Rebane, L. Vohandu ja
L. Jirimie. Koigi oliimpiaadiga seo-
tud dirituste organiscerimisel ja 1&bi-
viimisel  oli oliimpiaadi  komisjonile
sunreks  abiks Noo Keskkooli  kollek-
tiiv, tlesannete lahendamisel ning t66-
de libivaalamisel abistasid TRU Fiiil-
sika-Matemaatikaleaduskonna iliopila-
sed. :
Oliimpiaadi  pidulikul  16petamisel
TRU klubis 22. mirtsil k. a. .anti kétte

diplomid ja auhinnad iga ala kiim-
nele parimale. Voitjaid tervitasid
ENSV Haridusministeeriumi Kooliva-
litsuse juhataja sm. R. Virkus, ENSV
Haridusministeeriumi koolide jnspek-
tor sm., H. Saarsoo, TRU Fiiiisika-Ma-
temaatikateaduskonna prodekaan sm.
R. Tani ja varasematel ollimpiaadidel
edukalt esinenud TRU keemiaosakon-
na Il kursuse iiliopilane T. Piissa.
Oliimpiaadist osavotjate nimel vottis
sdna oliimpiaadi iildvéitja Mihkel Aul.

»Matemaatiba ja Baasaja’’ keelenurk

MATEMAATILISE TEKSTI OIGEKIRJUTUSEST

U. Kaasik, E. Vairi

Matemaatilise sisuga teksti kirjuta-
misel tuleb peale iildtuntud oigekirju-
tustavade arvestada veel moningaid
tdiendavaid reegleid. Jirgnevas ongi
lithidalt esitatud moned olulisemad
nendest.

Matemaatilised siimbolid ja vale-
mid kuuluvad alati lause koosseisu.
Seda tuleb arvestada nii lause sOnas-
tamisel kui ka kirjavahemirkide pane-
misel. Lause peab olema sonastatud
nii, et pérast selles esinevate siimbo-
lite ja valemite véljakirjutamist vas-
tavate sonade abil saaksime korrektse
eestikeelse lause.

Sonastuse (ja kirjavahemaérkide)
digsuse kontrollimine selle reegli abil
voib osutuda iisna tiillikaks, kui lauses

esinevad valemid on keeruliscma
struktuuriga, néiteks
agxt + axn-1-4- .. a,x +ay,

voi- muud sellist. Seetéttu on siimbo-

lite ja valemite iga tiiiibi jaoks olu--

line leida mingi voimalikult lithike
sonaline ekvivalent. Sellelt seisukohalt
jagunevad koik matemaatilised siimbo-
lid ja valemid kahte suurde klassi.

Uhe klassi moodustavad siimbolid
ja valemid, mida lausetes kasutatakse
tdpselt samuti nagu mittematemaatili-
ses tekstis pdrisnimesid. Varrelgem
nditeks jidrgmisi lausepaare:

la) Siit jareldub, et A on singu-
laarne maatriks.

Ib) Siit jdreldub, et «Edasi» on
loetav ajaleht.

7 Matemaatika ja kaasaeg XI

2a) Teostame niiid samasuguse fei-
senduse vorrandis f(x) =rc.

2b) Teostame niid samasuguse tei-
senduse eeposes «Kalevipoegs.

Selliseid périsnime funktsioonis ka-
sutatavaid konstruktsioone nimetame
lithidalt avaldisteks. Paneme iiht-
lasi tahele, et kui avaldise ees on
lisand, siis kddnatakse ainult lisan-
dit (samuti nagu lisandi ja sellele
jdrgneva jutumarkides oleva parisnime
korral).

Teise klassi moodustavad niisugu-
sed konstruktsioonid, mille sonaliscd
ekvivalendid sisaldavad aluse, Oeldise
ja veel teisi lauseliikmeid, moodusia-
des seega omaette tervikliku lause.
Selliste  konstruktsioonide pohitiiiibid
on jargmised (sulgudes on néitena
toodud sama siruktuuriga laused):

a>b (Tallinn on suurem hui
Tartu.)

G(x)=0 (Lidasaamine on vdrdne
kaotusega. Kaks vordub kahega.)

n->0 (Rong liheneb jaamale.)

x>y (Kindral on aukraadilt kor-
gem voi vordne kui admiral.)

A~ B (Laisk on samavddrne lood-
riga.)

Nimetame niisuguscid konstruktsioone
vordlusteks (grammatiliselt on

need enamasli vordlusega laused).
Rohulame, ct vordluse ees.ei paikne
kunagi  lisandit (tdpsemalt, lisand
muudab vordluse avaldiseks — vt
ndide 2a). .

Lausete  konstrueerimisel  voime

seega koik avaldised asendada péris-
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nimedega jutumaérkides (naiteks
«Edasi») ja koik vordlused lihtlause-
tega (naiteks kaks vordub kahega).
Sealjuures tuleb aga arvestada jarg-
misi erinevusi, mis nouavad teatava
kindla sonastuslaadi kasutamist mate-
maatilistes tekstides.

Lauset ei alustata avaldise vai
vordlusega. Kui seda ei saa viltida
sonade tiildise jarjekorra muutmisega
lauses, tuleb avaldise ette panna so-
biv lisand ja voérdluse ette moni side-
voi kohamdiarsona. Niiteid: Suuruse x
sobiva valikuga ... (pro: x sobiva va-
likuga...); Et x=a, siis saame...
(pro: x = a tottu saame...). Kui lau-
se algul oleva avaldise ette ei saa
panna lisandit (avaldis on lause alu-
seks ning lisandiks sobiv sdna esineb
oeldistaitena), siis tuleb ka avaldise
ees kasutada mond side- voi koha-
madrsona. Naiteks: Siin A on punkt,
mille kaugus... (pro: A on punkt,
mille kaugus...).

Korvallause ei tohi koosneda ainult
vordlusest, vaid peab sisaldama veel
vihemalt ithe sdna. Naiteks: Seega A
on raskuskese, jdrelikult AB=23 ja
valemi (25) kohaselt x=7 (pro:
Seeg;z A on raskuskese, AB=23 ja
x=17).

Avaldiste kddnamist peab nii palju
kui voimalik valtima. Avaldise kdana-
mise asemel tuleb panna sobiv lisand
ja kdinata seda. Naiteks: ... liikudes
punktist A sirgeni CD (pro: ... liiku-
des A-st CD-ni). Ei tohi kasutada ka
lauseid, milles avaldise kddnamine on
juurde moeldud. Niiteks: ...vaatleme
vahet x —y (pro: ...vaatleme x —y).
Lausete tarbetu kohmakuse viltimiseks
voib moénikord siiski kasutada iihest
tdhest koosnevate avaldiste kddnamist.
Nditeks: ...liites b-kordse i-nda rea
k-ndale reale (mitte: ... liites b-kordse
rea number i reale number k).

Seoses viimase reegliga esitame
Iopuks lugejaile arvamuste avaldami-
seks veel tithe vaieldava ettepaneku,
mille suhtes isegi kédesoleva artikli
autorid ei ole ithesugusel seisukohal.
Kisimus on nimelt selles, kas lubada
avaldise omastava kdinde juurdemot-
lemist, s.t. vastava kdindelopu kirju-
tamatajdtmist. Néiiteks kas voib kasu-
tada lauset: Paneme x asemele arvud
3, 4 ja 5, voi peab kirjutama: Paneme
suuruse x asemele arvud 3, 4 ja 5?
Aga voib-olla saab omastava kdinde
juurdemdtiemist lubada dihestainsast
tdhest koosnevate avaldiste korral,
muudel juhtudel aga mitte?

TOENAOSUSTEOORIA JA MATEMAATILISE STATISTIKA TERMINITEST

E. Tiit

Teatavasti ootab eestikeelne mate-
maatika oskussonastik ikka veel tegi-
jaid, kuigi vajadus selle jirele iiha
kasvab. Veidi leevendab olukorda ees-
tikeelse matemaatilise kirjanduse ilmu-
mine, kuna sellega vihemalt iiksikutel
erialadelgi teatud ulatuses fikseeritak-
se pohisonavara. Eriti suure-vastutuse
asetab see aga triikkisuunatavate teos-
te terminoloogia valikule.

Toendosusteooria ja matemaatilise
statistika alal on senini ilmunud kir-
jandus kiillaltki kasin. Seetdttu on siin
terminoloogia-alane segadus suurem
kui matemaatika teistes harudes. Pal-
jude moistete kohta on kiibel mitu
terminit, mida pGhjustab osalt asja-
olu, et neid maisteid kasutavad peale
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matemaatikute ka majandusteadlased,
bioloogid jt. sageli tdiesti «oma» ter-
minoloogiana. Moningaid termineid on
erinevad autorid kasutanud taiesti eri-
nevate moistete viljendamiseks.

Et v6imaluse piires iihtlustada ma-
temaatilise statistika ja tdoendosusteoo-
ria terminoloogiat, otsustati arutada
koige pohilisemaid ning segadust teki-
tavamaid termineid Tartu iilelinnalisel
matemaatikaseminaril (17. martsil
1966. a.). Sellest seminarist vottis osa
FAI arvutuslaboratooriumi, TRU bio-
fiiisika laboratooriumi ja arvutuskes-
kuse toodtajaid, EPA ning TRU o&ppe-
joude, kellel koigil on tulnud oma
160s kokku puutuda téendosusteooria
voi matemaatilise statistikaga.



Soovitatavad vormid

Mittesoovitatavad vormid

stndmus esineb, siindmus toimub

uksteist (teineteist) vdlistavad siind-
mused, iihisosata sindmused

juhuslik suurus, juhuslik muutuja

jaotus
jaotusfunkisioon
(Fx(x)=P{X <x))

toendosuse tihedus, tihedusfunktsioon
d
(fx(x)= T Fx(2))

Laplace’t funktsioon
x ¢t

2
1 7
— \ e dt
(a7
—0
Gaussi

normaalkéver, kover
binomiaaljaotus, binomiaalne jaotus

keskvddrtus

mediaan

kuvantiil

tsentraalmoment

korrelatsioonikordaja

mitmene korrelatsioon

osakorrelatsioon

suhteline sagedus, relatiivne sagedus
absoluutne sagedus, sagedus

tldkogum
vdljavote

standardhilve
toepdrasus (ingl. k. likelihood)
nihutamata hinnang

variatsiooniulatus

(x

max %

min)
usalduspiirid

74

stndmus ilmub, siindmus tuleb esile
mittedihtjad sindmused

juhumuutuja, variant, juhuslik funkt-
sioon

jaotumus, jaotusseadus
integraalne jaotusfunktsioon, integraal-
ne jaotusseadus

toendosuse tihedusfunktsioon, diferent-
siaalne jaotusfunktsioon, diferentsiaal-
ne jaotusseadus, jaotuskéver

toendosusiniegraal

kellakbver, toendosuse kover
binoomjaotus

matemaatiline ootevddartus, malemaati-
line ootus, matemaatiline oode, oote-
vddrtus

.

keskvadrtus (%-kvantiili tc’ihenduses)
koantill

keskmoment

korrelatsioonikoefitsient

hulkkorrelatsioon
partsiaalkorrelatsioon

populatsioon, generaalkogum, statis-
tiline kollektiiv

vdljavott, kogum, voend, wvdijavdtu-
kogum

ruutkeskmine hilve

usaldatavuspiirid
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Terminite valikul ldhtus seminar

jdrgmistest pohimatetest:

1. Mitte valja moelda uusi termi-
neid, kui vastavate moistete jaoks on
kdibel ning juba juurdunud enam-
vihem sobivad terminid.

2. Véimalikult vdhendada pohiter-
minite hulka. Néiteks peeti soovitavaks
mitte votta kasutusele erinevaid termi-
neid ildkogumi ja viljavotte samade
karakteristikule jaoks, vaid vajaduse
korral kasutada vastavalt eesliidet aid-
voi vdljavotie-. Samuti ei peetud esi-
algu vajalikuks fikseerida koiki kit-
sastes  probleemides  vajaminevaid

spetsiaalseid termineid.

3. Taotleda terminitelt voimalikult
sisu

suurt selgust (voimaluse korral

JUUBILAR HILDA ROOS

Kéaesoleval aastal moodub 60 aas-
tat TPI matemaatika kateedri dots.
k.t. Hilda Roosi siinnist ja 40 aastat
sellest hetkest, mil ta noore (iiliopila-
sena esmakordselt astus iile Tartu iili-
kooli lave.

Hilda Otto t. Roos siindis 17. juu-
lil 1906. a. Tallinnas. Miks ja millal
tuli tal moéte matemaatikuks oOppida.
seda ei oska juubilar isegi Gelda, kuid
iillikooli astumisel 1926. aastal langes
valik matemaatikale. Sooritanud nor-
maalajaga koik eksamid ja praktiku-
mid 16petas ta opetajakutse andva di-
daktilis-metoodilise seminari ning 12.
juunil 1931. a. kuulutati iilikooli Iope-
tanuks cum laude matemaatika erialal
(ainukese naisena).

Noorel matemaatikul Hilda Roosil
tuli tunda sellele ajale omaseid raskusi
to6 muretsemisel. Ta teenis tlalpida-
mist eratundidega, t66tas ajutise ope-
tajana Narvas ja paar aastat opetaja-
na iihes Rakvere eragiimnaasiumis,
kuid kédskjala palgaga, ning alles see-
jarel onnestus tal saada pisivamat
tood Tallinnas H. Kubu tiitarlaste
eragiimnaasiumis
Opetajate Seminaris.

Juba soliidse staaZziga pedagoog
Hilda Roos kutsutakse 1944. a. Tal-
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ja hiljem Tallinna"

viljendamist — néit. termin iiksteist
vdlistavad) .

4. Voimaluse piires piiiiti eelistada
eestikeelseid {ermineid.

Lehekiiljel 103 on esitatud semina-
ril libiarutatud sonad ning nende sun-
tes vastuvoetud otsused.

Sona kogum otsustati kasutada
mistahes statistilise kogumi (iildkogu-
mi voi viljavotte)  tahistamiseks.
Tsentraalmomendi eelistamist keskmo-
mendile pohjusias {ihelt poolt teise
sona iildkeeleline tdhendus, teiselt
poolt aga maiste vahetu seos tsentree-
ritud juhusliku suurusega.

Seminar jdib lootma, et astutud
sammud terminoloogia {ihtlustamiseks
leiavad toetust ning kaasaaitamist
vabariigi matemaatikute hulgas.

linna Poliitehnilisse Instituuti, kus ta
tootab matemaatika kateedris assis-
tendi ja alates 1962. aastast dotsendi
kohal.

Matemaatika Opetamisele on Hilda
Roos piithendanud 34 aastat, neist 22
aastat korgemas koolis. Ta on pidevalt
tundnud elavat huvi matemaatika ope-
tamise metoodika vastu, on avaldanud



sellekohaseid 10id, kirjutanud loengu-
konspekte ja metoodilisi juhendeid TPI
iliopilastele, on esinenud lektorina
opetajate kvalifikatsiooni tostmise kur-
sustel jne. Tema nouanded on hinna-
tavad nii noorice kui ka vanade kollee-
gide hulgas.

Laiemalt on I1. Roosi nimi mate-
maaltikal oppiva noorsoo hulgas tutta-
vaks saanud korgema matemaatika
tilesanncte kogu kaudu, mille kaasauto-
riks ta on.

Noudliku, jdrjekindla, visa ja range
suhtumisega t60sse, iilesannete kohu-
setundliku tditmisega, elava huviga
oma aine ja selle rakendusie vastu,
abivalmi, asjaliku ja siira suhtumisega
kaasinimestesse on juubilar voitaud
iiliopilaste ja koigi tockaaslaste iildise
lugupidamise.  Meie iihiseks sooviks
on (ja meie loodame, et sellega ihi-
nevad kdik vabariigi matemaatikud),
ct juubilaril jdtkuks veel kauaks ajaks
clutuld, energiat ja tahet olla innus-
tavaks eeskujuks noortele.

Tookaaslased

UUSI TEADUSTE KANDIDAATE

25. detsembril 1965. a. kaitses oma
viitekirja «Wieneri integraaliga seo-
tud numbrilistest meetoditest» Eesti
NSV TA Kiiberneetika Instituudi tea-
duslik tootaja Teet Tobias. Tood ju-
hendas fiilisika-matemaatikakandidaat
Ivar Petersen, oponeerisid fiilisika-ma-
temaatikadoktor prof. G. Kangro ja
fittisika-matemaatikakandidaat dots.
A. Sirev,

Vaitekirjas vaadeldakse pidevate
(ithe- ja mitmemuutuja)y funkisioonide
hulgal maéaratud lineaarsete funktsio-

naalide  ruutkeskmist  ldhendamist.
Funktsionaalide = md&aramispiirkonnas
on defineeritud moot (nn. Wieneri

moot). Lihendusvalemi headuse kritee-
riumiks voetakse vea dispersiooni mi-
nimaalsus. Viitekirjas antakse veel
eeskirjad teatud tiilipi Wieneri inte-
graalide ligikaudseks arvutamiseks.

Eesti NSV TA Fiiiisika-Matemaa-
tika ja Tehnikateaduste Osakonna
Noukogu otsustas T. Tobiasele omis-
tada  fiilisika-matemaatikakandidaadi
kraadi.

Teet Tobias on siindinud Tallinnas
15. novembril 1938. a. Ta Iopetas
1956. a. Tallinna 7. Keskkooli ja 196].
a. TRU matemaatikaosakonna arvutus-
matemaatika erialal. Aastail 1961—
1964 oli T. Tobias aspirantuuris TA
Kiiberneetika Instituudis, kus nimeta-
tud viitekiri valmiski.

*
ES
4. martsil 1966. a. kailses oma
vaitekirja «Rongasplaatide kandevoi-
mest ja viskoosplastilisest  voolami-
sests EPA  maakorralduse ja mate-

maalika kateedri vanemopetaja Hillar
Vallner. To66d juhendas professor
0. Lepik, oponeerisid professorid G.

Sapiro Moskvast ja D. lvlev Voro-
nezist.

Viitekirjas  tuletatakse  valemid
rongasplaatide  kandevdime, painuta-

vate momentide ja labipainete arvuta-
miseks erincvate kinnitus- ja koorma-
misviiside korral. Samuti tuletatakse
valemid painutavate momentide ja
libipainete arvulamiseks juhul, kui
rongasplaat on viskoosplastilises sei-
sundis. Oponendid miérkisid, et 1661 on
suur praktiline védartus. TRU Fiilisika-
Matemaatikateaduskonna noukogu
otsustas H. Vallnerile omistada fiii-
sika-matemaatikakandidaadi kraadi.
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H. Vallner on siindinud 8. oktoob-
ril 1930. a. Tallinnas. Ta lopetas 1949.
aastal Tallinna 1. Keskkooli, kus tema
matemaatikadpelajaks oli F. Mainnik,
ning 1954. aastal Tartu Riikliku Uli-
kooli matemaatikaosakonna. Todle suu-
nati dissertant Eesti Pollumajanduse
Akadeemiasse, kus ta tootab pidevalt
kdesoleva ajani, vilja arvatud vaid
aspirantuuriaastad 1962—1964 TRU-s.

H. Vallneri avarast teaduslikust sil-
maringist koneleb fakt, et EPA-s 166-
tamise valtel on ta lugenud tervet
rida mitmesuguseid distsipliine — kor-
gemat matemaatikat, lineaarset planee-
rimist, elektronarvutite kasutamist ja
programmeerimist, geodeesiat, aero-
fotogeodeesiat jm., millel on iisna vihe
iihist tema peamise teadusliku huviala
— teoreetilise mehhaanikaga. Uliopi-
lastele peetavatele loengutele lisandu-
vad juba teist aastat veel loengud
EPA  Gppejoududele  matemaatiliste
meetodite juurutamisest. Tuleb veel
mirkida, et H. Vallner on iiks pro-

grammoppe entusiaste, kes secl alal
on tuntud isegi viljaspool vaba-
riigi piire.
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MEIE JUURES KAITSTI VAITE-
KIRJU

Kéesoleva aasta jaanuarikuu 16put
kaitsesid  kandidaadivaitekirju TRU
Fiiiisika-Matemaatikateaduskonna Nou-
kogu ees matemaatikud J. A. Pono-
marenko Dnepropetrovskist ja
D. A. Kogan Sverdlovskist. Nimeta-
tud siindmus t6i Tartusse ka Nouko-
gude reateoreetikutest kaks tuntumat
— dots. 1. J. Zaki (Volgograd) opo-
nendina iihele ja dots. M. F. Timani
(Dnepropetrovsk) juhendajana teisele
dissertandile. Meie iilikoolist olid opo-
nentideks prof. G. Kangro ja dots.
E. Reimers. Kiilaline M. F. Timan esi-
nes Tartus iihtlasi ettekandega teemal
«Méningaid kiisimusi summeeruvuse
moiste rakendamisest lineaarsete funkt-
sioonide ldhendusteoorias».

J. A. Ponomarenko vditekiri «Mo-
ningaid kordsete Fourier’ ridade sum-
meeruvuse kiisimusi» kéasitleb aktuaal-
set probleemi — mitme muutuja funkt-
siooni lahendamist selle funktsiooni
Fourier’ rea voi tema lineaarteisen-
duse osasummadega. Lihenduse hea-
dust hinnatakse mitmesuguste karak-
teristikute kaudu. Viimased soltuvad
vaadeldavate funktsioonide struktuur-
setest vGi konstruktiivsetest omadus-
test. Vditekirja tulemuste viidrtus seis-
neb nende suhtelises lihtsuses, mis on
saavutatud sel teel, et kordse Fourier’
rea absoluutse koonduvuse ja sum-
meeruvuse  kriteeriumid on  antud
funktsiooni (struktuursete vo6i konst-
ruktiivsete) omaduste kaudu iga muu-
tuja jaoks eraldi. :

D. A. Kogani véitekiri «Lopmatute
maatriksite konvolutsioonid ja nende
rakendusi funktsionaalridade summee-
rimisel» on seotud ithega kdige uuema-
test ja vdhemuuritud kiisimustest ri-
dade teoorias, Vditekirjas uuritakse
koonduvust sdilitavate maatriksmenect-
lusle  konvolutsioonide ringi {ildisi
omadusi, vaadeldakse kahe Euler-
Knoppi menetluse, kahe Fejeri menet-
luse jt. konvolutsioone. Summeeri-
mismenetluste konvolutsioonid leia-
vad dissertatsioonis rakendamist Tay-
lori ja Fourier' ridade summeerimisel
ja ldhendusprobleemide uurimisel.

T. Sormus



Eesti NSV-s ilmunud matemaatika-
alase kirjanduse nimestik

November 1965—veebruar 1966
(Koostanud E. Annus)

RAAMATUD

Kallak, J. ja Lints, A. Mate-
maatika opetamisest 1V klassis. Tin.,
«Valgus», 1966. 48 1k.

Matemaatika ja kaasaeg. Abima-
terjale matemaatika GOpetajatele ja op-
pijatele. VIL Trt., 1965. 120 lk. (Tartu
Riiklik Olikool.)

Sisu: E. Jiir im 4 e. Hulgateoreetilised
paradoksid ja matemaatika aluste uurimine.
— J. Gabovits Algebra pdhimdisted. 1I.
— U. Kaasik ja R. Mullari, Kalendri-
lise planeerimise iilesannete matemaatiline
lahendamine. — R. P éter. Matemaatika
on kaunis. — E. Tiit. Arvuridadest. —
J. Gabovit3 Uus klassividlise t66 vorm.
— T. Roosinupp. Maagilise geomectria
alused, — A. Koppel. Albert Einstein ja
kaasaegne fiilisika. — U. Lumiste, Albert
Einsteini motteid matemaatikast. —E. Tam -

me. Logaritmide siind. — Matemaatiline
paevakaja. — Kroonika. — Bibliograafia., —
Ulesandeid.

Merilo, H. Analiiiitiline geomeet-
ria. Trt, 1966. 99 1k. (Eesti Pdlluma-
janduse Akadeemia.) — Triikitud rota-
prindil.

Metoodilisi juhendeid matemaatika
opetamiseks IX—XI klassis. TIn., 1965.
60 lk. (ENSV Haridusministeerium.)

Mittestatsionaarse matemaatikakooli
1965. a. sisseastumiseksami iilesanded.
Trt., 1966. 15 lk. (TRU mittestatsio-
naarne matemaatikakool. Nr. 2.) —
Triikitud rotaprindil, — Sama ka vene k.

Piskunov, N. S. Diferentsiaal-
ja integraalarvutus korgematele tehni-
listele oppeasutustele. Tln., «Valgus».

1. kd. 1965. 456 Ik.

2. kd. 1966. 407 l1k.

Vorratused. Trt., 1966. 15 k. (TRO
mittestatsionaarne matemaatikakool.
Nr. 1) — Trikitud rotaprindil. —
Sama ka vene k

U [

Koramn, 1. A. Cseprku Geckonew-
HBIX MaTPHULl H MX NPHIOKEHHA K CYM-
MHMPOBAHUI0 (QYHKLHOHAJbHLIX PAAOCE.
AsTopedepar. Tapry, 1965, 9 c. (Tap-
TYCKHI TOC. YH-T.)

ARTIKLID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia toi-
metised. Fiiiisika-matemaatika- ja teh-
nikateaduste seeria. Tln., 1965.

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid
(vene k. resiimeed -cesti, inglise ja
saksa k.):

U lm, S. Uhest kolmandat jarku koon-
duvuskiirusega iteratsioonmenetluste klas-
sistt. — I. Petersen. Peakomponentide
meetodi kasutamine korreleeritud sisendpara-
meetritega tehnoloogiliste protsesside kirjel-
damiseks. — V. Ku usik. Programmeeri-
mise keel majandusliku informatsiooni téot-
lemiseks.

Noor, E. Mirkide osa matemaa-
tiliste maistete kujunemisel. — «Nou-
kogude Kool», 1965, nr. 12, lk. 901—
907.

Prinits,
voimed. — «Noukogude Kools»,
nr. 11, k. 875—879.

Prinits, O. Tinapicva reformi-
taotlusi matemaatikas. — «Noukogude
Kool», 1965, nr. 10, 1k. 749—758.

Riink, O. Nupukuse proovipdhk-
leid. — «Tehnika ja Tootmine», 1965,
nr. 11, lk. 522, nr. 12, 576; 1966, nr. 1,
lk. 47, nr. 2, k. 95—90.

Soerd, J. Opilaste matemaatika-
vigade scosesl signaalsiisteemide suh-
te tipoloogiliste isedrasustega —

0. Matemaatikaalased
1965,

«Noukogude Kools, 1966, nr. 1, lk
30—34.

Undusk, A. Koolialgebra iiksik-
osade vahclistest seostest. — «Nouko-

gude Kool», 1965, nr. 10, lk. 792—799,
nr. 11, .lk. 873—874. '
Jlenun, M. WU. Pemenne 3rcTpe-
MaJibliofl 3ajlaull A/ OAHON KBaapaTyp-
HOlt (popmyJinl C BecoBOH GYHKLHeH. —
Tpyan Tasumickoro mNOJHTeXH. H-Ta.
Cepusi A, Ne 222 1965, ctp. 15—19.
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Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1. Lahendada vorrandisiisteem

x1+x2+X3=0

X2 —[-x3 14:0

193 x99 x100=0
X99+x|00—h1~0
Xmo—'—xl—i—X2=0.

2. Kolmlitkme x!9— x5+ 1 astendamisel aslendajaga 1965 saadakse polii-
noom ap + a1x -+ azx®~+ ... +a xn Leida

al—ag+as—a7—i—...
3. Leida vérrandi '
120 4 A xl = g2
naturaalarvulised lahendid.

4. Ehitada vordkiilgne kolmnurk, mille tipud asuvad kolmel antud paral-
leelsel sirgel.

5. Tasandil on antud 2 punkti B ja C. Mdédrata piirkond, millest voib
valida punkti A, et kolmnurgas ABC oleks

BC < AB < 2BC ja BC < AC < 2BC.

6. Millises piirkonnas peab asuma punkt A, et oleksid rahuldatud vorra-
tused
AB < BC < CA?

7. On antud sirge a ja secllel punkt O. Vaatleme punkti A ning tema rist-
projektsiooni A’ sirgele a. Millises piirkonnas asub punkt A, kui kolmnurga
OA’A pindala S rahuldab ainult mingit ihte jargmisest kolmest tingimusest:

a) OA’ LS, vai b)) 204" SK2, ¢) 304 L SL3?
Ulesanded 5, 6 ja 7 koostas M. Rahula

KOGUMIKU KAHEKSANDA VIHIKU ULE'SANNETE LAHENDUSED
A. Elementaarmatemaatika

Ulesande nr. ‘1. lahendus. Toodangu viljalase suurenes 5% vorra.
Ulesande nr. 2. lahendus. Vorrand teisendub kujule
5—ux _ . 5—x
(x—3)(x—2) (x—4)(x—1)"
Vérrandi lahendiks on x = 5.

Ulesande. nr. 3 lahendus. Ulesandes toodud mattekdik vastab juhule, kui
punkt O asub kolmnurga sees. On aga kerge toestada, et punkt O asub kas
kolmnurga kaatetil voi viljaspool kolmnurka.
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Ulesande nr. 4 lahendus. Ehitame antud nurgale tdiendusnurga (36°) ning
poolitame viimase; saame nurga 18, mis moodustabki iihe kolmandiku antud
nurgast.

" Ulesande nr, 5 lahendus. Olgu linnade A ja B vaheline kaugus y km, oote-

y km

aeg lennuki valjumiseni x tundi. Siis on rongi kiirusi—d n ning lennuki kiirus
10-'%—_\:‘% Ulesande tingimuse pohjal saame koostada vérrandi
g 10—« 9/ 207
mitlest
S , 10
\ x;=28 ja xp= 9

. . . . .. o : pis km .
(viimane ei sobi, sest on véiksem viiest). Jarelikult lennuki kiirus on g_i— ning

ta soidab rongist 10 korda kiiremini.

Ulesande nr. 6 lahendus. Asendades antud vérrandis x =1-- V'3, saame-
peale lihtsustusi

404+ b+ 424 (2a-b-L18)V 3=0.
Seega vorrandi lahendiks on x=1-- \/_3, kuij

{4a+b+42:o
2a--b--18=0,

s. 0. kui a=—12 ja 6=6.

Ulesande nr. 7 lahendus. Et
OB=1—r ja 00,=1+4r

(vt. joonis 1), siis 0
cos ¢ = I—r P
1 +r B A
Siit
| —cos ) £
r= lrlcoszztarﬁ%‘ .
i Joonis 1.

Ulesande nr. 8 lahendus. Teisendades vorrandil saame

1 o
g_é' Jogs (x?) — 1 — 3logs9-+logex __ glogax—Ilog9

x
glogex __ 1 — glogedx __ 3]039 B

x~—-l=\/Tx——]/;—\;'

8 —
x—?\/x—l:: .

Lahendades selle vérrandi kui ruutvorrandi Vx suhles saame

Vx =3, v7=—% (ci sobi).
Seega x=9.
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B. Korgem matemaatika

Ulesande nr. 1 lahendus. Olgu antud pd6rdkoonus kérgusega h ja pdhja
raadiusega r (joon. 2). Et poordkoonuse tasandilised 16iked, mis moodustavad
teljega vordsed nurgad, on koik omavahel sarnased, voime iildsust kitsendamata
votta 1oikava tasandi 2 nii, et ta puutub ringjoont (joonisel punktis A) ning
-on joonisel esitatav sirgena. Loigaku tasand 4 koonuse moodustajat TM punk-
tis B. Siis 16ik AB md&odab 1Gikeellipsi pikemat telge, lithemaks teljeks aga on
koonuse punkte C ja D iihendav 16ik CD, mis ldbib 16igu AB keskpunkti O ning
on loiguga AB ja koonuse teljega ¢ risti. Loik CD on joonisel projekteerunud

punktiks (C’ = D’ = 0). Jooniselt selgub kohe lihema pooltelje b = OC tun-
tud konstruktsioon, milles kasutatakse tsentri O koérgusel voetud roébiku p6o-
ramist joonisetasandile (meie joonisel on see konstruktsioon esitatud kriips-
joonega).

Joonis 2.

Ulesande tingimusi rahuldava projekisioonitasandina (ekraanina) kasutame
‘tasandit & 14bi punkti B (e{|#; €|} OC), mis meie joonisel on esitatud sirgena;
vastavad projekteerivad kiired £ | ¢ aga on meie joonise tasandiga paralleel-
sed. Ellipsi telgede vaheline tiisnurk projekteerub ekraanile ¢ jille tfiisnurgaks
(sest haar OC||¢), jarelikult ellipsi felgede projektsioonid osutuvad kujutis-
ellipsi telgedeks. _

Ulesande tingimuse kohaselt peab pikema telje ristprojekisioon x vorduma
liihema teljega CD = 2b (sest viimane, olles ekraaniga ¢ paraileelne, projektee-
rub originaalpikkuses). Arvestades jooniselt loetavaid vordusi OF =y ja
OG =r, tuletame holpsasti seosed

2 o r—y_ Y
br=ry ja — =%
mis koos tingimusega 2b = x annavad suuruse x avaldamiseks (parameetrite
r ja h kaudu) jargmise ruutvorrandi:
hx?-}-4r2x — 4r’h =0,

-siit

2r(—r 4+ m)
——h;_“—- 2 ( 1)

0= (ke VIR =
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kus m on koonuse moodustaja. Jittes kdrvale negatiivse [ahendi, mis ei tule
arvesse antud iilesande tingimuste korral, vdime kirjutada vorde:

x|
R 2(m—r)

Sellest jareldame, et tdisnurkne kolm-
nurk kaatetitega x ja 2(m—r) on
sarnane kolmnurgaga, mille kaateti-
teks on koonuse korgus ja pohja raa-
dius. Selle pohjal saame Addrmiselt
lihtsa konstruktsiooni suuruse x jaoks
(joon. 3).

Jadb iile uurida, kas iilesandel
ieidub alati lahend. Vastus on jaatav,
kui 0<x<h, sbltumata koonuse
kujust ehk suhte r:h vidrtusest

(0 < £< 00) . Kasutades seost m?—
—r2=h? kujul (m-r)(m—r)=Hh?
teisendame avaldise (1) kujule

2 rh

m-Lr’

Kuna meil m >>r, siis jdreldub siit kohe, et x < h, s. t. iilesandel on alati
lahend olemas.

Joonis 4.

Tulemusi voib kokku vatta ka jiargmisell: igal pohjaga ekraanile -toetuval
poordkoonusel on siisteem paralleelseid, esiekraaniga ristuvaid tasandilisi [6i-
keid, mis kiilgvaates projekteeruvad ringideks. Joonisel 4 on esitatud iiks koonus
kolmes vaates koos oma niisuguse tasapinnalise loikega, mille killgvaateks on
ring.
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Ulesande nr. 2 lahendus. Et projektsioonitasandi (ekraani) paralleelnihu-
tus ci muuda paigalejddva objekti ristprojektsiooni, voime ekraani votta 1adbi
punkti A (joon. 5). Edasi joonestame teljestiku jdlgkolmnurga PQR, {6mmates
selle killjed (ehk koordinaattasandite jdljed) risti vastavate telgede kujutistega
(AP 1y, PQ 1 2, QR | x, kus viimane ristseis saavutatakse juba kahe eelmise
jéreldusena). Sirge AQ on tasandi a(A4, y) jélgsirge ekraanil. Nurk AOQ ruu-
mis on muidugi tdisnurk. Poéorates kolmnurga AOQ ekraanile imber jdlgsirge
AQ, satub koordinaatide algus O sirgele, mis on tommatud tema kujutisest risti

selle jdlgsirgega — punkti O — nii, et nurk A0Q == 90° (punkiis O 1ikab rist-
joont ringjoon diameetriga AQ). Sellega oleme saanud Iciguks OM projektee-
runud langusjoone 1digu originaalpikkuse OM, see voimaldab juba ehitada tiis-

nurkset kolmnurka OMO, (kus MO, = MO), milles nurk ¢ tipu M juures osu-
tubki iilesande vastuseks.

e

Joonis 5.
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KOOSTAGEM NUPUTAMISULESANDEID!

U. Kaasik

Loogiliste keerdillesannete iihe kiillaltki suure rilhma moodustavad nii-
sugused, kus iuleb taastada teatav arilmeetiline tehe. Sellistes iilesannetes on
numbrid sageli asendatud tahtedega, kusjuures samale tihele vastab koikjal
sama number ja erinevatele tihtedele erinevad numbrid. Uhtlasi loetakse veel
et iikski arv el alga numbriga null.

Viliselt eriti efektseteks osutuvad seda tiiiipi iilesanded siis, kui numb-
reid asendavatest tihtedest moodustuvad pohiarvsonad ning nende sonadega
viljendatud arvude puhul vastav tehe annab tdcpoolest vorduse. Niisuguse
-omadusega on néiteks jidrgmiste tehete taastamist noudvad iilesanded:

)

_ NELI | KAKS UKS  _KOLM
KAKS ~TKoLM T NELI ~ UKS
KAKS VIIS VIIS KAKS

Kahjuks on siintoodud iilesannetel aga igafihel {unduvalt rohkem kui iiks
lahend.

Nimelame aritmeetilise tehte taastamise iilesannet regulaarseks, kui
ta on ésjakirjeldatud omadusega ning {iheselt lahenduv. Kui ecrinevaid lahen-
deid on tdpselt kaks, siis vdib kasufada nimetust pseudoregulaarne.
Loomulikult kerkib niiiid kiisimus, kas eesti keeles iildse leidub nditeks regu-
iaarseid liitmis- v3i lahutamisiilesandeid (vordluseks vt. Malemaatika ja kaas-
aeg, VIII, lk. 53, kus on toodud kaks ingliskeelset regulaarset liitmisiilesannet
ja iiks lahutamisiilesanne).

Liitmisiilesannete osas osutub vastus sellele kiisimusele jaatavaks. Suhte-

liselt vdikese vaevaga onnestus leida tervelt itheksa regulaarset liitmisiilesannet.
Need on jargmised:

NULL
NULL
NULL NULI
NULL NULL NULI
NULL NULL NULL NULL NULL
NULL "NULL NULL NULI. NULL
NULI! NULL NULL NULI. NULI
UKS NULL NULL NULL NUIL
UKS UKS UKS NULL. NULIL
UKS UKS UKS NULL NULL
UKS UKS UKS UKS UKS
UKS KAKS KAKS UKS UKS
VIIS VIIS VIS KAKS KAKS
NULL
NULL NUIL

UKS NULL NULI OKS

UKS NULL NULI. UKS

UKS UKS RS UKS

UKS KAKS KAKS UKS

UKS KAKS KAKS KAKS

VIIS VIS VIS KUUS
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Peale selle onnestus leida kaks pseudoregulaarset liitmisiilesannet:

NULL NULL
NULL NULL
NULL NULL
KAKS NULL
KOLM OKS
VIIS UKS

KAKS

Esialgu pole aga teada, kas iildse leidub regulaarseid lahutamisiilesandeid
(kuigi naib, et neid vist ei ole).

Nende naidete konstrueerimise kdigus tekkis veendumus, et ka koikide regu-
laarsete (vdi pseudoregulaarsete) liitmisiilesannete véiljaotsimine ei ole sugugi
lootusetu ettevote, kui vaid piirata liidetavate lubatavat arvu. Kéesolevad read
ongi kirjutatud selles lootuses, et lugejate hulgas leidub entusiaste, kes selle
iilesande lahendamise kisile votavad ning tulemused «Matemaatika ja kaas-
aja» toimetusele saadavad. Uhtlasi tuleks kontrollida, kas siintoodud iilesanded
on ikka tdepoolest regulaarsed (voi pseudoregulaarsed).

RISTARVUD

Téita tiihjad ruudud numbritega nii, et veergude summad vorduksid vas-
tavates ridades saadud tulemustega. Seejuures iikski arv ei alga nulliga ning
tehted tuleb sooritada nende esinemise jarjekorras.

[612]-1 [ [+ Telxizle]= [ [ |
[ ol =0+l [ Ix [ 1= [ 1]

[ Ix[2]-T2]7]+[1]o]= T5] |

L= DBIx [ 1= [I= 111
[T 0+0 [+ L+ 1= T 1
[ Tols]:0 1 Ix[el7)+] 1 1= 1 [ |
[T 0:[ 11— [Ix [= [+
(T[T 1 Ix T8+ T1= [ 11
L olsi+T T2I-L 1 I-[T= [I]
[T I+ 1+ o0+ T |=[6]8]7]
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