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INTEGRAAL MAAILMA KOHAL

MOCKBA - 1966

Rahvusvaheline matemaatikute kongress Moskvas 1966

Kogu maailma matemaatikute koige esinduslikumateks kokku-
tulekuteks on rahvusvahelised kongressid. Esmakordselt kogune-
sid paljude maade matemaatikud 1897. a. Ziirichis. Seal otsustati
muuta matemaatikute kongressid (International Congress o}
Mathematicians) alates 1900. aastast traditsiooniliseks, iga nelja
aasta jarel korduvaks iirituseks. Nii ongi seni toimunud juba viis-
teist rahvusvahelist matemaatikute kongressi: 1897. a. Ziirichis,
1900. a. Pariisis, 1904. a. Heidelbergis, 1908. a. Roomas, 1912. a.
Cambridge’is 1920. a. Strasbourgis. 1924. a. Torontos, 1928. a.
Bolognas, 1932. a. Ziirichis, 1936. a. Oslos, 1950. a. New Yorgis,
1954. a. Amsterdamis, 1958. a. Edinburghis, 1962. a. Stokholmis,
1966. a. Moskvas. Sédade tottu jdid dra kongressid 1916. a. Stok-
holmis ja 1940. a. New Yorgis.

16.—26. augustini 1966. a. Moskvas toimunud rahvusvaheline
matemaatikute kongress oli seni peetuist koige suurem nii osa-
votjate ja ettekandjate arvult kui ka teadusliku programmi ulatu-
selt ja sisult. Kongressi liikmeteks olid registreerunud umbes
4500 matemaatikut ca 60 riigist: Noukogude Liidust 1600, USA-st
650, Inglismaalt 280, Prantsusmaalt 250, Saksa Demokraatlikust
Va‘bariigist 220 jne. Neile lisandus arvukalt kiilalistena kongres-
sil viibivaid noukogude ja valisriikide matemaatikuid, nii et kokku
ulatus osavotjate arv 6000-ni.

Olemasolevate andmete jargi on varasematel rahvusvahelistel
matemaatikute kongressidel olnud kolm eesti matemaatikut:
J. Sarv Roomas, V. Nano Strasbourgis ja J. Nuut Oslos. Moskva
kongressi t66st votsid Eesti NSV matemaatikuist selle litkmetena
osa: prof. G. Kangro, dots. U. Lumiste, dots. O. Prinits, dots.
E. Reimers, dots. kt. J. Hion, dots kt. M. Rahula (TRU), fiiiis.-
mat.-kandidaadid I. Petersen, S. Ulm (TA Kiiberneetika Instituut)
ning G. Vainikko (enesetdiendusel Voronezi Riiklikus Ulikoolis).
Tolkijate grupi liikmena viibis kongressil fiiiis.-mat.-kand. E. Tiit
(TRU), kilalistena — Jevg. Gabovit§, L. Rahula ja 1. Vainikko.
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Rihm eesti matemaatikuid kongressil (vasakult: S. Ulm, I. Petersen, E. Tiit,
O. Prinits, U. Lumiste)

Alljargnevalt moningaid tdhelepanekuid ja muljeid mé6dunud
kongressilt Moskvas.
* * *

Kongressi avamine toimus 16. augustil Kremli Kongresside
Palee istungitesaalis, mis hadavaevalt suutis mahutada koiki
Moskvasse saabunud vélisriikide ja noukogude matemaatikuid.
Avasona fiitles NSVL Teaduste Akadeemia president akad.
M. V. Keldos (kes on ise teatavasti matemaatik) !. Seejdrel andis
ta sona NSV Liidu aparaadiehituse, automaatika ja juhtimissiis-
teemide ministrile K. N. Rudnevile tervituseks Noukogude valit-
suse nimel. Moskvalaste nimel iitles kongressi kiilalistele tere
tulemast Moskva Linna Taitevkomitee esimehe esimene asetditja
V. P. Issajev.

Jargnevalt sai sona Rahvusvahelise Matemaatika Assotsiat-
siooni president professor George de Rham (Sveits), kes teatas,
et Moskva kongressi presidendiks on valitud senine organiseeriva
komitee esimees Moskva Riikliku Ulikooli rektor akadeemik I. G.

' Avasona teksti eestikeelne tdlge on avaldatud kédesolevas kogumikus
k. 15—16.
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Petrovski. Uhtlasi kandis prof. de Rham ette otsuse Fieldsi meda-
lite ja preemiate jirjekordsete laureaatide valimise kohta. Nimeta-
tud medalid ja preemiad asutas 1924. a. Torontos toimunud rah-
vusvahelise matemaatikute kongressi president J. C. Fields ja nad
méédrab selleks valitud komisjon iga kahe jargneva kongressi
vahepealsetel aastatel eriti silmapaistvaid tulemusi saavutanud
matemaatikutele. Moskva kongressil suurendati nende arvu seni-
selt kahelt neljale. Virsketeks laureaatideks said: P. I. Cohen
(USA), M. F. Atiyah (Inglismaa), A. Grothendieck (Prantsus-
maa) ja S. Smale (USA).

Piérast Fieldsi medalite pidulikku kidtteandmist M. V. Keldosi
poolt said lithiettekanneteks sona professorid H. Cartan (Prant-
susmaa), A. Church (USA), J. A. Dieudonné ja P. Thom (modle-
mad Prantsusmaa), kes tutvustasid vastavalt Atiyah’, Coheni,
Grothendiecki ja Smale’i teaduslike t66de tulemusi.

Avaistung loppes balletichtuga, millel Sverdlovski A. N. Lu-
natsarski nim. Ooperi- ja Balletiteatri kollektiiv esitas katkendeid
Tsaikovski balletist «Luikede jarv», Hat$aturjani balletist «Spar-
tak», Minkuse balletist «<Don Quijote» ja Sostakovitsi lithiballeti
«Preili ja huligaan».

* * *

Kongressi edasine t66 toimus Moskva Riikliku Ulikooli korpus-
les Lenini mégedel. Teaduslik programm sisaldas kolmesuguseid
cttekandeid. Neljal kongressipdeval oli hommikupooliti MRU aulas
ja klubisaalis kummaski kaks iihetunnilist ettekannet silmapaist-
vatelt matemaatikutelt, kes esitasid iilevaateid tdnapdeva mate-
maatika kdige aktuaalsemates uurimissuundades saavutatud tule-
mustest. Rahvusvaheline Matemaatika Assotsiatsioon oli sellisteks
kongressi koige ulatuslikumateks ettekanneteks valinud jargmi-
sed:

J. F. Adams. Ulevaade homotoopiateooriast.

M. Artin. Skeemide kattetopoloogia.

M. F. Atiyah. Elliptiliste diferentsiaaloperaatorite teooria glo-
haalsed aspektid.

R. Bellman. Diinaamiline planeerimine ja juhtimise kaasaegne
lcooria.

L. Carleson. Fourier’ ridade koonduvus ja summeeruvus.

éi?rish-Chandra. Harmooniline analiiiis poollihtsatel Lie riih-
nladael.

N. V. Jefimov. Pinnateooria hiiperboolsed probleemid.

M. G. Krein. Analiiiitilised probleemid ja tulemused Hilberti
ruumi lineaarsete operaatorite teoorias.

A. L. Maltsev. Algebra ja matemaatilise loogika méningatest
piirkiisimustest.



~ B. Malgrange. Diferentseeruvate funktsioonide lokaalne teoo-
ria.

1. 1. Pjatetski-Sapiro. Automorfsed funktsioonid ja aritmeeti-
lised riihmad.

I. Schroder. Vorratused ja veahinnangud.
K. Schiitte. Uusi tulemusi tdestuste teoorias.
S. Smale. Diferentseeruvad diinaamilised siisteemid.

Ch. M. Stein. Moénedest uutest uurimustest matemaatilise sta-
tistika alal.

J. G. Thompson. Lo6plike lihtsate rithmade karakteristika.

I. M. Vinogradov, A. G. Postnikov. Analiiiitilise arvuteooria
arengust viimastel aastatel.

Kongressi kogu iilejddnud té6 toimus viieteistkiimnes sekt-
sioonis: 1. Matemaatiline loogika ja matemaatika alused, 2. Al-
gebra, 3. Arvuteooria, 4. Klassikaline analiiiis, 5. Funktsionaal-
analiiiis, 6. Harilikud diferentsiaalvorrandid, 7. Osatuletistega
diferentsiaalvorrandid, 8. Topoloogia, 9. Geomeetria, 10. Algeb-
raline geomeetria ja kompleksmuutkonnad, 11. Toendosusteooria
ja matemaatiline statistika, 12. Rakendusmatemaatika ja mate-
maatiline fiiiisika, 13. Juhtimissiisteemide matemaatilised prob-
leemid, 14. Arvutusmatemaatika, 15. Ajalugu ja Opetamise Kkiisi-
mused.

Sektsioonides kuulati kongressile kutsutud lektorite pooletun-
nilisi ettekandeid (neid oli kokku 69), lilejidnud aegadel aga vee-
randtunnilisi lithiettekandeid (viimaseid olid laekunud sooviaval-
duste 2p()hjal sektsioonide orgkomiteed votnud padevakorda kokku
2110) 2.

Selles ettekannete hulgas orienteerumiseks jagati kongressi
liikmetele vélja koigi ettekanncte teesid. Liihiettekannete teesid
olid vormistatud sektsioonide kaupa 15 eraldi brosiiiirina, tun-
niliste ja pooletunniliste etiekannete kokkuvotted moodustasid
omaette raamatu.

Eesti matemaatikud esitasid kongressil jargmised lithiettekan-
ded:

U. Lumiste — Sisestatud kihtruumid ja indutseeritud seostu-
sed (9. sekts.).

O. Prinits — Koolimatemaatika areng eesti koolis (15.
sekts.).

M. Rahula — Korgemat jarku diferentsiaalgeomeetria hulga-
teoreetilised alused (9. sekts.).

E. Reimers — Kontinuaalsed summeerimismenetlused ja ra-

kendused funktsiooniteoorias (4. sekts.).

2 Sektsioonide kaupa jagunesid lithiettekanded jargmiselt: 1. — 79, 2, —
178, 3. — 61, 4. — 238, 5. — 236, 6. — 134, 7. — 160, 8. — 118, 9. — 166, 10. —
45, 11. — 154, 12. — 179, 13. — 108, 14. — 163, 15. — 91.
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S. Ulm — Uldistatud diferentsjagatistest ja nende rakendus-
test (14. sekts.).

G. Vainikko — Hairitid projektsioonmeetodid ja’ lahendus-
meetodlte ildine teooria (14. sekts.).

Erilist huvi pakkusid kongressist osavotjatele ettekanded kahe
viimase kongressi vahepealsetel aastatel saavutatud tulemustest
pikka aega lahendamata seisnud probleemide alal. Tutvustame
alljirgnevalt monda nendest probleemidest ja nendele hiljuti
saadud lahendustest. _

Uheks vanemaks ja populaarsemaks probleemiks on niinime-
tatud kontiinumiprobleem, mis kerkis esile hulgateooria rajaja
G. Cantori t66des juba moéodunud sa]andl lopul. Probleem, mille
taie teravusega seadis D. Hilbert oma kuulsas ettekandes rahvus-
vahelisel matemaatikute kongressil Pariisis 1900. aastal, seisneb
jérgnevas 3. ' ,

Kahe hulga puhul koneldakse teatavasti, et nad on sama
voimsusega, kui nende elementide vahel saab korraldada iiks-
iihese vastavuse. Kui aga hulgas A leidub hulga B voimsusega
alamhulk, mis ei {ihti hulga A endaga kuid hulgas B ei leidu
hulga A voimsusega alamhulka, mis erineks hulgast B endast,
siis_koneldakse, et hulgal A on suurem voimsus kui hulgal B.

Hulka, millel on koikide naturaalarvude hulga voimsus, nime-
tatakse loenduvaks; hulka, millel on koikide reaalarvude hulga
(ehk arvtelje koikide punktide hulga) voimsus, nimetatakse kon-
tiinumi voimsusega hulgaks. Teine neist vdoimsustest on suurem
kui esimene, sest naturaalarvude hulk sisaldub reaalarvude hul-
gas ega 1iihti sellega, samal ajal, kui on teada, et koiki reaalarve
ei ole voimalik tikshaaval loendada. G. Cantor véljendas hiipo-
teesi, et vahepealse voimsusega hulki ei leidu, s.t. et loenduva
hulga voimsusele jdrgneb wvahetult kontiinumi- véimsus. Teises
sonastuses on Cantori hiipotees viljendatav jargmiselt: iga
reaalarvudest koostatud hulk on kas loplik, loenduv vo6i kontii-
numi voimsusega. Kontiinumiprobleem seisneb kas selle hiipo-
leesi toestamises voi iimberliikkamises.

Austria matemaatikul K. Goédelil onnestus 1930. aastail tées-
tada, et kontiinumi hiipoteesi ei ole véimalik iimber litkata, kui
tugineda hulgateooria monele tuntud aksiomaatikale ja mitte
votta kasutusele loogika aksioome ja jireldamismeetodeid, mis
crineksid tunduvalt praegu kasutatavaist. Sellega oli selgitatud
ainult probleemi iiks pool. Teise poolde t6i selgust 1963. aastal
Ameerika noor matemaatik P. I. Cohen. Ta néitas, et samadel’
celdustel ei ole kontiinumi hiipoteesi voimalik ka tdestada.

3 Vi ka Jevg. Gabovits Opereerimine hulkadega. — Matemaatika ]a
haasaeg, IT1, 1k. 12.
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Siin on teatav analoogia geomeetria alustest tuntud olukor-
raga, kus, nagu teada, ei ole voimalik toestada paralleelide teoo-
ria pohilauset (paralleelsuse aksioomi) *. Pohjuseks on see, et
tavalise eukleidilise geomeetria korval esineb ka LobatSevski geo-
meetria, milles see lause ei kehti. Cohenil onnestus selgitada, et
tapselt samuti on vodimalikud ka mitmesugused hulgateooriad.
Tema avastus leidis kongressil viirilise tunnustuse Fieldsi pree-
mia naol, tema ettekanne aga kujunes kongressi itheks populaar-
semaks ja tuli esialgu ettenahtud auditooriumist iile kanda MRU
aulasse.

Teine 1iisna pika ja huvitava aja-
looga probleem, mis leidis kongressi
eel lahenduse, on seotud tiielike sa-
dulpindade (ehk koikjal negatiivse
taiskoverusega  pindade)  tervikliku
ehituse uurimisega. Kujutlegem siledat
pinda, mis on iga oma punkti {imbru-
ses kaksipidi kover (s.t. sadulataolise
ehitusega) ja millel ei ole aart (s.t.
mis igas suunas jatkub lopmatult).
Niisuguse pinna lihtsateks naideteks
on tihekattene hiiperboloid ja hiiper-
boolne paraboloid. Molemad. muutuvad
punkti kaugenedes jarjest «tasasema-
teks». Teisiti Geldes: nende negatiivne
tdiskoverus K laheneb punkti kaugene-
des piirvaartusele null. Kuidas on
aga lugu iildse selliste ilma 4ireta chk
taielike sadulpindade puhul, kas neile
koigile on iseloomulik taiskoveruse lahe-
nemine piirvdartusele null? Mida voib
iildse Gelda niisuguste pindade tervik- Pseudosfdir
liku ehituse kohta?

Vastuseid nendele kiisimustele tutvustas N. V. Jefimovi ette-
kanne kongressil. Probleemid isec pakuvad huvi mitmest seisu-
kohast. Pinnad on teatavasti kahe muutuja funktsioonide «graa-
fikuteks», need funktsioonid aga esinevad rakendustes sageli osa-
tuletistega diferentsiaalvorrandite lahenditena. Vaadeldud prob-
leemidel on tihe seos nn. hiiperboolsete iilesannetega osatuletistega
diferentsiaalvorrandite teoorias — ettekande pealkirjaks oligi
«Pinnateooria hiiperboolsed probleemid»,

Ettekande sisu on huvitavalt seotud ka geomeetria aluste
problemaatikaga. Nimelt on teada, et negatiivse konstantse kove-

4 Tapsemalt koneldes tuleb Gelda, et paralleelsuse aksioom on loogilisell
soltumatu geomeetria (lejddanud aksioomidest, ta ei ole nendest loogiliselt
jdreldatav. Ka Coheni tulemus seisneb selles, et kontiinumi hiipotees on soltu-
matu hulgateooria aksioomidest, eriti nn. Zermelo valikuaksioomist.
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rusega pinnad on nendel kehtiva kahemootmelise geomeetria sei-
sukohalt LobatSevski tasandi osad. Tuntuim sellistést pindadest
on nn. pseudosfddr (vt. joon.). Sellel on aga terav nn. tagasi-
poordeserv, mistottu ta pole koikjal korraparaselt sile. D. Hilber-
til onnestus 1901. a. ndidata, et kolmemootmelises eukleidilises
ruumis ei ole iildse olemas tervet LobatSevski tasandit realisee-
rivaid koikjal korrapdraselt siledaid pindu, s.t. negatiivse kons-
tantse koverusega pindu. Kuidas on aga lugu siis, kui koverus ei
pruugi olla konstantne, vaid voib muutuda moénesuguste nega-
tiivsete tokete vahel? ,

Ka nendele ja teistele analoogilistele kiisimustele andsid
ammendavad vastused MRU professori N. V. Jefimovi ja tema
opilaste viimased t64d.

Nende tulemusteks on nditeks jdrgmised teoreemid. 1. Taie-
liku, koikjal korrapéraselt sileda sadulpinna negatiivne tédiskove-
rus K ldheneb alati piirvddrtusele null. 2. Kui tdieliku sadulpinna
tdiskoverus K on iilevalt tdkestatud negatiivse konstandiga, s.t.
K < —a?, a=const=£0, siis ei ole pind kdikjal korrapiraselt
sile, s.t. tal on kas teravad servad voi teravikupunktid. Viimase
tulemusega on antud Hilberti teoreemi kaugeleulatuv iildistus.

Meenutame, et N. V. Jefimovit autasustati 1966. a. Lenini
preemiaga.

Kolmas kaugemas minevikus piistitatud probleem, mille lahen-
dus sai laiematele matemaatikute hulkadele teatavaks kiesole-
val kongressil, kuulub Fourier’ ridade teooriasse. Siin kujunes
‘kéesoleva sajandi algul vilja jargmine probleem: missugune on
kdoige aeglasemalt kasvav funktsioon W(n) (nn. Weyli tegur),
mille puhul arvrea

3 (@2 + bW (n) (1)
koonduvusest jareldub Fourier’ rea
%0— + 2.0 a, cos nx + b, sin nx (2)
n=1

koonduvus peaaegu koikjal 5, Aastail 1906—1913 néitasid Fatou,
Weyl, Hobson, Plancherel ja Hardy, et vastavalt funktsioonid n,
n” n® (¢>0), logdn, log?n (kus iga jargnev kasvab aeglase-
malt eelnevast) kujutavad Weyli tegureid. Lopuks 1925, a. aval-
dasid noukogude matemaatikud Kolmogorov ja Seliverstov ning
neist soltumatult Plessner oma tuntud teoreemi, mille jargi Weyli
teguriks on eelmistest veel aeglasemalt kasvav funktsioon
logn. Jirgnevad otsingud aeglasemalt kui logn kasvavate
Weyli tegurite jargi ei andnud nelja aastakiimne viltel mingeid

5 s. t. kogu arvsirgel, vilja arvatud teatav hulk mddduga null (vi. Mate-
maatika ja kaasaeg, V, lk. 4).



tulemusi. Seda huvitavam oli kongressil kuulata rootsi mate-
maatiku Carlesoni eespool nimetatud ettekannet, milles muuhul-
gas ndidati, et Weyli teguriks on koige aeglasemalt kasvav
funktsioon — konstantne funktsioon, néditeks W(n)=1.

Riesz-Fischeri tuntud teoreemi pohjal on rea (1) koonduvus
juhul W(n)=1 tarvilik ja piisav selleks, et rida (2) oleks mingi
integreeruva ruuduga funktsiooni Fourier’ rida. Seega toestas
Carleson vene matemaatiku Luzini juba 1915. a. piistitatud hiipo-
teesi, mille jargi iga 16igul {—u, ] integreeruva ruuduga funkt-
siooni Fourier’ rida koondub peaaegu koikjal.

Viliselt tédiesti erinevaina nédivad, isesugustest matemaatika
osadest péarinevad teooriad on sageli osutunud nende siigavamal
uurimisel ootamatult ldhedasteks, tihedalt iiksteisega seotuteks,
kusjuures vastavate seoste véljaselgitamine on avaldanud eriti
viljakat moju nende teooriate edasisele arengule. Siinjuures on
etendanud olulist osa algebralised ja topoloogilised meetodid.
Naiteks osatuletistega vorrandite teooria kiire areng viimase
aastakiimne jooksul on tingitud topoloogiliste vektorruumide
iildise teooria ja klassikalise analiiiisi vastastikusest mojust. Selle
moju tulemusena on niisugused rasked probleemid nagu kuitahes
korget jarku osatuletistega vorrandite lahendite olemasolu ja
ainsuseprobleemid oma olulises osas kdesolevaks ajaks juba la-
hendatud. Seepédrast on arusaadav kongressist osavotjate suur
huvi nende ettekannete vastu, mis olid piihendatud matemaatika
mitmesuguste teooriate vahelistele seostele. Siinkohal tuleb mai-
nida Harish-Chandra (USA) eespool nimetatud ettekannet, kus
iildistatud funktsioonide teooria kaudu iihinesid itheks tervikuks
Lie algebrate teooria, harmooniline analiiiis ja osatuletistega
vorrandite teooria, eriti aga Fieldsi preemia laureaadi
M. F. Atiyah viaga populaarset ettekannet seosest elliptilist tiiiipi
osatuletistega diferentsiaalvorrandite teooria ja loplikumootme-
liste lineaarsete rithmade algebralise topoloogia vahel. Viimane
ettekanne (aga samuti ka mitmed teised, nagu néditeks M. Artinj
(USA) eespool nimetatud ettekanne) poleks saanud toimuda, kui
poleks olnud Fieldsi preemia laureaadi A. Grothendiecki origi-
naalseid teedrajavaid uurimusi algebralises topoloogias. Grothen-
diecki antud uute moistete, meetodite ja probleemide hulk on
niivord rikkalik, et see pakub ainet uurimiseks veel vidga pal-
judele matemaatikutele. Grothendieck ise ei viibinud kahjuks
kongressil, mistéttu tema to6dest oli kongressil voimalus kuulda
vaid tema kaasmaalase J. A. Dieudonné lithikesest ettekandest
kongressi avaistungil.

Mitmeid matemaatika valdkondi siduv on ka diferentseeru-
vate diinaamiliste siisteemide teooria, mille viimaseid tulemusi
tutvustas S. Smale’i (USA) eespool mainitud ettekanne. Diinaa-
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milise siisteemi lihtsaimaks nditeks on iihes otspunktis vabalt
kinnitatud pendel. Pendli teine otspunkt liigub siis sfdiril, mille
raadiuseks on pendli pikkus. Koneldakse, et pendli koikvéimalike
asendite hulk on topoloogiliselt samavaarne kahemootmelise sfda-
riga. Olgu esimese pendli otsa kinnitatud vabalt veel teine sama-
sugune pendel. Sellise nn. kaksikpendli asendite hulk on topo-
loogiliselt samavidirne juba teatava neljamodtmelise diferentsee-
ruva muutkonnaga, mis kujutab endast kahe sfdari nn. topoloo-
gilist korrutist. Uldiselt on n liilist koosneva pendli asendite
hulk teatav 2n-mootmeline muutkond. Keerukamate mehaaniliste
siisteemide asendite hulgad vodivad olla veelgi huvitavamateks
mitmemodtmelisteks diferentseeruvateks muutkondadeks. Sellised
muutkonnad ja siisteemide kui punktide liikumised nendes moo-
dustavadki aine diferentseeruvate diinaamiliste siisteemide teoo-
riale. Selles poimuvad huvitavalt algebraline topoloogia, mate-
maatilise analiiiisi mitmemootmelised iilesanded (nditeks Sto-
kes’i valemi iildistused), diferentsiaalvorrandisiisteemide teooria
jms.

Diferentseeruvaid muutkondi késitlevad ka noore noukogude
matemaatiku S. P. Novikovi topoloogia-alased uurimused. Muut-
kondade iseloomustamisel on kasulikud nn. Pontrjagini klassid,
mille vottis kasutusele noukogude akadeemik L. S. Pontrjagin
1942. aastal. Kuni viimase ajani ei onnestunud veel kellelgi toes-
tada, et need klassid on toepoolest topoloogiliselt invariantsed,
s. t. el muutu muutkonna pideva deformatsiooni kdigus. Toestuse
sai alles 1965. aastal S. P. Novikov., Oma tulemusi esitas ta
kongressil.

* *

Suure tdhelepanuga jilgiti kongressil ka neid ettekandeid,
mis tutvustasid uusimaid saavutusi matemaatika rakenduslike
probleemide alal.

Toendosusteooria ja matemaatilise statistika sektsioonis oli
silmapaistev Novosibirski noore matemaatiku, hiljuti NSVL Tea-
duste Akadeemia korrespondentliikmeks wvalitud A. A. Borovkovi
ettekanne. Selles koneldi asiimptootiliste meetodite kasutamisest
massilise teenindamise teoorias, kus tegeldakse selliste juhuslike
funktsioonidega nagu ajahetkeks ¢ saabunud viljakutsete arv
v(t), rahuldatud valjakutsete arv u(¢), eitavalt vastatud vélja-
kutsete arv s(t) jne., uuritakse néditeks «eitava vastuse tdendo-
sust» s(f)/v(t) jms. Autori poolt rakendatud meetodid avavad
siin uusi voimalusi.

Juhtimissiisteemide matemaatiliste probleemide alal oli kong-
ressil keskseks USA matemaatiku R. Bellmanni ettekanne. Seda
tdiendas L. A. Zadeh'i ettekanne moningate mitteklassikaliste
juhtimisprobleemide uurimisest USA-s. Samas sektsioonis esi-
‘nes noukogude akadeemik V. M. Gluskov, kes koneles mikro-
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programmiliste juhtimissiisteemide optimiseerimise automaatilis-
algebralistest aspektidest. Ettekandes kirjeldati uut algebralist
ldhenemisviisi algoritmide formaalsele teisendamisele, mis voi-
maldab lahendada mitmeid praktika seisukohast huvitavaid {iles-
andeid. Kui nditeks naturaalarvude korrutamise algoritm kirju-
tada ldhtedefinitsiooni jargi arvu jirjestikuse liitmisena ise-
endale, siis see viib automaatselt tavalise korrutamisealgorit-
mini.

Arvutusmatemaatika sektsioonis oli huvipakkuv ndukogude
matemaatiku ja geofiiiisiku A. H. Tihhonovi ettekanne nn. eba-
korrektselt seatud iilesannetest. Looduseuurimisel esinevate seda-
laadi iilesannete tiiiipilise klassi moodustavad nn. «p6ordiilesan-
ded». Vahetule mootmisele mittealluva ndhtuse z puhul uuritakse
sageli selle fiiiisikaliselt determineeritud ilmingut u = Az (kus A
on teatav tidielikult pidev operaator). Sel puhul on iiha suurem
tdhtsus iilesandel ammutada matemaatiliste meetodite abil eks-
perimendi tulemustest maksimaalselt tdielik informatsioon, selle
asemel et sama informatsioonihulgani jouda eksperimenditehnika
tdiustamise teel. Autor on vilja todtanud meetodid, mis voimal-
davad saada siin stabiilseid ldhendeid ja on kergesti realiseeri-
tavad elektronarvutitel. Ta ise rakendab neid meetodeid maa-
koore siigavuste uurimisel Maa pinnalt saadavate signaalide
jérgi.

LS Ed

Eraldi sektsioonis kasitleti kongressil matemaatika Opetamise
kiisimusi. Selle sektsiooni istungid koondasid sageli mitmetes
eri suundades spetsialiseeruvaid matemaatikuid iihiste prob-
leemide juurde.

Matemaatika opetamise valdkonnas on tdnapdeval solmkiisi-
musteks koolimatemaatika moderniseerimise, Gpetamismeetodite
aktiviseerimise ning oOpetajate kaadri ettevalmistamise ja kvali-
fikatsiooni t0stmise probleemid. Kongressi téos leidis esimene
neist koige suuremat tdhelepanu.

Kongressil oli avatud matemaatika-alase kirjanduse naltus.
Sellel oli teaduslike monograafiate korval eksponeeritud ka rida
kooliraamatuid. Neist ilmnes, et hulga mbdiste on paljudes riiki-
des juba juurdunud koolimatemaatikasse. USA ja Inglismaa
matemaatikadpikuis on suurt tdhelepanu omistatud tdendosus-
teooria ja matemaatilise statistika kiisimustele, samuti matemaa-
tilise loogika elementide tutvustamisele.

Need nn. uue koolimatemaatika kiisimuste opetamisega sco-
tud probleemid olidki kongressil laiaulatuslikuks arutlusobjektiks.
Rahvusvahelise Matemaatika Opetamise Komisjoni liikmed pro-
fessorid W. Servais (Belgia), A. Krygowska (Poola) ja H.-C.
Steiner (Saksa FV) tutvustasid saavutusi koolimatemaatika
uuendamise alal ja raskusi, mis selle juures iiles kerkivad. Uheks
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tosisemaks puuduscks senises t60s loeti eksperimendi hindamise
aluste puudumist. Pole veel sugugi alati taiesti selge uute tee-
made kisitlemise vajalikkus ja otstarbekohasus. Lahendamist
ootavad ka mitmed naaberainete, eriti fiilisika Oopetamisega seo-
tud kiisimused. Selgub, et fiilisikud on mitmete koolimatemaati-
kas teostatavate uuenduste vastu. Nii néditeks loevad nad mate-
maatilise loogika elementide opetamist puhtaks «skolastikaks».

Temperamentselt esines Belgia tuntud matemaatik G. Papy,
kes tuliselt propageeris projektiivse geomeetria elementide too-
mist isegi juba algklassidesse. Siin kaheldi, kas lastele koolieel-
sest east tuttavaks saanud mootmised ei hakka seda takistama.

Eeskujulikult olid kongressiks ette valmistunud inglased.
Professorid G. Matthews ja E. E. Briggs tutvustasid nn. Nui-
fieldi programmi, milles on matemaatika Opetamisel suur osa-
tahtsus antud oOpilaste individuaalsele ja eriti grupiviisilisele
toole, kus lapsed on ise avastajateks. Nad illustreerisid oma ette-
kandeid filmide demonstreerimisega ja jagasid kongressist osa-
votjaile triikitud materjale. »

Gaana matemaatikute esindaja E. M. Hartley tutvustas kooli-
matemaatika siistemaatilist nuendamist seaisetes koolides. Vaata-
mata sellele, et Gaanas on Opetajateks inglased, venelased, hol-
landlased, prantslased ja veel teistegi rahvaste esindajad, ei
takista see neid iihiselt 14bi viimast koolimatemaatika reformi.
On juba vilja tootatud uued opikud ja nende juurde kuuluvad
téovihikud ning 1970. aastaks viiakse fiiritus lopule. Nende koge-
musi on hakatud kasutama ka Nigeerias ja Ladne-Indias.

Saksa Demokraatlikus Vabariigis on asutud uute matemaa-
tika kooliraamatute valjaandmisele. Professor Dieter lise tutvus-
tas uut ratsionaalarvude kéasitlust.

Erakordse tahelepanu osaliseks sai kongressil akadeemik
A. N. Kolmogorovi ettekanne «Keskkooli matemaatikakursuse
sisust». Selles peatuti fiksikasjalikult diferentsiaal- ja integraal-
arvutuse algete kasitlemisel 1X ja X klassis. Moskva iihes koolis
toimus 1965/66. 6.-a. vastav eksperiment, millest A. N. Kolmogo-
rov ise osa vottis. Ta rohutas, et aine esitus peab olema niitlik
ja seotud arvutuspraktika ja funktsioonide uurimisega ning et
tuletise moistet tuleb tutvustada juba kiillalt varakult, et siis
seda hiljem laialt kasutada. Laiad matemaatika-alased teadmi-
sed on tdnapédeval vajalikud igale kultuursele inimesele soltu-
mata eriala valikust.

Noukogude kooli uut matemaatika programmi tutvustas kong-
ressil NSVL Pedagoogikateaduste Akadeemia matemaatika sek-
tori juhataja G. G. Maslova. Vanemate klasside programm sisal-
dab siin jargmisi teemasid:

IX Kklass: vorrandid, vorratused, vorrandisiisteemid ja vorra-
tusesiisteemid — 30 tundi; lopmatud jadad ja piirvdartus — 20
tundi; pidevad funktsioonid, funktsiooni piirvaartus, tuletis ja
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integraal — 65 tundi, trigonomeetrilised funktsioonid, nende graa-
fikud ja tuletised — 35 tundi; sirgete ja tasandite vastastikused
asendid, koordinaadid ja vektorid ruumis — 70 tundi.

X klass: trigonomeetrilised funktsioonid (jarg) — 40 tundi,
kompleksarvud — 20 tundi, téendosusteooria algmed — 18 tundi,
iilevaade elektronarvutitest — 7 tundi, hulktahukad ja p&ord-
kehad — 50 tundi.

Moskva Riikliku Ulikooli oppejoudude toost keskkooliopilas-
tega koneles 1. M. Jaglom, matemaatika eriklassidest S. I. Svarts-
burd ja algkoolide uutest matemaatika katseprogrammidest No-
vosibirskis A. A. Zokov. Viimase viljatodtatud ja 1965/66. o.-a.
katsetatud programm on monevorra erinev teistest n6ukogude
koolis katsetatavatest programmidest. Jelkonin, Davodov ja Mar-
kuSevits lahtuvad oma programmis hulga moistest, Zokov asetab
aga | klassis peatdhelepanu vorrandite ja vorratuste lahendami-
sele.

Moskva Riikliku  Ulikooli
kogemustest matemaatika ope-
tamisel filoloogidele koneles
prof. J. A. Sihhanovits, Struk-
tuurse lingvistika osakonnas
opetatakse 1 semestri] kursust
«Sissejuhatus tdnapdeva mate-
maatikasse» 6 tundi nédalas,
II, III ja IV semestril on ka-
vas matemaatiline  analiiiis,
mida oOpetatakse vastavalt 6, 4
ja. 4 tundi nédalas, V ja VI
semestril loetakse tdendosus-
teooriat, matemaatilist statis-
tikat ja informatsiooniteooriat
6 tundi néddalas, VII semestril
on kavas algebra kursus 6
nddalatunniga ning VIII ja IX
semestril matemaatilise  loo-
gika kursus 6 niddalatunniga.

Ulevaatliku ettekande mate-
maatika Gpetamise reformimis-
taotlustest XIX ja XX sajandil

andis professor I. K. Andronov.

i

Henri Cartan — Rahvusvahelise Mate-
maatika Assotsiatsiooni uus president

Kongressi t66 joudis 16pule 26. augustil. Pidulik lopuistung,
mille avas kongressi president akad. I. G. Petrovski, toimus MRU
aulas. Kokkuvotete tegemiseks kongressi kdigust voOtsid sona
professorid G. de Rham (Sveits), L. Ilijev (Bulgaaria) ja
Ch. Morrey (USA). Nad markisid tunnustavalt kongressi head
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organiseerimist ning valjendasid koigi osavotjate nimel tdnu org-
komiteele ja Noukogude valitsusele, kellelt saadud suur mate-
riaalne toetus kongressile oli vilisriikidest tulnud osavotjatele
iillatuseks. Rahvusvahelise Matemaatika Assotsiatsiooni senine
president G. de Rham tegi teatavaks assotsiatsiooni uue juhatuse
valimise tulemused. Uueks presidendiks valiti Pariisi {ilikooli
professor Henri Cartan, asepresidentideks NSV Liidu akadeemik
M. A. Lavrentjev ja professor D. Montgomery USA-st. Seejarel
vottis sona prantsuse matemaatikute esindaja J. Dieudonné, kes
kutsus kogu maailma matemaatikuid jargmisele kongressile
1970. a. Prantsusmaale Nizzasse. Auditoorium vottis selle kutse
vastu aplausiga. Kongressi president 1. G. Petrovski lopetas
kongressi ja soovis koikidele osavotjatele uusi edusamme mate-
maatika arendamisel.

Pidulikule lopetamisele jargnes vastuvott Kremli Kongresside
Palee vastuvotusaalis, kus avanes suurepdrane voimalus viimas-
teks vestlusteks ja lahkumissdnadeks, kus meenutati nii huvita-
vaid kongressiistungeid kui ka rohkearvulisi ekskursioone, kont-
serte ja teisi vaba aja sisustamiseks organiseeritud iritusi.

G. Kangro, U. Lumiste, O. Prinits, E. Tiit

NSVL TEADUSTE AKADEEMIA PRESIDENDI M. V. KELDOSI
AVASONA KONGRESSIL'!

Matemaatika, olles vanim kdikidest teadustest, jddb samal
ajal igavesti nooreks tormiliselt arenevaks teaduseks, mis kogu
aeg laiendab oma tunnetuspiire, tiha siigavamalt arendab oma
seoseid mitte iiksnes loodusteadustega, vaid ka inimtegevuse
koige mitmekesisemate aladega. Olen seisukohal, et matemaati-
liste teooriate vddrtus on seda suurem, mida tihedamalt on nende
juured seotud ndhtustega selles maailmas, milles me elame ja
mida korgema abstrakisiooniasime ja mida iildisema vaatekoha
me samal ajal saavutame. Teooria edu soltub paljus sellest, kas
meil o6nnestub leida uuritavale ndhtusele adekvaatne iildistuse
tase ja abstraktsiooniaste.

Teooria vddrtus mddratakse sellega, kuivord tema iildised tu-
lemused voimaldavad moista konkreetseid ndhtusi ja lahendada
konkreetseid iilesandeid. Uldised matemaatilised teooriad luba-
vad meid sigavamalt mobista ndhtuste omavahelisi seoseid. Ma-
temaatiliste meetodite kasutuselevott korraldab iimber teaduse-

! «Heaens», Ne 34, 1966, 1k. 8.



alasid ja seab nad mitte ainult Rorgemale loogilise -motlemise
astmele, vaid avab ka uusi véimalusi, uusi iilesandeid, véimaldab
uut moodi laheneda ndhtusele. On killalt meenutada, milliseid
revolutsioonilisi pohimdtielisi nihkeid loodusteaduste arengus
kutsusid esile lopmata vdikeste suuruste analiiiis, tondosusteoo-
ria, operaatorite teooria ja lopuks juba kdesoleval ajal tormiliselt
arenev loogiliste protsesside lahtiméteslaminkz

Matemaatika selliste abstrakisete alade, naguw hulgateooria ja
fopoloogia, algebra, funktswnaalanaluuSL jd feiste hiljuti tekki-
nud suundade areng viis mitte iiksnes erakordse iluga teooriate
tekkimiseni, vaid ka uute véimsate meetodite loomiseni kogu
matemaatikas. Mulle ndib, et me elame ajastul, mil matemaati-
line meetod erilise jouga rajab endale teed itha uutesse teadus-
aladesse. Fiiisika korval omandab matemaatiline motlemisviis
jarjest suuremat ldhendust keemias, bioloogias, geoloogias, ta
tungib laialt ihiskonnateadustesse ja esmajoones majandustea-
dusse. Loogiliste protsesside ja operalsiooniteooria aluste uuri-
mine, diskreetse matemaatika meetodid, elektronarvutusseadmete
loomine valmistasid ette pinna wueks grandioosseks teaduslik-teh-
niliseks revolutsiooniks inimkonna kogu elutegevuses, tousmiseks
uuele astmele looduse ja elu paljude prolsesside méistmises ja
nende protsesside automatiscerimises, mida hilise ajani loeti ini-
mese intellektuaalse tegevuse aladeks, aga samuti nende mate-
maatiliste protsesside realiseerimises, mida me lugesime teosta-
tavaiks ainult abstrakises motlemises.

Matemaatika valdkond on muulunud niivord laiaks, et mate-
maatikud konelevad mitle ainull crinevale rahvaste keeltes, vaid
ka erinevates matemaatilisies keelles, ning nende keel on veel
kdttesaadamatu teiste erialade paljudele leadlastele. Kuid just
nimelt matemaatilise meetodi avaruse ja j6u poolest on kongress
suure tdhtsusega kogu teaduse jaoks ja inimkonna kultuuri
arengu seisukohalt.

NOUKOGUDE AKADEEMIKUTE MOTTEAVALDUSI
KONGRESSI PAEVILT

Kédesoleva kongressi iseloomulikuks jooneks on ka «puhta» matemaatika
seostumine rakenduslikuga.
(L. V. Kantorovits, «ITpasaa», 22 VIII 1966)

Teadusliku progressi iks iseloomulikumaid jooni seisneb kaasaegse mate-
maatika ideede ja meetodite kiires tungimises teaduse, tehnika ja rahvama-
janduse koige erinevamatesse harudesse. Teadus on uhtne voib radkida ainult
teadusest endast ning tema voimalikest rakendustest.

(M. A. Leontjev ja N. N. Bogoljubov, «IlpaBaa», 15. VIII 1966)
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NSVL TA president M. Keldds avab kongressi.
Presiidiumis (temast paremale): G. de Rham, I. G. Petrovski, K. N. Rudnev ja M. A. Lavrentjev



Pilk kRongressisaali avaistungil



Matemaatikat \ei tohi vaadelda moodsa meelelahutusena ega ka imerohuna
koigi hddade vasty, teda ei..vpi rakendada. ilma tema olemust ja vdimalusi
piisavalt tundmata.

(I. G. Petrovskl «Mssectua», 16. VIII 1966)

maatikas Qhist keelt.

Kongressi DE)hiliéil:s iilesandeks on — aidata matemaatikutel leida mate-
(A. D. Aleksandrov, «Hemend», Ne 34, 1966)

'KEELEPROBLEEMID

Akadeemik I. G. Retrovski 'markis kongressi avamisel: «Matemaatikute
kongressidel on ka omg traditsioonid. Uks neist on, et kongressil peetavaid
matemaatika-alaseid ettekandeid ei tolgita. Siimbolite, valemite ja vorrandite
keel dhendab kogu maailna matemaatikuid.»

Kongressil oli neli, ametlikku keelt -— vene, inglise, prantsuse ja saksa
—.ning iga ettekandja v0is .oma valiku jirgi {ihes neist keeltest esitada oma
ettekande teesid ja (kas samas voGi erinevas) ka esineda. Praktiseeriti ka kahes
keeles esinemist — koneldi {ihes keeles ning samal ajal kirjutati tahvlile selgi-
tusi valemite juurde teises keeles, diskussioone aga peeti sageli mitmes kee-
les korraga.

Paljud vilismaade matemaatikud on néukogude kirjanduse jalgimiseks oppi-
nud selgeks vene keele ning kasutasid seda isegi kongressil esinemiseks. See-
vastu aga mitmed noéukogude teadlased esitasid oma ettekanded kongressi
mones teises keeles (voi jagasid kuulajaile rotaprindil paljundatud voorkeel-
seid tekste).

* & %

Ei tule siiski arvata, et «siimbolite, valemite ja voOrrandite keel» on tajesti
ithtne. Ka siin on tegemist terve rea erinevate «keeltega», mis vastavad mate-
maatika erinevatele harudele. Mitte asjata pole matemaatikute seas kiibel anek-
doot, mille kohaselt kaks matemaatikut arutasid omavahel mingit teaduslikku
probleemi teineteist suurepdraselt moistes — seni, kuni avastasid, et teine réa-
gib samadés siimbolites hoopis teise valdkonda kuuluvatest asjadest. Esineb aga
ka vastupidiseid olukordi: sisuliselt samade nihtuste kirjeldused erinevates «ma-
temaatilistes keeltes» on niivérd erinevad, et samastamine ei olegi sugugi
lihtne. Matemaatika rakendusalade avardumisega tekib uusi matemaatilisi keeli
tha juurde: on ju mingi teadusharu matematiseerimisel esimeseks sammuks talle
vastava «matemaatilise keele» loomine.

KONGRESSI PUDEMEID

Kongressi istungeist vaba aja sisustamiseks oli organiseeritud mitmesugu-
seid dritusi: ekskursioone tutvumiseks Moskva linnaga ja muuseumidega, laeva-
soit Moskva—Volga kanalil, [6busdite «Raketal» méoda Moskva joge jms. Nende,
nn.  «istungivaliste» {irituste «naelaks» kujunes kahtlemata jalgpallivoistlus ndu-
kogude matemaatikute ja teiste maade esindajate vahel, mis 16ppes ndukogude

matemaatikute véiduga 5:2.
% * ES
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Suurt elevust tekitas kongressil salaparane N. Bourbaki,/kelle nimi figuree-
ris Prantsusmaalt kongressile sditnud matemaatikute nimekirjas. Orgkomiteete
laekunud ankeedis oli ta teatanud endast: perekonnanimi Bourbaki, nimi —
Nicolas, elukutse — professor. Kui avaistungil ettekandeks/ varske Fieldsj pree-
mia laureaadi A. Grothendiecki uurimistulemustest astus tyibiiiinile J. Dieudonné,
kes teatavasti on iiks Bourbaki riilhma asutajaid,! lekkis istungitesaalis 16bus
elevus. Monda aega oli MRU peahoone seinal kuulutus, kys paluti prof N. Bour-
bakid ilmuda intervjuuks pressiklubisse. Pole vist tarvis lisada, et Bourbaki
sdilitas oma saladuse — infervjuud ei toimunud asjaosaljse mitteilmumise tottu.

E3 E3 E3

Suure hoolikuse ja tdpsusega teenindas kongressi)litkmeid nn. ekspressi-
riithm. Igal hommikul oli MRU peahoone vestibiiillis Jaual mitu virna véirske
informatsioonibiilletddni numbreid, mis operatiivselt ja jasjalikult teatasid muu-
datustest ja tdiendustest programmis, uute liikmete [saabumisest kongressile
jms. Suur oli esialgu lugejate hdmmeldus, kui nad kpngressi viimasel péeval
ilmunud biilletddnist nr. 10 lugesid:

«Professor D. H. Integralsky kahetunnilise eltekande nimetuses (vt. biille-
tddn nr. 5, lk. 13) esineb triikiviga: «Holderi tingimust rahuldavad triviaalsete
Pontrjagini kordajatega pseudoriimanlikud kvaasikompaktsed poollineaarsea mit-
teelliptilised globaalsed rajavidirtuse iilesanded» asemel tuleb lugeda «Triviaal-
sete Pontrjagini kordajatega Holderi tingimust rahuldavad pseudoriimanlik:d
kvaasikompaktsed poollineaarsed mitteelliptilised globaalsed rajavaartuse iiles-
anded». Me oleme viga tdnulikud professor H. D. Differentialskyle, kes juhtis
meie tdhelepanu sellele eksitusele.

7. sektsiooni teaduslik sekretdr teatab, et professor D. H. Integralsky ette-
kanne kantakse iile 8. sektsiooni.

8. sektsiooni teaduslik sekretidr teatab, et professor D. H. Integralsky ette-
kanne kantakse iile 9. sektsiooni ...

13. sekisiooni teaduslik sekretdr teatab, et professor D. H. Integralsky
ettekanne kantakse iile 14. sektsiooni.

14. sektsiooni teaduslik sekretir teatab, et professor D. H. Integralsky ette-
kanne kantakse iile 7. sektsiooni.»

Biilletddnis nr. 5 oli aga ainult 6 lehekiilge! Asjasse toid monevorra selgust
jérgnevad read:

«Kallid kongressist osavotjad!

Teil oli véimalik veenduda meie informatsioonibiilletddnide laitmatus kvali-
teedjs. Koik teie ja meie poolt méargatud ja mirkamata jddnud eksitused ja triiki-
vead olid mdeldud selleks, et kutsuda esile teie muigeid, ja selleks, et meil oleks
millegagi tdita biilletddnide jdrgmisi numbreid.

Lkspressirihm»

1 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 3—I11.




RUUMI MOISTE GEOMEETRIAS!
U. Lumiste

Tee uue geomeetriani

Teaduse areng on pidev ja 16ppematu protsess. Ei ole veel
olnud teooriat, mis oleks voinud pretendeerida absoluutse toe
saavutamisele. Juurdlev moistus ja teravmeelne eksperiment on
varem voi hiljem ikkagi leidnud ldhtekohti iildisemale ja eelmist
ainult piirjuhuna haaravale teooriale, mis kajastab siigavamalt
asjade olemust.

Heaks néiteks selle kohta on ruumi geomeetrilise struktuuri
tundmadppimise ajalugu. Antiik-Kreekast périt eukleidilise geo-
meetria ainulaadne loogiline rangus ning hiilgavad rakendused
matemaatilises loodusteaduses koos idealistlikus filosoofias juba
dogmaks muudetud teesiga selle geomeetria ainuvoimalikkusest
ndisid taielikult sulgevat tee uutele pohimottelistele lahendustele.
Koik paistis olevat klassikaliselt selge ja geomeetria areng néis
kulgevat ainult uute meetodite arendamise ja iiksikdetailidesse
suurema siivenemise suunas.

Kuid nii oli see ainult pealiskaudsel vaatlemisel. Tugevama
kriitilise meelega uurijad, kes siivenesid siigavamalt Eukieidese
geomeetriasse, leidsid mondagi, mille iile tuli veel jdrele moelda.
Ka sellel antiikaja siinnitatud titaanil oli oma «Achilleuse kand»,
kus ta oli kaitsetu kriitika vastu.

Juba V sajandi kreeka Opetlane, iiks Eukleidese silmapaistva-
maid kommentaatoreid Proklos juhtis tdhelepanu seliele, et Euk-
leidese aksioomid ei ole oma sisult ja haaratavate moistete mahult
samavéairsed. Samal ajal, kui esimeses neljas aksioomis on iga-
ithes juttu ainult paarist moistest, koneleb viies aksioom korraga
kolmest sirgest, kahest nurgast ja nende summa vordlemisest kol-
manda nurgaga. Pealegi on aksioomi sonastus peaaegu sama
pikk kui eelmiste omad kokku. Proklos juhtis tdhelepanu ka sel-
lele, et viiendat aksioomi, erinevalt eelnevast neljast, ei saa
lugeda meie katsete ja kogemuste paratamatuks jdrelduseks.

Viimases veendumiseks vbime arutleda jdrgmisel viisil. Lan-
getame sirgele a ristloigu AB pikkusega nditeks 10 ¢m ja tom-

! Jirg, algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, XI, 1k. 3—9.
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bame ldbi punkti A samal tasandil sirge b, mis moodustab selle
1diguga nurga « (joon. 4). Eukleidese viies aksioom on sama-
vadrne vaitega, et ainus voimalus, mil sirge b ei l0ika sirget a,
on juht ¢=90° — niipea kui a < 90° peavad sirged a ja b 10i-
kuma. {

Meie igapédevased kogemu- ;
sed  kinnitavad, et kiillalt ~ A -a
suure vahe 90°—a korral a T
ja b toepoolest loikuvad. Seda \
voib  kontrollida otseselt néi- '
teks joonisel. Mida aga teha
siis, kui a=189°59'59", s.t.
kui vahe 90° — a on ainult 17? 8 a
Meie kogemused iitlevad sel Joonis 4.
korral iiles. Me jddme usku-
ma, et kui a ja b loikuvad, siis
kindlasti vidga kaugel, arvatavasti mitte enne kui 20 km kaugu-
sel 2. Kas me aga voime IGikumises absoluutselt kindlad olla?
Selgust asjasse tooks eksperiment, kiisimine looduselt endalt.
Antud juhul oleks seda vahest voimalik teha optiliste seadmete
abil. Kuid ka eksperiment ei lahendaks veel kiisimust loplikult.
Igal eksperimendil on oma piirid (mida teha néditeks vahe 90° —
veelgi vaiksemate vairtuste korral?), pealegi on eksperiment
alati seotud mootmisveaga, mis voib «neelata» uuritava nahtuse
iilivaikesed efektid. Koige lopuks peaksime ikkagi tunnistama:
absoluutset garantiid selle kohta, et sirged a ja b 16ikuvad vahe
90° — @ iga nullist erineva véaartuse, kasvoi kuitahes vaikese
puhul, me siiski anda ei saa.

Lugeja voib nitiid teatavas hdmmelduses kiisida, kas siis mit-
teloikumine on sel puhul iildse moeldav, kas ei peaks sirgete 16i-
kumine olema niisugusel juhul jdreldatav juba geomeetria koige
elementaarsematest pohitodedest? Tépselt samuti on enne teda
kiisinud vdga paljud uurijad kiill asjaarmastajate, kiill eritead-
laste seast. Moodustab ju see kiisimus omal ajal kuulsa «V aksi-
oomi probleemi» ehk «paralleelsirgete probleemi» sisu: toestada,
et punkti A 14bib iiksainus sirge, mis on sirgega a samal tasan-
dil, kuid ei 16ika teda. Ule kahe tuhande aasta koitis see prob-
leem matemaatikute tdhelepanu. On esitatud arvukalt «tGestusi»,
mille saatus oli koigil iiks — ikka selgus, et igaiiks neist sisal-
das loogilise vea. Kui ei olnud just tegemist mone ranga eksitu-
sega, siis oli viga alati selles, et toestamisel voeti aluseks mingi
niisugune ltause, mille pohjendamisel ei saa kuidagi hakkama
ilma toestatava vaite kasutamiseta. Sellesse 10ksu, mida tunti
juba antiikajal circulus vitiosus’ena («ndiaringina»), langesid

2 Toepoolest, iilivdikeste nurkade puhul on tangens ligikaudu sama suuv
kui nurga radiaanmdéot (s.t. kui ¢ < 0, siis tang = ¢); et nurga 1” radiaan:
moot x méddratakse vordest 1: (360.60%) = x : &; siis cot 1”7 == 206000.

20



asjaarmastajate korval ka sellised tuntud matemaatikud nagu
J. Wallis ja A. M. Legendre 3.

Ainus, mida niisugused «toestused» on andnud matemaati-
kale, on rida lauseid, millega vGib aksioomide seas asendada
Eukleidese viienda aksioomi, ilma et kogu jérelduste siisteem:
selle all vdhimalgi maaral kannataks. A. M. Legendre’i téodest
(18. saj. lopp) selgub niiteks, et viies aksioom on asendatav lau-
sega, mille kohaselt kolmnurga sisenurkade summa on vordne
sirgnurgaga *.

Esimene matemaatik, kes tunnistas ausalt, et koik senised
toestuskatsed ei ole ihaldatud eesmirgile sammugi ldhemale vii-
nud, oli J. H. Lambert (1728—1777). Ta oli ka iiks esimesi, kes
pititdis probleemile lahendust leida vastuvditelise toestamise teel.
Lambert vottis eelduseks toestatavale véitele tdpselt vastupidise
lause: «kolmnurga sisenurkade summa erineb sirgnurgast» ning
hakkas tegema jadreldusi geomeetria algtodedest ja sellest lau-
sest. Kui nende jarelduste siisteemis voiks leida vasturdikivuse,
siis saaks sellest jareldada, et eelduseks voetud lause ei ole alg-
todedega kooskolas ning tuleks korvale jdtta — probleem oleks.
lahendatud. Lambertil tuli siin, samuti nagu Saccheril enne teda,
tegelda kolme juhuga: sisenurkade summa kolmnurgas on kas
vordne, suurem voi vdiksem sirgnurgast. Teisel juhul ta joudis.
kiiresti vasturdakivuseni iisna elementaarse lausega: murdjoon.
on pikem kui tema otspunkte iihendav 16ik ®>. Kolmandal juhul ei
onnestunud Lambertil kuidagi vasturddkivust leida, kuigi ta aren-
das vélja kiillalt ulatusliku jirelduste siisteemi. Sellega seoses.
kirjutas Lambert 1766. a. kaugelendgevalt: «Mulle niib tdhele-
panuvéirsena, et teine hiipotees leiab kinnitust, kui tasandilised
kolmnurgad asendada sfddrilistega. Sellest tuleks mul peaaegu

3 Moningaid sellistest «tGestustest», samuti tadiendavaid andmeid paralleel-
sirgete probleemi kohta, voib lugeja leida K. Ariva artiklist «LobatSevski geo-
meetria», mis avaldatakse kdesolevas kogumikus lk. 73—-90. Toim.

4 Matemaatika-ajaloolaste hilisemad uurimused on niidanud, et see iipris.
oluline fakt oli teada oieti juba keskajal monedele Kesk-Aasia ja Lahis-Ida
matemaatikutele (Omar Haijam XI saj., Nasireddin XIII saj.), hiljem aga ka
Euroopas enne Legendre’it G. Saccherile ja J. H. Lambertile. Huvitav on mér-
kida, et seos viienda aksioomi ja kolmnurga sisenurkade summat kisitleva:
lause vahel ilmneb ka Tartu gimnaasiumiopetaja, siinse dlikooli kasvandiku
P. C. M. Sokolowsky 1830. a. Tartus avaldatud brosiiiris «Theorie der Paral-
lellinien zuerst geometrisch begriindet». Sokolowsky enda arvates téestab Euklei-
dese viienda aksioomi, kuid votab, ise seda markamata, aluseks jargmise lause:
(mis seega kujuneb tal faktiliselt uueks tdestatavat viidet asendavaks aksioo-
miks): «kui kolmnurga /\ ABC kiilje AB pikendid kanda kolmandasse tippu C,
siilitades nende nurgad kiilgedega AC ja BC, siis kummastki neist saab teise
pikend tippu C ldbival sirgel». Kerge on niha, et see lause on tdepoolest sama-
viirne vaitega, et kolmnurga sisenurkade summa on sirgnurk.

5 Mirkigem vordluseks, et sfdaril, kus poolringjoonest pikem suurringjoone
kaar ei tarvitse olla lithem kui tema otspunkte iihendav suurringjoonte kaartest
koosnev murdjoon (s.t. kus see lause ei kehti), on kolmnurga sisenurkade
summa alati suurem kui sirgnurk.
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teha jareldus, et kolmas hiipotees leiab aset mingil imaginaarsel
sfadril. Igal juhul peab leiduma pohjus, miks ta ei ole tasandll
fimberliikatav sama kergesti kui teine hiipotees».

Samasugustele veel mitte kiillalt selgesti pohjendatud ja {ipris
kahtleval viisil véljendatud seisukohtadele joudsid hiljem veel
mitmed teisedki autorid: F. K. Schweikart, F. A. Taurinus jt.

Esimeseks teadlaseks, kes tdie selgusega tunnetas, et nii-
suguse vastuvditelise meetodi puhul saadav jirelduste siisteem
on tdpselt sama heas loogilises kooskodlas nagu eukleidiline geo-
meetria ja on pohimotteliselt uus geomeetria, oli iiks koigi aegade
suuremaid matemaatikuid — C. Fr. Gauss. Ta andis uuele geo-
meeciriale ka nime — mitteeukleidiline. Kuid Gauss ei ole oma
avastusest ridagi avaldanud; koik, mis me sellest teame, koosneb
iiksikutest fragmentidest tema erakirjades ja pideviku lehekiilge-
del. Gauss kartis, nagu ta ise viljendab, «bdootlaste kisa» ndme-
date kriitikute hulgast, kelledele ainudigeks piihitsetud eukleidi-
line geomeetria nédis olevat kogu geomeetria algus ja 1opp.

Uue geomeetria siistemaatiline arendamine ja publitseerimine
on kahe noore matemaatiku teene. Uheks on Kaasani iilikooli kas-
vandik ja hilisem professor ning rektor Nikolai LobatSevski, tei-
seks noor ungari ohvitser s6javdeinsener Jano$ Bolyai. Nad mo-
lemad joudsid uue geomeetria olemasolu tunnetamiseni nii Gaus-
sist kui ka teineteisest soltumatult ja ligikaudu iiheaegselt ning
arendasid selle vidlja — iiks Kaasanis, teine TemeSvaris — pea-
aegu samas ulatuses nagu kreeklased omal ajal eukleidilise geo-
meetria. Avaldamise prioriteet kuulub N. LobatSevskile, kes tegi
esimese ettekande oma avastusest juba 1826. aastal, esimese
artikli aga publitseeris 1829. aastal. J. Bolyai kulutas t66 vii-
mistlemisele rohkem aega ja nii ilmus see alles kolme aasta
parast, 1832. aastal. Paraku ei leidnud kummagi noore uurija
to6d matemaatika avalikkuses véirilist hindamist. Isegi Gauss,
kellele Bolyai teos saadeti, piirdusvaid méirkusega erakirjas, et
koik see oli-talle juba varem teada. Nii jdigi Bolyai t66 tema vii-
maseks avaldatud uurimuseks. Ka LobatSevskil tuli kokku puu-
tuda kolleegide iikskoiksuse ja asjatundmatusega, mis ulatus
koguni naeruvdiristava pamfletini vene ajakirjanduses, kuid oma
avastuse eest seisis ta mehisemalt kui Bolyai. Ta arendas uut geo-
meetriat mitmetes artiklites ja raamatutes ning, mis on eriti
vadrtuslik, piliidis avada ka selle filosoofilist ja rakenduslikku
tdhendust.

LobatSevski moistis tdie selgusega, et kiisimust ruumi geo-
meetrilisest struktuurist saab otsustada ainult eksperimendi soo-
ritamise teel, aga mitte mingite aprioorsete otsustuste omaksvot-
misega. Kui loogilise kooskola poolest seisab eukleidilise geomeet-
ria korval samavdédrsena veel teine geomeetria, siis voib ainult
katse selgitada, kumb neist vastab paremini reaalse ruumi struk-
tuurile kosmilises ulatuses,
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Arusaamatuste valtimiseks tuleb markida jdrgmist. Lobat-
Sevski geomeetria ei ole sugugi eukleidilise geomeetria téielik
eitus, ta haarab selle tegelikult piirjuhuna. Kui eukleidilises ruu-
mis on kolmnurga sisenurkade summa alati 180°, siis LobatSevski
geomeetrias on see summa vadiksem, kuid muutuv suurus ja mida
vaiksem on kolmnurk, seda ldhedasem on ta piirvdartusele 180°.
Siit voib jareldada, et vaikestes piirkondades on LobatSevski geo-
meetria lahenduseks tavaline eukleidiline geomeetria. Olukord on
samasugune nagu Maa pinna plaanistamisel, kus me véikestes.
piirkondades loeme tasasele paberilehele joonestatud plaani pea-
aegu tépselt vastavaks tegelikkusele, ;kuigi teame, et Maa pinna
plaanistatav osa on tegelikult suure kerapinna tiikk. Kui me sel-
lest, et reaalse ruumi teatava suurusega piirkonna struktuuri
kirjeldab kiillalt suure tdpsusega cukleidiline geomeetria, jdrel-
daksime, et kogu kosmiline ruum kujutab endast geomeetrilise
struktuuri poolest eukleidilist ruumi, siis me teeksime sama vea,
mis muistsed rahvad, kes vaatevidlja nailisest tasasusest jarelda-
sid, et kogu Maa on lame ketas.

LobatSevski taipas seda koike védga héasti. Ta tegi huvitava
katse avastada mitteeukleidilisi efekte reaalse ruumi kosmilise
ulatusega piirkondade struktuuris. Kasutades tolle aja astronoo-
mia andmeid, arvutas ta véilja sisenurgad grandioosses kolmnur-
gas, mille ithe kiilje moodustab Maa orbiidi diameeter ja kol-
mandaks tipuks on kinnistidht Vega. Erinevust eukleidilisest geo-
meetriast, mis oleks iiletanud tolleaegsest vaatlustehnikast tingi-
tud iisna suuri mootmisvigu, ta paraku ei leidnud.

Uldse jai LobatSevski geomeetria autori eluajal siiski veel
abstraktseks lausete siisteemiks, mis selles ulatuses, nagu teda
oli joutud vélja arendada, oli heas loogilises kooskolas, kuid
mille reaalne tdhendus jdi suures osas veel moistatuseks — ta oli
veel «kujuteldav geomeetria», nagu teda LobatSevski oma esimes-
tes t66des ka nimetas. Miski ei andnud veel kindlat garantiid, et
varem voi hiljem selles siisteemis siiski ei teki mingi vasturadki-
vus, mis viiks siisteemi kokkuvarisemiseni ja jdtaks ikkagi ainu-
oigeks eukleidilise geomeetria.

Vastus sellele LobatSevski ees scisnud siigavale probleemile
saadi alles hiljem, kui onnestus leida eukleidilise geomeetria baa-
sil mudelid LobatSevski geomeetriale. Alles siis sai loplikult sel-
geks, et vasturddkivus LobatSevski geomeetrias tooks endaga
kaasa vasturddkivuse ka eukleidilises geomeetrias, mistottu loogi-
lise vasturdakivusetuse seisukohalt on molemad geomeetriad iihe-
suguses olukorras. Kui on kooskolaline eukleidiline geomeetria,
siis on tema korval samavorra kooské6laline ka LobatSevski geo-
meetria, haarates pealegi teda kui piirjuhtu. Sellega oli iihtlasi
antud 1oplik lahendus paralleelsirgete probleemile: Eukleidese
viies aksioom (v6i néditeks kolmnurga sisenurkade summa vordu-
mine sirgnurgaga igas, ka kuitahes suures kolmnurgas) ei ole
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jareldatav geomeetria lihtsamatest pohitodedest. Eksisteerib sel-
line geomeetriliste lausete deduktiivne siisteem — LobatSevski
geomeetria, milles pohitoed on sailinud, kuid Eukleidese viies
aksioom ei kehti (s.t. kolmnurga sisenurkade summa on viiksem
kui sirgnurk).

Peatumata ldhemalt LobatSevski geomeetria esimeste mudelite
saamislool tutvustame allpool lithidalt iihte neist, mida tuntakse
Beltrami-Kleini mudelina. Uhtlasi saab siis selgeks, mida uut
toob oieti endaga kaasa LobatSevski geomeetria, vorreldes euk-
leidilise geomeetriaga. Enne seda on aga vaja kasvoi pogusalt
tutvustada geomeetria mudeli moistet ,iildse.

«Maailm kdverpeeglis»

Et paremini aru saada geomeetria mudeli mdistest, vaatleme
esialgu tavalise eukleidilise planimecetria mudeleid.

Kujutleme tasandil a seisvat vaatlejat, kes jilgib koike tasan-
dil olevat ja toimuvat fema pea kohal olevast suurest sfadrilisest
kumerpeeglist, mille olemasolust ta ise ei ole teadlik.

Joonis 5.

Tasandil asuva punkti X kujutis satub tema silma alles parast
peegeldumist, mistottu vaatleja nédeb selle asemel punkti X’ tea-
taval kujuteldaval rohttasandil g (joon. 5). Tasandi « koiki
punkte ndeb ta punktidena teatavas ringis R, mille dirjoon C
koosneb tasandi « «lopmata kaugete» punktide kujutistest (s.t.
kui punkt X tasandil « kaugeneb teatavas suunas, siis tema kuju-
tis X’ laheneb piiramatult sellele ringjoonele C). Sirgeid tasan-
dil @, mis 1dbivad vaatleja toetuspunkti O, ndeb ta ringjoone dia-
meetritena, koiki teisi selle tasandi sirgeid aga teatavate kover-
joontena, mis iihendavad ringjoone C diametraalselt vastupidi-
seid punkte. Joonisel 6 on kujutatud pilt, mille saab vaatleja

24



tasandist a ja sellele tasandile tommatud sirgete ortogonaalsest
vorgust. Tugevama joonega on eraldatud tasandil a« asuva tdis-
nurkse kolmnurga /A ABC kujutis A\ A’B’C’.

Sellise nditliku  kujutluse
voib votta aluseks eukleidilise
planimeetria teatava mudeli
koostamisel ringi R sees. Sel
puhul tolgendatakse eukleidilist
tasandit kui ringi R sees ole-
vate punktide hulka, sirgeid ta-
sandil nende iilalmainitud vii-
sil saadud kujutistena — tea-
tavate kindlate joontena ringis
R, mis iithendavad selle dia-
meetrite otspunkte. On selge, et
sellised moisted nagu kahe
punkti vaheline kaugus, kahe Joonis 6.
sirge vaheline nurk jt. on ta-
sandi a tavalise eukleidilise meetrikaga vorreldes tunduvalt moo-
nutunud. Nende tegeliku suuruse leidmiseks mudelilt tuleb kas
otseselt voi kaudselt taastada vastava «loigu» voi «nurga» origi-
naal lahtetasandil e ning leida selle originaali pikkus voi suurus.
Nii naiteks on iga kaks joonisel 6 kujutatud loikuvat «sirget»
omavahel risti ning iga kahe mitteldikuva «sirge» vahelised «1oi-
gud» nendel «ristsirgetel» omavahel vordsed.

Huvipakkuv on tasandi liikumiste tolgendamine vaadeldaval
mudelil. Tasandi a liikumine on selle tasandi punktide hulga nii-
sugune teisendamine (kujutamine iseendale), mille puhul séiilib
iga kahe punkti vaheline kaugus. Vaadeldavas mudelis on sel
puhul tegemist ringi R teatava kujutamisega iseendale. Naiteks
poore tasandil ¢ punkti O itimber on tolgendatav ringi R poor-
dena O. {imber, ro6pliike tasandil ¢ aga kujutab endast mairksa
huvitavamat teisendust, milles punktid kanduvad edasi piki jooni-
sel 6 kujutatud «sirgete» vorgu iithe parve jooni, selliselt et iga
teise parve «sirgel» asuvad punktid jddvad jallegi selle parve
teatavale «sirgeles.

Joonis 7.
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Voib nédidata ka teistsuguseid viise eukleidilise planimeetria
mudelite konstrueerimiseks antud ringis R. Mainime siin veel
iihte nditlikku ja seetottu kergesti moistetavat votet. Toetugu
tasandile « iilalt avatud poolsfddr keskpunktiga QO (joon. 7).
Tasandil e vabalt voetud punktile X vbib vastavusse seada punkti
X’, millesse projekteerub poolsiddri ja sirge OX l6ikepunkt Y.
Kogu tasand « kujutub sel puhul jillegi teatava ringi R sise-
museks, «sirgeteks» on aga mitte enam eelmise mudeli «sirged»,
vaid ringjoone C diameetrite otspunkte iihendavad poolellipsid.
Ka pikkusi ja nurki tuleb niiiid mudelil mo6ta monevorra teisiti.

Sellised mudelid voimaldavad heita uut valgust eukleidilise
planimeetria moningatele kiilgedele, nditeks haarata eukleidilist
tasandit kui tervikut. Planimeetria enda: uurimise seisukohalt neil
mudelitel erilist vadrtust muidugi pole, sest tdnu sarnasuse ole-
masolule eukleidilises geomeetrias on tavalised joonised, plaanid
jms. ka tasandi kiillalt suurte piirkondade jaoks méarksa parema-
teks mudeliteks.

Analoogilised mudelid antud sfdiris on voimalik konstruee-
rida ‘ka eukleidilise stereomeetria jaoks. Nad ‘esitavad eukleidi-
list- maailma n.-6. «koverpeeglis», seejuures paratamatult ilmre-
vate moonutustega, kuid vbéimaldavad viimastele vaatamata tol-
gendada 18plikus ulatuses ko6iki 1opmatu ruvmi geomeetria mbis-
teid.

LobatSevski geomeetria mudel

Mirksa olulisem osa on mudelitel tdita LobatSevski ‘geomeet-
ria uurimisel. Me juba konelesime sellest, et ka sel juhul, kui
reaalse ruumi struktuuri kosmilises ulatuses kirjeldaks paremini
mitte eukleidiline, vaid LobatSevski geomeetria, ka sel' juhiil
oleks ruumi véikestes piirkondades (néditeks iiksikisiku vaate-
vélja ulatuses) d&irmiselt suure tapsusega kehtiv cukleidiline
geomeetria. Et LobatSevski geomeetrias puudub sarnasus, siis on
juba pohimotteliselt voimatu kujutada LobatSevski ruumi voi ta-
sandi suuri piirkondi tavalistel joonistel ilma oluliste moonutus-
teta. Seetdttu saavad meie nditlikule kujutlusele ainsaks- toeks
olla just sedalaadi mudelid, kus LobatSevski geomeetriat tolgen-
datakse tavalise eukleidilise geomeetria vahenditega (planimeet-
riat naiteks jéllegi teatava ringjoone sees), kusjuures koik selle
geomeetria moisted saavad selles mudelis teatava erilise, antud
mudelile omase sisu.

LobatSevski planimeetria iiks koige lihtsam mudel on tuntud
Beltrami-Kleini mudelina. Selle puhul tolgendatakse LobatSevski
tasandi punktide hulka teatava ringjoone C sisemusena R ‘tava-
lisel eukleidilisel tasandil. Sirgeid LobatSevski tasandil tolgen-
datakse selle ringjoone kooludena (jédttes dra otspunktid, mis
kujutavad selle sirge «lopmata kaugeid» punkte). Selles suhtes
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on vaadeldav mudel isegi lihtsam kui eespool tutvustatud ;euklei-
dilise planimeetria mudelid. Lihtne on kontrollida, et geomeet-
ria lihtsaimad pohilaused on sel puhul rahuldatud: 14bi iga kahe
punkti kulgeb parajasti iiks «sirge», iga kaks «sirget» loikuvad
parajasti ithes punktis jms. Joonisel 8 on kujutatud néiteks
«sirge» a = AB ja «sirgete» a ja b loikepunkt C. Ilma pikemata
on selge ka see, mida tdhendavad sellised moisted nagu «punkt
B on punktide A ja C vahel», «punktid A ja B on iihel pool sir-
get b», «punktid A ja E on tei-
ne teisel pool sirget b» jne.
Koikide A ja B vahel olevate
punktide hulka nimetatakse,
nagu tavaliselt, 10iguks AB,
viirutatud punktihulka joonisel
8 aga nurgaks / ACD.
Mairksa keerukam on maa-
rata mudeli jargi loigu AB te-
gelikku  pikkust LobatSevski
geomeetrias. Selleks tuleb moo-
ta loikude AP ja AQ ning BP
ja BQ pikkused eukleidilises
geomeetrias, leida suurus

Ew Joonis 8.
ning votta selle logaritm mingi konstantse, koikide ioikude jaoks

iihise kordajaga k. Saadud arv kujutabki 16igu AB pikkust |AB]
LobatSevski geomeetrias, s. t.

AP BP
|AB| ==klog(A—Q-:§Q-). ()
Analoogiliselt on 16ikude BC ja AC pikkusteks arvud
BP CP AP CP
Et
AP CP_(AP‘BP)( BP_CP)
s AQ "CQ '\ AQ  BQ BQ " CQ/’
I (A_P.Q) lo .(flﬂ.ff) o (fﬁ. CP)
e\ag co/ ='°8\10 B0/ T ¢ \sg o )
mistottu

AC!=1|AB| - IBC],
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nii nagu see muidugi peabki olema. Kui B ligineb ringi R direle
(s. t. kui B>P) siis BP>0 ja valemi (1) pohjal |AB|~> oo,
kui ringi dérele ligineb punkt A (s. t. kui A->Q), siis AQ~>0
ning tapselt samuti |[AB|-> oco. Siit jareldub, et «sirge» on, nii
nagu see peabki olema, I6pmatu pikkusega, direringjoon on aga
LobatSevski tasandi «lopmata kauge» horisont.

Lihtsam ei ole lugu ka nurkade mootmisega mudelis. Kui tipp
asub ringjoone keskpunktis O, siis on kiill selle nurga suurused
nii LobatSevski kui Eukleidese geomeetrias iihesugused, kuid koi-
kide teiste nurkade puhul see enam nii pole. Selleks et saada
mudelilt joonisel 9 antud nurga /BAC tegelikku suurust Lobat-
Sevski geomeetrias, tuleb eukleidilises geomeetrias toimida jarg-
miselt. Tuleb votta tasandile ABC punktis O toetuv iilalt avatud
poolsfdar, mille raadius on vordne ringi R raadiusega, ning pro-
jekteerida ringi R koik punktid
alt iiles sellele poolsfairile.
Sirged projekteeruvad sel kor-
ral poolsfadri &ddreringjoonelt
risti alla laskuvateks poolring-
joonteks, nurk /BAC — tea-
tavaks nende poolringjoontega
piiratud piirkonnaks poolsfda-
ril. Nurga /BAC tegelikku suu-
rust LobatSevski geomeetrias
moodab niiiid poolringjoontele
nende l6ikepunktis A’ tomma-
tud puutujate vaheline nurk
eukleidilises geomeetrias. Joonis 9.

Siit voib muide jireldada, et ringi R diameeter ja sellega
ristuv ko6l kujutavad endast ristuvaid sirgeid ka Lobat3evski
geomeetrias, sest nad projekteeruvad ristuvateks poolringjoon-
teks iilalmainitud poolsfiaril.

Koigest sellest ei selgu veel, mille poolest LobatSevski geo-
meetria erineb eukleidilisest geomeetriast. Nagu me nagime, on
ka viimase jaoks voimalik konstrueerida mudeleid ringis R, mil-
ledes samuti tuleb erilisel viisil tolgendada selliseid moisteid
nagu sirge, nurk, 16igu pikkus jne. Erinevused selguvad alles
siis, kui me hakkame uurima teatavaid vahekordi nende moistete
vahel.

Vaatlemegi koigepealt seda vaidet, mille analiilisimisest sai
iildse alguse mitteeukleidiline geomeetria — lauset, mille koha-
selt sirgele a langetatud ristloigu AB otspunkti A samal tasandil
labiv sirge b saab sirget a mitte ldoigata ainult siis, kui fa
moodustab selle ristloiguga nurga ¢ =90° (joon. 4). Teisiti oel-
des tdhendab see sirget a mitte 16ikava ja punkti A ldbiva sirge
ainsust antud tasandil. On selge, et see lause vaadeldava
mudeli puhul ei kehti: 1dbi punkti A vo6ib tommata Iopmata
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palju «sirgeid», mis eci loika
«sirget» a (joon. 10).

Selle  tdhelepanekuga on
iihtlasi lahendatud {iks ees-
pool seatud pohimotteline kiisi-
mus: kas on iildse voimalik, et
itlaltoodud lause ei kehti, kas
ei peaks ta olema jdreldatav
juba geomeetria kdige elemen-
taarsematest pohitodedest?
Niiiid on selge, et niisugune
jareldamine ei saa olla vbima-
lik, lause voib olla mittekehtiv
ka siis, kui elementaarsemad
pohitoed kehtivad — meil
on niilid selle kohta olemas eukleidilise geomeetria vahenditega
konstrueeritud mudel. Kui lugeda eukleidiline geomeetria koos-
kolaliseks, siis voib selle mudeli olemasolust teha ka iilaltoodud
jareldused. Tdhendab, eukleidilise geomeetria korval on loogiliselt
tdiesti samavdidrsena voimalik veel teine geomeetria, milles mai-
nitud lause ei kehti. Selleks on LobatSevski geomeetria, mille
kohta kaibki dsja konstrueeritud mudel.

Mudel voimaldab lahendada mitte iiksnes seda esmajargulise
tdhtsusega pohimottelist kiisimust. Ta voimaldab kergesti avas-
tada ja néitlikult tolgendada ka LobatSevski geomeetria fakte.
Toome selle kohta moningaid niiteid.®

Osutub, et LobatSevski geomeetrias ei eksisteeri kujundit, mil-
lel oleks tavalise ruudu koik omadused .Votame nditeks kaks
«sirget», mis ringis R oleksid ristuvateks diameetriteks, ja moo-
dame nendele vordsed 16igud OA ja OB. Edasi tombame 1dbi
punktide A ja B diameetritega ristuvad kodiud, mis l6ikugu
punktis C. Ulaltoodu pohjal on ka LobatSevski geomeetrias
OA | OB, OA| AC, OB BC ja |OA|==|0B|. Samuti on, nagu
kerge kindlaks teha, ka |AC|=|BC|. Kuid tipu C juures ei teki
enam tdisnurk, sest kui me projekteeriksime koolud AC ja BC
poolsfdidrile (nii nagu nditeks joonisel 9), siis saaksime pool-
ringjooned, mis ilmselt pole enam risti — nurk /ACB on Lobat-
Sevski geomeetrias teravnurk. Samuti ei ole |AC| ja |OA| enam
vordsed.

Kas ei peaks piiiidma «ruutu» konstrueerida teisiti, tommates
naiteks «sirgest» OA iihele poole ristloike AM, nii et oleks |OB| =
= |AM|? Osutub, et ka see katse on médratud nurjumisele. Nimelt
ei ole LobatSevski planimeetrias antud sirgest (ihel pool vord-
setel kaugustel asetsevate punktide hulk enam sirge, nagu euk-

7

T
\

Joonis. 10.

. 8 Uksikasjadest huvitatud lugejale vaib soovitada Jiri Nuudi monograafiat:
0. Hy . Teomerpusa JloGaueBCKOro B aHaJHTHUECKOM HaJdo:KeunHn. Mocksa, 1961.
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leidilises geomeetrias, vaid teatav kéoverjoon, mida mudelil esi-
tab joonisel 11 néidatud poolellips.

Veendume selles, koostades selle kovera vorrandi joonisel 11
ndidatud ristkoordinaatides. T&histame selleks ringi R raadiuse
r, 1oigu OB eukleidilise pikkuse aga OB =b5. Siis OP =0Q =
=r, BP=r—b, BQ=r -+ b, mistottu
oP BP_) o r+b
Kui punkti M koordinaadid tdhistada x ja y, siis AS=AT =
=V MS= vV P—x—y, MT= V7 —x*Fy, mistttu

2 ___ 2
|AM|':klog(ﬂ§-:M—S)‘:k‘log-y——————r Xty .
\/ r2__x2_y

|OB|=vklog<

AT MT

Meid huvitavad punktid M, mille puhul |[AM|=]OB|. Nende koor-
dinaadid x ja y rahuldavad jérelikult tingimust

VrP—x4y r+4b y

_ . T r—b’
Vrr—xt—y
mille teisendamine viib mone

///i
sammu jdrele ellipsi vorrandini / )
x2 yz F
=l :

{
i
Sellest tulebki jireldada, et koi-

0
gi «sirgest» OA iihel pool vord-
setel ~ kaugustel _ asetsevate
punktide M hulk ei ole enam 7

«sirge», sest koik «sirged» kui Q
ringi R kodlud on mééaratud
lineaarvorranditega. Jarelikult
on selleks hulgaks teatav eri-
line koverjoon, mida LobatSevski geomeetrias nimetatakse ekvi-
distandiks (lad. k. aequus — vordne, distantia- — kaugus) ehk
samakaugusjooneks.”

Voimatus konstrueerida ruutu LobatSevski tasandil néitab, et
seda tasandit ei saa kujutleda nii nagu eukleidilist tasandit —
iiksteise korvale asetatud ruutude lopmatu siisteemina. Kuigi
Lobat3evski tasandil on kéige iildisemates joontes palju iihist
eukleidilise tasandiga (méirksa rohkem kui sfdiril) — ta on 16p-

Joonis 11.

7 Mirgime vordluseks, et ka sfddril, kus «sirgeteks» on suurringjooned, ei
ole «sirgest» vordsetel kaugustel asuvate punktide hulk enam «sirge». Kui néi-
teks. ekvaatorist moota mooda meridiaane pooluse poole vordsed kaared, siis
tdidavad nende otspunktid paralleeli, mis pole enam suurringjoon, s. t. pole
cnam «sirge».
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matu, sirged temal on iopmatud lahtised jooned, millel on mé&a-
ratud iihe punkti asetsemine kahe teise vahel jne. — erineb ta
sellest siiski mitmes suhtes. Ta niitlikult koneldes «<hajub laiali».
Seda tema isedrasust voiks koige ilmekamalt illustreerida vahest
jdrgmise arvutusega, Joonisel 12 on kujutatud kaks «sirget» OA
ja BC iihise ristloiguga OB. Viimast kujutava I6igu eukleidiliseks
pikkuseks on OB.= b. Sama eukleidilise pikkusega on ka 16ik AC.
Jérelikult, kui 16iku OA vaadelda muutuva suurusena, tihistades
tema eukleidilise pikkuse r, siis

o™

)

T2
_|‘4C| =klog ==

Selle vorduse parem  pool
on mdiratud ainult  juhul.

’’’’’ al
kui vV re—x2>b, s. 1. kui
x <V ra—b% . Sellel asjaotul
on hhtne geomeetnlme selgitus
— ainult sel korral loikuvad L

diameetritele OA ja OB punk- Joonis 12.

tides A ja B tommatud rist-

sirged ringis R. Edasi néih- ‘

tub. viimasest seosest, -et suuruse x kasvamisel vaartusest 0

kuni vdartuseni v r2— b? kasvab ka AC viidrtusest ]OB]—
dklog rtb » kuni 16pmatuseni. Tédhendab, kui eukleidilises plam-

meetrlas 101gu1e tema otspunktides témmatud ristsirged kulge-
vad n.-0. réobiti, jdddes teineteisest alati samale kaugusele, siis
LobatSevski planimeetrias sellised ristsirged <hajuvad» — iihel
neist véetud punkti kaugus te15e<+ ei ole tokestatud suurus, vaid
voib kasvada kuitahes suureks.®

Uldse on LobatSevski tasandil kahe sirge voimalikke asendeid
mitte kaks, nagu eukleidilises geomeetrias (ldikumine ja mitte-
16ikumine e. paralleelsus), vaid kolm. Loikumise korval on voi-
malik, nagu me nagime, hajuvus, kusjuures seda kahte juhtu
lahutab veel kolmas voimalus, mille puhul sirged kiill ei I6iku,
kiid ei ole ka hajuvad. Sellises asendis sirge a suhtes on jooni-
sel 10 kujutatud sirged b; ja b,. Nad moodustavad kaks tippnur-
kade paari tippudega I5ikepunktis A, kusjuures ilhes neist paa-

8 Siin on huvitav tommata vordiusjooni Proklose antud «tdestusega» Eitk-
leidese viiendale aksioomile (kidesoleva kogumiku lk. 87). Proklos oma «tdes-
tuses» tugineb lausele nimetatud kauguse tokestatusest. Selle lause mittekehti-
misest Lobat3evski geomeetrias ndhtub niilid, et lause ei saa olla geomeetria
lihtsamate pohitodede jdrelduseks, mistottu Proklose toestus, sisaldades loo-
gilise «noiaringi», kaotab igasuguse jou.
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ridest kulgevad koik sirged, mis loikavad sirget a, teises koik
need sirged, mis on sirge a suhtes hajuvad. Sirgeid b, ja b
nimetatakse sirge a paralleelideks (LobatSevski modttes). Eespool
antud valemeid kasutades on voimalik niidata, et sirged, mis on
selles mottes paralleelsed LobatSevski tasandil, ldhenevad iihes
suunas lopmatult teineteisele (néditeks joonisel 11 sirged a ja b
paremale liikumisel), vastassuunas aga kaugenevad teineteisest
{okestamatult. o

LobatSevski planimeetria iseloomulike faktide tutvustamisel
tuleb meil, artikli raame arvestades, piirduda nende niidetega.
Jargnevalt piitiame lithidalt selgitada, mida tuleb moista Lobat-
Sevski ruumina. See on teaduse ajaloos teine ruum (meenutame,
et esimeseks on eukleidiline ruum), mille on konstrueerinud
matemaatikud iithena voimalikest vahendeist reaalsuse geomeet-
riliste vormide teoreetiliseks kirjeldamiseks.

Eespool me juba markisime, et LobatSevski geomeetrias puu-
dub sarnasus. Seetottu on voimalik LobatSevski ruumi nditlikult
haarata jidllegi ainult eukleidilise geomeetria baasil konstrueeri-
tud mudelite abil. Uheks lihtsamaks on siin samuti Beltrami-
Kleini mudel, mis konstrueeritakse antud sfidiri sisemuses. Selle
puhul moistetakse sirgetena sfadri koole (ilma otspunktideta),
tasanditena aga sfaéri ringjooneliste 1oigete sisemusi loiketasan-
deil. Sellest nahtub, et iga tasand on siin LobatSevski tasand,
mis on esitatud teatava Beltrami-Kleini mudeliga. Kahe punkti
vahelise kauguse ja antud nurga suuruse LobatSevski ruumis
saame seega mudelilt médidrata samade valemitega ja votetega
nagu eespool. Mudel voimaldab avastada ja tolgendada ka
LobatSevski ruumi geomeetria fakte. LobatSevski ruumi pohiline
erinevus eukleidilisest ruumist seisneb selles, et ta, olles Kkiill
samuti igas suunas Io6pmatu, hajub marksa kiiremini kui viimane.
Kahe iihise ristloiguga tasandi puhul voib iihe punktide kaugus
teisest saada kuitahes suureks, kui minna kiillalt kaugele. Sel-
lest tulenevalt ei ole voimalik LobatSevski ruumi «kokku laduda»
kuupidest (nii nagu seda saab teha eukleidilise ruumi puhul),
koguni kuubi moiste ei ole temas defineeritav tapselt samas mot-
tes nagu eukleidilises geomeetrias.

Uhiseks jooneks eukleidilise ja Lobat$evski ruumi puhul on
nende homogeensus — omadus olla iihesuguse ehitusega oma iga
kahe punkti fimbruses. Geomeetria, mille ehitaks iiles nende ruu-
mide iga kaks elanikku eri kohtades, oleks ikkagi iihesugune.
Kuid teaduse jargnev areng toi endaga kaasa ka sellised mate-
maatilised ruumid, milles seda omadust enam pole. Nendest aga
juba edaspidi.

(Jargneb)
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NATURAALARVUDE AKSIOMAATIKA

J. Hion

Tanapdeva matemaatikat iseloomustab piille matemaatilisi
teooriaid aksiomaatiliselt iiles ehitada. Sellise késitluse puhul
voetakse teooria aluseks méned defineerimata moisted (pohimois-
ted) ja defineerimata seosed nende vahel (pohiseosed) ning vo=-
takse toestuseta moned nende pohimbdistete ja seoste omadused
(vastavaid lauseid nimetatakse aksioomideks). Koik teooria iile-
jddnud moisted tuleb defineerida pohimoistete abil ja koik selle
teooria jareldused (teoreemid) tuleb aksioomidele toetudes toes-
tada. Loomulikult valitakse aksioomid kogemusele toetudes ja
nad peavad Oigesti peegeldama tegelikkuse teatud omadusi. Nii-
pea aga, kui aksioomid on valitud, on otstarbekas edaspidi teha
ainult loogilisi jéreldusi nendest ja valtida kogemuse poole
po6érdumist. Naiiteks toimitakse nii geomeetrias. Siin voetakse
defineerimata moisteteks «punkt», «sirge», defineerimata seosteks
«sirge 1dbib punkti» jt., aksioomiks on naiteks lause «iga kahe
punkti jaoks leidub parajasti iiks sirge, mis l4dbib neid molemaid»
jne.!

On tiiesti loomulik piiiida aksiomaatiliselt kisitleda ka natu-
raalarvude tecoriat, millele tegelikult toetub kogu matemaatika.
Naturaalarvude teooria matemaatiliselt korrektsest iilesehitusest
soltub ka matemaatika teiste osade pohjendatus. Niiteks on viga:
oluline kindlaks teha, kas geomeetria aksioomide siisteem (nait.
Hilberti aksicomide siisteem) on vasturdakivusetu, s. o. kas geo-
meetria aksioomidest on voimalik tuletada kaht teineteisele vas-
turddkivat véidet voi mitte. Saab naidata, et geomeetria on vastu-
radkivusetu, kui selline on reaalarvude teooria. (Mirgime, et
viimase jaoks saab samuti anda kindla aksioomide siisteemi.)
Edasi saab toestada, et reaalarvude teooria on vasturdikivusetu,
kui puuduvad vasturddkivused naturaalarvude teoorias. Selle vii-
mase teooria vasturdakivusetusest saab aga konelda alles siis,
kui ta on samuti aksiomatiseeritud, kui on fikseeritud selle teoo-
ria jaoks mingi aksioomide siisteem. Alles seejdrel saab seada
kiisimuse, kas nendest aksioomidest on vdimalik teha iiksteisele
vasturdakivaid jareldusi voi mitte,

' 'Vt ndit. J. 'mav6eprt. OcHoBaHua reomerpuu. M.—-JI., 1948,
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Niisiis tuleb meil naturaalarvude aksiomaatilise teooria loo-
miseks eraldada need naturaalarvude omadused (aksioomid),
mida me votame tOestuseta omaks, ja need laused (teoreemid),
mis vajavad aksioomidele toetuvat tdestust. Seega pole siin min-
geid pohimottelisi erinevusi vorreldes geomeetria aksiomaatilise
kdsitlusega. Vahe on ainult selles, et viiteid «2-.-2=4» voi
«a-+ b =1b--a mistahes naturaalarvude a ja b korral» oleme
me harjunud alati pidama endastmdistetavateks, toestust mitte-
vajavateks, samal ajal kui veidigi keerukamaid geomeetrilisi
omadusi Opetatakse koolis tdestama (ja toestuse vajalikkust
moistma). Muidugi on olemas ka naturaalarvude keerukamaid

omadusi, naiteks «kui a = p™...p/"t on naturaalarvu a alg-
teguriteks lahutus, siis arvu a jagajate arv on (k& —1)...
(k;—+ 1)» voi «kui naturaalarv n on suurem kui 2, siis vérrand
x" - y» = 2" ei ole naturaalarvudes lahenduv», mille toestamise
(voi iimberliikkamise) vajalikkust peaks tunnistama igaiiks.
(Teine nimetatud lausetest on nn. Fermat’ suur teoreem, mille
kehtivus paljude konkreetsete n vaartuste jaoks on toestatud, kuid
mille kehtivus iga n korral on teadmata).

Naturaalarvude aksiomaatilise teooria tdhtsus seisneb mitte
ainult selles, et ta annab naturaalarvude omaduste range pohjen-
duse ja sligava analiiiisi. Paljudel selle teooriaga seotud mois-
tetel (niit. induktiivse definitsiooni ja rekursiivse funktsiooni
mbistel) on tdhtsaid rakendusi algoritmide teoorias ja tédnapée-
va arvutusmatemaatikas. Margime, et jargnevas esitatav aksio-
maatika ei ole naturaalarvude aksiomaatikate hulgas veel koige
«sligavam». Meie kisitlusele on iseloomulik, et loogiliste toes-
tusvahendite kasutamist teooria iileschitamisel ¢i piirata ja neid
vahendeid endid ei uurita. V6ib minna kaugemale ja matemaati-
lise loogika meetodeid rakendades fikseerida need tGestusvotted,
mida me naturaalarvude teooria iilesehitamisel kasutada lubame.
Selliste teooriate abil on saadud tdhtsaid tulemusi.?

Anname niiiid naturaatarvude aksioomide siisteemi, vottes alu-
seks itaalia matemaatiku Guiseppe Peano (1858—1932) poolt
1891. a. antud siisteemi. Loeme antud hulga N elemente a ja b
vordseteks, kui nad kujutavad endast iihte ja sama elementi.
Siis on elementide vordusel jargmised omadused:

1. a=a iga a= N puhul;

2. kui a=0», siis b =a, (a, b = N);

3. kuia=0b ja b=c, siisa=c (a, b, cEN).

Hulka N nimetame naturaalarvude vallaks (ehk
Peano algebraks), kui '

1) igale elemendile a =N on scatud vastavusse iiheselt maa-
ratud element o’ € N (seda elementi a’ nimetatakse a-le jargne-
vaks elemendiks);

2 vt [1. C. HoBukoB, DaeMenthl maremaruueckoit sorixn. M., 1959.
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1I) leidub element O =N, nii et 0 =a’ ei kehti {ihegi a €N
puhul;

III) kui a’=1b’, siis a=b;

1V) kui alamhulk M c N on selline, et 0= M ja secosest
a €M jareldub alati seos a’ € M, siis M= N.

Selles teoorias on iiksainus pohimdiste — hulga N element,
mida nimetatakse «naturaalarvuks», ja pohiseoseks on «b jdrgneb
a-le» (tdhistatakse b =a’). Laused I—IV on selle teooria aksi-
oomid. Viimane neist viljendab matemaatilise induktsiooni print-
siipi ja teda nimetatakse induktsiooniaksioomiks.

Kui l1dhtuda meie tavalisest ettekujutusest naturaalarvude valla
N=H0, 1, 2, 3, ...} ja arvude jirgnevuse mbdiste kohta (0-le
jargneb 1, 1l-le jargneb 2 jne.), ndeme, et aksioomid I—IV
on rahuldatud. Naturaalarvude tecoria aksiomaatilisel késitlemi-
sel tuleb meil tuntuks lugeda ainuilt lausetes I—IV véljendatud
omadused, koik iilejddnud naturaalarvudega seotud moisted ja
omadused tuleb «unustada» ja nad siis aksioomidest tuletada.

On huvitav markida, et naturaalarvude aksioomid on seotud
monede algebra pohimoistetega. Hulka N, mis rahuldab aksioomi
I, nimetatakse tavaliselt unaarseks algebraks.® Iga 1oplikku unaar-
set algebrat voib kujutada 16pliku punktide hulga abil tasandil,
kusjuures seose a’ = b korral joonistatakse punktist a nool punkti
b (vt. joonis 1). Alamhulka M unaarsest algebrast N nimetatakse
alamalgebraks, kui seosest a € M jareldub alati a’ = M. Aksioom
1V tdhendab siis, et algebra N iga alamalgebra M, mis sisaldab
elementi 0, iihtib kogu algebraga N. Sel korral nimetatakse ele-
menti 0 algebra N moodustavaks elemendiks ja algebrat N iihe
moodustajaga algebraks.

Toome niiiid nditeid mone-

. ‘ £
dest naturaalarvude teooria ’; o b
teoreemidest. (Q : O

Utleme, et naturaalarv a
celneb naturaalarvule &, kui ¢
a’="5b. Ilgale naturaalarvule ; b
ae N, peale 0, leidub eel-
nev. (Aksioomi III pohjal ele- ‘
mendil 0 ei ole eelnevat.) Joonis 1.

Selle viite toestamiseks tdhistame siimboliga M naturaalarvu-
de hulga, mis koosneb arvust 0 ja koigist neist naturaalarvudest,
millele leidub eelnev. Siis ilmselt 0 €M ja kui a =M, siis ka
a’ € M, sest arvule a’ leidub eelnev (nimelt a). Jarelikult aksioo-
mi IV poéhjal M= N ja igal naturaalarvul peale 0 leidub eelnev.

Iga naturaalarvu a korral a=<a’. Toestuseks tdhistame siim-
boliga M koigi niisuguste naturaalarvude a hulga, mille puhul

2 V. J. Gabovits. Algebra pdhimoisteid V. — Matemaatika ja kaasaeg,
X, k. 12—19.

g*
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az#a’. Siis 0 =M, sest aksioomi II pohjal 0:=a’ ei kehti (he-
gi a= N puhul, ammugi siis ei kehti 0°=0. Olgu a =M. Kui
oletada, et a" € M, s. 0. o’ = (a’)’, siis aksioomi III pohjal saame
a:==a’, mis on vastuolus seosega a € M. Jarelikult &’ =M ja ak-
sioomi 1V jargi M = N, millega omadus on tdestatud.
Asjatoestatud omaduse vo6ib viljendada ka jargmiselt: Peano
algebral pole alamalgebraid, mis koosneksid iihest elemendist.
Vaatleme niifid, kuidas tuleks defineerida naturaalarvude sum-
ma moiste. On loomulik nouda, et naturaalarvude summa a -+ b
rahuldaks (mistahes a,6 =N puhul) tingimusi ¢ +-0=a ja
a b= (a--b)’. Teine ndue tdhendab, et liidetava suurenemi-
sel ithe vorra peab summa suurenema iihe vorra. Seega peab
naturaalarvude summa olema kahe muutuja funktsioon f(a, b)
hulgas N, mis omandab vdartusi samas hulgas ja rahuldab tin-

gimusi
f(a,0) = a, (1)
f(a,b') =1Ii(a, b)Y. (2)
Loomulikult tuleb aksioomidest I—IV ldhtudes tdestada, et nii-
sugune funktsioon f(a, &) on iildse olemas ja et ta on iiheselt maéa-
ratud.

Leidub parajasti {iks funktsioon f(e, ) hulgas N, mis rahul-
dab tingimusi (1) ja (2). Toestame kdigepealt, et kui niisuguseid
funktsioone iildse leidub, siis ainult iiks. Oletame. et leidub kaks
funktsiooni f(a, b) ja g(a, b) hulgas N, mis rahuldavad tingimusi
(1) ja (2). Fikseerime vabalt valitud naturaalarvu a ja margine
siimboliga M koigi selliste naturaalarvude & hulga. mille korral
f(a, b) = g(a, b). Siis 0 = M, sest (1) pohjal

[{a.0) =a=g(a,0).
Oletame, et b= M, s. o. f(a,b) = g(a, b). Siis

millest 8’ = M. Jarelikult M =N ja f(a,b) =g(a.b) iga b=N
puhul. Et ka a on vabalt valitav, siis f(a, b) = g(a. b) mistahes
a,b = N korral.

Tingimusi (1) ja (2) rahuldava funktsiooni f(a, #) olemasolu
toestamiseks fikseerime o ja vaatleme funktsiooni f,(6). mis rahul-
dab tingimusi

fa(0) = a, (1)

fa(b') = (fa(0))". (29

Funktsiooni f(b) hulgas N, mis rahuldab tingimust f(b") =

=[f(b)Y, nimetatakse algebra N endomorfismiks, s. t. tehet saili-

tavaks kujutuseks. Peano algebra endomorfismideks on ndit. funkt-

sioonid f(b) = b, f(b) = b" jne. Tingimused (1’) ja (2’) tdhenda-

vad, et f,(b) on algebra N endomorfism, mis kujutab elemendi
0 elemendiks a.
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Niitame, et selline funktsioon leidub iga a = N korral. Téhis-
tame siimboliga M selliste naturaalarvude a hulga, mille korral
tingimusi (17) ja (27) taitev f, leidub. Niitid 0 = M, sest funkt-
siooni fo(b) voib anda valemiga

Toepoolest /5(0) =0 ja fo(b') = b" = (fo(b))". Oletame, et a = M,
s. o. tingimusi (1) ja (2) tditev [, leidub, ning deiineerime
fw(b) valemiga ‘
far (D) = (Fa(b))".

Siis  fu(0) = (fa(0)) = 0a"  [u(b) = (Fa(¥")) =[(fa(b))T =
= (fo(b))’, nii et ka [, (b) rahuldab tingimusi (1’) ja (2'). Seega
a’ €M ja aksioomi IV jargi M= N, millega funktsiooni f,(b) ole-
masolu iga @ € N puhu! on toestatud. Noutava funktsiooni f(a, b)
saame, kui votame f(a, b) = [, (b).

Niilid voime defineerida naturaalarvude a ja b summa a -5
jargmiselt: a — b ={(a, b), kus funktsioon [(a, b) on tingimusi
(1) ja (2) rahuldav funktsioon hulgas N,

Selle definitsiooni abil voime néiteks tdestada vordused 0 - | =
=1,1+1=22-+1=3,1--2=3 jne. Esitame vastavad toes-
tused (pidades silmas, et tingimused (1) ja (2) voib esitada ka
kujula+—0=a, a-+ b= (a - b)’):

0-F1=0--0= (0+0) =0 =1,
- l=1+0=(1+0)=1=2
241 =210 =(240)=2 =3
lF2=1+1=(1+1)=2=3

Siin kasutasime viimasel juhu! varem toestatud valemit 1 + 1 = 2.
Neidsamu vorduste ridu voime vaadelda ka kui summade 1 -1,
241 ja 1 — 2 arvutamist. Esimesel pilgul voib niisugune liitmine
tunduda mottetu ajaviitena: milleks arvutada summasid, mida nii-
kuinii teab ka arvutamata igaiiks, kes vdhegi tunneb arve. Tegeli-
kult aga esineb tdnapdeval «arvutajaid», kes tunnevad kiill arvude
jargnevust, kuid ei tarvitse «teada», et |- 1=2. Sellisteks
«matemaatikuteks» on muidugi arvutusmasinad. Liitmise definit-
sioonist 1dhtudes voib konstrueerida arvutusmasina, mis on varus-
tatud informatsiooniga arvude jadrgnevuse kohta ja arvutab kindla
programmi jargi summasid dsjatoodud arvutuste eeskujul. Reaal-
setes arvutusmasinates toimub liitmine kiill teisiti, kuid jargne-
vuse moiste on kasulik nn. ideaalsete .arvutusmasinate (nn. Tiih-
ringi masinate) uurimisel. Sel teel on voéimalik kindlaks teha
reaalsete masinate kasutatavuse piirid.

Voimalus toestusi lithikesteks ning lihtsalt teostatavateks etap-
pideks jaotada (mis ilmnes summade arvutamisel) ja induktsiooni-
aksioomi enamasti standardne kasutamine pakuvad huvi teoree-
mide automaatse toestamise probleemi seisukohalt. Esimesi kat-
seid toestuste saamiseks arvutusmasinatel on juba tehtud. Valemi
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toestust voib nimelt vaadelda 16pliku valemite reana, mis lopeb
toestatava valemiga ja kus iga eelnev valem on kas aksioom.
varem toestatud valem voi saadav nendest aksioomide pohjal.
Ulesande lahendus seisneb siis selles, et masin tritkib vidlja vale-
mite jada, mis ongi antud valemi tdestus. Pohimotteliselt on voi-
malik kasutada masinat mitte ainult teadaolevate teoreemide toes-
tamiseks, vaid ka uute teoreemide (ja nende toestuste) otsimiseks.
Tavaliselt kasutatakse siin kiill selliseid aksioomisiisteeme, mis
toetuvad matemaatilise loogika moistetele.

Pole raske niha, et liitmise olemasolu ja iithesuse toestamisel
me kasutasime ainult aksioome I ja IV. Jérelikult saab liitmise
defineerida igas {ihe moodustajaga unaarses algebras. Naiteks,
kui unaarne algebra {0, 1, 2} on antud joonisel 2 toodud skeemiga,
s.0.0=1, I!’=2, 22=0, siis tema jaoks saame defineerida liit-
mise, mis on méaidratud selle skeemi korval oleva tabeliga. Jaagi-
klassiringi modistega tuttav lugeja tunneb selles tabelis dra tava-
lise 3 jargi voetud jddgiklasside liitmise reegli.

2 0 ’
O

0

1

2

O N =

Joonis 2.

Naturaalarvude liitmine on assotsiatiivne, s. o. mistahes
a, b, c=N puhul (a4 b) +c=a-+ (b-+Fc). Toestuseks fiksee-
rime a, b € N ja tdhistame siimboliga M nende ¢ £ N hulga, mille
korral assotsiatiivsus kehtib. Siis 0 € M, sest (a4 0) +0=a -
+b=a-+ (b-+0). Oletame, et c=M. Siis (a+b)+ =
={(a+b) +cI'=lat+ (b+c)f =a+ (b+c) =a+ (b+C),
nii et ka c =M ja M= N. Sellega on liitmise assotsiatiivsus toes-
tatud.

Naturaalarvude liitmise assotsiatiivsusest jdreldub, et mistahes
a,b,c = N puhul f,(fo(c)) =farn(c). Seega fop(c) on algebra N
endomorfism, mis saadakse endomorfismide f, ja f, jarjestikuse]
rakendamisel. Seetdttu voiks naturaalarvude liitmist defineerida ka
endomorfismide jarjestikuse rakendamise abil.

Naturaalarvude liitmine on kommutatiivne, s. 0. a+b6=>0-+4a
mistahes a, b = N puhul. Liitmise kommutatiivsuse néitamiseks
toestame esmalt valemid a + 0=0-a (indukisiooniga a jargi)
ja a’ 4 b= (a-b)" (induktsiooniga b jargi). Kommutatiivsuse
valemi a - b =0 +- a saame siis induktsiooniga & jargi. Jatame
vastavate arutluste labiviimise lugeja hooleks.

Mirgime, et ka liitmise assotsiatiivsuse ja kommutatiivsuse
toestamisel on vaja ainult aksioome I ja IV. Seega peab unaarses
algebras {0, 1,2} olema liitmine kommutatiivne ja assotsiatiivne,
mis on teatavasti kooskolas vastava jadgiklassiringi omadustega.
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Edasi saab tdestada, et naturaalarvude liitmisel on jargmised
omadused: seosest a4 ¢ =6 ¢ jareldub a=b; kui a - b =0,
siis a=b =0. Peale aksioomide I ja IV vajame esimese oma-
duse toestamiseks veel aksioomi III ja teise toestamiseks aksioo-
mi II. Teine omadus ei kehti nait.
unaarses algebras {0, 1, 2}, kus2 -+ 1=

=0, kuid 25 0, 1 == 0. Esimene oma- —0
dus ei kehti nditeks joonisel 3 toodud
skeemiga madadratud unaarses algebras, Joonis 3.

sest siin 0+-1=1-+1=1,kuid0 =~ 1.

Vaatleme jdrgnevalt, kuidas on voimalik defineerida naturaal-
arvude korrutamist. Seda tuleb muidugi teha nii, et oleksid rahul-
datud tingimused: a0 =0 ja ab’ = ab -- a. Seega on naturaalar-
vude korrutis kahe muutuja funktsioon g(a,b) hulgas N, mis
omandab véddrtusi samas hulgas ja peab rahuldama jargmisi tin-
gimusi:

g(a, 0) =0, (3)

g(a, b)) —g(ab) +a (4)

Néitame, et selline funktsioon — nimetamegi teda naturaalarvude

korrutamiseks — on olemas ja on tingimustega (3) ning (4) iihe-
selt miiratud.

Naturaalarvude korrutamine eksisteerib ja on iitheselt maara-
tud. Toestame koigepealt, et kui korrutamine on olemas, siis ainult
itks, s. o. kui funktsioonid g(a, b) ja h(a, b) hulgas N rahuldavad
tingimusi (3) ja (4), siis g(a, by = h(a, b). Fikseerime a = N ja
tahistame siimboliga M nende b = N hulga, mille korral g(a, b) =
= h(a, b). Siis 0 = M, sest g(a,0) = 0= h(a,0). Oletame niiiid,
et bEM, s. o. g(a,b) =nh(a,b). Siis g(a,b’) =g(a,b) -a=
=h(a,b) +~a=h(a,b’), nii et ka b’ = M. Jérelikult aksioomi [V
pohjal M= N ja g(a, b) = h(a,b) iga a = N puhul.

Korrutamise olemasolu naitamiseks toestame, et iga a = N pu-
hul leidub funktsioon g,(b) hulgas N, mis rahuldab tingimusi

2.(0) =0, (3)

ga(b') = ga(b) —a. (4"

Nende a = N hulga, mille jaoks selline g,(b) eksisteerib, margime

tdhega M. Siis 0 € M, sest voime votta go(b) = 0. Toepoolest, siis

g0(0) =0 ja go(0’) =0=0-+-0=go(b) + 0. Oletame, et a =M,

S. 0. g4(b) omadustega (3’) ja (4’) eksisteerib. Defineerime
Za(b) = ga(b) - b. Siis

8a(0) = g4(0) +-0=0-+0=0,

Ba(b') = ga(0") +b' = (8a(b) +-a) +b"=ga(b) + (a+
+ ) = ga(b) 4 (a+ b) = ga(b) + (b + )" = ga(b) +
+ (b4 @) = (8a(b) +-b) 4~ @ = g (b) +-a".
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Seega rahuldab g, (b) tingimusi (3) ja (4) ning a’ = M. Niisiis
IV aksioomi jargi M= N ja g,(b) on olemas iga a =N puhul.
Noutava funktsiooni g(a, b) saame, kui votame g(a b) = g,(b).

Naturaalarvude a ja b korrutise a@- b (ehk lihtsalt ab) defi-
neerime niitid valemiga: a- b =: g(a, b), kus g(a, b) on tingimusi
(3) ja (4) rahuldav funktsioon hulgas N. Korrutamise definit-
siooni p6hjal voime toestada néiteks vordused 0-2=0,1-1=1,
1:2=2, 2.-2=14 jargmiselt:

=0.1'"=0-14+0=0-1=0.0=0-0-0==0-"-0=0,
=1-0=1-04+1=0-1=1,

=1 V=1-141=1+1=2

=21 =2 1422 04 2= (2.042) +2—

I\D._--O
l\D[\ph—t\D

Viimase vorduse pohlendamlsel kasutasime vordusi 0 +2=2 ja
2 4+ 2 =4, mille toestamise jdtame lugeja hooleks.

Margime, et korrutise olemasolu ja iithesuse toestamisel me
kasutasime ainult aksioome I ja IV. Seega saab korrutamise deii-
neerida ka hulgas {0, 1,2} kus 0'=1, I'’=2, 22=20. Sel korral
leiame

2.2=2.-1"=2.1--2=2.0-4-2=(2-0+2) 2=
=042)+-2=212=1.

Pole raske veenduda, et korrutamine on sellisel juhul sama-
vdarne korrutamisega jaddgiklassiringis kolme jargi.

Mirgime veel lithidalt, kuidas toestada korrutamise pohioma-
dusi. Koigepealt toestame vasakpoolse distributiivsuse

a(b--c)y=ab+ac

induktsiooniga ¢ jargi. Korrutamise kommutatiivsuse néitamiseks
toestame koigepealt valemid

0a=0 ja a’b=ab-b )
(nende toestuse voib vilja lugeda ka korrutamise olemasolu toes-

tusest). Siis tuletame valemi
ab = ba

indukisiooniga b jargi. Niiiid saame tuletada ka parempoolse
distributiivsuse valemi
(a - bye=ac— be.
Lopuks assotsiatiivsuse
(ab)c =a(bc)

toestame induktsiooniga ¢ jargi, kasutades parempoolset distri-
butiivsust.

Analoogiliselt saab anda naturaalarvude jdrjestuse moiste ja
tuletada selle omadused, vaadelda naturaalarvude tahistamist
kiimnendsiisteemis ning teistes arvusiisteemides jne.  Niiviisi
saab korrektselt pohjendada naturaalarvude teooriat, mis annab
baasi kogu matemaatika iilesehitamiseks.
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TAYLORI VALEMI TOESTUSEST!

J. Gaiduk

Tavaliselt opikutes esitatud Taylori valemi toestus jaakliik-
mega Lagrange’i kujul on iiliopilastele raskepidrane, sest toestus
tundub nendele liiga kunstlikuna.

Siin anname selle valemi toestuse, kus kasutatakse ainult
matemaatilise induktsiooni meetodit ning méiiratud integraali
keskvédartusteoreemi 2. Sellest tingituna saame alljirgnevat Tay-
lori valemj toestuskdiku esitada alles parast integraalarvutuse
kursust — nimelit astmeridade késitlemisel (nagu seda tehnilis-
tes korgemates oppeasutustes sageli tehaksegi.)

Et Taylori valemit voib kergesti jdreldada tema erijuhust —
Maclaurini valemist, siis piirdume viimase toestusega. Seega
on meie iilesandeks toestada jargmine teoreem.

Teoreem. Kui funktsioonil [(x) on ldigus [0, k] pidev
(n—-1)-jarku tuletis f**'(x), siis leidub arv?® @e (0, 1) nii, et
kehtib valem

0 = D 00 5y e X (1)
iga m < n ja xel0, h] korral.
Toestus. Kui m==0. siis valem (1) omab kuju
[{x)=T(0)+['(Ox) x
ja taandub scega Lagrange’i valemiks (vt. [1}, 1k. 217).
Oletame niitid, et valem (1) kehtib mingi m korral, nditeks

juhul m =: k&, ja néditame, et siis valem (1) jddb kehtima ka m =
== k-1 korral.

1 Venekeelsest kisikirjast tolkinud S. Baron.

2 Nimelt kasutatakse teoreemi (vt. [t]. lk. 370): kui loigus [a, 6] Tunkl-
sioon f(x) on pidev, g(x) aga integreeruv ja sdilitab mdarki, siis leidub selline
arv Eeglo, b]. et

b h
Sy gixy dx=J(&) [g(x) dx.
a u
8 Siinjuures tuleb silmas pidada, et arv @ sdltub muutuja x védrtusest.
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Et & <n puhul eksisteerib pidev f* 2 (x) ldigus [0, h] (sest
k+4-2<n-1) ja valem (1) kehtib oletuse kohaselt m = £ kor-
ral, siis voime teda rakendada funktsiooni f(x) asemel funkt-
sioonile f'(x). Saame

) = 2 IO+ [ en e (2)

iga xef0, h] korral. Asendades valemis (2) muutuja x muutu-
jaga t ja seejdrel inlegreerides ldigus [0, x], leiame

X k X
I .. )
Jrwar= w0 [ dt 4 an
0 =0 8]

ehk
()= F(0)+ § Ty O+ e =
k+1
== .‘ FO(0) X' + apyr, (3}
kus

a/."rl —

X
1
- (k+2) (.)l/- tk—fldt.
T e
Et Ioigus {0, 4] funktsioon #**! sdilitab marki ja f**2)(x) on pidev,
siis leidub médratud integraali keskvédartusteoreemi? kohaselt
arv £el0, x] nii, et

Cpt+t = (k _g-i)—--- 7(k+2) OE) ftkHdl
= (k +1_z_ [(k+2\(@& k2 (13

Arvestades, et viimases valemis arv & soltub muutujast x,
voime @f asendada suurusega @x, kus 0<0; < 1. Nuiid saa-
megi valemitest (3) ja (4) valemi (1), kus m==£k 4 1. Seega
oleme matemaatilise induktsiooni meetodiga toestanud Valemi (1
kehtivuse iga m < n korral.

Toestatud teoreemis me pidime eeldama funktsiooni fi*) (x)
pidevust 1oigus {0, i]. Samadel eeldustel saab teoreemi toestada,
kasutades korduvalt maadratud integraali ositi integreerimise
valemit (vt. [2], k. 332 vo6i [3], k.. 147).
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Teoreem osutub kehtivaks ka norgematel *eeldustel  (vi. [1],
ik. 234); nimelt teoreemi kehtivuseks on piisav nouda ainult
FtD (x) eksisteerimist vahemikus (0, ). Sel juhul tuleb téestus-
kidigus valemi (4) saamiseks rakendada Darboux’ feoreemi (vt.
2], 1k. 300 ja 332).
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Ajaviitemingud on alati rohkelt mitmesuguseid matemaatilist véi loogilist
laadi iilesandeid pakkunud. Eriti rikkalikult pakub selliseid iilesandeid just bridZ.
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Ruutu on trump ning W kéiis avakidiguks ruutu kiimne. Kuidas peab S maén-
gima, et igasuguse kaitsemidngu korral O—W poolt votta vdhemalt 11 tihi?
(Lahendus on toodud lehekiiljel [45)
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ALGORITMID JA LAHENDUVAD HULGAD NING NENDE
RAKENDUSI

I. Kull, M. Tombak

I. Elementaarmatemaatikas ja samuti teistes «klassikalistes»
matemaatilistes distsipliinides moistetakse algoritmi all tdpset
eeskirja, mis on rakendatav mingi iilesannete klassi mistahes
konkreetse iilesande lahendamiseks. Nii on algoritmideks naiteks
arvude liitmise, lahutamise, korrutamise ja jagamise eeskirjad,
arvude suurima iihisteguri ja vdhima ithiskordse leidmise menet-
lused jpt. Juba nendestki ndidetest nahtub, et algoritmi moiste
on matemaatika iiks pohilisi mdisteid, mida on kasutatud (kiill
mitteteadlikult) matemaatika kdige varasematel arenguastmetel.
Algoritmi moiste tdiesti range defineerimine toimus aga alles
kéesoleva sajandi 30. aastatel. Algoritmi moiste suhteliselt hilise
defineerimise pohjusi pole ka raske leida. Nimelt kasutati mois-
tet «algoritm» varem ainuiiksi niisugusies «jaatavates» véljendi-
tes nagu «selle iilesande (voi filesannete klassi) lahendusalgo-
ritm on selline...», millele jdrgnes vastava algoritmi esitamine.
Niisuguste viljendite kasulamine ei noudnud aga algoritmi
moiste tdpset piiritlemist. Algorilmi mdiste tdpse defineerimisc
vajadus tekkis alles hiljem seoses moningate iilesannete algorit-
milise mittelahendatavuse téestamisega. Esimesed definitsioonid
anti 1936.—1937. a. Kleene'i (rckursiivsed funktsioonid), Church’i
{A-konversioon), Post’i (kombinatoorsed protsessid) ja Turingi
{Turingi masin) poolt. 1951. a. csitas noukogude matemaatik
A. Markov oma definitsiooni (normaalalgoritm), mis on eriti
sobiv teoreetiliste probleemide kisitlemisel. Tdnapdeval on vor-
milt erinevaid algoritmi definitsioone antud juba vidga palju.
Muide. ldhemal uurimisel on selgunud, et nad koik on sisuliselt
samavéiéarsed.

Algoritmi moiste on omandanud tdnapéeval erilise aktuaal-
suse seoses kiiberneetika ja kaasaegsete elektronarvutite laial-
dase levikuga. Meenutame siinkohal t6lkimisalgoritme, algo-
ritme mitmesuguste mingude méangimiseks, tehaste t66 juhtimi-
seks. Viimasel ajal on hakatud uurima ka opetamisalgoritme ja
iildse igasuguse vaimse (loomingulise) t&6 algoritme. Muuhul-
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gas tdhendame, et Lkaasaegse elekironarvuti programm pole
midagi muud kui algoritm, mis on kirja pandud selle arvutj kas-
kude siisteemis.

Seoses iilaldelduga on moistetav, et algeritmidest on viga
palju kirjutatud ka populaarteaduslikes teostes. Kuid nendes kir-
jutistes on harilikult peatdhelepanu po6oratud samuti mitme-
sugustele huvitavatele algoritmidele (nait. mitmesuguste main-
gude algoritmid). Tagaplaanile on aga kahjuks jdetud algorit-
mide teooria sfigavamad kiisimused, eriti selle moiste seos mate-
maatika aluste probleemidega. Kéiesoleva kirjutise cesmargiks
ongi selle lilnga osaline tditmine.

2. Alljargneva paremaks mdistmiseks on otstarbekohane koi-
gepealt meenutada moningaid hulgateooria pohimoisteid.!

Hulka voime mbista kui «kindlalt piiritletud ja erinevate
objektide (mida nimetatakse hulga elementideks) kokkuvotet
itheks tervikuks» 2. Nii néaiteks voime konelda Tartu linna majade
hulgast (mingil kindlal ajamomendil), kdigi reaalarvude hulgast:
jne. Asjaolu, et objekt a on hulga A elemendiks, téhistatakse

a e A, vastupidisel juhul kirjutatakse ae A. Kui hulga A iga ele-
ment on ka hulga B elemendiks, siis 6eldakse, et A on B osa-
hulk (voi B on A ulemhulk) Seda vahekorda tahistatakse A < B.
Kirjutis C—\l 2, 3, 4} tdhendab, et hulga C elementideks on
numbrid 1, 2, 3 ja n ja ainult need. Mirgime, et hulgateoorias
ei saa 1dbi ilma nn. tihja hulgata. Tiihi hulk on hulk, millel pole
ithtegi elementi. Selle tdhiseks on £. Tithi hulk on mistahes
hulga osahulgaks.

Hulki voib jaotada kahte liiki: 16plikeks (néait. Tartu linna ma-
jade hulk mingil kindlal ajamomendil) ja lopmatuteks (nait.
koigi reaalarvude hulk). Lopmatute hulkade koige lihtsamaks eri-
juhuks on nn. klassikalise hulgateooria loenduvad hulgad, 1mlle
itheks konkreetseks na1teks on koigi naturaalarvude hulk N =
=1{1,23,....1n,...).

Vajalik on konelda veel hulgateoreetilistest tehetest. Nii defi-
neeritakse kahe hulga A4 ja B summa AU B kui hulk, mille ele-
mentideks on kaik hulkade A ja B elemendid ja ainult need. Téa-
hendame, et hulkade A ja B iihised elemendid voetakse summas
arvesse ainult ithckordselt.

Kahe hulga A ja B Llh!sosa AN B defineeritakse kui hulk,
mille elementideks on hulkade A A ja B iihised elemendid ja ainult
need.

1 Muide, hulgateooria kiisimusi on késitietud ka varasemales «Matemaa-
tika ja kaasaja» numbrites. Vt. ndit. J. Gabovitsi artiklit «Opereerimine hui-
kadega». — Malemaatika ja kaasaeg, 111, k. 3—I12.

£ G. Cantor. Beitrdge zur Begriindung der transfinilen Mengenlehre.
Matematische Annalen, 46, 1895, 1k. 481—512.
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Kahe hulga A ja B vahe A\ B defineeritakse kui hulk, mille
elementideks on need hulga A elemendid, mis ei kuulu hulka B.

Nii néiteks, kui A ={a, b, 3, 5, 7} ja B=1{b, ¢, 2, 5}, siis
AUB={a, b, ¢, 2,3, 5 7}, ANB={b, 5}, AN\B=1{a, 3, 7} ja
B\ A={c, 2}). Mirgime siinkohal, et hulga elementide jarje-
kord loogelistes sulgudes pole oluline.

Kéeolevas kirjutises kasutame veel- hulga tédiendi md&istet.
Selle moiste kasutamine eeldab vaadeldava hulga A teatava
iilemhulga M fikseerimist. Hulga A tdiend A defineeritakse see-
juures vordusega A = M\ 4, s.t. kui hulkade M ja A vahe. Nagu
definitsioonist né&htub, soltub A iilemhulgast M. On kerge veen-
duda, et hulga ja tema tdiendi puhul kehtivad jargmised seosed:

ANA= ja AUA=M,

s. t. hulgal ja tema tédiendil pole iihiseid elemente, nende hulkade
summa vordub aga iilemhulgaga M.

3. Algoritmi moiste tdpseks defineerimiseks on vaja tuua veel
moningaid mdisteid diskreetse (mittepideva) informatsiooni ko-
deerimise jms. kohta. Diskreetse informatsiooni kirjapanekuks on
ilmselt vaja kasutada mingisuguseid siimboleid. Mingis mot-
tekdigus kasutatavate elementaarsete (e. jagamatute) siimbolite
hulka nimetatakse tdhestikuks, vastavaid siimboleid aga tahte-
deks. Nii néditeks voime konelda ladina ja vene tadhestikust voi

tdhestikust
A‘:'{a, b, c, +y ) ><y 0» 11 (’ )}

Muide, tédhestikust koneldes eeldatakse, et see on l1oplik hulk.
Tédhestiku tdhtede lineaarses jdrjekorras kirjutatud 16plikku jada
(ilma komadeta tdhtede vahel) nimetatakse sdnaks selles tdhes-
tikus. Nii on néiteks

matemaatika ja  rirareriroru (H
sonadeks ladina tdhestikus. Siimbolite jadad

(101 —a) <X (b 4-10) ja )=+ (—00ab X) ((( (2)
aga sonadeks tdhestikus A. Et sonadel (1) ja (2) puudub iild-
arusaadav tdhendus, pole seejuures oluline, sest algoritmide
teoorias kasitletakse sonu kui puhtgraafilisi objekte. Sonade ta-
hendus touseb pievakorda alles konkreetsetes rakendustes.
Analoogiliselt tithja hulga méistega hulgateoorias on algorit-
mide teoorias vaja kasutusele votta tithja sona moiste. Tiihi sdna
on sona, milles pole iihtegi tdhte. Nii on jargnevates jutumérki-
des « » olev sdna tihi sona. Vajaduse korral kasutatakse tiihja
sona tahistamiseks spetsiaalset tdhist A (eeldusel, et tdhis A pole
vaadeldava tahestiku tdheks).
Sonade puhul on vaja konelda veel iihe sona esinemisest tei-
ses sonas. Nii nditeks esineb sdna ab sonas ababc, ja isegi kaks
korda. Neid sdona ababc osi nimetatakse vastavalt sdna ab esime-
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seks ja teiseks esinemiseks sonas ababce. Lepime kokku, et tithi
sona esineb igas sonas, kusjuures tema esimene esinemine on
sona esimese tdhe ees, teine esinemine on teise tdhe ees jne.
Defineerime veel sonade iihenduse moiste. Sonade P ja @Q
iihenduseks nimetame sona, mille saame, kui sonale P kirjutame
jarele sona Q. Nii on néiteks sonade b7¢ ja a9 tihenduseks sona
b7ca9. Sonade P ja Q iihendust tdhistatakse PQ abil. Analoogi-
list tahistusviisi kasutame ka enam kui kahe séna ithendamisel.
Lopuks margime, et igasugust diskreetset informatsiooni on
voimalik esitada sonana mingisuguses tahestikus. Nii néiteks
voib vaadelda luuletusi, novelle, romaane jne. sdnadena teatavas
tahestikus, mis peale tavaliste tritkitdhtede sisaldab veel kirja-
vahemirke, uue rea alguse mérki ja nn. liinka. Ratsionaalarvu-
liste elementidega maatrikseid voib esitada sonadena tahestikus,
kus peale numbrite on tdhtedeks veel «/». «», mirk «—», mark
«a» samal real asuvate maatriksi elementide eraldamiseks ja-
mark «B» maatriksi rea 16pu tdhistamiseks. Nii saab maatriksit

5 =T
(=2)

tilalméargitud tdhestikus esitada sonana kujul
Sa — 78 — 3,4a22/3p.

4. Diskreetse informatsiooni iimbert6dtamist voib iilaldeldu
pohjal alati vaadelda kui sénade iimbertdotamist. Algoritmi
moiste tdpsustamist voi defineerimist tuleks aga késitleda kui
nende vahendite fikseerimist, mida v6ib kasutada sonade teisen-
damiseeskirjade esitamisel.

Kasutame sonade koikvoéimalike teisenduseeskirjade esitami-
seks kolme tiilipi elementaarseid teisenduseeskirju ehk operaato-
reid. Vaatleme neid allpool.

1) Operaator, mis noduab jargmise operalsiooni sooritamist:
«asendada limbertootatavas sonas sona P esimene esinemine
sonaga Q» (asendusoperaator).

Asendusoperaatori lithemaks fileskirjutamiseks votame kasu-
tusele siimboli «>», kirjutades kogu operaatori kujul

P->Q.

Kui iimbertodtatavas sonas sona P iildse ei esine, jdtab operaator
iimbertéotatava séna muutmata.

2) Operaator, mis nouab jargmist tiilipi operatsiooni teosta-
mist: «kui timberto6tatavas sonas esineb séna P, siis minna edasi
operaatori nr. 3 sooritamisele, vastupidisel juhul minna jargmise
operaatori teostamisele» (tingitud suunamise operaator).

Kasutades siimbolit =), esitame selle operaatori kujul

P =>3.
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3) Operaator tiitipi: «minna edasi operaatori nr. 7 sooritami-
sele» (tingimatu suunamise operaator).

Arvestades asjaolu, et tithi séna esineb igas sénas, on see
operaator esitatav kujul

A=>7vdi =>T.

Kéesolevas kirjutises moistame algoritmi all sonade teisen-
duseeskirja, mis on esitatud iilaltoodud tiiiipi operaaterite 10p-
liku jadana.® Operaatorite eraldamiseks iiksteisest kasutame semi-
koolonit. Algoritmi rakendamine toimub selliselt, et ldhtesonale
rakendame koigepealt esimest operaatorit, saadud tulemusele
jargmist operaatorit jne., kuni jouame viimase operaatorini. Vii-
mase operaatori rakendamisel saadavat tulemust loeme kogu
algoritmi rakendamise 10pptulemuseks (antud ldhtesona puhul).
Et juhtudel, kui algoritm lopeb suunamisoperaatoriga, voib tek-
kida arusaamatusi lopptulemuse mdistmisel, lisame sel korral
algoritmi loppu veel nn. tiithja operaatori «>;». Operaatorite ra-
kendamise loomulikku jérjekorda (iihes reas vasakult paremale,
millele jargneb iileminek jargmisele reale allpool), on voimalik
muuta suunamisoperaatoritega. Operaatorid, mille juurde suuna-
takse suunamisoperaatoritega, tuleb varustada naturaalarvuliste
numbritega. Number kirjutatakse operaatori ette ja eraldatakse
operaatorist kooloniga. Operaatoreid voib tdhistada numbritega
suvaliselt, kuid iihe ja sama numbriga ei tohi tdhistada kahi voi
enamat operaatorit.* Tdhendame, et algoritm ei tarvitse anda 16pp-
tulemust iga ldhtesona korral.

Toome niiild konkreetseid nditeid algoritmide kohta.

N &dide 1. Konstrueerime algoritmi, mis vastavalt igale natu-
raalarvule n annab naturaalarvu n -+ 1. Naturaalarvud 1, 2, 3, . ..
esitame seejuures sonadena tahestikus A= {"}. Toepoolest, natu-
raalarv 1 on esitatav sonana ! , 3 sonana

|, naturaalarv 2 sénana |
| jne. Vaslav algoritm on vidga lihtne, see koosneb iihestainsast

operaatorist

> (3)

Pole raske veenduda, et esitatud algoritm toepoolest annab soovi-
tud tulemuse. Nii nditeks lahtesona |{|| (s.t. naturaalarvu 4)
puhul asendatakse operaatori (3) t66 resultaadina tithja sona
esimene esinemine sonas |||l sonaga '. Sellega saadakse sona
||| (naturaalarv 5), millega algoritmi t66 ka lopeb.

3 Et operaatorid esilame tahiste - ja =)> abil, siis ei itohi need téhised
kuuluda ldhtesdnade ileskirjutamiseks vajalike tahitede hulka. Allpool selgub,
et sellesse tihestikku ei tohi kuuiuda ka margid «» ja «», mis on samuti
abimérkideks algoritmi iileskirjutamisel.

4 Siin esitatud algoritmi definiisiooni on andnud M. Ermus oma kur-
susetods «Uhest normaalalgoritmi modifikaisioonist», 1965. a. Selles iGds toes-
tas M. Ermus ka fiilaltoodud algoritmi ja normaalalgoritmi sisulise sama-
vaarsuse.

43



Nadide 2. Esitame algoritmi, mis vastavalt igale naturaal-
arvule n annab naturaalarvu 3n. Lahtesona ja 16pptulemuse fik-
seerime jdlle tdhestikus A = {|}. Vastavaks algoritmiks saame:

ol % =01,
2or o] F= 2y

Taht * on algoritmis vaja kasutusele votta vahetulemuste ko-
deerimisel, 16pptulemuses see tdht ei esine.

Selgitame algoritmi t66d iihe konkreetse niite varal. Olgu
ldhtesonaks nditeks sona |||}!. Esimese operaatori rakendamisel
saame sellest sona * * *| ||l Et selles sonas esineb tdht |, siis
suunatakse jiargmise (suunamis-)operaatori abil teisenduskiik
jélle esimesele operaatorile. Selle rakendamine vahetulemusele
##*||]] annab séna ******||' kuni nende kahe operaatori
abil saame l0puks vahetulemuse ** * *# % ®* %% * %% %% Jirg-
misel real asuvad operaatorid teisendavad koik tdhed * tédhte-
deks |, millega saame sona ' !'!I[[]]][||]i. Sellega algoritmi t66
ka lopeb.

Nidide 3. Olgu ldhtesdnade tdhestikuks B ={a, b, c}. Algo-
ritm olgu antud aga selline

1:a->ab;

a=>1; >,
Kui ldhtesonas eci esine tdhie a (nagu nditeks séna bcbh puhul),
siis saame algoritmi rakendamise tulemusena sama sona. Kui aga
ldhtesonas esineb tdht «, siis asendatakse esimese operaatori.
rakendamise tulemusena tdht a sonaga ab. Teiselt operaatorilt
suunatakse tagasi esimesele operaatorile ja nii kestab protsess
Iopmatult, sest pdrast esimese operaatori rakendamist saame
sona, kus jille esineb tdht a. Niisuguste sonade puhul ei anna
vaadeldav algoritm 16pptulemust.

5. Asume niiiid kdesoleva kirjutise iihe pohilise mobiste —
genereeritava hulga (vene keeles nepeuucaumoe mroscecrso) kisit-
lemisele. SGnade hulka A nimetame genereeritavaks hulgaks, kui
leidub algoritm ¥, mis koikvoimalike naturaalarvuliste ldhte-
sénade korral annab koik hulga A elemendid ja ainult need. Sel-
lisel juhul iitleme' lithidalt, et algoritm 9 genereerib hulga A
(ehk: genereerib hulga A elemendid ja ainult need). Tdhendame,
et hulga A elemente voib genereerida mistahes jirjekorras, sa-
muti voib elemente genereerida korduvalt (s.t. erinevad natu-
raalarvud voivad anda {ihe ja sama elemendi). On lubatud juh-
tumid, kus moéne naturaalarvu puhul ei anna genereeriv algo-
ritm o {ildse resultatiivset iulemust.

Toome niiiid moningaid naiteid genereeritavate hulkade kohta.
Naturaalarve 1, 2, 3, ... vaatleme jille sonadena |, | |, 1!}, ... ta-
hestikus {i}.
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Nédide 1. Tihi hulk on genereeritav hulk. Algoritm, mis
genereerib tiithja hulga (s. t. ei genereeri iihtegi sona), voib olla
néiteks jargmine

Lo =01 >

sest see ei anna iihegi naturaalarvulise ldhtesona puhul resulta-
tiivset tulemust.

Nidide 2. Loplik sonade hulk on genereeritav hulk. Olgu
meil antud néiteks sénade hulk G = {¢, ¢b, abb, abc;. Selle hulga
genereerib jargmine algoritm:

Loifi=>2 2 i =
e L aby
| |=>abb; |->abc,

N édide 3. Koigi naturaalarvude hulk N on genereeritav hulk.
Arvestades asjaolu, et hulkade genereerimisel kasutame ldhtebaa-
siks samuti koiki naturaalarve, on meil naturaalarvude genereeri-
miseks vajalik algoritm, mis jdtab l&htesona muutmata. Selli-
seks algoritmiks on néiteks algoritm

+-

Nidide 4. Mistahes tdhestiku 7 =1{a,, as, .... a, koigi
sonade hulk (ithes tiihja sonaga vo6i ilma selleta) on genereeri-
tav hulk. Esitame siinkohal algoritmi. mis genereerib tdhestiku
T koik sonad ilma tithja sonata

| > a;

l:aj|>as as >as, .... axl > *a:
2:arFar>asay; as Fa>asay, ... apFa > *aa;
Gm*=>2; a)t =>2; ..., a,* =2,

an =1

Tiihja sona genereerimise korral (peale teiste tdhestiku T sonade)
tuleb vastav algoritm pisut keerulisem.

Ndide 5. Koigi naturaalarvude paaride hulk on genereeri-
tav. Et sel juhul tuleb vastav algoritm iisnagi kohmakas ja eba-
iilevaatlik, esitame joonisel 1 algoritmi blokk-skeemi® Selle
moistmiseks on vaja teada ainult seda, et mirk «:=» on omista-
mise mark. Nii tdhendab naiteks kirjutis «k&:=1», et suurusele
k omistatakse vdértus 1. Kirjutis «k&: =% -+ 1» tdhendab aga, et
suurusele £ omistatakse k& endine védartus pluss 1, s.t. suurust &
suurendatakse ithe vorra. Kirjutis «n = 0?» tdhendab, et kontrol-
litakse suuruse n vordumist nulliga. Kui n =0, siis tuleb arvu-

5 Algoritmi blokk-skeemidest on olnud juttu ka varasemates «Matemaa-
tika ja kaasaja» numbrites. Vi. U. Kaasik. Algoritmide blokk.skeemid. —
Matemaatika ja kaasaeg, V, lk. 24—36.
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tuskdiku jdtkata noolega «jah» nédidatud suunas, vastupidisel
juhul aga noolega «ei» ndidatud suunas.

| k=1 _l

‘ | n.=n—1 i

I v . A
k=1 i ol qan |

n_>l I — ‘__> n=0 |-l =1 \ﬁh_)’ L=Fk+1 i
n=n—1 L |

valjastamine

’ Tulemuse (&, 1) }

Joonis |.

Voime toestada ka moned iildisemad tulemused. Nii néiiteks
kehtivad teoreemid 1 ja 2.

Teoreem 1. Kahe genereeritava hulga summa on genereeri-
tav hulk.

Toestus. Olgu hulgad 4 ja B genereeritavad. Vastavad
genereerivad algoritmid olgu M ja B. Summa A U B genereerimi-
sel talitame nii, et paarisarvudega «genereerime» hulga (niiiid
juba osahulga) A, paaritute arvudega aga osahulga B. Hulka
A UB genereeriva algoritmi blokk-skeem on toodud joonisel 2.

v L] i

—— m= | U J‘—_—

L jan ‘ 7 7 v
i Tulemuse — J
n| ,O,H paaris- AU B elemendi |
L___ 7 1 viljastamine !
el —_—

|——>~* rz::i:!)—-l-e-! B(n) ~___4‘

Joonis 2.

Teoreem 2. Kahe genereeritava hulga ithisosa on generee-
ritav hulk.

Toestus. Olgu hulgad A ja B genereeritavad vastavalt
algoritmidega ¥ ja 8. Uhisosa A N B genereeriva algoritmi konst-
rueerimisel arvestame asjaolu, et koikide naturaalarvude paaride
hulk on genereeritav (vt. ndide 5). Joonisel 3 ongi toodud hulka
AN B genereeriva algoritmi blokk-skeem.
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generecritakse ! ;l A(k) ‘
i
]

|
paar (k1) i

| antakse signaal |
algoritmi 166 mitte:

>

valjastatakse |jah ei

|
ithisosa A(B |<—| A(k)=B)? —> r I g
. esultatiivsuse kolrta i
| clement % (k) | | (antud lahtessna n |
korral) |
Joonis 3.

Mirgime, et algoritmide ¥ ja B t66 ei tarvitse alati (s.t. iga
naturaalarvulise lahtesdona korral) loppeda resultatiivselt. Sel
juhtumil ei anna ka kogu genereeriv algoritm (vt. joon. 2. ja 3)
resultatiivset tulemust. Mitteresultatiivsel juhtumil ei anna gene-
reeriv algoritm 1iildiselt signaali algoritmi t66 mitteresultatiivsuse
kohta. Koik see on aga tdiesti lubatav ja pole vastuolus genereeri-
tava hulga moistega.

Nagu nédeme pisut hiljem, pole kahe genereeritava hulga vahe
iildiselt enam genereeritav hulk. Samuti pole klassikalise hulga-
teooria iga loenduv hulk genereeritav.

Genereeritava hulga mdiste korral — nagu hulga moiste kor-
ral iildse — on samuti tegemist kaugeleulatuva abstraktsiooniga
ja inimvoimete ning -voimaluste ekstrapolatsiooniga. Sellele vaa-
tamata on genereeritava hulga moiste inimkonna konstruktiivsete
voimalustega siiski paremas kooskolas kui hulga mbdiste nn. klas-
sikalises hulgateoorias, kus kasutatakse aktuaalse 16pmatuse abst-
raktsiooni ja voib konstrueerida kuitahes suure voimsusega hulki.
Tahendame, et kilberneetikas (mis ieatavasti peab eriti silmas
rakenduslikke eesmérke) piititakse viltida aktuaalse Iopmatuse
abstraktsiooni, genereeritava hulga méiste leiab aga Gha enam
\mkendamist.

]

6. Asume niiiid jirgmise pohilise moéiste — lahenduva hulga
oiste (V. k. paapewumoe nucsxicecreo) kasitlemisele. Mingi gene-
eeritava hulga G osahulka A nimetame lahenduvaks hulgaks
(hulga G suhtes), kui leidub algoritm 9, mis hulga G iga ele-
mendi g puhul iitleb, kas see kuulub hulka A v&i tema tiiendissc
A = G\ A. Nagu me eespoolsest osast (p. 2) teame, soltub tdiend
lilemhulgast. Seega oleneb ka hulga A lahenduvus oluliselt iilem-
hulgast G. Mitmesuguste erinevate iilemhulkade vaatlemisel tuleb
seega alati konelda hulga A lahenduvusest selle vo6i teise iilem-
hulga suhtes. Muide, hulga lahenduvuse definitsioonist on vahe-
tult ndha, et mistahes iilemhulga G korral on hulk A ja tema
té@ftnd A= G\ A hulga G suhtes samaaegselt lahenduvad voi
mitte.
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Toome moningaid lihtsamaid néiiteid lahenduvate hulkade
kohta. Nii on naiteks paarisarvude hulk (ja jarelikult ka paaritute
arvude hulk) koigi naturaalarvude hulga N subtes lahenduv.
Viite kehtivus jareldub sellest, et leidub algoritm

Lipl=>= 1I=> 1k
| > paaritu; paaritu => 2;
> paaris; 2 >,

mis teeb kindlaks, kas etteantud naturaalarv on paarisarv voi
mitte. Vastav algoritm on muide eriti arusaadav juhul, kui arvud
esitatakse kiimnendsiisteemis. Sel korral tuleb selgitada ainult
seda, kas arvu viimane number on 0, 2, 4, 6, 8 voi mitte.
Lahenduv on néiteks koigi ruutude (n?) hulk hulga N suhtes,
koigi kuupide (n®) hulk hulga N suhtes. Et vastavad elementide
kuuluvuse kindlakstegemise algoritmid on iildtuntud, siis me neid
esitama ei hakka. Seevastu esitame aga iihe iildise tulemuse.

Teoreem 3. Hulga A lahenduvuseks hulga G suhtes on tar-
vilik ja piisav, et hulgad 4 ja A = G\ A oleksid molemad gene-
reeritavad.

Toestus. Piisavus. Olgu hulgad 4 ja A genereeritavad vasta-
valt algoritmidega ¥ ja ¥. Hulga G mistahes elemendi g kuulu-
vuse kindlakstegemiseks genereerime paralleelselt hulgad A
ja A ning vordleme genereeritavaid elemente etteantud elemen-
diga g. Et algoritmid ¥ ja ¥ koos genereerivad hulga G koik
elemendid, genereeritakse varem voi hiljem, vaadeldava protsessi
mingil sammul ka element g. Vastavalt sellele, kas g generee-
ritakse algoritmi ¥ voi B poolt, saame tulemuse «geA» vOi
«geA». Hulga G elementide kuuluvuse kindlakstegemise algo-
ritmi blokk-skeem on jargmine:

o | . i
ny. l lan i vijjastatakse |
] —Ji g:%(i)? —| tzedr
i jah el l
| O paaris- | ‘
e G noew 1t sl 7LON paaris- | —
be(z—a’-;l . IE); arv? |< ! n n-+1 '
| I 4‘7
) ei ei l
l _ (1—&__17)?{ jﬂl’;l viljastatakse |
- 2 /| \ «g g A»
Joonis 4.



Tahendame siinkohal, et hulga A lahenduvuseks ei piisa ainuit
ithe hulga A vo6i A genereeritavusest. Nii voime niiteks hulga A
genereeritavuse korral genereerida A elemendid ja vorrelda neid
etteantud elemendiga ge G. Juhul ge A saame elemendi g tea-
taval sammul genereerida (s.t. g=9%(n)), millest jireldubki
vahekord geA. Kui aga ged, siis seda vahekorda me enam
kindlaks teha ei saa. Toepoolest, olles nditeks kindiaks teinud, et

gFHAA(), gz£U?2), ..., g#UAMn),

ei saa me veel jareldada, et g e A. Sest alati voib oletada, et ele-
ment g genereeritakse vahest mone suurema naturaalarvu korral.

Tarvilikkus. Eeldame, et genereeritava hulga G osahulk A
on lahenduv, s.t. leidub algoritm A, mis iga elemendi ge G
puhul iitleb, kas ge A voi geA. Osahulkade A ja A genereeri-
tavus jareldub vastavate genereeritavate algoritmide olemas-
olust. Et need on analoogilised, siis esitame vastava genereeriva
algoritmi blokk-skeemi niiteks hulga A jaoks.

jah genereeritakse
1—_“"’ hulk A
- ‘ L
genereeritakse I__ [ l
n—> hulk G | > Aiged? !
7 4 T ei genereerita \
'—ei | ihtki objekti.
Joonis 5.

7. Nagu eespoo!l mairgitud, pole kahe genereeritava hulga
vahe iildiselt enam genereeritav hulk. Samuti pole iga loenduv
hulk genereeritav. Vastavaid néiteid on n&htavasti koige liht-
sam konstrueerida konkreetsetest assotsiatiivsetest arvutussiis-
teemidest 1ihtudes. Assotsiatiivne arvutussiisteem on sisuliselt
teatud spetsiaalse kujuga teisenduseeskirjade siisteem, mida voib
rakendada koikide mingi tdhestiku sonade puhul. Esitame naéi-
teks ilhe assotsiatiivse arvutussiisteemi.®

Olgu tdhestik jargmine T ={a, b, ¢, d, e}, teisenduseeskirjad
aga sellised: '

ac <> ca edb <> de

ad <>da cdca <» cdcae

bc <>ch caaa <> aaa

bd <> db daaa <> aaa.
eca <> ce

6 Vi, T. Ileif Ty, AccounaTHBHOe HCYHC/JEHHe C HepaspellnMoil mpod.e-
Mol 3KBuBageHTHOCTH, Tpyasl maTtem. HH-Ta um. Crekaosa, 1. 52, 1958,
lk. 172—189.
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Teisenduseeskirjad lubavad vaadeldavates sonades teostada
sonade asendusi. Nimelt voib tdhestiku 7 mistahes sonas asen-
dada teisenduseeskirja vasakul pool asuv sona teisenduseeskirja
paremal pool asuva sonaga ja samuti iimberpdérdult. Teisendus-
eeskirju voib rakendada ka korduvalt. Teisenduseeskirjade raken-
damisel saadud sénu nimetatakse ldhtesonadega ekvivalentseteks.
sonadeks. Sonade ekvivalentsi tdhistame mirgi «=» abil. Nii
néditeks saame sona acde teisendada nii (tdhistame allakriipsu-
tusega asendatava sOnaosa, numbriga aga kasutatava teisendus-
eeskirja):

acde = acedb = aecadb = aecdab. (4)
6. 5. 2.

Teisenduseeskirjade rakendamine on assotsiatiivses arvutussiistee-
mis téiesti suvaline (see on muide oluline erinevus vorreldes algo-
ritmidega) ja seetottu voiks ldhtesdna teisendada ka nii:

acde = cade = cdae. (3)
1. 2.
Teisendustes (4) ja (5) toodud sonad on sonade ekvivalentsuse
definitsiooni pdohjal kdik ekvivalentsed 1dhtesdnaga acde, samuti
ka ekvivalentsed omavahel.

Niiiid voib sdonastada jirgmise probleemi (nn. sonade ekviva-
lentsi probleemi): kas on voimalik konstrueerida algoritm, mis
teeks kindlaks tdhestiku 7 mistahes kahe sona puhul, kas need on
ekvivalentsed voi mitte. Voime vaadelda ka kitsamat probleemi
(sonade ekvivalentsi probleem mingi kindla sona suhtes): kas on
voimalik konstrueerida algoritm, mis teeks tdhestiku T mistahes
sona puhul kindlaks, kas see on ekvivalentne mingi etteantud so-
naga voi mitte. Vdga paljude assotsiatiivsete arvutussiisteemide
korral on niisugused ekvivalentsi kindlakstegevad algoritmid ker-
gesti konstrueeritavad. Kuid mitmete assotsiatiivsete arvutussiis-
teemide puhul on téestatud, et niisuguseid algoritme pole voimalik
konstrueerida. Muuhulgas toestas G. Tseitin eespool tsiteeritud
artiklis, et vaadeldava assotsiatiivse arvutussiisteemi korral ei ole
voimalik konstrueerida algoritmi, mis lahendaks sonade ekviva-
lentsi probleemi s6na aaa suhtes.

Muide koik sonaga aaa ekvivalentsed sonad moodustavad
hulga, mida voime tahistada néiteks tdhega A. Sonaga aaa mitte-
ekvivalentsete sonade hulka tuleb siis tdhistada 4 = G\A, kus G
on tahestiku 7 koigi sonade hulk. Seega voib Tseitini iilaltoodud
tulemust sonastada ka nii, et hulk A on mittelahenduv.

Katsume niiiid selgitada aga selle konkreetse hulga A generee-
ritavuse probleemi. Koigepealt on arusaadav, et iga sonaga aaa
ekvivalentne sona on saadav sonast aaa 10pliku arvu teisenduste
abil. Et teisenduseeskirju v&ib nummerdada naturaalarvude I,
2, ..., 18 abil (arvestame, et need n.-6. kahepoolsed asendused) ja
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asendatavate sonade esinemisi voib nummerdada koigi naturaal-
arvude abil, siis on iga teisenduseeskirja konkreetne rakendamine
kodeeritav naturaalarvude paarina (k,[), kus k=1, 2, ..., 18 ja
{ omab koiki naturaalarvulisi védartusi. Koikide selliste paaride
hulk on genereeritav algoritmiga &, mille skeem on selline

ey ; 1
I k= ei ei b— k| i
n-> | [=1 —> n=07? |[—>! k=18 |—> ! P
o1 ! n.=n— i
re ’
jah l jah
N 4 I A
paari (%, 1) - k=1 '
viljastamine | b L=1+1 i
- - o= n—1 |
L
Joonis 6.

Edasi néditame, et niisugustest paaridest moodustatud kaikide
sonade hulk on samuti genereeritav. Selleks lahtume kdikide natu-
raalarvude paaride hulga genereerimise pohimottest (vt. skeemi
joonisel 1), iildistades vastavat meetodit m komponendist koosne-
vate siisteemide juhule. Seejuures vaatleme siisteemi (s;, Ss, Sa.

vy Sm=1. Sm) kujul (((...((S1,82),83), ...}, Sm=1),Sm). Vastava
genereeriva algoritmi blokk-skeem on jargmine

. . genereeritakse
genereeritakse ei =~
n-> paar (m, r) —>! m=1? |=>|ii=r —>: i?l?al;w(-’l?ég)i
(vt. skeem joon. 1) — 'i(\rt.' skeem joen. 1)
|
jah | | A
4 \4 o
viljastatakse | | véljastatakse | .
B(r) i l Sﬂl:G(q) ‘ ‘ "=P
v 4

I

viljastatakse |iah| oo eif
51 = B(p) <——' m=2? ;-—)‘ln.—m—;-l j
Joonis 7.

Edasi on voimalik konstrueerida algoritm T, mis teisendab sona
aaa paaride sonas (ky, 1) (k2 ls) ... (Bm, ln) ettendhtud viisil. Et
aga selle kirjapanemine on kiillaltki ruumindudev, siis peame. sei-
lest siinkohal loobuma.

o
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Mida on nitiid vdimalik kdige selie pohjal delda? Pole raske
veenduda, et joonisel 7 esitatud algoritmi ja algoritmi T komposit-
sioon (jarjest rakendamine) kujutab endast hulga A genereerimise
algoritmi. Jarelikult on hulk A genereeritav. Arvestades asjaolu,
et tdhestiku T koigi sonade hulk G on genereeritav, ja seda, et hulk
A pole lahenduv, tuleb teoreemi 3 pohjal jdreldada, et hulk A
(tahestiku T kbdigi sonaga aaa mitteekvivalentsete sdonade hulk)
pole genereeritav. Et hulk A on klassikalise hulgateooria seisu-
kohast loenduv, siis on hulk A iihtlasi ka loenduva ja mittegene-
reeritava hulga néiteks.

Silmas pidades seda, et hulga A genereeritavuse toestus on
iilekantav mistahes assotsiatiivsetele arvutussiisteemidele, voime
iitelda, et assotsiatiivsed arvutussiisteemid on iiheks mooduseks
hulkade genereerimiseks. Loomulikult tekib kiisimus, kas leidub
veel teisi mooduseid hulkade genereerimiseks. Nagu varsti ndeme,
tuleb sellele kiisimusele vastata jaatavalt.

8. Matemaatilises loogikas ja matemaatika alustes kasuta-
takse sageli iiht isesugust defineerimisviisi — nn. induktiivset
definitsiooni. Muide, niisugust defineerimisviisi kasutatakse eriti
algoritmiliste keelte (ALGOL-60 jt.) kéisitlemisel. Nimelt esita-
takse selliste keelte siintaks tavaliselt J.W. Backuse poolt kasu-
tuselevoetud metalingvistiliste valemite abil, mis aga erinevad
induktiivse definitsiooni tavalisest kujust ainult tdhistamisviisilt.

Induktiivse definitsiooni olemuse iseloomustamiseks tdhendame,
et selle definitsiooni puhul defineeritakse moiste v6i moisted (voi
nagu me ka voime iitelda — teatav somade hulk voi sdonade hul-
gad) jark-jargult. Esiteks loetletakse moningad hulga elemendid.
Seejdrel antakse «reeglid» (nimelt sonade iithendamise reeglid), mil-
le abil on nendest elementidest véimalik konstrueerida uusi sel-
le hulga elemente. Oeldust ilmneb muide induktiivse definitsiooni
konstruktiivne iseloom. Kuid nagu varsti ndeme, voime selle defi-
nitsiooni kohta vdita midagi hoopis olulisemat. Koigepealt toome
aga selle definitsiooni kohta rea néiteid.

N édide 1. Esitame tdisarvu induktiivse definitsiooni. Tdisarve
ka51tame kui teatud liiki sonu tdhestikus {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
-, —7. Definitsioon ise on jargmine:

1. 0,1,2,3,4,5,6,7, 8 ja9 on ilma margita tdisarvud;

2. kui % ja B on ilma mdargita taisarvud, siis nende iihendus

¥V on ilma maérgita taisarv;

3. kui € on ilma mérgita tdisarv, siis € ja —€ on méirgiga

tdisarvud,

4. koik ilma margita tdisarvud ja margiga tdisarvud on téis-

arvud.

Selle definitsiooni kohaselt on nditeks --000, —072 ja 1966
taisarvud, 54 0—63 aga pole téisarv.
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Ndide 2. Olelagem, et kuskil «loogikute maal» defineeritakse
mehe- ja naisenimed jargmise induktiivse definitsiooni abil:

1. Ants, Endel, Ivar, Karl, Leo, Mati, Olaf, ja Ulo on mehe-

nimed;

2. Ene, Endla, Eva, Helmi, Laine, Leida, Maret, Reet ja Ta-

mara on naisenimed;

3. kui ¥ on mehenimi ja ¥ on kas mehe- vO6i naisenimi, siis

A-YV on mehenimi;

4. kui € ja  on naisenimed, siis on C-® naisenimi.

Selle definitsiooni kohaselt on naiteks Ants-Ivar-Mati ja Ulo-
Reet mehenimed, Eva-Endla-Maret aga naisenimi, Ene-Endel pole
aga ei mehe- ega naisenimi.

Niidetes 1 ja 2 on voimalik ilma erilise raskuseta kindlaks
teha, kas konstrueeritud séna on tdisarv voi mitte, on mehe- voi
naisenimi v4i pole {ildse eesnimi. Kuidas on lugu seesuguse kind-
lakstegemisega aga keerulisematel juhtudel. Seoses sellega vaat-
leme jargmist puhtiormaalset ndidet. Olgu antud tédhestik W =
={a, b, ¢, d, e, f}. Defineerime kaks tdhestiku W sonade klassi
(terminit «klass» kasutame kui siinoniiiimi sdnale «hulk») jarg-
mise induktiivse definitsiooni abil.

l. a, b ja ¢ on klassi K sdnad,

2. d, e ja f on klassi L sdonad;

3. kui ¥ on klassi K sona ja O on klassi L sona, siis on

B klassi K sona.

4. kui ¥ on klassi K séna ja ¥ on klassi L sona, siis on BUA

klassi L sona.

Kuidas selgitada, kas néiteks sdna adef on klassi K voi L sOna
voi ei kuulu kummassegi neist klassidest. Selleks voib kasutada
uuritava sona jarkjargulise jaotamise votet. Votte kasutamine sel-
gub alljargnevast joonisest

[ adef |
| )
La| ar | Jaafer] [ ace | 7]
I
K |» |»&x * |« k| L
[d |es|jde 7] [a|ae|[aa| ]|
O rA A
L * * L K * K L
Joonis 8.
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Selgitusena joonise 8 juurde mairgime, et K ja L abil tdhistame
asjaolu, et vaadeldav séna kuulub vastavasse klassi, * tdhistab.
aga seda, et me ei saa véiita vaadeldava sona kuulumist ei klassi
K ega L. Analiiiisi tuleb teostada igas harus (altpoolt iilespoole),
ldhtudes definitsiooni punktidest 1—4. Kastikesesse suunduva
mitme noole korral domineerib resultaat K voi L tdrnikese * iile.
Analiiiis joonisel 8 nditab, et vaadeldav séna adef on klassi K
sona.

Esitatud analiiiisivote baseerub etteantud séna koikide konst-
ruktsioonivéimaluste ldbivaatamisel. Et neid antud definitsiooni
korral on aga loplik hulk, siis saame kiisimusele «kas sona P kuu-
lub klassi K (resp. klassi L)?» alati kindla vastuse — «jah» voi
«ei». Pole eriti raske veenduda, et vaadeldav analiiiisimeetod on
iildistatav niisugustele juhtumitele, kus definitsioonis esineb mis-
tahes 1oplik hulk sénade klasse K; (i=1, 2, ..., m), kusjuures
need klassid ei sisalda tithja sona ja kus on loplik arv konstrukt-
sioonireegleid kujul: «kui sonad Q;, Q2, ..., Q, kuuluvad vasta-
valt klassidesse Koy, Key, ..., Ka,, siis kuulub sona QiQ:... Qx
klassi K;.

Mida voime koige iilaléeldu pohjal viita? Et kogu analiiiis
taandub 16pliku arvu juhtude ldbivaatamisele, saame kiisimusele
«kas sona P kuulub klassi K;?» alati kindla vastuse — «jah» voi
«ei». Seega on selliste induktiivsete definitsioonide puhul definit-
sioonis esinev mistahes klass K; lahenduv. See ongi induktiivse
definitsiooni pohiline omadus, mille tottu see konstruktsioon on
iildse definitsioonina kasutatav. Muide, nagu teame teoreemist 3,
toob sonaklasside K; lahenduvus kaasa nende genereeritavuse.
Seega voib induktiivset definitsiooni iseloomustada kui teatavat
moodust sonaklasside genereerimiseks, kusjuures need genereeri-
tavad klassid on koik iihe teatava iilemhulga suhtes lahenduvad.

Seoses induktiivsete definitsioonidega on motet konelda ka nn.
generatiivsetest grammatikatest. Loomuliku keele generatiivse
grammatika koostamise pohimotted kuuluvad N. Chomskyle. Selle
grammatika eesméirgiks on konstruktsioonireeglite siisteemi and-
mine, millest 1dhtudes oleks konstrueeritav uuritava keele (voi
selle mingi fragmendi) iga grammatiliselt korrektne lause. Gene-
ratiivse grammatika {ilesehitusprintsiipidega tutvudes voime aga
Oelda, et niisugune grammatika pole sisuliselt midagi muud kui
uuritava keele (voi selle mingi fragmendi) grammatiliselt kor-
rektse lause induktiivne definitsioon. Erinevused nende kahe konst-
ruktsioonimooduse vahel on ainult vormilised ja seisnevad téhis-
tusviisis ja reeglite jarjestamises.

Toome néiteks inglise keele teatava fragmendi generatiivse
grammatika selle tavalisel kujul:?

7 Vt. H. Xowmcxkuit, CHHTaxcuueckile CTPYKTYphl, ¢6. HoBoe B JHHTBHCTHKE.
Mocksa, 1962, 1k. 412—527.
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N > man, ball. ...
Verb > hit, look, ...

Alustades terminist «Senience» (lause) ja teostades jarkjargulisi

asendusi, voime saada néiteks niisuguse ingliskeelse lause: the -

-+ man -|- hit - the 4- beli {mees 161 palli). Induktiivse definit-

sioonina on sama grammatika esitatav jargmiselt:

man, ball, ... on sonad klassist V,

hit, took, ... on sonad klassist Verb,

the on sona klassist 7,

kui 9 on sona klassist 7 ja ¥ on sona klassist N, siis on

A -+ B sona klassist VP,

kui % on sona klassist Verb ja B on sona klassist NP, siis

on A 4V sona klassist VP,

6. kui 9 on sona klassist ¥P, ja & on sdna klassist VP, siis
on I -+ B sona klassist Sentence.

l. Sentence - NP - VP
2. NP>T -+ N

3. VP> Verb 4 NP

4. T > the

5.

6.

> O —

[

Kokkuvottes voime delda. et generatiivne grammatika on teatav
menetlus mingi keele (vo6i selle fragmendi) grammatiliselt kor-
rektsete lausete hulga genereerimiseks, kusjuures see hulk on tea-
tava suurema hulga — koikide formaalselt voimalike fraaside
hulga suhtes lahenduv. ‘

9. Kasutame 1opuks iilaltoodud moisteid veel matemaatilise
loogika ja matemaatika aluste moningate pohiprobleemide selgi-
tamiseks.8

Teatavasti voib matemaatilise loogika koige lihtsama arvutus-

siisteemi — lausearvutuse — iiles ehitada kui kahendmuutuja
funktsioonide teooria. Selles kdsitluses vaadeldakse lauseid X, Y,
Z, ... kui kahendmuutujaid, mis véivad omandada ainult vdartusi

| (tdene) ja O (vair).Lausearvutuse valemeid vaadeldakse kahend-
muutuja funktsioonidena, mis muide voivad ka omandada vaartusi
ainult sellest kaheelemendilisest hulgast {1, 0}. Tulemuste toesta-
misel kasutatakse siin tavalisi matemaatilisi toestusvotteid, hul-
gateooria tulemusi jms. Niisugusel viisil iilesehitatud lausearvu-
tus sobib rakendamiseks koikidel aladel, vdlja arvatud matemaa-
tika aluste uurimine. Selleks otstarbeks tuleb lausearvutus iiles
ehitada rangemalt — nimelt kui formaliseeritud aksiomaatiline
teooria. Esitame siin iihe lausearvutuse aksiomaatika, mis on moel-
dud samaselt toeste lausearvutuse valemite tuletamiseks (tdesta-
miseks):

8 Siinkohal eeldame, ct lugeja tunneb malemaatilise loogika pohimaisteid
{on niiteks lugenud A. Tautsi artiklit «Matemaatilise loogika pohimdisted». -—
Matemaatika ja kaasaeg, II. 1k. 3—7).
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XVX->X,

X>XVY,

XVY>YVA

X>Y)>(ZVX>ZVY)

(asenduse aksioom): valemis v6ib mistahes lause asendada

mingi lausearvutuse valemiga, kusjuures see asendus tuleb

teostada koikjal, kus vastav lause selles valemis esineb,

6. (jarelduse aksioom): valemitest ¥ ja 9 > 2 saame uue vale-
mi V.

Valemi ¢ téestuseks nimetatakse 1oplikku valemite jada

9[1, o, ..., 9[/11 (6)

mis lopeb valemiga € (s. t. valem ¥, on samane valemiga €) ja
kus iga valem ¥; (1 < i< n) on kas iiks aksioomidest 1 —4 voOi
on saadud valemitest A; (j<Ci) aksioomide 5 ja 6 abil.

Kasutades analoogilisi mottekdike nagu p. 7 sdnaga aaa ekvi-
valentsete sonade hulga genereeritavuse néditamisel, voime nédidata
ka siin, et koigi toestatavate lausearvutuse valemite hulk on gene-
reeritav. Selgub, et see hulk on ka lahenduv, sest: 1) aksiomaa-
tikast ldhtudes toestatavate valemite hulk ja mitteaksiomaatilise
lausearvutuse samaselt toeste valemite hulk iihtivad ja 2) mitte-
aksiomaatilises’ lausearvutuses on taoline «lahendav protseduur»
{tabelimeetod) olemas. Seega oleme toonud ndite aksiomaatili-
sest teooriast, kus aksiomaatika abil genereeritavate valemite
(«todede») hulk on lahenduv koikide valemite ehk vaidete hulga
suhtes. Niisuguseid teooriaid nimetatakse ménikord ka «lahendu-
vateks teooriateks». Lahenduvatest teooriatest voiks nimetada
veel elementaarset eukleidilist geomeetriat, Abeli riihmade teoo-
riat, reaalarvude korpuse teooriat, Boole’i algebrat jpt.

Vaatleme niiiid matemaatilise loogika iiht laiemat arvutussiis-
teemi — esimest jarku predikaatarvutust. Ka seda arvutussiis-
teemi on voimalik iiles ehitada mitteaksiomaatiliselt — hulga- ja
funktsiooniteooria alusel. Kuid matemaatika aluste késitlemiseks
tuleb seda teha aksiomaatiliselt. Vorreldes juba esitatud lause-
arvutuse aksiomaatikaga, tuleb siin lisada moned uued aksioomid:

7. ¥V xF(x)>F(y).

8. F(y) >3 xF(x).

9. valemist A >V (x). kus N ei sisalda muutujat x, saame

valemi % >V x¥(x),

10. valemist A(x) > B, kus ¥ ei sisalda muutujat x, saame

valemi 3 x¥(x) > 9,

11. aksioom, mis voimaldab muutujate iimbertdhistamist.
Seejuures tuleb aksioome 5 ja 6 modista siin laiemalt, nii et nad
kehtivad predikaatarvutuse valemite korral. Valemi toestuse moiste
on analoogiline toestusega lausearvutuses (6). Analoogiliste motte-
kdikudega, millest oli juttu juba eespool, on voimalik naidata, et
koikide predikaatarvutuse aksiomaatika baasil toestatavate vale-

SIFCNISES
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mite hulk on genereeritav. Muide, see hulk iihtib mitteaksiomaa-
tilise predikaatarvutuse samaselt toeste valemite hulgaga. Kuid
erinevalt lausearvutusest pole siin vbdimalik konstrueerida algo-
ritmi, mis iga valemi puhul teeks kindlaks, kas see on toestatav
(ehk: samaselt toene) voi mitte. Seega — koikide tdestatavate
predikaatarvutuse valemite hulk pole (koikide valemite hulga suh-
tes) lahenduv. Seega on meil predikaatarvutuse korral juba tege-
mist mittelahenduva teooriaga. See asjaolu tekitab muidugi mit-
meidki komplikatsioone predikaatarvutuse rakendustes. Seepérast
on loogikud uurinud predikaatarvutuse erijuhte, kus niisugune
«lahendav protseduur» on olemas. Uks selliseid olulisemaid eri-
juhte on predikaatarvutus iithekohaliste predikaatidega.

Vaatleme 16puks probleeme, mis tekivad naturaalarvude arit-
meetika aksiomaatilisel iilesehitamisel. Et naturaalarvude aritmee-
tika ehitatakse iiles predikaatarvutuse baasil, siis sisaldab vastav
aksiomaatika kogu predikaatarvutuse aksiomaatika ja peale selle
muidugi veel spetsiaalsed aritmeetika aksioomid, nagu néiteks
tdieliku induktsiooni aksioomi ®

F(0) A V x{F (x) > F (x')]> F(y).

On voimalik néidata, et ka selle aksiomaatika baasil toestata-
vate valemite hulk on genereeritav. Kuid ka siin pole toestatavate
valemite hulk lahenduv koikide valemite hulga suhtes (Rosser,
1936). Naturaalarvude aritmeetika aksiomaatika korral ilmneb
aga veelgi iillatavam asjaolu. Nimelt toestas K. Godel 1931. a., et
kui 1) naturaalarvude aksiomaatika on mittevasturdékiv ja 2) voi-
maldab defineerida moiste «toestatav antud aksioomide siisteemist
lahtudes», siis on voimalik antud teooria raames konstrueerida
selline valem, mis pole selle aksiomaatika raames toestatav (ega
fimberliikatav), kuid mis on ometi sisuliselt tdene. Et Godeli tule-
mus kehtib ka pérast aksiomaatika tdiendamist (mittetdestatava
tulemuse juurdevdtmise teel) ja kdikide toestatavate valemite hulk
on ka pérast aksiomaatika sellist tdiendamist ikka genereeritav,
siis on voimalik jdreldada ainult iiht — sisulise (mitteaksiomaa-
tilise) naturaalarvude aritmeetika toeste valemite hulk on mitte-
genereeritav. Sisuliselt tdhendab see seda, et vastav mitteaksio-
maatiline teooria on tegelikult mitte aksiomatiseeritav (vdhemalt
mitte selliste meetoditega aksiomatiseeritav).

Tédhendame 16puks, et kogu see probleemistik pole tdhtis mitte
ainult matemaatika aluste uurimisel, vaid on ka praktilise tédht-
susega. Nimelt on hakatud viimasel ajal elektronarvuteid kasutama
ka teooriate iilesehitamisel (teorcemide toestamisel jne.). Sellistel
juhtudel on aga teooria pohiomaduste teadmine (nait. lahendava
protseduuri olemasolu jms.) olulise tdhtsusega.

9 Naturaalarvude aritmeetika aksiomaatika on esitatud tervikuna néit.
1. Kulli dpikus «Matemaatiline loogika», 1964, lk. 202—203 ja A. Tautsi artiklis
«Matlemaatilise loogika rakendusis, — Matemaatika ja kaasaeg, III, lk. 13—19.
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OPETLASTE ARVAMUSI KUSIMUSES
«KAS MASIN VOIB MOTELDA?»

A. N. Kolmogorov, akadeemik

«Kas on véimalik kunstlikult luua elusolendeid, kes on véimelised paljunema
ja progressiivselt arenema ning kelle kbrgemad vormid omavad emotsioone,
tahet ja motlemist ka kéige peenemates varjundites?

. on tdhtis selgelt mébista, et materialistiiku maailmavaate raamides pole
mingeid veenvaid pohimdttelisi argumente positiivse vastuse vastu meie kisi-
musele. See positiivne vastus on kaasaegseks vormiks vdidetele elu loomulikust
tekkimisest ja teadvuse materialistlikust loomusest.»

S. L. Sobolev, akadeemik
«Inimene ei saa téepoolest mételda ilma ajuta, kuid v6ib luua aju, mis mot-
leb ilma inimeseta.»

B. Bjilik, fiioloogiadoktor
«Seltsimehed! Kas te motlete seda tdsiselt?s

T. D. Pavlov, Bulgaaria Teaduste Akadeemia president

««Elektronajus vdib arvutada, 1olkida, modelleerida, kuid mingil juhul ta
el tea ega saa ka teada, mida ta arvutab, tolgib, modelleerib, veel vihem
suudab ta luua kunstitdid.»

V. V. Parin, NSVL Meditsiiniakadeemia tegevliige

«Opetlastele-materialistidele, kes asuvad pohjuslikRuse jdrjekindlatel seisu-
kohtadel, on wvaieldamatu printsipiaalne véimalus reprodutseerida
isegi koige keerukamaid materiaalseid protsesse.»

B. A. Trahtenbrot, fiiisika-matemaatikadoktor

«... teoreemid algoritmilisest mittelahendatavusest nditavad, et matemaa-
tika ei taandu algoritmide konsirucerimisele, et tunnefusprotsess matemaatikas
pole Iopuni aufomatiseeritav. [segi iisna kitsastes matemaatika harudes (nagu
(6pliku arvu moodustajatega riihmade teoorias jm.) on olemas massiliselt prob-
leeme, mida ei suuda lahendada iikski automaat ... Seda enam on absurdsed
vdaited, nagu suudaks masin tdielikult asendada teadlase loomingulise t66.»

A. Turing, professor

«... ainsaks viisiks, mille abil saab kindlaks teha, et masin suudab mdétel-
da, on muutuda ise masinaks ja tajuda oma enese motlemise protsessi ...
Tipselt samuti, kui talitada selle vaatekoha jdrgi, siis osutub, et ainsaks vii-
siks veenduda selles, et antud inimene tbéepoolest motleb, on muutuda
just selleks inimeseks. .

kiisimuse «kas masinad vdivad motelda?s loen ma uurimise jaoks

liialt mdttetuks. Kuid sellele vaatamata olen ma veendunud, et meie sajandi
lGpuks muutub sonade ja arvamuste kasutamine sedavdrd, et véib konelda mot-
levatest masinatest idma kartuseta, et sind valesti mdistetaks, Veelgi enam, ma
pean kahjulikuks varjata selliseid veendumusi.»

W. R. Ashby, professor

«... tuleb lOopetada konelused kahte sorti mdistusest séltuvalt sellest, kas
on juttu elavast ajust véi masinast. On olemas ainult iiht sorti mdistus.»

N. Wiener, professor

«Doktor Ashby arvab, et téepoolest saab luua masinaid, mis on targemad
nende loojast, ja selles olen ma temaga tdielikult nous.»

J. Bernal, professor .

«... loomulikult ei asenda elektronarvuti kunagi inimaju, vaid on ainult
selle lisandiks, laiendades aju kvalitatiivseid ja kvantitatiivseid véimalusi. Ilma
tarkade inimesteta on elektronarvutid rumalad, nad isegi ei tea, millal teevad

rumalusi.»
Tolgitud ajakirjast «3HadHue — cuma» (Ne 9, 1966, 1k. 11)

63



LAADIMISULESANDED

U. Kaasik, E. Tamme

Matemaatilise planeerimise tegelike rakenduste hulgas on vii-
masel ajal jarjest suuremat tahtsust hakanud omandama nn.
tdisarvulised lineaarsed planeerimistilesan-
ded?, s. t. sellised lineaarsed planeerimisiilesanded, kus lisaks
tavalistele kitsendustele noutakse veel (kas kdigi voi moningate)
tundmatute tdisarvulisust. Vaatamata kogu maailma matemaati-
kute joupingutustele pole seni veel onnestunud vilja téétada nii-
suguste planeerimisiilesannete lahendamise universaalset ja prak-
tiliseks kasutamiseks sobivat algoritmi. Kiill on aga loodud efek-
tiivseid algoritme mitmesuguste erikujuliste iilesannete lahenda-
miseks. Sageli onnestub selliseid algoritme konstrueerida isegi
iipris lihtsa matemaatilise aparatuuri baasil. Uhe niisuguse algo-
ritmi tutvustamisele ongi piihendatud kdesolev artikkel.

Leidub terve hulk rakenduslikke probleeme, mis koik taandu-
vad iiheks ning samaks matemaatiliseks iilesandeks, nn. laadi-
misifilesandeks. Selliste probleemide tiifipiliseks esindajaks
on jargmine.

Olgu tegemist laeva voi lennukiga, millele saab laadida vaid
tlimalt K kaaluiihikut kaupa. Laadimiseks ettendhtud objekte olgu
kokku n tiikki, kusjuures nende kaalud on

al? a2? A ] a/l
ning hinnad vastavalt

Ci, Coy -.. , Cpu.
Raskus tekib siis, kui meil pole vbéimalik laadida koiki olemasole-
vaid objekte, s. t. kui

a -+ as+...a, > K

Sellisel juhul kerkib probleem, kuidas valida teatavas mottes sobi-
vaim, naiteks voimalikult suure maksumusega laadung.

! Lineaarsete planeerimisiilesannete lahendamist on kirjeldatud néiteks
artiklis U. Kaasik, Lineaarsed planeerimisiilesanded. — Matemaatika ja
kaasaeg, 11, 1k. 31—46 ja opikus U. K a asik, Matemaatiline planeerimine, Tlx.,
1967. Viimases on lithidalt puudutatud ka tdisarvuliste lineaarsete planeerimis-
ulesannete lahendamist (lk. 97—105).
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Saadud iilesannet v6ib matemaatiliselt sonastada jargmiselt:
tundmatute x;, x5, ... , x, vaartusteks saavad olla vaid arvud 0 ja
I; valida need v‘a’é‘.rtused nii, et oleks rahuldatud vérratus

a)xy —Jr‘ AoXo —:—‘ e + apXn < K
ja avaldis
i X -—CQXZ —}—(‘n.ln

omadndaks maksimaalse vaartuse.

Ulesanne néib olevat iisna lihtne, kuid osutub, et suuremate
n vaartuste korral on tema lahendamine seotud péris tosiste ras-
kustega.

Esitame sonastatud iillesande lahendamiseks meetodi, mis vahe-
malt moningatel juhtudel voimaldab suhteliselt lihtsalt jouda opti-
maalse lahendini. Parema jidlgitavuse huvides tutvustame meeto-
dit ithe konkreetse iilesande lahendamise kdigus. Téahelepanelik
lugeja peaks seda siis juba ka teistel juhtudel rakendada oskama.

Kujutleme jargmist olukorda. Polaarekspeditsiooni varustus
tuleb evakueerida iiheainsa lennukiga, mille kandejoud on
2000 kg. Varustus koosneb kaheteistkiimnest seadmest, mille kaa-
lud kilogrammides ja hinnad rubiades on esitatud tabelis 1.

Tabel |
|
Seadme kaal 450 | 400 ‘40 : 350 ! ‘ 290 ¢ 270 970 250 1240 120 | 100
| 1 L | |
L |
Seadme- hind "300 |460 {400 T ! 230 l350 | 350 ’)800 ‘ 120 ! 60 | 30¢
| | ' |

Arvestades asjaolu, et lennukile pole voimalik laadida kogu
varustust (seadmete kogukaal on 3440 kg), seame filesandeks laa-
dida lennuk nii, et evakueeritava varustuse maksumus oleks voi-
malikult suur.

Ulesande lahendamiseks arvutame koigepealt iga seadme
kaaluithiku maksumuse (jagades hinna kaaluga) ning kanname

Tabel 2

Seadme nr. 1 3 14156

. | : ; | .
Seadme kaal j250 100 '350 {270 1,270 {400 {450 |400 | 290 |240 | 120 (300
l

Seadrne hind

800 | 300 ‘700 350 | 350 | 460 | 500 | 400 {230 | 120 | 60 ;100

Kaa]uuhlku i, | IS . [
maksumus 13.20 .-3,00§2,00 1,30 1,30 | 1,15 | 1,11 | 1,00 0’79j0’50 0.50|0,33.
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need tulemused tabelisse. Seejarel jarjestame seadmed kaaluiihiku
maksumuse kahanemise jdrjekorras. Nii saame tabeli 2, kus igale
seadmele on iihtlasi omistatud vastav jirjekorranumber.

Voimalikult véartusliku laadungi komplekteerimiseks liilitame
sellesse seadmeid tabelis 2 esitatud jarjekorras. Osutub, et laadida
saab 6 esimest seadet kogukaaluga

250 4 100 -+~ 350 - 270 -1- 270 - 400 = 1640
ja maksumusega
800 —- 300 - 700 + 350 +- 350 + 460 = 2960.

Lennuki kandejoud ei voimalda laadungisse lisada seitsmendat
voi kaheksandat seadet. Kiill aga saab veel lisada iiheksanda
seadme, mis annab laadungi kaaluga

1640 4+ 290 = 1930

ja maksumusega
2960 + 230 = 3190.

Rohkem seadmeid enam laadungisse lisada ei saa. Sellest aga
ei jdreldu veel kaugeltki, et oleme leidnud kéige viartuslikuma
voimalikest laadungitest. Laadungi maksumust voib onnestuda
suurendada moningate seadmete asendamise teel. Kui néiteks
itheksas seade asendada kiimnenda ja iiheteistkiimnendaga, siis
oleks laadungi kaal

1640 -+ 240 -~ 120 = 2000,

s. t. kasutaksime dra lennuki kogu kandejou, kuid sellise laadungi
maksumus
2960 — 120 - 60 = 3140

osutub vaiksemaks kui eelmisel juhul.

Lihtne on siiski ndha, et kui seni leitud parimas laadungis asen-
dada kuues seade seitsmendaga, siis saab kogumaksumust 40 rbl.
vorra suurendada: seadmetest 1 —5, 7 ja 9 koosnev laadung kaa-
lub 1980 kg ning selle maksumus on 3230 rbl. Laadungi iimber-
komplekteerimist voime veelgi jitkata, kuid suurema maksumusega
laadungit niivérd lihtsalt enam leida ei onnestu.

Selleks et selgitada, kas leitud laadung ongi juba suurima voi-
maliku maksumusega voi leidub siiski moni veelgi vddrtuslikum,
tuleks labi vaadata koikvoimalikud laadungiks sobivad kombinat-
sioonid. Seda on aga praktikas raske teha, sest vdoimalike kombi-
natsioonide arv osutub-vdga suureks. Kui laadimisele kuuluvaid
seadmeid oleks vdhem, siis tuleks juba arvesse ka koigi kombi-
natsioonide ldbivaatamine. Seetottu seamegi esimeseks eesméargiks
iilesande dimensiooni vdhendamise. B

Piiilame kodigepealt hinnata, kui suur saab laadungi maksumus
vaadeldaval juhul iildse olla. Selleks arutleme jadrgmiselt. Kui len-
nuki kandejoud oleks 1640 kg, siis esimesest kuuest seadmest moo-
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dustatud laadung olekski optimaalne: suurema maksumusega lad-
dungit poleks enam voéimalik moodustada, sest mistahes iimber-
kombineerimiste korral vidheneks laadungi kilogrammi keskmine
maksumus ja seega ka kogu laadungi maksumus. Kui aga lennuki
kandejoud on 2000 kg, siis saaks vabaks jaanud 360 kg koige
okonoomsemalt tdita seitsmenda seadmega. Seega ei saa vaba
kandejou tditmisel iihe kaaluithiku maksumus tulla suurem kui
1,11, s. t. laadungi maksumus ei saa nende 360 kg arvel suure-
neda enam kui
360- 1,11 =32 500 — 400

’ 450
rubla vorra (selline suurenemine toimuks siis, kui vaba kandejou
arvel lisada fiktiivselt laadungisse 80% seitsmendast seadmest).
Jarelikult ei saa vaadeldavas iilesandes lennuki laadungi kogu-
maksumus osutuda suuremaks kui

2960 4 400 = 3360.

See tulemus on 130 rbl. vorra suurem kui varem leitud parima
laadungi maksumus (3230).

Kui laadungi vaidrtuse suhteliselt vdike suurendamine (vdhem
kui 130 rbl. vorra) eriti oluliseks ei osutu, siis voime iilesande
lugeda lahendatuks ning komplekteerida laadungi leitud parima
variandi jargi. Kui aga on tdhtis suurendada laadungi maksumust
kasvoi monekiimne rubla vorra (kui néiteks tabelis 1 toodud mak-
sumused pole mitte rublades, vaid tuhandetes rublades), siis tuleb
iilesaride lahendamist jitkata. Nii jouamegi iilesande dimensiooni
(tundmatute arvu) vahendamise vajaduse juurde.

Tundmatute arvu vdhendamiseks piiliame vahemalt mone sead-
me korral kindlaks teha, et ta kas kindlasti kuulub voi kindlasti
ei kuulu optimaalsesse laadungisse.

Eespool moodustatud soodsaimasse laadungisse kuuluvad kaa-
luithiku suurema maksumusega seadmetest esimesed viis. Selgi-
tame, millised nendest seadmetest peavad kindlasti kuuluma ka
optimaalsesse laadungisse. Selleks leiame iilalkirjeldatud wviisil
laadungi maksumuse iilemised tokked tingimusel, et laadungisse
ei kuulu iiks nendest seadmetest.

Kui esimene seade ei kuulu laadungisse, siis saame seadmetest
2—7 moodustada laadungi kaaluga

100 +- 350 - 270 - 270 - 400 -+ 450 = 1840
ja maksumusega
300 4 700 - 350 + 350 - 460 - 500 = 2660.

Lisades veel 160 kg kaheksanda seadme arvel saame laadungi
maksumuse iilemiseks tokkeks

2660 - 160 - 1,00 = 2820,
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mis on vaiksem kui 3230 (seni leitud parima laadungi maksumus).
Jérelikult peab esimene seade tingimata kuuluma optimaalsesse
laadungisse.

Analoogilised tokked leiame ka tingimusel; et laadungisse ei
kuulu kas teine, kolmas, neljas vdi viies seade. Tulemused on esi-
tatud tabelis 3. Sellest tabelist ndeme, et kui laadungisse ei kuu-
lu esimene, teine voi kolmas seade, siis on laadungi maksumus
kindlasti vdiksem kui 3230 rbl. Seega peavad need kolm seadet
kindlasti kuuluma ka optimaalsesse laadungisse. Neljanda ja
viienda seadme kohta aga seda, vihemalt esialgu, viita ei saa.

Tabel 3
Laadungisse Laadungi
ei kuulu _maksumuse
tilemine toke
I seade 2820
2. seade 3170
3. seade 3020
4. seade 3999
5. seade 3290

Selgitarie niiiid, millised seadmetest kindlasti ei kuulu opti-
imaalsesse laadungisse. Selleks vaatleme seadmeid 8 ja 10—12
(neid, mis viimastest seadmetest ei kuulu parimasse teadaole-
vasse laadungisse) ning leiame laadungi maksumuse iilemise
tokke tingimusel, et iiks neist kuulub laadungisse. Kui naiteks
laadungisse arvata kaheteistkiimnes seade, siis saame veel lisada
seadmed 1—6, mis annab laadungi kaaluga 1940 kg ja maksu-
musega 3060 rbl. Taites iilejddgi osaga seitsmendast seadmest
saame laadungi maksumuse {ilemiseks tokkeks

3060 +— 60 - 1,11 ==3127.

Tabelis 4 on toodud analoogilised lokked ka juhtudel, mis
vastavad 8. 10. ja 11. seadme kuulumiscle laadungisse. Sellest
nieme, et kaheteistkiimnenda ja kimnenda seadme kuulumisel
laadungisse on selle maksumus kindlasti vdiksem kui 3230, seega
need seadmed optimaalsesse laadungisse kuuluda ei saa.

Tabel 4
. Laadungi

La?(dli?gésse maksumuse

u (llemine toke
12. seade 3127
11. seade 3286
10. seade 3213
8. seade 3314

68



Esitatud mottekdikudega oleme me kindlaks teinud, et opti-
maalsesse laadungisse kuuluvad seadmed 1—3 ning et sinna ei
kuulu seadmed 10 ja 12. Selgitada tuleb veel vaid kiisimus, mil-
lised seadmetest 4—9 ja 11 kuuluvad optimaalsesse laadungisse
ning millised mitte. Seda kiisimust vboime vaadelda omaette laa-
dimisiilesandena, mis on aga tunduvalt viiksem esialgsest.
Viahendatud dimensiooniga laadimisiilesandes voime piirduda

Tabel 5

| ! ! 1

Seadme nr. ! 4 5 6 7 8 9 ‘ 11
- — 77? p— e - - — ‘

|

Seadme kaal 270 | 270 400 450 400 1 290 } 120
| | !

Seadme hind | 350 I 350 460 ’ 500 400 ‘ 230 ’ 69
i ] I ' |
Kaaluiihiku i : ‘ I

malksumus I 1,30 ! 1,30 | 1,15 l 1,11 1,00 } 0,79 i 0,50

tabelis 5 toodud seadmelega. Uhtlasi tuleb aga arvestada, et
seadmete 1—3 liillitamisega laadungisse oleme me lennuki kan-
dejoust 700 kg juba &dra kasutanud (ja saanud laadungi iihe osa
maksumuseks 1800 rbl.). Seega tuleb meil lahendada jargmine
laadimisiilesanne: tabelis 5 esitatud seadmetest koostada voima-
likult suure maksumusega laadung, mille kaal ei ole suurem kui
1300 kg. Seda filesannet on juba suhteliselt lihtne lahendada
koigi voimaluste ldbivaatamise teel néiteks jdrgmiselt.

Eespool leitud parimale laadimisvariandile vastab viahenda-
tud iilesandes laadung, mis koosneb seadmetest 4, 5, 7 ja 9,
kaalub 1280 kg ning mille maksumus on 1430 rbl. Seame endale
eesmargiks leida veelgi suurema maksumusega komplekt, mille
+aal ei oleks iile 1300 kg.

Vaatleme koigepealt voimalikke laadungeid, millesse kuulu-
vad seadmed 4 ja 5. Et need kaaluvad kokku 540 kg, siis jdab
meie kadsutusse veel 760 kg vaba kandejoudu, Selle arvel saab
{aadungisse lisada veel kas 6., 7. voi 8. seadme koos 9. voi 11.
seadmega voi siis 9. ja 11. seadme. Ilmselt on nendest paaridest
koige suurema maksumusega just see, mis koosneb seadmeist
7 ja 9. Seega ei ole seadmeid 4 ja 5 sisaldavate laadungite hul-
gas varem leitust paremaid.

Votame niilid vaatlusele laadungid, millesse kuulub neljas,
aga ei kuulu viies seade. Voimaluste lihtsa labivaatamisega veen-
dume, et koige soodsam on niiiid lisada seadmed 6, 7 ja 1!, mis
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annab laadungi kaaluga 1240 kg ning maksumusega 1370 rbl. Et
ka see pole varem leitust parem, siis ei paku vaadeldav alajuht
huvi ja me voime ta vaatlemise Iopetada.

Tuleb veel vaadelda laadungeid, millesse ei kuulu neljas seade.
Et vdhemalt meie iilesande seisukohalt on neljas ja viies seade
samavdarsed, siis eelmist juhtu arvestades pole enam motet vaa-
delda kombinatsioone, millesse kuulub viies seade. Seega vdime
piirduda laadungitega, millesse ei kuulu ei neljas ega viies seade.
Laadungisse saame niiiid liilitada seadmed 6, 7 ja 8, mis annab
kogukaalu 1250 kg ja maksumuse 1360 rbl. Taites vabaks jddnud
50 kg fiktiivselt iiheksanda seadme arvel, ndeme, et vaadeldaval
juhul ei saa laadungi maksumus tulla suurem kui

1360 + 50 - 0,79 = 1395.

Et see toke on viiksem kui 1430, siis polegi vboimalikke variante
enam vaja ldhemalt uurida — nende hulgas ei saa leiduda suu-
rema maksumusega laadungeid kui teadaolev.

Sellega oleme leidnud ldhteiilesande optimaalse lahendi: koik-
voimalike laadungite hulgas, mida saab lennukile laadida, on suu-
rima maksumusega see, mis koosneb seadmetest 1—5, 7 ja 9.

Naite varal kirjeldatud meetod osutub laadimisiilesannete tege-
likul lahendamisel sageli iisna otstarbekohaseks. Veelgi enam,
ta on pérast viikesi tdpsustusi rakendatav ka iilalsdnastatud laa-
dimisillesande moningate iildistuste korral2. Sellised fildista-
tud laadimisiilesanded kerkivad nditeks siis, kui peale
piiratud kandevoime tuleb arvestada veel teisi kitsendusi (piira-
tud mahtu vms.). Teiselt poolt on aga praktikas olulisteks ka
laadimisiilesande niisugused iildistused, kus tundmatud x;, xs, ...,
X, vdivad omandada rohkem téisarvulisi vadrtusi kui ainult O ja
1. Sealjuures ei tarvitse maksimaalseks muudetav avaldis (sihi-
funktsioon) isegi enam lineaarne olla.

Harilikele voi iildistatud laadimisiilesannetele voivad taan-
duda vdgagi erinevatest valdkondadest périnevad probleemid,
millel laadimisega néiliselt iildse mingit seost ei ole. Toomegi
ithe naite sellisest probleemist, mis kerkib keeruliste aparaatide
konstrueerimisel.

Tehnikas (nditeks raadiotehnikas) kasutatakse sageli seadmeid,
mis koosnevad iiksikutest blokkidest. Seadme usaldatavus
defineeritakse tavaliselt kui toendosus selleks, et seadme ko6ik blo-
kid tootavad teatava fikseeritud ajavahemiku viltel torgeteta.
Koosnegu seade n blokist, kusjuures toendosused iiksikute blok-
kide torgeteta t6oks sellel ajavahemikul olgu vastavalt

p]) p2! LR ] pn‘

2 Uldistatud laadimisiilesannete lahendamiseks sobiva meetodi pohjalikum
kirjeldus on toodud artiklis: 0. Kaaaunk, 2. Tamwme. Adaropurm pelle-
HHsl CrelyadbHblX 3812y HeJHHEeHHOro 1eJOYYCJIHHOrO NpOrpaMMMpOBaHHA. —
TRU Toimetised, vihik 192, 1966, lk. 121—128.
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Siis avaldub seadme usaldatavus korrutisena?

p=piPz ... Pn

Kui seadme usaldatavus ei rahulda kasutajaid, siis tuleb raken-
dada abindusid usaldatavuse suurendamiseks. Uheks voimaluseks
on seejuures blokkide dubleerimine nii, et torke korral teatavas
blokis liilitatakse automaatselt t6dle tema dublant. Seadme tods
“ilmnevad niiid hdired alles siis, kui ka dublandis esineb torge.
Olgu

pllv p,27 et p,n
vastavad toendosused selleks, et dublandiga varustatud blokid
tagavad \'aadeldava ajavahemiku valtel seadme héireteta t66 (loo-
mulikult p’; >p) Siis koikide blokkide dubleerimisel on seadme
usaldatavus plipe...pn

Blokkide dubleerimisel kasvavad aga seadme hind, kaal, mo6t-
med, energiatarvitus ja muud néitajad. Seetottu on tavaliselt ots-
tarbekohane dubleerida vaid {iksikuid vihem usaldatavaid blokke.
Kui seadmes dubleerida i-ndat blokki, siis usaldatavuse avaldises
p asendub p; suurusega p’;.

Mingi seadme konstrueerimisel voib ette anda nditeks seadme
hinna (voi ka kaalu voi mahu) iilemmé&éra ja dubleerida teatav
hulk blokke nii, et seadme usaldatavus tuleks voimalikult suur.
QOsutub, et see probleem taandub laadimisiilesandele.

Seadme usaldatavuse mooduna voib kasutada ka logaritmi
(naiteks alusel 10 voi e) usaldatavusest. See usaldatavuse moot
avaldub summana

log p =log p1 +log p2 + ... -~ log pn.
Et logaritm on kasvav funktsioon, siis seadme usaldatavus on
seda suurem, mida suurem on log p. Mingi i-nda bloki dubleerimi-
sel tuleb log p avaldises log p; asendada suurusega log p’;. Seda
vOib tolgendada kui pesitiivse suuruse

ci=log p’;—log p;
liitmist log p avaldisele. Seadme usaldatavus kasvab seda rohkem,
mida suurem on koigi nende liidetavate summa.

Olgu teada, et i-nda bloki dubleerimisel suureneb seadme mak-
sumus ag; rubla vorra, kusjuures kbigi dubleerimiste tulemusena
tohib seadme maksumus suureneda iilimalt K rubla vorra. Sellistel
tingimustel saame suurima usaldatavusega seadme siis, kui dub-
leerime blokke nii, et dubleeritavatele blokkidele vastavate mak-
sumuste g; summa ei iileta suurust K, kuid vastavate suuruste ¢;
summa omandab maksimaalse voimaliku véddrtuse. See aga ongi
eespool soOnastatud laadimisiilesanne, mille lahendamiseks voib
kasutada iilalkirjeldatud meetodit.

3 Siin kasutatavaid téendosusteooria mdisteid on tutvustatud naiteks artik-
lis E. Tiit. Mis on tdendosus? — Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 74—90.
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Asjavaadeldud probleemi kaudu voime jouda ka laadimisiiles-
ande moningate olulisemate iildistuste juurde. Niiteks voib olla
noutud, et blokkide dubleerimisel ei iiletaks antud tokkeid mitte
ainult seadme hind, vaid ka kaal ja maht. Sel juhul saame enam
kui iihe kitsendava vorratusega laadimisiilesande. Lisaks mitmele
kitsendusele voib aga olla lubatud monede blokkide varustamine
mitte ainult {ihe, vaid ka kahe v6i enama dublandiga. Sel juhul
omandab kogu iilesanne juba hoopis uue kuju. Néiteks kahe dub-
landi lubatavuse korral saame jargmise iildistuse.

Olgu p”; toendosus selleks, et kahe dublandiga varustatud
i-ndas blokis ei esine vaadeldava ajavahemiku véaltel torget. Siis
iileminekul iihelt dublandilt kahele suureneb log p suuruse

¢’s=log p”;—log p’;

vorra (loomulikult p”; > p’;, kuid iildiselt ¢’;=4¢;).

Tahistame i-nda bloki dublantide arvu siimboliga x;. Vastavait
seatud tingimustele saab x; omandada vaid vaartusi 0, 1 ja 2.
Suurima usaldatavusega seadme konstrueerimine taandub nfiiid
niisuguse (ithe voi mitme kitsendusega) laadimisitlesande lahen-

damisele, milles tuleb maksimiseerida avaldis

fl (X1)+ fﬁ (XQ) L "if I‘n (xn),
kus
0, kui x;=20
fi(x) = e kui x;=1

;¢ kui x;=2.

Enam kui kahe dublandi lubalavuse korral kerkiva iilesance
sonastamine ei tohiks lugejale niiiid raskusi valmistada. Ulalkir-
jeldatud lahendusmeetodi kohaldamine niisugusele iilesandele o
aga juba veidi sisukam harjutusiilesanne.

T. ROOSINUPU ULESANDEID

1. «Karl raakis mulle, et ta nagi lendavat taldrikut», iitlesin ma Peetrile.

«Ara usu kunagi seda, mis Karl sulle radgib», vastas Peeter,

«Imelik», sonasin ma oma tavalise tbearmastusega, «Karl viitis sinu kokia
just -vastupidist.» )

}Vli]line on toendosus, et Karl nédgi lendavat taldrikut?

2. Hiljuti ma mérkasin, et {he minu jaoks dsna viikese arvu jagamiseks
kolmega tuli selles arvus esimesel kohal seisev 7 tosta lihtsalt viimasele kohale.

Kui viike see viike arv olla sai? -
(Lahendused vt M. 345}



LOBATSEVSKI GEOMEETRIA
K. Ariva

Kergem oli peatada Pdikest ja sundida lii-
kuma Maad kui vdhendada kolmnurga nurkade
summat, panna paralleelsirged koonduma ja
muuta sirgele tommatud ristsirged hajuvaiks.

V. F. Kagan

Kooliopikud ei valgusta matemaatika ajaloo kiisimusi, seetéttu
astb koolimatemaatika nagu «viljaspool aega». Teistes Oppeaine-
tes on olukord moneti erinev. Nii nditeks seotakse f{iiiisikas iga
tahtsam avastus vastava uurija nime ja eluaastatega. Et koolis
tutvustatakse iildiselt ka kaesoleva sajandi teaduslikku maailma-
pilti (néit. aatomifiiiisika algmoisteid), siis voib oppijal tekkida
mulje, et tema matemaatikaalased teadmised ulatuvad samuti
tanapdeva. Ometi lahutavad koolimatemaatikat tdnapdevast mit-
med sajandid.

Enne korgema matemaatika elementide kooliprogrammi vot-
mist ulatus keskkoolilopetaja «matemaatiline horisont» 16. sajan-
disse. Tuletise ja integraali moisted laiendavad oppuri silmaringi
umbes sajandi vorra. Abiturient jouab seega kehtiva Oppeprog-
rammi alusel matemaatikas parajasti ajastusse, millest algab
[adsikakursus.

Vorreldamatult suurem on «mahajddmus» matemaatika selles
valdkonnas, mida nimetatakse geomeetriaks. Kogu tdnapdeval
keskkoolis opitav geomeetria sisaldub antiik-kreeka matemaatiku
Eukleidese peateoses «Elemendid». Eukleides elas umbes 300
aasiat enne meie ajaarvamise algust. Enamus elementaargeomeet-
ria todesid avastati aga juba tunduvalt varem — Eukleidese t60
en oOieti nelja eelneva sajandi uurimistulemuste kokkuvote, Seega
on meie abituriendi geomeetria-alased teadmised sisult vanemad
kui 23 sajandit. Ja koolis ei kasitleta kaugeltki kdike, mida antiik-
kreeklased teadsid geomeetriast. Kreeklaste parandist jdab wveel
mondagi iile imatemaatika esimese kursuse oppeplaani sisustami-
seks iilikoolis.

Geomeetria oli algselt fiilisika osa, sissejuhatus fiilisikasse.
Kuid antiikaja suurima oOpetlase Aristotelese fillisikasse puutu-
vaid t6id tinapdeva keskkoolis ei vaadelda; tema motetel on taht-
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sus veel ainult ajaloolase jaoks. Geomeetria eraldus varakult fiiii-
sikast ja saavutas «Elementides» sellise taiuslikkuse, mida ei.
suutnud iiletada kaks jargnevat aastatuhandet. Ei leidu teist tea-
duslikku teooriat, mis oleks piisinud muutumatuna ja asendama-
tuna nii pika ajavahemiku véiltel. Veelgi enam: kakskiimmend
sajandit oldi veendunud, et Eukleidese geomeetriat ei saa ka edas-
pidi millegagi asendada. Niis, et geomeetrias olid geniaalsed
kreeklased vilja joudnud absoluutse, igavese toeni. Kuni 19. sajan-
dini oli Eukleidese siisteem iiletamatuks eeskujuks ja kdttesaama-
tuks ideaaliks koigile teistele teadustele.

Eukleidese Opetuse tdiuslikkust iseloomustab tema «Elementides»
lakkamatu populaarsus ja vaieldamatu autoriteetsus. «Elemente»
on erinevates keeltes vidlja antud rohkem kordi kui iihtki teist
teaduslikku voi ilukirjanduslikku teost (kui mitte arvestada piib-
lit): on teada umbes 1000 tema késikirjalist ja triikitud vélja-
annet. «Elementide» tekst oli pohiliste geomeetria-alaste teadmiste
ainsaks allikaks muutmata kujul kuni Prantsuse kodanliku revo-
lutsiconini. Suuremate voi vdiksemate metoodiliste lihtsustustega
on ta geomeetria Opikuks maailma koigis koolides tegelikult ka
veel tdnapaeval.

Pole raske moista, millest on tingitud Eukleidese geomeetria
selline unikaalne asend teaduste siisteemis. Kiiremini areneb see
teadusharu, mille uurimisobjekt on lihtsam. Nonda on anorgaani-
list maailma késitlevad teadused kaugele ette joudnud bioloogiast
ja psithholoogiast. Veelgi suurem «edumaa» on matemaatikal, mis
uurib ainult kvantitatiivseid seoseid nahtuste vahel. Ja eriti soodne
kiireteks edusammudeks oli geomeetria valdkond, kus matemaa-
tika iildisele «iithekiilgsusele» lisandus veel néitlikkus, vahetu kae-
muse voimalikkus. Geomeetria esialgne uurimisobjekt oli suhteli-
selt lihtne. Uurib ju geomeetria (oma algtdhenduses) kehade
ruumilisi vahekordi, seega ruumi struktuuri. Ja kergem on késit-
feda ruumi ennast kui ruumis toimuvaid 10pmatult mitmekesiseid
nédhtusi ja protsesse. Sellest on tingitud geomeetria «varakiipsus»
ja ettejoudmine fiilisikast.

Oluline murrang geomeetrias toimus alles 19. sajandil. See
sajand oli enne koike evolutsiooni idee voidukdigu sajand. Hakati
moistma, et kéik muutub ja areneb, nii loodus, inimiihiskond kui
ka teaduslikud ideed. Ei leidu muutumatuid bioloogilisi liike, iga-
vesi tthiskonnavorme ega absoluutselt tdeseid teaduslikke teoo-
riaid. Tee toele — inimtunnetus — on lopmatu protsess, mille
kdigus koik toekspidamised vananevad ja asendatakse uutega.

Otsustava sammu aastatuhandeid kestnud tardumuse purusta-
miseks geomeetrias astus moéddunud sajandi teise veerandi algu-
ses koigi aegade iiks julgemaid mdtlejaid, vene matemaatik
N. L Lobatsevski. Tema to6dest sai alguse revolutsioon, mil-
lele teadusliku motlemise ajaloos on raske leida tdhenduselt vord-
set. Ilmnes Eukleidese geomeetriast oluliselt erineva geomeetri-
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liste lausete siisteemi voimalikkus. Selgus iihtlasi, et ruumi struk-
tuur on lihtne ainult n.-6. esimeses ldhenduses. LobatSevski loo-
dud siisteem — esimene mitteeukleidiline geomeetria
— on loogiliselt samavadirne Eukleidese omaga, kuid iiletab vii-
mast oma ulatuse poolest. Eukleidese siisteem osutub Lobat$evski
geomeetria kitsaks piirjuhuks, mis fiiiisikalise tolgenduse seisu-
kohalt peegeldab reaalse ruumi suuri piirkondi vidhem tépselt.

LobatSevski geomeetria tdhtsust on vaevalt kiill voimalik iile
hinnata. Geomeetria enda arenemisele oli LobatSevski ideedel era-
kordselt viljakas moju. Alates moédunud sajandi teisest poolest
toimub geomeetrias tormiline areng, mis viib geomeetria kui tea-
dusliku distsipliini struktuuri tdielikule fimberkujunemisele. Tédna-
pieval raidgitakse lopmata paljude erinevate geomeetriliste siis-
teemide voimalikkusest; paljusid neist on detailselt uuritud.

LobatSevski ideede moju ei piirdu kaugeltki ainult geomeet-
riaga. Tema to6de iiha siivenev moistmine ja analiiiis oli oluli-
seks panuseks kogu matemaatika aluste ja meetodite uurimisel.
Mitmekiilgsed on LobatSevski geomeetria rakendused matemaa-
tika erinevais valdkondades.

LobatSevski geomeetria on ldhtepunktiks 20. sajandi fiiiisika-
lise maailmapildi kujunemisel. Ta on ajalooliseks eelduseks Ein -
steini relatiivsusteooriale. Viimane on juba muutu-
nud oppivate noorte tosise tdhelepanu ja kasvava huvi objektiks.
Peamist huvi dratab kiill relatiivsusteooria filiisikaline tdhendus;
tema matemaatiline killg jadb populaarsetes kasitlustes parata-
matult tagaplaanile. Ometi on Einsteini opetus suurelt osalt mate-
maatiline teooria. Selgitab ta ju maailma kui neljamootmelise
aegruumi geomeetrilist struktuuri ja sellest tulenevaid fiiiisikalisi
jareldusi puhtmatemaatiliste .vahendite abil. Koige loomuliku-
maks sissejuhatuseks relativistlikku maailmakéasitlusse on Lo-
batSevski geomeetria.

Nimekas noukogude matemaatik V. F. Kagan luges Lo-
batSevski geomeetriat tdhenduse ja ulatuse poolest revolutsiooni-
lisemaks teaduslikuks teooriaks kui Koperniku opetust. Kujutlus
Péikese iimber tiirlevast Maast kuulub meie maailmapildi koige
elementaarsemate todede hulka. Inimest, kellele see kujutlus on
vooras, loeme arenematuks. On aeg, et ka LobatSevski ideed, mis
on ammu muutunud matemaatika raudvaraks, saaksid samal
madiral koige laiemate masside maailmakésituse aluseks. Esma-
jarjekorras nouavad need ideed sissepddsu kooligeomeetriasse.
Ehkki Eukleidese geomeetria praktiline vdidrtus on kustumatu,
on tema olemusest ja alustest arusaamiseks hddavajalik vidhe-
malt pogus tutvus LobatSevski maailmaga: et moista digesti Eulk-
leidest, on vaja tunda LobatSevskit.

Jargnevas ulatuslikus mitmeosalises artiklis antakse {ile:
vaade LobatSevski geomeetria pohifaktidest. Kidsitluslaad on ele-
mentaarne ja joukohane keskkooli vanemate klasside opilastele.
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LobatSevski motteid on piiiitud siduda kooligeomeetriaga, mille
riipest nad on ju vélja arenenud. Erilist tdhelepanu osutatakse
esimese mitteeukleidilise geomeetria tekkeloole, samuti geomeet-
ria aluste kiisimustele, millest kooliopikutes vaikimisega moédda
minnakse.

I. PARALLEELSIRGETE PROBLEEM

Oppigem kahtlema!

Uus tode osutub vajalikuks siis, kui senised tdekspidamised
enam ei rahulda. Kahtlus sunnib otsima; otsimine siinnitab toe.
Kahtlusest tekkis ka LobatSevski geomeetria.

Selleks, et moista LobatSevski geomeetria vajalikkust ja loogi-
list paratamatust ning olla valmis tunnustama tema todesid, on
tarvis hakata kahtlema paljudes kooligeomeetria lausetes. Oppi-
gem siis kahtlema — kiill mitte kahtlemise enda parast, vaid
kindlamate toekspidamiste nimel. Oppigem olema kriitilised oma
toekspidamiste suhtes.

Juba viiendast klassist alates on opilane veendunud, et iga
kolmnurga sisenurkade summa on vordne sirgnurgaga. Lugeja
ise on seda lauset kasutanud paljude iilesannete lahendamisel.
Saab esitada otse arvutu hulga nditeid lause rakendamise kohta
igapdevases praktikas, tehnikas ja tootmises. Moelgem néiteks
topograafi tdole.

4 Kas see lause sisaldab 10p-
likku, absoluutset tode, tode
kGikideks aegadeks? Voi on te-
gemist toekspidamisega, mida
edaspidised uurimised voivad
muuta? Kas leidub mingit
alust selles lauses kahtlemiseks?

Et vastata nendele kiisimus-
tele, peame uvurima, millele po-
hineb veendumus, et vaadeldav

lause on toene.

£ a Paneme esmalt tdhele, et

B D ( tema toesus ei ole pormugi

Joonis 1. vahetult selge. Vordleme teda

naiteks lausega «mingist

punktist sirgele tommatud rist-

16ik on lithem igast kaldloigust, mis on tommatud sellest

punktist samale sirgele». Selle viite kehtivus tundub ise-

endastmoistetavana. Ilmselt joonisel 1 AD < AB ja AD < AC.

Kuid ei kolmnurga moistest ega ka jooniselt ei tulene kuidagi

vahetult, et @ 4 § -+ p = 180°. Viimane vdide vajab pohjendamist.

Inimest, kes seda lauset esmakordselt kuuleb, tuleb selle kehti-
vuses veenda.
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Joonis 2.

Viienda klassi opilast lastakse kolmnurga nurkade summa lau-
ses veenduda jargmisel viisil.! Kui loigata paberist vilja kolm-
nurk, eraldada tema nurgad ja kleepida nad iiksteise korvale nii,,
et tipud dhtivad (joon. 2), siis ilmneb, et nurgad moodustavadi
sirgnurga. Sama tulemuseni joutakse paberist kolmnurga kokku-
murdmisel joonise! 3 nédidatud viisil.

Joonis 3.

Voib arvata, et viienda klassi Opilase jaoks on need eksperi-
mendid taiesti veenvad. Kuid tegemist on veenmisega pohimottel
«otstarve pithendab abindu». Koigepealt on kirjeldatud katsed voi-
malikud ainult kiillalt védikeste kolmnurkade puhul, mida saab
toepoolest «paberist vilja 16igata». Mida aga teha niiteks kolm-
nurgaga, mille tippudeks on Tallinna, Tartu ja Leningradi tele-
visioonimastide teravikud? Tait veenvust ei ole ka kasutatud mee-
todil endal. Sest tdpseit samal viisil saab «ndidata», et kujundi
tiikeldamisel ja osade liitmisel tekib uus kujund, mille pindala eri-

' J Kallak, A Kasvand, A Lehis, Matemaatika V klassile,
Tln,, 1963, 1k. 115.
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neb esialgse kujundi omast.? Kui silmas pidada meetodi selliseid
«hdmmastavaid» rakendusi, siis on selge, et sooritatud eksperi-
mente ei saa rangel ldhenemisel lugeda veenvaiks.

Seitsmendas klassis uuritakse kolmnurga sisenurkade summat
juba rangemal viisil.> Sobivalt esitatud kiisimuste abil lastakse
opilasel toestada, et see summa on tdepoolest 180°. Toome
jargnevalt selle toestuse monevorra muudetud kujul, mis on sobi-
vam edaspidiste arutluste jaoks.

Toestame esmalt iihe kehtivais Opikuis puuduva lause: «Kui
kolmnurga sise- ja vilisnurk ei ole korvunurgad, siis vélisnurk
on suurem sisenurgast». Vaatleme suvalise kolmnurga ABC min-

A
git vilisnurka, nditeks ACD (joon. 4). Olgu E kiilje AC kesk-
punkt. Tombame mediaani BE ja leiame selle pikendil punkti F
nii, et EF = BE. Siis on kolmnurgad ABE ja CEF kongruentsed *
kahe kiiljepaari ja nendega madaratud nurkade kongruentsuse

S A~ A AN
tottu. Jarelikult BAE = ECF ja ACD > BAC. Analoogiliselt saab
AN /N :

t6e‘stada, et ACD > ABC.

B C D

Joonis 4.

Toestame niifid lause kolmnurga sisenurkade summa kohta.
Vaatleme suvalist kolmnurka ABC, mille sisenurgad olgu a, 8 ja

2 Maagilise geomeetria aluseid. — Matemaatika ja kaasaeg, VII, k. 72—74.

3 E. Etverk, A Lints, A, Vihman, Matemaatika VII Kklassile,
Tln., 1964, lk. 87.

* Termin «kongruentsus» on siin koolis tavaliselt kasutatava «vordsus2»
asemele véetud jdrgmistel kaalutlustel. Arvude vordsusel on oluline omadus:
vordsetele vordsete lisamisel saadakse jille vordsed. Geomeetrilistel kujun-
ditel sellist omadust Gldiselt ei ole; kahe kujundi vastavate osade «vordsu-
sest» ei jareldu kujundite «vérdsus». Sellepdrast on geomeetriliste kujundite
puhul otstarbekas kasutada erilist terminit «kongruentsus»: kaht kujundit
nimetatakse kougruentseteks, kui neid saab {htimisele viia liikumise teel.
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A\
» (joon. 5). Tombame 1abi tipu A sirged AD ja AE nii, et BAD =

N
— g ja CAE = p. Osutub, et sirged AD ja AE ei 16ika sirget BC.
Toepoolest, kui niditeks AD 16ikaks sirget BC mingis punkiis P,
siis  tekiks kolmnurk ABP, -
mille vélisnurk vorduks sise-
nurgaga, kusjuures nurgad ei
oleks korvunurgad. Eelneva
lause pohjal ei ole selline
kolmnurk voimalik. Analoogili-
selt arutleme sirge AE puhul.
Kuid 1abi punkti A saab
kolmnurga tasandil tommata
ainult iihe sirge, mis ei loika
sirget BC, s. t. sirgega BC
paralleelne. Jéarelikult dhtivad ,
sirged AD ja AE. See aga té- Joonis 5.
hendab, et nurkade a, g ja 7
liitmisel tekib sirgnurk.

Tundub, et esitatud toestus ei jdta mingit voimalust lause toe-
suses kahtlemiseks. Kooligeomeetrias asutaksegi sellisele seisu-
kohale ja loetakse sisenurkade probleem 1oplikult lahendatuks.
Kuid kiisimus ei ole kaugeltki nonda lihtne.

Mirgime esmalt, et viiendas klassis pakutud katselist «toes-
tust» el saa siiski tédiesti korvale litkata. Kerge on moista, et
«maagiline» ei ole siin mitte katseline meetod, vaid selle abil
tehtud jéreldus. TGepoolest, paberkolmnurga uurimisel ju midagi
olulist ikkagi selgub: vaadeldud kolmnurga sisenurkade summa
on vdga ldhedane sirgnurgale.

Paberkolmnurga titkeldamisel ja kokkumurdmisel sooritatakse
teatud fiilisikalisi katseid. Nendes katsetes sisuliselt moode-
takse primitiivsel viisil nurkade summat. P6hineb ju nurkade
mootmine nende vordlemisel, siin aga vorreldakse nurkade sum-
mat sirgnurgaga. Opilast voiks veenda ka sel teel, et lastakse tal
nurgad malliga dra moota ja tulemused liita. Muidugi, sel juhul
tekib «oht», et summa ei ole tdpselt 180° ja meetodi «maagiline»
jareldus laheb kaotsi. (Analoogiline olukord tekib klassis tihti ka
opikus soovitatud eksperimentide puhul. Opilasel tuleb siis ole-
tada, et kolmnurga mootmine piris tdpselt ei onnestunud. Kogu
«toestus» koosneb siis ainult sonadest «dpetaja iitles» ...)

Teatavasti saab igasugune mootmine anda ainult ligikaudseid
tulemusi. Sellepérast isegi juhul, kui mootmisel saadakse 180°, ei
voi kinnitada, et see tulemus on absoluutselt tdpne. Oluline on
veel teinegi asjaolu: ehkki modtmist teostatakse suvaliselt valitud
kolmnurga puhul, on tegemist ikkagi konkreetse, kindla kolmnur-
gaga. Selle kolmnurga modtmisel saadud tulemus ei pea pormugi
korduma mingi teise kolmnurga korral.
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Niisiis naitavad fiiiisikalised eksperimendid, et koigis seni uuri-
tud kolmnurkades on sisenurkade summa vaga ldhedane 180 kraa-
dile. Kas summa on tdpselt 180° ja koguni igas kolmnurgas,
seda fiiiisik otsustada ei saa. Ta voib teha uuritud dksikjuhtude
pohjal kiilll oletuse, et lugu on nii koigi kolmnurkade korral.
Niisuguse oletuse tdéendosus on muidugi seda suurem, mida suu-
rem on uuritud kolmnurkade arv, kuid tegemist on ikkagi ainult
oletusega, mis v6ib edaspidi osutuda vadraks.

Kolmnurga sisenurkade lauset =i ole seega pohimotteliselt
voimalik mootmise teel tdestada. Huvitav on aga maérkida, et kui
summa toepoolest erineb sirgnurgast, siis saab seda mootmisprot-
sessi tdpsustudes kunagi ka ndidata. Tarvitseb vaid leida kasvoi
iihegi kolmnurga, mille nurkade summa erinevus sirgnurgast iile-
tab mootmisvea. Siit ndhtub, et nurkade summa katselisel méara-
misel saab otsustav tulemus uuritava lause jaoks olla ainult nega-
tiivne. See on ainus tdiskindel tulemus, mida fiitisik selles kiisi-
muses voib loota.

Geomeeter fiiiisikalisi uurimismeetodeid ei kasuta. Geomeet-
rias, nagu igas teises matemaatikaharus, joutakse uute todedeni
loogilise arutlemise teel. Kolmnurga nurki siin ei moddeta. Arut-
lus ei ole siin sdltuv mingist konkreetsest paberile vo6i tahvlile
joonestatud kolmnurgast. Joonise iilesandeks on vaid illustreerida
mottekiiku, teha seda paremini jilgitavaks. Geomeetrias on uuri-
misobjektiks kolmnurk iildse, kolmnurga moiste. Arutlemise teel
saadud tulemus on tdpne ja kehtib iga kolmnurga puhul. Kiisi-
musele, mille iile fiiiisik-eksperimentaator kunagi tdiskindlale
otsusele ei saa jouda, annab geomeeter 16pliku vastuse.

Mirgime, et olukord on samasugune ka teiste geomeetriliste
lausete korral. Niiteks viide, et «nurga haarade 16ikamisel paral-
leelsete sirgetega tekivad haaradel vordelised 16igud», toestatakse
rangelt loogilise arutlemise teel, kuid vahetust mootmisest sellist
jareldust teha pole voimalik. Nonda on lugu Pythagorase teoree-
miga, kolmnurga pindala valemitega jne.

Erinevad meetodid, erinevad tulemused .Fiilisik rakendab in-
duktsiooni, s. o. teeb vaadeldud iiksikjuhtude pohjal iildistava
oletuse, mis uute iiksikjuhtude puhul voib osutuda vairaks. Geo-
meeter talitab deduktiivselt, s. o. toestab iildise lause, mille
kehtivus on loogiliselt paratamatu ka igal ﬁksikjuhul.

Lugeja vahest iitleb, et tegemist on endastmoistetavate
asjadega, mille kll‘j&ldamlele pole motet péorata nii palju tdhele-
panu. Mingit vasturdikivust ju ei esine. Geomeeter lahendab téie-
likult probleemi, mille puhul f{iiiisik on sunnitud jddma poolele
teele. Fiilisiku oletus on sisuliselt dige, ebatdpsus tuleneb mee-
todi ebatédiuslikkusest; mingit negatiivset vastust olla ei saa. Geo-
meetrias kasutatavat deduktiivset meetodit tuleb lugeda vdimsa-
maks f{iifisikalisest induktsioonist.

Kuid mida tdhendab viide, et deduktsioon on voimsam indukt
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sioonist ja loogiline motlemine vahetust eksperimenteerimisest?
Kas seda, et meid iimbritseva ruumi struktuur on moétlemise abil
tipsemalt tunnetatav kui meelelise kogemuse kaudu? Kas tuleb
siis oletada, et ruum ei eksisteerigi védljaspool teadvust, vaid tead-
vuses endas, on mingil viisil teadvuse produkt? Kui siin vastata
jaatavalt, siis saab teadvusest soltuvaks ka koik, mis sisaldub
ruumis, s. o. kogu maailm. Teadvus oleks siis primaarne, mate-
riaalne maailm aga sekundaarne. Sellist vaatekohta nimetatakse
Tilosoofiliseks idealismiks.

Geomeetria oli kahe aastatuhande viltel filosoofilise idealismi
taimelava — kuni LobatSevskini. Antiikaja nimekaima idea-
listi Platoni arvates koosneb matériaalne maailm varjudest —
tdiusliku ideede maailma puudulikest ja moonutatud peegeldus-
test. Toeni joutakse Platoni arvates ainult ideede tunnetamise
kaudu; selleks tuleb siiveneda iseendasse, oma teadvusesse. Kuu-
lus saksa filosoof Kant, keda sageli nimetatakse uusaegseks Pla-
toniks, vditis, et reaalsed asjad tekitavad teadvuses ainult mingi
amorfse, struktuurita taju, mida Iloplikult vormib teadvus eri-
liste arukategooriate abil. Ehtsa preisi pedantsusega selgitab
Kant, et selliseid kategooriaid on tapselt tosin; nende hulka kuu-
lub ka ruumikategooria. Seega Kanti jargi ei asu mitte asjad ruu-
mis, vaid teadvus paigutab nad ruumi; ruumi endamisi, s. o.
viljaspool teadvust, ei eksisteeri. Platoni ja Kanti vaatekohad
on heas kooskolas geomeetria varem levinud aprioorse (koge-
muste-eelse, kogemusest soltumatu) moistmisega.

Kahekiimnendal sajandil, mil teaduse iiha kiirenevas voidukéi-
gus ilmneb teooria ja praktika lahutamatu fihtsus, kuulub filosoo-
filine idealism ajaloo kolikambrisse. Maailma ei saa muidugi tun-
netada ilma loogilise motlemiseta, kuid teda ei saa tunnetada ka
ainult loogilise motlemise abil. Nonda nditeks selle hetkeni, mil
noukogude suptnikud pildistasid Kuu teist kiilge ja «kuundusid»,
vois teha ainult ebakindlaid oletusi selle kohta, milline on Kuu
«seljatagune» ja kas Kuu pind koosneb ohtlikust tolmulademest
voi on ta kiillalt kindel kosmoselaevade vastuvotuks.

Niisiis peame muutma erinevate meetodite vordlemisel antud
hinnangut. .Geomeetri deduktiivsele tulemusele ei saa omistada
suuremat kehtivust kui kogemuse pohjal tehtud oletusele. Jare-
likult on ka loogiliselt tdestatud lause kolmriurga nurkade summa
kohta vaid oletus. See lause on teaduslik hiipotees.

Milles siis oieti tuleb kahelda?

Piiilame vilja selgitada asjaolud, mis muudavad range loogi-
lise arutluse tulemuse hiipoteetiliseks. Selleks vaatleme veel kord
sisenurkade summa lause toestust.

Toestuskdigus kasutasime kaht lauset: kolmnurga vélisnurga
teoreemi ja paralleelide aksioomi. Esimese lause toesus ei néi dra-
tavat mingit kahtlust. Muide, tdestamisel kasutasime oluliselt

6 Matemaatika ja kaasaeg XII 81



joonist. Sellelt selgus asjaolu. et punkt F asub nurga ACD

A N\
sees, mistottu ACF on ACD osa. Aga seda on pohimotteliselt
voimalik ka toestada, s. o. arutluse saab muuta tdiel maaral sol-
tumatuks joonisel kujutatud konkreetsest kolmnurgast. Margime
veel, et paljudel iiksikjuhtudel saab vélisnurga teoreemi konlrol-
lida ka mootmise teel (millest muidugi ei ole veel jareldatav teo-
reemi iildkehtivus).

Vahest koige olulisemal mairal on tdestuskdigus tuginetud
lausele: «ldbi antud sirgel mitte asuva punkti saab punkti ja sir-
gega samal tasandil tdmmata ainult iihe sirge, mis ei l6ika antud
sirget». Seda sirget nimetatakse teatavasti paralleelseks antud
sirgega, lauset ennast — paralleelide aksioomiks. Edas-
pidi néditame, et kui see aksioom lugeda vidiraks, siis ei saaks
kolmnurga nurkade summa olla 180°. Seega peab sisenurkade
lause hiipoteetilisus olema vahetult seotud paralleelide aksioo-
miga.

Meenutame, et iga sirge
jaoks saab ldbi iga temal mitte .
asuva punkti tommata vihe-
malt ithe sirge, mis on temaga ¢ — T
paralleelne. Toepoolest, 1abi
punkti A (joon. 6) saab sirge-

le a tommata ristsirge . Oma- o a
korda sirgele b saab 1dbi A 5
tommata ristsirge c. Sirged a ja b

¢ ei saa ldikuda, sest kui ole-

taksime 16ikumist, siis satuk- Toonis 6.

sime vastuollu kolmnurga

vélisnurga lausega. Seega on a

ja ¢ paralleelsed. Paralleelide aksioomi sisu seisneb vdites, et
iga sirge ¢/, mis ldbib punkti A ja erineb &dsjakonstrueeritud sir-
gest ¢, 1oikab sirget a.

Koolis aksioomi moistet pikemalt ei valgustata. Mérgitakse
vaid, et «aksioom on niisugune lause, mida loetakse oigeks ilma
toestuseta».® Loomulikult tekib motlikul Opilasel sellega seoses
rida kiisimusi, millele ta opikust vastust ei leia. Eksamil vo6ib sa-
geli kuulda viidet, et aksioom on ilmne tode, mida pole tarvis
toestada v6i mida ei saagi toestada. Just selliste moteteni voivad
Opilase viia kehtivad opikud. Ometi on niisugune arusaam siiga-
valt vaér.

Piiliame allpool niidata, et vihemalt paralleelide aksioom ei
ole ilmne tode. Margime etteruttavalt, et tegemist on viaga tdhtsa
kiisimusega: LobatSevski geomeetriat saab tdiel m&daral moista
ainult see, kellele paralleelide aksioom ei tundu endastmodiste-

[R—

5 Vt. viites 3 mainitud opik, 1k. 68.
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tavana. Kahtlus selle lause toesuses, taipamine, et ta voib olla
vadr, on voti, mis avab ukse LobatSevski maailma.

Opikus 8 piilitakse paralleelide aksioomi teatud mairal pohjen-
dada. Nimelt viidetakse seal: «Kogemused néitavad, et soltuma-
tult ehitamisviisist saame 1dbi antud punkti ikka ainult iihe paral-
leeli antud sirgele». Kuid lihtne arutlus néitab, et meil selliseid
kogemusi ei ole ja pohimotteliselt ei saagi olla.

Kahtlemata 16ikab sirge ¢’ joonisel 6 sirget a; selles veendumi-
seks tarvitseb vaid joonlaua abil molemat sirget pikendada. Kui
nurk a sirgete ¢ ja ¢’ vahel kahaneb, siis a ja ¢’ 16ikepunkt eemal-
dub mdooda sirget a punktist B. Viikese nurga a korral ei ole
joonisel l6ikepunkti enam voimalik miidrata. Oleme siiski veen-
dunud, et vastavate tehniliste abinoude rakendamisel saaks loike-
punkti leida ka néditeks kilomeetri kaugusel. Kuidas on aga lugu
siis, kui nurk @ on vdga vdike, néiteks suurusjarku miljondik
kaaresekundit? Ehkki siis sirgeid ¢ ja ¢’ ei saa joonisel enam
eristada, tuleb neid ikkagi lugeda erinevaiks sirgeiks. Kitllalt suu-
res kauguses punktist A muutub ju nendevaheline kaugus maérga-
tavaks ja kasvab koguni kuitahes suureks (seda asjaolu saab ran-
gelt toestada). Veendumuseks, et sirged a ja ¢’ 16ikuvad, ei ole
niiiid enam mingit alust. Kogemus meid aidata ei saa. Piltlikult
viljendades: oletatav loikepunkt asetseks sellises astronoomilises
kauguses, kuhu vaadata pole voimalik ka koige voimsama kaas-
aegse teleskoobiga.

Lugejat, kes pole vaadel-
¢ dava probleemiga juba varem
¢ \A - kokku puutunud, muidugi nii
: lihtsa kaalutlusega koolis oman-
datud toekspidamises kahtle-
: ma ei pane. Paralleelide aksi-
{ = oom tundub olevat liialt endast-

L moistetav. Mote hakkab igale
9 a - : > kahtlusele kohe otsima vastu-
viiteid. Ruumilise kogemuse
b piiratusest ei tulene ju p(')rmu-/

Toonis 7. gi, et 1dbi punkti Af ldheb just
nimelt rohkem kui iiks sirge
mis on sirgega a iihel tasandil\

ega l0ika teda. Sellise sirge ainsus ndib jarelduvat vahe-
tult sirge «olemusest». Tundub koguni, et seda on lihtne
toestada. Toepoolest, voiks ju proovida jargmiselt. Kui
a >0, siis sirge ¢’ punktidest sirgele a langetatud ristioigud kaha-
nevad eemaldumisel iihes suunas (joomnisel 7 paremale) sirgest b.
Jarelikult kiillalt suurel kaugusel sirgest & muutub ¢’ punkti kau-
gus sirgest a nulliks. See aga tdhendab sirgete ¢’ ja a Ioikumist.

6 Vt. viites 3 mainitud opik, lk. 80.
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Selline pohjendus ei ole siiski korrektne. Joonise piirides (iildi-
semalt — kontrollitavuse, s. o. kogemuse piirides) sirge ¢’ punk-
tide kaugused sirgest a tdesti kahanevad. Kui aga nurk a on nii
viike, et oletatav loikepunkt on viljaspool kogemuse piire, siis ei
ole viide kauguse edasisest
kahanemisest millegagi pohjen-
datud. Me ei tea, mis toimub
«kiillalt kaugel». Miski ei kee-
la tegemast oletust, et teatud
kaugusel lakkab sirge ¢’ 1i-
henemast sirgele a ja hakkab
edaspidi koguni kaugenema.
Voi siis ¢’ ldheneb sirgele a
toestamatult, kuid ometi ei
1oika teda. Sellel visil ldheneb
nditeks poordvordelise soltuvu- Joonis 8.
se graafik — hiiperbool —
koordinaattelgedele (joon. 8).

Voib-olla tekib tahtmatult protest: «Kuid siis ¢’ ci ole sirge;
sirge nonda kdjtuda ei saal» Aga miks mitte? Viide sirge «olemu-
sele» iiletab ju kogemuse piire. Kogemus ei iitle midagi sirge kui
terviku kohta. Me suudame sirgest vaadelda ikka ainult teatud 1op-
liku pikkusega loiku. Joonistel oleme alati sunnitud kujutama sir-
get ldiguna.

Kujutlus sirgest, mis pideval ldhenemisel teisele sirgele peab
teist paratamatult 1oikama, on hoolimata nailisest selgusest seotud
teatud mottelise raskusega. Nurga « lihenemisel nullile pdorleb
sirge ¢’ pidevalt {imber punkti A l&henedes sirgele ¢ (joon. 7).
Piiril, kui @ = 0, omandab ¢’ asendi ¢. Olgu léigu AB pikkus néi-
teks 5 cm. Meie kujutluse kohaselt on siis a ja ¢ vaheline kaugus
(ithise ristldigu pikkus) koikjal 5 ecm. Kuni a=<0, leidub meie
kujutluse jargi sirgel ¢’ alati selline punkt, mille kaugus sirgest
a on null (Ioikepunkt). Hetkel, kui ¢ rnuutub nulliks, omandavad
sirge ¢’ koik punktid kauguse 5 cm sirgest a. Sellest hoolimata,
\et @ pidev kahanemine tingib ¢ pideva péorlemise, naib piirile
joudmisel esinevat hiipe: loikav sirge osutub akki sirgeks, mille
:0ik punktid on sirgest @ 5 cm kaugusel. Tekib mulje, et ¢’ «hiip-

ab» teatud nurgastiile, s. 0. me jatame nahtavasti vaatlusest vilja
ﬁulga sirgeid, mis asetsevad selles hiipoteetilises nurgas. Kui
tahaksime kujutleda ka neid «kadumaldinud» sirgeid, siis peaksi-
me oletama, et hoolimata esmasest ldhenemisest sirgele a (koge-
muse piirides) ei 1oika nad ometi viimast ja vgib olla, et nad
hakkavad sirgest a koguni eemalduma (véljaspool kogemuse
piire}.

Esitatud arutlusel ei ole mingit toestuslikku kaalu; sellest ei
jareldu, et paralleelsuseaksioom on vair. Piiiidsime vaid naidata,
‘et kujutlus on jouetu otsutama seal, kuhu kogemus ei ulatu.

34



Kui lugeja hakkas otsima pohjendusi oma veedumusele paral-
leelsirge ainsuses, siis sellega tunnistas ta juba, et tegemist on
lausega, mille toesus ei ole ilmne. Pdhjendamatult subjektiivset
veendumust ei saa muidugi lugeda kiillaldaseks kriteeriumiks. Sel-
line veendumus sunnib aga otsima kindlamaid argumente, =s. t.
tekitab piifide toestada.

Sajandite probleem

Paralleelide aksioomiga on seotud teadusliku médtlemise iiks.
vanemaid ja kuulsamaid iilesandeid — paralleelsirgete
probleem: kas nimetatud aksioom on tdestatav geomeetria iile-
jddnud aksioomide abil, s. t. kas ta on iildse aksioom voi on ta
muudetav hoopis teoreemiks? Selle probleemi lahendamisele kulus.
20 sajandit erinevate ajastute ja erinevatest rahvustest matemaa-
tikute joupingutusi. Leiti iiha uusi toestusi, mis ldhemal uurimisel
osutusid ikka jdlle loogiliselt puudulikeks. Probleemi uurimine viis.
1opuks uue geomeetria loomisele. Nagu ndeme edaspidi, tdhendab
LobatSevski geomeetria loogiline voimalikkus iihtlasi paralleelsir-
gete probleemi tdielikku lahendust — vahemalt loogika aspektist.

Paraileelsirgete probleem kasvas vilja Eukleidese geomeetriast,
tdpsemalt — selle iihest aksioomist. Kahtlemata uuriti kiisimust.
juba enne Eukleidest. Viimane lahendas probleemi samal viisil,
nagu Makedoonia Aleksander muistendi jdrgi avas nn. Gordioni
solme. Voimetuna keerulist s6lme lahti harutama olevat Aleksan-
der selle modgaga 1dbi raiunud. Eukleides, leidmata toestust lau-
sele, mida ta kasutas paralleelsirgete iilesehitamisel, luges selle
lause aksioomiks. See lause, mida harilikult nimetatakse Euk-
leidese V postulaadiks, kolab jargmiselt: «kui kahe sirge:
Ioikamisel kolmandaga tekivad ithepoolsed sisemised nurgad, mille:
summa on véiksem kui sirgnurk, siis kaks esimest sirget loiku--
vad».

Kerge on margata V postu-
laadi tihedat seost paralleelide
aksioomiga: kui iiht neist
lauseist lugeda todeseks, siis
on toene ka teine. Néaitame
seda. Iga sirge ¢’ korral, mis < >
idbib punkti A ja erineb sir- B
gest ¢ (joon. 9), on iihepoolse-
fe sisemiste nurkade « ja f
summa vaiksem kui 180°. Kui
eeldada, et paralleelide aksi- =
oom on tdene, siis on ¢ ainus
voimalik paralleel sirgele a la- b
bi punkti A, ning seetottu pea-
vad ¢’ ja a 16ikuma, s. 0. V pos-
tulaat on toene (mottekdik ei Joonis 9.
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muutu oluliselt, kui 4 on suvaline sirgeid a ja ¢ loikav sirge).
Vastupidi, kui eeldada V postulaadi kehtivust, siis peab iga sirge
¢’, mis ldbib punkti A ega ole risti sirgega b, loikama sirget a,
s. t. ¢ on ainus punkti A 1dbiv paralleelsirge.

Toestatud seosest vaadeldavate lausete vahel jireldub niiiid, et
kui iiht neist lugeda vairaks, siis peab vdir olema ka teine (poh-
jendada!). Niisiis on need laused korraga kas tdesed voi vdarad.
Selliseid lauseid nimetatakse ekvivalentseteks.

Paralleelsirgete probleem oma esialgsel kujul seisnes V postu-
. laadi tbestamises. Sellepdrast rddgitakse sageli ka V postu-
laadi probleemist. Eukleidese siisteemi ainsaks -oluliseks puu-
duseks loeti asjaolu, et selles on V postulaat voetud pohilauseks,
s. o. jdetud toestamata. Selline etteheide oli tingitud ennekoike
tajust, et V postulaat ei ole sel miédral ilmne kui Eukleidese iile-
jddnud aksioomid. Pealegi on V postulaadi sonastus raskepérane
ja tunduvalt keerukam teiste pohilausete omast.” Néis ka lubama-
tuna lugeda aksioomiks lauset, mille péérdlause on toestatud. Sest
V postulaadi voiks sonastada ka nii: «Kui kahe sirge l1oikamisel
kolmandaga tekivad iihepoolsed sisemised nurgad, mille summa on
véiksem kui 180°, siis need sirged moodustavad kolmnurga». Kuid
juba Eukleides ise toestas poordlause: «Iga kolmnurga mistahes
kahe sisenurga summa on viiksem kui 180°».

Voib tunduda, et paratleelsirgete probleemil on ainult pohi-
motteline tahtsus ja praktika seisukohalt voib jatta kiisimuse lahti-
seks — kui seda kord nii raske on lahendada. Veidi jarele moeldes
ndeme aga, et paralleelsirgete aksioomil on eriline osa Eukleidese
lausete siisteemis. Ilmneb, et enamikku kooligeomeetria lausetesl
ei saa toestada, kui ei eeldata selle aksioomi toesust. Paralleelide
aksioomil pohinevad laused vordelistest 16ikudest. Viimaste abil
defineeritakse kolmnurkade sarnasus ja toestatakse sarnasustun-
nused. Kolmnurkade sarnasusel aga pohineb kogu trigonomeetria.
Sellise «votmepositsiooni» tottu, mis aksioomil on geomeetrias, on
moistetav lakkamatu huvi paralleelsirgete probleemi vastu. Silmas
tuleb pidada ka probleemi (ainult ndilist) lihtsust. On ju jutt paa-
rist-kolmest sirgest tasandil; nende vastastikuse asendi uurimine
ei nai noudvat mingit spetsiaalset matemaatika-alast ettevalmis-
tust, igal juhul mitte korgemat matemaatikat. Probleem tundub
olevat tdiesti joukohane keskkooliopilasele. Ja ometi kulus tema
lahendamiseks enam kui 20 sajandit...

Matemaatikud komistavad

Kuni 19. sajandini olid probleemi koik uurijad iiksmeelsed, et
paralleelide aksioom (ehk V postulaat) on sisuliselt tdene lause.
Kahelda selle toesuses ei tulnud péhe iihelegei geomeetrile. Jai

7 Eukleidese geomeetrilise sisuga pohilausete, nn. postulaatide loetelu vt.
U. Lumiste. Ruumi moiste geomeetrias. — Matemaatika ja kaasaeg, XI, lk. 3—9.
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astuda ainult iiks samm — leida range loogiline pohjendus! Nagu
margitud,. pitiidsid seda sammu astuda vdga paljud nimekad mate-
maatikud (ja kahtlemata veel suurem arv diletante, kellest aja-
lugu vaikib). Koik selle sammu astujad aga komistasid — harili-
kult nii, et nad seda ise ei mirganud. Pohiliseks komistuskiviks
oli vajadus kasutada toestuskdigus monda lauset, mis ldhemal
vurimisel osutus paralleelide aksioomi ekvivalendiks. Selle tottu
viide, et paralleelsirge on iiheselt méaaratud, tdestati viite enda
kaudu. Tosised teadlased sattusid — ise seda tdhele panemata —
preisi meisterluiskaja Miinchhauseni olukorda, kes ratsuga soo-
miilkasse kukkudes rebis oma juuksepatsipidi soost vilja mitte
ainult enda, vaid ka hobuse.

Seile olukorra illustreerimiseks vaatleme monda lihtsamat
1oestuskatset.

5. sajandil piitidis kreeklane Proklos rangelt toestada.
kujutlust, et sirge ¢’ punkti P ja sirge a vaheline kaugus PR muu-
tub nulliks punkti P eemaldumisel punktist 4 (joon. 10). (Nagu
eelnevalt ndgime, ei saa seda kujutlust pohjendada kogemuse abil,
kui nurk PAQ on viike). Proklos kasutas juba eespool méirgitud
asjaolu, et nurga PAQ iihe haara punkti P ja teise haara vahe-
line kaugus PQ on tokestamatult kasvav suurus. Paralleelsirgete
a ja c vahelist kaugust QR luges Proklos aga tokestatud suuruseks
(meile tundub koguni, et see suurus on konstantne). Sellepidrast,
viitis Proklos, peab P liikumisel saabuma moment, mil PQ = QR.
See tdhendab, et P satub kunagi sirgele a, niisiis a ja ¢’ 16ikuvad.

. A a 4 0
N \
L
o Y A\
R 154 A
Joonis 10. Joonis 11.

Oletus, et paralleelsirgetevaheline kaugus on tokestatud, iiletab
aga jalle kogemuse piire; sellepdrast vajab ta samal méaaral toes-
tamist kui paralleelide aksioom. Teda ongi lihtne tdestada — kui
eeldada, et paralleelide aksioom on toene. Nagu teame, on selli-
sel juhul kolmnurkade ABC ja ACD (joon. 11) sisenurkade sum-
mad vordsed sirgnurgaga. Jarelikult on punkti D igasuguse asen-
di korral sirgel ¢ nelinurk ABCD ristkiilik, s. t. DC = AB: sirgete
a ja ¢ vaheline kaugus on konstantne. Seega on Proklose abilause
paralleelide aksioomi (v0i V postulaadi) ekvivalent.

87



Inglise 17. sajandi matemaatik Wallis luges toeseks lause:
«Iga kujundi puhul leidub kuitahes suur temaga sarnane kujund».
Sellest jareldub kergesti V postulaadi tdesus. Sest iga sirget ¢/,
mille puhul - 8 < 180° (joon. 12), saab viia réoplitkkega asen-
disse ¢” nii, et tekib kolmnurk
ABC. Wallise eelduse kohaselt
leidub kolmnurgaga ABC
sarnane kolmnurk, mille kilgi
maidravad sirged a, & ja ¢’
Jarelikult ¢’ loikab sirget a.

Lihtne on jélle niidata, et
kehtib ka vastupidine seos: V
postulaadist (voi  parallee-
lide aksioomist) jareldub Wal-

Joonis 12, lise abilause. Jdtame vastava
kontrolli lugeja hooleks.

Proklose ja Wallise arutlustest ilmneb uuesti paralleelsirgete
probleemi toeline raskuspunkt: on tarvis vaadelda korraga tervet
lopmatut sirget, seega tasandi lopmata kaugeid piirkondi. Eriti
reljeefselt tuleb 16pmatuse idee esile Sveitsi matemaatiku Bert-
rand’i (18. saj.) toestuskatses. Bertrand juhtis tdhelepanu sellele,
et tasandi saab jaotada lopmata paljudeks vordseteks osadeks
paarikaupa vordsetel kaugustel olevate paralleelsirgete abil
(joon. 13). Kui aga tasand jaotada tihest punktist valjuvate pool-

_—
|

Joonis 13.

sirgete abil, mis paarikaupa moodustavad vordsed nurgad, siis
tekib 1oplik arv piirkondi. Siit jdreldas Bertrand, et kahe paral-
leelsirge vaheline tasandi osa on vidiksem mistahes nurga sise-
piirkonnast. Kui aga lugu on nii, siis ei saa nurga ABC sisepiir-
kond asuda tervenisti sirgete a ja ¢ vahel (joon. 14), s. t. sirged
-a ja ¢’ peavad loikuma.

Bertrandi moéttekdigu puuduseks on téiesti pohjendamatu ope-
reerimine tasandi l6pmatute piirkondadega. Nii paralleelsirgete
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kui ka poolsirgete vahelise piirkonna pindala on lopmata suur.
Vorrelda kaht konstantset lopmatut suurust, korraldada nende
vahel suurusjirjestust, on aga vaimatu. Bertrand’l kombel arutle-

des jouaksime absurdsete tulemusteni. Nditeks BAC= EDF puhul
(joon. 15) peaksid nende nurkade sisepiirkonnad olema korraga
nii vordsed kui ka mittevordsed.

Joonis 14. Joonis 15.

Eelnevaist mottekaikudest ilmneb, et paralleelsirgete probleemi
on voimatu lahendada vahenditega, mis on seotud lopmatute suu-
ruste voi piirkondadega. Tekib mote otsida sellist toestamisviisi,
mis on vaba 16pmatuse moistest. Voib ju olla, et tasandil on sel-
line struktuur, mis véimaldab tema loplike (kogemuse piirides ole-
vate) piirkondade abil otsustada selle iile, mis toimub l0pmata
kaugel. Selle kiisimuse juurde tuleme tagasi siis, kui analiifisime
paralleelide aksioomi ajalooliselt viimast olulist toestamiskatset.

Esitame lugejale iseseisvaks lahendamiseks kaks ifilesar -
netd Tuleb otsustada, kas jargnevad toestuskdigud on korrekt-
sed, ja eitava vastuse korral leida viga.

1) Toestame,etiga kolmnur-
ga sisenurkade summa on 180~

Vaatleme suvalist kolmnur- A
ka ABC (joon. 16), mille sise- 8%
nurkade summa olgu x. Jaota-
me selle kolmnurga 1diguga AD
kaheks kolmnurgaks ABD ja

ACD, siis
et fry=nx i o fs A
futo=x g 0 C
yrvd=ux Joonis 16.

Liidame kaks viimast vordust:

B+y-tutv+ototon

Et p+v=uaja o4+ =180 siis g4 p 4 a4 180° = 2x, seega
=180 m. o. t. t.

® Toimetusele saadetud lahendusi arveslatakse samadel —alustel naga eri-
rubriigis esitatud tlesannete lahendusi.
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2) Loigaku sirge d sirgeid a ja b nii, et tekivad vordsed ihe-
poolsed (nditeks parempoolsed; vt. joon. 17) sisemised nurgad
« ja B, mille summa on viiksem sirgnurgast. Toestame, et sirged
a ja b ei loiku.

Sirged a ja b ei saa 16i- s
kuda vasakul pool sirget d b —"__
(miks?). Naitame, et nad ei B
16iku ka paremal pool.

Leiame sirgetel punktid A, ‘
ja B; nii, et AA;=AC ja ¢
BB, = BC, kus C on loigu AB
keskpunkt. Sirge b ei saa loi-

gata 16iku AA,. Toepoolest, kui _ _|° ET— y J
ta l1oikaks seda mingis punktis A A A

P, siis tekiks vordhaarne kolm- d

nurk ABP (sest a=f), mille Joonis 17.

kiilg AP oleks viiksem poolest
alusest AB vbi sellega vordne.

Et nelinurk ABB|A, on siimmeetriline kiilje AB keskristsirge
¢ suhtes, siis a@; = f,. Kui korrata eelnevat konstruktsiooni — leida
punktid A; ja Bs nii, et AjAy=A,C; ja B;By= B,C;, — ning samu
arutlusi, siis ilmneb, et b ei saa 10igata ka 1oiku A4..

Analoogilisel viisil nditame, et b ei 16ika 16ike A.A3, AsA, jne.
Konstruktsiooni saab kuitahes palju kordi korrata. Jérelikult ei
16ika b sirget a ka paremal pool sirget d.

Seega sirged a ja b ei 16iku.

Juhime lugeja tdhelepanu asjaolule, et kui esimene toestus
lugeda korrektseks, siis saab paralleelide aksioomi toestada (seda
nditame edaspidi). Kui aga teine tdestus lugeda korrektseks, siis
paralleelide aksioom muidugi kehtida ei saa. Seega esineb vahe-
malt {ihes toestuskdigus viga.

(Jdargneb)

T. ROOSINUPU ULESANDEID

3. Votsin hiljuti juhuslikult dhe i{ihekohalise arvu a ja iihe kahekohalise
arvu bc¢ ning markasin, et nende korrutis on lihtsalt cab. Voétsin siis (jalle
juhuslikult) ihe veidi suurema arvu AB...F ning kahekohalise arvu GH ja
ikka oli nende korrutis lihtsalt HAB...FG. Tegin veel iihe katse ja sain jdlle
sama tulemuse, s. t. kahekohalise arvuga korrutamiseks tuli tema iihelised liht-
salt kirjutada teise teguri esimese numbri ette ja kiimnelised teise teguri wvii-
mase numbri taha.

Millised arvud ma juhtusin valima?

(Lahendus vi. lk. 145)
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PROGRAMMOPPEST
Hilja Oiglane

Ei ole kahtlust, et lahemas tulevikus tuleb
meil pohjalikult 14bi vaadata kéaesoleval ajal
kasutatavad, kuid oma aja dra elanud ja vana-
nenud opetamismeetodid ning asendada need
efektiivsematega. Mida varem seda tehakse,
seda parem.

Akadeemik A. I. Berg

Teaduse ja tehnika kiire areng toob jarjest tdiendust 6ppeprog-
rammidesse. Opitava materjali hulk kasvab, kuid nddalatundide
arv koolis on niigi juba o6pilastele lubatava todaja piiril voi isegi
iile selle — tundide arvu seega enam suurendada ei saa. Jéreli-
kult tuleb leida uusi teid, kuidas olemasolevat aega ratsionaalse-
malt kasutada, et koolist ellu saata kaasaja nouetele vastavate
teadmistega inimesi.

Uhe esimese sammuna selles suunas tuleb ilmselt tdsiselt 1abi
moelda Spetamise metoodika. Opetamismeetodid on piisinud pikka
aega oma pohiolemuselt muutumatutena, kuigi traditsioonilisel
opetamisviisil on rida puudusi. Nimetame siin kahte olulisemast
nendest puudustest.

Suur osa Opilastest jadb tunnis passiivseks — ka héisti orga-
niseeritud oppetunni juures.

Koik opilased todtavad sama tempoga, mis paratamatult on
kohandatud nn. keskmisele opilasele.

Neid puudusi saaks korvaldada siis, kui opetaja tootaks iga
opilasega individuaalselt. Psiihholoogia-alased uurimused néita-
vad nimelt, et koige produktiivsem opetamismeetod on just indi-
viduaalopetus. Praktiliselt aga muidugi ei saa opetaja terve oppe-
tunni valtel té6tada iga Opilasega eraldi. Sellele vaatamata voib
individuaalopetuse iiht varianti siiski realiseerida opetaja detail-
selt koostatud juhendi — programmi — kaudu. Individuaalset
oppetdd vormi, kus Oppeprotsessi juhtimine toimub kirjaliku (vdi
mone! teisel viisil antud) programmi alusel, nimetataksegi pro-
grammoppeks.

Programméppel on Ameerika Uhendriikides kiillalt pikk aja-
lugu. Juba 1920. aastatel formuleeris oma seisukohad USA psiih-
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holoog S. L. Pressy, kelle soovitatud valikmeetodi printsiip on
sisuliselt testimeetodi jdtk — opetav test. Uus oppeviis kujunes
aga vilja alles 1950. aastatel. 1954. a. avaldas psiihholoog
B. F. Skinner uurimuse, millele toetudes ta koostas nn. Skin-
neri lineaarse programmi. Selles on ldhtutud positiiv-
sete emotsioonide mojust — oppimine on koige edukam siis, kui
opilane annab alati oigeid vastuseid ning saab selle kohta kohe-
selt ja pidevalt kinnitust.

Skinneri tiilipi programmi korral tuleb aine jaotada elementaar-
seteks osadeks («doos», «annus», «samm»). Igale annusele jarg-
neb kontroll kiisimuse voi sagedamini linktesti nédol, kusjuures
Oige vastus on oppijal enesekontrolliks kittesaadav. Skemaatili-
selt voib sellist programmi esitada joonisel 1 toodud kujul:

[ ;
| 1. annus  |———> kontroll |- | dige vastus -—i
! — L
— - !
<! oige vastus !.(__-‘ kontroll !<___ 2. annus !.<__‘
[ L | L
Joonis 1.

Liinktesti tditmine ongi sisuliselt Oppimine, seet6ttu piistitab
Skinner noude — programm peab olema niimoodi koostatud, et
Oppija saab ainult Gigesti vastata (positiivne moju oppijale!).

Lineaarse programmi korral ldbivad koik Oppijad iithesuguse
programmi samas jirjekorras. T66tamine toimub iseseisvalt, indi-
vidualiseerimine seisneb selles, et tugevamad opilased ldbivad pro-
grammi kiiremini.

Nidide (Tartu 2. Keskkooli opetaja H. Kulli toimetatud katse-
materjalist). Eeldatakse, et opilane hoiab lehe parema poole kae-
tuna ja avab selle jark-jargult, leides pérast oiged vastused liinga
taitmiseks.

Siinusteoreem

15. Teine seos, mis esineb iga antud koim-
nurga ABC killgede ja nurkade vahel, on siinus-
teoreem. See teoreem viidab jargmist:

Igas kolmnurgas ABC, mille kiiljed on a, b, c
kehtib seos

a _ b ¢
sinA”~ sinB  sinC

Peame meeles, et iga suhe sisaldab koim-
nurgas ABC ihe ........ ja selle vastasnurga kiilje;
........ siinuse



16. Siinusteoreem viidab, et igas kolmnur-
gas ABC on

a ...
sind ™ sinB~ ..... " sinC

17. Siinusteorcemi on voimalik kirjutada
%olme vordena:

a b
-, ’
sin A siin B
b c
..... o sin B; sin C
ja
C . a
L sin C; sin A
18. Seega viidab siinusteoreem, et suhe
- on vordne suhtega -;QL,. Niisamuti on
sin 4 sin B ¢
eelmiste suhetega vordne ka ........ sin C

Teine laialdaselt kasutatav programmi tiiip on hargpro-
gramm, mis pohineb valikvastuste meetodil. Annusele jargneb
kiisimus (voi iilesanne), millele on antud voimalikud vastused.
Tavaliselt on iiks vastustest dige, teised aga sisaldavad tiiiipilisi
vigu antud kiisimusele vastamisel. Oppija peab valima valmis
vastustest oige vdi vordlema iseseisva lahenduskdigu tulemusena
saadud vastust antuga (matemaatikas). Olenevalt sellest, kas
oppija leiab dige voi vale vastuse, suunab programm teda 1dbima
erinevat teed. Lihtsamal kujul on programmi skeem kujutatud
joonisel 2.

| |
| v . ; Jo
l. annus |-—>- kiisimus '->! Gige vastus

i-_>. 2. annus %-—>1 kiisimus ’—>
!
J A

i :
vale vastus f—-—-)! konsultatsioon ‘
i |

Joonis 2.

Konsultatsioonis on antud vastaja vea seletus (sest vale vas-
tus périneb tiiiipilisest veast) ning dige vastus koos pohjendusega.
Edasi suunab programm o6ppija juba jargmise annuse juurde, kuna
aga oige vastuse puhul juhitakse ta kohe uue annuse juurde.

Hargprogramm voib olla ka keerukama struktuuriga, niiteks
niisugusega, kus vale vastuse korral esitatakse veel suunav lisa-
kiisimus. Voib ka olla ette ndhtud enam kui iiks tiiiipiline vale
vastus. Sel juhul saame niisuguse programmi, nagu on kujutatud
joonisel 3.
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\

vale vastus [———-| suunav kiisimus ’

? Y

—| oge 2. annus

l 1. annus ——>‘ kontrollkiisimus

v )

vale vastus | >

—>

suunav kiisimus

Joonis 3.

Hargprogrammi struktuur oleneb oppematerjali iseloomust ja
muidugi ka programmi koostajast. Hargprogrammi puhul 1dbivad
oppijad programmi erinevaid teid mocda. Norgemad opilased
peavad rohkem to6tama, iihtlasi saavad nad ka rohkem seletusi.
Tugevamad oOpilased, kes suudavad iseseisvalt tootada, ldbivad
programmi lithemat teed mé6da. Hargprogrammi puhul on annu-
sed tavaliselt suuremad kui lineaarprogrammis.

Ndide (EPA-s kasutatud diferentseerimistehnika program-
mist).

Ulesanne. Antud on funktsioon y = % leida y'.

Vastused:

1) —% (vt. k. 7)
2 —— (vt 10)
3) ——iﬁ— (vt. k. 12)

Lahendanud iilesande, vordleb dpilane oma vastust esitatud
vastustega. Iga vastuse juures on antud viide programmi lehekiil-
jele, kus lahendaja leiab kommentaarid antud vastuse kohta. Need
kommentaarid on jargmised.

Lk. 7. Vastus on vale. Antud funktsioon on astmefunktsioon astmenditajaga

= —b5. Astmefunktsiooni diferentseerimise reegli jargi (vt reegel ja ndited

Ik. ,....) tuleb tuletise astmenditaja leidmiseks lahutada funktsiooni astme-
néitajast 1. Jadrelikult

5

n—l=—5—1=—6 ja y=——

Teie olete tuletise astmenditaja leidmisel lahutamise asemel liitnud.
Edasi: Lahendage iilesanne nr. ... lk ... (Ulesanne on analoogiline antud

. 1
iilesandele, niiteks: antud on y= 5 leida y").
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Lk. 10. Vastus on vale. Astmeiunktsiooni tuletises on kordajaks funkt-
< s 5 .
siooni astmenditaja n. Antud iilesandes n = -—3. Jarelikult y"— et teie aga
votsite kordajaks tuletise astmenditaja.
Edasi: Lahendage iilesanne nr. ... lk. ... (niiteks: antud on Y=
X
leida ¢/, kusjuures tuuakse jiilegi valikvastused).

Lk. 12. Vastus on oige. Te lahendasite tlesande jargmiselt: y== —17 =
:\«)

.= - 5
=x%;, y = —dx5l=_Hxf=— e Edasi lahendage iilesanne nr.
Ik. . .. (Kuna iilesanne oli lahendatud &igesti, siis suunatakse lahendaja juba

jargmise tlesande tiiiibi juurde. Niiteks: antud on y:x\/_)_c, leida y’; luuakse
valikvastused ja viited).

Molema programmi tiiiibi puhul saavad Oppijad té6tada indi-
viduaalselt ja iseseisvalt, kuid vGib teha etteheiteid nii iihele kui
teisele printsiibile. Lineaarprogrammis on oOppematerjal liialt
hakitud ning kipub kaduma f(ildine iilevaade (metoodika nédeb kiill
iga tsiikli jarel ette kontrolltoo enesekontrolliks, mis peab iihtlasi
olema ka kokkuvote opitud materjalist). Teiseks suuremaks puudu-
seks on noue, et kiisimused peavad nii aeglaselt lihtsamalt keeru-
lisema poole suunduma, et oppija peab alati andma dige vas-
tuse. Seega kaob oppijal mottepinge — ta voib kiill omandada
teadmisi, kuid motlema ta ei opi. Tugeva loogilise motlemisvoi-
mega Opilasele on selline mehhaaniline 1606 igav.

Hargprogrammi suurimaks puuduseks on antud vastused.
Kasutades ainult opetavat programmi ilma masinata ei pea oppija
vastust ise konstrueerima, vaid antutest valiku tegema. Matemaa-
tikas (osalt ka mones feises aines — nditeks grammatikareeglite
harjutamisel) see probleem ei ole kiill nii terav, sest iilesande
vastus iitleb lahenduskdigu kohta viaga vihe (tavaliselt on ju ka
ilesannete kogu lopus vastused olemas).

Tiiiipiliste vigade tegemisel saadud vastused voimaidavad anda
seletusi ning suunata sobivatele lisaiilesannetele. Seetottu pole
(eriti matemaatikas) enamasti ka pohjust karta vdarvastuste kin-
nistumist. Hargprogrammi on voimalik koostada nii, et ta on
huvitav ja joukohane igale &ppijale. Muidugi on hargprogrammi
koostamine aga oluliselt keerukam kui lineaarprogrammi koosta-
mine.

Oppimisel ainult 6petava programmi alusel on Oppijal olemas
kiill pidev enesekontroll, kuid dpetajal puudub informatsioon t66
kdigu jatulemuste kohta. T66 hindamiseks tuleb 1dbi viia eraldi kont-
rolltéid. Metoodiliselt oleks aga ka tdiesti vddr hinnata oOppijat
jooksva t66 eest, kuna see stimuleerib ebaausaks tooks.

Programmdppes on voimalik ulatuslikult kasutada ka masinaid.
Opetavate masinate kasutamisel saab Spetaja kogu aeg informat-
siooni oppimistulemustest, mis voimaldab Gpetajal oppimisprot-
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sessi paremini juhtida. Kuid masinate kasutamise korral tuleb pro-
grammi koostajal arvestada masinate omadusi, ta ei saa alati
lahtuda ainult antud aine metoodikast. Masinate kasutamise prob-
leem ei mahu aga kdesoleva artikli raamidesse.

NSV Liidus tekkis huvi programmoppe vastu alles 1960. aas-
tatel. Noukogude pedagoogid ja psiihholoogid A. N. Leontjev,
P. J. Galpernin, N. F. Talozin, L. N. Landa jt. on aga juba and-
nud teoreetilised alused programmide koostamiseks, 1ahtudes 6ppi-
mise ja mélu seaduspérasustest.

Meie vabariigis on programmopet rakendatud ka matemaatika
opetamisel. Hasti ldbiviidud eksperimentide (6p. T. Palm Tallinna
21. Keskkoolist, 6p. H. Kull Tartu 2. Keskkoolist, 6p. E. Vaher
Tartu Med. Keskkoolist, op. A. Haamer Elva Keskkoolist ja A. Kop-
pelman Pdrnu 2. Keskkoolist jt.) resultaadina voib julgesti kinni-
tada, et antud meetod digustab end matemaatika opetamisel kesk-
koolis. Kaesoleva artikli autori teostatud eksperimendid (1964/65.
ja  1965/66. oOppeaastal) korgema matemaatika Opetamisel
programmoppe meetodil lubavad jareldada, et antud meetod on
ka korgema matemaatika opetamisel sobiv.

Moskva Riiklikus Ulikoolis viidi 1964/65. oppeaastal tibi ula-
tuslik programmoppe eksperiment. Opilaste hinnangu saamiseks
tuli neil anda vastused ankeedile (et vastused oleksid objektiiv-
sed, ei margitud ankeedile nime). Toome siin moned huvitavamad
momendid: 1) 919 iiliopilastest pidas programmopet otstarbeka-
maks traditsioonilisest, 2) antud meetodit oleks iiliopilaste arvates
sobiv kasutada eelkdige fii{isikas, matemaatikas, teoreetilises meh-
haanikas, 3) 57% vastanuist viitsid, et programmoppel kulus
vdhem aega, 43% ajas ei voitnud (seejuures toodud pohjendused:
«Antud juhul ei voitnud ajas, kuid pohimotteliselt voiks nii kiire-
mini oppida», «Ei voitnud ajas. Varem oppisin ainult eksamises-
sioomil.»).

Programmoppe kasutamise kogemused niitavad, et antud mee-
tod annab iisna hdid resultaate. Kuid t66 tulemused olenevad ikka-
gi eelkoige oppija tahtest ainet omandada. Héasti koostatud pro-
gramm loob ainult eeldused vajalike teadmiste omandamiseks
minimaalse ajaga.

PEAMURDMISEKS
. READ READ
T THIS — THIS
PAGE PAGE

Arvestada, et siin on tegemist kahe soltumatw tlesandega.
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ALGKLASSIDE MATEMAATIKA OPETAMINE
VAJAB UMBERKORRALDAMIST

P. Kees

Probleemist iildiselt ja selle ajaloolisest taustast

Tuntud noukogude matemaatik akadeemik A. HintSin on rohu-
tanud, et «Gpilane peab oppima ainult otsimise, intellektuaalse, ak-
tiivse t60, raskuste iiletamise protsessis, — selles on ainus, kuid
see-eest absoluutselt kindel garantii, et tema teadmised ei kujune
iiksnes formaalseteks.» ! ‘

Kiisimusele, kas praegune matemaatika opetamine algklassides
vastab esitatud nouetele, peame kahjuks vastama eitavalt. Asjata
ei nendi tuntud tSehhi pedagoog M. Jelinek, et «algastme mate-
maatika Opetamise ebarahuldavat ja vananenud olukorda koge-
takse paljudes riikides puudusena».?

Algklasside matemaatika opetamise siisteemi kiilindimatuse fakt
valmistab muidugi meelehdrmi, kuid roomustav on teada, et kogu
maailmas on asutud olukorda parandama.

Siin tuleb nimetada kahte olulist pohjust, mis on tinginud alg-
klasside ja iildse matemaatika Opetamise reforme. Neist esimene
pohjus toetub selle fakti siigavale tunnetamisele, et «matemaatika,
millel sajandi algul polnud peale fiilisika ja inseneriteaduse min-
geid muid rakendusalasid, on muutunud kaasaegse inimkultuuri
itheks pohiliseks koostisosaks ja hddavajalikuks vahendiks ena-
musel moétlemise, teaduse ja tehnika aladel.»3

Viimati mainituga seoses on huvitav peatuda niisugusel seigal.
Matemaatika osatdhtsuse tohutut suurenemist tajuti juba moni-
kiimmend aastat tagasi, ent selle fakti tajumine oli enam-vdheimn
formaalset laadi; keegi ei teinud sellest praktilisi jareldusi.

Liikumapanevaks jouks, mis vapustas kogu maailma ja piihkis
minema senise inertsuse matemaatika Opetamise kiisimustes, oli
esimene Noukogude Liidu tehiskaaslane.

VA 8. Xunuun, O dopmanausMe B IIKOABHOM IPenoaBaHHH MaTeMaTH-
KH. — «H3Bectna AITH PCOCP» Ne 4, 1946, k. 18.

2. Milos Jelinek. Die Modernisierung des Mathematikunterrichts in den
unteren Klassen. — «Mathematik in der Schule» Nr. 2, 1965, lk. 82.

3 Papy et Frédérique Papy. Mathématique moderne, vol. 1. Bruxelles-
Paris, 1963, 1k. V1. :
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Kuulakem Ameerika pedagoogi enda iilestunnistust algklasside
matemaatika programmide ajaloolisest taustast. Nii kirjutab David
Rappaport Chicago Opetajate KolledZist: «<Esimese Vene satelliidi,
sputniku, orbiidile lennutamine vapustas Ameerika rahvast. Me
olime kuidagi tardunud usus, et me oleme koikidest igal alal pare-
mad. Teaduses ja tehnoloogias kindlasti ei ole meile vordseid. Kuid
niitid tuli julm adrkamine. Uks selle tagajidrgedest oli huvi tund-
mine matemaatika ja loodusteaduse programmide vastu meie koo-
lides. Moned kritiseerisid matemaatika programmi ka enne sputni-
kut, kuid keegi ei podéranud neile tdhelepanu. Ent niiiid hakkas
igaiitks asja vastu huvi tundma ja valitsus hakkas toetama katse-
programie.» *

Tuleb au anda ameeriklaste avameelsele ja kiirele reageerimi-
sele. Jareldusi ei teinud antud faktist mitte ainult ameerikiased,
vaid enam-vdhem kogu maailmas algas drkamine senisest tardu-
musest, Jouti dratundmisele, et senise algdpetuse siisteemiga, kus
pearohk on mehhaanilisel dradoppimisel ja motlemine on jdetud
vaeslapse ossa, ei saa enam leppida.

Teine oluline pohjus, mis nditab, et algklasside matemaatika
opetamine vajab kardinaalseid iimberkorraldusi, seisneb selles
evidentses toes, et iga hoone ehitamine algab vundamendi voi
aluse rajamisega. Mida tugevam alus, seda kindlam saab pealis-
ehitis.

Algklassides rajatava matemaatika tugeva alusmiiiiri tahtsust
rohutati ka 1959. a. Prantsusmaal, Asnieres -sur- Oise’is kokku-
kutsutud Euroopa majandusliku koost66 organisatsiooni liikmes-
maade esindajate seminaril, millest vottis osa 18 maad ja kiilalistena
viibisid seminaril USA ja Kanada vaatlejad. Oma sissejuhatavas
kones iitles dr. Marshall H. Stone Chicago Ulikoolist muuseas
jdrgmist: «... Me peame alatiseks meeles pidama, et see, mida
me voime saavutada neis astmeis (s. o. keskkooli ja iilikooli esi-
mestel aastatel — P. K.), on piiratud sellega, mida on saavutatud
algkoolis. Tuleb eriti rohutada, et matemaatika opetamise paran-
damisel algkoolis on suur tdhtsus ja et selleks tuleb teha kdik
mis voimalik.» 3

Algklasside matemaatika Gpetamisest meie vabariigis

Kuigi meil Noukogude Liidus oli ja on algklasside matemaa-
tika Opetamise tase korgem kui niiteks Ameerikas, ei tdhenda selle
konstateerimine, et me peaksime olukorraga rahule jddma ja mitte
stidant valutama selle parandamise parast.

Millised on siis need faktid, mis sunnivad meid tosiselt muret
tundma ja mis silmandhtavalt viitavad puudustele algopetuse

4 David Rappaport, Historical Factors that Have Influenced the Mathe-
matics Program for the Primary Grades. — «School Science and Mathematics».
Vol. LXV, No. 1, 1965, lk. 32.

5 New Thinking in School Mathematics, OEEC, 1961, lk. 22.
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siisteemis? Need on koigepealt keskastme &pilaste {ildiseit madal
motlemistase, eriti aga abstraktse motlemise piiratus. -

Toogem paar niidet. Kdesoleval siigisel anti {ihe kooli V klassi
opilastele muude iilesannete seas lahendada ka 2 jirgmist:
I. Mitu cm? on ruudu pindala, mille kiilje pikkus on 15 mm?
2. Mitu cm on ruudu dimbermoot, mille kiilje pikkus on 15 mm?
Uhes koolis ei osanud esimest iilesannet mitte keegi digesti lahen-
dada, teise iilesande oOigeid lahendusi oli 13,3%, s.o. veidi iile
kiimnendiku. Teises koolis olid samade {ilesannete Oigete lahen-
duste protsendid vastavalt 13,3 ja 10.

Isegi 8. klassi 1opueksameil esineb otse kurioosseid fakte. Nai-
teks iithe kooli voimekas opilane ei osanud kuidagi pohjendada,
miks ta iihe protsendi leidmiseks jagab 20 just neljaga, aga mitte
mone muu arvuga, kui on teada, et 4% on 20.

Opetamise siisteemile vajutavad pitseri, kujundavad tema néo
vastavad programmid ja sellele baseeruv oOpetamise metoodika.
Programmidega taotletavaid eesmirke motestatakse lahti program-
mide seletuskirjades.

Kitsigem niitid edasi, kas meie algklasside programmid ja sele-
tuskirjad teenivad uue inimese kasvatamise oOilsaid eesmarke ja
kas nad vastavad praegusaegse teaduse tasemele. Peame kahjuks
vastama, et algklasside programmid on teatud mottes vananenud.

Nende puuduseks tuleb mairkida, et seletuskirjades ei puudu-
tata motlemisoskuse arendamist, tunnetusprotsesside aktiviseeri-
mist, komponentidevaheliste seoste ning soltuvuste teadlikku
omandamist, vaid toonitatakse arvutusoperatsioonide kattedppi-
mist ja pohiliselt malule toetuvate teadmiste omandamist. Ei saa
noustuda ka programmi seletuskirjas esitatud juhisega: «Kirjaliku
arvutamise votteid pole otstarbekas liiga vara kitte opetada, sest
need takistavad peastarvutamise oskuse arendamist.»® :

Noukogude kooli ees seisab iilesanne kasvatada uut inimest,
igakiilgselt arenenud isiksust. Me usume, et isegi nende iiksikute
pogusate mairkuste pohjal saab ilmsiks, et «kui ldheneda alg-
opetuse traditsioonilisele siisteemile nende tilesannete (s. o. iga-
kiilgselt arenenud isiksuse kujundamise — P. K.) seisukohalt, saab
tdielikult selgeks praeguse algdpetuse pohjaliku iimberkorralda-
mise tungiv vajadus. Meie tahame kasvatada inimest — loojat,
kuid praegune algdpetuse metoodika kujundab 6pilastest iihekiilg-
seid tdideviijaid.» 7

L. Zankovi uuest algopetuse siisteemist

Algklasside matemaatika Opetamise iimberkorraldamise vaja-
dus on niisiis fakt, millele enam keegi vastu ei vaidle, Teatavasti
on Pedagoogikateaduste Akadeemia moodustanud komisjoni, kes

6 Eesti NSV Haridusministeerium. Algkooli programmid 1965/1966. oppe-

aastaks, lk. 72.
7 JI. B. 3aiukos. O nasansHom o6yuennu, AITH PCOCP, 1963, 1k. 14—15.
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tegeleb kogu hariduse sisu ja mahu labivaatamisega selles suunas,
et haridus vastaks kaasaja korgendatud nouetele ja aitaks efektiiv-
selt kaasa isiksuse igakiilgsele arendamisele. On loota uute aja-
kohastatud programmide peatset kehtestamist.

Allpool tahaks peatuda akadeemik L. Zankovi uue algopetuse
siisteemi monedel pohimottelistel kiisimustel. Zankovi siisteemi
jirgi opetatakse enam kui 1400 klassis.

L. Zankovi siisteemi aluseks on tema poolt viljatéotatud uued
didaktilised printsiibid. Pohiliseks ja kandvaks printsiibiks on
oppeprotsessi efektiivsus, kusjuures viimane ei ole omaette ees-
mark, vaid see on Opilaste fildise arengu teenistuses. Edasiste
printsiipidena esinevad opetamine korgel raskuseastmel, kusjuures
tuleb rangelt arvestada raskuse maira, ja aine kisitlemise kiire
tempo. Neile printsiipidele on iiles ehitatud kogu praktiline oppe-
tegevus, alates programmidest ja Iopetades iiksikute metoodiliste
votetega.

Vaatamata sellele, et Zankovi siisteemi jdrgi Opetamine on
muutunud kiillalt laialdaseks, kdib selle iimber dge vaidlus, kus-
juures seisukohad on sageli vdga erinevad. On palju selle siis-
teemi tuliseid pooldajaid, kuid on ka neid, kes vididavad, et Zan-
kovi siisteemi didaktilised printsiibid pole kiillalt konkreetsed, et
nad on vastuolus psiihholoogia ja pedagoogika todedega. Kas
Zankovi siisteem endale eludiguse voidab, seda néitab tulevik.

Tookogemuslikke tihelepanekuid

Allpool peatuksime moningatel matemaatika opetamise koge-
mustel Ahja Keskkooli algklassides. Meie lahtume téielikult
L. Zankovi siisteemi didaktilistest printsiipidest, kuid rajame sel-
lele pealisehituse mitte ainuit L. Zankovi metoodikast. Lahtudes
L. Zankovi kolmest nimetatud printsiibist, té6tasime omakorda
nende baasil vilja efektiivset Oopetamist tagavad printsiibid. Vii-
maseid saime 21. Jaotasime nad oOpetajaile brosiiiiris «Meelespea
Opetajaile». Selles on nditeks niisugused punktid:

1. Iga teema, iga aineldigu juures tuleb 1dbi motelda mneed
voimalused, mis tagavad Opilase iseseisvust ja loovat motlemist.
Tundides peab valitsema motlemine (kasutada induktsiooni, heu-
ristilist meetodit, aktiviseerimist jne.).

2. Mida suudab teha oOpilane, seda drgu tehku tema ecest oOpe-
taja. _

3. Kuna eesméirk on abstraktne motlemine, siis ei tule nait-
likustamisega liialdada. Naitlikustamist tuleb kasutada niivord,
kuivord ta aitab arendada opilast.

4. Opetamine peab olema joukohasel raskustasemel, mitte liiga
kerge ega nammutav. Kogu aeg peab oOpilaste ees seisma mingi
probleem, mida nad peavad pingutusega lahendama.

5. Tunni iga minutit tuleb kasutada ratsionaalselt. Ka kodu-
toode kontrolli ajal ei tohi olla klass tegevuseta.
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6. On vaja meeles pidada, et igasuguse eduka Opetamise eel-
duseks on tdhelepanu ja distsipliin, itkski meetod ei suuda korvata
nende puudumist.

Opilaste jaoks koostasime tabeli «Kuidas lahendada matemaa-
tika illesannet?» Tabeli pohiline osa on voetud raamatu ® [1. Tloda,
«Kax pewars 3agauy» (M., 1961) 16pul olevast lithendatud tabeli
kujust.

Tabelis «Kuidas lahendada matemaatika iilesannet» on esita-
tud iildised nouanded:

I. Ulesandest tuleb aru saada.

1I. On vaja leida tee tundmatu juurest andmete juurde.

III. Ellu viia lahendamise idee.

IV. Kus iial voimalik, kujutada iilesande sisu graafiliselt.

V. Kontrollida lahendamist ja hinnata seda kriitiliselt.

Seejirel on kone all olevas tabelis esitatud iildiste nouannete
tdpsustamine. Nii on naiteks V nouande tdpsustamises 6eldud:
Motle jarele, kas saadud vastus voib iildse véimalik olla. Kui voi-
malik, teosta vastuse kontroll. Motle jérele, kas antud iilesannet
ei saa lahendada ka teisiti.

Mirgime veel, et monevdrra oleme laiendanud praegu kehti-
vat matemaatika programmi. Néiteks rakendame I klassis algeb-
ra elemente, geomeetria algmeid ja tutvume korrutamise ning
jagamisega.

Viljend «algebra elemendid» peaks juba f{itlema, et I klassis
pole tegemist mitte algebra kursusega, vaid ainult monede mate-
maatiliste seaduspérasuste iildistatud kujul markimisega.

Tutvudes tehete juures komponentide terminitega ja komponen-
tidevaheliste seostega, mis kujutab endast ka programmi laien-
damist, laseme vastavad seaduspdrasused ning seosed miér-
kida iildkujul. Néaiteks seadus: summa ei olene liidetavate jirje-
korrast, margitakse 1 klassis kahel wviisil: 1) a-+b6=0b+4 a;
2) at+b=c; b-+a=c. Samuti osatakse iildkujul maéarkida {iihe
liidetava jne. leidmist. Naiteks a 4-x=¢; x=c¢ —a jne.

Tavaliselt valmistab opilastele koige suuremaid raskusi just
tahesiimboli esmane moistmine. Olgu margitud, et katsetaja V. Da-
vodov Moskvast alustab I klassis kohe aasta algusest peale tdh-
tedega, numbrid lisanduvad alies Il poolaastal. Akadeemik
L. Zankov ei poolda sellist kasitlust, sest siin ei toetuta lapse
vahetule eelnevale kogemusele. Meie seisukoht iihtib viimasega.,

Programmi moningase laiendamise eesméirgiks on olnud iihelt
poolt abstraktse motlemise siivendamine, kuid teiselt poolt mone
aineloigu siigavam ning teadlikum omandamine. Poéhilist ees-
imarki ei ole me ndinud aga programmi laiendamises, vaid selle
teadlikus ja loovas omandamises.

8 G. Polya raamat «Kuidas lahendada iilesannet?» ilmub- peatselt ka eesti-
keelses tolkes, kuid ilma selle liihendatud tabelita.
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MONINGAID VALEMEID KOLMNURGA GEOMEETRIAST

M. Levin

Vaatleme mittevordkiilgset kolmnurka ABC, mille lihim kiilg

on BC (vt. joonis 1).
Oluliseks 16iguks saab meil MN, mille otspunktid M ja N asu-
vad vastavalt kilgedel AB ja AC nii, et BM = CN = CB,
Votame kasutusele jadrgmised tédhistused:

R — NAABC iimberringjoone raadius,

r — AABC siseringjoone raadius,

d — AABC siseringjoone ja {iimberringjoone keskpunktide-
vaheline kaugus,

w — loigu MN pikkus,

k — loikude BC ja MN suhe,

a — nurga BAC suurus.

Allpool toodud teoreemid
médravad kolmnurga nende
elementide vahelised seosed.

Seos suuruste d, R ja r vahel
on teada elementaargeomeet-
riast tuntud Euleri valemiga!

d =+ R(R—2r). (1)

Teoreem 1. Kehtib valem
1% — 21( I _;; ) (2 Joonis 1.
Toestus. Olgu BC=a, CA=b, AB=c¢; S on AABC pind-

ala ja p sama kolmnurga pool iimbermaootu.

1 Selle toestuse voib leida niiteks raamatust: C. M.3 et eau. Hosas. reo-
Merpusi TpeyroibHuka. Mocksa, 1962, k. 67—68.
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Rakendame kolmnurkadele ABC ja AMN koosinusteoreemi,

saame
a?= b+ ¢2—2bccos a, (3)

w?=(b—a)?+4(c —a)?*—2(b—a)(c—a)cos a. (4)
Lahutades vorduse (4) vordusest (3), saame pérast elemen-

taarseid teisendusi
a?— w?=2a(b—a-+c¢)(l —cosa). (5)

Asendame siia cos ¢ vaidrtuse valemist (3); saame

5 oz o b2+ —a?y
a W—Lu=_fa(bma—§—c)(l———g—bc———) =
a?— (b—¢)?
- _ 1 ey e —
= 2a(b—a - ) ST
_,_§?(2+b+ﬂ a)( ﬂ_fc_fz:r_ﬁ_,,)( a_Jr__b,i_e'__(.) _
T be 2 2 2 7
8a? o0 S 4S
mi’(ﬁ—a)(l?—b)(/?—f)——za p abe
Et
S abe
p 48 =R,
siis
r
2_ 2 — 9q2.— .
a—w ay

Jagades selle vorduse molemad pooled avaldisega 2a? ja asen-
dades % =k, saame valemi (2), mida oligi tarvis tdestada.
Teoreem 2. Kehtivad valemid
R=d-k, (6)

/’:%(k—%). (7)

Toestus. Kui valemi (1) molemad pooled ruutu tésta ja saa-
dud vordus jagada R?-ga, saame

i=10-4)
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Valemite (2) ja (8) vordlemisel saame

kust jareldubki vordus (6).

Valemi (7) saamiseks piisab, kui valemis (8) R ascmele ase-
tada dk (vt. valem (6)).

Teoreem 3. Kehtib vaiem

d= . 9
2sina (9)
Toestus. Valemitest

R — L. g4
sing W
jdreldub
_ kw_
T 2sina

Asendades siia R (vorduse (6) jargi) saame kohe vorduse (9),
millega ongi teoreem tdestatud.

Miarkus. Valemist (9) on nédha, et suurus d on arvuliselt
vordne kolmnurga AMN iimberringjoone raadiusega.

Ulalpool me konstrueerisime 16igu MN vastavalt kiiljele BC.
Konstrueerime niiiid analoogiliselt 16igud vastavalt kiillgedele AB
ja AC. Konkreetsuse mbttes loeme BC </ BA < CA.

Olgu punktid M, N, P, Q, U ja T madératud jargnevalt (vt
joonis 2):

CB=BM=CN,
AB= AP =BQ,
AC=AU=CT.

Loikudel MAN, UT ja QP on
jdrgmine omadus.

Teoreem 4. Kolmnurk kiil-
gedega MN, PQ ja UT on sar-
nane kolmnurgaga ABC.

Toestus. Tahistame M
A_B AC

i g C / A
=% TU=" /P W
Vaatleme kolmnurkade paare
ACPQ ja ACBA,
ABUT ja ABCA. Joonis 2.
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Nende kohta saab toestada (analoogiliselt teoreemiga (1)):

r 1 1 ,
ﬁ=§@f;y (18
¥ 1 1

x=2(1—%) {LE]

Vorreldes valemeid (2), (10), (11), ndeme, et k=g =1 ja seega

BC AB _ AC

MN~— PQ  TU’

MANGUKLOTSID

Korvaloleval joonisel kujutatud
kaheksa kuubi tahud on koigil iht-
moodi varustatud tdhtedega. Leidke
vastused jargmistele kiisimustele.
Milline taht paikneb K vastastahul?
Milline taht paikneb L vastastahul?
Milline tdht paikneb V vastastahul?

Millised tdhed paiknevad P naaber-
tahkudel?
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VEEL ARVU 7 GEOMEETRILISEST KONSTRUEERIMISEST

Koolimatemaatikale pithendatud lehekiilgedel on meil juba juttu
olnud arvu sz geomeetrilisest konstrueerimisest.! Teatavasti pole
7 transitiivsuse tottu seda iilesannet voimalik sirkli ja joonlaua
abil tdpselt lahendada, kiill saab sel teel aga leida probleemi ligi-
kaudseid lahendusi. Arvu s koige tdpsema seni tuntud konstrukt-
siooni andis 1947. a. S. Schomerus.? Tema poolt ehitatud 16ik mééa-
rab arvu x viis oiget kiitmnendkohta. Esitamegi jargnevalt Schome-
ruse konstruktsiooni.

Vaatleme iihikringjoont keskpunktiga M. Olgu A sellesse ring-

joonde joonestatud ruudu kilje keskpunkt, AB =1, BD:%ja

K
£
H
B D
c
M
A
J
F G
! Vi, K. Ariva. Konstruktsioonid sirkli ja joonlauaga. — Matemaatika

ja kaasaeg, VI, 1965, 1k. 41—43. On esitatud Kochansky konstruktsioon, mis
maarab x kolme kiimnendkoha tdpsusega.
2 E. Beutel Die Quadratur des Kreises. Leipzig, 1951.
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AE = AD. Loigaku ruudu vastaskiilje pikendus punktis G puutu-
jat, mis on tommatud ringjoonele 1dbi ruudu tipu F. Olgu [ Gimber
punkti H raadiusega 2 joonestatud ringjoone ja sirge E£EG ldike-
punkt ning /K= 3. Siis GK on otsitav 1oik.

Toestame selle vaite vahetu arvutamise teel ja mddrame iiht-
lasi tulemuse tipsuse:

AE = AD — ]/1+( J--_E 1,80277563,

iwl

AH = AM & MH—»£2 L1~ 1,70710678,
EH = AE — AH ~ 0,09566886,
CE = AE — AC — J{lf_‘_\/z

3V
CG= 5=,

EG — v'cE2__+__CGQ‘ 1 -'/-39__4\/‘767\\52 15661319.
Olgu

PAN AN\
HEG = a ja HIE = B, siis

. EH EH
sin § = m smo—VT sin «,

cos ff = 7 V4 —EH?sin’a
cG
EG’
El =EH cosa - Hl cos = EH V1 — sina +
-~ V4 — EH?sin® a ~ 2,01502180.
Loikude EH, EI, CG ja EG pikkusi kasulades leiamegi niiiid:
Gl = EG— EI =~ 0,14159139,
GK =3+ GI == 3,14159139.
Tekkinqd viga on 0,00000252.

sin a =

MIS ON VAATEPUNKT?

D. Hilbert esitas oma loengul kord jdrgmise arutelu. Igal inimesel on ole-
mas kindel silmaring. Kui see silmaring aheneb lopmata vdikeseks, siis ta
muutub punktiks. Sel juhul inimene konelebki, et see on tema vaalepunki.
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MONTUCLA — MATEMAATIKA AJALOO PIONEER'!
J. Depman

Kuituuri ejalugu ilma matemaatika-alaste ideeide
aialooty oleks Shakespeare «Hamlieti» lavas-
fus, milles puuduks Hamlet ©6i vdhemalt
Ophelia.

A. N. Whitehead

Esimeseks oOpetlasciks. kes tdie selgusega tunnetas matemaa-
tika ajaloo véartust inimkenna kultuuris ja pilihendas matemaa-
tika ajaloole oma elut6d, oli prantsuse literaat, riigiametnik ja
lopuks akadeemik J. Montucla. 1758. aastal kirjutas ta iithe oma
teose eessonas: «Meie raamatukogud on iile igasuguse maéira
koormatud sonaohtrate lugudega voitudest, lahingutest ja revo-
lutsioonidest. Missugune hulk isikute elulugusid, kes on tehtud
kangelasteks iiksnes selle cest, et nad oma eluteel jatsid enda
jdrele ainult verise jédlje! Raske on leida, nagu seda kahetsusega
markis juba Plinius, vaheseid autoreid, kes oleksid piiiidnud jdrel-
tulevatele polvedele jdddvustada inimkonna heategijaid, kes too-
tasid — {ihed inimese vaeva kergendamisel kasulike leiutistega,
teised — inimese voimete laiendamisel aru saada ndhtustest oma
mottetod ja uurimustega. Veel vdhem leiame neid, kes oleksid
seadnud eesméargiks esitada pilti nende avastuste progressist, jal-
gida inimmoistuse saatust selle edasiliikumises ja arengus. Kas
voib niisugune piit olla vdhem huvitav kui duduste ja veriste stsee-
nide pilt, mis esitab ainult enesearmastuse ja inimvihkamise
jooni?» Nendes sonades on palju védartuslikku ka tdnapdeva mot-
leva inimese iaoks.

Jean Etienne Montucla ? siindis Lyonis 5. septembril 1725. a.
kaupmehe perekonnas. Tolle aja parimateks koolideks olid jesuii-
tide kolleegiumid, neist eriti kuulus asus Lyonis. Selles saigi Mon-
tucla oma alghariduse, mis oli ladina ja kreeka keele osas mar-
gatavalt pohjalikum kui matemaatikas. Mirgime muuseas, et
Lyoni jesuiitide kolleegium andis veel kaks kuulsat matemaati-
kut: astronoom Joseph Lalande’i (1732—1807) ja matemaatika
ajaloolase Charles Bossut (1730—1814). Viimasest sai jesuiit,
Montucla aga sdilitas kogu eluks tdnutunde oma jesuiiti-

U Artikli on. venekeelsest kasikirjast tolkinud U. Lumiste.
2 1. montiiklaa.

108






dest opetajate vastu, samuti nagu Lalande, kes, olles voitlev ateist,
kirjutas veel 1803. aastal jesuiitide kolleegiumi kohta: «See koige
suureparasem asutus, millega ei saa vorrelda iihtki inimeste poolt
loodud sedalaadi instituuti, on minu piisiva vaimustuse, tdnutunde
ja kahetsuse objektiks.»

Piérast tema kasvatamise eest hoolt kandnud isa ja vanaema
surma ldheb Montucla iile Toulousi juriidilisse kooli, oma hari-
dustee aga 16petab Pariisis.

Opetatud meeste tavaliseks kohtumispaigaks olid tol ajal raa-
matupoed, mille omanikeks olid sageli haritud isikud. Uks neist
— bukinist Ch. A. Jombert (1712—1784) — sai hiljem Montucla
teoste viljaandjaks. Tema juures tutvus Montucla Diderot’ga,
D’Alembert’iga, arhitekt Blondeliga ja mitme oma aja silma-
paistva kirjanikuga, kes tombasid ta «Gazette de France» kaas-
tooliseks.

On teadmata, millal Montucla hakkas tegelema matemaatika
ajalooga. Kuid 1754. aastaks on ta joudnud nii kaugele, et annab
Jombert’i kirjastusel vilja oma «Histoire des recherches sur la
quadrature du circle» (Ringi kvadratuuri uurimise ajalugu),
Juba 4 aasta pérast ilmus ka suur kahekoiteline «Histoire des
mathématiques» (Matemaatika ajalugn), kusjuures kahe raamatu
kirjutamise vahepeal joudis Montucla koos Lalande’iga avaldada
materjale rougetepanemise kohta.

«Histoire des mathématiques» ilmumise ajal 1758. a. oli autor
juba tuntud kirjamees. Eelmise raamatu eest oli Berliini Teaduste
Akadeemia valinud Montucla oma kirjavahetaja-liikmeks. Ka kaks
koidet «Histoire des mathématiques» voeti histi vastu ja autor
asus pingsalt valmistuma kolmanda koéite kirjutamiseks, mis pidi
haarama XVIII sajandi. Tema biograaf Leblond mérgib, ¢t Mon-
tucla tundis suurepdraselt geomeetriat, joudis Ph. La Hire’i td6de
kaudu antiikgeomeetria ilu tunnetamiseni, kirjutas ka seni aval-
damata jainud, kuid tema talenti ilmekalt tunnistava memuaari
analiiiisi kohta.

1761. aastal nimetatakse ‘Montucla dofddni?® varade valitsuse
sekretdriks, aastatel 1764—1765 aga on ta, Leblondi sonade jirgi,
15 kuud valitsuse komisjoni liikmena Cayenne’is.

1763. aastal oli Prantsusmaa sunnitud loovutama Kanada Ing-
lismaale. Prantsuse valitsus otsis kaotuse eest kompensatsiooni
prantsuse Guayana koloniseerimises. Sellealaste t66de juhtimine
oli usaldatud Turgot'le, kuulsa majandusteadlase vennale. Fan-
tastiliste lugudega meelitatud arvukad iimberasujate partiid Elsas-
sist ja Lotringist suunati Cayenne’i, mis ootas neid tapvate loo-
duslike tingimustega ja igasuguse hoolitsuse tdieliku puudumi-
sega. Selle kavatsuse tulemustest koneleb valitsuse komisjoni aru-
anne: 1765. aasta jaanuarikuuks oli ‘enam kui 10000 iimberasu-

3 Prantsuse troonipérija.
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nust ellu jddnud 918. Cayenne’i siinge kuulsus kasvas veel enam
1797. aastal, kui direktoorium saatis vilja Cayenne’i opositsioo-
niliste rithmituste 328 liidrit, enamuses intelligendid; sellest ajast
parinev Cayenne'i vordlemine porguga sai tavaliseks 1852. aas-
tast, kui Cayenne muudeti véiljasaatmise ja sunnitéé paigaks.

Montucla osavotu kohta Cayenne’i komisjoni t66st ei ole séi-
linud mingeid jdlgi peale Leblondi méarkuse, et Montuclast sai
selle komisjoni esimene sekretdr ja kuninglik astronoom. Montucla
nekroloogis, mida Leblond luges 1800. aastal, mainitakse Mon-
tucla elu seda perioodi ainult mé6daminnes, mis on 1797. a. vars-
kete siindmuste tottu téiesti arusaadav.

Jaanud pérast Cayenne’ist saabumist ilma talle lubatud mere-
soidukooli professori kohast, votab Montucla selle asemel vastu
kuningliku dukonna ja kuninglike akadeemiate ehitiste, aedade ja
ettevotete inspektori koha ja asub elama Versailles’sse. Sellel
kohal oli ta 25 aastat kuni ajani, mil voidukas revolutsioon piin-
kis maapinnalt koik kuningavoimu asutused. Need 25 aastat rahu-
likku elu olid Montuclal tdidetud ajaloo-alase uurimistodga, «His-
toire .. .» tdielikult {imbertootatud véljaande ja Ozanami mate-
maatiliste meelelahutuste raamatu uuendatud triiki ettevalmista-
misega.

Majanduslikud raskused, mis tulid Montucla ellu pérast revo-
lutsiooni, aitasid kaasa selleks, et ta vottis 16puks kuulda oma
sobra Lalande’i manitsusi ja asus oma matemaatika ajaloo aval-
damisele. Uue vialjaande esimene koide ilmus 1792. aastal.

Vana kuningliku akadeemia liikmeks valimise lilkkas Montucla
tagasi, kartes, et akadeemilised kohustused ei jita talle kiillalda-
selt vaba aega. Kui aga 1793. a. suletud vana teaduste aka-
deemia asemele loodi 1795. a. Teaduste ja Kunstide Rahvuslik
Instituut %, siis valiti Montucla kohe selle liikmeks.

Vaatamata sellele, et Montucla oli kaua aega vana reziimi
ametnik, oli tal ndhtavasti mojukaid sopru ka revolutsioonitege-
laste hulgas. Tema nimi on literaatide esimeses nimekirjas, kel-
lele Péddstekomitee médiras natsionaalpensioni (1794). Hiljem liili-
tati ta valitsuse poolt vélisministeeriumi arhiivionde revideeriva
komisjoni koosseisu.

Kauaaegne teenistus kuninga oukonna ehitiste ja ettevotete
inspektori ametikohal andis Montuclale rikkaliku teadmiste taga-
vara tehnoloogiast ja pollumajandusest; ta vottis néiteks osa abi-
noude ettevalmistamisest meriinolambakasvatuseks Prantsusmaal.
Raske majandusliku kriisi aastail piifidis Montucla rahvast tee-
nida oma teadmistega selles kiisimuses niinimetatud Versailles’
Gihingu kaudu. Kahjuks ei kindlustanud see t66 kiillaldaselt pere-
konna iilalpidamist ja me ndeme teda kahe aasta jooksul t66-

4 Prantsuse Instiluut eksisteerib ka praegu viie teaduste ja kunstide aka-
deemia iihendusena.
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tamas rahvusliku loterii valitsuses. Alles oma elu viimase nelja
kuu jooksul sai Montucia 2400 frangi suurust pensioni.

Montucla suri 19. detsembril 1799. aastal.

Oma esimese t60 ringi kvadratuuri uurimise ajaloost avaldas
Montucla 1754. aastal anoniitimselt. Viljaandmise ajendiks oli,
nagu autor ise mairgib, tema meelehdrm ringi kvadratuuri otsi-
jate arvukate kirjutiste puhul, mida koéiki iihendab iiks joon —
taielik vohiklikkus aines, millest kirjutatakse. Montucla koostas
oma raamatu lootuses, et jutustus koikidest seni viljatult tehtud
katsetest lahendada iilesanne ® voib olla hoiatuseks isikutele, kes
pole veel haaratud haigusest; ideest juba nakatatute olukorda
peab ta lootusetuks.

Eessonas peatub Montucla ithel oma kaasaegsel, M. de Rosan-
nil, kes rikka riigiametnikuna andis toretsevas brosiiliris véilja
oma katse lahendada ringi kvadratuuri iilesanne ja lubas kolm-
sada tuhat franki sellele, kes leiab vea tema toestuses. Mojuka isi-
kuna tegi ta oma pretensioonidega palju tiili kuninglikule akadee-
miale ja joudis véalja vditeni, nagu annaks tema meetod ringi
kvadratuuri iilesande lahendamises voimaluse avada périspatu
ja pitha kolmainu moistatus. Lubatud summale pretendeeris teiste
hulgas keegi neiu, kes andis asja kohtusse. Alles kuninga vahele-
segamine sdilitas tema ametnikule mérkimisvddrse summa.

Modédaminnes voib maérkida, et Lyoni arst Matulon kaotas sa-
mal viisil XVIII sajandi algul 3000 liivrit, mille ilma raskusteta
voitis temalt matemaatik . Nicole (1683—1758).

Ajaloolises iilevaates mainib Montucla James Gregori raama-
tut «Vera circuli et hyperbolae quadratura» (Ringi ja hiiperbooli
toeline kvadratuur), mis anti vilja Paduas 1667. aastal ja milles
autor teeb katse toestada ringi kvadratuuri voimatust. Margime, et
seda raamatut ei osanud vééariliselt hinnata isegi Huygens.
Montucla margib tunnustavalt ka oma kaasmaalast Th. de Lagny’d
(1660-—1734), kes on samuti iiheks pioneeriks ringi kvadratuuri
voimatuse toestamises.

1831. aastal ilmus see Montucla teos teistkordselt S. Fr. Lac-
roix’ toimetusel. Viimane markis, et vajadus selle raamatu jérele
on 1831. aastal sugugi mitte viiksem kui 1754. aastal, kuigi J. H.
Lambert oli 1767. a. teinud s irratsionaalsuse toestamisega esi-
mese olulise sammu probleemi lahendamise suunas ja Pariisi Aka-
deemia oli 1775. aastal lakanud vastu votmast ringi kvadratuuri
lahendusi. A. M. Legendre’i, kes 1794. aastal lihtsustas Lamberti
toestust, markis: «On tdendoline, et arv z ei avaldu algebralise
irratsionaalsusena, s. t. ei ole iihegi 10pliku arvu liikmetega ja
ratsionaalsete kordajatega algebralise vorrandi juureks, kuid seda

5 Ringi kvadratuuri iilesanne Kklassikalises seades on teatavasti jédrgmine:
konstrueerida sirkli ja joonlaua abil antud ringiga pindvérdne ruut (kvad-
raat), voi, mis on samavdirne, antud ringjoonega pikkuselt vordne 15ik (vt
Matemaatika ja kaasaeg, VI, lk. 41—43).
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lauset on rangelt tdestada viga raske...». Tdestus osutus toe-
poolest raskeks ja ldks vaja veel terve aastasada, enne kui selle
andis 10puks 1882. aastal F. Lindemann (1852—1939). Alles
parast seda sai ringi kvadratuuri voimatus téiesti selgeks, kuigi
mitmed matemaatikud olid selles veendunud juba mairksa varem.
Teiselt poolt maédrgib Lacroix raamatut tdiendades, et z selleks
ajaks teada olevast 126 kiimnendkohast oleksid 16 tdiesti piisa-
vad, et ithe tuhandiku millimeetri tdpsusega saada ringjoone pik-
kus, mille raadiuseks on Maa ja Piikese vaheline keskmine kau-
gus.

Montucla pohitéoks on tema «Histoire des mathématiques»,
mis ilmus kahes koites 1758. aastal ja haarab kogu fiiiisika-mate-
maatikateaduste ajaloo. Eessonas, mida eespool juba tsiteerisime,
margib Montucla isikuid, kelle eeskuju innustas teda asuma selle
aja kohta tohutu ulatusega t66 kallale. Need olid Jacob Ber-
noulli (1654—1705) ja P. R. de Montmort (1678—1719). Viimane
kogus ise materjale matemaatika ajaloost ja visandas enne oma
varajast surma sellise ajaloo plaani. Montucla kiisitlused tema
sugulaste juures kéasikirja saatuse kohta jdid tagajdrjetuiks.

Matemaatika ajalugu késitleb Montucla iildjoontes kronoloo-
giliselt, eraldades iseseisvatesse peatiikkidesse ainult méned {iksi-
kud tdhtsad kiisimused (néaiteks kuubi duplikatsiooni), millede
osas ldheb ajaliselt ette naaberpeatiikkidest. Autor réhutab o6igus-
tatult, et tema t66 on pioneerlik, ja iseloomustab selle toestuseks
oma iiksikute eelkdijate toid, alustades Aristotelese Opilasest
Theophrastist, kes Laertiuse Diogenese andmeil koostas esimese
geomeetria, astronoomia ja aritmeetika ajaloo.

Teos jaguneb neljaks osaks: I. Matemaatika ajalugu selle tek-
kimisest kuni Biitsantsi langemiseni (I kd., lk. 1-—336), II. Mate-
maatika Idas: araablaste, pérslaste, hiinlaste, indialaste juures
(I kd., lk. 337—404), III. Matemaatika ajalugu Ladina ja Lédne
rahvaste juures XVII sajandi alguseni (I. kd., 405—638),
Seitsmeteistkiimnes sajand (I kd., 1—653).

Montucla vaadetest (eriti esimese koéite osas) on kéesolevaks
ajaks paljud vananenud. Teine kéide on aga hiddavajalikuks kési-
raamatuks igaiihele, kes uurib XVII sajandi matemaatika ajalugu.
Montucla annab ajaloo korval ka asjade endi kéasitluse. Niiii-
disaegse lugeja jaoks on see kiill kohmakalt pikk, kuid on téhtis
selle poolest, et iiksikuid kiisimusi esitatakse kujul, mis on ldhe-
dane omaaegsele originaalkésitlusele. Loomulikult esineb Mon-
tuclal ka juhte, kus ta on asjast valesti aru saanud. Paljudele
kiisimustele seisis ta ldhemal kui meie. Ta ndgi seetottu paremini
itksikuid detaile, jdi aga 1lma perspektiivist, mida annab ainult
kaugenemine kilsimusest.

«Histoire des mathématiques» teine viljaanne ilmus neljas
kéites aastatel 1799—1802. Esimene, monevorra tdiendatud koide
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(730 1k.) sisaldab autori portree®, nimele on lisatud «Prantsuse
Rahvusliku Instituudi liige». Montucla viitab kahele tema poolt
kasutatud uuele allikale: J. S. Bailly (1736—1793) — Pariisi TA
liikme, Pariisi esimese revolutsioonilise giljotiinil hukkunud lin-
napea — viiekoitelisele astronoomia ajaloole (1775—1787) ja
J. Priestlev optika ajaloole (1772) Kliigeli tdiendatud saksakeel-
ses tolkes.

Teist kbéidet on samuti tdiendatud ja dimber to6tatud: see ilmus
1799. aastal 718-lehekiiijelisena.

Kolmanda (840 lk.) ja neljanda (682 lk.) koéite matemaatika
ajaloo kohta XVIII sajandil viis pdrast autori surma lopule ja
avaldas 1802. aastal J. Lalande.

Nagu oeldud, asus Montucla juba kohe péarast oma teose
kahe koite esmakordset vidljaandmist koguma materjale kolmanda
koite jaoks. Kui aga revolutsioon muutis tema elu rahulikku
voolu, taipas ta, et matemaatika ajaloo koostamine XVIII sajandi
kohta kiib iihele inimesele iile jou. Autori surma ajaks oli trii-
kitud ainult pool koimandast kéitest, {ilejddnud osa ei olnud lope-
tatud isegi kédsikirjas. Lalande, asunud stbra t66d lopule viima,
hakkas koigepealt otsima kaasredaktoreid ja -autoreid. Raamatu
mitme osa jaoks onnestuski leida viga autoriteetseid kaastoolisi:
peatiiki osatuletistega vorrandite integreerimise kohta kirjutas
nditeks S. Fr. Lacroix. Lalande piiiidis ka ise tdiendada sobra
t66d. Raamatusse on nditeks voetud esimeste asteroidide avasta-
mine itaallase G. Piazzi (1. jaan. 1801) ja sakslase H. W. Olbersi
(28. méirts 1802) poolt. Neljanda koite viimased lehekiiljed on
piihendatud Montucla elule ja tdole.

Peatumata Montucla téédel ja tolgetel meditsiinist ja geo-
graafiast, tutvustame veel liihidalt tema tegevust kaasmaalase
Jacques Ozanami (1640—1717) matemaatilistele meelelahutustele
pithendatud raamatu «Recréations Mathematiques et physiques .. .»
teistkordsel viljaandmisel kolmes koites. Autor J. Ozanam péari-
nes rikkast perekonnast, sai iseoppimise teel matemaatikaopeta-
jaks Lyonis ja hiljem Pariisis, kus rahuajal opetas peaasjalikult
sissesoitnud vélismaalasi, sojaajal aga, kui kliendid kadusid,
tegeles matemaatiliste késiraamatute koostamisega. Tema pea-
misteks té66deks on: Matemaatiline sonastik (1691), Matemaatika
taielik kursus viies koéites (1693) ja Matemaatilised meelelahutu-
sed (1694). Igaiiks neist varjutas téielikult kéik varasemad seda-
laadi t66d. Oma meelelahutuste eessonas mainib Ozanam silma-
paistva eelkdijana C. G. Bachet de Méziriac’i (1587—1638), kelle
«Meeldivad ja huvitavad iilesanded arvudest» ilmus 1612, aastal.

Mirgime, et Ozanami teosest ilmus XVIII saj. jooksul kiim-
mekond viljaannet, hilisemad koguni neljakditelistena.

7 See portree ongi lisatud kéesolevale artiklile.
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Montucla poolt fimbertdotatud 1778, a. valjaannet on tdienda-
1ud oskuslikult oma aja teaduslike uudistega. Lisatud on Mon-
tucla kirjutatud eessona, milles kirjeldatakse raamatu sisu ja
eesmarki.

Montucla elutddle on andnud asjatundliku hinnangu tema hili-
sem silmapaistev jargija Moritz Cantor (1829—1920), kes sada
aastat hiljem téitis uuel etapil sama iilesande, mille varem seadis
Montucla. Viited Montuclale Cantori kapitaalses neljakoitelises
teoses «Vorlesungen iiber die Geschichte der Mathematik» on
sedavord sagedased, et on ilmne kahe autori ideeline ldhedus. Oma
hinnangule Montucla t66 kohta leidis Cantor samavord tagasi-
hoidlikud kui iillad sonad, koneldes, et ta oleks toeliselt onnelik,
kui tulevane ajaloolane loeks edasiminekut Montuclalt Cantorile
poole vorra samavaidrseks tdhenduselt kui progressi Vossiuselt —
esimeselt Euroopas ilmunud matemaatika ajaloo (Amsterdam,
1660) autorilt — Montuclani.

KOERTE LOOGIKA

Eeldame, et jargmised laused on tdesed:

I. Koik koerad hauguvad.

2. Méned koerad on terjerid.

3. Kbéik buldogid hammustavad.
4. Méned terjerid hammustavad.
5. Koik terjerid on koerad.

Millised jargmistest lausetest on toesed ja millised vddrad:
Koik terjerid hauguvad.

Moned terjerid ei hammusta.

Méoned koerad ei ole terjerid.

Koik haukuvad koerad on buldogid.

Koik hammustavad buldogid hauguvad.

Koik haukuvad terjerid hammustavad.

Kui koer ei hammusta, siis ta ei ole buldog.

Kéik haukuvad buldogid hammustavad.

o NS AL~
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"THOMAS CLAUSEN JA TEMA MATEMAATIKA-ALANE
LOOMING !

J. Gaiduk

Matemaatika ajalugu pole kuni viimase ajani Thomas Clause-
nit (1801—1885) oma tidhelepanuga eriti hellitanud. Kuigi see
opetlane ei kuulu just vdgeva matemaatikute orkestri esimeste
viiulite hulka, oli talle siiski tema loomingulise ande poolest taga-
tud igati vadrikas koht selle litkmete hulgas. Huvitav on Clauseni
elukdik — olles pdrit taani vaese talupoja perekonnast ja jaanud
ilma siistemaatilisest korgemast haridusest, voitis see iseoppinud
teadusemees C. Fr. Gaussi ja C. G. Jacobi siimpaatia ning saavu-
tas pédrast mitmeid raskeid eluperioode Tartu iilikooli professori
koha ja Peterburi Teaduste Akadeemia korrespondentliikme nime-
tuse.

Me peame olema tdnulikud saksa matemaatikaajaloolasele
Kurt-R. Biermannile, kes parast hoolikat uurimistééd saksa ja
noukogude arhiivides avaldas Th. Clauseni {isna ulatusliku, tosi
kiill, mitte veel ilma «valgete laikudeta» biograafia, mis sisaldab
ka Clauseni teadusliku loomingu iildise analiiiisi.?

Clauseni elu ja matemaatika-alase loomingu kdesolevale iile-
vaatele on Biermanni artikli korval aluseks olnud autori ette-
kanne VI Baltimaade teaduse ajaloo konverentsil (Vilnius, 1965) #

*

Meie jargneva veste kangelane siindis- 16. jaanuaril 1801. a.
véiketaluniku perekonnas Pohja-Jiiiitimaal Niibeli ldhedal Snog-

U Artikli on venekeelsest kasikirjast tolkinud U. Lumiste. Juhime Iugeje
tihelepanu sellele, et Th. Clauseni- fotoportree on juba avaldatud «Matemaa-
tika ja kaasajas» nr. 2 (kriiditahvel lk. 72 ja 73 vahel).

2 Thomas Clausen. Mathematiker und Astronom. — Journal {. d. reine
u. angew. Math., Bd. 216 H. 3/4, 1964, lk. 159—198. K.-R. Biermanni poolt antud
analiilis sisaldab moningaid eksimusi, millele me juhime hiljem tikelepanu.

3 (Clauseni kui astronoomi tegevust kasitles samal konverentsil G. A. Zel-
nin. J. M. Gaiduki ja G. A. Zelnini ettekannete teesid on avaldatud kogumikus
«Marepuanst VI-oii KoxdepeHuun MO ucropuu Haykn B Ilpu6antake». Buin-
Hioc, 1965, 1k. 9 ja 22 (— Toim.).
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beekis. Kaheteistkiimneaastaselt sattus ta karjaseks kohaliku pas-
tori Georg Holsti juurde. Viimane mérkas poisi silmapaistvaid
voimeid ja andis talle voimaluse omandada algharidus. Kui Clau-
sen oli hiilgavalt l6petanud algkooli, otsustas astronoomiat ja
matemaatikat armastav Holst ise tegelda oma kasvandiku edasise
opetamisega. Seitsme aasta jooksul oppiski Clausen Holsti juures
vanu keeli, matemaatikat, astronoomiat ja looduslugu. Samal ajal
omandas ta iseseisvalt kaasaja keeli, mis olid vajalikud teadus-
liku kirjanduse lugemiseks. Uks esimesi Clauseni loetud prant-
suskeelseid raamatuid oli Laplace’i «Taevamehhaanika».

1823. aastal tutvustas Holst oma dpilast, kes hakkas juba proo-
vima joudu teaduslikus uurimist66s, Kopenhaageni iilikooli pro-
fessorile ja ajakirja «Astronomische Nachrichten» valjaandjale
G. H. Schumacherile, kes oli iihtlasi Altona tdhetorni direktoriks.
Saanud noorelt Clausenilt kaks tema esimest teaduslikku kirjutist
— iihe astronoomiast, teise matemaatikast — saatis Schumacher
(kes oli rohkem, nagu ta end ise nimetas, «teadusemaakler» kui
toeline asjatundja) need vastavalt Olbersile ja Gaussile. Viimased
kiitsid heaks algaja teadlase t66d ja Schumacher avaldas need.
Oma esimeses matemaatika-alases t66s andis Clausen lahenduse
Mobiuse poolt mdni aeg varem seatud iilesandele: «Avaldada
tasandilise viisnurga ABCDE pindala kolmnurkade ABC, BCD,
CDE, DEA ja EAB pindalade kaudu». Selle iilesande lahendas
Gauss trigonomeetria abil, Clausen oma lahenduses kasutas aga
analiiiitilist geomeetriat. Molemad lahendused avaldati Schu-
macheri ajakirjas iiheaegselt.

Clauseni astronoomia-alasele to6le lisas Schumacher viikese
sissejuhatuse, milles esitas andmeid noore autori kohta ja andis
korge hinnangu tema vaimuannetele.

Schumacheri kutse! asus Clausen 1824. a. Altonasse astro-
noom-vaatleja kohale. Siin oli noorel teadlasel onnelik véimalus
tootada koos P. Hanseniga (1795—1874), kellest sai hiljen tae-
vamehhaanika tuntud eriteadlane. Samal aastal tutvus Clausen
isiklikult Gaussiga, kes saabus Taani seoses t66dega kraadimoot-
mise alal.

Altoni tahetornis edukalt alanud 166 katkestas juba sama
(1824) aasta lopul ootamatu ja tosine konilikt Clauseni ja Schu-
macheri vahel mingil «isiklikul» pinnal. Viimane iitles Clausenile
koha files. Ainult tdnu Gaussi vahelesegamisele, kelle juurde Got-
tingeni oli 6nnetu kohalt aetu tétanud, pidi Schumacher taganema,
«sest selline suur talent — nagu pohjendas Gauss — ei tohi
teadusele kaotsi minna». Teinud Gaussile selle sunnitud moéén-
duse, siilitas Schumacher siiski venulikkuse Clauseni vastu. Vii-
masel tuli moelda uue tédkoha otsimisele. Neil aegadel ei olnud
see kerge iilesanne, eriti Clausenile, kellel puudus iilikooli 16pu-
diplom. Muuseas, Schumacher oli valmis osutama kaasabi selle
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ilesande lahendamisel, eriti pérast seda, kui «kerjus» Clausen oli
j.ull%e)nud paluda tema taditiitre kidtt (mis muidugi otsustavalt édra
deldi).

Piiiideid leida Clausenile, «lihtsameelsele looduslapsele», nagu
teda iseloomustas Gauss, uus téokoht, kroonis 1828. aasta 16puks
edu. Kuulsa Fraunhoferi surma jérel jai J. Utzschneideri Optika-
instituut Miinchenis teadusliku juhendajata ning selle valdajat
onnestus veenda, kuigi mitte ilma raskusteta, kutsuma Clausenit
vakantsele kohale. Instituudis sobrunes Clausen fiiiisik K. Stein-
heiliga. On sdilinud viimase kiri F. Besselile, milles iseloomusta-
takse instituudi tolleaegset olukorda ja Clauseni osa selles ning
iihtlasi kirjeldatakse Clauseni siimpaatset isiksust. See Clauseni
sober kirjutab jargmist: «Uldse on asjad Optikainstituudis praegu
védga halvad. Tosi kiill, meil on Clausen — inimene, kes on pare-
mini kui mina suuteline teostama iildist teaduslikku juhendamist,
kes tunneb histi teaduse kaasaegset taset ja astronoom-vaatlejate
noudeid, inimene paljutdotavate ideedega, kelle moju peaks varsti

end heas mottes tunda andma, — kuid on see siis voimalik tema
olukorras! Merz (instituudi peaoptik — J. G.) teatas, et ta ei vota
vastu abi ei Clausenilt ega iiheltki teiselt... Ja sellele piiratud

inimesele usaldas Utzschneider Fraunhoferi saladused! Mulle isik-
likult on Clauseni juuresolek siin ddrmiselt soovitav, tema isikus
oppisin tundma suurepirast, tdiesti originaalset inimest, me koh-
tume sageli ja arutame vabalt teaduslikke kiisimusi. Sellist sunt-
lemist -mul seni polnud ja alles niiiid saan hinnata selle suurt
kasu.»

Pole halba heata: eemaldatud Merzi poolt instituudi asjadesse
«vahelesegamisest», sai Clausen téielikult piihenduda teadusli-
kule uurimist6éle nii astronoomia kui matemaatika valdkonnas.

Vihe on teada Clauseni elukdigust aastate 1834 ja 1840 vahel.
On teada vaid, et ta haigestus ja elas iile vaimse kriisi, hiljem
aga peale Utzschneideri surma kaotas koha Optikainstituudis.
1840. aasta juunis poordus Clausen dravaevatud hulkurina, kelle
kogu varanduseks oli kimp kasikirju, tagasi kodumaale, olles kai-
nud jalgsi 18bi kogu Saksamaa. Teel Goéttingenis kiilastas ta
Gaussi, kellele tutvustas oma teadusliku t66 tulemusi ja kavatsusi.
Olles mures Clauseni edasise saatuse pdrast ruttas Gauss kirju-
tama Schumacherile, paludes teda «teha midagi oma endise assis-
tendi heaks ja mitte lasta hukkuda viletsuses seda toepoolest suurt
talenti abstraktse matemaatika valdkonnas.» Siidant kdovaks tehes
tuli Schumacheril alistuda «matemaatikute kuninga» sellele tungi-
vale palvele. Ta aitas Clausenil saada moningaid astronoomilis-

arvutuslikke t6id — Jacobi, Struve, Encke jt. jaoks — ja vottis
kidsile uue piisiva téokoha otsimise (endast voimalikult kauge-
male).

Sel ajal elas Clausen Altonas «privaatopetlase» elu. Ta aval-
das Schumacheri ja Crelle ajakirjades terve rea oma juba Saksa-
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maal kirjutatud téid. Uurimus 1770. a. komeedi orbiidist toi talle
Taani Opetatud Seltsi preemia ja Besseli vdga korge hinnangu:
«meistrit6d, mida meie jareltulijad ei unusta lugemata meie sa-
jandi saavutuste hulka». Kdik andis tunnistust teadlase loomingu-
voime oitsengust.

Vairikas koht Clausenile leiti 16puks 1842. aastal. Kutsujaks
oli Tartu iilikool, kes pakkus astronoom-vaatleja kohta. Selle
tdnuga vastuvoetud kutsumise initsiaatoriks oli W. Struve, kes
hindas korgelt Clausenit kui astronoomi-matemaatikut. Clausenilt
loodeti niisiis vajalikku tdiendust mittematemaatikule J. Midlerile,
Tartu tdhetorni uuele direktorile. Ja téepoolest, «vaatlejal» Clause-
nil tuli vastupidiselt tavadele tegelda Tartus peaasjalikult teoree-
tilise téoga. (Sellega seoses tuleb siiski markida, et Clausen ei
kanna vastutust Madleri «tsentraalpiikese teooria» eest, mis
C. G. Jacobi véljenduse jargi «mattis pimedusse Tartu tdhetorni»,
Jacobi kahetses ocigusega, et Médleril lubati avaldada oma teoo-
riaid enne, kui Clausen oli need heaks kiitnud.)

Teenistus Tartus jattis Clausenile aega jdtkata loomingulist
t66d matemaatika alal. Tulemused vormusid rohketeks artikliteks,
mis avaldati Peterburi Teaduste Akadeemia biilletdénis ning Schu-
macheri ja Grunerti ajakirjades. Viimane neist viljaandjaist hin-
das vaga koostodd Clauseniga, mérkides, et kdigel, mida see kir-
jutab, «on geeniuse pitsers.

Clauseni tunnustamist matemaatikute seas tostis tunduvalt
tema Tartusse iiletulekule jargnenud aastail arenev ulatuslik po-
leemika tollal oma kuulsuse tipul oleva C. G. Jacobiga. Polee-
mika arenes aastail 1842—1844 Schumacheri ajakirja veergudel
ja puudutas Jacobi kaht avastust: tema uut meetodit taevameh-
haanikas (Clausen kahtles selle meetodi suuremas efektiivsuses
senituntuga vorreldes) ja tema iildistust Gaussi {ihele teoreemile
geodeetilistest kolmnurkadest (Clausen kahtles selle {ildistuse
oigsuses). Kuigi ei saa ndustuda Biermanniga, kes véi-
dab (oma artikli 159. 1k-1), et «see vaidlus l6ppes Clauseni voi-
duga» (tegelikult selgus vaidluses, et digus oli Jacobil, viimasel
tuli aga Clauseni vastuvdidete tottu tdiendada v&i muuta oma
argumentatsiooni), on siiski viljaspool kahtlust, et teadus on
Clausenile tdnu volgu tema julge initsiatiivi eest, mis viis toe
tdielikumale véljaselgitamisele kahes tédhtsas kiisimuses. Tuleb
markida, et lopetades diskussiooni Gaussi teoreemi iildistuse
kohta, luges Clausen Jacobi poolt poleemika kidigus esitatud uut
toestust «vastavaks matemaatilise deduktsiooni parimatele néide-
tele» ning esitas ka omaenda toestuse Jacobi sellele teoreemile.

Arhiivimaterjalide vdhese uurituse tottu teame me veel vihe
Clauseni efukdigust Tartus. Margime vaid jadrgmisi tema karjdari
etappe: 1844. aastal omistas Koningsbergi iilikool oma 300. juu-
beliaastapdeva puhul Besseli ettepanekul Clausenile filosoofia
audoktori kraadi; 1854. aastal nimetas Goéttingeni Opetatud Selts
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Gaussi ettepanekul Clauseni oma korrespondentliikmeks, kahe
aasta pérast jadrgnes tema valimine Peterburi TA korrespondent-
litkmeks; 1865. aastal péarast Midleri erruminekut sai Clausenist
Tartu tdhetorni direktor ja iilikooli astronoomiaprofessor; 1869.
aastal valiti ta Peterburi iilikooli auliikmeks.

1872. aasta novembris 1dks Clausen pensionile. Ta suri Tartus
23. mail 1885. a.

Clausenile kuulub ligi poolteistsada teaduslikku t66d. Ka siis,
kui jatta korvale taevamehhaanika-alased uurimused, moodustab
tubli poole nendest Clauseni matemaatika-alane looming. Nii
nagu paljud teised matemaatikud moéddunud sajandil (vastupidi-
selt kdesolevale sajandile, mida iseloomustab kitsas spetsialisee-
rumine), oli Clausen viga laia haardega: tema matemaatiliste
huvide spektris leiame vaga palju jooni — siin on arvuteooria,
nii elementaar- kui kérgem geomeetria, analiiiisi rakendused ana-
liiiitilises mehhaanikas, kérgema algebra kiisimused jm. Huvide
sellise kirevuse ja faktilise isoleerituse t6ttu (kontaktid matemaa-
tilise motte juhtide Gaussi ja Jacobiga olid juhuslikud ja katke-
sid hoopiski parast Tartusse tulekut; ei sobinud koosté6 ka Tartu
kolleegiga, esmaklassilise matemaatikuga F. Mindinguga) ei ole
imeks panna Clauseni matemaatilise loomingu temaatilist «ato-
mistlikkust»: konkreetse iilesande lahendus, iiksiku uue teoreemi
toestus — voOi juba tuntud teoreemi uus téestus— selline on Clau-
seni matemaatika-alaste to6de tiiipiline temmaatika. Kuid ka selli-
ses «vidikevormilises» loomingus suutis Clausen veenvalt ilmu-
tada talle omast matemaatikutalenti — erakerralist intuitsiooni,
motte leidlikkust, kriitilise meele teravust.

Tutvustame jargnevalt moningaid Clauseni avaltusi.

Hippokratese kuukeste komplekt. 1840. aastal
avaldas Clausen Crelle’i ajakirja 21. kdites artikli «Neli uut kuu-
kest kvadreeruva pindalaga». Ta arvas ekslikult, et Hippokrate-
sele oli teada vaid iiks selline kuuke, samuti ei teadnud ta, et
koik viis kuukest oli juba 1766. aastal leidnud vahetuntud rootsi
matemaatik, Abo (Turu) iilikooli professor M. Wallenius (muide,
seda Clauseni teadmatust jagasid kuni hilise ajani koik mate-
maatikaajaloolased). Clausenile langeb seega kuukeste komp-
lekti iseseisva uuesti avastamise au ja veel midagi rohkemat: ta
viljendas seejuures hiipoteesi, et kuukest piirava kahe ringjoone
kaare kesknurkade {ithismoodutuse korral teisi kvadreeruvaid
kuukesi enam ei leidu. Selle Clauseni hiipoteesi Oigsuse toesta-
sid Galois’ teooria vahenditega noukogude algebraistid N. G. TSe-
botarjov (1935) ja A. B. Dorodnov (1947).

Clausen-Staudti teoreem Bernoulli arvude
kohta. Tugeva mulje kaasaegsetele jattis Bernoulli arvude fiks
Clauseni poolt avastatud omadus: iga Bernoulli arv B, on esita-
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tav valemiga B,=C, — >/ k-lH’ kus C, on teatav tdisarv,
summa aga voetakse iile n koigi selliste naturaalarvuliste jaga-
jate k, mille puhul 21 on algarv* Selle tulemuse andis Clau-
sen ilma toestuseta 1840. aastal Schumacheri ajakirjas. Sellest
teada saanud, avaldas K. Staudt samal aastal Crelle ajakirjas
artikli, milles andis omaduse tdestuse ja esines prioriteeditaotlu-
sega sellele avastusele. Clausen-Staudti teoreem omandas suure

tdhtsuse uurimustes Fermat’ probleemi alal.
Teisi arvuteoreetilisi tulemusi. Clausen uuris ka

niinimetatud Fermat’ arve F(n)=22" -1 ja nditas muuseas, et
F(6) ei ole algarv. Kirjas astronoom Petersile (1853) mainis
Clausen uut meetodit suurte arvude lahutamiseks algtegureiks.
Selle meetodi abil, mis jai kahjuks avaldamata, onnestus Clau-

17 __
senil esitada kahe teguri korrutisena arv 10 S J, mille seda oma-
dust ei olnud varem tuntud meetoditega voéimalik kindlaks teha.
Arvu oz 250 kohta. Tood teoreetilise astronoomia alal ku-
jundasid Clausenist esmaklassilise arvutaja. Oma voimete ra-
kendamiseks seadis Clausen endale iilesande arvutada arvu =«
250 kiimnendkohta. Selle iilesande lahendas ta suurema usaldus-

vadrsuse saavutamiseks kahel viisil, ldhtudes vastavalt valemeist:
1

a=861 46", a=160' — 40" (kus tan® =, tan & =L,

tan 6’”——-%, tan @/”:ﬁ_ Clauseni poolt saadud =« vaartus
avaldati 1847. aastal Schumacheri ajakirjas. Tuleb mairkida, et
Clausen sai selle tulemuse varem kui Hamburgi «fenomenaalne
arvutaja» S. Dase, kes arvutas « 200 kitmnendkohta ja avaldas
need 1844. aastal. Clauseni t66 kinnitas Dase tulemuse digsust
ja lisas veel 50 kohta.

Lemniskaat kui toori 10ige. Uhes kirjas Gaussile
(1842) teatas Schumacher, et Clausen on leidnud uue huvitava
viisi lemniskaadi defineerimiseks: selle kovera voib saada, kui
loigata rongaspinda (ehk toori), mille sise- ja vélisdiameetrite
suhe on 1:3, selle pinna puutujatasandiga vdhima paralleelring-
joone mingis punktis. Gaussi enda sonade jargi meeldis talle
lemniskaadi Clauseni leitud konstruktsioon viga.

Tood elliptiliste funktsioonide teooria alal.

* Meenutame, et Bernolulli arvud B, on defineeritavad niiteks reaks-

®© 92n(92n __
arenduse tan xzzwx?ﬂ-l kordajate abil; esimesteks nendest on

n=1 (2n)!
B_IB_L B_L B_l 5_5.-~~ fes _—
1= Ba=35. Bs=g7 Bi=3; Bs=gg: jargmisi saab arvutada rekur-
rentsest valemist
1 1 2n 2n(2n — 1) (2n — 2) . .
TSt B — ar Byt ...+ (=1)n1B,,



Sellel tol ajal vdga moodsal teemal kirjutas Clausen kolm t66d,
mis ilmusid Schumacheri ajakirjas 1842. aastal. Esimeses on
juttu iihest juba Legendre’i juures esinenud elliptilisest integraa-
list. Teises uuritakse elliptiliste funktsioonide teooria teatavaid
kiisimusi. Kolmas t66 on piihendatud lemniskaati joonestatud
korrapédrase 17-nurga konstrueerimisele.

Jacobi «wedela ellipsoidi» uurimine. Téihtsaks
siindmuseks matemaatilise fiilisika ajaloos oli péorleva vedela
massi eripikkuste pooltelgedega tasakaaluellipsoidi olemasolu
avastamine Jacobi poolt 1834. aastal. Clausen reageeris sellele
avastusele t66ga, mis avaldati Schumacheri ajakirjas 1841. aas-
tal. Selles esitatakse Jacobi teoreemi uus toestus ja leitakse tema
ellipsoidi moningaid uusi omadusi. Muu hulgas toestatakse, et
see ellipsoid on stabiilne ainult péorlemisel oma véihima telje
iimber.

Meil tuleb siin piirduda nende vaheste nédidetega Clauseni
matemaatilisest loomingust. Nad ei voimalda saada sellest veel
tédit iilevaadet; see ulatuslik, kuid kirju looming vajab edasist
uurimist. Puudub ju tdnaseni isegi Clauseni t66de tdielik biblio-

graafia.
B4 * Ed

Lopetuseks juhime tdhelepanu iithele Clauseniga seotud eksi-
musele G. Wieleitneri tuntud raamatus®, mida kergel kéel kor-
dab ka K.-R. Biermann. Wieleitner omistab Clausenile Castillione
tuntud iilesande iihe iildistuse, millgs ringjoon on asendatud koo-
nuseldikega, mérkides ilmumisajaks 1829, a. Biermann «tédpsus-
tab» ilmumiskoha: Grelle ajakiri, 4. kd., 1k. 391—394. Sellel kohal
me leiame tdepoolest Clauseni t66 iihe geomeetriaiilesande la-
hendusega, kuid filesandes on suvalise koonuseloike asemel
ikkagi jalle vana aus ringjoon.®

5 T. Buaeittnep. HMcropua matematukil ot [exkapra A0 cepeauHbl
XIX croaerusa. Mocksa, 1960, lk. 408.

6 Ulesanne ise on jidrgmine: Uhe kolmnurga tipud on teise kolmnurga
killgede pikendustel, kusjuures esimese kolmnurga siseringjoon on teisele
umberringjooneks. Konstrueerida iiks neist kolmnurkadest, kui teine on antud.

122



TAIENDUSI TH. CLAUSENI BIOGRAAFIALE

U. Lumiste

Clauseni biograai K.-R. Biermann, kelle kogutud materjalile tugineb kies-
olevas kogumikus {ilalpool avaldatud artikkel J. Gaiduki sulest, ei ole kahjuks
saanud kasutada ENSV Riiklikus Ajaloo Keskarhiivis (ENSV RAKA) ja TRU
Teaduslikus Raamatukogus leiduvaid allikaid. Viimased voimaldavad lisada
moéningaid uusi jooni Th. Clauseni biograafiale.

Teatavasti oli Tartu iilikooli astronoom-vaatleja koht 41-aastase Clauseni
esimeseks akadeemiliseks ametikohaks. Dekaan Ch. Neue esitusest! (ilikooli
noukogule 7. veebr. 1842 nihtub, et ajendiks Clauseni Tartusse kutsumisele oli
C. H. Schumacheri kiri siinsele astronoomiaprofessorile J. Maidlerile. Clauseni
senise elu- ja tookdigu lithikese kirjeldamise ja tema tdhtsamate astronoomia-
alaste t6dde nimetamise jdrel mirgib Neue: «Hédrra Clauseni iiks vee] avalda-
mata t66 — lemniskaadi vidga ilus ja lihtne konstruktsioon, on Schumacheri
iihe teate kohaselt hirra professor Médlerile leidnud erilist heakskiifu Gaussi
poolt.» Clauseni kutsumine Tartusse ja temale sellekohase kirja saatmine
otsustati noukogus 28. maértsil 1842. a., kuid kutsutu kohalesdit likkus siigi-
sele — Hamburgist Liiibekisse hakkas Clausen soéitma alles 19. oktoobril, et
seal siis asuda Riiga suunduvale laevale. 15. detsembril 1842. a. kinnitas Clau-
sen Tartus oma kdega kirjutatud selgituses? et kogu tema kooliharidus piir-
dub tdepoolest 7 aastaga kodust opetamist ladina ja kreeka keeles, matemaati-
kas, astronoomias ja loodusteaduses kodukoha pastori Georg Holsti juures.
See aga ei takistanud Clausenit vditmast, tdnu visale tééle enesetaiendamisel
ja silmapaistvatele voimetele, laia tunnustust kogu teadusemaailmas. Nagu on
mirgitud Biermanni ja Gaiduki artiklites, andis Koningsbergi iilikool Clau-
senile 1844. a. doktorikraadi honoris causa, ta oli valitud Géttingeni Teadus-
liku Seltsi (1854) ja Peterburi Teaduste Akadeemia (1856) korrespondentliik-
meks. Siia voib lisada, et juba 1848. a. valis Londoni Astronoomiaselts Clau-
seni oma auliikmeks ?, Gottingeni Teaduslik Selts aga autasustas teda 1856. a.
Gaussi maélestuseks viljaantud medalitega.

Erilise heatahtlikkusega suhtusid Clausenisse Pulkovo astronoomid. Tartu
oppekonna kuraator A. Keyserling kirjutas niiteks 1864. a. tiitrele*: «Sa mile-
tad vahest, et Pulkovo astronoomid tegid ettepaneku kinkida vene keskse tihe-
torni 25 aasta juubeli puhul professor Méidlerile sérmus — mida voiks kinkida
hambaarstile —, observaator Clausenile aga panna kaela Vladimiri orden. Ma
juhtisin ministri tdhelepanu sellise olukorra sobimatusele ja see mojus. Mad-
ler sai kaela Vladimiri ja Clausen Anna ordeni.» Pulkovo aastapdeva pidustus-
test 1864. a. vottis Clausen osa ka isiklikult. Sellega seoses kirjutab O. Struve
Tartu iilikooli rektorile Bidderile ®: «Clausen soidab homme ja viib, ma arvan,

! ENSV RAKA, {. 402, nim. 3, s.-it. 786, 1. 1.

2 Sealsamas, 1. 15.

3 Das Inland, 1848, Nr. 37.

H. Taube v. L. Issen. Alexander Keyserling. Berlin, 1902, k. 471.
ENSV RAKA, f. 402, nim. 4, s.-ii. 889, |. 46.

[N
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moned sobralikud maélestused siit kaasa. Ka koigil siia kogunenud astronoomi-
del on hea meel seda originaalset meest ldhemalt tundma oppida, kelle pea-
aegu kiiiinilises kestas nii suurepdrane tuum peitub.»

Clauseni isiksuse originaalsusest annab tunnistust ka 1o6ik A. Keyserlingi
titre maélestustest (allviide®, lk. 453), milles meenutatakse astronoomiaprofes-
sor Midlerit ja jdtkatakse jargmiselt: «Tema assistendiks oli professor Clau-
sen, Taanist périt, kes sageli sattus motiveerimatutesse naeruhoogudesse; 66siti
kuuldi teda sagedasti kovasti naermas. Koneldi, et ta olevat lasknud end koid
esitleda Taani kuningale, kuid olevat monarhi nihes hakanud nii homeeriliselt
naerma, et polevat saanud heatahtlikule konetlusele iihtegi sona vastata. Kui
temalt hiljem halvasti varjatud heatujulisuse pohjust kiisiti, vastanud ta, et
kuningat olevat ta endale alati kaardikuninga taoliselt kujutlenud ja see
olnud tema jaoks liiga iillatav, niha teda ilma skeptri ja kroonita, riietatult
nagu iga teine surelik.»

1869. aastal peeti Peterburi iilikooli 50 aasta juubelit. Sel puhul valiti 25
iilikooli auliiget, nendest 9 olid vene iilikoolide professorid. Viimaste seas olid
ka Th. Clausen ja F. Minding Tartust. Selleks ajaks oli Clausen juba Tartu
iilikooli korraline astronoomiaprofessor. Tema valimine sellele kohale toimus
1865. a., kusjuures esituse kirjutas tema ldhim kolleeg, teenekas matemaatika-
professor F. Minding, kes muu hulgas markis jargmist 6:

«Dr. Thomas Clausen, siinse tihetorni vaatleja, vois juba oma astumisel
iilikooli teenistusse esitada tbendeid ja tGsiasju, mis oleksid oGigustanud tema
maidramise ka korgemale kohale, kui selline oleks leidunud... Oma t66 korval
vaatlejana ei -ole ta loobunud tegelemast matemaatiliste ja astronoomiliste
uurimustega, mis annavad jérjest uusi tunnistusi tema mitmekiilgsest uuri-
javaimust.» Minding loetleb ja iseloomustab liihidalt Clauseni moningaid
Tartu-perioodil tehtud t6id ja kirjutab kokkuvotteks: «Hérra Clauseni nimeta-
mine Goéttingeni Teadusliku Seltsi korrespondeerivaks liikmeks, mis toimus
kahtlemata Gaussi sooTRusel, temale Konigsbergi iilikooli poolt Besseli mdju-
tusel doktorikraadi omistamine honoris causa, samuti ka tema valimine Peter-
buri Akadeemia korrespondendiks on kiillaldaseks tdendiks tunnustusest, mida
tema t66d on selle ala esimesle autoriteetide poolt leidnud.»

Clausen oli sellal juba 64-aastane. Astronoomiaprofessorina luges ta jarg-
nevatel aastatel peaasjalikult astroomia-alaseid aineid. Kuigi oma huvide ja
teadusliku loomingu poolest oli Clausen peaaegu samal médral matemaatik
kui astronoom, sai ta matemaatilisiele ainetele pithendada tahelepanu ainult
episoodiliselt: 1867. a. kuulutas ta vilja matemaatika ajaloo loengud (tdenéo-
liselt- Montucla jargi, nagu seda 1851. a. oli teinud J. Madler), 1871. aastal
aga ‘vahimruutude meetodi kursuse. Lidhemad andmed kahe sel ajal Tartus
tootanud silmapaistva tdppisteadlase F. Mindingi ja Th. Clauseni omavahelise
teadusliku suhtlemise kohta kahjuks puuduvad.

Clauseni teenistuslehelt nahtub, et ta jdi kuni pensionile siirdumiseni
1872. a. vallaliseks, ei soetanud endale kinnisvara ega votnud vastu vene koda-
kondsust (kuid kinnitati sellele vaatamata tegevriiginduniku — aelicTBHTeAbHbIH
wraTckuit coBetHuk — Kiillalt korgesse teenistusastmesse). Tema toimik 16peb
Clauseni enda kdega koostatud sugupuuga, mille esimeses reas on toodud
vanemate nimed: Clausen Clausen § — Cecilia, Rasmussen #§, teises reas aga
loetletud nende lapsed: 1.Prof. Thomas Clausen, 2. Marie Clausen ¥, 3. Johann
Clausen, 4. Marie Clausen #, 5. Scilla Clausen 4, 6. Scilla Clausen § (abielus
Peter Jacobsoniga), 7. Grete Marie Clausen ¢, 8. Dorothea Clausen. Teeneka
ja tunnustatud mehena meenutab Clausen siin seda lihtsat taani talupoja pere-
kenda, millest ta vorsus.

Clausen suri Tartus 23. mail 1885. a. ja on maetud Raadi kalmistule. Tema
hauale on niiiild Tartu Téhetorni tootajad asetanud memoriaaltahvli.

6§ ENSV RAKA, f. 402, nim. 3, s.-ii. 786, 1. 30.
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ULELIIDULINE MAJANDUSMATE-
MAATIKA-ALANE KONVERENTS EESTIS

V. Tinn

30. maist kuni 4. juunini 1966. a.
toimus Kéaérikul leliiduline konve-
rents teemal «Matemaatika ja arvutus-
tehnika kasutamine majanduses», mille
organiseeris Tartu Riiklik Ulikool.
Konverentsi t66st vottis osa 257 dele-
gaati 99 asutusest. Esitati 49 ettekan-
net, milles leidsid késitlemist opti-
maalse planeerimise matemaatiliste
meetodite, rahvamajandusharudevahe-
lise planeerimise, mitmesuguste ma-
jandusprotsesside modelleerimise, t66s-
tusettevotete juhtimise struktuuri ja
informatsiooni liikumise, ettevotte t66
operatiivse planeerimise ja juhtimise,
arveldust66de mehhaniseerimise ning
pollumajanduse planeerimise kiisimu-
sed. Korvuti nendega olid vaatluse
all elektronarvutite laialdasema raken-
damise kiisimused nii tehnilisest kui
ka teoreetilisest aspektist. Erilist té-
helepanu poorati teoreetiliste tulemus-
te praktikasse juurutamisele. Ettekan-

-

netele jargnes sageli elav vaidlus, mis
jatkus ka vaheaegadel ja ohtuti.

Suurt huvi dratasid konverentsil
eesti teadlaste saavutused ja kogemu-
sed; ligikaudu kolmandik konverent-
sist osavotjatest oli Eesti NSV-st.

Konverents aitas tunduvalt kaasa
kogemuste vahetamisele ja sidemete
loomisele teiste teadlaste ning uuri-
misasutustega.

Konverentsil voeti vastu otsus, mil-
les niidati edasised vajalikud uuri-
missuunad, abindud matemaatiliste
meetodite ja arvutustehnika majan-
dusse juurutamise efektiivsemaks
muutmiseks, ning tehti etiepanek sea-
da sisse majandus-, fiilisika-matemaa-
tikateaduste ja tehniliste teaduste kan-
didaadi- ning doktorikraadid jargmis-

te spetsiaalsustega: matemaatiliste
meetodite  rakendamine majanduses,
arvutusmatemaatika, majandus- ja

tehniline kiiberneetika.

URAL-TUUPI ARVUTITE KASUTAJAD TARTUS

E. Lasn

Ajavahemikul 13.—17. juulini
1966. a. toimus Tartus korgemate koo-
lide vaheline Ural-tiitipi arvutite ka-
sutajate V noupidamine. Nagu eelmi-
sed, oli ka see ndupidamine sisuliselt
lleliiduline, millest v&tsid osa koérge-
mate koolide korval ka esindajad teis-
test organisatsioonidest, kus on Ural-
tiidpi arvuteid. Noupidamisel, mille
t60st vottis osa 650 delegaati (207
asutusest, 46 linnast) peeti kokku 182

ettekannet. Meie vabariigi esindajad —
TRU arvutuskeskuse ja Majandusma-
temaatika Keskinstituudi Eesti filiaali
tootajad — esinesid kokku 8 ettekan-
dega.

Avaplenaaristungil kuulati dra Ural-
tiitipi  arvutite dleliidulise assotsiatsioo-
ni aruanne tehtud to6st viimasel aastal
ja Ural-tiiiipi arvutite peakonstruktori
B. Ramejevi (ilevaade uutest arvuti-
test «Ural-14» ja «Ural-16».
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To66 noupidamisel toimus paralleel-
seli neljas sektsioonis.

I sektsioonis kasitleti mitmesugus-
te arvutusalgoritmide realiseerimise
kisimusi ja nende programmide t66
efektiivsust. Mitmete arvutuskeskuste
esindajad andsid ka iilevaate neil ka-
sutusel olevatest standardsetest pro-
grammidest.

Programmeerimise  automatiseeri-
misele ja arvuti teenidusprogram-
midele oli pithendatud II sekisiooni
166, Arvutile «Ural-4» on praegu i66-
korras kaks translaatorit mittetiieli-
ku ALGOL-keele jaoks, kuid puudub
veel translaator tdielikule ALGOL-kee-
lele. T66d selle translaatori koostami-
seks toimuvad praegu kolmes arvutus-
keskuses. Sektsiooni t66st osavotjaile
demonstreeriti TRU arvutuskeskuses
Pensa Universaalsete Elektronarvutite
Teadusliku Uurimise Inslituudi trans-

laatorit, mis tolgib mittetdielikust
ALGOL-ist arvuti kdskude keelde.

11T sektsioonis olid ettekanded ma-
temaatilisest plancerimisest. Neis ki-
sitleti arvutite praktilist kasutamist
majandusmatemaatika iilesannete la-
hendamiseks, samuti iiksikuid majan-
dusmatemaatika teoreetilisi probleeme.

Arvutite tehnilise ekspluateerimi-
sega seotud kiisimusi vaadeldi noupi-
damise IV sekisioonis, kus arvutus-
keskusle esindajad vahetasid kogemusi
arvutite praktilise ekspluateerimise ja
masinate juures tehtud téiustuste ile.

Lopp-plenaaristungil  véeti  vastu
noupidamise otsus, milles nihti ette
abinGusid edasiseks t66 koordineeri-
miseks arvutuskeskuste vahel. Samuti
valiti uus Ural-tiilipi arvutite assot-
siatsiooni noukogu, kuhu meie vaba-
riigi esindajana valiti dots. U. Kaa-
sik.

>
OPPEASUTUSTEVAHELINE ALGEBRA-ALANE SUMPOOSION

J. Hion
1966. a. augustis toimus Kéddrikul  Noukogude Liidus. siis niitd on ka
teine  Oppeasutustevaheline algebra- meil sellised teaduslikud kohtumised

alane siimpoosion (esimene selline oli
samuti Kidirikul 1963. a. augustis).
Matemaatikute  kongresside  korval
(viimased iileliidulised matemaatikute
kongressid toimusid teatavasti 1956.
ja 1961. a., viimane rahvusvaheline
kongress oli k.a. Moskvas) korralda-
takse edukalt ka kitsama erialaga
166tajate kokkutulekuid. Algebra-ala-
sed kollokviumid toimuvad naiteks re-
gulaarselt alates 1958. aastast. Nad
kestavad enamasti lihemat aega ja et
nende kava on kiillalt pingeline, siis
jaab neil tavaliselt vdhem aega isik-
like kontaktide loomiseks ja uute tea-
duslike teooriatega pohjalikumaks tut-
vumiseks. Niisuguseid kontakte on pa-
rem solmida veelgi kitsamale aine-
vallale pithendatud siimpoosionidel voi
suvekoolis, miida vilismaal korralda-
takse juba modnda aega. Tavaliselt
kestavad sellised siimpoosionid kauem,
neid korraldatakse enamasti kuurorti-
des, mis vdimaldab {ihendada puhkust
intensiivse ja viljaka t6oga. Kui Kéda-
riku suvekool 1963. a. oli {iks esimesi
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muulunud traditsiooniks.

Kaarikul 1.—13. augustil toimunud
siimpoosionil oli 48 osavotjat (pere-
konnaliikmeid arvestamata). Nende
seas oli 4 professorit voi doktorit, 30
oppejoudu ja teaduslikku todtajat, 8
aspiranti ja 10 iiliopilast. Osavotjaid
oli Sverdlovskist 9, Tartust 7, Mosk-
vast 6, Leningradist, Saraatovist ja
Vinnitsast igaiihest 4, Minskist 3,
Harkovist 2, Ivanovost, IZevskist, Ki-
$injovist, Kommunarskist, Novosibirs-
kist, Pavlodarist, Riiast ja Tallinnast
igaiihest 1. Rida algebraiste olid Kaa-
rikul viibinud juba mitu korda: prof.
Ljapin (Leningrad), prof. Gluskin
(Harkov) ja dr. Sain (Saraatov)..
Sverdlovsk oli teistkordselt esindatud
suure delegatsiooniga.

Seekordne siimpoosion oli piithenda-
tud pohiliselt poolrilhmade ja univer-
saalsete algebrate teooriale.

Paljude ettekannetega oli esindatud
poolrithmateooria. Prof. Ljapin kisitles
oma ettekandes endomorfismipoolriih-
mi. Dots. Sevrin (Sverdlovsk) kandis



ette oma t66, milles lahendas rea aas-
taid plsinud probleemi tihedalt sisal-
duvate ideaalide kohta. Dr. Sain esi-
tas kaks sisukat ettekannet: «Relat-
sioonialgebrad» ja «Teisenduste pool-
riilhmad». Dots. Sutov (IZevsk) esitas
iilevaate poolrithmade sisestamisprob-
leemist. TPI oppejoud J. Henno kisit-
les ringi radikaali moiste ja omaduste
filekandmist poolrilhmateonoriasse. Jev-
geni Gabovit§ (Tartu) andis (ilevaate
jarjestatud poolriihmade teooriast. To-
poloogilisi poolrithmi késitlesid oma
ettekannetes dots. Sneperman (Minsk)
ja asp. Baraba$ (Leningrad).
Universaalsete algebrate ja pool-
riihmade teooria piirdeala vaatlesid
prof. L. Gluskin (Harkov) ja B. Sain
oma ettekannetes mitme muutuja
funktsioonide algebratest. = Samasse
valdkonda kuulus ka J. Hioni (Tar-
tu) ettekanne «Q-silisteemid». Huvita-

vaks kujunesid mudelite teooria {(ma-
temaatilise loogika ja universaalsete
algebrate teooria piirdeala) esindajate
sonavotud. Dots. Kogalovski (Saraa-
tov) koneles korgema astme loogika-
test ja lahendamatuse probleemist.
Dots. Gurevit§ (Sverdlovsk) kéisitles
algebraliste siisteemide teooria algo-
ritmikiisimusi ja esitas peale selle lop-
liku lahenduse iihele probleemile Kkit-
sa predikaatarvutuse valemiklasside
kehtestatavuse kohta. Siimpoosioni et-
tekannete teesidest ja kokkuvotetest
koostatud kogumik paisus muide 232-
lehekiiljeliseks.

Siimpoosionil ei tegeldud muidugi
ainult matemaatikaga. Puhkepievadel
korraldati ekskursioonid Tallinna ja
Louna-Eestisse. Olid omad [6kkedhtud,
matkad ja spordivoistiused, suurt
huvi ja elevust tekitas slmpoosioni
seinaleht.

feninl preemia laureaate

Kaheksast Lenini preemiast, mis
1966. a. anti eriti silmapaistvate tea-
duslike  to6de eest, omistati kolm

preemiat jdrgmistele matemaatikutele.

1. Jefimov, Nikolai Vladimiro-
vit§, fiilisika-matemaatikadoktor, M.
Lomonossovi nimelise Moskva Riikli-
ku Ulikooli professor, —- uurimuste
eest isedrasuste tekkimise kohta nega-
tiivse kdverusega pindadel.

2. Zuravljov, Juri
fliisika-matemaatikakandidaat, NSVL
Teaduste Akadeemia Siberi osakonna
Matemaatika Instituudi osakonnajuha-
taja; Lupanov, Oleg Borissovits,

Ivanovits,

ftiisika-matemaatikadoktor, NSVL TA
Matemaatika Instituudi vanem teadus-
lik to6taja; Jablonski, Sergei
Vsevolodovits, filisika-matemaatika-
doktor, sama instituudi osakecnnaju-
hataja, — t6ode tsiikli eest juhtimis-
siisteemide  silinteesi  matemaatilise
teooria kohta.

3. Ivanov, Valentin Konstanti-
novits, filsika-matemaatikadoktor, M.
Gorki nimelise Uraali Riikliku Ulikoo-
li professor; Tihhonov, Andrei Ni-
kolajevits, NSVL TA korrespondent-
liige, NSVL. TA Matemaatika Instituu-
di direktori asetditja, — toode tsikli
eest mittekorrektsete iilesannete alal.

N. V. JEFIMOV

Nikolai Vladimirovits Jefimov
slindis Orenburgis 31. mail 1910. a,
oppis 1928—1931 Rostovi iilikoolis ja
astus 1931. a. Moskva iilikooli aspiran-
tuuri. Parast selle lopetamist tootas ta
1934—1941 VoroneZi iilikoolis. 1940. a.
kaitses N. V. Jefimov Moskva {ilikoo-
lis oma doktorivditekirja «Parabool-

sete punktidega pindade painutami-
ne» ning téotas sojajirgsetel aastatel
Moskva {ilikooli professorina, algul
fliisikateaduskonnas, hiljem matemaa-
tika-mehhaanikateaduskonnas. Kéesole-
val ajal on N. V. Jefimov viimati mai-
nitud teaduskonna dekaan ja mate-
maatilise analiiiisi kateedri juhataja.
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N. V. Jelimovi varasematest t60-
Jest on tihtsaimad tema uurimused,
mis jatkavad doktoritod temaatikat.
Tal onnestus, vastupidi ootustele, nai-
data, et pinna paraboolse punkti {imb-
rus voib osutuda {ildse mitte painuta-
tavaks. Sellealaste toode tsiikli eest
omistati N. V. Jefimovile 1950. a. N.
I. LobatSevski nimeline preemia. Lai
matemaatiline avalikkus tunneb N. V.
Jefimovit kui suurepiraste analiiitili-
se geomeetria ja korgema geomeetria
opikute autorit. 1965. a. suvel vottis
ta Tartus osa Il Balti geomeetriakon-
verentsi t66st ja oli siin suvekooli
lektoriks (vt. Matemaatika ja kaasaeg,
IX, 1k. 98—101).

N. V. Jelimovi t6id, mis autasus-
tati 1966. a. Lenini preemiaga, on li-
hidalt iseloomustatud kéiesolevas ko-
gumikus eespoo! (lk. 8—9).

N. V. Jefimov

LENINI PREEMIA JUHTIMISSUSTEEMIDE
SUNTEESI TEOORIA EEST

Jevgeni Gabovits

on Vvii-
muutu-

Teoreetiline kiiberneetika
maste aastakiimnete jooksul
nud tdnapdeva matemaatika {heks
tdhtsamaks osaks. Hoogsasti areneb
see matemaatika haru ka meie maal.
Ule maailma tuntakse ndéukogude kii-
berneetikute V. M. Gluskovi, A. A.
Ljapunovi, S. V. Jablonski, O. B. Lu-
panovi, J. I. Zuravljovi ja paljude
teiste teaduslikke uurimusi. Kolmele
viimati nimetatule omistatigi 1966.
aastal Lenini preemia uurimuste tsiik-
li eest juhtimissiisteemide siinteesi
teooria valdkonnast.

Sergei Vsevolodovit§ Jablons-
ki siindis 6. detsembril 1924. a. Mosk-
vas. 1950. aastal lopetas ta Moskva
Riikliku ~ Ulikooli. NSVL TA V. A.
Steklovi nimelises Matemaatika Insti-
tuudis to6tades on ta rea aastate
jooksul juhendanud (esialgu koos
A. A. Ljapunoviga) kiiberneetika-alast
seminari MRU juures. Selle seminari
itheks aktiivsemaks osavotjaks on al-
gusest peale olnud O. B. Lupanov. Sa-
mas seminaris alustas oma kiibernee-
tika-alast teaduslikku tegevust ka
J. 1. Zuravljov.
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S. V. Jablor_tski

Oleg Borissovits Lupanov siin-
dis 1932. aastal Leningradis. Moskva
Riikliku Ulikooli 16petas ta 1955. aas-
tal. Samuti nagu S. V. Jablonski, on
ta juba emam kui 10 aastat téotanud
NSVL TA V. A -Steklovi nimelises.



Matemaatika Instituudis; Lkoos oma
vanema kolleegiga kuulub ta ka regu-
Jaarselt ilmuva kogumiku «ITpo6aenel
kubepHeTHkHy toimetusse. Peale selle
toimetavad nad koos A. A. Ljapuno-
viga veel kogumikku «Kub6epnerunue-
ckuii c6opHuk», milles venekeelses tol-
kes avaldatakse vilismaiste autorite
kiiberneetika-alaseid artikleid.

J. 1. Zuravljov

Noorim kolmest laureaadist — Ju-
ri IvanovitS Zuravljov siindis
1935. aastal Voronezis. Moskva Riik-
likus Ulikoolis Oppides tundis ta to-
sist huvi topoloogia vastu ning aval-
das selles valdkonnas paar teaduslik-
ku uurimust.  Paralleelselt pakkusid
talle aga huvi ka teoreetilised kiiber-
nieetikaprobleemid, ning pérast iilikoo-
li lopetamist 1957. aastal astus ta
aspirantuuri teoreetilise kiiberneetika
alal (S. V. Jablonski juhendamisel).
Viitekirja kaitsmise jarel suundus ta
Novosibirskisse, kus ta praegugi t66-
tab NSVL Teaduste Akadeemia Siberi
osakonna Matemaalika Instituudi osa-
konnajuhatajana.

Koik need kolm matemaatikut on
viimasel ajal vdga produktiivselt t66-
tanud — nende sulest on ilmunud
kokku peaaegu sada teaduslikku artik-
lit, sealhulgas terve rida ulatuslikke
iilevaateartikleid. Koik nad on kaits-
nud . doktorivéitekirjad.

Juhtimissiisteemide siinteesi prob-
leem, millele pithendatud uurimuste

Jo L

eest S. V. Jablonski, O. B. Lupanov ja
Zuravljov said Lenini preemia,
on iiks tihtsamaid probleeme téna-
pdeva teoreetilises kiiberneetikas.
Seda probleemi voib liihidait kirjelda-
da jargmiselt. On antud teatud hulk
nn. elementaarobjekte(niiteks kontakt-
releed, elektronlampidest moodustatud
blokid, alamprogrammid jne.), Kkus-
juures on teada, kuidas leida antud
skeemile vastavat loogilist funktsioo-
ni. Ulesanne seisneb selles, et iga
antud funktsiooni jaoks leida skeem,
mis seda funkisiooni realiseerib.

Puhtformaalselt on see (ilesanne
viga triviaalselt lahendatav: tuleb
vaid kontrollida kéik voimalikud (tea-
{ud elementaarobjektide arvuga) skee-
mid ning leida nendele vastavate
funktsioonide seast see, mis iihtib an-~
tud funktsiooniga. Praktiliselt pole nii~
sugune kontroll aga tavaliselt teosta~
tav, sest voimalike skeemide arv on
darmiselt suur. Seega tuleb iilesannet
moista nii, et otsitav algoritm funkt-
siooni realiseeriva skeemi leidmiseks
peah olema mitte liiga keeruline ehk,
nagu oOeldakse, — see algoritm peah
olema efektiivne.

Ulesannet raskendab veel asjaolu,
et antud funkisioonile vastavaid skee-
nie on pcaaegu alati vdga palju ja
seepdrast on loomulik otsida nende
seast niisugust, mis on mingis mo6t-
tes koige parem (néditeks koosneb voi-
malikult viikesest arvust elementaar-
objektidest) voi rahuldab mingisugust
muud lihtsuse kriteeriumi. Nii tekibki
minimiseerimisprobleem. Et kaikide
variantide ldbivaatamine on liiga kee-
ruline, siis tuleks minimiseerimisprob-
leemi lahendamiseks leida mingi liht-
sam universaalne algoritm. Kuid juba
oma kandidaadiviitekirjas nditas J. 1.
Zuravljov, el niisugust lihtsat univer-
saalset algoritmi ei eksisteeri. See té-
hendab, et kuigi voib vilja méelda

teatud lihtsustusi koikide wvariantide
ldbivaatamisel, ei anna need lihtsus-
tused olulist elekti ning igasugune

universaalne minimiseerimisiilesannet
lahendav algoritm peab olema pea-
aegu sama keeruline kui triviaalne.

Lihtsa universaalse algoritmi mit-
tecksisteerimise  tdestamine  sundis
teadlasi poorama erilist tahelepanu
niisugustele loogiliste funktsioonide
klassidele, mille jaoks onnestub leida
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héid algoritme minimiseerimisiilesande
lahendamiseks. Seejuures kasutatakse
algoritmi headuse hindamiseks tuntud
ameerika kiiberneetiku C. E. Shannoni
poolt sissetoodud funktsiooni, mida
tinapdeval nimetatakse lihtsalt Shan-
noni funktsieoniks. Shannoni funkt-
siooni alumised tokked leitakse tava-
liselt lihtsalt, kwuid mitteefektiivselt.
Ulemised tokked seevastu tuleb ena-
masti anda skeemide siinteesimise
konkreetse algoritmi kaudu.

S. V. Jablonski, O. B. Lupanovi ja
J. 1. Zuravljovi té6des on vaadeldud
tervet rida loogiliste funktsioonide
klasse ning leitud minimiseerimisiiles-
ande optimaalne lahend nende jaoks.
Uheks niiteks sedalaadi toodest on
O. B. Lupanovi artikkel «K Bonpocy
O peaqH3alHH CHMMETPUYECKHX (YHK-
LMH  anre6pbl  JOTHKH  KOMIAKTHBIMH
cxeMaMu», mis ilmus 1965. aastal ko-
gumiku  «[IpoGaembt  KubepHeTHKI»
15. numbris.

Uks lihtsamaid Boole’i funktsiooni-
de klasse on siimmeetriliste funktsi-
oonide klass. Juba Shannon vaatles

minimiseerimisprobleemi nende jaoks
ning leidis (1938. a.) siimmeetrilisele
Boole'i funktsioonile vastava skeemi
konstrueerimise meetodi, mille korral
n muutuja funktsiooni
seks vajalik kontaktide minimaalne arv
oli n2 Hiljem (1949. a.) oOnnestus
Shannonil  saada selle arvu jaoks
viartus n2—n—+2. Koos G. N. Po-
varoviga vidhendas S. V. Jablonski
1954. aastal seda arvu veelgi, saades
tulemuseks n?—2nlogn -4 O(n).
Oma {lalmainitud t66s lihtsustas
0. B. Lupanov skeemide konstrueeri-
mise meetodit edasi ning leidis arvu-
teooria tulemusi kasutades, et saadud
meetodi rakendamisel on n-muutuja
sitmmeetriline Boole’i funktsioon rea-

. . 2n2 . .
liseeritav umbes -==— kontakti abil.
log n

Viarskete Lenini preemia laureaa-
tide t66d, millel on oluline tihtsus
teoreetilises kiiberneetikas, on juba
leidnud rakendamist néditeks majan-
dusmatemaatiliste {ilesannete lahenda-
misel ja usaldatavuse arvutamisel.
Voib olla kindel, et tulevikus raken-
datakse neid veelgi ulatuslikumalt.

LENINI PREEMIA MITTEKORREKTSETE ULESANNETE
LAHENDUSMEETODITE VALJATOOTAMISE EEST

E. Tamme

Matemaatiliste iilesannete jaotamise
korrektseteks ja mittekorrektseteks vot-
tis kasutusele prantsuse matemaatik
Jacques Hadamard kédesoleva sajandi
algul seoses matemaatilise fitiisika vor-
randite uurimisega. Matemaatilisel
tilesandel on tavaliselt teatav hulk
ldhteandmeid, millest soltub otsitav la-
hend. Hadamard nimetas {ilesannet
korrektseks, kui see on iiheselt
lahenduv ning kui lidhteandmete vii-
kestele muutustele vastavad ka lahen-
di viikesed muutused. Mittekorrektse
iilesande korral voib aga ldhteandmete
viikesel muutmisel muutuda lahend
kuitahes palju. Fiiiisikaliselt seisuko-
halt on korrektsuse noue tiiesti loomu-
lik. On ju algandmed tavaliselt saadud
vaid ligikaudselt teatud tédpsusega,
algtingimuste viikesed vead ei tohi
aga oluliselt muuta lahendit.
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Koik kidesoleva sajandi alguses tun-
tud matemaatilise fiiisika ilesanded,
mis kirjeldasid reaalseid profsesse ja
nahtusi, olid korrektsed. Hadamard
konstrueeris esimese  klassikaliseks
kujunenud néiite mittekorrektsest iiles-
andest, nimelt naitas ta, et Laplace’i
vorrandi algtingimustega (ilesanne pole
korrektne. Kuid ta arvas, et see ja ka
teised mittekorrektsed iillesanded ei pee-
gelda fiiiisikalist reaalsust ning ei
paku seetottu praktilist huvi.

Siin aga Hadamard eksis. Hiljem
selgus, et paljud reaalsusest parinevad
matemaatilise fiifisika (ilesanded on
mittekorrektsed Hadamardi mottes.
Niiteks Hadamardi poolt vaadeldud
Laplace’i varrandi algtingimustega dles-
andele taandusid mitmed geofiiiisika
probleemid. Nimelt kirjeldab Laplace’i
vorrandi lahend nii gravitatsioonivilja

realiseerimi-’



kui ka magnetilist ja elekirostaatilist
valja. Soovides uurida gravitatsiooni-
voi magnetvilja struktuuri Maa sise-
muses, tuleb lahendada Laplace’i vor-
rand, kusjuures algtingimused saadak-
se mootmistest Maa pinnal. Nende vil-
ade struktuuri tundmine v&imaldab
agneti- ja gravitatsioonianomaaliate
ohjal avastada maapouevarade leiu-
iohti‘ Et aga iilesanded on mittekor-
rektsed, siis pole nende otsene lahen-
damine hasti teostatav, sest ka viike-
sed mootmisvead voivad  oluliselt
muuta valjade pilti.

A. N. Tikhonov

Scllele vaatamata piiiidsid geoliiiisi-
kud selliseid iilesandeid lahendada ja
seda mitte ilma eduta. Uks voimalikke
meetodeid seisneb oma olemuselt jirg-
nevas. Kasutatakse dra asjaolu, et min-
gis piirkonnas fiiisikalise vilja struk-
tuuri arvutamise ilesanne on kaigiti
korrektne, kui on teada piirkonna
karakteristikud (tiheduse ning eclektri-
juhtivuse jaotus jt.). Lahteiilesande la-
hendamisel tehakse koigepealt oletused
uuritava piirkonna struktuuri kohta, 1dh-
tudes teadaolevaist andmeist, hiipotee-
sidest ja intuitsioonist. Seejirel vorrel-
dakse arvutusiulemusi Maa pinnal
teostatud modtmistulemustega. Kiillal-
dase ithtelangemise korral loetakse ole-
tused pohjendatuks.  Vastasel juhul
tehakse uued hiipoteesid piirkonna ka-
rakteristikute kohta jne. Real juhtudel

voib sellise katsetuste meetodi abil
jduda rahuldavate tulemusteni, kuigi
kulub iildiselt palju arvutustodd. Kee-
rukama struktuuriga piirkonna korral
on kiillaltki raske ja monikord isegi
praktiliselt voimatu sihile jouda.
Matemaatilises fiilisikas uuriti ka
teisi mittekorrektseid iilesandeid, nai-
teks keha temperatuurijaotuse mééira-
mist eelnevatel hetkedel, kui tempera-
tuurijaotus on teada mingil hetkel,
(temperatuurijaotuse méadramine jirg-

nevatel hetkedel on korrektne
iilesanne), ja l6oklainete arvutamist
gaaside diinaamikas. Jérjest terava-

malt kerkis pdevakorda vajadus iihtsete
meetodite loomiseks seda tiliipi iilesan-
nete lahendamiseks.

Esimese olulise sammu selles suu-
nas astus noukogude matemaatik
A. N. Tihhonov 1944. a. Ta voltis ni-
melt kasutusele uue korrektsuse moiste..
nn. korrektsuse Tihhonovi
jdrgi, nimetades (ilesannet korrekt-
seks, kui see on iiheselt lahenduv ning
liahteandmete  viikestele muutustele
vastavad lahendi viikesed muutused
vaid juhul, kui vaatluse all on ainult
teatavasse hulka kuuluvad lahendid.
Onnestus naidata, et Hadamardi mét-
tes mittekorrektsed iilesanded, millega
praktikud olid varem kokku puutunud,
on korrekised Tihhonovi mottes, kui
nimetatud lahendite hulk sobivalt va-
lida. Selle hulga méadramisel kasuta-
takse teadaolevaid lisaandmeid, néiteks
Maa magnetvilja struktuuri uurimusel
arvestatakse seda, et kivimite tihedus
ei saa olla suurem Xkindlast tokkest.

Andrei Nikolajevits Tih-
honov on siindinud 30. oktoobril
1906. a. Smolenski oblastis GzZadski
linnas. Kéesoleval aastal tdhistati tema
60. siinnipaeva. Aastatel 1922—1927 op-
pis ta Moskva iilikoolis, saavutades
juba (iliopilasena P. S. Aleksandrovi
juhendamisel siigavaid tulemusi hulga-
teoreetilises topoloogias, mis toid talle
maailmakuulsuse (esimese silmapaistva
to0 avaldas 19-aastasena). Kolmekim-
nendatel aastatel kaldusid Tihhonovi
huvid prof. V. V. Stepanovi méjutustel
matemaatilise fiiiisika valdkonda, mil-
lesse kuuluvad ka 1936. a. kaitstud
doktorit6é ning 1953. a. riikliku pree-
mia véiriliseks tunnustatud té6d. Vii-
masel aastakiimnel on A. N. Tihkhonov
koos oma opilase A. A. Samarskiga
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pannud aluse diferentsmeetodite ildi-
sele teooriale harilike ja osatuletistega
diferentsiaalvorrandite ligikaudsel la-
hendamisel. Alates 1936. a. kuni kies-
oleva ajani tdotab Tihhonov Moskva
iilikoolis professorina. 1939. a. valiti ta
NSVL Teaduste Akadeemia kirjavahe-
tajaliikmeks ja 1966. a. tegevliikmeks.

Juba kolmekiimnendatest aastatest
alates on A. N. Tihhonov uurinud ka
mittekorrektseid iilesandeid, eeskétt
seoses geofiliisika probleemide lahen-
damisega. Geofiiiisikas on Tihhonovil
kiillaltki suured teened. Ta on vilja
tootanud, matemaatiliselt pohjendanud
ja praktikasse juurutanud meetodeid,
mis kasutavad Maa loomulikku elektro-
magnetilist vélja, aga ka alalis- ja
vahelduvvoolu abil tekitatud vélja
maakoore ehituse uurimisel ning kasu-
like maapouevarade otsimisel.

Mittekorrektse iilesande muutmine
korrektseks Tihhonovi mottes on vaid
esimeseks sammuks niisugustele dles-
annetele ldhenemisel. Praktikuid huvi-
tab ju selliste filesannete numbriliste
lahendite leidmine. Mittekorrektsete
iilesannete jaoks kiillaldase tdpsusega
lahendite leidmine on seotud vigagi
suurte raskustega. Mittekorrektsete
lilesannete korral avaldavad katastroo-
filist moju tulemustele mitte ainult 14h-
teadmete ebatdpsus, vaid ka iimarda-
misvead arvutusies. Nende moju on
seda suurem, mida pikemad on arvu-
tused. Seetdttu on killaltki sageli sel-
liste (ilesannete tdpsema lahendamise
pliided viinud hoopiski paradoksaalsete
tulemusteni. Eriti ilmnesid need rasku-
sed elektronarvutite kasutamisel. Nii
kujunes {ungiv vajadus luua milte-
korrektsete (ilesannete lahendamiseks
efektiivseid lahendusmeetodeid, s. t.
luua selliseid meetodeid, mis ligikaud-
sete ldhteandmete korral annavad tea-
tud garanteeritud tdpsusega vastused.

Esimesi tdsisemaid tulemusi efek-
tiivsete lahendusmeetodite viljatédta-
mise alal avaldasid 1955. a. Ameerika
matemaatikud F. John ja C. Pucci
ning noor mnodukogude matemaatik
M. M. Lavrentjev. Eriti viimasele kuu-
lub oluline koht A. N. Tihhonovi idee-
de edasiarendamisel.

Mihhail Mihhailovits$
Lavrentjev on siindinud Moskvas
21. juulil 1932. a., lopetanud Moskva
iilikooli 1954. a. ning alates 1957. a.
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tootab Novosibirskis NSVL Teaduste
Akadeemia Siberi osakonna Matemaa-
tika Instituudis. 1957. a. omistati
M. M. Lavrentjevile fiilisika-matemaa
tikakandidaadi- ja moned aastad hilje

ka doktorikraad. Ta on uurinud Lap
lace’i vorrandi algtingimustega iiles,
annet jt. mittekorrektseid ({ilesandei

ning 1962. a. ilmunud monograafias’
kokku votnud rea mittekorrektsete
ilesannete tiiiipide jaoks viljatéotatud
lahendusmeetodeid. M. M. Lavrentjev
margib monograafia eessonas, et sel-
les esitatud meetodid on vaid esime-
seks etapiks numbriliste algoritmide
loomisel selliste iilesannete lahendami-
seks.

Uue etapi mittekorrektsete {ilesan-
nete lahendamise alal avavad A. N.
Tihhonovi ja V. K. Ivanovi 1963. a.
alates ilmunud t66d, mis kéesoleval
?asgal tunnistati Lenini preemia vaari-
iseks.

V. K. Ivanov

V. K. Ivanov on Tihhonovist vaid
vahem kui kaks aastat noorem, kuid
ajal, mil Tihhonov oli juba Moskva
alikooli professor ja tunnustatud tead-
lane, oli Ivanov alles iiliopilane. V a -
lentin Konstantinovits Iva-
nov on siindinud 1. oktoobril 1908. a.

! M. M. JTagpeHTbeB. O He-
KOTOPBIX 3aJayax MaTeMaTHyecKoft ¢u-
aukn., HosocuGipcek, 1962,



Leningradis, lopetanud 1930. a. Uraali
(Sverdlovski) Poliitehnilise Instituudi
ja 1938. a. Leningradi ilikooli. Ta
tootas aastail 1938—1947 Sverdlovski
Maeinstituudis ning téstab  alates
1947. a. Sverdlovski iilikoolis. Tema
1955. a. valminud doktorité6 on piihen-
datud dhe mittekorrektse iilesande —
potentsiaaliteooria podrdiilesande uuri-
misele.

1963. a. ilmunud t66s defineeris
V. K. Ivanov Hadamardi mottes mit-
tekorrektse iilesande jaoks nn. kvaa -
silahendi, mis on iilesande lahis-
lahendiks, kuid mille leidmine on juba
korrektne mittelineaarse planeerimise
Gilesanne. Kvaasilahendi saab definee-
rida parajasti Tihhonovi mottes kor-
rektsete tilesannete jaoks.

Koige iildisem ja viljakam ladhene-
mine mittekorrektsetele iilesannetele si-
saldub A. N. Tihhonovi 1963. a. ja hil-
jem ilmunud i66des. Tihhonov defi-
neeris  mittekorrektsete ilesannete
jaoks teatavad regulariseerivad
operaatorid, mis voimaldavad selliste
Glesannete  ldhislahendite  leidmise
taandada teatavate Lkorrektsete {ilesan-
nete lahendamisele. Ulesannet, mille
jaoks leidub regulariseeriv operaator,
nimetatakse regulariseeritavaks. Regu-
lariseeritavad pole mitte koik mitte-
korrektsed iilesanded, kuid M. M. Lav-
rentjev “vididab? et «ndhtavasti on
regulariseeritavad ko6ik matemaatilise
fliisika (ilesanded, mis on seotud
reaalsete ndhtustega (Hadamard arvas,
et koik seliised Glesanded on korrekt-
sed)». Igal juhul on tdestatud viga-
gi avara klassi mitteregulaarsete iiles-
annete regulariseeritavus.

Mittekorrektseteks  on
paljud matemaatilisest
vaatluste iimbertdotamisest, majan-
dusmatemaatikast, optimaalse juhti-
mise teooriast jm. parinevad problee-
mid. Nende lahendamisel on edukalt
kasutatud elekironarvuteid, tuginedes
A. N. Tihhonovi, V. K. Ivanovi, M. M.

osutunud
futisikast,

2 M. M. Tappentnbes. O mo-
CTAHOBKE HEKOTOPHIX LieKOPPEKTHBIX 3a-
Jay maremarudeckoil onanku. — He-
KOTOpPBIE BOTPOCH BBLIYIIC/HTEABHON U
npukaaanoi  marematku.  Hosocu-

oupek, 1966, lk. 266.

9 Matemaatika ja kaasaeg XII

Lavrentjevi jt. viljatootatud
meetoditele.

On arusaadav, et viimasel ajal on
jarsult kasvanud huvi mittekorrektsete
tilesannete lahendusmeetodite vastu.
Mainime, et {leliidulisel arvutusmate-
maatika konverentsil Moskvas 1965. a.
jaanuaris oli mittekorrektsetele iiles-
annetele piihendatud eraldi sektsioon
ning et rahvusvahelises arvutusmate-
maatika-alases suvekoolis Kiievis 1966.
a. juunis-juulis "esines Tihhonov loen-
gutega nende iilesannete lahendusmee-
toditest. Muuseas: selle suvekooli t66
ajal valiti A. N. Tihhonov NSVL Tea-
duste Akadeemia akadeemikuks ja su-
vekooli orgkomitee esimees A. A. Sa-
marski kirjavahetajaliikmeks.

Péirast Lenini preemiate valjakuulu-
tamist koneles virske laureaat V. K.
Ivanov intervjuus ajalehe «Beuepuuii
CeepnstoBek» korrespondendile: 3

«Mittekorrektsed iilesanded kujuta-
vad matemaatika haru, mida iseloo-
mustab siigavate abstraktsete ideede
seostumine rakenduslike probleemide-
ga. Mittekorrektsete iilesannete lahen-
damisel kuhjuvad tohutult ebatédpsu-
sed, kaob iilesande lahendi stabiilsus
ja lahendid saadakse suurte vigadega.
Kaua arvati, et siin pole midagi teha.
Kuid teaduse ja tehnika areng ning
arvutuste automatiseerimine sundisid
tagasi poérduma selle probleemi juur-
de, ndudsid rangete, laitmatute meeto-
dite loomist.

Mittekorrektsete (ilesannete lahen-
damine on seotud geofiiiisika, arvu-
tusmatemaatika, gaaside diinaamika
ja optimaalse juhtimise arenguga; aga
ka valguse labitungimise optika, an-
tennide arvutamise, lennunduse ja
kosmonautika, matemaatilise majan-
dusteaduse jt. probleemide lahendami-
sega.

Selliseid iilesandeid on palju, kuid
mitte koik nad pole veel paris selgelt
formuleeritud. Neid hakatakse lahen-
dama tulevikus veelgi voimsamate
matemaatiliste vahendite abil.»

poolt

3 «Beuepuuit CpepasioBck», 22 aup.
1966. Selle ja ka teisi vdirtuslikke
materjale kiesoleva kirjutise jaoks saa-
tis N. S. Zvonareva Sverdlovski Ma-
temaatika Instituudist.
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DOTSENT U. KAASIK 40-AASTANE

9. novembril 1966. a. sai 40-aasta-

seks tuntud eesti matemaatik, TRU
arvutusmatemaatika kateedri dotsent,
fliisika-matemaatikakandidaat Ulo

Kaasik.

U. Kaasik siindis Tallinnas, 0Oppis
Tallinna II ja IX Keskkoolis ning
aastail 1948—1953 Tartu Riiklikus
Ulikoolis. Piérast iilikooli 1&petamist
asus to6le TRU geomeetria kateedri
vanemdopetajana, 1958. aastast alates
tootas dotsendina ning 1959. aastast
geomeetria kateedri juhatajana. Kui
1962. aastal loodi TRU arvutusmate-
maatika kateeder, siis sai U. Kaasik
selle juhatajaks. Sellei kohal ta t&66-
tas kuni 1966. a. 1. septembrini.

Juubilari esimeseks teaduslikuks
suunaks oli ldhendusmeetodite teooria,
milles ta 1957. a. kaitses véitekirja
«Iteratsioonimeetoditest Banachi ruu-
mides». Alates 1958. aastast on U.
Kaasiku p6hihuvi kcondunud elektron-
arvutite kasutamisega seotud kiisimus-
tele, eeskdtt majandusmatemaatika
probleemidele.
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Suur on U. Kaasiku panus arvu-
‘usmatemaatika arengusse meie vaba-
riigis. Teatavasti asutati 1959. aastal
esimene arvutuskeskus ENSV-s just
Tartu Riikliku Ulikooli juures. Algu-
sest peale on U. Kaasik olnud selle
teaduslikuks juhendajaks, kaasa aida-
tes vastava kaadri kiirele kasvule ning
arvutuskeskuse teadusliku toodangu
korgele kvaiiteediie. Ta on ka olnud
mitme aspirandi juhendajaks, kellest
neli on juba oma viitekirja edukalt
kaitsnud.

U. Kaasik on meie vabariigi ma-
temaatikutest liks produktiivsemaid
autoreid. Tema triikis avaldatud to6de
arv ulatub iile 40. Siia kuuluvad tea-
duslikud artiklid, 6pikud, metoodilised
kirjutised ja populaarteaduslikud téod.

Juubilar on ka «Matemaatika ja
kaasaja» iiks rajajaid ja suuri entusi-
aste, olles selle iihiskondliku toime-
tuskolleegiumi esimeheks juba asuta-
misest alates.

Tahisaks probleemiks tdnapéeval
on teatavasti spetsialistide-matemaati-
kute arvu kiire kasv. Ka see kiisimus
pole U. Kaasiku silmapiirist vilja jaa-
nud. Ta votltis osa malemaatika-klas-
side ja Mittestatsionaarse Matemaati-
kakooli organiseerimisest.

Aastalel 19611962 viibis U. Kaa-
sik Ameerika Uhendriikides. Ka oma
40. siinnipdeva plhitses ta USA-s, vii-
bides seal teaduslikul komandeeringul.

H. Oiglane

UUSI TEADUSE DOKTOREID

16. mail 1966. a. kaitses oma dok-
torivditekirja «Ligikaudsete meetodite
kasutamisest elastsete plaatide ja
koorikute deformatsiooni dlemineku-
protsesside uurimisel> ENSV TA Kii-
berneetika Instituudi rakendusmate-
maatika ja mehhaanika sektori vanem
teaduslik téotaja Uno Nigul. Doktori-
160d oponeerisid fliisika-matemaatika-



doktorid professorid A. Goldenveiser
(Moskvast), N. KiltSevski (Kiievist)
ja U. Lepik (TRU-st).

Viitekirjas uuritakse lainetusprot-
sesside levikut plaatides ja koorikutes
(koorikuks nimetatakse kéverpinnalist
plaati) lihiajalise koormuse mdjul.
Probleem on viga aktuaalne, sest pal-
judes tdnapédeva tehnika (ilesannetes
tuleb kokku puutuda koormuste viga
jarskude muutustega (nn. l66kkoor-
mustega). To0s on analiilisitud mit-
mesuguseid ligikaudseid lahendusree-
todeid, selgitatud nende kasutusala
ja to6tatud vélja pohivorrandite siistee-
mi mitmeid wuusi integreerimismee-
fodeid.

Parast edukat kaitsmist otsustas
ENSV TA fiiiisika-matemaatika ja
tehnikateaduste noukogu esitada Uno
Niguli Korgemale Atestatsioonikomis-
jonile tehnikadoktori teadusliku kraa-
di saamiseks.

U. Nigul on siindinud 1929. a. Tal-
linnas. Lopetanud 1948. a. kevadel
Tallinna X Keskkooli, astus samal aas-
tal 6ppima Tallinna Poliitehnilise Ins-
tituudi ehitusosakonda, mille Ilopetas
1953. a., omandades autoleede inseneri
kvalifikatsiooni. Aastatel 1953—1956
oppis U. Nigul aspirantuuris sama
instituudi ehituskonstruktsioonide ka-
teedris. Kandidaadiviitekirja kaitses
U. Nigul 1956. a., dotsendi kutse omis-
tati talle 1964. a. :

* kS *

9*®

25. juunil 1966. a. kaitses Hillar
Aben Eesti NSV Teaduste Akadeemia
filiisika-matemaatika ja tehnikatea-
duste noukogu avalikul koosolekul
edukalt oma doktorivéitekirja «Karak-
teristlike suundade meetod fotoelast-
suses». Vditekirja oponeerisid tehni-
kadoktor professor N. Prigorovski
Moskvast, tehnikadoktor professor
A. Aleksandrov Novosibirskist ja Ees-
ti NSV TA korrespondentliige fiilisika-
matemaatikadoktor P. Kard Tartust.

Dissertatsioonis
labivalgustusmeetodi
Tuletatakse fotoelastsuse optika vor-
randid norgalt anisotroopse keskkon-
na jaoks ja tdestatakse, et nende vor-

tootatakse vilja
optiline teooria.

randite maatriks on unitaarne. Vii-
mase asjaolu abil nididatakse, et ruu-
miliste fotoelastsuse mudelite puhul
leidub alati kaks f{iksteisega risti ole-
vat polarisaatori asendit, millede pu-
hul mudelist véljuv valgus on line-
aarselt polariseeritud. Vastavad lan-
geva ja viljuva laine vénke suunad on
karakteristlikeks suundadeks ja
vonkumiste faaside vahe véiljumisel
vastavatel suundadel — karakterist-
likuks  faasivaheks. Naiidatakse, et
need karakteristlikud suurused optilis-
te siisteemide ldbivalgustamisel maa-
ravad téielikult valguse polarisatsioo-
niteisenduse.  Viitekirjas esitatakse
meetod, mis voimaldab karakteristlike
suuruste eksperimentaalse méairamise
teel maarata objekti pingeoleku.
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Hillar Aben siindis 1929. aastal
Tartus. Korgema hariduse omandas
ta Tallinna Poliitehnilises Instituudis,
mille 16petas 1953. aastal. Jargnesid
opingud aspirantuuris Ehituse ja Ehi-
tusmaterjalide Instituudi juures
1953.—1956. a. Kandidaadivaitekirja
«Plaatide mittelineaarse teooria iiles-
annete  lahendamisest fotoelastsus-
meetodil» kaitses H. Aben 1957. a.
Alates 1958. a. tootas H. Aben vane-
ma teadusliku tootaja ametikohal Ehi-
tuse ja Ehitusmaterjalide Instituudis
ja hiljem Kiiberneetika Instituudis.
196]1. aastast alates on ta Kiiber-
neetika Instituudis mehhaanika ja ra-
kendusmatemaatika sektori juhataja.

Hillar Abeni peamiseks uurimis-
alaks on olnud fotoelastsus — tal on
ilmunud sellel alal iile 30 teadusliku
160, mis on ildist tunnustust leidnud.
H. Aben on rahvusvaheliste teaduslike
ithingute «Gesellschaft fiir angewandte
Mathematik und Mechaniks ja «Socie-
ty for Experimental Stress Analysis»
liige.

Peale fotoelastsuse on H. Aben vii-
mastel aastatel edukalt téotanud ka
majanduskiiberneetika valdkonnas.
Tunnustust on leidnud siin ta uuri-
mistodd linnade optimaalse planeeri-
mise alal.

L. Ainola

UUSI TEADUSE KANDIDAATE
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11. juunil 1966. a. toimus Eestt
NSV Teadusie Akadeemia fiiiisika-ma-
temaatika ja tehnikateaduste noéukogu
avalik koosolek, kus TRU algebra ja
geomeetria kateedri assistent Leida.
Tuulmets kaitses kandidaadidissertat-
siooni «Moned joonhiiperpindade Vi
klassid eukleidilises ruumis Ry».

L. Tuulmets l6petas 1954. a. Pait-
samaa Keskkooli ja 1959. a. iilikooli
matemaatikaosakonna, Tema viitekiri
késitleb joonpindade teoorias olulisi
probleeme ja sisaldab rea huvipakku-
vaid tulemusi. T6é6 valmis dotsent
Ule Lumiste juhendamisel. Oponeeri-
sid prof. V. V. RoZkov Moskvast ja
dots. L. J. Berezina Riiast. Leida Tuul-
metsale omistati fliisika-matemaatika-
kandidaadi kraad.

ES #

21. mail kaitses Tallinnas ENSV
TA fiiisika-matemaatika ja tehnika-
teaduste noukogu ees Aleksander Tii-
manok oma viitekirja «Silindrilises
koorikus lainetena levivast deformat-
siooniprotsessist liikuva telgsiimmeet-
rilise rohu korral». Ametlikeks opo-
nentideks olid fitiisika-matemaatika-
doktor prof. U. Lepik ja fiilisika-ma-
temaatikakandidaat L. Ainola, kes
andsid t66le korge hinnangu. Nouko-
gu omistas A. Timanokile fiiiisika-
matemaatikakandidaadi kraadi.

Aleksei Nikolai p. Timanok siindis
22. oktoobril 1928. a. Tallinnas maa-
mootja perekonnas. Tallinna IT Kesk-



kooli  lopetas ta 1947. a. ja
TRU mehhaanikaosakonna 1952. a.
Kuni 1954. a. kevadeni t66tas ta

pedagoogina Viandra Keskkoolis, edasi
aga Tallinna Pedagoogilises Instituu-
dis ja alates 1957. a. TPI teoreetilise
mehhaanika kateedris.

UUS LEND MATEMAATIKUID
TARTU RIIKLIKUST ULIKOOLIST

1966. a. juunis lopetasid TRU ma-
temaatikaosakonna ja omandasid ma-
temaatiku kvalifikatsiooni:

1. Abel, Mati
2. Aladjev, Viktor.
Matemaatik-arvutusmatemaatiku kvali-
fikatsiooni said:
3. Jurkatamm, Kalju
4. Staub, Rein.
Matemaatiku ja matemaatikaopetaja
kvalifikatsiooni--omandasid:
Jirve, Ly
Kask, Linda
Loog, Leida
Muks, Anne
Migestik, Mare
Midttas, Eva
Oja, Maie
Rammo, Kaja
13. Rootalu, Kaie
14. Simson, Milvi
15. Soome, Eevi
16. Tomberg, Koidu
17. Uba, Elvi
18. Utt, Elvi
19. Varik, Maria
20. Tamm, Jaak.

._._._. .
Mmoo TO;

JARJEKORDSED LENNUD KESK-
HARIDUSEGA MATEMAATIKUID

1965/66. oOppeaastal lopelas A. H.
Tammsaare nimelise Tartu [ Kesk-
kooli kolmas lend ning Tallinna
I Keskkooli teine lend programmee-
rijaid.

Eksamikomisjoni  otsusega  (18.
mirts 1966) omistati Tartu 1 Kesk-

kooli kahekiimne kaheksale lopelajale
matemaatik-programmeecrija kvalifi-
katsioon ning jargmised erialalised ka-
tegooriad:
3. kategooria:

1. Harju Toivo

2. Hiiesalu, Asla

©
— -
SCONPOEWIO—E SOENO TR

11.
12,
13.

14.

Kasemets, Heli
Kiis, Helle
Klaassen, Kaido
Margusoo, Vello
Rutto, Liie
Taniroo, Olav
Traat, Andres.
Unt, Jaan;

tegooria:

Alber, Vello
Altosaar, Olav
Alttoa, Kaur
Kask, Juta
Kivimaa, Jiiri
Kure, Hele
Kuusk, Toomas
Kiosaar, Ivar
Maalma, Koidu
Paal, Saima
Ratt, Merike
Sirge, Mare
Suniste, Ellen
V ainer, Kaie;

I. kategooria:

1.
2.

3.
4.

Joosu, Eva
Karlis, Mait
Koppel, Lea
Moks, Mallina.

Tallinna I Keskkoolis said arvuta-

ja-programmeerija
jargmised kakskiimmend kuus

tajat:

01D U W10

2}

kvalifikatsiooni
lope-

Altmaa, Tiit
Hammer, Jiri
Jarvet, Feliks
Kobin, Mihkel
Kiinnap, Olav
Laus, Merle
Multer, Toivo
Mind, CUlle
Miannik, Toomas
Narusk, Ann
Plaks. Toomas
Pork, Ene
Psennikova, Nina
Randriit, Heinar
Rebane, Krista
Ringo, Toomas
Saan, Jiri
Saarmie, Malle
Tambek, Vello

. Tamm, Ebu

Teesalu, Mait
Vaim, Sulev

. Vain, Eeva
. Veetousme, Rein

Viilup, Agu

. Vork, Mai
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NSV-s ilmunud matemaatika-
alase kirjanduse nimestik

Mirts—august 1966
(Koostagud E. Annus)

Eesti

RAAMATUD

Etverk, E. Read. Konspekt ja
metoodilised juhendid kaugiiliopilas-
tele. TIn., 1966, 56 lk. (TPI matemaa-
tika kateeder.) — Triikitud rotaprind-
dil.

Harjutuste kogumik fiilisika, kee-
mia ja matemaatika alalt. Trt., 1966,
62 lk. (Tartu Riiklik Ulikool.) — Tri-
kitud rotaprindil. — Sama, ilmunud
ka vene k.

Kaldnurksete kolmnurkade lahenda-
mine. Opetajate teadusliku uurimistéo
kursuse  metoodiline  katsematerjal.
Tln, 1965, 62 lk. (TRU pedagoogika
ja metoodika kateeder. ENSV Vaba-

riiklik Opetajate Tdiendusinstituut.)
— Trikitud rotaprindil.

Krull, M. Elektronarvutid ja
programmeerimine. Tln., «Valgus»,
1966, 64 k.

Lepamaa, A. Tdoendosusteooria

ja matemaatilise statistika pohijooni.
Tln., 1966, 88 1k. (TPI arvutustehnika
kateeder.) — Triikitud rotaprindil.

Lepamaa, A. Tdenidosustesoria
ja matemaatilise statistika metoodiline
juhend ja kontrolltoode iilesanded 6ko-
noomika erialade kaugiiliopilastele.
Tin., 1966, 24 1k. (TPI arvutustehnika
kateeder.) — Trikitud rotaprindil.

Piskunov, N. S. Diferentsiaal-
ja integraalarvutus korgematele tehni-
listele oppeasutustele. 2. kd. 5. tr., Tln,,
«Valgus», 1966, 407 lk.

Popov, . Matemaatilised imeeto-
did pollumajanduses. Tin., «Valgus»,
1966, 248 1k.

Riives, S.ja Ruubel, A. Kuju-
tava geomeetria kontrolltoéde metoodi-
line juhend. Trt., 1966, 16 lk. (Eesti
Pollumajanduse Akadeemia.) — Trii-
kitud rotaprindil. ’

Teanrmaa A. 2. Meros mocaenmo-
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BaTeJbHbiX TNPHOJHKeHME Kak ropere-
THYECKM{ TPHHUMI LIKOAbHO#H Marema-
kK. AsTopedepar. M. 1966. 55 k.

KOGUMIKKUDES JA AJAKIRJADES
ILMUNUD ARTIKLID
Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika oOpetajatele ja oppi-
jatele. VIII. Trt., 1965. 112 lk. (Tartu
Riiklik Ulikool.)

Sisu: R. Mullari. Matemaatika ja te-

gelikkus. — S. B aron. Elementaarfunkt-
sioonidest. — T. Roosinupp. Tuletis on
alati pidev! — J. Gabovits. Algebra p6-
himaisteid. 11I. — I. Kull. Semiootika ja
oppeprotsess. — C. Shannon. Inimene
vestleb masinaga. — L. Molndr. Igaiiks
v6ib kiiremini arvutada, — O. Prinits.

Koolimatemaatika sisu moderniseerimisest
néukogude koolis. — J. Gabo vits. Tiius-
likud arvud. — T. SO0rmus. 150 aastat
K. Weierstrassi siinnist. — J. Gabovits.
Euleri probleem. — J. D e pm a n. Uhest ma-
temaatika ajaloo populariseerimise katsest
Eestis. — Sam Loydi tilesanded. —1. T am -
meraid. 20 aastat Stefan Banachi sur-
mast. — A. Oja. Konverents «Tidppistea-
duste arengu metoodika pohikiisimusi Eesti
NSV-s.» — Lenini preemia laureaate. —
I. Gelfand. Autorid: Spetaja ja oOpilane.
~—~N.A. TSajkovskijaE M Paras-
juk, Lenini preemia mittelineaarsete siis-
icemide uurimise eest. — Matemaatilise ma-
jandusteaduse loojad. O. R i1 n k. Nurgapaa-
ridest, mis tekivad kahe sirge loikumisel

kolmandaga. — U. Lumiste. Prolessor
Jaan Depman 80-aastane. — L. Ainola.
Akadeemik N. Alumie 50-aastane. — Biblio-

graafia. — Ulesandeid. N
Marepraasl 1BaauaTh NEPBOH Hayy-
HOil CTyleH4YecKoil Koudepenunu. HacTb
[. Xumusa, matemaTHKa, ¢H3HKa, 6HO-
aorusi, Tapty, 1966. 72 ctp. (Tapry-
CKHii roc. yH-T.) — PoTanpuHr.
Pesome AOKJJaA0B no MaTeMaTHKe:
Koabk . MHOXKHTENI CYMMHPYEeMOCTH IJSA
npocrpaHcTBa. — PuHe3den A, O MHUHHMH-
3allHH MHOX>KeCTBa TMNPU3HAKOS TMpPH ONO3HAa-
HHH oGpa3oB. — PsadoBeiliTpa M. Ha-
XOoXIoeHHe xapaKrepHoﬁ PeasnH3aUHH KJmaacca
npH ONo3HaHMH o6pa3oB. — AdGean M.
MpyoxuTend — cxogumoctd. — Puiisec K.
O noArpynnax eBKJAHAOBBIX HBHMEHHH. M 00
Hx opéutax. — JIuckosew B. u Pefin-
G6epr B. O ueHTpanHaatope oTo6Gpaxe-
HHf. — BeanxBaanse T. O6 omHoii dop-
myne Ycnenckoro. — F'orHmeuau I O
NpeAcTapJaeHIIH 4HceJ HEKOTOPBIMH KBaapa-
THYHBIMH (DOPMAMH C YeTHIPbMSA MepeMeHaMH.
MexBy30BCKHIT Hay4HbIH CUMNIO3UYM
no obumei anredpe. Jlokaann, coolmie-
uus, pesome. Tapty, 1966. 232 crp.
(Taprtycknit roc. vu-1.) — Poranpunr.



Coxepx<.: Bapa6awm B. B. Tononornu-
YecKHe CBOICTBA NOJYIPyNN HenpepblBHLIX
roMoMop¢H3IMOB TOMOJIOTHYECKHUX noday-
rpynn. — Buplokos A. Il. PaspewnMocts
npo6aeMbl H30Mop(hH3Ma AAs KOHEUHO ofpe-
HeJIEHHBIX  KOMMYTATHBHBIX  NMOJAVIpynn ¢
ApyMs obpasylomiumMH. — Baruep B. B.
OGobuienybie TPYIOMAB H TPYAOHABI H HX

npunoxents. — Fa6oBuu E. S. Ynops-
JloyeHHble MOJYrpynnel. — FayckHuH J. M.
Anre6pei MHOromecTHelX (yukumit, — Ty -

pesunu 0. III. HekoTopele ajropHTMHue-
CKHe BONpockl TEOPHH KJaccoB anarefpaHye-
ckux cueteM. — KaamaHopuu A M.
O noayrpyinne B3aHMHO OJIHO3HAuHBIX uYa-
CTHUHBIX 3HAOMOPGH3MOB rpaa. — Kora -
adosckuit C. P. O cBoficTBax, COXpaHsIO-
uHxcs npu  aare6paHyecKHX  KOHCTPYK-
usax. — Jlecoxun M. M. O6 annpokcH-
MHPYEMOCTH TNOJAYIDYNI M OTJIeNHMOCTH fOa-
noayrpynn. — Jlesuu E. O6 onHoii
Teopeme ®. Xoansma. — Jdusuax 4. B.
O DeKOTOPHIX BOMPOCAX TEOPHMH mNpejesa. -
Jlanunw E. C. HMoayvrpynnsl sHIZoMopdH3-
MOB. — Mycrtadaen /I. I O6 umeann-
HBIX SKBHBAJEHTHOCTAX mnonyrpya. — I[lo-
TeMKHH JI. B. O CcTpoeHHH NOJYTPYRNO-
BoIX Kosel. — Po3en B. B. T'omomopdus-
MB! CTPYKTVD, aCCOUHHPOBAHHEIX C YNOPSAILN-
UEHHBIMH MHOXecTBaMH. — CaxHawmxk M. 1.
TomomopbuaMBl B — Jaynax. — ®peiin-
man Il A, AHapuanos B. 1. TaMHab-
TCHOBBI Koapla. — XeHHo . A Paau-
KaJawsl noavrpvin. — X#Hou . B, — cucre-
Mbl. -- ITaituy B. M. Aare6psl oTHOue-
miii. — Mlaidn B. M. Teopuss noayrpynn
KaK TeOpHs CYIepnoanullii MHOrOMeCTHBIX
dbyerunit. — I aitn B. M. IMonyrpynne
npeobpasoBauuil. — Ilewspun J. H O
nosyusomoppHiMax noayrpynn. — Illes-
pnun J. H. ®uavnnoe J. H. YacTHuHo
VIiopANOUeHHble MHOXKeCTBa H HX  rpadsl
cpaBHedusi. — UDlumeawndennr O. B.
K Teopnu moayrpya M oGOGUIEHHBIX TPYL. —
Wrnenepwman J. B. HenoneuxkHag TOUKA
NeaAyrpynnel peobpasoBaniii M MHBAPHAHT-
Hoe HHMTerpHpoBaHHe. — Illvtor 3. T. Tlo-
TRYMEHHS TOoAYTpyn.

Teancnr mokaamos V BcecowsHoro
Cosemanna nosb3osatesneii IBM Ttuna
«Ypaa». Tapty, 1966. (Tapryckmii roc.
yi-T. Brruncanrensseit uentp.) — Po-
TaIIPHHT.

Cexnug I. IlporpaMmbl MatemaTHue-
cKux Metomos. 115 cTp.

Cexunst I, ABToMmMartuzaums mpo-
rpamMMHpoBaHisa. TpaHCaATOpPB ¢ adaro-
PHTMHYECKHX S3BIKOB.

Cexuus III. MarenaTtnyeckoe mpo-
rpamMmipoBanie. 104 crp.

Cexuitaa IV. Texuuueckoe o6Cayzxi-
BAHME H MOJIEPHH34IMs MallHHa THIA
«¥Ypan». 156 cTp.

Gluskov, V. Elektronarvutid ja
matemaatika tulevik. — «Tehnika ja

Tootmine», 1966. nr. 8, lk. 369—371.
Henno, J. Millal voeti kasutusele
mehaanilised arvutusvahendid? —

— «Kisimused ja Vastused», 1966,
nr. 7, lk. 30—34.

Humal, A Akadeemik A. Humal
radgib ... Teadlase elukutsest. Ules
kirjutanud U. Tuulik. — «Noorus»,
1966, nr. 4, lk. 6—9.

Kull, H. Programmope keskkooli
vanemates klassides. Kogemusi trigo-
nomeetria opetamisel. — «Noukogude
Kool», 1966, nr. 8, lk. 571—577.

Karner, O. Monest valemist kesk-
kooli matemaatika kursuses. — «Ndu-
kogude Kool», 1966, nr. 3, lk. 197—
202.

Raidna, I. Tehnikumide vastu-
votueksameilt matemaatikas. — «Nou-
kogude Kool», 1966, nr. 4, lk. 297—
300.

Riink, O. Koduste iilesannete and-
misest ja nende tditmise kontrollist
esimestel kursustel. — Rmt.: Oppeme-
toodika kiisimusi, 1, 1966, lk. 52—58.

Vaher, E. Maotteid programmop-
pest ja selle rakendamisest. Kogemu-
si logaritmide Gpetamisel. — «Nouko-
gude Kool», 1966, nr. 8, lk. 565—571.

Vihman, A. Matemaatika Opeta-
mise imberkorraldamine algklassides.
— «Noukogude Kool», 1966, nr. 6, Ik.
431—436.

Yawm C. O mocrpoenuy aaropHg-
MOB st NPHONMIKEHIIOrO pelleHHs le-
KOTOpBIX 3alay ONTHMaldbHOro ynpas-
Jenns, — «M3BecTHs aKaj1. HayK DCTOH-
ckoit CCP». Cepua ¢uanko-maremari-
YECKHN if TeXHIUeCKHX nayk T. 15, 1966,

Ne 2, 1k. 167—177.
23k P. H. Buuncaenne onpeneni-
Teded, pemenle CHCTeM  JIHHEHHBIX

YpaBHEHMiT H ob6pauielne MaTpHIL MyTeM
M0CJ1e10BaTeNbIOTO 11aX0XK/AeHHs MHHO-
pOB. «Tpyanl Taaanuckoro [loan-
TexH. ne-ta. Cepns A, 1966, No 241,
k. 109—120.

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaalika Opetajatele ja Goppi-

jatele, IX. Trt, 1965, 116 lk. (Tartu
Riiklik Ulikool.)

Sisu: G. XKangro. Bourbaki «Mate-
maatika eclemendid». — Katkendeid P. R.

Halmosi artiklist «Nicolas Bourbaki». —
J.Gabovits. Algebra pohimoisteid IV. —
U. Kaacsik Genereerivad funktsioonid ja
summade arvutamine. — R, Mullari Ma-
sinad ja motlemine. — A. J i gel. Elektron-
arvutite massilisest rakendamisest majan-
duslikkude protsesside juhtimisel. — J. G a -
bovité ja S. Zetel Erinurksed kolm-
nurgad. — 1. Gaiduk. Uhest tiiiipilisest
algebralisest veast ja selle allikatest. —
O. Prinits Matemaatika Opetamise re-
formimisest Saksa Demokraatliku Vabariigi
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koolides. — E. Tiit. Mis on téeninsus? —
E. Tamme. 100 aastat Jacques IHada-
mard’i siinnist. — L. Roots. William Ro-
wan Hamilton. — S. B aron. Uus cesti-
keelne matemaatilise analiiiisi épik G. Kang-
ro «Matemaatiline analiis I, — U, Lu-
miste, Diferentsiaalgeomeetria konverents
Tartus. — E. Reimers. Uleliiduline sum-
meeruvusteooria-alane suvekool Kidrikul. —
L. Vo h andu. Ameerikast Tartu matemaa-
tiku pilguga. — O. R ink. Md&nede paral-
leelterminite vajalikkusest. — Kroonika. —
Bibliograafia. — Ulesandeid.

Noukogude pedagoogika ja kool. 1.
Trt., 1966. Sisaldab jargmised mate-

maatika-alased artiklid:

O. Prinits. Uued suunad koolimate-
maatikas ja selle kasutamine Eesti koolis. —
H. Oksa. Ettevalmistavatest harjutustest
matemaatika &Spetamisel. — J. Reiman.d.
Linecaarse planeerimise oOpetamisest Tartu I
ja VIII keskkoolis. — T. P alm. Opilaste
iseseisvast t66st matemaatika tundides prog-
rammoppe pohimdottel. — H, Kull. Kald-
nurksete kolmnurkade lahendamine jada- ja
hargprogrammi jdrgi. — G. Rosenberag.
Integraali rakendamine keskkoolis.

Tartu Riikliku Ulikooli Toimetised.
Trt.,, 1965. 177. vihik. Matemaatika- ja
mehhaanika-alaseid t6id. Matemaati-
ka-alased t66d (venme k. resiimeed
eesti, saksa ja inglise k.):

' Kanarpo. Hpod. Xepmauw axcou
(HexpoJior). — U. Lumiste. Indutsec-
ritud seostused sidestatud projektiivsetes ja
afiinsetes kihtruumides. — Jirimiée.
Konullmenetluste topoloogilisi omadusi. —
E. Jiriméide Mirkmeid koregulaarsete
tildistatud maatriksmenetluste kohta. --
T. S&rmus. Jakimovski menetlustega sco-
ses olevad Tauberi tiiipi teoreemid. —
G. Kangro ja J. L amp. Uhest maat-
riksmenetluste klassist. — M. Abel. Komp-
leksset jarku summecruvustegurid Cesaro
menetluse korral. — B aron. Fourier’
ridade absoluutse summeeruvuse lckaalsuse
omadusest. — Chekmarev. Maotu-
vate Tunktsioonide nivoopindade variatsioon-
omadus. — T. S3rmus. Chest asiimptoo-
tilisest {ilesandest. — P. N uum a. Uhest
integraalide summecrimismenetiusest. —
G. Vainikko. Tarvilikud ja piisavad tin-
gimused Galjorkin-Petrovi mcetodi stabiil-
suseks. — G. Vainikko. Galjorkini mee-
todi koondumisest. —— E. Tamme. Ellip-
tilist  tiilipi integro-diferentsiaalvorrandite

lahendamisest diferentsmeectodiga. —

R. Mullari. Uhest bilansimaatriksite p66-
ramise meetodist. — A. Hvostov. Kahe
muutuja funktsiooni esitamisest kujul
a(x) (y). — U. Lepik. Temperatuuripinged
notketes plastilistes mittehomogeensetes
plaatides. — K. Soonets. Ristkilikuku-
julise horisontaalprojektsiooniga elastilis-

plastiliste notkete paneelide tasakaalust suur-
te libipainete puhul.

Bcecoosnasn koHdepetuus «Hcnons-
30BaHWe MAaTeMAaTHKH H BBIYHCJAHTEb-
HOH TexHUKM B 3KOHOMHUKe». TeaHchl
gokaagos. Tapty, 1966. 84 ctp. (BLL
TI'V). — PoranpHuT.

Copepsk.: A6eun A, Amamcon .
06 oAgHOM NO0AXOIe K ONpeAeneHHI0 HOMEH-
KAaTyphl KBapTHpD B TepcnekTHRe. -— AK -
keab T. OnpeaenexHdHe onTHMaJbHOIl CTPYK-

TYpbl TIOCEBHBIX fUIoulajeil Mof KOPMOBEIE
KyaeTypel. — AKxexas T. [lpumeneune
MaTE€MATHUECKHUX MEeTOINOB B CeJbCKOM XO3fii-
ctree. Apucte A ., Hoopma P. IO.
O6 aBToMaTH3allMH yueTa cKazZos B Tan-
JIHHCKOH Toprosoit 6aze DPCIIO. — Bep -
xoBckKH# B, C. CroxactHueckas 3ajgaua
opowaeMoro 3emJenenns. — JIaHHJIOB-
JlaunmabsaH B. H. Mozgeans Tekyuero
NJA2HUPOBAHHSL H  HTEepaTHBHBLIN  aJTOPHTM
ONTHMH3AUHH TPOH3BOACTBEHHO-TPAHCMOPTHO-

ro kommnJjekca. — Jesa M. E., Jana-
Mmaun TI. T. Tlpo6ieMaTHKa coilHOJOrHYe-
ckoro  o6GecneueHHs  ABTOMATH3MPOBAHHBIX

CHCTEeM YNpPaBJEHHS NPEeANpUATHEM. — 3 N H -
rep . M, KopoTtses M. ®. Hceneno-
R4HHE T1I0OTOKOB HHMOPMAIHE ¢ T[OMOLLLK
CITM Ha [OpOMBIWJIEHHOM HNDEINPHATHH., —-
HMckaxkoB-Ilawxur B. .. [yces
A. A, Caenxo Il [l. DKoHOMHKO-MaTe-
MaTHuecxle MOJeNH ONTHMAJ/JbHOIO MJIAHHPO-
BAHHSL M VIOPABJEHHS CeALCKHM  XO3fil-
ctBoM. — Kack M. CocTaBreHHe cenbcKo-
XO3AMCTBEHHBLIX TVIAHOB 3aroTOBOK NPH MO-
MOIIH MaTeMaTHueckHx mopeseil. — Kane -
neaunHO6oiiren A H. OBCHeHKO
0. B, Paepman E. I0. K Teopuu ont-
MAJIBHOTO MNJAAIIHNOBAHHA HAPOLHOTO XO03#it-
ctBa. — Jlauwapa 3. K, Kauryp 2. M.
MeTon cocraBneHns KaJEHIAaPHOTO (I1aHaA
I MeXaHHYeCKOTO LeXa MAaWHHOCTPOHTeb-
Horo 3aBosma. — Jlanwwuu H. TI. Ocuos-
Hble CBOMCTBA M CTPYKTYpa CHCTEMBl ynpas-
AGHHS  NPOMBILNEHHBIM  NpeNnpHATHEM. —
Jennuxk K. B.,, Caps 3. H. O mogeau-
poBaHHY TpoLecca NJIdHHPOBAHAA. — ..r[) XT
C., Mynanapu P. Mexannueckoe coctas-
JeHde NPOU3BOACTREHHBIX 3amanmil. —Map -
ryaunc X. II. HeKo‘ropb]e BOMPOCKI CTaTH-
YeCKOTO MOAEJIHPOBAHIS CNOKHBIX CHCTEM. -—

Menxuuukuit B. T.. Tureaunn A K.
HekoTopele MOAENH M aJTOPHTMBbI OTpacae-
BOTO MJIAHHPOBAHIA H ynpasiedus. — Moas -
ruosuny C. M Hccaeaosanue  Metona

utpadHbIX  (VHKUHIT  AJ8  peuieHIss  zaaau
JBHeHOro 11 BBINYVKJIOrO  [pOrpaMMHPOBa-
o, - Msauna X, ABTOMATH3IHPOBAHHAS
obpaboTka HHOpMaUll, leobXxodHMoil aas
vUpaBJaeHIs MPOMBILLTEHIBIM nnesnpHsa-
THeM. — Il gccoB bB., Caps 3. Muoro-
BAPHANTHBIE PacueThl MePCHeKTHBHON yHCaeH-
HOCTH HacesieHHst DctoHckeit CCP Ha 9BM. - -
TIpucxk JI. CocrapieHne KapT Dackpos HAa
ADBM «¥pan-4». — Peiiro M. FExeanes-
Hble MapWpyTel AN OMHOTHIIHLIX ABTOMA-
nH. — Po3euHdepr B, O 3naveHun
IIPOM3BOMICTBEHHKIX (VHKIHIT ANS CeIbCKOXO-
3sficTBeHHO npakTHkH. — Caps 3. O nox-
Xone K HDOﬁJleMaM CO3JaHHHA. CHCTeMbl  Rbl-
UHCJIHUTENIbHBIX NpPOTpPaMM A MJAHOBBIX pac-
yere. — Tamm M. O6 oaHOM NPHOAHNEH-
HOM cn0c06e peleHHA 3anavk ONTHM aJbROIT
yuuduxkauuu. — Toome P. Opraunaaius
vueTa B aBTOMAaTH3HPOBAHHOI clHcTeMe yHpaB-
JE€HHS TIPOMBIUIIEHHBIMH TIPEANDHUATHAMH. —
dpuaman . 9. JdusHamuuecKkas MOAeNrb
0NepaTHBHOIO YNPAaB/JIeHHS NPOH3IBOACTBOM. —
Xeitnaa JI.. Jivte A, Pemmeas O,
PoisiMyc D.. Caps 3. ITporpamma pac-
yera noTpe6GHOcTell B MaTepHanax u cpen-
HEB3BEWEHHBX HODM pacxoda. — DHHYVY -
cTe K). MaTeMaTHuecKoe MOjeIHDOBaHHe B
3KOHOMHKe. — D XU H H. O MoueauposaHuu
Sirenws A. OGume 3alayd hapameTpuue-
CKOrO JIHHEHHOr0 MpPOrpaMMHPOBAHI M {IX
BOZHHKHOBEHHS COLHANbHOTO KOJNAEKTHBA. —
NPHIMEHEHHS B SKOHOMHKE.



| Ullssordesid |

Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1. On antud vérdkiilgne kolmnurk ABC. Kiiljel BC on voetud punkt D nii, et
3BD = BC ning kiljel CA punkt E nii, et 3CE = CA. Sirgete AD ja BE
loikepunkt on O. Toestada, et OC | AD.

2. Leida summa

Spp=nt DL <";2>! S e ) L

-

3. Leida siisteemi
w1+ ly—3) =
=413
reaalarvulised lahendid.
4. On antud ruutvérrand
pox? - (pr—1)x - po=0,

kus po. py ja pa on positiivsed ning po -t p; - p2 = 1. Toestada: kui vorrandil
on lahend xo, kusjuures 0 < xo <1, siis p, - 2ps > 1.

5. Konstrueerida kolmnurk, teades sclle kolmnurga kiilgedele (véljapoole
kolmnurka) echitatud ruutude keskpunkte.

Ulesandeid kdrgemast matemaatikast
6. Olgu

l
‘ .

a
Niidata, et D!=(a2--b24¢2*), kui ab-bc -4 ca=0.
7. Segmenti, mille moodustavad parabool ja tema teljega ristuv kool, on joo-
nestatud ringjoon raadiuscga r. Leida parabool, mille puhul segmendi pind-
ala on minimaalne.

[):1

(SIS}
QO o
Qo

8. Leida rea
X
=y 1
i/ (21 --1)2
n=0
summa.

KOGUMIKU UHEKSANDA VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED

- .1 1 1 1 1 /1 1
Ulesande nr. } lahendus 3=75 (1 3 ), TE=5 (3 5) ine.,

. 1 1 1/1 1 141 1y 1 1)y 49
sis s (1 = 3) + (3 —5) + "-+7(9—7—§§)—7(~1—®)—9g-
Ulesande nr. 2 lahendus. 8-, 9- ja 10-kopikalist summat saab tasuda 3- ja
5-kopikalisle miintidega jdrgmiselt:
Qa3 45, 9==3--3-+-3, 10=5+45.
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“Kuna iga suurem summa erineb 8, 9 voi 10-st mingi arvu kolmekordse vérra,
siis saab tasuda samuti ainult 3- ja 5-kopikaliste miintide abil.

Ulesande nr. 3 lahendus. Arajdetav null ei saa olla arvus viimasel kohal,
sest siis vdheneks arv 10 korda. Seega peavad otsitavad arvud olema kujuga
a0b, kusjuures iilesande tingimuse kohaselt

a0b=9-ab,
100a - b = 9(10d + b).
Siit
' Sa = 4b,
a=4, b=05.
Seega on ofsitav arv 405.
Ulesande nr. 4 lahendus. Olgu vordkillgses kolmnurgas ABC (AB = BC =
= CA = a) voetud punkii M kaugused kolmnurga kiilgedest Ay, hy, k3. Siis

Sassm+ Sascm+ Sacam=SAasc

ahy | ahy | ahy _ a* V3

2 2 2 7 4
millest leiame, et
avs3
Ay 1+ hy b3 = 5

Ulesande nr. 5 lahendus. Kui ostetakse x parti, y hane ja z kalﬁunit, siis
xty-+z=12
5x + 7y + 8z = 80.
Lahutades teisest vorrandist viiekordse esimese vorrandi, saame

2y + 3z = 20,
y=10_3?’/.

Kuna y peab olema positiivne tdisarv, siis z peab olema kaheksast “\réiksem
positiivne paarisarv. Andes tundmatule z viddrtused 2, 4 ja 6, saame iilesande
kolm erinevat lahendit:

x=3, y=7, z=2
x=4, y=4, z=4;
x=95, y=1, z=
Ulesande nr. 6 lahendus. Kuna Sg— — 4 —— & 4 —L_—
esande nr. 6 lahendus. Kuna Sy= —=+-— +... +2oog =
=1 =S
= gl (I+g+...+4gn 1)'_'a12'qn_ly
siis
S
S—::alzqn—l.
Seega

n(i—1)

Z (S
Sl =da;-a1q -alqz - alq’l—l == a|nq 2 = (a12qn—1)2 = (ST:)

SIE]

Ulesande nr. 7 lahendus. Olgu z=a - bi. Siis
Va2 b2—a—bi=2-3i

Reaal- ja imaginaarosade vordlemisel saame
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{vm'_a=2

—b=3,
millest b= —3, a= —i—, Vorrandi lahendiks on
z= % — 3L

Ulesande nr. 8 lahendus. Et ANCHF ~ADHB ja ADHF ~ AKLF, siis

AT n e m’
Neist seoseist jareldub, et
kR eq |
h T mE Y
Kolmnurgast AHC saame nurgapoolitaja omaduse pdhjal
b _p—m
R om
p2 . H2p—m)?
m?

Asendades saadud avaldise seosesse p?==502-— h2 saame
m2p = h?(p — 2m).

Kuna A?=pq (tdisnurksest kolm-
nurgast ABC), siis viimane vordus
annab m?=q(p—2m).

Seega saame niiiid seose (1) kirju-
tada kujul

e
h™ p—2m’

Kolmnurkade ALK ja AHC sar-
nasusest jareldub, et

h p
e p—m—e

Seega - = T , .

g p—2m D 7/ K IA 3

millest suuruse e avaldamisel saame: ;7 /| b '
—r_
&= 5 —m.

Jérelikult %HL: =LA ning KL{|CH (6ttu ka CK= KA.

111 osa

Ulesande nr. 1 lahendus. Tuhande kuubi hulgas on véirvimata
kiilgedega kuupe 8 == 512, iihe virvitud kiiljega kuupe 6-8%= 384, kahe vérvi-
tud killjega kuupe 12-8==96, kolme virvilud kiiljega kuupe 8 ja nelja véarvi-
tud kiiljega kuupe 0.

Seega p(Ao)=0,512, p(A)=10384, p(As)= 0,096, p(A4s)-= 0,008, p(A)=0,
p(Ar £+ Ag)=p(A)+ p(A2) =048, p(A)=1—p(A)=1, p(Ai-A)=0 (sest
Ay ja Az on teineteist vilistavad siindmused), p(A4:42)= 0,384 (sest A;A; = A).
3 Siindmus A, toimub siis, kui saadud kuubil on vérvitud kiillgi. Siindmus
A, toimub siis, kui saadud kuubil on kas kaks voi kolm kiilge varvitud vo6i on
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koik killjed vdrvimata. Seega siindmus Ao -— 4, on kindel siindmus ning p(4o +

+ A;)= 1. Analoogilise aruteluga leiame, et p(A+ Ay + Ag)= 1.
Ulesande nr, 2 lahendus. Viit tdhte 23 tidhe hulgast saab ritta

laduda
Va5 =123-22-21-20-19 = 4 037 880

erineval viisil. Soodus on nende juhtude hulgast ainult ilks, mistottu otsitav
toendosus on | :4 037 880.

Ulesande nr. 3 lahendus. Antud 11 tahest saab moodustada
4! 21 2!
T

ainult iiks. Seega on otsitav toendosus

erinevat kordumistega permutatsiooni!, mille hulgast soodsaks osutub

12t
4—1T_2— = 2,4 - 10-6,

Ulesande nr. 4 lahendus. Koéigi paigutuste arv on 10!, nendest
soodsaid on 2-5!.5! (sest noormeeste erinevaid jirjestusi on 5!, neidude eri-
nevaid jérjestusi on 5! ning iga soodne jdrjestus annab jallegi soodsa jarjes-
tuse, kui iga noormees oma naabriga kohad vahetaks).

. R 2.5!.5!
Seega on otsitav toendosus or =~ 0,0608.
Teisel juhul on soodsaid jarjestusi 4-5! ning otsitav toendosus on 4.5

10!
=~ 0,0001.

Ulesande nr. 5 lahendus. Minimaalne vihtide arv keha kaalumisel
1., 2. ja 3. vihtide valiku korral on esitatav tabelina:

Minimaalne vihtide arv
'Kaalutava 1. valik | 2 valik | 3. valik
keha raskus [—- ‘ _ i
a ' b | a | b I a | b
1 1 1 1 i 1 1
2 1 1 1 1 1 1
3 2 2 1 1 2 2
4 2 2 1 1 3 2
5 1 1 2 2 1 1
6 2 2 2 2 2 2
7 2 2 2 2 2 2
8 3 2 3 2 3 2
9 3 2 3 2 4 2
10 1 1 1 1 1 ‘ 1
1 i
Kokku 18 16 17 15 20 16
Vihtide arvu
keskvadartus. 1,8 1,6 L7 1,5 2 1.6

Seega annab iilesandele vastuse vihtide teine valik nii juhul a) kui ka
juhul b).

Ulesande nr. 6 lahendus. a) Et P(W43)=%>P(W35)=§7§, siis
on esimene véimalus toendosem. b) Teine véimalus on téendosem, sest

! Kordumistega permutatsioonidest on juttu U. Kaasiku artiklis «Uhen-
did». — Matemaatika metoodiliste artiklite kogumik -1, Tln., 1963, lk. 18—30.
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P(Wd + WS+ W, W > P32+ W).
¢) Nimetatud voimalused on sama tdendosusega, sest binoomkordajate oma-
dusele €= C"* tuginedes saame

P(We,+ Wy + ...+ WE) = P(WE, + Wit 4 . 4 win.

d) Binoomkordajate eelmainitud omadusele tuginedes leiame, et teine voima-
lus on téendosem.

T. ROOSINUPU ULESANNTE LAHENDUSED
{(iilesanded vi. lk. 72 ja 90)

1. Vastuolu saab viltida vaid siis, kui eeldada, et Roosinupu tavaline toe-
armastus vordub nulliga. Siis aga vordub nulliga ka otsitav tdendosus.-

2. Vihim selline arv on:
7241 379 310 344 827 586 206 896 551.

3. Roosinupp «juhtus» valima jdrgmised arvupaarid:
8- 86 — 688
41096 - 83 = 3410968

1639344262295081967213114754098360655737704918032787 - 71 =
= 116393442622950819672131147540983606557377049180327877.

BRIDZIULESANDE LAHENDUS
(ilesanne vt. k. 43)

S votab esimese tihi ruutu emandaga ja kéib risti nelja. Soltuvalt W
tegevusest on niifid kaks véimalust:

a) Kui W ei pane kuningat voi emandat, siis N paneb séduri ja O muidugi
votab dssaga. O parim kdik on niitild ruutu, mille N votab ja kéaib risti kahe.
S katab selle kiimnega ning W peab iile 166ma. Et W ruutud on otsas, siis
peab ta midagi muud kdima ning S saab igal juhul oma viimase risti lauda
trumbata.

b) Kui W paneb teisel kdigul risti kuninga (v0i emanda), siis N viskab
risti kahe, votab jirgmise ruutu kdigu (W parim kaitse) sisse ja tombab veel
kord ruutu, (millele W viskab viikese risti). Edasi votab S kolm korda pada
ja kiib siis oma irtu sdduri (tingimata soduri!) laua 4ssa alla, N kédib niiiid
oma viimase pada, mille S trumpab, ja tombab siis oma viimase trumbi (N
viskab artu kolme). Kui O vahepeal risti dssa dra ei visanud, siis kdib S risti
ja O on sunnitud &artut tagasi kdima (ta pidi ju hoidma vahemalt kahte &rtul).
Kui aga O viskas risti dssa dra, siis kdib S &rtu nelja, votab selle lauas
kuningaga Gle ning kiib sealt risti séduri. Et W viimane kaart on risti, siis
saab S selle tihi oma risti kiimnega.
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