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RUUMI MOISTE GEOMEETRIAS!

0. Lumiste
Geomeetria koverpinnal

Uheaegselt esimese mitteeukleidilise ruumi moiste loomisega
ja selle ruumi geomeeliria iilesehitamisega N. I. LobatSevski ja
J. Bolyai poolt 1820. aastail sai alguse uus suund geomeetria
arengus, mis mone aja pdrast viis veelgi suurema iildistuseni —
muutuva koverusega ruumi geomeetriani. Suuna algatajaks oli
XIX sajandi alguse silmapaistvamaid matemaatikuid C. Fr.
Gauss, kes teatavasti esimesena tajus geomeetria-alase pérandi
lahtimotestamisel uue, mitteeukleidilise geomeetria olemasolu voi-
malikkust, kuid ei tihanud seda revolutsioonilist avastust ava-
likkusele veel otse vilja iitelda. Oma publitseeritud t66des aren-
das Gauss probleemi monevdrra teises suunas kui Lobat3evski
ja Bolyai. Ta jattis puudutamata ruumi geomeetria klassikalised
pohiseisukohad, kuid kahemootmelise geomeetria ees avas ta soo-
tuks uued arenguperspektiivid, mis hiljem B. Riemanni loomingus
avanesid ka ruumi geomeetriale.

Aastatel 1820—1830 oli Gaussi teaduslikus tegevuses valda-
vaks geodeesia. Touke selleks sai ta talle anlud iilesandest koos-
tada Hannoveri piirkonna detailne kaart. Keeruka ettevdtte prak-
tilise kiilje organiseerimise korval siivenes Gauss temale omase
ldbindgelikkusega iilesande teoreetilistesse alustesse.

Geodeesia tegeleb teatavasti maapealsete objektide vaheliste
kauguste ja nurkade mootmisega ning uurib seega seda geomeet-
riat, mis kehtib Maa pinnal. Seejuures kerkivate teoreetiliste prob-
leemide lahtimotestamisel kasutati kuni XIX sajandini Maa pinna
monda lihtsustatud mudelit — kas sfddri voi podrdellipsoidi.
Gauss seadis eesmargiks arvestada sel puhul tdpsemini Maa tege-
likku kuju ja pani ette votta pinna teoreelilise mudelina aluseks
raskusjou potentsiaali tasemepind.2 See pind, millele J. B. Listing
andis 1873. a. nimeks geoid, ei {ihti enam modne varem uuritud
lihtsa pinnaga, mist6ttu need vahendid, millega varem késitleti

! Jidrg, algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, XI, lk. 3—9; XII, 1k. 19—-32.

2 s. t. pind, mille praktiliselt realiseerib rahuliku ookeani pind, kui see
mottes laiendada ka maismaa alla (voib nditeks kujutleda, et antud punkti
1abib ookeanidega tihendatud kanal).
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geomeetriat sfdaril voi ellipsoidil, iitlesid sellisel dldisel lahene-
misel iiles. Oli vaja vilja téotada meetodid iildisel koverpinnal
kehtiva geomeetria — selle pinna niinimetatud sisegeomeetria teo-
reetiliseks kirjeldamiseks ja analiiiisimiseks. Selle {ilesande
lahendas Gauss hiilgavalt oma 1827. a. avaldatud ulatuslikus
toos «Disquisitiones generales circa superficies curvas» (Uldisi
uurimusi koveratest pindadest).

Piiiiame alljargnevalt pogu-
salt tutvustada Gaussi pohiideid
ja -tulemusi. Nende véahegi sii-
gavam esitamine on moelda- X3
matu ilma vastava analiiiitilise
aparatuurita, mistottu meil tu-
leb koigepealt tdhelepanu poo-

rata viimase arendamisele. Lu- Xe
gejalt eeldatakse siin matemaa- at t
tilise analiiiisi moningate mois- X, PR ¥ b
tete tundmist, '
Kaugusi pinna kahe punkti Joonis 1.

vahel saab moota neid punkte

pinnal iihendavaid koveraid

mooda. Seetdttu on esmajoones vaja seigitada, kuidas on voima-
lik leida kovera kaare pikkust. Viimast moistame siin intuitiivselt
kui kaarele paigutatud niidi pikkust pirast selle sirgeks tomba-
mist ja joonlauale asetamist 3.

Olgu ruumis antud punkte A ja B tihendav kaar, mida vdib
kujutleda kui arvtelje 16igu [a, 4] pideva deformatsiooni tulemust
(joon. I). Sel korral igale reaalarvule ¢ sellelt 15igult vastab tea-
tav punkt X vaadeldaval kaarel, sellega on aga omakorda iihe-

selt seotud kaare AX pikkus s. Tekib vastavus -5, nii et s on
muutuja f teatav funktsioon s ==s(f). Seejuures peab funktsioon
s(¢) rahuldama jirgmist tingimust: kui kaare punkt X’, mis vas-
tab muutuja vé’ﬁrtgsele /=1 At, liigub moéoda kaart punktini
X, siis on kaare XX’ pikkuse As ja koolu XX’ pikkuse |XX'| piir-
viaartuseks arv 1:

lim 25 —

XX lXXl
See noue viljendab seda néitlikku tosiasja, et vdga vaike kaar
langeb praktiliselt iihte oma otspunkte {ihendava kooluga.

Votame niiiid kasutusele ristkoordinaadid ruumis. Sel korral

vastab punktile X kolm arvu x;, xs, x3, nii et kokkuvottes tekib
kolm vastavust: £ > x; i = 1, 2, 3. Jarelikult x; on muutuja ¢ funkt-
sioon: x; = x;(¢). Et punkti X’ koordinaatideks on x;(¢'), siis ana-

l.

3 Tipsema kéasitluse voib asjast huvitatud lugeja leida néiiteks Opikust:
U. Lumiste. Diferentsiaalgeomeetria. ERK, Tallinn, 1963, lk. 50—54.

4



litiitilisest geomeetriast tuttava kahe punkti vahelise kauguse
valemi jérgi:

KX =7 [x (') — (D) P+ [%() —x2() ]2+ %) — % () ]2

Siin on kasulik tdhistada x;(#) — x;(f) = Ax;;, tingimuse saame
siis kirja panna jirgmiselt:

lim s — 1

P2t Y (Ax1)2 4 (Ax2)® + (Axs)?

Jagades piirvaartuse margi all oleva murru lugejat ja nimetajat
suurusega At=1"—1¢, pidades silmas piirvddrtuse omadusi ja

arvestades, et limaS— ¢ (1), limA—x—"=~x’,(t) (kus paremal on
—0 4t t—o 4l
funktsioonide tuletised), saame tingimusele kuju
s (1)

VI (8) 12+ [22(8) 12+ [¥'3(F) )2

Siit saame avaldada otsitava funktsiooni s(f) tuletise ja selle
iategreerimisel ka funktsiooni enda:

sth = [ VIO ET B0 P+ Fa ) Fdt

Uhtlasi saame avaldada diferentsiaali ds =s/(¢)d¢; et x/;(¢)dt =
— dx;, siis

ds = ¥ dx + dxo? - dxg. (1}

A3

=

Joonis 2.

Xy



Vaatleme niiiid jérgnevalt teatavat pinda, mida voib kujutleda
kui mingi u,us-tasandil antud piirkonna D pideva deformatsiooni
tulemust, ja sellel kaart AB (joon. 2). Piirkonna D igale punktile
(uy, u2) vastab siis teatav punkt X pinnal, sellele aga omakorda
kolm koordinaati x;, i =1, 2, 3. Tekivad vastavused (u;, u2) > x,
milledest igaitks maarab funktsiooni x; = x;(4y, ug). Kui pinnal
on antud kovera kaar AB — [-telje 16igu [a, b] pideva deformat-
siooni tulemus —, siis on lisaks eelnevale méaédratud ka funktsioo-
nid u; = u, (f), ug= uz (1), kusjuures piki koverat on

X = x;(u; (t), UQ(t))
Liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja arvestades leiame, et

A — gxl_d 1+3xi

Kaare pikkuse diferentsiaali ds arvutamiseks saame seega valemi:
ds2 = dXiz —|— deZ -I— dX32 =

B

% ] £ 2 oo

Ouy Ouy
+[ () Jows

milles du127 2du1duz, dus? kordajad tdhistatakse tavaliselt g1, 12
(= g21), g2, nii et 16plikult

ds? = g dus® 4 2812 dug dus + g2 dus?

ehk
2
ds2= 3, gapduadus. (2)
a, p=1
Selles valemis nimetatakse paremal pool olevat erilist avaldist
— nn. diferentsiaalruutvormi — pinna meetriliseks vormiks.

Kbige lihtsam kuju on sellel vormil tasapinna x; =0 korral —
sits voib votta x, = ), Xo = uy, x3=0 ja valemist (1) jdreldub,
et ds? = du,2-+ dus?2. Uldiselt on paremal pool kordajaleks g.p
muutujate u., uy teatavad funktsioonid Niiteks sfdéri korral on

= Rcos YU os R‘cos “gip 2

R R ’ R ’
on tavalised geograaﬁlme laius ja pnkkus) ning

xg = Rsin 2 (kus = ja Y=

’R_

ds? = dus2 4 ( cos—uRi) dus2.



Gaussi pohiliseks teeneks geomeetrias on jargmise fakti kind-
lakstegemine: geomeetria pinnal — selle pinna nn. sisegeomeet-
ria maaratakse tdielikult pinna meetrilise vormiga, kusjuures pin-
nast polegi oieti muud vaja teada kui ainult seda vormi. Teisiti
oeldes: pinna meetrilise vormi teadmine v6imaldab méairata koiki
pinna sisegeomeetria moisteid ja suurusi. Niiteks funktsioonidega

u,(t) madratud kovera kaare pikkus s vaadrtustele t=aqa ja t=2>
vastavate punktide vahel on arvutatav valemist
b

s= [V 2 garta), ) e st 1 dt

a, f=1

mis on vorduse (2) vahetu jareldus. Kahe 16ikuva kdvera vahe-
line nurk « pinnal on arvutatav valemist

2
2 Sapduadup

o, f=1
e —
V 2 8apduq dug 1/ > Zapliadup
a, p=1 o, f=1

(mille paremal pool tuleb koéik suurused arvutada l6ikepunktis,

seejuures du, piki itht ja du, piki teist koverat), piirkonnale D
vastava pinnaosa pindala S avaldub kujul

32/;)_[ V gugo2 — g1o? dug dus

cos a =

v

jne.*

Nende valemite néditlikku tdhendust voib H. Helmholzi jargi
piltlikult selgitada jargmiselt. Oletame, el pinnal eluncb kujutel-
dav moistuslik olend, kes on kahemootmeline ja scetottu ei ole
iimbritsevat ruumi iildse voimeline tajuma. See fiktiivne olend,
liikudes pinnal ringi pikkusi, nurki ja pindalasid mooétes, kujun-
daks endale ndhtavasti mingi geomeetria, mis kirjeldab tema kahe-
mootmelist «koverat» maailma. Seejuures {ihtivad vdirtused, mida
ta saab pikkuste, pindalade jne. jaoks, nende vairlustega, mis
maiératakse eespool toodud valemitega.

Tutvustame veel méningaid pinna sisegeomeetria moisteid.
Uhest punktist teise vo6ib litkuda vidga milmesuguste koverate
kaari moédda. Seda kaart, mida moédda liikumistee on lithim, nime-
tatakse geodeetiliseks kaareks. Tasapinna sisegeomeetrias (euklei-
dilises planimeetrias) on selliseks kaareks sirgloik, sfdari sisegeo-
meetrias suurringjoone kaar jne. Kolme punkti korral voib tom-
mata neid punkte paarikaupa iihendavad geodeetilised kaared ja
sel viisil moodustada nn. geodeetiline kolmnurk. S{déril-gloobusel

4 Viimase kahe valemi pohjenduse voib leida allviites® mainitud &pikust,
k. 124—128.
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moodustavad sellise kolmnurga néaileks kahe meridiaani kaared
poolusest kuni ekvaatorini ja nende otspunkte ekvaatoril fihendav
kaar. Eespool toodud valemid voimaldavad antud meetrilise vormi
jargi arvutada geodeetilise kolmnurga pindala S ja sisenurgad
a, B, p. Sisenurkade summa ei
tarvitse seejuures enam vorduda
sirgnurgaga sz. Nditeks see
kolmnurk sfdiril-gloobusel, mil-
lest oli juttu eespool, on kahe
tdisnurkse sisenurgaga, millele
lisandub kolmanda sisenurgana
nurk meridiaanide vahel poolu-
ses. Suurust d=a++g+y—=
nimetatakse geodeetilise kolm-
nurga nurgadefektiks. Tasandil
see suurus on alati vordne nul-
liga (nagu nédidatakse juba koo-
lis), sfédaril aga osutub positiiv-
Joonis 3. seks ja vordeliseks geodeetilise
kolmnurga pindalaga S:

1
d = *ﬁ—s

Viimast vdidet ei ole raske pohjendada. Olgu sfdaril antud kaks suurring-
joont, mis moodustagu oma IlGikepunktis nurga a (joon. 3). Nende suurring-
joonte tasandid ldikavad kerast vidlja kaks «viilu», mille kummagi pindala o
sfddril subtub poolsfddri pindalasse 22R? nagu a: =, s. t. 0:22R2=a:m; siit

= 2aR? Kahe «viilu» pindala kokku on siis 20 = 4aR2 Vaatleme niiid selli-
seid «viile» geodeetilise kolmnurga koikide sisenurkade korral. Nende kogupind-
ala on ihelt poolt 4aR? 4 48R? -} 4pR? = 4R?*(a + f + ). Lihtne on veenduda,
et «viilud» katavad kogu sfdari, seejuures antud kolmnurga ja temaga diamet-
raalselt vastupidise kolmnurga kummagi kolmekordselt. Seega on nende kogu-
pindalaks teiselt poolt 4z2R2% + 4S, nii et kokkuvottes

AR*(a +- B + p)=4mxR2 1 4S.

Siit, tGepoolest

1
6=R—2$A

Vordetegurit K'=% nimetatakse sfdiri tdiskoveruseks ehk Gaussi

koveruseks. Saadud seosest ndhtub muide, et sfdidri sisegeomeet-
rias puudub sarnasus — kui selles kahel kolmnurgal on ithesugu-
sed sisenurgad, siis on neil ka iihesugune pindala!

Uldise pinna sisegeomeetrias ei ole geodeetilise kolmnurga
nurgadefekt seotud nii lihtsalt kolmnurga pindalaga ja etteantud
kiiljepikkuste korral voib oluliselt sdltuda ka kolmnurga asendist
(kongruentsuse moiste pinna sisegeomeetrias iildiselt puudub).
Seetottu eelistatakse siin vaadelda suhte 6:8 piirvdirtust eeldu-
sel, et geodeetiline kolmnurk (tdhistame selle nditeks A) tombub
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kokku punktiks X. Seda piirvaartust lim< S
a4>X
Gaussi koveruseks, sest Gauss oli esimene, kes naitas 1827. aas-
tal, kuidas on voimalik suurust K arvutada pinna meetrilise vormi
kaudu.
Uldisel kujul on Gaussi valem koveruse K jaoks iipris keeru-
line. Suhteliselt lihtne on ta juhul, kui meetrilisel vormil on kuju

ds? = dus? 4 G dus?

_— K nimetatakse pinna.

scejuures nditas Gauss, et sellisesse kujju saab meetrilise vormi.
tcisendada iga pinna korral. Siis

1 %G
V—E— duy? .

K=—

(3)

Veendume naiteks, et sfdari korral saame sellest valemist tdepoo-

lest tulemuseks, et K—ﬁ Selleks meenutame sfaari meetrilist

vormi ja margime, et selles G—= (cos —) . jarelikult vV G = cos
VG 1

le— -~ R? Ccos R
kannab endal seega positiivse konstantse koverusega sisegeomeet-

riat. Niisuguseid geomeetriaid, milles koverus on koikjal posi-
tiivne, nimetatakse {ildiselt elliptilist tiilipi geomeetriateks.

R"

Siit saamegi kohe soovitud tulemuse. Sfdar

LobatSevski tasandi koverus

Lobat3evski tasandi jaoks on meil eespool konstrueeritud mudel eukleidilise-
tasandi ringjoone sees. Punktide A ja B vaheline kaugus JAB|, teisiti 6eldes,
mcetrika LobatSevski tasandil, on selles mudelis méiiratud erilise valemiga:
(joon. 4)

AP BP
JAB| =  log ( )

AQ BQ

Gaussi tulemust kahemdotmelise geo-
meetria koveruse arvutamise kohta
voib niiiid kasutada ka LobatSevski
tasandi koveruse leidmiseks. (Koverus
ise on siin muidugi télgendatav tép-
selt samuti nagu pinna sisegeomeet-
rias kolmnurga nurgadefekti ja pind-
ala suhte piirvdértusena.)

Koigepealt tuleb leida Lobat3evski
tasandi meetriline vorm — kaaredife- .
rentsiaali ruudu ds? avaldis koordinaa- Joonis 4.
tide ja nende diferentsiaalide kaudu.

Koordinaatideks vaib esialgu valida ristkoordinaadid eukleidilisel tasandil. Nen-




rdezs_!lfoogdinazatides on LobatSevski tasandi mudelit diristava ringjoone vorrandiks
X X2 =r2, ’

Esimeseks etapiks teel eesmirgile on kahe punkti A(a;, a2) ja B (b1, b2)
vahelise kauguse |AB| avaldamine nende punktide koordinaatide kaudu. Siin

aitab meid jargmine tdhelepanek. Kauguse valemi paremas pooles oleva logarit-
rmiava avaldise voéib kirjutada kujul

AP AQ
PB "~ (QB'
ta on jdrelikult kahe lihtsuhte jagatis, millest kumbki naitab, missuguses suhtes

punkt P voi Q jagab ldigu AB. Seda 16iku suhtes A jagava punkti X koordi-
naadid avalduvad teatavasti kujul

X =———-aa'+1ba a=1, 2
@ 142 »

Meid huvitavad punktid P ja Q asuvad ringjoonel vorrandiga x2 -+ x.2=r?,
nende puhul peab suhe 4 seetdttu rahuldama vérrandit

a + by )2+( as + Ab, )2=r2,
114 14
Siit saame 4 jaoks ruutvorrandi
apph? + 2041 + 044 =0

kus oyy = r*— xiy1 — xoy2. Vajalik lihtsuhete jagatis, mille logaritmimine annab

suuruse % |AB|, on selle vorrandi lahendite suhe, mistottu

—Oap— VOAg2— 04 40
!ABI:klog AB AB AAYBB

% G Onn
—0ap+ Voa5— 044988

‘Olemegi saanud |AB| jaoks avaldisc A ja B koordinaatide kaudu. Edaspidise
huvides on kasulik seda avaldist ménevorra teisendada. Lahcme sclleksnule
naluraallogaritmidele, kasutades asjaolu, et alati leidub konstant R, nii et

kloga=;Rlna iga reaalarvu a>0 korral. Viimasele vordusele voib siis

anda kuju
B —0ap— Voar—Tantnn
e B = — -,
—0ap+ VOsp'—044%pB
jarelikult on
2lasl
|AB| e B —1 Vo,5°— 044988
th R o 2]anl OuB
e B +1
ja
|AB| 1 Oup
<h —_—— . .
) V 1 —th? _|AB]  V0aa%sm —
R Joonis 5.
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Saadud valem vbéimaldab koige lihtsamini arvutada kaugust |AB|, kui on antud
punktide A ja B ristkoordinaadid eukleidilisel tasandil. Lobatsevski tasandi
meetrilise vormi saamiseks on kasulik parempoolset avaldist veelgi teisen-
dada, nimelt minna ile uutele koordinaatidele, mille absoluutvdirtused oleksid
kaugusteks juba Lobatdevski tasandil. Tihistame selleks punktide O(0, 0,
X'(x1, 0) ja X(x1, x3) korral |OX’|=|ug|, |XX'|=luj} (joon. 5). Siis eespool
saadud valemite jargi

ol VE=PE—A |
th = =
R r2 r
) ] V (P—x2)2— (P —x}) (P = x2— %) L,
t e =
R r2— x,?2 \/_r‘2—x12-

Kui siin up ja u; mirgid lugeda {ihtivaiks vastavalt x; ja x, mirkidega, siis
saame

u
x,:rth%.
Uy
th —
R
Xo=T
Uz
h—
R

Need valemid teostavad iilemineku endistelt ristkoordinaatidelt x;, x» eukleidi-
lisel tasandil uutele koordinaatidele «y, ja us LobatSevski tasandil.

Olgu punktide A(a, a2) ja B(b;, bz) uuteks koordinaatideks vastavalt
(uy, uz) ja (vy, v2); siis

17 14 23 1 u v
ch = ch —- — sh— sh — — th — th —

R R R R R R

gap="r*—aiby —aby=r?

r2
Gppa=r’—a’—oat=— ul uz
ch? — ch? —

R R

ning seetottu

IABl u c U (
R

Uy Us Uy Uy L 0y
—cth—=—sh—sh— —th—th—
cthhR ShRShR tthR),

Saadud valem voimaldab arvutada kahe punkti vahelist kaugust LobatSevski
tasandil uutes koordinaatides. Selleks et siit saada meetrilist pohivormi, tuleb
punktina B vaadelda punktile A méoda mingit koverat liginevat punkti, tdhis-
tada vy = u; -+ duy, va = uy + duy, asendada |AB| (mis praegu on |XX’| osas)
temaga ekvivalentse suurusega ds, votta vorduse molemal poolel reaksarendu-
sed ning vorrelda sama jarku suurusi. Pérast reaksarenduste asendamist saame
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ds*

1 L=
+2R2+
U u d| 1 U du,2
= ch L —ch 2
CR( Tttt )X
Uy duz 1 Uy du22
W2 (eh 22 psn 2 —ch—2 . -
X[c (c +s TR —l-2chR o )
Uo dllz 1 Uy duf
—sh—2(sh2 4 ch—= —sh—2 )=
SR(Sh Tty R )
h
S —
—thi(th-"—‘+ o 1 _ R du,2+...)].
R R Rchai ke ch3i
R R

Siin. 0- ja 1-jarku liikmete vordlemisel saame samasused, 2-jirku liikmete
vordlemine aga annab tulemuseks

uy 2
ds? = du,®>-+ ( ch —R- ) du,?,

Olemegi leidnud Lobat3evski tasandi meetrilise vormi ja kohe koige lihtsamal
kujul. LobatSevski tasandi k(’)verus on niiiid arvutatav Gaussi valemi jargi.

Nimelt on praegu VG = ch R , mistottu

62]/ G i c Uy
duﬁ R2 R
ja
1
Nagu niha, on LobatSevski tasandi koverus konstantne ja negatiivne 5.

Saadud tulemus néitab, et Lobat3evski planimeetria teatavas mottes tdien-
dab eukleidilist geomeetriat ja geomeetriat sfdari pinnal: kui kahes viimases on
vastavalt K=0 ja K=const >0, siis LobatSevski planimeetrias on K=
= const < 0. Kahe varem tuttava geomeetria puhul on teada pinnad eukleidili-
ses kolmemootmelises ruumis, millel sellised planimeetriad realiseeritakse —
nditeks tasand ja sfddr. Tekib loomulik kiisimus: kas on voimalik leida sellist
pinda, mille sisegeomeetriaks oleks LobatSevski planimeetria?

Et me eespool toodud arvutustes leidsime marksa rohkem, kui otsisime —
enne LobatSevski tasandi kéveruse K leidmist saime kitte ka selle tasandi meet-
rilise vormi, mis teatavas mottes méiidrab kogu LobatSevski planimeetria —, siis
taandub kiisimus niiiid jdrgnevale: kas on eukleidilises kolmemddtmelises ruu-
mis olemas pinda, millel oleks sama meetriline vorm nagu LobatSevski tasandil?

Niisuguseid pindu on toepoolest leitud — nendeks on kéik konstantse
negatiivse Gaussi koverusega pinnad. Neid pindu uuris juba 1839. aastal
F. Minding (kes muide neli aastat hiljem tuli matemaatikaprofessoriks Tartusse
ja jai siia kuni elu lopuni 1885. a.). Minding nditas, et konstantse negatiivse

5 LobatSevski tasandi koveruse teistsuguse, kiill tunduvalt pikema, kuid
see-eest vdhem formaalse késitluse voib lugeja leida J. Nuudi monograafiast:
10. Iil/ly T. l'eomerpus JlobGaueBckoro B aHaJMTHYECKOM a3noxceHuH. Mocksa, 1961,
a1 VL
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Gaussi koverusega pinna meetrilise vormi lihtsaimaks kujuks on parajasti (4).
Selleks Minding lahendas sobivalt valitud algtingimustel konstantsete kordaja-

. 1

tega diferentsiaalvérrandi VG suhtes, mis K=_ﬁ= const korral jareldub
Gaussi valemist (3)6 Kahjuks ei olnud Minding teadlik LobatSevski geomeetria
olemasolust, samuti ei marganud LobatSevski Mindingi artiklit, muidu oleks
juba margatavalt varem tehtud avastus, milleni 1868. a. joudis itaalia mate-
maatik E. Beltrami — konstantse negatiivse Gaussi koverusega pindade sise-
geomeetria nende pindade kiillalt viikestes piirkondades iihtib Lobat3evski pla-
nimeetriaga.

A

Joonis 6.

Lihtsaimaks sellistest pindadest on nn. pseudosfadr — p66rdpind, mis tekib
traktrissi poorlemisel baasisirge timber. Traktriss (lad. k. s6nast fracto — vean)
cmakorda on defineeritav kui joon, mille kirjeldab venimatu ndori otsa asetatud
punktikujuline koormis, kui néori teine otspunkt liigub mooda teatavat sirget —
traktrissi baasisirget (vt. joon. 6). Pseudosfiidril on aga iiks puudus — ta
sisaldab terava nn. tagasip66rdeserva, mistottu temal terve LobatSevski tasandi
geomeetria realiseerimine on moeldamatu. Jérgnesid katsed leida pind, mis sellist
realisatsiooni voimaldaks, kuni D. Hilbert néiitas 1901. a., et selliseid pindu
ildse ei eksisteeri — iga pind, millel K= const <0, sisaldab paratamatult
mingi isedrasuse.?

Kover n-mootmeline ruum

Gaussi poolt pinna sisegeomeetria uurimisel antud idee maa-
rata kahemootmeline geomeetria temale vastava meetrilise vor-
miga sai aluseks saksa matemaatiku Bernhard Riemanni veelgi
julgemale sammule. Riemann laiendas selle idee 1854. a. ka ruumi
uurimise valdkonda. Mirgime, et niisugune voimalus ei olnud
nédhtavasti vooras Gaussilegi: kirjas Hansenile (1825) ta kirjutas,
et tema uurimused pindade alal tungivad siigavalt ka «ruumi
metafiilisika valdkonda». Kuid, nagu me juba eespool mainisime,
ei ole Gauss seda oma motet kuskilgi arendanud. On ainult siili-
nud kohalolijate meenutused selle kohta, et Gottingeni iilikooli

§ Vt. allviites 3 mainitud opik, lk. 204 ja 205.
7 L&hemalt sellest probleemist ja uusimatest saavutustest sellel alal vt.
Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 8 ja 9.

13



filosoofiateaduskonna istungilt 1854. a., kus toimus B. Riemanni
esikloeng 8, lahkus juba eakas Gauss siigavalt motteisse vaju-
nuna, On viljaspool kahtlust, et Riemanni ettekanne pidi temas
leidma kolapinda ja arusaamist. Paraku ei teinud aga Gauss
midagi selleks, et noort uurijat toetada ja veel vihestele arusaada-
vaid uusi avastusi propageerida. Riemanni ettekanne vajus unus-
tusehdlma ja alles 1868. a., kui E. Beltrami oli publitseerinud oma
avastuse Lobat3evski planimeetria realiseerimisest pseudosfédiril,
avaldas R. Dedekind, kes leidis ettekande teksti Riemannist jarele-
jddanud paberites, selle Gottingeni Opetatud Seltsi véljaandes.

Praegu on muidugi raske otsustada, millest juhindus B. Rie-
mann oma julge iildistuse tegemisel — ulatus ju tema avastus iile
oma aja ja oli esitatud prooviloengul viga kokkusurutud kujul.
Kindel on siiski see, et oma uut geomeetriat nigi Riemann mitte
iiksnes reaalse ruumi struktuuri uurimisvahendina, vaid ka mate-
maatilise aparaadina reaalsuse mitmete leiste nahtuste saladus-
tesse tungimiseks. Sellest annavad tunnistust tema oma sonad:
«Soltuvalt sellest, kas eksisteerib voi mitte pidev iileminek iihelt
seisundilt teisele, on meil tegemist pideva voi katkendliku muutu-
mishulgaga ... Suurused, mis moodustavad seisundite diskreetse
hulga, esinevad niivord sageli, et vihemalt enam arenenud keal-
tes on vastavate moistete jaoks alati olemas erilised nimetused
(...). Paljukordse ulatuvusega muutumishulkade vdhesearvulistest
néidetest, mis esinevad igapéevases elus, mirgime lokaliseeritud
aistingute ja varvide hulki® mairksa sagedamini tuleb sedalaadi
moistete vaatlemise ja uurimisega tegelda matemaatika korgema-
tes osades.» Riemann ise rakendas oma aparatuuri soojusjuhtivuse
matemaatilise teooria loomisel iihes t60s, mille ta 1861. a. esitas
Pariisi Teaduste Akadeemiale. Tédnapdeval annavad tema suurest
labindgelikkusest hiilgavat tunnistust need tdhtsad rakendused,
mis Riemanni geomeetrial on diinaamiliste siisteemide teoorias jm.
— valdkondades, kus uurimisobjektiks ei ole sugugi reaalne ruum
oma omadustega, vaid teistsugused «pidevad muutumishulgad»,
mille méotmeks voib olla iikskoik missugune naturaalarv n. Ilma
4-moo6tmelise Riemanni geomeetriata oleks moeldamatu kaasaegne
aja ja ruumi teooria.

8 E. Tamme, Bernhard Riemanni elust ja loomingust. — Matemaatika ja
kaasaeg, XI, 1966, lk. 57—64. Esikloengu teemaks oli «Ueber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen» (Hiipoteesidest, mis on geomectriale
zluseks).

9 Riemann peab siin ilmselt silmas tuntud asjaolu, et normaalse inimese
virviaistingute hulk on kolmemddtmeline: iga virviaistingut V saab esitada
kolme péhivirvi P (punane), R (roheline) ja S (sinine) erinevate intensiiv-
sustega X, y, z voetud aistingute koosmdjuna («summana»): V= xP + yR - zS.
(Erandeiks on «virvipimeduse» (daltonismi) all kannatajad, kelle vérviaistin-
gud moodustavad pideva kahe- voi koguni iihemodtmelise hulga).

14



Tuleb mirkida, et n-moodtmelise ruumi idee esines Riemanni
juures mitte esmakordselt. Selles osas on tal eelkdijaid (keda ta
kiill oma ettekandes ei maini). Koige esmalt jouti n-mootmelise:
geomeetria vajaduse tunnetamiseni algebra ja analiiiisi {ilesannete-
tolgendamisel. Kui teise ja kolmanda astme vorrandeid kisitleti
antiikmatemaatikas (ja ka hiljem) kui teatavaid vahekordi kas
tasandiliste voi ruumiliste kujundite vahel, siis kérgema astme
iilesannete puhul jai ruumi modde takistuseks analoogilistele voi-
malustele. Diophantos III sajandil kasutas varem tuntud astmete
nimetuste «ruut (kvadraat)», ja «kuup» korval kiill julgelt nime-
tusi «kvadraato-kvadraat» (4. aste), «kvadraato-kuup» (5. aste)
ja «kuubo-kuup» (6. aste), kuid mingeid kindlaid ettekujutusi ta
nende terminitega ei sidunud. Analoogilist formaalset minekut
«korgemasse dimensiooni» rakendasid ka need, kes andsid geo-
meetrilisele progressioonile tema nimetuse. Saksa matemaatik:
M. Stiefel kirjutas 1553. a.: «Niisuguseid progressioone nimeta-
takse geomeetrilisteks sona otseses mottes; alguseks moeldakse
punkti kui joone algust, teisena tommatakse joon (...), kolman-:
dana ehitatakse ruut tasandil (...), neljandana jargneb kuup,
millel tommatud joon on (...) modduks kolmes suunas — pikku-
ses, korguses ja paksuses. (...) Sellisel juhul 1dheksid geomeetri-
lised progressioonid edasi ja edasi ilma iihegi sihi ja [6puta, kuup
voetakse kehaliseks punktiks, millele jargneks kehaline joon, selle
jarele — kehaline pind, aga pédrast seda voetaks kuup, mille jarel
mindaks edasi, nagu ndidatud, ilma peatumata.»

Mairksa olulisema touke n-mootmelise ruumi modiste kujunemi-
sele andis analiiiisi areng. Uhe ja kahe muutuja funkisioonide
uurimisel olid hinnatavaks abivahendiks kujunenud funktsioonide
«graafilised esitused» — koverad tasandil voi pinnad ruumis 10,
Enam kui kahe muutuja funktsiooni puhul aga ei <«mahu»
selline graafiline esitus enam kolmemodtmelisse ruumi. Puhtakuju-
lised analiiiitikud, kelle veendunuimaks esindajaks oli J. L. Lag-
range (1736—1813), loobusid téielikult igasugustest geomeetrilis-
test kujutlustest, séilitades ainult puhta analiiiisi. Lagrange oma
klassikalises teoses «Analiiitiline mehhaanikas (1788), milles ta
faktiliselt toob sisse n vabadusastmega mehhaanilise siisteemi
n-mootmelise konfiguratsiooniruumi, maérates siisteemi asendi n
«lildistatud koordinaadiga», hoiatab lugejat, et tema «meetodid ei
vaja ei konstruktsioone, ei geomeetrilisi ega mehhaanikalisi arut-
lusi, nad vajavad ainult algebralisi operatsioone». Kuid Lag-
range’i teose uurijad, kes olid tema mottekdikudesse slivenemiseks.
paratamatult sunnitud tegema jooniseid, hakkasid ajapikku {iildis-
tatud koordinaatidega siduma teatavaid geomeetrilisi kujutlusi.

10 Meenutame, et iihe muutuja funktsioonide vurimine nendest dieti algaski
— esimese diferenisiaalarvutuse opiku pealkirjaks oli «Lopmata viikeste ana-
liiis koverjoonte uurimiseks» (Pariis, 1696).
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Esimesteks, kes julgelt vilja iitlesid, et nad tegelevad n-mdot-
melise geomeetriaga, olid inglise matemaatik Arthur Cayley
(1821—1895), kes avaldas 1843. a. t6d «Chapters in the analytical
geometry of (n) dimensions» (Peatiikke n-mootmelisest analiiiiti-
lisest geomeetriast), ja saksa teadlane Hermann Grassmann
(1809—1877), kelle too «Die lineale Ausdehnungslehre» (Li-
neaarne ulatuvusedpetus) (1844) on esimeseks n-modtmelise geo-
meetria monograafiaks. Kahe aasta parast, 1846. a., kisitleb
J. Plicker kolmemootmelise ruumi sirgete hulka kui teatavat nel-
jamoGtmelist «ruumi» ning 1852. a. lopetab S3veitsi matemaatik
L. Schldfli oma ulatusliku «Theorie der vielfachen Kontinuitdt»
(Paljukordse kontinuiteedi teooria), mis avaldati osaliselt 1855.
ja 18588. a., kuid tervikuna alles 1901. a.

Koik need tood dratasid oma ilmumisel viheste tdhelepanu,
samuti nagu Riemanni esikloeng 1854. a. Nende oluline erinevus
viimasest seisneb selles, et neis késitletakse «lineaarset n-moot-
melist geomeetriat» — n.-6. tasaste ruumide geomeetriat, mis on
saadud tavalise eukleidilise analiiiitilise geomeetria iildistamisel
sel teel, et kahe vdi kolme koordinaadiga esitatavate punktide
(%1, x2) vOi (X1, xg, x3) hulga — tasandi voi ruumi — asemel vaa-
deldakse n-arvuliste siisteemide (xj, xo, ..., x,) hulka, kusjuures
selles defineeritakse samasugused lineaarsed operatsioonid ja
pikkuse arvutamise eeskiri nagu tavalise ruumi voi tasandi vek-
torite puhul. Tdnapdeva terminoloogia seisukohalt uuritakse nen-
des t0ddes n-mootmelist lineaarset, afiinset voi eukleidilist ruumi,
piirdudes kas elementaarse voi analiliitilise geomeetriaga.

Seevastu Riemanni t66 annab, nagu juba margitud, Gaussi
koverusega kahemdotmelise geomeetria idee {ildistuse n-mootme-
lisele juhule. Ka Riemann maarab punkti n reaalarvuga x, xs, ...
..., X5, kuid mingite lineaarsete tehete olemasolu selliste punktide
hulgas ta ei eelda (samuti nagu neid ei saa kasutada niiteks
koverpinna punktide puhul). Kogu geomeetria viiakse selliste
punktide hulka sisse meetrilise vormiga

n
dsz2 = Z gij dx; de, (5)
1, j=1

mis tildistab pinna meetrilist vormi (2). Selle abil defineeritakse
kovera x; = x;(¢) kaare pikkus s kui mddratud integraal avaldi-
sest ds, mis saadakse x;(f) asendamisel seose (5) paremasse
poolde x; asemele, kahe 16ikuva kovera vaheline nurk a kui suu-
rus, mille puhul cos ¢ avaldis on pinnateooriast tuntud avaldise
vahetu iildistus ning piirkonna ruumala V kui n-kordne integraal
iile selle piirkonna ruutvormi (5) diskriminandi ruutjuurest.

1! Vastavad valemid koos Riemanni geomeetria sisu lithikese tutvustami-
sega on toodud autori varasemas artiklis: U. Lumiste. Riemann topoloogia
ja l'-'ll%iSe kdvera ruumi geomeetria loojana. — Matemaatika ja kaasaeg, XI, ik.
65—76.
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Sirgete asemele tulevad Riemanni geomeetrias, samuti nagu pin-
naleoorias, nn. geodeetilised jooned, mis on liihimateks oma iga
kahe kiillalt 1dhedase punkti vahel.

Kui Riemanni ruumis on antud kahemoo6tmeline pind x;=
= x;(t, ug), siis funktsioonide x;(u,, us) asendamisel scose (5)
paremasse poolde x; asemele saadakse selle pinna meetriline vorm
(2). Viimase jargi voib Gaussi valemit kasutades arvutada puht-
Tormaalselt selle pinna kdveruse K mingis punktis (kusjuures suu-
rus K on muidugi samasuguselt tdlgendatav punktis kokkutéom-
buva geodeetilise kolmnurga abil nagu pinna sisegeomeetrias).
See koverus K soltub oluliselt Riemanni ruumi antud punkti X
ldbiva kahemootmelise pinna valikust. Tema vahimat v&éirtust
sama puutujatasandiga pindade puhul punktis X nimetatakse Rie-
manni ruumi koveruseks punktis X selle puutujatasandiga maia-
ratud kahemootmelises sihis 2. Kui baasivektorid puutujalasandil

. . ox; ox; ..
on mdaaratud koordinaatidega o_ul, ja d_u;’ siis see suurus on
arvutatav valemist
> Rij, méijém
i, =1
K= m . (6)
' > 101'5, riij&n

kus &ij =

1 (dxi ox; 0x; 6165) G . .

o\ 0u; ous Ous Ous )’ ij, kl = Zirgjt — Gudjr, NING
Rij,m moodustavad teatava punktis X maéadratud arvude (selle
valemi kordajate) siisteemi selliselt, et Rij n = —Rji, = Ru, ij,
Rij i+ Rijn, s+ Rrs, s = 0. Viimastest seostest voib jireldada, et
nz(nz—1)

12

avaldatavad meetrilise vormi kordajate g;; ja nende esimeste ning
teiste osatuletiste kaudu valemitega, mis iildistavad Gaussi vale-
mit pinna sisegeomeetriast. Et kogu see siisteem voimaldab maa-
rata Riemanni ruumi koveruse iikskoik millises kahemootmelises
sihis, siis nimetatakse teda Riemanni ruumi kdverustensoriks (ehk
Riemann-Christoffeli tensoriks).

Koveruse moistet kasutades eraldas Riemann vilja struktuu-
rilt koige lihtsamad ruumid —- nn. konstantse kdverusega ruumid,
mille puhul koverus K igas punktis X ei soltu kahemdotmelise sihi
valikust selles. Sel puhul valemis (6) on R;p= K- Gjjr. Juhul
K =0 on siis iga punkti iimbruses tegemist eukleidilise n-moot-
melise geomeetriaga, mis n = 2 v6i n = 3 korral iihtib koolis uuri-
tava geomeetriaga. Juhul K== const >0 on tegemist sfaéaril keh-

olulisi arve selles siisteemis on N = ; nad kéik on

12 Selle suuruse teistsugune tolgendus on antud eelmises allviites mainitud
artiklis, lk. 74 ja 75.
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tiva geomeetria n-mootmelise iildistusega, mille andis esmakord-
selt Riemann oma ettekandes ja mida seet6ttu nimetataksegi Rie-
manni geomeetriaks (kitsamas mottes) ehk elliptiliseks geomeet-
riaks. Juhtu K= const < 0 ei tostnud Riemann, kes ndhtavasti ei
olnud veel tuttav LobatSevski ja Bolyai téodega, eriliselt esile.
Alles E. Beltrami nditas 1868. a., et sel juhul Riemanni ruumi
geomeetria ithtib iga punkti {imbruses LobatSevski geomeetriaga
(ehk hiiperboolse geomeetriaga). Niiviisi selgus, et Riemanni geo-
meetria holmab erijuhtudena koik varem tuntud geomeetriad,
andes iihtlasi nende kaugeleulatuva iildistuse.

Riemann mairkis oma esikloengus ka iihe konstantse koveru-
sega ruumide huvitava iihise omaduse: koikides nendes on vdima-
lik kujundeid fimber paigutada iga kahe punkti vahelise kauguse
sailitamisega sama vabalt nagu eukleidilises ruumis. Teisiti Gel-
des, nendes on maksimaalse vabadusega voimalik sooritada liiku-
misi, moistes viimaste all ruumi punktide teisendusi, mis sdilita-
vad koik kaugused. Nagu néditas W. Killing 1885. a., on see oma-
dus koikide Riemanni ruumide seas iseloomulik ainult konstantse
koverusega ruumidele. Viimaseid saab jarelikult defineerida ka
kui maksimaalse liikuvusega Riemanni ruume.

Selle tulemusega viidi Riemanni geomeetria kokkupuutesse iihe
teise iildise viljaka printsiibiga mitmesuguste geomeetriate diht-
seks kisitlemiseks, mille 1872. a. andis saksa matemaatik F. Klein
oma nn. Erlangeni programmis. Kleini printsiibiga tutvumine
nouab aga juba omaette kisitlust.

(Jargneb)

BRIDZIULESANNE
AE7
ES 10
A106
AS74

s o2 CE 2

KS9 N
985
E843
1052 S

108542
K
$972
E 83

PO3P
L Texef 2

63
A76432
K5
K96

PO3P

Artu on trump. W kiib avakdiguks drtu itheksa. S peab iga kaitsemingu
korral votma koik 13 tihi. (Lahendus vt. lk. 128).
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MATEMAATIKA OPETAMISEST AMEERIKA
UHENDRIIKIDE ULIKOOLIDES

‘0. Kaasik

Kdesolevas kirjutises piiiitakse lithidalt tutvustada seda, kuidas
on Ameerika Uhendriikide iilikoolides organiseeritud matemaatika
kui eriala opetamine!. Muidugi tuleb matemaatika Gpetamise ja
oppimisega seotud kiisimuste vaatlemiseks {ihtlasi tuua ka iildse
moningaid faktilisi andmeid Ameerika iilikoolide struktuuri kohta,
mis meie iilikoolide omast iisna méirgatavalt erineb. Selles osas
piirdume aga vaid nende andmetega, mis matemaatika eriala
spetsialiseerumisega nii voi teisiti seotud on.

Oppeaeg on Ameerika iilikoolides koikjal neli aastat (Gppe-
aastaid nimetatakse vastavalt: freshman year, sophomore year,
junior year ja senior year), kusjuures lopetaja omandab bakalau-
reuse kraadi (Bachelor of Science, lithidalt B. S.). Péirast 16peta-
mist voib aga opinguid jdtkata analoogiliselt meie aspirantuuriga
(vastavalt sellele nimetatakse 4-aastast pohilist oppeaega under-
graduate study ja edasiéppimist graduate study). Niimoodi saab
taiendava 1—1,5 aastaga omandada magistrikraadi (Master of
Science, lithendatult M. S.) voi 3—4 aastaga doktorikraadi (Doctor
of Philosophy, lithendatult Ph. D.).

Oppeaasta jaguneb monedes iilikoolides kaheks semestriks
(term), monedes aga kolmeks veerandiks (quarter véi term). Et
viimane moodus ndib olevat rohkem levinud, siis jirgnevas kone-
leme vaid veeranditest.

Vastuvétu tingimused on igas iilikoolis iildiselt erinevad, kuid
reeglina tuleb sisse astuda soovijail sooritada 2—4 eksamit, fiht-
lasi aga voetakse arvesse ka keskkoolis saadud hinded. Peale

T Artikli autor on kahel korral viibinud Ameerika Uhendriikides teaduslikul
komandeeringul (1961/62. oppeaasia viltel ning 1966. aasta oktoobris-novemb-
ris). Nende komandeeringute ajal oli tal vdoimalus ldhemalt tutvuda jargmiste
iilikoolide té6ga: Stanfordi Ulikool (Stanford University), Kalifornia Tehno-
loogiainstituut (California Institute of Technology), Chicago Ulikool (Univer-
sity of Chicago), Harvardi Ulikoo! (Harvard University) ja Massachusettsi
Tehnoloogiainstituut (Massachusetts Institute of Technology). Kiesolev kirjutis
baseerubki eeskitt nendes iilikoolides ndhtule-kuuldule, kuigi vihesel méiral on
arvestatud ka moningate teiste iilikoolide kohta saadud materjale.
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selle noutakse paljudes iilikoolides veel, et teatud aineid oleks kesk-
koolis opitud vahemalt vastava iilikooli poolt midratud miinimumi
ulatuses (Ameerika keskkoolides kasutatakse enamasti nn. valik-
kursuste meetodit). Sisseastumiseks vajalike dokumentide esita-
mine algab muide juba viimase keskkooliaasta jooksul (mone iili-
kooli puhul isegi oktoobris-novembris).

Ulikooli astumisel spetsiaalsust veel ei valita. See toimub
alles teise oppeaasta algul voi isegi keskel, mil igale iilipilasele
maéairatakse iihtlasi individuaaljuhendaja (adviser). Mingi spet-
siaalsuse valimise eeltingimuseks on, et soovija oleks keskkoolis
ja iilikooli esimesel oppeaastal oppinud teatud aineid. Sageli aga
korraldatakse ka veel tdiendav test. Tuleb rohutada, et teisel 6ppe-
aastal valilakse tavaliselt vaid laiem spetsiaalsus (s.t. meie juhul
matemaatika), kitsama spetsiaalsuse (néit. diferentsiaalvorrandid
vms.) tdpsustamine toimub juba hilisemas koost66s individuaal-
juhendajaga.

Uliopilastele oppet66 kdigus seatavad ndéuded on erinevates
iilikoolides iiksikasjade poolest iisna erinevad, kuid enamasti seis-
nevad nad umbes jadrgnevas.

Iga veerandi alguses peab iiliopilane valima {ildise oppeplaa-
niga méidratud tingimusi arvestades teatava arvu kursusi nii, et
see annaks kokku ettendhtud normi nddalatunde (enamasti 35—
55, keskmiselt aga 45). Sealjuures loetakse kursuse nddalatundide
hulka mitte ainult loengud ja praktikumid, vaid ka kodune t68,
mis moodustab ithe kuni kaks kolmandikku tundide koguarvust.
Alates teisest oppeaastast kinnitab iiliopilase valiku tema indivi-
duaaljuhendaja. Oieti toimubki valimine tihedas koost6és indivi-
duaaljuhendajaga, kelle peamiseks iilesandeks on just teatava
kitsama spetsiaalsuse véljakujundamine.

Iga veerandi lopul tuleb kdigis valitud aineis sooritada kirja-
likud eksamid. Edasioppimise diguse tagamiseks peab veerandi
keskmine hinne teatavast miinimumist korgem olema. Oppeaasta
lopul leitakse uus keskmine hinne ja aasta loetakse lopetatuks,
kui keskmine hinne {iletab noutud miinimumpiiri. Eksamihindeid
tihistatakse Ameerika iilikoolides tavaliselt tdhtedega A, B, C, D
ja F, kuid keskmiste arvutamisel voetakse 4 =4, B=3, C=2,
D =1 ja F =0. Keskmine hinne saadakse hinnete kaalutud kesk-
misena, kus kaaludeks on vastavate ainete niddalatundide arvude
jagatised nddalatundide iildarvuga. Veerandi keskmise hinde mii-
nimumpiiriks on tavaliselt 1,4—1,5, dppeaasta lopetamiseks vaja-
lik miinimum aga 1,9—2.0.

Need keskmised hinded vo6ivad nidida iisna madalatena, kuid
tuleb maérkida, et Ameerika iilikoolides toimub hindamine tavali-
selt etteantud spektri jérgi. See tdhendab, et ithe aine piirides
peab positiivsete hinnete A, B, C ja D jaotus olema néiteks 15%,
35%, 35% ja 15% (keskmine hinne seega iildiselt alla 2,5). Aru-
saadavalt tekitab niisugune hindamissiisteem iiliGpilaste vahel
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toelise konkurentsi, mille positiivseks kiiljeks on ettefitlemise jms.
praktiline puudumine. Positiivseks kiiljeks on ka veel eksaminee-
rija t60 lihtsustumine (praktiseeritakse isegi koduste eksamitéode
andmist!), kuid ilmselt ei kaalu see siiski iiles niisuguse siistee-
miga iiliopilastele tehtavat moraalset kahju — kollektiivsustunde
tahtlikku mahasurumist.

Nagu juba nimetatud, peab iiliGpilane kursuste valikul arves-
tama iildise oppeplaaniga méiédratud tingimusi. Sellises {ildises
oppeplaanis on nimelt tavaliselt loetletud teatud kohustuslikud
ained ning antud valikainete mahuline jaotus valdkondade jargi,
samuti aga nddalatundide miinimum- ja maksimumpiirid.

Et esimesel Oppeaastal spetsialiseerumist veel ei toimu, siis on
ildine oppeplaan sel aastal koigile iiliGpilastele iihine. Valikainete
osa on sealjuures suhteliselt viike, paljudes {ilikoolides isegi iildse
puudub. Naiteks tehnilise kallakuga iilikoolides (tehnoloogiainsti-
tuutides) on esimese aasta plaan umbes jdrgmine:

Esimene Gppeaasta

Oopeaine Néidalatunde veerandis

ppe 1 1l 1

Matemaatiline analiiiis (koos analiiiitilise geo-
. meetria ja korgema algebra elementidega) 12 12 12
Uldine fiiiisika 12 2 12
Uldine keemia 12 12 12
Tehniline joonestamine 3 — —_
Inglise kirjandus ja kompositsioon 6 6 6
Euroopa tsivilisatsiooni ajalugu 5 5 5
XIX—XX sajandi kirjandus 1 — 3 3
Kehaline kasvatus | 3 3 3
Kokku | 53 53 53

Uldise profiiliga iilikoolides on antud esimese nelja aine ase-
mel tavaliselt moni teine kombinatsioon (mis enamasti sisaldab
3 X 3-tunnilise inglise keele kursuse ja iihe voorkeele). Méirgata-
vaid -variatsioone esineb aga ka iilejadnud ainete valikus. Usna
sageli on moned esimese Oppeaasta ainetest iildise profiiliga iili-
koolides valitavad ja kui soovitakse hiljem spetsialiseeruda mate-
maatika alal, siis peab itheks valikaineks esimesel aastal olema
matemaatika.

Meie iilikoolide matemaatikateaduskondade esimese kursuse
oppeplaaniga vorreldes on puhtmatemaatiliste ainete osa selles
plaanis nii tundide arvu kui ka sisulise mahu poolest suhteliselt
isna vidike. Tuleb aga arvestada, et tegemist on koikide teadus-
kondade iihise Ooppeplaaniga. Mis puutub néddalatundide arvusse
(83), siis umbes poole sellest moodustavad loengud ja praktiku-
mid, teise poole aga kodune t66. Peab kohe rohutama, et kodusele
toole médidratud tunnid on Ameerika iilikoolides toepoolest see
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minimaalne aeg, mis kirjanduse ldbit66tamisele ja koduste ko+t-
rolltodde lahendamisele tuleb kulutada. Seega on iilidopilase t66-
koormus kokkuvottes umbes samasugune (voi isegi suurem) <ui

meie {ilikoolides.

Alates teisest oppeaastast on matemaatika alal spetsialiseeru-
vate iiliopilaste iildised oppeplaanid umbes jargmised 2:

Teine Oppeaasta

Oppeaine

Matemaatiline analiiiis (tGendosusteooria ja dife-
rentsiaalvorrandite teooria elementidega)

Fiiiisika

Uhendriikide ajalugu ja valitsemine

Sissejuhatus kaasaegsesse algebrasse

Mittematemaatilised valikained

Kehaline kasvatus

Nédalatunde veerandis

I II I
12 2 12
12 12 12
6. 6 6.
9 9 9
9 9 9
3 3 3
Kokku 51 51 51

Kolmas oppeaasta

Nadalatunde veerandis

Oppeaine 1 11 1l

Korgem analiiis (reaal- ja kompleksmuutuja
Tunktsioonide teooria, topoioogia alged) 12 12 12
Kirjandusteadus 8 8 8
Malemaatilised valikained >9 >9 >9
Mittematemaalilised valikained >9 >9 >9
Humanitaarained - 6 6 —

Kokku 44—49 44—49 44—49.

Neljas oppeaasta

Oppeaine

Nidalalunde veerandis

Ohiskonnadpetus (public affairs)
Matemaatilised valikained
Humanitaarained

Mitmesugused valikained

I 11 111
2 2 2
9 9 9
9 9 9
>18 > 18 >18
Kokku 38—48 38—48 38—48

2 Siin on tegelikult toodud Kalifornia Tehnoloogiainstituudi Gppeplaanid,

mis ndivad olevat iisna tiidpilised.
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Rohutame, et eed plaanid on toodud siiski vaid iihe’ vGimalikia
nditena. Paljudes iilikoolides ndevad nad vélja hoopis teisiti. Nii-
teks kehaline kasvatus on enamasti koigil neljal aastal, voorkeel
on ette ndhtud omaette ainena (mitte iihe osana humanilaaraine-
test, nagu siin esitatud plaanis), kohustuslike ainete arv véib olla
suurem, vahekord matemaatiliste ja mittematemaatiliste- valik-
ainete vahel mérgatavalt erinev jne.

Nagu toodud plaanidest n&htub, on kolmandal ja neljandal
oppeaastal juba iisna suur osa oppeainetest valitavad. Sealhulgas
tuleb matemaatilisi valikaineid votta kokku 54—108 nadalatunni
ulatuses, mis annab 6—12 veerandit 9-néddalatunnilisi kursusi.
Valikainete tdpsustamine toimub iga oppeaasta (vahel ka iga vee-
randi) algul triikitava tunniplaani alusel, milles on maaratud
nii ainete mahud kui ka loengute aeg ja koht. Iga-iiliopilane peab
veerandi esimese paari nddala jooksul koostama oma indivi-
duaalse tunniplaani selliselt, et ta koigi valitud ainete loenguid
saaks kuulamas kidia ning iildises oppeplaanis ettenihiud noéuded
oleksid rahuldatud. Uhtlasi peab ia arvestama, et moningate
ainete valimise celtingimuseks on mone teise aine tundmine. Sel-
line individuaalne oppeplaan kinnitatakse ja veerandi véltel pole
teda enam vo6imalik muuta.

Konsultatsioon pdirast loengut

Niisuguse siisteemi eelisteks on ettevalmistuse laialdane dife-
rentseeritavus (iga iilidpilane Opib tegelikult individuaalplaani
jargi) ja loengute koguarvu méargatava vihendamise vdimalus
(samanimelist kursust loetakse kdigi erialade ja suundade {iliopi-
lastele enamasti koos). Viimati nimetatud eelisest aga tuleneb ka
siisteemi iiks puudustest: suuremat osa ainetest” tuleb Opetada
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iipris ebaiihtlase ettevalmistusega auditooriumile. Eriti torkab
see silma just matemaatiliste ainete Opetamisel, kus ainete tea-
tava jargnevuse nouetele vaatamata tuleb paljude pohimoistete
kasitlust korrata peaaegu igas kursuses.

Pilk Chicago ilikooli arvutuskeskusesse

Valikainete nomenklatuur on igas iilikoolis ja isegi igal aastal
muidugi iisna erinev. Seetottu saame esitada vaid mingi néditliku
koondloetelu, kuhu on voetud mitme {ilikooli 1966/67. oppeaasta
valikkursused. Koik jargmises loetelus toodud kursused on 9-nada2-
latunnilised (neist enamasti 3—4 tundi loenguid ja praktikume).
sulgudes on margitud aine kestus veerandites.

Matemaatilised valikained: matemaatiline statistika (1), diferentsiaalgeo-
meetria (1), kaasaegne algebra (3), projektiivne geomeetria (1), konstruktiivne
funktsiooniteooria (1), kompleksmuutuja funktsioonide teooria (2), toendosus-
teooria (2), elementaarmatemaatika korgemalt vaatekohalt (1), lihendusmeeto-
did (2), elektronarvutite kasutamine (1), operatsioonianaliis (3), kombina-
toorne analiiiis (3), matemaatiline loogika ja hulgateooria (3), algebraline geo-
meetria (1), kdrgem geomeetria (2), mitteeukleidiline geomeetria (1), sissejuha-
tus automaatide teooriasse (1), funktsionaalanaliiiis ja integraalvorrandid (2),
kombinatoorne topoloogia (1), arvuteooria (3), osatuletistega dilerentsiaalvor-
randid (2), algoritmiteooria (3), integraalitecoria (1).

Rohutame, et sellest loetelust tuleb aineid valida kogumahuga
kuni 12 veerandit (seega vdhem kui kolmandik toodud ainetest).
Sealjuures ulatuslikumatest ainetest voib kiill valida ka ainult
esimese veerandi voi kolmeveerandilise aine korral kaks esimest
veerandit. Kokkuvottes on seega Ameerika iilikooli 16petaja kuu-
lanud matemaatilisi kursusi tunduvalt vdiksemal arvul kui néi-
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teks meie iilikooli lopetaja. Erinevus avaldub sealjuures just n.-6.
laiema profiili ainete osas, valitud kitsamas erialas kuulatud
ainete arv on aga peaaegu vorreldav meie iilikoolide oppekavades
antuga.

Mis puutub matemaatika loengute ja praktikumide metoodi-
kasse, siis on see iildiselt vorreldav meie iilikoolides kasutatava
metoodikaga. Mirksa suurem on ainult kohustusliku koduse t66
osa (eriti just {ilesannete lahendamine). Hoopis erinev seevastu
on eksamite metoodika. Eranditult koik kursused 1opevad nimelt
kirjaliku eksamiga, mis enamasti toimub testi vormis (tuleb vasta-
vale kohale kirjutada iiksnes vastus vo6i valida iiks etteantud vas-
tustest). Hinde panemisel voetakse aga peale eksamitto enamasti
arvesse veel veerandi véltel loimunud kontrolitoéd ja tingimata
ka koduste téode hinded. Niisugune hindamisviis annab eriti suure:
kaalu veerandi viltel tehtud pidevale toodle. Oieti ilma pideva
toota pole Ameerika iilikoolis voimalikki positiivset hinnet saada.
Sellepdrast ongi loengutest osavott praktiliselt sajaprotsendiline
(vaatamata iildisele vabakuulamisdigusele!).

Mis puutub mittematemaatilistesse valikainetesse, siis selles
osas on pilt fisna kirju, mingit tiiiiploetelu pole siin voimalik tuua.
Seetottu tuleb piirduda vaid iihe konkreetse iiliopilase valiku esi-
tamisega lihtsa néditena (ained on 9-nddalatunnilised, sulgudes on

antud veerandite arv).

Mittematemaatilised valikained: fiifisikaline geoloogia (1), elementaarbio-
loogia (1), sissejuhatus astronoomiasse (1), majanduslikud pShimdtted ja prob-
leemid (2), toostuse organisatsioon (1), sissejuhatus elektroonikasse (1), bio-
siisteemide analiiis (1), iildine fiisioloogia (1).

A

A
Pidulikel juhtudel kannavad Oppejoud traditsioonilist vormi
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Nagu kasvodi sellest loetelust juba ndhtub, on Ameerika iilikooli
1opetanud matemaatiku ettevalmistus mittematemaatilistes aine-
tes monevorra ulatuslikum kui meil.

Edasioppimise 6iguse magistri- voi doktorikraadi taotlemiseks
annab enamikus iilikoolides vastavate tdiendavate eksamite (1-—2)
sooritamine. Magistrikraadi taotleja peab seejdrel kolme vee-
randi viltel kuulama teatud arvu wvalikkursusi (soltuvalt iilikoo-
list 25—45 néddalatundi veerandis), sooritama vastavad eksamid
ja enamasti esitama veel magistrit6o, mille kohta piistitalavad
nouded on vorreldavad meie diplomit66 nouetega (arvutusmate-
maatika erialal voib magistritooks olla ka veidi keerulisema prog-
rammi koostamine). Kursused valitakse kas esimese nelja aasta
jooksul kuulamata jdanud valikainete voi spetsiaalselt edasioppi-
jate jaoks méddratud ainete hulgast.

Doktorikraadi taotleja peab esimese aasta jooksul pdhiliselt
samu noudeid tditma (monedes iilikoolides ei nouta sel juhul
magistritdé esitamist, s.t. doktorikraadi taotlejal ei tarvitse olla
magistrikraadi). Jirgmised aaslad on piihendatud peamiselt uuri-
mistodle, kuid soltuvalt iilikoolist voidakse nouda ka veel mone
kursuse kuulamist. Peale selle peab kraadi taotleja sooritama veel
voorkeele eksami (vene, prantsuse voi saksa keel) ja iiks voi kaks
suulist komisjonieksamit valitud erialas. Lopuks tuleb esitada
véitekiri, mille kohta piistitatavad nouded on vorreldavad meie
kandidaaditoddele seatud nouetega. Viitekirja avalikku kaitsmist
tavaliselt ei toimu, viitekirja sobivuse iile otsustab dekaani mé&éi-
ratud 3—>5-liikmeline komisjon, kes votab enamasti vastu ka selle
kraaditaotleja suulised eksamid.

Kuigi esitatavad ndouded on erinevates iilikoolides iildiselt eri-
nevad, voib keskelt 14bi siiski vaita, et Ameerika iilikoolis antav
magistrikraad (M. S.) vastab enam-vdhem meie iilikooli 16petami-
sele, doktorikraad (Ph. D.) aga meie kandidaadikraadile.

A B8

LINNAST LINNA

Korval oleval joonisel on linnad
kujutatud punktidena ning neid iihen-
davad teed sirgloikudena (tihedamat
teedevorku nende linnade vahel ei
olel). Ulesandeks on leida niisugune

e tee linnast A linna B, mis liheb 1bi

) voimalikult viiksemast arvust linna-
dest. Et aga lahendamine oleks ras-
kem, siis on seatud veel lisatingimus,
mille kohaselt otsitav tee tohib ldbida
vaid ' paarisarvu linnu. (ndileks joonise
:  koige iilemine tee ei ole lahendiks, sest

- - ta laheb 1ibi kolme linna).
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MONDA INFORMATSIOONITEOORIA
POHIMOISTETEST

A. ther

Kui majanduse ja poliitika valdkonnas olid II maailmasoja
jargsed aastad tdis raskusi ja vastuolusid, siis matemaatikas ja
just selle rakenduslikes suundades olid nad eriti viljakad. Aas-
tad 1947—1948 tédhistavad sel alal kahe uue distsipliini — kiiber-
neetika ja informatsioonitecoria siindi.

Informatsiooniteooria alguseks voib- pidada Claude Shannoni
artikli «Matemaatiline sideteooria» ilmumist 1948. a. Selles artik-
lis- esitati enamus uue teooria pohimoisteid ja terve rida tulemusi.

Nagu uute teaduslike ideede ja suundadega pahatihti juhtub,
nii ei leidnud ka Shannoni ideed esialgu vaéirilist kolapinda. Osa
matemaatikuid suhtus teatava kahtluse ja voib-olla isegi iileoleku-
tundega ideedesse, mis olid esitatud matemaatilise ranguse poo-
lest mitte just hiilgavas artiklis. Informatsiooniteooria jdi koos
kiiberneetikaga «ebateadusena» mitmeks aastaks p6lu alla ka nou-
kogude matemaatikute hulgas. Ometi ei tabanud informatsiooni-
teooriat Galois’ teooria saatus, mis unustati aastakiimneteks. Tdnu
praktilistele rakendustele teistes teadusharudes ja tehnikas voitsid
Shannoni ideed iisna varsti tdieliku tunnustuse ja tdnapdeval on
informatsiooniteooria arenenud rangelt matemaatiliseks distsi-
pliiniks.

Et informatsiooniteooria kasvas vilja tehnilisest sideteooriast,
siis on lema terminoloogia ja moned tdhtsamad tulemused seotud
igapdevases elus kasutatavate sidesiisteemidega, mille pShimbtte-
line skeem on jdrgmine:

Informatsioors | Srrekonal -
B
‘_ Mdra I
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Informatsiooniallikas tekitab informatsiooni, kodeerib selle sig-
naalide kujul (nditeks telegraafis elektriimpulssideks, raadios
elektromagnetilisteks laineteks jne.) ja annab edasi sidekanalisse.
Sidekanaliks on materiaalne keskkond, mille vahendusel informat-
sioon jouab allikast vastuvotjani. Telegraafi ja telefoni puhul on
naiteks sidekanaliks juhtmed, raadioside korral saatjat ja vastu-
votjat fimbritsev ruum jne.

Miira on kogum koikvoimalikest hédiretest ja signaalidest, mis
moonutavad edasiantavat signaali ja segavad informatsiooni iile-
andmist vastuvotjale (raadiosides atmosfaari hidired, toéstusli-
kud miirad jne). Vastuvotja iilesandeks on allikast viljasaadetud
inforr)natsiooni vastuvotmine ja selle dekodeerimine (deSifreeri-
mine).

Oma varasemas arengustaadiumis piiiidiski informatsiooniteoo-
ria matemaatiliste meetodite abil lahendada sidesiisteemi iiksikute
solmede t60s esilekerkivaid probleeme. Sellega seoses uuriti kiisi-
musi, mis on seotud informatsiooniallikast vdljasaadetud informat-
siooni hulgaga ning informatsiooni otstarbekama kodeerimisega
sidekanali voimalikult maksimaalse l1dbilaske ja miiravaba edasi-
andmise seisukohalt.

Ténapdeva informatsiooniteooria on arenenud nii laiuti kui
sitigavuti ega piirdu kaugeltki enam nimetatud probleemidega.
Temast on saanud abstraktne matemaatiline distsipliin, mida tema
eelkdijaga — sideteooriaga — seob vaid iihine terminoloogia.
Laienenud on ka teooria rakendusala. Informatsiooniteooriat kasu-
tavad mitmete teadusalade esindajad, sealhulgas insenertd, arstid,
psuhholoogld lingvistid, bioloogid jne.

Tutvume jidrgnevas pogusalt informatsiooniteooria pohimdiste-
tega.

Igapdevases elus on terminiga «informatsioon» seotud kiillaltki
suur annus suhtelisust. Uks ja sama teade voib iihele lugejale
anda hinnalist informatsiooni, kuna teisele ei paku ta midagi. Néi-
teks lugedes teadet «avastati uus elementaarosake», voib fiilisik
saada vaartuslikku informatsiooni oma edaspidiseks t60ks ja seda
hoopiski olulisemal hulgal kui néiteks kangur, kes voib-olla ei
poora sellele teatele teiste hulgas mingit tdhelepanu.

Matemaatiline teooria ei saa aga opereerida selliste suhteliste,
rangelt defineerimata moistete ja suurustega, seepédrast antakse
ka terminile «informatsioon» informatsiooniteoorias konkreetne,
kindlalt piiritletud sisu, mille defineerimisega avaneb vdimalus
uuritava siisteemi kiillaldasel tundmisel seda ka kvantitatiivselt
moota.

Informatsiooni hulk on tihedalt seotud vaadeldava siindmuste
siisteemi mairamatuse moistega, mida -selgitame paari nditega.
Vaatleme esiteks kahest siindmusest! koosnevat siisteemi:

! Vt. E. Tiit. Mis on tGendosus. — Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 74—90.
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1) Eestis on jaanipdeval lumi maas,

2) Eestis ei ole jaanipdeval lund maas.

Voime Oelda, et see siisteem on praktiliselt méiratud, kuna
tulemus on iihele 1dhedase toendosusega ennustatav. Seepérast on
vaadeldava siisteemi kohta vaatluse tagajirjel saadav informat-
siooni hulk iisna véike.

Kui me uurime siisteemi, kus siindmusteks on vdimalikud tule-
mused enam-vdhem vordsete vastaste vahelises malepartiis, siis
on see siisteem juba tunduvalt suurema méidramatuse astmega.
Uhe maletaja voit voi kaotus, samuti partii viigiline tulemus sol-
tuvad konkreetsest olukorrast ja tingimustest (vdsimus, meeleolu
jne.) ja tulemust on enne partii algust raske ennustada. Seetdttu
on péarast partii 16ppemist saadav informatsioonihulk ka hoopis
suurem kui eelmise siisteemi puhul. Uldjuhuna vaatleme mingit
katset A, mille tulemuseks voib olla iiks sfindmustest A,, Ao, ...,
A,, kusjuures on teada, et igaiiks neist esineb tdendosusega p;,

D2, ..., p,. Eeldame veel siindmuste siisteemi taielikkust, s. t.
n
Epi = .
=1

Sellise siisteemi jaoks defineerib Shannon katse A maiarama-
tuse moddu — entroopia — suurusena

n
H(A)= — 3 p:loga pe

kus logaritmi alus a voib olla suvaline iihest suurem reaalarv.
Mingi konkreetse aluse valimine médérab iihiku, milles moodame
entroopiat; kiimnendlogaritmi puhul rdidgime kiimnendiihikust
(seda kasutame ka edaspidistes néidetes), aluse 2 puhul kahend-
tthikust ehk bitist jne. Esitatud valemist jireldub, et entroopia on
mittenegatiivne, kusjuures nulliga vordub ta ainult juhul, kui ks
toendosustest p; on vordne iithega ja {ilejddnud vorduvad nulliga.

Nédide 1. Olgu kalseks A taringuvise, kusjuures siindmusteks
A; (i=1,2, ..., 6) on vastavalt { silma véljatulek.

Kui tiring on korrapérane, siis on koik kuus voimalikku siind-
must vordtoenédosed ja iihel viskel mingi konkreetse silmade arvu
i véljatuleku toendosus on

pi= —é

Katse A entroopiaks saame sel juhul

6
HA)=— 3 p; logpi=—6~iﬁlog—lﬁ=10gez 0,778.
=1
Nédide 2. Olgu katseks B jallegi tdringuvise, kuid tdringuga,
mis pole enam korrapédrane. Oletame, et meil on onnestunud
teada saada iga voimaliku silmade arvu viljatuleku toenédosus.
Esitame need toendosused jargmise tabeli kujul:
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Silmade arv i ‘ 1| o2 ‘ 3 l 4 | 5 | 6°

Toendosus p;, '0,1 04 |o,12 | 02 |008 | 01

Shannoni valemi pohjal avaldub entroopia sel korral jargmiselt

H(B) = —0,1 log 0,1 —0,410og 0,4— 0,12 10g 0,12 — 0,2 10g0,2 —
— 0,08 10g 0,08 — 0,1 log 0,1 =
= 0,140,159 + 0,110 + 0,140 + 0,088 4- 0,1 = 0,497.

Vorreldes katseid A ja B ndeme, et kuigi siindmuste arv on
molema katse puhul vordne, ometi on entroopia teisel juhul tun-
duvalt viaiksem. See asjaolu on hédsti seletatav, kui tuletada meel-
de, et entroopia viljendab katse midramatust. Tabelist ndeme, et
kahe ja nelja silma viljatulek viskel on teistest tunduvalt toe-
ndosem, mistottu katse B tulemuse kohta voime palju tdpsemaid
prognoose teha; katse B tulemus on rohkem ette mdidratud, kui
seda on katse A oma.

Saab toestada, et n siindmusest koosneva siisteemi entroopia
on maksimaalne siindmuste vordtéendosuse Kkorral; entroopia
vaartus avaldub sel juhul jargmiselt:

H=— g’—l— 100i = —logi= logn
=n "an n )

Entroopia moiste edasiarendamiseks keerukamatele siisteemi-
dele iildistame entroopia moiste kahest sdltumatust siindmuste
slisteemist koosneva liitsiisteemi jaoks. Teatavasti on kaks siind-
muste siisteemi s6ltumatud, kui iihe siisteemi iga siindmus on sol-
tumatu teise siisteemi mistahes siindmusest.

Soltumatute siindmuste siisteemidena voib vaadelda nédidetes
I ja 2 kirjeldatud katseid A ja B. Toepoolest, iihel tdringul vilja-
tulev silmade arv ei soltu teise tdringuga saadud silmade arvust.

Ilmselt sellistes siindmuste siisteemides ei vdhenda ega suu-
renda iihe siisteemi méaramine teise siisteemi mddramatust ja loo-
mulikult on kogu siisteemi entroopia vordne iiksikute katsete ent-
roopiate summaga.

H(AB) = H(A)-+ H(B).

Praktikas esineb aga sagedamini olukord, kus iihe katse mingi
tulemuse téendosus soltub teise katse tulemusest. Selliseid katseid
ja neile vastavaid siindmuste siisteeme nimetatakse soltuvateks;
nende néiiteks voiks olla jargmine situatsioon. Olgu meil kaardi-
pakk 52 kaardiga. Votame sellest juhuslikult vélja algul iihe
kaardi ja seejirel teise. Kergesti voib 1dbi ndha, et toendosus sel-
leks, et teine kaart oleks punane (p,) (v6i must (p,)) soltub sel-
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lest, mis vérvi oli esimene véljavoetud kaart. Oletades, et -esimene:
kaart oli punane, saame teise kaardi jaoks téendosused

25 . 26

1 12 P=rEr

Juhul, kui esimene kaart oli aga must, tulevad vastavad toce-
naosused

Pp =

‘36_ ia —-.2_5_.

Tuues iiksikute siindmuste jaoks sisse tdhistused: esimene kaart
oli punane —A,, must —A,, teine kaart oli punane —B,, must —
B,, voime eelnenud toendosused vastavas jirjekorras kirjutada

p(Bi/A) = —— 25 (loetakse: siindmuse B; toendosus tingimusel,

et toimus siindmus A,),

26 26 . 25
P(BZ/A1)=-5—, p(Bi/As) = —— T p(Bz/Az)=~ET

Esitatud suurusi nimetatakse tinglikeks toendosusteks, neid kasu-
tades saab leida néditeks tdendosuse, et molemad pakist voetud
kaardid osutuvad punasteks

1 25 25

p(AiBi) :p(Ai) 'p(Bl/Ai) '-_—"7'—51—: W

Tutvunud pogusalt linglike tdoendosuste moistega, vaatleme
jargnevalt, kuidas nende abil tuuakse sisse tinglik entroopia. Olgu
meil antud tdielikud siindmuste siisteemid: A siindmustega A;, i =
=1, 2,..., mja B siindmustega B;, j=1, 2, ..., n. Olgu siind-
muste AL- esinemise toendosused p(4;) ja tinglikud toendosused

p(B;/A:) (iga j ja i korral).

Shannoni valemi p6hjal saame analoogiliselt tavalise entroopiaga
arvutada siisteemi B tingliku entroopia tingimusel, et toimus
stindmus A;:

Ha, (B) = — z p(B3/As)log p(Bi/As).
Siisteemi B keskmine tinglik entroopia H,(B) siisteemi A suhtes
arvutatakse valemiga
Ha(B)= _z':"ip (A1)- Ha (B),
millele voime, kasutades HA;(_B) avaldist, anda kuju
Ha(B)=— 3! p(A:) 3 p(Bi/As)log p(Bi/As).

i=1 i=1
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Toendosusteooriast tuntud valemite
- p(AiBj) = p(A:) - p(Bj/Aq)
]
,. .
ﬁ; p(AiB;) = p(4i)
pohjal saame seosed
Ai)p(A:B

Ha(®) =3 3 PEIFEE og p(4:8,)— log p (A1) ] =

== —me 3 p(A:B;)log p(AiBj)—

i=1 j=A

—ﬁﬁ’ip(AfBj)logp<Ai)= H(AB)— H(A).
‘Seega oleme] joudnud tulemuseni
Ha(B)= H(AB)— H(A), (D)
millest kergesti jidreldub valem kahest soltuvast katsest koosneva
siisteemi entroopia arvutamiseks
H(AB)= H(A)+ Ha(B).
On toestatav 2, et entroopia ja tingliku entroopia vahel kehtib

vorratus
0 < Ha(B)<< H(B), 2)

‘kus vordus H,(B)=0 esineb juhul, kui katse A méiédrab iiheselt
katse B tulemuse, s. t. kui igale katse A siindmusele A; vastab
ithega vordse toendosusega mingi katse B siindmus B;; H,(B)=
== H (B), kui katsed A ja B on sbdltumatud.

Kasutades entroopia moistet vdoime mairatleda informatsiooni
hulga moiste. Informatsiooni hulgaks siindmuste siisteemide A ja
B vahel nimetatakse suurust /(A4; B), mis arvutatakse valcmiga:

[(A; B) = H(B) — Ha(B);

Sisuliselt moodab informatsioon katse B entroopia védhenemist
katse A teostamise tagajarjel. Seosest (2) jéreldub vahetult vor-

ratus:
I(A; B) = 0.
Valemi (1) abil saame informatsiooni hulga arvutamiseks teise
velem I(A; By = H(A) + H(B) — H(AB),
millest jareldub informatsiooni hulga siimmeetrilisus
I(A; B) = I1(B; A).

2 Vt. niditeks A. Feinstein. Foundations of information theory. New
York-Toronto-London, 1958.
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Entroopia ja informatsiooni hulga mdisted on laiendatavad ka
loenduvast hulgast siindmustest koosnevatele siisteemidele ja
pidevatele juhuslikele suurustele.

Lopuks esitame veel paar ndidet informatsiooniteooria pGhi-
moistete voimalike rakenduste kohta.

Mitmed psiihholoogid on teinud paljudes variatsioonides jarg-
mist eksperimenti. Katsealuse ette lauale seati teatud arv (kuni
kiimme) vérvilist lambikest ja nuppu. Mingi lambi siittimisel pidi
katsealune vajutama vastavalt lambi varvusele iihele tema ees
olevatest nuppudest. Reageerimisaeg, s. o. aeg, mis kulus lambi
siittimisest nupule vajutamiseni, moodeti. Muutes lambikeste arvu
ja erineva varvusega lambikeste siittimise sagedust, muudeti katse
entroopiat. Katse tulemuste analiiiisimisel selgus huvitav tésiasi
— keskmine reageerimisaeg oli (katsevigade piirides) lineaarses
sOltuvuses katse entroopiast. Analoogilised katsed masinakirju-
tajate ja pianistidega, kellele anti vastavalt kirjutada juhuslikest
tihtedest mottetut teksti ja midngida «mottetuts muusikapala, kin-
nitasid veelgi sellise s6ltuvuse olemasolu.

Informatsiooniteooriat kasutatakse laialdaselt ka keele uurimi-
sel, kuna keelt iseloomustavaid informatsiooniteoreetilisi suurusi
saab dra kasutada néiteks suulise voi kirjaliku kone edasiandmi-
sega seotud probleemide tehnilisel lahendamisel. Kirjakeele liht-
saimaks iihikuks on tdht. On huvitav teada, milline hulk infor-
matsiooni langeb keskmiselt iihele tdhestiku tdhele. (See on arvu-
liselt vordne tdhestiku entroopiaga). Koige jdmedamaks ldhene-
misviisiks esitatud kiisimusele on arvutada otsitav suurus 7, 1dh-
tudes tdhtede arvust tidhestikus, lugedes esimeses ldhenduses koigi
tdhtede esinemised vordtoendosteks. Nii tuleb néiteks inglise kee-
les iithe tdhe kohta informatsiooni

Iy = log 27 = 1,43 kiimnendiihikut.

(Logaritmitav arv on 27, kuna tdhestik ise sisaldab 26 tdhte ja
peale nende on kasutamisel veel tithik sdnade vahel.)

Saadud vaartust voib vaadelda ainult kui tegeliku informat-
siooni hulga iilemist toket, sest keeles ei esine koik tdhed vordse
{oendosusega. Niiteks eesli keeles voib kohata tdhte «e» tunduvalt
sagedamini kui tdhte «ii». Jérelikult saame iihe tdhec kohtla tuleva
informatsiooni hulga jaoks tdpsema hinnangu, kui arvutame iga
tdhe esinemise toendosust. Nii on sel korral inglise keele iihe tdhe
kohta tulev informatsioon keskmiselt

Ji = 1,21 kiimnendiihikut.

(Eesti keele kohta tdpsemad andmed kahjuks veel puuduvad.)-
Veelgi paremaid tulemusi saame, kasutades tdhepaaride, tdhe-
kolmikute voi pikemate tdhekombinatsioonide esinemise sagedusi,
kuid enam kui nelja tdhe korral valmistab nende sageduste leid-
mine t66 mahukuse tottu raskusi isegi tdnapdeva kiireiinatele
arvutitele.” ' ’ '
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Selline tdhe kohta tuleva informatsiooni hulga uurimine on
aluscks huvitavatele, seni kiill veel iisna algstaadiumis olevatele
tulemustele kirjandusteoste stiili uurimisel. Nimelt selgub, et
informatsiooni hulk iihe tdhe kohta on oluliselt erinev erinevat
laadi teostes. Koige véiksem on see harilikult teaduslikes kirju-
tistes ning seda just viimaste lakoonilise ja suhteliselt vaese
sonavara tottu. Kuid ka ilukirjanduslike teoste sellelaadilisel uuri-
misel tulevad ilmsiks vordlemisi suured erinevused. Kindlaid eri-
nevuste piire ja jarjestust veel muidugi anda ei saa, ometi vdib
oelda, et vdhim informatsioon keeleithiku kohta peitub klassikali-
ses stiilis kirjutatud luules. Pohjuseks on siin formaalsed kitsen-
dused luuletusele riimi, varsimoodu jne. ndol. Tdhe kohta tuleva
informatsiooni hulga suhtes voib pidada sammuks edasi vaba-
véarssi, milles autoril on voimalus vabamalt, ilma klassikalise ran-
guseta avaldada oma motteid ja pakkuda enam ootamatusi.

Koige korgemal astmel «informatiivsuse» jirgi asuvad mui-
dugi proosateosed, kuid ka need ei mahu koik iihte kitsasse laht-
risse, sest autori voimed ja teose iseloom on siin paljudel juhtudel
erinevad. Teosed, mille keel on lakooniline, milles siindmused {oi-
muvad rahulikult, paistavad silma informatsiooni vdhese hulgaga.
Seevastu teoseid rikkaliku sOnavara, eredate viljendite, kiirelt
toimuva ja poneva siindmusega iseloomustab suur informatsiooni-
tihedus.

Nagu juba oeldud, leiab informatsiooniteooria laialdast raken-
damist tdnapdeva paljudes teadusharudes, kuid koigi nende voi-
maluste vaatlemine viiks kédesoleva artikli raamidest vilja.

N. WIENERI MOTTEID

Uks tihtsaist probleemidest!, millega me tingimata tulevikus kokku puu-
tume, on probleem inimese ja masina vahclisest suhtest, probleem inimese ja
masina funktsioonide madramisest. Esimesel pilgul tundub, et masinal on terve
rida i1lmseid eeliseid inimese ees. Toepoolest, masin té6tab kiiremini... Arvulus-
masin voib ihe pdeva jooksul teha nii palju (66d, nagu suudaks terve arvula-
jate brigaad aasta jooksul, kusjuures masin arvutab minimaalse vigade arvuga.

* [ ] *

Andke inimesele, mis inimlik ja arvutusmasinale, mis masinlik.

! Hiljuti ilmus Moskvas kirjastuse «Progress» viljaandes kiiberncetika
rajaja Norbert Wieneri viimase raamalu «Looja ja robot» venekeelne tolge.
Selles raamatus vaatleb autor pohilisell kolme probleemi a) oppivate masinale
probleemi, b) masinale paljunemise probleemi ja c¢) inimese ja masinate vahelise
?l?hgeﬁ)probleemi. Toodavad karped périnevadki nimetatud raamatust (vt. samuti
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RAAGIME KUJUNDITE ERISTAMISEST

A. Riesen

1. Huvitav iilesanne

Alljargneval joonisel ndeme ruutude sees kolme kujundit. Mida
on siin kujutatud?

A 8 c

Kaks esimest (A ja B) tunneme kohe &ra, need on numbrid 7
ja 9. Kahllusi tekitab kolmas. T#helepanelikumal silmitsemisel
leiame temas sarnaseid jooni nii 7 kui ka 9-ga. Moni kannata-
matu inimene lahendab {ilesande lihtsalt — kriips on kujundil
nagu 7-1, kiillap ta siis 7 on. «Aga», {itleb skeptik, «voib-olla
pole iildse tegemist numbriga. Minu arvates...»

Vaib-olla on oigus iihel, vdib-olla teisel. Uks on aga selge —
tahes-tahtmata hakkasime tundmatut kujundit vordlema tuntuga.
Ja kiillap nii ongi koige oigem.

Kécsolev artikkel tutvustab lugejale voimalust tekkinud kit-
sikusest vidlja pddseda matemaatiliste meetodile kasutamisega.
Jutt on kiiberncetikas hiljuli tekkinud uuest suunast — kujundite
eristamisest.

2. Kujundite eristamisest

Kuna elcktronarvutid tungivad iiha kiiremini meie igapdeva-
sesse ellu, kasvab vajadus selliste vahendite jirele, mis voimalda-
vad inimesel masinaga suhelda. Meile on vaja arvuteid, mis loe-
vad masina- ja késikirjalist teksti, arvuteid, mida juhitakse hda-
lega, iihest keelest teise t{dlkimise masinaid jne.
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Huvitav on mérkida, et paljudel juhtudel peavad arvutid lahen-
dama iilesannet, mis on analoogiline punktis 1 kasitletuga. Nii-
teks kasikirja lugemisel peab arvuti koiki t&hti jdrjekorras vord-
lema oma maélus salvestatutega. Tédpsemalt — arvuti «tunneb»
teatud hulka tdhtede «a», «b», ... erinevaid kujusid ja lahendab
iilesannet: missuguse tdhega sarnaneb koige enam tundmatu
kujund.

Olgu meil tegemist kellegi poolt hddldatud konkreetse sonaga,
kellegi kiekirjaga voi mone ohtliku situatsiooniga. Me iitleme, et
see sona on iiks element klassist, mille moodustavad koik selle
sona haddldamise variandid eri inimeste poolt. Klassideks on ka
mingi inimese suvalised kirjutised ning koik situatsioonid, mida
voiks nimetada ohtlikeks.

On selge, et enne, kui me saame hakata tundmatut kujundit
paigutama fiihte voi teise klassi, peavad viimased olema kindlaks
maaratud. Selleks me uurime paljusid elemente ja piifiame nen-
des leida {ihiseid omadusi. See on iildine protsess ja moodustab
tulevase klassi sisu, sest klassiks ehk kujundiks me nime-
tame elementide hulka, millel on teatavaid iihiseid tunnuseid.
Klasside moodustamise protsessi nimetame kujundi vdlja-
valimiseks [2L

Kujundieristamisena {2] moistame tundmatute objek-
tide voi situatsioonide paigutamist iihte paljudest vdimalikest
klassidest (kujunditest).

Jédrelikult on kujundi eristamine seni vaatlemata objekti pai-
gutamine mingisse klassi selle objekti omaduste vordlemise teel
klassi liikmete ithiste tunnustega. Nditeks kone ja muusika puhul
seisneb kujundi véljavalimine nende sisemiste karakteristikute
leidmises, mille poolest kone ja muusika teineteisest erinevad;
kujundi eristamisel aga kasutatakse vahendeid, mis rakendavad
leitud karakteristikuid.

Kujundite véljavalimise ja eristamise meetodeid v&ib jagada
kolme gruppi. Esimese grupi puhul teostab kujundi véljavalimise
protsessi inimene, kujundi eristamise aga arvuti. Tulemused on
siin tunduvalt originaalsemad kui teisel juhul, kus ka kujundi
viljavalimise teostab arvuti. Kolmanda grupi puhul {ihendatakse
kujundi véljavalimise ja eristamise iilesanne iihiseks optimaalse
lahendi v6i optimaalse klassifikatsiooni leidmise iilesandeks.
Arvuti Opetatakse kujundeid vélja valima. Niiteks muusika- ja
konehelide eristamise iilesande puhul tuleb uurida iihtesid ja teisi
kujundeid kasvoi heli vonkumise seisukohalt ja leida nende kirjel-
dus sellises vormis, et konehelisid voiks eristada muusikahelidest
vigade minimaalse toendosusega.

Kujundite eristamise iilesande puhul kitsamas mottes esita-
takse kaks probleemi:
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I. Minimiseerida tundmatu kujundi ja klassi ilhiste tunnuste
arvu nii, et jdrgnev eristamisprotsess oleks lihtsam.

2. Leitud tunnuste pOhjal paigutada tundmatu kujund iihte
paljudest klassidest.

Kujundite eristamise teadusharu on vdga noor. Vaatamata sel-
lele ootavad tema tulemusi pikisilmi teised teadusharud. Viimase
viie aastaga on artiklite arv kujundite eristamisest kasvanud
tohutu suureks. Uus teadusharu on vajalik koikidele: meedikutele,
bioloogidele, geoloogidele, psiihholoogidele, kohtuekspertidele jt.
Illustreerime seda mone nditega.

Suurest Isamaas6jast on méddunud iile kahekiimne aasta, kuid
tema tummad tunnistajad — {ihishauad on sédilinud. Kes on {ihis-
hauda maetud? Kas mehed voi naised? Noored voi vanad? Mis
rahvusest inimesed? Sailinud jdanuste abil, vottes appi kujundite
eristamise uusimad meetodid, voib nendele kiisimustele ammen-
davait vastata.

Keegi arheoloog avastas siigaval kaljude vahel tundmatu
looma jéljendi. Leidu pildistatakse ja moddetakse. Saadud andmed
tema kohta antakse elektronarvutile. Arvuti voib anda vastuse,
missuguse lirgloomaga jiljend koige enam sarnaneb.

Eesti kalurid piifiavad kilu Soome lahes, Riia lahes ja ava-
merel. Nendest kolmest kohast piiiitud kilud pole péris sarnased.
Neid voib jagada ligikaudu kuude klassi (osa klasse tekib iile-
minekukohtade kiludest) nendele iseloomulike tunnuste jargi. See
annab voimaluse juhusliku piiiitud kilu paigutamiseks iihte nen-
dest klassidest. Vaatlusandmete pohjal voib arvutada kilude ran-
nuteed, mis kalamecestele mitie sugugi tdhtsusetu pole.

3. Kujundi eristamise algoritm

Juhime niiiid lugeja tdhelepanu sellele, et kujundeid A, B ja
QC punktist 1 voiksime esitada kujul.

O O 00 O o0 CO 00000000
(o) [eNe o) 00
00 00 O O O
o0 00 O [oXe]
o0 00 o oo
o0 O 00O [eXe}
Q0 O 000 [eRe]
DO OO0 00 0O 00
00 0C 00 ¢ [oNe]
Q0 00 00 00 OO0 00 O o0
A g' C’

Numbri 1 kirjutame ruudukesse, kui kujund tdidab iile 50%
tema pinnast. Niiid on lugejal kerge veenduda, et punktis 1 esi-
tatud iilesanne on edaspidise uurimuse iseloomulikuks néiteks.
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Olgu meil tegemist kahe klassiga &, ={x'} (i=1, ..., m) ja
Xo={x'} (i=1, ..., n), mis koosnevad samadxmcnsnonaalsctest
vektoritest, mille koordinaatideks on ainult arvud 1 ja 0. Peale
selle olgu anlud samadimensionaalne vektor x, mille kohta me ei
tea, kumba klassi ta kuulub. Olgu niileks klassid jdrgmised:

%X, 0000011000 % 0011001111  x 1111001101

1010000010 0001010100
ITH1101111 0111101000
ororiioiot 1100110011

Siin m=n=4. Kujundite eristamise algoritm {1] on jérgmine.

Liidame klassi X, igale veklorile x;! veklori x, kusjuures vas-
tavad koordinaadid liidame mooduli 2 jargi (liilmine mooduli 2
jargi on definecritud seostega 1 4+ 1=0, 1—|—0— I, 04 1=1 ja
0+ 0=0). Saame nn. vordlusvektorld x;!, mis moodusta-
vad uue klassi

X1:1111010101
0101001111
0000100010
1010111000

Analoogiliselt leiame ka vektorite x,2 ja x vordlusvekiorid X2
Saame klassi

%2 : 1100000000
1110011001
1000100101
0011111110

Iga vordlusvektori jdrele kirjutame temas nulliga vorduvate
koordinaatide arvud ;! ja 2 (i= 1, ..., m; k=1, ..., n)

% 1111010101(3) X5 1100000000 (7)

0101001111 (4) 1110011001 (4)
0000100010 (8) 1000100101 (6)
1010111000 (5) 0011111110(3)

On lihtne taibata, et mida suurem on arv vérdlusvektorites X!
voi vordlusvekioriles ¥,2, seda suurem on sarnasus vektorile x!
ja x vahel (vastavalt x;2 ja x vahel).

Lelame niiid summad E(%i)—Za, ja E(Iz):j’ahl.

Saame E(’ei) =34+448+5=20ja E(¥s) =7+44+6+43=
= 20.
On mbistlik lugeda, et kui E(%1) > E (%), siis x =%, kui aga
E(%1) < E(X2), siis x = Xa.
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Et ka praegusel juhul, kus E (%Xi) = E(X:), mingit otsust teha,
vCtame mingi raja T, {0, 1, 2, ..., M} (To=0, T1=1, ...,
Ty=M) jaleiamesummad E(X1) = 3 ait ja E(X2) = X ax’

a:i' >T; ar?>2T;

Seega T; on arv, millest vidiksemad liidetavad a:i! <<T; ja
ay? << T; me summas E(%;) ja E(X2) jdtame éra.

Voime o6elda, et me hakkame veklorit x vordlema klasside
X, ja %, parimate esindajatega, jdtles vaatlusest vélja véaheiitle-
vad veklorid. Nii nditeks T;=25 korral E(¥,)=5-4+8=13,
EX;))=7+6=13;, T;=6 puhul E(X)) =8, E(X) =6-47=
=13 ja x = X..

4. Tunnuste minimiseerimise algoritm

Kujundite eristamise puhul kasutatakse veel algoritmi [1], mis
voimaldab vihendada klasside X, ja %, ning veklori x koordinaa-
tide arvu. Piiiilakse eristada vektorite sellised koordinaadid, mis
viahe iseloomustavad klasse ja vektorit, millega meil on tegemist.
Kui néiteks klasside

%; 0000011000 ja X, 0011001111

1010000010 0ot1001111
1111101111} 0111101000
0101110101 1100110011

puhul osutub, et kuues koordinaat annab meile vihe klassidele
ja vektorile iseloomulikku ja me saame ldbi ilma lemata, siis
vaatleme edasi klasse kujul

%’y 000001000  %’p 001101111

101000010 000100100
INREERNR N 011111000
010110101 110010011

ja vektorit x kujul 111101101,

Siarast protsessi me nimetame tunnuste minimiseeri-
misecks.

Vaalleme niiiid tunnuste minimiseerimise algorilmi. Etappide
kaupa olcks sce jargmine.

1) Leiame klassi x; klassisisesed vordlusvektorid. Selleks lii-
dame klassi X, igale vektorile x;! mooduli 2 jargi jargimooda koik
iilejaddnud selle klassi vektorid ja kirjutame saadud {ulemused
iiksteise alla. Saame klassi

X1 1010011010 = x! 4 x!
LLTTTI01T ] = X1 4- X2
0101101101 = x1 4 x!
0101101101 = x% + 1
HILITI01N T == X1 4 !
1010011010 = x} 4 x!
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m(m—1)
——

2) Leiame analoogiliselt X, klassisisesed vordlusvektorid. Moo-
dustub klass

kusjuures vektorite arv uues klassis ¥;; on Ny =

Xz 0010011011 = 22 4 x3
0100100111 = x2 + x2
ILITI11100 = %2+ 22
0110111100 = x2+ x
1101100111 = x%+ x2
1011011011 = x2 4 x2

n(n 2:—1—)— vektorist.

3) Leiame X, ja ¥, klassidevahelised vordlusvek-
torid, liites X, igale vektorile mooduli 2 jiargi ¥, koik vektorid.
Saame klassi

mis koosneb Ny =

¥12 0011010111 = x! - x2
0001001100=x11+x?2
0222220000 = xlI -+ xza
1001001101 = x11+ xi
1001001101 =x12+ xz;
1011010110 = x} - x2
1101101010 = x} 4 x2
0110110001 =x‘2—[— xi
1100100000 = x + x*
1110111011 = x! 4 %2
10000001 11 = x% 4 %2
0011011100:x!.4+xi
0110111010=x;+ "f
0100100001 = x’q—|— x;
0010011101 = x + x2
1001000110=x14—|— xi

Klassidevahelisi vordlusvektoreid on arvult Nyjg=m - n.

4) Leiame niiiid klasside X1, X2 ja X12 puhul vastavad suuru-
sed aijg, a2 ja a2 (p=1,... Ny, r=1,...,Np, s=1...,Np),
mis naitavad vektorite nulliga vorduvate koordinaatide arvu.
Saame
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a! =95, ail=1 a'!=4, a'=4, a'=1, al'=5;
a2=05, a2=05, aZ2=2, a®?=4, a2=3, aZ = 3,
a?=4, a?=7, a?=5 a?=4, a2=5 al2=4,
a?=4, af=35, af=17 a2=2 al2=6, al2=35,
a?=4, a2=7, ali=35, a2=6.

5) Edasi leiame klassi ¥y kuuluvate vektorite (olgu nad tahis-
tatud X (p=1,... Niu)) summa vektori x;* tavalises mottes.

Nll
Saame x* = Z’xi; = (4444444444).

p=1
6) Analoogiliselt leiame klassi #2 kuuluvate vektorite x2
(r=1,...,Ny») summavektori x;* tavalises motles: xo* =

N
= 3 x%2 = (3443444444).

r=1

Meenutame siinjuures, et praeguse algoritmi esimesel ja teisel
etapil oli meie eesmirgiks leida klassi iga vektori vordlusvektor
koigi iilejddnud selle klassi vektoritega. Tegelikult leidsime me
aga poole vdhem vordlusvektoreid, sest vorreldes niiteks esimest
vektorit teisega, saame sama tulemuse kui vorreldes teist esime-

sega. Niisiis N“=m2_—1) vordlusvektori asemel peab meil neid
olema 2N;;=m(m — 1) ja Ny asemel 2Ny =n(n—1). Seda
arvestades avalduvad 1oplikud summavektorid kujul

1% — (8888888888) ja 2x,* — (6886888888).

7) Leiame ka klassi ¥, kuuluvate vektorlte X2 (s=1,

, Ni2) summavektori xo* tavalises mottes: x;* = (8888888888)

8) Missuguseid klassi omadusi iseloomustavad vektorid 2x1* =
— (8888888888) ja 2x,* = (6886888388)? Meenutame, et nende
vektorite mingi koordinaat on saadud vastava klassi vordlusvek-
torite selles koordinaadis olevate l-de summana. Arv 1 tdhistab
aga seda, et vektorid, mida vorreldi, ei olnud selle koordinaadi
jargi vordsed.

-Et X,; puhul on vorreldud Kklassisiseseid vektoreid, siis mida
suuremad on 2x;* koordinaadid, seda vahem sarnanevad klassi %,
veklorid omavahel. Seega x,* iseloomustab koordinaatide kaupa
klassi X, omandolisust. Analoogiliselt teeb seda klassi ¥, suhtes
veklor 2xp*.

Veklori x;2* puhul meenutame, et tema koordinaadid on saa-
dud klassidevaheliste vordlusvektorite iithega vordsete koordinaa-
tide liitmisel. Seega ta iseloomustab koordinaatide kaupa klasside
X, ja Xy vektoritevahelist erinevust.
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K&ike seda arvestades nimetame edaspidi vektoreid 2x,* ja 2x,*
klassisisesteks erinevusvektoriteks, vektorit x;o*
aga klassidevaheliseks erinevusvektoriks.

Juhul, kui klassidevahelise erinevusvektori mingi koordinaat on
suurem kui klassisiseste erinevusvektiorite samade koordinaatide
summa, siis iseloomustab see koordinaat histi klasside erinevust,
nende spetsiifikat. Selle koordinaadi jilame klassides %, ja ¥, ning
vekloris x alles. Ulejddnud koordinaadid vdime ira jétta.

Niisiis, 6eldut arvestades tuleb arvutada

® _ * ___ | —
x5, 2)61 2xz = X;.

9) Toome niilid uuesti sisse raja T;= {0, 1, ..., M} (To=
=0, ... Ty=M) ja leiame vektorid x*, x* ja x* sellisc arves-
tusega, et kui mingi vektori puhul klassidest X1, X2 ja Xi2 pole
vaslavalt rahuldatud tingimused at>2T;, a?>=T;ja a2 = Ty,
siis neid vektoreid me x¥ x* ja x* leidmisel ei arvesta.

On selge, et T; erinevalel viirtustel saame erinevad vektorid
x%, x% ja x%¥, ja jdrelikult ka erinevad vektorid x;.

M M
10) Leiame S = 3 x;; ja St = 3 x;; . Suuruse S all mois-
j=1 i=1 x4 20
tame vektori x; koordinaatide summat, S* all aga x; positiivsete
koordinaatide summat.
Andes rajale T; vdirtusi, leiame vastavad S vdirtused. Kuna
S tahistab vektori x, koordinaatide summat, siis 8) pohjal tuleks
tunnuste minimiseerimiseks kasutada seda vektorit, mille puhul
S = max{S} voi — veel parem — vektorit, mille puhul S*=
— max{S*}, sest S korral voib juhtuda, et mingi absoluutvdartu-
selt suur negatiivne arv «rikub dra» meie valiku. Sisuliselt tdhen-
dab selline valik, et just selle T; vdirtuste korral valitud alam-
ruum iseloomustab koige paremini antud klassi.
Niisiis, andes T;-le védartusi 0, ..., 10, saame tabel-maatriksi.

Teabel I.
T i 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9, 10. S S+
0 —6 —-8 —8 —6 — 8 — 8 —8 —8 —8 —8 —76 0
1 -6 - 8 -8 —6 — 8 —8 —8 —8 —8 —8 —76 0
2 -2 —4 —4 —2 —4 —4 -8 —4 —4 —4 —40 O
3 -1 -3 =3 o -3 -3 —7 —2 —5H5 —5 —32 0
4 3 —1 -l 4 —1 —-1 -5 0 —1 -l —4 7
5 0 2 —2 5 2 —2 =2 4 —6 1 2 14
6 3 2 0 2 2 0 1 3 2 2 17 17
7 1 2 0 1 2 0 | 1 0 1 9 9
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

S
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Vekiorid x; moodustavad maatriksi read. Jdlgides S ja S*
veerge, niacme, et T;=6 korral on S=17, St=17, s. 0. kodige
suurcmad. Vektoritel x;!, x,% ja x voime vilja jatta 3. ja 6. koordi-
naadi. Saame

X’y 00001000 ‘» 00101111 x 11101101

10000010 00100100
INRRRRAY! 01111000
01110101 11010011

5. Kujundi eristamine kolme klassi puhul

Kui meil on tegemist kolme klassiga
%, 0000011000 %, 00L1001111 X3 1010111000

1010000010 0001010100 0111101000
IRRRSIUNEE! 0111101000 1100110011
0101110101 1100110011 1111101111

ja uuritavaks vekioriks on x = (1111001101), siis toimub koik
analoogiliselt kahe klassi juhuga kuni tabel-maalriksile leidmi-
seni (lunnuste minimiseerimise algoritm tehakse ldbi klasside %,
ja X, jaoks, siis X; ja X3 jaoks ning lopuks X, ja X3 jaoks. Saa-
dakse kolm tabel-maatriksil). Meie klasside korral

X, 1010011010(5) 25, 0010011011(5) X33 1101010000(6)

LELTTIOTTE(T) 0100100111(5) 0110001011 (5)
0rol1o1 101 {4y THELLTE100(2) 0101010111 (4)
0101101101 (4) 0110111100(4) 1011011011 (3)
TLETETONTL(L) 11011001 11(3) 1000000111 (6)
1010011010(5) 1011011011 (3) 0011011100(5)

¥ = (4444441444) X% = (3443444444)  x* = (3334043344)

X2 0011010111(4) ;3 1010100000(7) Xo3 1001110111(3)

0001001100(7) OL11110000(5) 0100100111 (5)
0111110000(5) 1100101011 (4) ITHT1100(2)
1100101011 (4) Lol (t) 1100100000(7)
1001001101 (5) 00001 11000(7) 1011101100(4)
1011010110(4) 1101101010(4) 0110111100(4)
1101101010(4) 0110110001 (5) 1101100111 (3)
0110110001 (5) 0101101101(4) 1110111011 (2)
1100100000(7) 0101010111(4) 1101010000 (6)
T110111011(2) 10000001 1 1 (6) 1011011011 (3)
1000000111 (G) 0011011100(5) 0000000000 10)
0011011100(5) 0000000000(10) 1000000111 (6)
0110111010(4) 1111001101 (3) 0110001011 (5)
0100100001 (7) 0010011101 (5) 1011011011 (3)
0010011101 (5) 10010001 10(6) 0000000000(10)
10010001 10(G) 1010011010(5) 0011011100(5)

x* = (8888888888)  x9 = (8888858878) x;3=(10.88888888)

Klasside %, ja ¥, jaoks on meil tabel-maatriks leitud (vt. tabel
1). Klasside %, ja X3 jaoks saame tabel-maatriksi
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Tabel 2.

T i 1 2 3 4 5. 6 7 8 9 10 S S+
0 —6 —6 —6 —8 o -8 —6 -6 —9 —8 —63 0
1 —6 —6 —6 -8 o -8 — 6 —6 —9 —8 —63 O
2 -3 -3 -3 —5 3 -8 -6 -3 —6 —5 —36 3
3 -3 —-3 —-3 —5 3 - § -6 -3 —6 —5 -3 3
4 —2 —4 -2 4 3 -3 -5 —4 —4 —4 29 3
5 —4 —2 -2 I 4 —2 —4 0 —5 —1 —I7 4
6 —1 —2 I -1 2 —1 1 0 0 —l1 —2 4
7 1 0 1 1 2 1 1 0 0 0 7 7
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o
Klasside %X, ja %3 jaoks aga saame tabel-maatriksi

Tabel 3.
T, L. 2 & 4 5 6 7 8 9 10 S St
0 —2 —6 —6 —6 o -8 - 6 —6 —8 —8 -5 0
1 —2 -6 —6 —6 0 -8 —6 —6 —8 —8 —5 0
2 —2 —6 —6 —6 o -8 —6 —6 —8 —8 —5 0
3 —2 -6 —6 —6 o -8 —6 -5 —9 —9 —57 0
4 0 —5 —4 -3 0O —7 —4 -5 —7 —7 —42 0
5 —1 —2 —4 -2 0 4 —4 —3 —5 —5 —30 0
6 —1 0 1 0 I 0 1 0 —1 —1 0 3
7 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 3
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

Edasi leiame nende kolme tabel-maatriksi summa

Tabel 4
Ti 1 2 3. 4 5 6. 7 8. 9 10 S S+
o —14 —20 —-20 —20 —8 —24 —20 —20 —25 —24 —195 O
1 —14 —20 —20 —20 —8 —24 —20 —20 —25 —2¢ —195 O
2 —7 —13 —13 —13 —1 —17 —20 —13 —I18 —17 —132 3
3 —6 —I2 —12 —II 0 —16 —19 —10 —20 —20 —125 3
4 1 —10 —7 -3 2 —I1 —14 —9 —I2 —12 —75 10
5 -5 —2 -8 2 6 —8 —I0 1 —16 —5 —45 18
6 1 2 2 3 5 I 3 3 1 1 24 27
7 3 3 1 2 5 1 2 1 0 1 16 19
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tulemusmaatriksi veerg S* omandab maksimaalse vairtuse 27,
kui T; = 6. Sellele vastab vektor ehk maatriksi rida (1223513311).
Nagu ndha, voime vektorite klassidest ¥;, X, ja X3 ning vektoril x
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1, 6., 9. ja 10. koordinaadi dra jitta, sest need koordinaadid ise-
loomustavad vdhem antud klasse ja antud vektorit kui teised koor-
dinaadid. Seega saame jidrgmised viiedimensionaalsete vektorite
klassid:

X’y 000000 %> 011011 %’s 010110 x 111011

010000 001001 111110
INRRNN! 111110 100100
10110t 100100 111111

Rakendades punktis 3 1oodud algoritmi T;== 10 korral, saame

¥y 111001(2)  ¥» 100000(5) X's 101101(2)

101011 (2) 110010(3) 000101 (4)
000100 (5) 000101 (4) O11111(1)
010110(3) OlL1T1(1) 000100 (5)

millest E (%) =12, E(%X) = 13 ja E(¥s’) = 12. Seega x = %'.
Kolme klassi puhul toodud niitest 3 ilmneb, et algoritmi on samal
pohimottel voimalik rakendada ka nelja, viie jne. klassi puhul.

6. Algoritmi kasutamisest lihtsamatel! juhtudel

Sageli on meil vaja kasutada kirjeldatud algoritmi lihtsate
ilesannete lahendamisel, kus saaks hakkama ka ilma arvuti abita.
Kisitsi arvutamisel on soovitav kasutada jargmisi arvutust liht-
sustavaid meetodeid.

Olgu meil

% 0000011000
1010000010
1111101111
0101110101
Jagame klassi alates paremast servast piistkriipsudega kolmevee-
rulisteks gruppideks, s. o.
0] 000 | O11 | 000
1| 010 | 000 | 010
I} 111 101 | 111
0] 101 | 110 | 101

Jargnevalt kirjutame vektori iga arvukolmiku asemele sellele
tinglikult kahendarvule vastava kiimnendsiisteemi arvu. Seega

niiiid:
%1 0030
1202
1757
0565
Analoogiliselt
X, 0011001111 %, 0317
0001010100 0124
0111101000 0750
1100110011 1463
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Liitmise asemel moodul 2 jargi kasutame aga alljirgnevat siim-
meetrilist liitmistabelit

+ | 01234567

01234567
10325476
23016745
32107654
45670123
54761032
67452301
76543210

Samuti peame meeles pidama, et arvud 0,1, ..., 7 meie mottes
sisaldavad vastavalt nulle

NOOUIR W —D

NO R WN=O

Liihikese treeningu jdrel voib seda moodust kasutada kiillalt
suure efektiivsusega.

7. Veel kord esimese iilesande juurde

Niiiid on Gige aeg veel kord tagasi tulla meie esimese {ilesande
juurde, millest viimati rddkisime kolmanda punkti alguses. Me ei
lahenda iilesannet siin mitte konkreetselt, vaid ainult pohimotte-
liselt.

On selge, et numbreid 7 ja 9 voime ruudustikus mitut moodi
kirjutada, kiill laiema ja kilsama joonega, kiill ithe v&i teise
kujuga. Nditeks on meil arvust 9 kiimme erinevat kirjutist. Iga
sellist kirjulist iseloomustab erinev nullide ja {ihtede ruudustik.
Mingit konkreetset ruudustikku voime kirjutada aga ka iihe pika
vektorina.

%, 1100

1111
0000
0011

kirjutame kujul x; =(1100111100000011).

Kui jutt on 10 X 10 ruudustikust, kuhu on tchtud 10 erinevat
kirjutist kujutisest «9», siis on selge, et iga konkreetne «9» annab
meile sel viisil iihe sajadimensionaalse vektori ja kokku saame 10
sajadimensionaalset vektorit, ehk teisiti 6eldes — moodustub iihek-
saklass.
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Analoogiliselt, kui on tegemist «7» erinevate kirjutistega,
saame ka seitsmeklassi. Selge on ka see, et mingi tundmatu ku-
jund 10X 10 ruudustikus annab meile ainult ithe 100-dimensio-
naalse vektori, mis tundmatut kujundit iseloomustab. Eespool kir-
jeldatud algoritmi abil voime kujundi paigutada kas seitsme- voi
tihcksaklassi. Moodustades aga ka iihe-, kahe-, kolme-, nelja-,
viie-, kuue-, kaheksa- ja nullklassid ning iildistades algoritmi kiim-
nele klassile, voime juba eristada arve, s.o. 6elda, missuguse
numbriga tundmatu kujund kéige enam sarnaneb.

8. Algoritmi kasutamine diagnoosimisel

Olgu meil tegemist mingi haigusega A ja selle haiguse koik-
voimalike siimptoomidega Sy, ..., S,. Kui indiviidid I, ..., I,
podesid seda haigust, siis voime koostada tabeli

AIS. S ... Sa
L1 0 1
0 1 0
Im|1 0 1

Kui indiviidil [, esines siimptoom S margime teise rea ja
teise veeru ldikekohta iihe, vastasel juhul nulli. Haiguse A jaoks
saame klassi A. Analoogiliselt teostame teise haiguse B, kolmanda
haiguse C jne. korral. Siinjuures voib klasside A, B, C ... pu-
hul rakendada siimptoomide minimiseerimise protsessi, mille tule-
musena saavutatakse just see optimaalne piir, mille korral:

1) klassid on eristatavad,

2) siimptoomide arv viiakse miinimumini;

3) vektorid klassides voivad muutuda identseteks.

Praktiliselt kujuneks see protsess jargmiseks. Mingis haiglas
moodab arst haigel teatud hulga siimptoome ja saadab saadud
tulemused telegraafi voi telefoni leel spetsiaalsesse arvutuskes-
kusse. Arvuti vordleb antud siimptoomvektorit paljude haigusklas-
sidega ja annab vastuse. Nditeks tdoendosusega 0,75 on haigus A,
téendosusega 0,20 haigus B. Voib-olla nouab masin ka taienda-
vaid siimptoome, et 1oplikku otsust vastu votta. Seda nimetatakse
arsti ja arvuti diinaamiliseks seoseks. Saadud vastus teatatakse
arstile, kes esitas siimptoomid. Protsessi ei tohi moista nii, et arst
talitab niiiid ainult masina eeskirjade jdrgi ja temast saab ra-
vija selle sona kitsamas mottes. Just arsti ja arvuti koosto6o6s
saavutatakse parimad tulemused.
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MAJANDUSTEADUSE MATEMAATILINE KASITLUS

E. Leinemann

Majandusteaduslikes uurimustes on tdnapdeval hakanud
endale teed rajama teooria formaliseeritud kéasitlus. Seda laadi
lahenemist majandusteadusele kirjeldab ka kdiesolev artikkel,
mille eesmirgiks pole mingi konkreetse teooria esitamine, vaid
majandusteaduse matemaatilise {ilesehituse metodoloogia monin-
gate kiisimuste tutvustamine .

1. Majandusteaduse matemaatilisest iilesehitamisest

Majandusteaduse matemaatilisel iilesehitamisel tugineme tea-
tud algmoistetele (selleks on tavaliselt malemaatilised mdisted)
ja neid algmoisteid siduvatele lausetele, mida nimetatakse defi-
nitsioonideks, hiipoteesideks voi postulaatideks. Algmoistete ja
neid siduvate lausete otstarbekohasel valimisel vboimaldab mate-
maaliline kéisillus arendada interprelatsioonide rohkuse poolest
rikka teooria, mis on rakendatav majandusalase tegelikkuse pal-
judes eriolukordades.

Algmoisted. Majandusteaduse moisted jagunevad iihelt poolt
alg- ja tuletatud moisteleks ning teiselt poolt meta- ja objektkeele
terminiteks. Majandusteaduse matemaalilisel iilesehitamisel on
algmoisteteks matemaatilised maisted, nagu funktsioonid, operaa-
torid, vektorid ja maatriksid. Matemaatilised moisted on majan-
dusteaduse mefakeele terminiteks 2, mille varal defineerime suu-
rema osa teooria objekikeele termineid — majandusteaduslikke
pohimoisteid, nagu tootmisiiksuse ja tootmissiisteemi moiste, toot-
misiiksuse majandustegevuse ja varu moiste, tootmisiiksuse ja
tootmissiisteemi tasakaalu ning omahinna moiste jt. Tootmisiik-
suste mitmesugused eriliigid (nagu tootmissektor, investeerimis-
sekior ja pohifondid) on toolmissiisteemis iiksteisega teatud kind-
las vahekorras, mille dikieerib nende moistete tegelikkusest péri-

1 Artikli aluseks on autori 166 Toofmise tasakaal ja omahind, mille neli
osa on avaldalud ENSV TA Toimetistes, Uhiskonnateadused, 2, 3 (1966) ja
1, 2 (1967).

2 Vt. niit. I. Kull, Semiootika ja dppeprotsess. — Matemaatika ja kaas-
aeg, VIII, lk. 34—42.

48



nev sisu. Moiste majandusteadusliku sisu véljendamine ainult
metakeele terminite varal tekitab monikord raskusi. Seetottu voib
metakeele terminite korval algmodistcks lugeda veel objektkeele
mone termini. Investeerimissektori ja pohifondide defineerimine on
eriti lihtne nditeks sel juhul, kui loeme algmoisteks objektkeele
termini — tootmissektor.

Majandusteadusliku {eooria matemaatilisel {ilesehitamisel moo-
dustame meta- ja objektkeele terminitest mitmesuguseid lauseid
— definitsioone, hiipoteese ja posiulaate. Vaatleme neid ldhemalt.

Definitsioonid. Matemaatika kui abstrakisete objeklide loogi-
line késitlus kasutab ainult rangelt piiritletud sisu ja mahuga
moisteid. Kirjeldava majandusteaduse moisteid iseloomustab tava-
liselt teatav ebamdiirasus ja tdpse piiritluse puudumine, misiottu
neid majandusteaduse matemaatilisel késitlemisel vahetult ei saa
kasutada. Majandusalasele tegelikkusele vastavad abstraktsed
kvantitatiivsed moisted, mida voiks kasutada majandusteaduse
matergnaatiliseks iilesehitamiseks, tuleb seetottu koigepealt defi-
neerida.

Majandusteadusliku mbdiste matemaatiline defineerimine toi-
mub sel teel, et vastava majandusliku nadhtuse paljudest tunnus-
test eraldame mone voi iiheainukese kdige olulisema, mis seda
nihtust késiteldava teooria seisukohalt paremini iseloomustab 2.
Kuna matemaatiline teooria uurib majanduslike nidhtuste soltu-
vust ja vastaslikust tingitust, siis tuleb néhtusi iseloomustavate
oluliste tunnuste valikul silmas pidada mitte niivord seda, mis
vaadeldav ndhtus oma olemuselt on, vaid eeskidtt seda, kuidas
see nahtus mojutab teisi temast soltuvaid nédhtusi. Konkurentsi
moju hindamisel pole matemaatilise teooria seisukohalt oluline
néiteks see, kes konkureerivad, vaid see, et konkurentsi eesmirk
on kasumi suurendamine. Tootmissuhete kvantitatiivsel késitlemi-
sel pole niivord tdhtis, mis on tootmissuhted, kuivord nende moju
lootmise arenemisele. Et erinevad teooriad defineerivad tege-
likkuse iiht ning sama néhtust erinevalt, see on teaduses tava-
line. Niisugune isedrasus voimaldab isegi pohjalikumalt uurida
nahluse eri kiilgi, mille tulemuseks on nahtuse kui terviku siiga-
vam tundmadppimine. H. Poincaré jdrgi ei too teadusele kahju
iikski selgelt vdljendatud definitsioon ega hiipotees, sest sellest
voime alati loobuda, kui vaatlus seda ei kinnita. Teadusele on aga
ohtlikud niisugused hiipoteesid, mis tehakse vaikides, ebateadlikult
voi harjumusest, sest nendest oleme monikord voimetud loobuma
isegi siis, kui nad on ilmses vasturddkivuses tegelikkusega.

Majandusteadusliku mdiste matemaatiline definitsiocn ei saa
niisiis kunagi pretendeerida majandusliku nihtuse kui l6pmata
mitmekesise terviku tdielikule haaramisele, vaid on sunnitud piir-
duma néhtuse selle kiilje abstraheerimisega, mis antud teooria

3 Vt. R. Mullari. Matemaatika ja tegelikkus. — Matemaatika ja kaas-
aeg, VIII, 1k, 3—11.
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jaoks on koige olulisem, ja jdtma korvale 16pmata hulga muid
ebaolulisi tunnuseid. Selle vastutasuks tagab matemaatiline defi-
nitsioon moistete laiema rakendatavuse, loogilise selguse, kisit-
luse lihtsuse ja korrektsuse. Abstraktsiooniprotsess suurendab
seega vahemaad moiste ja tegelikkuse vahel, selleks et niisugus-
tele moistetele rajatud teooria leiaks laiemat kokkupuutepinda
tegelikkusega.

Hiipoteesid ja postulaadid. Tdhtsamate eelduste, oletuste voi
kokkulepete esiletostmiseks kasutatakse majandusteaduse mate-
maatilisel iilesehitamisel hiipoteese ja postulaate. Hiipoteesina
moistame enam-vdhem tdendost oletust, mis peab paika majan-
dusalase tegelikkuse teatavas eriolukorras. Majandusalase tege-
likkuse iihele voi teisele eriolukorrale vastavalt voib mingi kahe
majandusliku ndhtuse seos avalduda kord nii, kord teisiti. Selle
soltuvuse konkreetse kuju mddravadki majandusteaduslikud hiipo-
teesid. Investeerimistegevuse hiipoteesid médiravad niiteks inves-
teerimissektori sisend- ja véljundvoo vahelise séltuvuse konk-
reetse kuju, asendamistegevuse hiipoteesid méiravad viljalange-
vate ja asendatavate pohivahendite soltuvuse pohifondide sisend-
voost, amortiseerimistegevuse hiipoteesid mdidravad amortisat-
siooni soltuvuse pohivahendite varust jne. Postulaadi all mois-
tame kokkulepet, mida digustab tava, vaatlus voi loogiline argu-
mentatsioon. Kisitluse tava ja loogiline argumentatsioon 6igusta-
vad néditeks rahvatulu jaotuse postulaate. Postulaadid tarbimise
soltuvuse kohta tarbimisfondist pohinevad pikaajalistel statisti-
listel vaatlustel. Loogilisele argumentatsioonile ja vaatlustele tu-
ginevad postulaadid hdivuse ja pohivahendite kasutamise soltu-
vuse kohta palga- ja fondimaksu miérast.

Majandusteaduse hiipoteesid ja postulaadid on tegelikkuse
abstraktsioonid, mis defineerivad majanduslike nédhtuste vaheliste
seoste konkreetse matemaatilise valjenduse. Majanduslike seoste
méadramiseks piistitatud postulaatide vastuoludeta siisteemi nime-
tatakse seetottu definitsiooniks postulaatide kaudu, kusjuures siis-
teemi koosseisu kuuluvaid postulaate kisitatakse kui definitsioont
osi.

Varem peeti postulaadiks lauset, mis oma ilmse kehtivuse
tottu ei vaja toestamist. Teooriate aksiomaatilise kasitlusviisi are-
nemine, eriti tdisarvude aritmeetika aksiomaatiline {ilesehitus
G. Peano poolt 1891. aastal* ja geomeetria aksiomaatiline files-
ehitus D. Hilberti poolt 1899. aastal on muutnud endisi arusaami
postulaatidest. Hiipoteese ja postulaate peetakse tdnapideval teoo-
ria teistest lausetest erinevaks mitte nende suurema ilmsuse tottu,
vaid selle erilise osa poolest, mida nad etendavad deduktsioonis 5.

4 J. Hion. Naturaalarvude aksiomaatika. — Matemaatika ja kaasaeg, XII,
1k. 33—40.
8 U. Lumiste Geomeetria alused, I. TROU rotaprint, 1964., 1k. 15,
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Tarbimise postulaadid pole niiteks mingil méaéral rohkem 1Imsed
kui ‘neist tulenev tarbimisfunktsioon.

Valinud majandusteaduse iilesehitamiseks sobiva algmmstete,
definitsioonide, hiipoteeside ja postulaatide siisteemi, tuleb edasi-
ses kisitluses deduktsioonivigade véltimiseks «unustada» tege-
likkuse objektide koik iilejddnud omadused ning arvestada ainult
nimetatud siisteemi ja sellest tulenevaid jareldusi. Majandusalase
tegelikkuse juurde poordume tagasi alles siis, kui toimub teooria
jarelduste interpreteerimine ja kontroll, mis miirab iilesehitatud
teooria viljakuse. Viimane on ainus usaldatav kriteerium, mille
jargi otsustame, kas kasutatud algmoistete, definitsioonide, hiipo-
teeside ja postulaatide siisteem on otstarbekohane vai mitte.

Tootmissiisteemi graaf. H. Poincaré iitleb, et matemaatika on
kunst ndiliselt erinevatele asjadele sama nime anda. Kui véiljen-
dusviis on hésti valitud, siis v6ib hdmmastusega mairgata, et koik
toestused teatud objektide kohta on kohe iilekantavad uutele objek-
tidele, kusjuures ei ole tarvidust kasutada isegi uusi nimetusi.
Uheks niisuguseks laia rakendusega matemaatiliseks distsipliiniks
on graafiteooria b, mis voimaldab valada samasse matemaatilisse
vormi vdga palju erineva sisuga tegelikkuse ndhtusi.

Tootmissiisteemi matemaatilise mudeli koostamisel on otstarbe-
kohane ldhtuda graafist, mille elemente interpreteerime jdrgmi-
selt:

a) graafi so1medeks on naturaalarvudega margitud ringid,
mis tdhistavad tootmisiiksusi; »

b) graafi kaarteks on (sirgloiguga, murdjoonega voi ko-
vera kaarega miérgitud) nooled, mis registreerivad tootmisiiksuste
sisend- ja viljundvooge;

c) graafi kaartega vastavusse seatud mittenegatiivsed
arvud on tootmisiiksuste sisend- ja véljundvoo koordinaadid,
mis néditavad kaupade kulu voi kasutamist ajaiihikus;

d) graafi kaartel voivad veel asetseda ladina, kreeka voi gooti
tdhtedega margitud ristkiilikud, mis tdhendavad tootmisiik-
suste sisend- ja véljundvooge reguleerivaid operaatoreid.

Kerge on veenduda, et n solmega iihekordse graafi koigi voi-
malike kaarte maksimaalarv on n?. Mirgime graafi solmed natu-
raalarvudega 1, 2, ..., n ja seame graafi kaartega vastavusse
mlttenegatuvsed reaalarvud (kaare puudumise korral nulli}. Neil
eeldustel vastab graafile n-jarku mittenegatiivsete elementidega
ruutmaatriks, mille veerud ja read on vastavall graafi s6lmede
sisend- ja véljundvektorid. Vaatleme niiteks nelja solmega graafi
(vt. joonis 1), kus s6lm O tdhendagu toormaterjalide tootmist,
solmed 1 ning 2 uuritavaid tootmisiiksusi ja s6lm 3 siisteemivalist

5 Vit ndit. K. Bepx, Teopuss rpagoB u ee npumenenus. Mocksa, 1962.
Graafiteooria pShimdisteid on kavas tutvustada ka «Matemaatika ja kaasaja»
jargmises numbris.
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tarbimist. Margime graafi kaared arvupaaridega (i, j) ja seame
kaarte maalriksiga vastavusse jargmise sisend- ja valjundvoo
koordinaatide maatriksi:

0 (01) (02) 0 0 22 2z 0
0 (L1) (12) (13)]_(0 xu xo Y,
0 (21) (22) (23) 0 Xu x2 Y
0 0 0 0 00 0 O

Graafi solmede 1 ja 2 sisendite ning véljundite tfasakaalu deli-
neerime vorranditega
’f‘ + huxas + Asxay = Ra (%11 4 xX12 + Y4)
(1)
‘hZz + hixss + hoxor = ha(Xo1 4 X2 + Y2),
kus # on solmest O lahtuva voo

(toormaterjali) sisendihind
g:? ning h; ja he s6lmedest | ja 2
; 1 lihtuvate voogude (loodangu)

omahinnad.
Tahistades veel
g hzi = Ri, hzs =Ry,
X1 + X2 Yi=X
0) é X21 i X22 :Il_- Yo = X;. 2
avalduvad tasakaaluvorrandid
(1) kujul
Ry + hixag + hoxoy = hi Xy

L..___.._ Vi\l e Ro + hyxio + hoxse = hoXs, )
Kui sisendvoo koordinaat x
soltub solme j véljundvoo koor-

Joonis 1. dinaatide summast X; kujul
xij = Ui X;,
kus %; on mingi operaator, siis vdib vorrandid (2) kirjutada
kujul
X1+ ‘2112){2 +Yi=X
Wor Xy + UKo+ Yo = X>

ehk maatrikskujul vorrandina

o) () +(v2) =(x)

(9121 Wz / \ X2 T Yo/ T\X2 )" (4)
mida tavaliselt nimetatakse Leontjevi mudeliks. Vorrandite (4) ja
(3) tiilipi tasakaaluvorrandeid voib kasutada paljude diinaami-

liste siisteemide kirjeldamiseks, eriti aga tootmiskiiruste ja oma-
hinna uurimiseks majanduse arenemise mitmesugustel tingimustel.
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Uuritava objekti eelnev kir-
jeldamine graafi abil voimaldab
probleemi dispositsioonidest kii-
resti tervikliku iilevaate saada
ja siit kergesti iile minna mate-
maatilisele analiiiisile, karlmata
midagi olulist kahe silma vahele
jatta. Graafi kasutamise suu- SE
reks eeliseks on seega asjaolu,
et elav kaemus voib siin motte-
tood toetada. See voib oma-
korda viia uute tulemusteni,
milleni  analiilisist  ldhtudes
poleks kunagi joutud.

Akumulatsiooninormi olene-
vus arenemistempost. Graafi ka- Joonis 2.
sutamise moningate eeliste de-
monstreerimiseks tuletame nai-
teks akumulatsiooninormi soltuvuse arenemistempost, millega Kkir-
jeldav majandusteadus toime ei tule.

Interpreteerime naturaalarvudega 1, 2, 3 ja 4 tdhistatud majan-
dusiiksusi jargmiselt: '
1 — pohivahendid, mille varu on K;

2 — tootmine, mille kiirus on X;
3 — investeerimissektor, mille vdljundvoog on I*;
4 — lopptarbimine, mille kiirus on Y.

Moodustagu need majandusiiksused tootmissiisteemi, mida esitab
joonisel 2 kujutatud graaf, kus tdiendavalt on kasutatud tahistusi:
» — fondimahukusnorm,

a — lootmissektori omatoodangu otsekulunorm,
¥ — investeerimistegevus,

2 — operaalor, mis seab pohivahendite varuga vastavusse
investeerimissektori valjundvoo.

Lisaks graalfil kujutatutele votame veel kasutusele jirgmised tahis-
tused:

F* — amortisatsioon,

Fyt — viljalangevad ja asendatavad pohivahendid,
I~ — investeerimissektori sisendvoog,

S — rahvatulu sdéstetav osa.

Majandusteaduslikele uurimustele toetudes voib eeldada, et vaa-
deldavate suuruste vahel leiavad aset jargmised soltuvused.
Amortisatsioon on poéhivahendite varuga vordeline:

Fit = OK, (5)

kus vordetegurit ¢ nimetatakse amortisatsiooninormiks.
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Pohivahendite asendamise midrab asendamistegevus R ja,
uute pohivahendite kasutuselevotmine:

Fat = QI+, (6):

Pohivahendite varu kasv DK vordub uute pohivahendite kasu-

tuselevotmise ja véljalangemise vahega:

I+ — Fyt = DK, (7)-

kus D on (aja jargi) diferentseerimise operaator.
Vordus

X—Y=aX (8)
defineerib parameetri «, mida nimetatakse hinnapoliitikaks (nime-.

tust digustab asjaolu, et isegi periektse konkurentsi korral vaib.

selle juhtimisparameetriga hindu efektiivselt mojutada).

Investeerimissektori sisendvoog on amortisatsiooni ja rahva-!

tulu sddstetava osa summa:

[- = F+ 4+ S, (9)

Rahvatulu sddstetav osa on rahvatuluga S 4 Y vordeline:
S=0a(S+7Y), (10)
kus vordetegurit ¢ nimetatakse akumulatsiooninormiks.

Akumulatsiooninormi avaldise saamiseks ldhtume graafi tasa-

kaaluvorrandist (4), mis antud juhul avaldub kujul

0 a SNX)+LY)=\X ),
& 0 0/\ I+ 0 I+

ehk koordinaatides vilja kirjutatult
xX

aX + 3+ +Y (1)

1
~ <

K
Vorrandisfisteemist (11) leiame, et
aX +3[«pe X+ Y =X

mis vordusi (6), (7), (8) ja siisteemi (11) viimast vorrandit
arvesiades annab
I —R)1DxX = (a—a)X. (12)

Vorrandit (12) nimetatakse vaadeldava graafiga esitatud toot-
missiisteemi makrodiinaamiliseks tasakaalumudeliks. Tootmise
makrodiinaamilisi tasakaalumudeleid kasutavad majanduse aren-
damise solmprobleemide lahendamisel juba mitmed tanapdeva
suurriigid — USA, Inglismaa, Kanada ja Jaapan. Need mudelid
abistavad pikaajalise optimaalse arenemise kavandamisel rahvus-
vahelisi korporatsioone, kelle viimase aja areng on modnes osas
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vastuolus imperialismi pohitunnustega, mistéttu P. Barani ja
P. Sweezy arvates tuleks uuesti 1dbi téotada imperialismiteooria
alused 7.

Kui @ on investeerimistegevuse viivitusaeg ja T pohivahendite
ekspluatatsiooniaeg, siis eeldades veel investeerimissektori sisend-
voo iihtlast jaotust voib vdrrandi (12) teisendada kujule

a—a

"é—(XHe—Xt) = o (Xt—Xt—T)r_ (13)

mis on konstantsete kordajatega diferentsvorrand. Otsides selle
vorrandi lahendit kujul

X = Xoeot

(kus X, on tootmise algkiirus ja w tootmiskiiruse kasvutempo),
avaldub (13)

a—a

%(e“’@—l) = (1 —eoT), (14)
mida nimetatakse tootmissiisteemi karakteristlikuks vorrandiks.
Karakteristlikul vorrandil on planeerimisiilesannete lahendamisel
keskne tdhtsus: selle jargi toimub nii konjunktuuriprobleemide
lahendamine kui ka majanduse pikaajalise arenemise kavanda-
mine. Avaldanud karakteristlikust vorrandist (14) hinnapoliitika,
leiame valemi

. x(e®®—1)
@=0F G —ewr)

mille jargi saab uurida hinnapoliitika soltuvust arenemistempost.
Seoseid (5), (8), (9), (10) ja (11) kasutades on niiiid lihtne
tuletada valemit

(15)

5 — a—a—Jox
T l—a—o6x’

mis viljendab akumulatsiooninormi sdltuvust hinnapoliitikast.
Asendades siin a védirtuse vordusest (15) leiame, et akumulat-

siooninormi olenevus arenemistempost avaldub kujul
_ #[e®e—1—00(1 —eoT)] .
=T ol —a—dxn) (I—eoT) (16)
Kuigi valem (16) on tuletatud lihtsatest eeldustest, osutub ta
kiillaltki keerukaks. See aga ei ole muidugi argument seose keh-
fivuse vastu, sest majandusalane tegelikkus ei ole kohustatud
olema niisugune, et meil oleks kerge aru saada. Majandus on nii-
vord komplitseeritud diinaamiline siisteem, et isegi tema lihtsatest
mudelitest tulenevad jireldused voivad meile tunduda keerukad.

7 P. A, Baran, P. M. Sweezy, Notes on the Theory of Imperialism.
Problems of Economic Dynamics and Planning, Essays in Honour of Michal
Kalecki. Warszawa, PWN, 1964, 1k. 13 ja 15.
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Valemi (16) abil voib uurida arenemistempo w ja fondimahu-
kusnormi » moju akumulatsiooninormile. Vottes naiteks a = 0,6;

0 = 4 aastat; T =20 aastat; d‘=—11,=0,05, saame jargmise tabeli

Z i
\ 05 1 15 2 25 3
@) 1

0,04 0,038 0,082 0,133 0,192 0,262 0.345
0,05 0,050 0,107 0,173 0,250 0,342 0.451
0,06 0,063 0,134 0217 0,316 0.427 0.564
0,07 0,076 0,163 0,264 0.381 0.520 0.686
0,08 0,091 0,195 0315 ! 0,454 0,619 0,818

Sellest tabelist ndhtub, et majanduse korget arenemistempot
piirab peamiselt suur fondimahukusnorm, mis nouab rahvatulu
suurema osa akumuleerimist. Suure fondimahukusnormiga t6ostus-
ithiskonna korge arenemistempo tagamiseks tuleb seeloltu laien-
dada mitte niivord olemasolevat tootmist, vaid arendada intensiiv-
selt eeskidtt teadust ja tehnikat fiha moodsama toolmise rajamise
eesmargil.

(Jargneb)

N. WIENERI MOTTEID'

Uheks inimtegevuse sfidiriks, mis teravalt tunneb vajadust automatiseeri-
mise jdrele ja kus tundub olevat potentsiaalne vajadus iseGppivate masinate
jdrele, on masintolge.

Minu arvates masintolke lootustandva realiseerimise tee seisneb ainult
masinate sisteemi asendamises — seda vihemalt algstaadiumis — mehhaani-
lis-bioloogilise siisteemiga, mis sisaldab kriitika ja eksperdi otstarbeks inimese
— vilunud tolkija, kes opetab siisteemi masina osa harjutustega umbes nii nagu
koolidpetaja Opetab oma opilasi. Koik 6eldu tolkemasinatest suuremal voi vihe-
mal méaéral kehtib ka masinate kohta, mis midravad meditsiinilist diagnoosi...
Need masinad voivad aidata arstil madrata andmeid, mis on vajalikud haiguse
diagnoosimisel, kuid pole mittemingisugust tarvidust selleks, et nad maéiraksid
diagnoosi ise, ilma arsti osavotuta.

Tulevik jdtab vihe lootust neile, kes arvavad, et meie uued mehhaanilised
«orjad» loovad meie jaoks maailma, kus me oleme vabaslatud motlemisest.
Masinad voivad meid kiill aidata, kuid seda tingimusel, et meie leadvus ja au
rahuldavad koige kdrgema moraali néudeid.

Tulevikumaailm nduab karmi voitlust meie teadvuse piiratuse vastu, ta ei
luba meil isegi seniks toetuda valele, kuni me abi otsime «robot-orjadelt».

' Vt. samuti 1k. 34.
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OTSUSTUSTABELID

L. Liin

Majanduslikud operatsioonid nouavad tohutu hulga otsustuste
tegemist, seejuures tihti viga komplitseeritud olukordades. Komp-
litseeritus valjendub enamasti otsustuse tegemisel arvestatava
informatsiooni rohkuses. Seetdttu ongi asutud vélja té6tama selli-
seid uusi meetodeid majandusliku inlormatsiooni t66tlemiseks, mis
annaksid voimaluse andmeid ja otsustusreegleid iiheaegselt ning
kompaktselt dokumenteerida. Uheks lihtsamaks, kuid rakendustes
efekiiivseks osutunud seda tiiiipi meetodiks on nn. otsustustabelite
kasutamine.

Informatsiooni dokumenteerimist otsustustabelitesse saab kasu-
tada viga paljude majanduslike protsesside uurimisel ja tegelikul
juhtimisel. Otsustustabeleid on edukalt rakendatud néiteks palga-
arvutustes, kartoteekide korrastamisel, toodete planeerimisel, mit-
mesugustes insencriarvulustes jm.

Otsustustabelid voeti laialdaselt kasutusele alates 1958. aas-
tast. Varem piiiiti samaks otstarbeks kasutada blokk-skeeme. Suur
blokk-skeem on aga raskesti jdlgitav, sest informatsioon on seal
esitatud liialt kompaklsel kujul. Kui nditeks tingimuste ja reeg-
lile arv ulatub sadadesse, siis pole blokk-skeemi enam otsustuste
tegelikul teostamisel voimalik kasutada. Tuleb markida, et otsus-
tusiabelitel on moningaid eecliscid ka programmeerimise seisu-
kohalt: mdlu kasutatav maht tuleb suhteliselt viike, programmee-
rimine lihtsustub ning on kerge kasutada programmeerimiskeeli..

Kéesoleva artikli eesmérgiks on tutvustiada otsustustabelite ehi-
tust ja liigitust ning kirjeldada moningaid otsustuste tegemise
meetodeid.

Otsustustabelite struktuur

Otsustustabel esitatakse tavalisclt topeltjoontega neljaks osaks
jaolatud ristkiiliku kujul. Topeltjoonest iilespoole paigutatakse
algandmed, s. {. muutujad, millest s6ltub otsustus. Topeltjoone alla
jdavad otsustused toimingute kohta.

Topeltjoonest vasakule kirjultatakse algandmete ja otsustuste
nimetused, parcmale kantakse algandimete ja otsustuste viddrtused
voi kvalitatiivsed hinnangud. Sealjuures koosneb parem pool pal-
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judest veergudest, millest igaiiks vastab iihele otsustusreeglile.
Reegel koosneb seega spetsiaalsest algandmete kogumist ja selle
kogumi poolt dikteeritud {ihest v6i mitmest otsustusest. Reeglid
nummerdatakse ja numbrid kirjutatakse sissekannete veeru kohale.
Seega voib otsustustabelit skemaatiliselt kujutada jargmiselt:

Reeglite numbrid

Algandmete nimetused Algandmete sissekanded

Otsustuste nimetused Otsustuste sissekanded

Ridade ja veergude arv tabelis ei ole oluline. Ridade arvu
madrab algandmete ja otsustuste hulk, veergude arvu reeglite arv.

Lihtsa néilena otsustustabelite koostamise kohta vaatleme tabe-
lit, mis voimaldab otsustada-seda, millist transpordiliiki kasutada
soiduks iihest linnast teise enneldunal.

Algandmete osa moodustab informatsioon ilma, saada olevate
lennukipiletite ja vabade hotellikohiade kohta; otsustuste osa moo-
dustavad transpordi valik, tdiendavad instruktsioonid ja wviide
otsustuse loplikkuse kohta. Mirge «vt. tabel 2» tihendab seda, et
otsustus ei ole 16plik: tuleb minna teise tabeli juurde, mis selgitab
soiduvoimalusi parastlounal (seda tabelit ei ole siin toodud).

Reegel 1 | Reegel 2 l Reegel 3 | Reegel 4' Reegel 5

Ilm ilus tormine I ei tea l ei tea } ei tea
Lennukipiletid miiigil miifigil I miiidud | miiigil l miifidud
Hotell i vaba | vaba | vaba tais ’ tais
. . ei mingi | el mingi |
Va]]iliﬁa transpordi lennuk rong rong (s.t. mitte sbita
ennelounal)
. mitte
l'a:iengsv instrukt- ei ole valida ei ole vt. tabel 2l vi. tabel 2
o lennukit |
Otsustuse iseloom loplik ! 16plik Ioplik pooleli 1 pooleli

Tabeli uurimist alustatakse algandmete kontrollimisega alates
esimesest veerust kuni veeruni, kus sissekannete kombinatsioon
langceb iihte meie alginformatsiooniga. Otsustused tuleb teha vas-
tavalt selle veeru sissekannetele. Olgu meil nditeks antud alg-
informatsioon: ilm — tormine, lennukipiletid — miiiigil, hotell —
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vaba. Selline sissekannete kombinatsioon esineb reeglis 2, mille
otsustuste osast loeme, et transpordivahendiks tuleb valida rong
ja mitte lennuk, kusluures otsustus on 16plik. '

Otsustustabelite liigitus

Olenevalt informatsiooni iseloomust probleemi kohta jaotatakse
otsustustabelid kolme riihma: piiratud sissekannetega tabelid,
laiendatud sissekannetega tabelid ja segasissekannetega tabelid.
Vaatleme neid rithmi ldhemalt.

Piiratud sissekannetega tabelites on muutu;ate véartused iihe-
selt midratud. Algandmed kantakse tabelisse kujul: «ja», «ei», voi.
«—» (s.t. teadmata, kas «ja» voi «ei»), otsustused kujul «ja» voi
«ei». Koige lihtsamaks néditeks piiratud sissekannetega tabeli kohta
on krediidi kinnitamise tabel:

| Recgel 1 | Reegel 2 | Recgel 3 | Reegel 4 |
Kas krediidi limiiti on? | in ’kei lel ei
Kas maksukogemus on soodne"' — ‘ -, ja ei ei
Kés erisoovitusi on? — ‘ — - ja _' ei
Kas kinnitada order? 7 , jav : I ja | ja - ei
Kas saata order volgadesse? I ei I ei I ei ja

Laiendatud sissekannetega tabelites méiadratakse muutujate
viadrtused kas absoluutselt voi suhteliselt v6i antakse nende kva-
litatiivsed hinnangud. Sellist tiilipi on nditeks otsustustabel kind-
lustusmaksu suuruse kindlakstegemiseks USA-s:

l Reegel 1 | Reegel 2} ...... Reegel 30
Vanus 2 N 65
Tervis hea hea ] halb
Riigi osa ‘ ida l lads  }...... lads
Tariif 1000 $ kohta $ ) 1,567 1,72 ... 5,92
Kindlustuspolis $ 200000 | 200000 | ...... 20000

Sega31ssekannetega tabells esinevad nii piiratud kui ka laien-
datud sissekanded, kusjuures aga iihes reas vdib olla ainult iiht

59



tiiiipi sissekandeid. Niisuguse tabeli nditeks on «Zooloogi kasi-
raamat», millest iihtlasi naeme, et igasugused looma- ja taime-
maédrajad on oma olemuselt otsustustabelid:

- | |Reegel 1 | Reegel 2 | Reegel 3 ,Reegel 4 |Reegel 5
On see loom? I ja ja ja ei —
Jalgade arv | 4 I 4 4 2 —
On tal sulestik? | ei | ei l ia ja —
Nina m_l pikk lihike 7 ;kk ei ole —
Kael | 1ahike | pikk pikk  |— —
Podrdu taiendavalt %ai% E?%’;%}_ -gzit]\]}ihi- zell_l?ﬁg» )t(abeli
poole po'l)zlle(» poole poole poole

Mitmest osast koosnevad otsustustabelid

Uks otsustustabelite eeliseid avaldub selles, et nad voimalda-
vad kompleksse otsuse tegemist ka viga keerulistes olukordades.
Probleem jaotatakse sel juhul tavaliselt osadeks ja iga osa doku-
menteeritakse eri tabelisse. Tabelid voimaldavad juhlimist iile
kanda iihelt tabelilt teisele ja {arbekorral ka tagasi: iileminek teos-
tatakse vastava otsustuse formuleerimisega. Viimati toodud néites
soovitati looma pohjalikumaks méddramiseks poorduda tdiendavalt
vastava tabeli («Elevant», «Kaelkirjak», «Lind») poole, esimeses
niites aga tabeli poole, mis aitab valida transpordiliiki pérast-
Iounaks. Seal, kus vaja, ndhakse ette ka tagasipodrdumise voima-
lus originaaltabeli selle veeru juurde, milles paiknev otsustus poh-
justas viljapoike.

Vaatleme niiiid ndidet, kus on omavahel iihendatud kaks tabe-
lit (et nédide pédrineb Ameerika kirjandusest, siis on siilitatud ka
sealsed rahaithikud).

Olgu tegemist miiiigiautomaadiga, mis valjastab nelja sorti
(5-, 5-, 10- ja 15-sendilisi) kompvekipakke koos vajaliku vahetus-
rahaga 5-, 10- ja 25-sendilistes miintides. Automaat hakkab todle
siis, kui vastavasse avasse lastakse miint ja vajutatakse iihele nel-
jast nupust vastavalt soovitavale kompvekisordile. Automaadi 165d
koordineerivad valikutabel ja vahetustabel. Nendes tabelites tdhen-
dab tdrn (*) seda, et toimub véljapdige tabelist, mille jarel tul-
lakse tagasi sama veeru jargmisse ritta; kaks {arni (**) tdhen-
dab, et toimitakse margitud sissekande kohaselt ja samasse tabe-
lisse tagasi ei poorduta.
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Valikutabel

Reegel 1 2 3 4 5 6 7 8 9
| f taga-

Soov art. 1] art. 1{ art. 2| art. 2 art. 3| art. 3 art. 4 art. 4 si-
maks
Laoseis >0 0 >0 0 >0 >0 0 0 —
Hind | s | —| 5| —Jw|-|1|~] -
Po6ordu **Vah| R |**Vah] R [**Vah| R [**Vah| R *T

Jargmine

tegevus l - - - - - - - - 8

Siin tdhendab slimbol «R», et siittib tulikiri «Valige uuesti»,
stimbhol «Vah» tdhendab poordumist vahetustabeli poole, siimbol
«T» raha tagastamist, siimbol «S» peatumist, siimbol «—» aga
«iikskoik milline».

Vahetustabel
| Miint 5 |10]10]2 25]25]25 25|25 25| —
Hind 5| s 1o| 5| s 5||o|10|15 15' —

10-sendiliste saldo —| = —| 2| 1 o’ 1| Oll ‘ 0| —

! B.sendiliste saldo |— 1 —|— 2| 4] 1 3|— 2| —
Tagastada 5-sendilisi l

[i]of o] 2]« t|afo]2] o

Tagastada lO-sendilisil o|o|o| 2| 1| o[ 1| 0\1 | ol 0
T

- SR

**Q

Ll Bt *J1

"JI*J

*J

s ses *xs|srval,

s

:*75: **g

**Si LAIS

g

Selles tabelis esinev uus siimbol «J» tdhendab késklust: «anda
védlja kompvekid ja vahetusraha 5- ning 10-sendilistes»; siimbol
«Val» aga poordumist valikutabeli poole. Vahetustabeli vcerud
vaadatakse ldbi jdrjekorras vasakult paremale.

Olgu meil naiteks sooviks artikkel 2, kusjuures laseme auto-
maadi vastavasse avasse 25-sendilise miindi. Automaat p66rdub
siis koigepealt valikutabeli juurde. Algandmete sissekannete poo-
lest sobib seal kas kolmas voi neljas reegel. Oletame, et laoseis on
positiivne. Siis saadakse otsustuste osa juurde minnes teada artikli
hind ja suundutakse vahetustabeli poole.
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Et ‘me lasksime automaati 25 senti ja toote hind oli 5 senti,
siis pakuvad vahetustabelist huvi 4., 5. ja 6. veerg. Olenevalt
sellest, millist vahetusraha automaadis leidub, antakse tagasi kas
kaks 10-sendilist voi kaks 5-sendilist ja ks 10-sendiline voi neli
5-sendilist. Uhtlasi saame kétte kompvekid ja automaat seisatub.
Kui iikski nendest veergudest ei sobi algandmetega (nditeks vahe-
tusraha pole), siis rakendatakse viimases veerus antud reeglit
(raha tagasi ja soovitatakse teostada uus valik).

Otsustuste tegemine maatriksite abil

Vaatleme ainult piiratud sissekannetega tabeleid (pealegi saab
iilejddnuid alati niisugusteks teisendada). Koigepealt moodustame
sissekannetest algandmete maatriksid A; ja A, Maatriksi A4, saa-
miseks asendame sissekanded «ja» iihtedega ning muud sissekan-
ded nullidega, maatriksi A, saame aga asendades sissekanded
«ja» ning «ei» iihtedega ning muud nullidega.

Krediidi kinnitamise kohta toodud néite puhul saame nii maat-

riksid
1 0 00O 1 1 1 1
Ai=|0 1 0 0) ja A,={0 1 1 1
0 01 O 0 0 1 1

Edasi moodustame vektori C muutujate konkreetselt etteantud
vidrtustest, kus sissekanded «ja» asendame {ihtedega, ning <«ei»
nullidega. Sama ndite puhul siis

-

tihendab olukorda: krediidi limiiti ei ole, maksukogemus on sood-
ne ja erisoovitusi on.

Otsustuse tegemiseks korrutame maatriksi A, veeruvektoreid
loogiliselt vektoriga C ja vordleme tulemust maatriksi A; vasta-
vate veergudega. Uhtelangemise korral tuleb otsustus teha selles
veerus oleva reegli jdrgi. Nditeks reegli 1 korral saame

IN0=0
ON1I=0
ON1=0.

Vorreldes saadud vektorit maatriksi A, esimese veeruga ndeme,
et nad ei iihti. Reegli 2 korral saame

1A0=0
IAL=1
OALl=0,

mis iihtib maatriksi A, teise veeruga. Jarelikult tuleb otsustus teha
reegli 2 jargi.
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Otsustuste tegemine hinnete meetodil

Hinnete meetodi eeliseks on tema kerge programmeeritavus.
Tutvustame seda meetodit piiratud sissekannetega tabeli juhul,
vaadeldes nédidet krediidi kinnitamise kohta.

Uldine protseduur seisneb selles, et kdigepealt tuleb kindlaks
teha algandmete koigi voimalike kombinatsioonide arv ja seada
igale niisugusele kombinatsioonile vastavusse teatav arv ehk
identifikaator. Identifikaatorite jada peab olema kasvav jirjes-
tikuste tdisarvude jada, sest siis saab neid programmis kasutada
harunemismuutujatena (automaatse programmeerimise korral
liilitajas).

Tédiendame varem vaadeldud tabelit, moodustades juurde hin-
nete veeru (hinneteks valime kahe astmed) ja identifikaatorite rea
(identifikaatoriks on nende hinnete summa, mille korral sissekan-
ne on «ja»). Nii saame tabeli:

,Hinne Reeglid
Reegli identifikaator of|1]2]s]e|s]|o]7

T1 Kas krediidi limiiti on? 1 X X X x|
T2 Kas maksukogemus on 2 X X X | X

soodne?
T3 Kas erisoovitusi on? 4 XXX | X
N2 Kas kinnitada order? XIXIX[IX|X]|IX]|XI|
N1 Kas saata order volgadesse? X

Vastava reegli number alg-

tabelist 4 1 2 1|3 1 2 1

Reeglite arv on selles tabelis suurendatud kaheksale, sest alg-
andmete koikide voimalike kombinatsioonide arv on 23 = 8. Reeg-
lite numeratsioon 0, 1, ..., 7 annabki igale algandmete kembi-
natsioonile identifikaatori.

<GEOGRAAFIAULESANNE>»

Varavere on sama kaugel Hiljaverest kui Justvere Ammuverest. Ennevere:
on sama kaugel Pidrastverest kui Niliidvere Ammuverest. Enneverest otse pohja
poole minnes jouame koigepealt Ammuveresse ja siis Hiljaveresse. Varaverest
otse ida poole minnes jouame kdigepealt Ammuveresse ja siis Parastveresse.
Justvere on 8 kilomeetrit Varaverest pchja pool ja 8 kilomeetrit Hiljaverest
lddne pool. Niiiidvere on 6 kilomeetrit Pérastverest I6una pool ja 6 kilomeetrit
Enneverest ida pool. Kui kaugel on Varavere Enneverest ja kui kaugel on
Hiljavere Parastverest?

63.



MATEMAATIKA OPETAMISEST HOLLANDI KESKKOOLIDES
JA ULIKOOLIDES

0. Prinits

Hollandi koolisiisteemist

Holland on teatavasti viike riik, kus elanike arv on suhteli-
selt suur, 361 inimest iihel ruutkilomeetril; kokku umbes 12 mil-
jonit elanikku. Koolivork on Hollandis samuti tihe. Suur hulk
koole on aga kiriku kontrolli all.

Koolisiisteemi iseloomustab keskhariduse osas mitmete erine-
vate koolitiiiipide olemasolu. Pérast 3 aastat lasleaeda (3—6-aas-
tastele) ja 6 aastat algkooli (6—12-aaslastele) on voimalik jat-
kata Ooppimist kas keskharidust andvais koolides, algkooli tédien-
dusklassides voi algkutsekoolides. Keskharidust voib saada: semi-
naris, A-tiiiipi giimnaasiumis, B-titiipi gilimnaasiumis, A-tiifipi
moodsas keskkoolis, B-tiliipi moodsas keskkoolis ja moodsas
tiitarlaste keskkoolis. Esimesed kolm kooli on 6-aastase ja vii-
mased kolm 5-aaslase dppeajaga. Algkooli tdiendusklasse on kas
kaks voi kolm. Algkutsekoolides valmistatakse etie kaadrit kau-
banduse, pollunduse, kalanduse, kodunduse ja todstuslikele ala-
dele. Viimaste hulka kuuluvad ka tlechnikakoolid, mille 4. klassi
1opetamine (3. klass ohlukoolina) annab oiguse opingute jétka-
miseks keskkutsekoolides. Sama Oiguse annab ka algkooli 3-aas-
tase tdienduskooli Iopetamine. Keskkutsckoolide hulgas on 5-aas-
tase Oppeajaga seminar ning 3- ja 4-aastase oppeajaga tehniku-
mid ja kutsekoolid. Et koolikohustus kestab Hollandis kuni 15.
eluaastani, siis loetakse alghariduse omajaiks need, kes on l6pe-
tanud algkooli tdiendusklassid, algkutsckooli voi keskkooli 3. klas-
si. Opingute jdtkamine korgemales koolides on voimalik ainult
teatud aladel, soltuvalt sellest, missuguses koolis on omandatud
keskharidus.

Matemaatika keskkooli Gppeainena

Giimnaasiumides Opitakse ladina keelt, kreeka keelt, hollandi
keelt, inglise keelt, prantsuse keelt, saksa keell, geograafiat, aja-
Ingu, matemaatikat, fiiiisikat, keemiat, bioloogiat, heebrea keelt,
joonistamist ja voimlemist.
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A-tliipi giimnaasium on humanitaar- ja B-tillipi giimnaasium
reaalkallakuga oppeasutus. Matemaatika nadalatundide arvud on
esitatud jargnevas tabelis:

I II

4?3]3i352l512 5

R ‘VA | VB!VIA]VIB
! |
|
!
Giimnaasiumi 10petamiseks tuleb Opilastel sooritada eksam
ka matemaatikast. A-tiiiipi koolides on see eksam ainult suuline,
B-tiilipi koolides aga nii suuline kui ka kirjalik. Eksami program-
mis on A-tiiiipi koolides algebra kuni ruutvorranditeni (incl.) ja
graafikud ning planimeetria ja stereomeetria kiisimused, B-tiiipi
koolides lisaks neile: aritmeetiline progressioon, logaritmid, tasa-
pinnaline trigonomeetria ja tasapinnaline analiiiitiline geomeet-
ria, koonusloiked kaasa arvatud.
tOlgu siinkohal esitatud iiks variant kirjaliku eksami iilesanne-
test:
Algebra (lahendamise aeg 2 tundi).
l. « ja 8 on vorrandi x2-+px+4 ¢=0, (¢=0) lahendid ning F(n) =
=qa" 4 S, kus n on tidisarv. Toesta, et
F(n)

g

b) F(—n+2) 4 pF(—n41) 4 gF(—n)=0.
2. Tokestamatult kahanevas positiivsete lilkmetega geomeetrilises progres-

sioonis, mille tegur on r, interpoleeritakse iga kahe liikme vahele {iks liige, nii
et saadakse uus geomeetriline progressioomn.

a) Kuidas on seotud arvud p ja r, kui uue progressiooni summa on p
kordne antud progressiooni summa?

b) Missugused on p vdimalikud viirtused?

3. Missuguste reaalarvuliste x vdirtuste korral kehtib vorratus

logio(2x —35) <log (x —3)?

a) F(—n) =

4. Lahenda vorrand
logsy loge x = —1.
Joonesta funktsiooni y = log; logs, x graafik.

1
Geomeetria (lahendamise aeg 2 7 tundi).

1. Ruumis on antud 16ik d, sirge [ ja kaks sellel sirgel mitte asuvat punkti
A ja B. Kirjeldada, kuidas konstrueerida sirget, mis 1abib punkti A, on risti
sirge ! sihiga ning kaugusel d punktist B. Millisel juhul on ainult iiks lahend?
Joonis ei ole noutav.

2. Tasandil a on ringjoon keskpunktiga M ja raadiusega r ning punkt
Py, nii et MP,=23r. See ring on aluseks piistringkoonusele tipuga T, kusjuu-
res TM =2r. Edasi on antud punkt P, nii et P ja T asuvad tasandi a erine-
vatel pooltel ning PPy | a ja PPy=r. Libi punkti P on konstrueeritud koonust
puutuv tasand. Sellel tasandil ja antud ringjoonel on iihine punkt A.
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a) Konstrueeri A\TAP toeline kujutis, kui r on etteantud 10ik.
b) Konstrueeri kauguste TA ja PP, toelised pikkused.
3. Tetraeedri TABC pohjaks ABC on vordkiilgne kolmnurk kiiljega a. Tah-

kude TBC ja ABC vaheline nurk on 60° kiilgserv TA on aga pohjaga risti.

Kiilgserval TA on valitud punkt M nii, et AM:%- a.

a) Toesta, et sfddr, mille keskpunktiks on M ja raadiuseks %a, puutub
tasandiga TBC, ja tee kindlaks puutepunkti S asukoht.

b) Missugune osa sfdiri pinnast on nihtav punktist T?

c) Tee kindlaks (kui vdimalik, ilma arvutamiseta) CS pikkus.

d) Leia telraeedri SABC sisesfiddri raadius.

Trigonomeetria ja analiliitiline geomeetria (lahendamise
aeg 2 tundi).

1. Kui g, b ja ¢ on kolmnurga kiiljed ning @, g ja p selle kolmnurga nur-
gad ja d,, ds, das nende nurkade poolitajad, siis kehtib vordus

1
) . 1 2cos-2—a
b c B d,
Toesta see.
Toesta veel, et
a) kui @ =g, siis d; = d,,
b) kui @ > B, siis d; < ds.

2. On antud parabool y?=6x ja ringjoon raadiusega r, mis 1ibib koor-
dinaatide alguspunkti ja mille keskpunkt M asetseb x-telje positiivsel osal.
Missuguste r vidadrtuste korral on ringjoonel teine {thine punkt parabooliga?

Kui need punktid on A ja B, tee kindlaks MA ja MB keskpunkti geomeet-
riline koht, kui M liigub piki x-telge.

3. Ristkoordinaadistikus alguspunktiga O on antud punktid A(6, 0) ja
a) Leia kolmnurga ABO {imberringjoone C; ja siseringjoone C, vorrandid.

"b) Sirgel vérrandiga x—6=0 on voetud punktid, millede pctentside!
summa ringjoonte C; ja C, suhtes on vordne nulliga. Arvutada nende punk-
tide koordinaadid.

Lahendada samasugune iilesanne sirge 2x 4+ y =0 puhul.

c¢) Niidata, et need neli punkti asuvad ringjoonel, mis kuulub ringjoon-
tega C; ja C, méadratud kimpu.

On huvitav mairkida, et {ilesannete lahendamisega tuleb kesk-
miselt toime algebras 89%, geomeetrias 73% ning trigonomeet-
rias ja analiiiitilises geomeelrias 76% opilastest.

Glimnaasiumide matemaatika programmi uuendamisettepane-
kuist on koige domineerivam noue diferentsiaal- ja integraal-
arvutuse elementide kavvavotmise kohta.

Nihakse ette jargmiste kiisimuste liillitamine matemaatika
programmi: funktsiooni piirvddrtus; teoreemid piirvdirtuse kohta

sinx li tanx

(toestuseta); lim - ; tuletis; summa, vahe, korrutise
x—0

x—>0

ja jagatise tuletis; xn, sinx ja cos x tuletis; esimese ja tcise tule-
tise margi tdhendus, maksimum ja miinimum lihtsamate raken-
dustega. Integraal kui summa piirvdartus:
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b

b

[ ixdx =1im 37 (x)x = F(6) — (a).
a Ax—>0 a

Funktsioonide ax®, psin(ax--b), pcos(ax-b) ja nende funkt-

sioonide summade integreerimine. Rakendused pindala, ruumala

ja too arvutamiseks.

Nende teemade kavva votmiseks soovitatakse jitta senisest
programmist védlja murdratsionaalne funktsioon, Bezout’ teoreem,
interpolatsioon, jatta dra planimeetria 16pueksam, samuti rida tee-
masid stereomeetriast, nagu tiivikoonuse ruumala, korrapirased
hulktahukad, piirduda trigonomeetrias vdrranditega kujus
a sin x ++ b cos x = ¢ ning kolmnurkade lahendamisel ainult nende
juhtudega, kus on antud elementideks kiiljed ja nurgad.

Monedes erakoolides on slerecomeetria kursus asendatud mate-
maatika ajaloo ja statistika kiisimustega.

Moodsas keskkoolis opitakse 5 aasta jooksul matemaatikat,
mehhaanikat, fiilisikat, keemiat, bioloogiat, geograafiat, ajalugu,
sotsiaalteadusi, hollandi keelt, inglise keelt, prantsuse keelt, saksa
keelt, astronoomiat, kaubandust, joonestamist, joonistamist ja
voimlemist.

A-tiilipi koolides valmistatakse oOpilasi ette edaspidiseks Gppi-
miseks kaubanduslikul alal, B-tiiiipi koolidel on aga tugevasti
tédppis- ja loodusteaduslik kallak.

Matemaatika nddalatunde on neis koolides jargmiselt:

I IT | I

IVA, IVB, VA ‘ VB

s|sfsfs]-]s]-

Matemaatika programm 1 klassile sisaldab kiisimusi algebrast
kuni {iihe tundmatuga vorranditeni ja geomeetriast planimeetria
kursuse kuni tdhtsamate moisteteni ringis. Il klassile on algebra
kursuses ette ndhtud koordinaatide meetod, lineaarvorrandisiis-
teemid, aritmeetiline progressioon jne. kuni nimetaja vabastami-
seni irratsionaalsusest, geomeetrias aga kolmnurkade sarnasus ja
trigonomeetrilised funktsioonid tdisnurkses kolmnurgas. Il klassi
kavas on astme moiste iildistamine, logaritmid, aritmeetiline ja
geomeetriline progressioon, piirvdartus, funktsioon ax? -4 bx ¢
ja ruutvorrand; geomeetrias on kavas vordelised 1oigud ringis,
sise- ja Gimberringjooned, korrapdrased hulknurgad, ringi pind-
ala ja ringjoone pikkus; trigonomeetrias aga trigonomeetriliste
funktsioonide graafikud, trigonomeetriliste funktsioonide tabelid

V Punkti (xo, yo) potentsiks ringjoone (x —a)24(y —b)2— R?=0 suhtes
nimetatakse arvu p= (xo—a)2+4 (yo— b)? — R. Viljaspool ringjoont asuva
punkti korral on see arv vordne puutujaléigu ruuduga.
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{(a taisnurkse kolmnurga lahendamine. IV ja V klassis on algebra
avas juurvorrandid, Bezout’ teoreem, diferentsiaal- ja integraal-

arvutuse elemendid ja funktsioonid Z:iz; geomeetrias késitle-
takse koonuseldikeid, stereomeetriat, sfdirilist geomeetriat ja kuju-
tavat geomeetriat, trigonomeetria osas aga kolmnurkade lahenda-
mist, radiaanmootu, funktsiooni asinx - b&cosx ja vorrandid
a sin x 4 b cos x = c. Matemaatika suuline ja kirjalik eksam on
ainult B-tiliipi koolide Idpetamisel. Keskmine eksami sooritajate
protsent on siin 80.

Keskkoolide programmide uuendamisliikumises peetakse eel-
kdige silmas tGendosusteooria ja statistika elementide késitlemise
vajadust. On planeeritud votta kavva:

permutatsioonid ja kombinatsioonid koos rakendamisega toe-
niosuse arvutamiseks, binoomlause, Pascali kolmnurk, normaal-
kover (ilma vorrandita), keskmine vdirtus ja standardhélve.

Matemaatika iilikoolis

Pirast keskkooli lopetamist on, nagu juba nimetatud, véimalik
omandada korgemat haridust vastavalt keskkooli kallakule. Hol-
landis on kuus iilikooli. Riiklikud iilikoolid té6tavad Leydenis,
Utrechtis ja Groningenis. Amsterdamis on oma Munitsipiaaliili-
kool ja Vaba Kalvanistlik Ulikool, Nimeguenis asub aga Rooma
Katoliku Ulikool. Ulikoolide kdrval on neli iilikooli tasemel kooli:
Riiklik Tehnoloogia Instituut, Riiklik P6llumajanduskool, Hollandi
Majanduskool ja Rooma Katoliku Majanduskool.

Koigis fakulteetides ja kolledZites tuleb Opingute aja viitel
sooritada kaks eksamit: kandidaadieksam ja doktorandieksam.
Monikord lisandub siia enne kandidaadieksamit eeleksam. Suur
osatdhtsus on tentaamenitel. Doktorikraad omistatakse neile, kes
peale doktorieksamit kaitsevad ka enda piistitatud teesid.

Matemaatikat opetatakse koigis iilikoolides, vélja arvatud
Rooma Katoliku Ulikool. Doktorieksamini joutakse tavaliselt
parast 6 aastat oppimist. Neil, kellel matemaatika on pohiaineks,
sisaldab eksam kiisimusi ka fiilisikast ja keemiast v6i astronoo-
miast, Selliseid iiliopilasi on {ilikoolide peale kokku umbes 500.

Matemaatilisi aineid opetatakse jargmise tundide normiga.

Ulikool l] Analiids l Algebra |Anal. geom.|Proj. geom.| Praktikum
‘Groningen 9 3 3 2 %
Leyden 6 3 2 4 3
Utrecht 7 1 1 2 6
Amsterdam R 6 3 2% 3 _

1
Amsterdam M 55 4 2 3 2
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Et eksami sooritamise aeg on vaba, siis sooritatakse kandi-
daadieksamit juba 2. aastal, aga ka alles 6. aastal. Enamik teeb
seda siiski 3. ja 4. aastal.

Olgu siinkohal toodud iiks ndide ka iilikooli matemaatika kir-
jaliku eksami iilesannetest.

Diferentsiaalarvutus I

1. Leida funktsiooni e|*| — |x| tuletis.

2. Kui f(x) on méadratud iga x korral ja ta on kaks korda diferentseeruy
ning 11m f”(x) =1, siis toesta, et

lim ) = 1
rroo X2 2

3. Niita ilma arvutamata, et vorrandi

z+i)y»—(z—i)»=0

lahendid on reaalsed.
8
4. Toesta, et vorrandil x=e =™ on iiks positiivne lahend (n on positiivne
tdisarv). Olgu see lahend an. Leia lim ax.

n-»o00
5. Olgu rida Zlun koonduv ja rida 2,"un2 hajuv (#4n reaalarv ja
ne= n=

un¢+l) Too iiks ndide, mis kinnitab, et see on voimalik. Toesta, et rida
© u
v ——"— on koonduv.
nel l—u,."’
Un had Un .
Toesta veel, et ks ridadest Z ———— ja 3 ——— on hajuv.
n=1 |l Fun n=1 |l—uy

Majandusteadlastele madratud matemaatika eksami iilesanded

on lihtsamad:
x2-4+3x-418

1. Leia funktsiooni y = ————————— maksimum ja miinimum.
x+2
2. Niita, et funktsioon z = e**+¥* rahuldab vorrandit
0% 0%z et —
Y ox Axdy Y )

3. Arvuta

f 8x— 10 J
X
(D (E—1)(x—2)

b. fxa\/ —x2dx

c. fx“’ log x dx.

4. Toostuses valmistatakse kahe erineva kvaliteediga esemeid, ithed on
odavad ja teised kallid. Iga piev toodetakse x odavat ja y kallist eset. Need
arvud rahuldavad vorrandit
8—2x
5—x

Miiigihind kallimal esemel on 2 korda suurem kui odaval esemel. Leia,
mitu odavat eset tuleb pdevas valmistada, et saada maksimaalset kasu.

y=
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Keskkooli matemaatikadpetaja diplomi taotlejalt noutavaid
teadmisi iseloomustavad jargmised eksamiiilesanded:

Algebra.

1. Toesta, et vorrandil x®* —5x3 4-5x —2a=0 (a on reaalarv) on ainult
reaalsed lahendid siis ja ainult siis, kui —1 < a < L.

Kui a==cos @, lahenda see vorrand asendusega

1
xX=y4—.
)

. S e i
2. Selgita, kas rida ) ———MM8M
ney 3n4- (—)m-n
3. Tee kindlaks kompleksmuutuja z koik viirtused, mille puhul rida
> (nz4n-41)-»
El (nz4-1)n+2

on koonduv voi hajuv.

on koonduv.

Geomeetria.

1. On antud ring M ja selle tasapinnas punkt O. Sellest punktist témbame
vabalt antud ringjoonele koGlu. Selle kodlu keskpunktist P joonestame ristsirge
koolule. Sellel ristsirgel votame punkti Q nii, et PQ = OP.

2. Eeldame, et kolmnurga ABC killgedele on véljaspoole ehitatud ruudud
BCDE. CAFG ja ABHK. Konstrueeri kolmnurk ABC, kui on antud DG, FK ja
HE pikkused.

3. On antud tetraeeder ABCD. AB-1 on punkt E ja CD-l1 punkt F, nii et
AE . EB = DF : FC. Kuidas konstrueerida BG-le punkt G ja AD-le punkt H,
nii et BG:GC = AH :HD, kui EF ja GH on teineteisega risti? Toesta, et EF
ja GH loikuvad.

Trigonomeetria.

1. Leida avaldise

Acosx+ Bsinxcosy -+ Csinxsinycosz-4 Dsinxsinysinz maksimum
ja miinimum, kui A, B, C, D on konstandid, x, y, 2 muutuvad.

2. a) Kolmnurgas on a, b ja ¢ kiilgedeks, a, 8 ja p nurkadeks ning pind-
ala on S.

Toesta, et
a? 4 b2 - ¢c?

418

b) Kolmnurga ABC kiilgedel on punktid L, M ja N, nii et BL:LC =
=CM : MA = AN : NB. Kolmnurga LMN nurgad on A, u, v. Toesta, et

cot 4 4 cot u |- cot » = cot a -} cot 8 -} cot p.

Opikutena on Hollandi {ilikoolides kasutusel iilemaailmselt
hésli tuntud 6pikud, nagu R. Couranti, G. H. Hardy, B. L. van der
Waerdeni jt. omad.

Koik siinkohal niidetena toodud iilesanded viitavad kiillaltki
noudlikule tasemele matemaatika suhtes.

Tanapieval on Hollandis nagu enamikus riikides ulatuslikult
pdevakorral matemaatika Opetuse reformimine ja seda eelkdige
sisulises osas. Nii on keskkoolides katsetuste 1dbiviimiseks kaasa-
tommatud Gpetajatel vdhendalud nddalatundide normi. Keskuseks
matemaatika Opetamise reformimise alal on Utrechti iilikool, selle
liikumise eesotsas on aga tuntud Hollandi matemaatik prof.
H. Freudenthal.
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LOBATSEVSKI GEOMEETRIA
K. Ariva

«Kui kasvoi iiheski kolmnurgas ...»

Artikli esimeses osas ! oli juttu fiilisiku ja geomeetri seisukoh-
tadest seoses kolmnurga sisenurkade summaga. Selgus, et geo-
meetri 16plik ja tdpne vastus ei saa olla suuremas kooskolas tege-
likkusega kui fiilisiku ligikaudse iseloomuga otsustus. Geomeetri
poolt toestuses kasutatud paralleelsirgete aksioomi enda parata-
matus ei ole pormugi vahetult selge; selle aksioomi arvukad toes-
tuskatsed aga osutusid rangel analiiiisimisel koik defektseiks.

Teoreeme saab sageli tGestada mitmel erineval viisil. Tekib kii-
simus, kas pole voimalik toestada teoreemi kolmnurga sisenur-
kade summa kohta, kasutamata paralleelsirgete aksioomi. Sel-
line kiisimuse seade muutub eriti huvipakkuvaks, kui silmas
pidada, et see teoreem omakorda voimaldab laitmatult lahendada
paralleelsirgete probleemi.

18. ja 19. sajandi vahetusel piiiidis seda voimalust kasutada
Legendre? Ta tegi ajalooliselt viimse olulise katse lahendada
paralleelsirgete probleemi vanal viisil — aksioomi toestamise teel.
Tema uurimus seadis problecmi kaasaegsete ees uude valgusse ja
andis tulemusi, mida hiljem oli voimalik kasutada LobatScvski
geomeetria kidsitlemisel. Legendre’i mottekdigud saab kokku votta
kolme teoreemi toestusse.

Legendre’i esimene teoreem: Uhegi kolmnurga sisenurkade
summa ei saa olla suurem sirgnurgast (kui Eukleidese siisteemist
vilja jétta ainult paralleelsirgete aksioom ja selle jareldused).

Toestus. Oletame vastuvaiteliselt, et leidub kolmnurk ABC
(joon. 1), milles ¢+ -+ 9 >ax. Mddrame killje AB pikendil
punkti B; nii, et AB;=AB, ja konstrueerime antud kolmnurgaga

A A
ABC kongruentse kolmnurga AB,C, nii, et B;BC, = BAC.

! Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, 1k. 73—90.

2 A. M. Legendre (l. 16Zaandr) (1752—1834) — nimekas prantsuse mate-
maatik, kelle sulest pdrineb muuhulgas iiks esimesi kooli otstarbeks sobivaid
Eukleidese «Elementide» fimbert6otlusi. Lisame, et mirgitud vaimalus oli oriendi
matemaatikutele teada juba 11.—13. sajandil. i
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Et e+ pf+9p>a (oletuse kohaselt) ja e p-+d=
=g (konstruktsiooni pohjal), siis p > d. Kolmnurkades ABC ja
CBC, on nurkade ¢ ja ¢ ldhiskiiljed vastavalt kongruentsed, see-
pérast peab y vastas olema suurem kiilg, s.t. peab kehtima vor-
ratus AB > CC,.

c G, G ) Cpeop
7
/
§ / \
a B/ a _ o
A g 8, B, Bn-, B,
Joonis 1.

Pikendame niiiid 16iku AB; ja konstrueerime niidatud viisil
rea esialgsega kongruentseid kolmnurki: ABBsCs, AB2BsCs, ...,
AB,\B,C,. (Joonisel 1 on kujutatud selle kolmnurkade rea algus
ja 10pp, mis on nditlikkuse huvides paigutatud ldhestikku; tuleb
kujutleda, et nendevaheline tithik on tdidetud suure hulga kolm-
nurkadega; ddrmiste kolmnurkade vahelise tegeliku kauguse maia-
rab konstrueeritud lisakolmnurkade arv n). Seejuures tekib teine
rida kolmnurki: AC,B,Cs, AC3B3C3, ..., AC,-1B,C,. Pole raske
veenduda, et ka need on kongruentsed nii omavahel kui ka esi-
mese kolmnurgaga CBC,. Lisame veel iihe sellise kolmnurga
CpBnCpy1. Siis C,Cy; = CyC3=...= C,C,sy = CC; < AB.

Olgu AB — CC, =k, kus k on teatud positiivne konstant. Siis
AB, —CCpyy = (AB -+ BBy 4 BB, + ...+ Bn—iBn) —

— (CCL+C1Cr ...+ CpCpyy) =
= (n+1)AB— (n+1)CCy =
= (n4+1)(AB—CCy) = (n+ 1)k,

Kui konstrueerida ndidatud viisil kiillalt palju kolmnurki, mis
on kongruentsed kolmnurgaga ABC, s.t. kui votta naturaalarv n
kiillalt suur, siis saab korrutise (n - 1)k teha suuremaks igast
antud konstandist. Kasutame seda asjaolu ja valime n nii suure,
et (n4-1)k on suurem kui 16igu AC kahekordne pikkus:
(n+ 1)k > 2AC. Et AC = B,C,4, siis peab sellisel juhul kehtima
vorratus

ABn, — CCpyp1 > AC 4+ BpCris
ehk
AB'n = AC + Ccn+1 + Cn+iBn.

Kuid selline vorratus on voéimatu: punkte A ja B, iihendav
sirgloik AB, ei saa olla pikem kui neidsamu punkte iithendav
murdjoon ACCu1B,. Saadud vorratus tulenes toestuskdigu algul
tehtud oletusest, et a4 g+ p > a. Jdrelikult peab see oletus
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olema vaar, s.t. ei saa leiduda kolmnurka, mille sisenurkade-
summa oleks suurem kui sirgnurk.

Lugejale on muidugi vahetult selge, et iihiste otspunktidega
murdjoone ja sirgloigu korral on murdjoon alati pikem. Soovi kor-
ral saab seda asjaolu ka rangelt toestada. Markimist vaarib siin--
juures, et ei selle intuitiivselt ilmse véite toestamisel ega ka kusa-
gil mujal eelnevas arutluses ei kasutata paralleelsirgete aksioomi.

Asja toestatud lause kolmnurga nurkade summa kohta kéver-
pinnal iildiselt ei kehti. Nonda moodustavad kolm paarikaupa 16i-
kuvat suurringjoont sfddril (nait. kaks meridiaani ja ekvaator
gloobusel) alati kolmnurga, mille nurkade summa on suurem kui
180°. Seetottu on teoreemi sonastamisel sulgudes tehtud lisaeel-
dus viga oluline.®

Toestame niiiid

Legendre’i teise teoreemi: Kui iga kolmnurga sisenurkade
summa on vordne sirgnurgaga, siis on paralleelsirgete aksioom:
toene lause.

A A, A, A,
Joonis 2,

Vaatleme mingit sirget a ja punkti B, mis ei ole sellel sirgel
(joon. 2). Langetame punktist B sirgele a ristloigu BA ja tom-
bame 14bi B sirge b risti loiguga BA. Nagu teame, ei saa sirged
a ja b 16ikuda.

Néitame, et punktiga B ja sirgega a méiidratud tasandil on &
ainus sirge, mis 14bib punkti B ega 16ika sirget a. Selleks vaat-
leme mingit punkti B labivat sirget &’, mis erineb sirgest 6. Sirge
b’ moodustab l6iguga BA iihel pool teravnurga

Miéiidrame sirgel a punkti A, nii, et AA;,= AB. Teoreemi eel-
duse kohaselt on vordhaarse tdisnurkse kolmnurga BAA, sisenur-

7T 3
T

Maiirame sirgel a punkti A, nii, et A,A;= A,B. Teoreemi eel-
duse pohjal on vordhaarse kolmnurga BA;A, tipu A, juures olev

A
kade summa z, jarelikult A4;B =gq,=

o T
teravnurk e =3 =75 .

Jétkame samal viisil vordhaarsete kolmnurkade ehitamist sirge-

3 Vt. ka: U. Lumiste. Ruumi moiste geomeetrias. — Matemaatika ja
kaasaeg, XI, 1966, lk. 8. :
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-a punktide Az, Ay, ..., A, abil, mis rahuldavad tingimusi: Ay43 =
= BAy, AsAy=BAs, ..., Ap-1An = BA,-. Seejuures tekivad nende

. . k4
punktide juures teravnurgad: as=3, ai=g5, ..., =

— ont1-
Need nurgad moodustavad kahaneva geomeetrilise progressiooni
teguriga % Kiillalt suure n korral (s.o. kiillalt suure arvu kolm-
nurkade puhul) muutub selle progressiooni viimane liige a, vdik-
semaks igast antud nurgast.

Ehitame ndidatud viisil nii palju kolmnurki, et ozn<-72l — 8
siis

o~ T
ABAn = _2‘_’an > ﬂ.
Seega satub sirge b’ pédrast punkti B ldbimist kolmnurga ABA,
sisepiirkonda. Ta peab sealt jdlle viljuma ja ilmselt peab ta see-
juures loikama kolmunurga ABA, kiilge AA,. Niisiis — sirge b’ 16i-
kab sirget a.

See arutlus on rakendatav iga sirge puhul, mis ldbib punkti B
ja erineb sirgest b. Jérelikult kehtib paralleelsirgete aksioom.

Toestatud lause viibki mottele piiiida paralleelsirgete problecmi
lahendada kolmnurga nurkade summa madramise teel (muidugi
— paralleelide aksioomi ennast kasutamata). See tee tundub eriti
lootustdratavana, kui arvestada Legendre’i jdrgnevat tulemust,
mille kohaselt on piisav uurida ainult @iht kolmnurka. Nimelt
kehtib

Legendre’i kolmas teoreem: Kui kasvoi fiheski kolmnurgas on
sisenurkade summa 180°, siis on see nii igas kolmnurgas.

Toestus. Oletame, et mingis kolmnurgas ABC (joon. 3) on
'sisenurkade summa vordne sirgnurgaga: a + 8-+ p = x. Jaclame
selle kolmnurga mingi transversaaliga CD (s.o. sirgega, mis
14bib iiht tippu) kaheks kolmnurgaks ACD ja BCD. Tahistame
kolmnurga sisenurkade summat siimboliga 2, siis

Saco+ Deeo=(a+pn+0)+ B+ 2+ )=
=a+p+n+r)+@r1+d)=a+p+y+a=2xa

Et Legendre’i esimese teoreemi pohjal ei saa kummagi kolmnurga

Joonis 3. Joonis 4.
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sisenurkade summa iiletada sirgnurka, siis Zacp = Zgecp = x. Jére-
likult jaotab iga transversaal kolmnurga ABC osakolmnurkadeks,
mille sisenurgad moodustavad jille sirgnurga.

Niiiid on kerge toestada, et ka suvalise sirgega kolmnurgast
ABC eraldatud kolmnurga sisenurkade summa on z. Toepoolest,
sirge DE korral (joon. 4) tdombame veel transversaali CE. Siis
toestatu pohjal Z4ce = a. Kuid DE on kolmnurga ACE transver-
saal, seepérast ka Japp = 7.

Nimetame niiiid kolmnurka véiksemaks kolmnurgast ABC, kui
teda on voimalik paigutada kolmnurga ABC sisse nii, et viimane
teda tervenisti holmab. Olgu ADEF mingi kolmnurgast ABC
viiksem kolmnurk (joon. 5) ja olgu AAE'F'=ADEF. Siis mui-

Joonis 5.

dugi Zpgr= Zspr. Kuid eelneva pohjal Zape==m ja seepdrast
2app =g Jarelikult Sppr=a: iga kolmnurgast ABC viaiksema
kolmnurga sisenurkade summa on sirgnurk.

Milline ka poleks AABC, ikka saab talle témmata korguse,
mis asetseb tema sisepiirkonnas, s.o. médrab transversaali. Sel-
line korgus eraldab tdisnurkse kolmnurga BCD (joon. 6), mille
sisenurkade summa on z. Moodustame sellega kongruentse kolm-

nurga BEC. Et 84 6= g—, siis on nelinurk BECD ristkiilik. Ehi-

tame temaga kongruentse ristkiiliku BEFG. Diagonaal CG jaotab
tekkinud ristkiiliku CFGD kaheks tdisnurkseks kolmnurgaks, mille
koigi sisenurkade summa vordub ristkiiliku CFGD sisenurkade
summaga 2a. Legendre’i esimese teoreemi pdhjal peab siis
Zcpe = 7. Seega moodustavad ACDB iihe kaateti kahekordista-
mise teel saadud tdisnurkse kolmnurga sisenurgad samuti sirg-
nurga.

C 3 F
5 I
§
By B
A o] 8 G
Joonis 6.

-3
ot



Niiiid voime kahekordistada kolmnurga CDG iihe kaateti, see-
jarel saadud kolmnurga iihe kaateti jne. Iga vabalt voetud kolm-
nurga A’B’C’ korral saame sel viisil konstrueerida nii suure téis-
nurkse kolmnurga, et AA’B’C’ on sellest vidiksem. Et selle tais-
nurkse kolmnurga sisenurkade summa on z, siis on ka kolmnurga
A’B’C sisenurkade summa z. Teoreem on toestatud.

Legendre’i teisest ja kolmandast teoreemist ilmneb, et kui
onnestuks leida kasvoi iikski kolmnurk, milles ¥ = a, siis peaks
lugu olema nii igas kolmnurgas ja selle tottu peaks paralleelsir-
gete aksioom olema t0ene. Himmastav tulemus! 20 sajandit koiki
moeldavaid pingutusi trotsinud paralleelsirgete probleem taandub
itheainsa kolmnurga uurimisele! Kiisimus sellest, mis toimub
tasandi 1opmata kauges piirkonnas, ndib olevat lahendatav ta-
sandi 10plikus, kuitahes viikeses piirkonnas! Ei kogemus ega
kujutlus suuda otsustada, kuidas kdituvad «peaaegu paralleelsed»
sirged lopmata kaugel; ilmneb aga, et vdoime vastuse leida oma
vahetust fimbrusest, oma kogemuse ja kujutluse ulatusest.

Tundub, et pérast sellist podret probleemi ajaloos pidi olema
kerge lahenduseni jouda. Tuleb ju uurida ainult {iht kolmnurka
(seejuures 1iikskoik millist), mitte koiki korraga. Mingil viisil
peaks ju olema voimalik tédpselt madrata sisenurkade summa
iihes kolmnurgas!

Viimne katse

Seda teed teadus siiski minna ei saanud. Selleks ei sobinud ei
fiiiisika induktiivne ega geomeetria deduktiivne meetod. Méarkisime
eelnevalt, et mootmise teel pole pohimoGtteliselt kunagi voimalik
veenduda, et mingi kolmnurga sisenurkade summa on tédpselt
180°. Geomeetria arutluste objektiks ei ole aga kunagi iiks konk-
reetne kolmnurk, vaid koik kolmnurgad v6i vdhemalt koik teatud
liiki kolmnurgad. Geomeeter uurib ainult ii1dist, mitte kunagi
vahetult konkreetset.

Legendre’i teoreemide tdhtsus on teisal. Legendre ei asunud
pormugi iiht erilist kolmnurka otsima, vaid ldhenes probleemile
n.-6. teisest kiiljest.

Puhtloogiliselt on kolmnurga sisenurkade summa kohta voima-
lik piistitada kolm iiksteist vélistavat hiipoteesi:

[ >,

>3 ’l =,

<.
Legendre’i esimesest teoreemist jareldub, et esimene hiipotees ei
ole kooskdlas Eukleidese siisteemi teiste pohitodedega. Kui niiiid
onnestuks seda ndidata ka kolmanda hiipoteesi puhul, siis tuleks
ilma pikemata lugeda toeseks keskmine. Seega tdhendaks vorra-
tuse X < & vairus iihtlasi paralleelsirgete aksioomi toesust. Selle
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v6crlratuse timberliikkamisele ongi piihendatud Legendre'i pingutu-
sed.

Esitame vaba iimberjutustuse ndol arutluse, mis sisaldus Le-
gendre’i  geomeetriadpikus selle 3-ndast 9-nda véljaandeni
(1800—1812).

Nimetame kolmnurga deiektiks suurust d=un—2.
Vastavalt Legendre’i esimesele teoreemile ei saa ¢ olla negatiivne.
Piiliame néiidata, et ta ei saa olla ka positiivne. Sealjuures voime
piirduda ainult iihe meelevaldse kolmnurga uurimisega, sest Le-
gendre’i kolmanda teoreemi pohjal vordus 3= a kas kehtib igas
kolmnurgas voi ei kehti {iheski.

Arutleme jille vastuvditeliselt. Leidugu kolmnurk ABC (joon.
7), mille puhul Jdagc >0, s.o.
a1+ B -+ 1 <=z Konstrueeri-
me selle kolmnurga mingi iihe
nurga, nditeks nurga e, vastas-

A
kiilje juurde nurgad BCD =
N\ s N
= ABC =, ja CBD =ACB =

= p1. Seejuures tekib kolmnurk
BCD, mis on kongruentne kolm-

PN A B P £
nurgaga ABC; seega BDC = q,.

Joonis 7.

Pikendame B//él\C haarasid ja nditame, et kolmnurga BCD tipp
D peab jddma nende haarade vahele, s.o. B;I\C sisepiirkonda.t
Olgu P ja Q nurga BAC haarade mingid punktid. Et CJ/B\D=:
=‘A6\B < CI/S’\P (sest Cé\P on kolmnurga ABC vilisnurk), siis 16ik
BD on Cé\P sisepiirkonnas. Samuti Ba‘\D = A/P}C<B/C\Q ja loik
CD on BE‘\Q sisepiirkonnas. Seega on punkt D nii Bé\Q kui ka
C/B\P sisepiirkonnas, jarelikult ka Bz/4\C omas.

Tombame niiiid 1dbi punkti D mingi sirge, mis loikab Bf&l\C

molemat haara. Olgu I6ikepunktid E ja F. Tdhistame kolmnurkade
BDE ja CDF sisenurki vastavalt as, f2, 72 ja as, 83, s

4 Meenutame lugejale, et joonise pohjal seda vaidet toeseks lugeda ei tohi,
vastasel juhul kaotab arutlus iildsuse ja muutub fiilisikaliseks eksperimendiks.
Muide, arutluse antud etapil voiks joonise néditlikkusega kiill piirduda, sest eel-
neva mérkuse pohjal voime AABC lugeda konkreetseks kolmnurgaks. Kuid arut-

luse I6pposa iiletab iga fiiiisikalise eksperimendi piirid ja toetub siin esitatud
toestusele.
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Arvutame tekkinud nelja kolmnurga defektide summa:
Jasc + O0scp + OBeD + dcrp =
=a—(a~+pr+p)+a—(ar+ pr+ p1) + 7w —
—(a2+ P2+ p2)+ 7w —(as+ Ba+ ps) =
=A4x —(a2+ 1+ p1) —(as + p1 + p1) —
— (a1 B3+ p2) — (a1 + B2+ ps).
Konstruktsiooni pohjal on kolm esimest sulgudega eraldatud
summat vordsed sirgnurgaga, viimane summa on aga kolmnurga
AEF sisenurkade summa:
dasc + Ocp + OeD + dcrp = 7T — 3 AEF,

O0aer = 20aBc -+ 0BED + dcFD.

Et dapc on eelduse kohaselt positiivne, siis peab Legendre’i
kolmanda teoreemi pdhjal olema positiivne iga kolmnurga defekt.
Seega 0gep >0 ja dcrp >0, jarelikult Jagr > 264pc. Kasutame
tahistusi (5/;30: do ja (5,45[-‘”—‘- 61, siis

01 > 26.

Kordame niiid nédidatud konstruktsiooni kolmnurga AEF
puhul. Siis annab analoogiline mottekdik uue, suurema kolmnurga
defekti d; jaoks hinnangu

s. t.

d2 = 204,
s. 0.
02 = 22dy.

Jatkates samal viisil iiha suuremate kolmnurkade konstrueeri-
mist (kusjuures kasutame eelnevalt toestatud lauset kongruentse
kolmnurga tipu sattumisest nurga sisepiirkonda), saame mingi n
sammu jarel vorratuse

o\n > 2“0\0.

Konstruktsiooni piiramatul jitkamisel (s.o. n kasvamisel)
muudame suuruse 2"d, kuitahes suureks (sest do = ds5¢c on fiksee-
ritud positiivne konstant). Saadud vorratuse tottu peab siis ehi-
tatavas kolmnurkade jadas defekt &, kasvama tokestamatult.

Kuid defekti mdaravast vordusest § = & — X jireldub, et defekt
ei saa olla suurem kui =z, sest ilmselt 3 > 0. Esineb vasturdaki-
vus, mis nditab, et esialgne oletus on vadir: positiivse defekliga
kolmnurka ei saa eksisteerida. Jarelikult peab iga kolmnurga sise-
nurkade summa olema vordne sirgnurgaga. See aga tihendab
omakorda, et paralleelide aksioom on toene lause. V postulaadi
probleem on lahendatud!

Oleme meelsasti valmis seda tulemust uskuma. See on heas
kooskdlas meie kujutlustega. Pealegi tundub Legendre’i arutlus
tdiesti veenvana. Ja ometi on esitatud «toestus» loogiliselt véar.

Leida viga Legendre’i arutluses ei ole kerge iilesanne. Legend-
re’il endal kulus tervelt kaksteist aastat, kuni tiha siivenev kaht-
lus teda oma «toestusest» loobuma sundis. Tema 6piku 9. viélja-
andes on paralleelsirgete aksioom jélle toestamata pohilause, mitte
toestatud teoreem.
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Teisest kiiljest on tehtud viga siiski iisna silmatorkav. Selle:
maérkamiseks on tarvis vaid vabaneda eelarvamustest ja loobuda
pohjendamata toekspidamistest, mis {iletavad kogemuse piire —
tikskoik kui «iseendastmoistetavad» need toekspidamised ka ei nai..

Legendre’i mottekdik iiletab tdepoolest kogemuse piire. Ehkki
lahtekolmnurk ABC v6ib olla valitud sobivalt viike (joonise piiri-
des), tingib jidrgnev konstruktsioon ometi kuitahes suurte kolm-
nurkade, s.o. tasandil 10pmata kaugele ulatuvate piirkondade
vaatlemise. Lopmata kaugega opereerimisel tuleb aga olla ette-
vaatlik, sclles veendusime eelnevate néidete abil.

(Soovitame lugejal niiiid hetkeks peatuda ja — kasutades neid.
suunavaid mérkusi — leida viga Legendre’i arutluses.)

Néaidatud viisil saab konstrueerida kuitahes palju (ja kuitahes.
suuri) kolmnurki ainult sel korral, kui on tdidetud kaks tingi-
must: 1) varem juba konstrueeritud kolmnurgaga kongruentse:
kolmnurga tipp satub jille valitud nurga piirkonda; 2) l4bi nurga
iga sisepunkti saab tommata sirge, mis loikab nurga molemat
haara.

Esimese lause toesuses veendusime vastava arutluse teel, mis.
toetus oluliselt teoreemile kolmnurga vélisnurga kohta. Selle teo-
reemi toesuses pole meil pohjust kahelda; lisaks teame, et ta ei
soltu paralleelide aksioomist.

Teise lause lugesime aga tdeseks ilma mingi pohjenduseta.
Tundub ju olevat ilmne, et nurga sisepunkti labib koguni l6pmata
palju sirgeid, mis l6ikavad nurga molemat haara. Ja konstrukt-
siooni jaoks pole oluline, milline neist sirgetest valida. Siiski —
millel pohineb veendumus, et sellist sirget alati saab tommata?
Kuni punkt on nurga tipule kiillalt 1dhedal, on asi selge. Kuid
konstruktsiooni jdtkamisel eemaldub kasutatav punkt piiramatult
nurga tipust, satub n.-6. «astronoomilisse» kaugusse. Voime Kkiill
oletada, et loikaja tombamise voimalikkus, mis on tasandi véi-
keste piirkondade korral kogemusest teada, laieneb ka kuitahes
kaugetele piirkondadele, kuid peame siiski tunnistama, et sce ole-
tus voib osutuda viddraks. Midagi veenvat oma oletuse pohjenda-
miseks meil seni pakkuda ei ole.

Pole raske mirgata, et selle oletuse tdesus jdreldub paralleel-
sirgete aksioomist. Ilmneb, et tegemist on jille V postulaadi ekvi-
valendiga. See aga tdhendab, et ka Legendre sattus Miinchhau-
seni ossa, nagu paljud tema eelkdijad: ta «tdestas» paralleelide
aksioomi — selle aksioomi enda kaudu.

Loobudes esitatud «toestusest» ei loobunud Legendre veel kat-
setest probleemi lahendada. Tema Opiku 1. véljaanne sisaldab
aksioomi uue, eelnevast erineva «tdestuse». Kuid ka selles katses
esineb sama tiilipi viga, nn. circulus in demonstrando: viite tGes-
tamine lause abil, mille toesus soltub vaite enda toesusest. Paral-
leelsirgete probleem — ja ithtlasi ka kolmnurga sisenurkade
summa kiisimus — jai Legendre’i t66des lahendamata.
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Eelarvamuste kiitkes

Paralleelsirgete probleemi lahendamiskatseid on aga tchtud ka
‘monevorra perspektiivsemas suunas, mille ajalugu ulatub veel
Legendre’i-eelsesse perioodi, nimelt 18. sajandisse. Sellel sajandil
joudsid kaks motlejat teineteisest sdltumatult viga idhedale Gigele
lahendusele. Neil jdi astuda vaid iiksainus samm, kuid mdlemat
takistasid seda tegemast Eukleidese vaieldamatu autoriteedi toi-
mel kujunenud ja paljude sajandite viltel kivinenud eelarvamu-
sed.

Nendeks motlejateks olid itaalia jesuiit G. Saccheri® (1667—

1733) ja Sveitsi filosoof ning matemaatik J. H. Lambert (1728—
1777).

Saccheri opetas matemaatikat Torino ja Padua iilikoolides.
'Ta kirjutas rea teoseid teoloogia, loogika ja matemaatika kohta.
‘Erilist tdhelepanu osutas ta paralleelsirgete probleemile ja selle
uurimisel vottis ta esimesena kasutusele meetodi, mis viis jargmi-
sel sajandil probleemi toelise lahenduseni. Selleks meetodiks on
vastuviiteline toestusviis.

Meetodi idee on lihtne. Kui kord paralleelsirgete aksioomi
otsene toestamine on nonda keeruline, et seda pole suudetud teos-
tada kahe aastatuhande viltel, siis ndib olevat otstarbekas tali-
‘tada kaudsel viisil: oletada, et see aksioom on viir, ja uurida
“jdreldusi, mis niisugusest oletusest tulenevad. Kui aksioom on
toene (aga selles ei kahelnud Saccheri hetkegi), siis peab nende
jdrelduste hulgas kusagil tekkima loogiline vasturdakivus. See
aga tdhendab tehtud oletuse vdirust ja iihtlasi aksioomi tdesust.

Saccheri asendas paralleelsirgete aksioomi sellega ekviva-
lentse lausega: «Nelinurgas, mille kaks ldhisnurka on tdisnurgad
ja nende nurkade juures olevad vastaskiiljed on kongruentsed,
peavad ka iilejaddnud nurgad olema tdisnurgad». Joonisel 8 on

kujutatud selline «Saccheri nelinurk» ABCD: A —= B = - ja AD =

= BC. Nelinurga siimmeetriast aluse AB keskristsirge EF suhtes

jareldub, et D= C. Kui kehtib
paralleelsirgete aksioom, siis

Sasp = Zpcp= @, seepirast on a L ¢
D ja C tiisnurgad. Vastupidi, ,
kui iilemised nurgad on tdisnur- + +
gad, siis ZABDZZBCD'ZJI ja
seepdrast kehtib paralleelsir- Ny "
gete aksioom. A E. B
Saccheri seadis endale ees- Toonis 8.
5 1. sakéeri.
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margiks naidata (paralleelide aksioomi kasutamata), et dilemised
nurgad on tdisnurgad. Selleks piiiidis ta Gimber liikata mo6lemad
voimalikud eitavad hiipoteesid — et need nurgad on niirinurgad
voi et nad on teravnurgad.

Oletades niirinurga hiipoteesi toesust joudis Saccheri holpsasti
vasturddkivuseni. See tulemus kujutab sisuliselt Legendre’i esi-
mest teoreemi.

Teravnurga hiipoteesi korral sattus Saccheri aga tGsistesse
raskustesse. Ta toestas selle hiipoteesi abil mitukiimmend teo-
reemi, mis olid teravas vastuolus kujutlusega. Toome moned néi-
ted. Teravnurga hiipoteesist jireldub, et kahel mitteloikuval sir-
gel, mis asuvad iihel tasandil, on selle tasandi mistahes 16plikus
piirkonnas kas ainult iiks iihine ristsirge voi pole iihtki. (Lugeja
muidugi moistab, et juhul, kui X <z, peab iga nelinurga sisenur-
kade summa olema viiksem kui 27 ja seepdrast ei saa kahel sir-
gel olla kaht {ihist ristsirget). Esimesel juhul kasvab mitteloiku-
vate sirgete vaheline kaugus iihisest ristsirgest molemale poole
tokestamatult. Teisel juhul toimub sirgete selline kaugenemine
{eineteisest ainult iihes suunas, vastassuunas aga ldhenevad sir-
ged I6pmatult teineteisele ilma siiski 16ikumata (matemaatikud
rddgivad sel puhul astimptootlilisest 1dhenemisest).8

Saccheri ei leidnud nende lausete néilises «absurdsuses» min-
git pohjust nende eitamiseks. Ja toepoolest, molemal juhul on siin
tegemist asjaoludega, mille «efekt» avaldub alles tasandi viga
suurte piirkondade puhul, s.t. vdljaspool kogemuse ulatust; selle-
pérast ei saa kujutlus siin olla kriteeriumiks. Et Saccheri seda sel-
gesti moistab ja otsib ainult puhtloogilist vasturdikivust, selles
avaldub tema hoiakule omane moodsa matemaatika vaim. Oma
teoreemidega ulatab Saccheri kde 19. sajandi motlejatele ja jouab
tunduvalt kaugemale néditeks Legendre’ist.

Paraku kaotab Saccheri oma 33. teoreemi jdrel kindla pinna
jalge alt ja p6ordub uuesti ndoga minevikku. Nimelt ilmneb selles
teoreemis, et aslimptootiliselt 1dhenevail sirgeil on olemas iihine
ristsirge nende iihises lopmata kauges punktis (Saccheri vaatleb
neid sirgeid 16ikuvaina l6pmata kauges punktis; koolimatemaati-
kas tehakse seda monikord paralleelsete sirgete puhul). Niisiis on
viimasel sirgel iihes ja samas punktis kaks erinevat ristsirget —
nimelt esialgsed sirged! See aga, vdidab Saccheri, on «vastuolus
sirge olemusegay, jarelikult — teravnurga hiipotees on loogiliselt
vaar.

Saccheri teeb siin vea, mis on analoogiline Bertrand’i 7 eksimu-
sele; ta omistab Iopmata kaugele punktile samu omadusi, mis on
harilikul, s. o. tasandi loplikus osas oleval punktil.

6 Soovitame lugejal siinkohal meenutada selle artikli esimeses osas soori-
tatud arutlust paralleelsete ja loikuvate sirgete vastastikuse asendi kohta. —
Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 84.

7 Vt. samas, lk. 88.

6 Matemaatika ja kaasaeg Xill 81



Ka Saccheri ise ei ole rahul oma seisukohaga. Ta kirjutab:
«Niiiid voiksin ma rahuliku siidamega peatuda; aga ma ei taha
loobuda toestamast, et see jonnakas teravnurga hiipotees, mille
ma juurtega véalja kiskusin, on loogiliselt vasturdakiv. Selle toes-
tamisele on piihendatud jargmised teoreemid .,.» Ja Saccheri
jatkab arutlusi. Ta toestab, et punktide hulk (tasandil), mis on
vordsetel kaugustel antud sirgest, moodustab kdoverjoone. Ta arvu-
tab selle koverjoone tiikikese
pikkuse ja leiab, et see vordub
vastava 1digu pikkusega sirgel
(joon. 9). Kuid sirged AD ja
BC, millel on iihine ristsirge
AB, peavad Saccheri poolt eel-
nevalt toestatud teoreemi pohjal
teineteisest eemalduma, s.o. Joonis 9.
nendevaheline kaugus peab kas-
vama, kui eemalduda sirgest
AB. See on aga vbdimatu, kui 16igu AB ja kaare CD pikkused on
vordsed. Tegemist on ilmse loogilise vasturddkivusega. Siit jarel-
dabki Saccheri, et teravnurga hiipotees on toepoolest vdidr. Paraku
tegi Saccheri kovera kaare pikkuse arvutamisel vea... (Pole
siiski 6ige Saccherile vidhest «rehkendamisoskust» ette heita, sest
kaare pikkuse arvutamisel tuli tal kasutada korgemat matemaati-
kat ja selle valdkonnas oli tema péevil veel viga palju ebamia-
rast.)

Saccheri jdi arvamuse juurde, et ta on toestanud paralleelide
aksioomi. Seda illustreerib tema teose pretensioosne pealkiri, mis
algab sonadega «Eukleides, puhastatud kdigist plekkidest . . .». T66
ilmus autori elu lopul, 1733. aastal.

Paistab siiski, et Saccheri ise ei tunne tait rahuldust oma {66
tulemustest, sest ta 1opetab raamatu sonadega: «Ma ei saa jatta
siin markimata erinevust molema hiipoteesi kummutamisviiside
vahel. Niirinurga hiipoteesi puhul on asi selge nagu jumala val-
gus .., Kuid iimber litkata teravnurga hiipoteesi ei onnestu mul
teisiti, kui toestades, et see pikkus vordub baassirgldigu pikku-
sega» (s.0. CD = AB).

J.H Lambert, teine eespool mainitud kahest mehest, oli
laia silmaringi ja mitmekiilgsete teadmistega motleja; oma avara
eruditsiooni oli ta omandanud isedppimise teel. Ta uuris komee-
tide orbiitide arvutamist ja piistitas kosmoloogilisi hiipoteese, toes-
tas arvu & irratsionaalsuse ® ja arendas prespektiiviteooriat, rajas
teadusliku kartograafia ja matemaatilise fotomeetria ning koigele
lisaks tegeles filosoofiaprobleemidega. V postulaadi probleemile
on piithendatud tema t66 «Paralleelsirgete teooria», mis ilmus alles
1786. a., pdrast autori surma.

8 Vi, Matemaatika ja kaasaeg, VI, lk. 42.
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Lambert ldhenes probleemile peaaegu samal viisil nagu Sac-
cheri. Ta vaatles nelinurka, mille kol m nurka on tidisnurgad, ja
piiiidis viia loogilise vasturddkivuseni hiipoteesid, et neljas nurk
on niiri voi terav. Kui ainsana jddb tdeseks tdisnurga hiipotees,
siis on iihtlasi toestatud ka paralleelsirgete aksioom.

Ka Lambertil onnestub kergesti ndidata, et niirinurga hiipotees
on vdir. Kuid teravnurga hiipoteesist teeb ta veelgi suurema
hulga kummalisi jidreldusi. Nonda toestab ta, et kolmnurga pind-
ala ei saa tokestamatult kasvada, ehkki kolmnurga kiilgede pikkusi
piiramatult suurendatakse. See tulemus on teravas vastuolus meie
harjumuspérase kujutlusega. Kui uskuda kujutlust, s.o. pidada
voimalikuks kuitahes suure pindalaga kolmnurkade olemasolu, siis
osutub Lamberti teravnurga hiipotees védidraks. Kuid Lamb-=rt
moistab selgesti, et meil pole mingit alust niisuguseks usuks. Kuni
teravnurga hiipoteesi pole rangelt iimber liikatud, tuleb kolm-
nurga pindala tokestatust lugeda — vdhemalt loogiliselt — voi-
malikuks.

Koige tdhelepanuidratavamaks tehtud jareldustest peab Lam-
bert seda, et teravnurga hiipoteesi tdesuse korral leidub abso-
luutne pikkusiihik, s.t. leidub 16ik, mida saab maiirata puhtgeo-
meetriliselt, ilma korvalise «etaloonita».® Lambert ise on kahe-
vahel, kuidas hinnata oma avastust. Ta hiiiiab: «Selles on midagi
vaimustavat, mis tekitab koguni soovi, et kolmas hiipotees oleks
toene. Ja ometi sooviksin ma, vaatamata sellele eelisele 19, et see
nii ei oleks, sest sellega kaasneb terve rida teisi raskusi. Trigo-

9 Selgitame absoluutse pikkusiihiku tihendust piltlikult. Nagu teada, piiiia-
vad raadioastronoomid praegu nii meil kui ka piiri taga luua sidet tsivilisat-
sioonidega kaugete tihtede planeetidel. Selline side voib tekkida n.-6. tdna-
homme. Millist informatsiooni me soovime vahetada teiste maailmade elani-
kega? Kahtlemata huvitavad molemaid pooli nii partnerite endi kui ka neid
iimbritsevate objektide kuju ja modotmed. Seega peab vahetatav informatsioon
sisaldama hulgaliselt andmeid 16ikude pikkuste ja nurkade suuruste kohta. Nur-
kadega saadakse holpsasti hakkama. Ehkki meie vaatluspartnerid ei ole vahest
kunagi huvi tundnud ringi jaotamise vastu 360-ks osaks, saame ometi lihtsalt
kindlaks teha meie ja nende nurgaiihikute vahekorra. Tarvitseb vaid 1abi viia
viike puhtgeomeetriaalane raadiovestlus, néditeks tdisnurka mahtuvate iihikute
arvu kohta. Sellepdrast iitlemegi, et nurkade mootmiseks leidub geomeetrias
absoluutne iihik — niiteks taisnurk, mis on koikjal ithesugune.

Hoopis teine on lugu pikkustega. Mitte mingi geomeetrilise sisuga infor-
matsioon ei luba meil otsustada, kas kauged asukad kuuluvad mammuti voi
amodbi suurusklassi. Meil tuleb abi saamiseks ilmtingimata pdéorduda fiiiisiku ja
tema etaloonide poole. Selles ilmnebki tosiasi, et Eukleidese geomeetrias puu-
dub absoluutne pikkusiihik.

Kui aga toepoolest kehtib Lamberti teravnurga hiipotees, siis on geomeetri-
line pikkusetaloon olemas ja kosmiline asjaajamine lihtsustub tunduvalt. Nagu
nieme, voivad puhtloogilisel seosel, mis esimesel pilgul tundub geomeetrite
tithise targutusena, olla otse kosmilised tagajirjed. Kilsimus, kuidas sellist abso-
luutset moddupuud méidrata (kui ta olemas on), jdib siinkchal paratamatult
lahtiseks. On selge, et kooligeomeetria meid aidata ei saa ja vajalik on mingi
uus geomeetria.

10 et leidub absoluutne pikkusiihik (K. A.)
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nomeetrilised tabelid muutuksid 16pmata pikkadeks; kujundite sar-
nasust iildse ... ei esineks; mitte iihtki kujundit ei saaks esitada
teisiti kui tema absoluutses suuruses; ja astronoomide kasi kiiks
halvasti .. .». ,

Erinevalt Saccherist jouab Lambert veendumusele, et tal pole
onnestunud teravnurga hiipoteesi kummutada, ja seepdrast IGpe-
tab ta teadmisega, et probleem jidi lahendamata. Aga nimelt see
negatiivne tulemus néitab, et Lambert on tdele 1dhemal kui Sac-
cheri; tema védhemalt. jitab ukse tde juurde avali. Veelgi enam:
Lamberti fihes korvalmarkuses '! sisaldub geniaalne aimus sellest,
kuidas probleem kord 16plikult lahendub. Ta paneb tihele, et niiri-
nurga hiipotees kehtib sfddril (kui sirgeteks lugeda suurring-
jooned), ja teeb sellepérast oletuse, et leidub mingi pind, millel
realiseerub ka teravnurga hiipotees. See aimus leidis kinnitust 100
aastat hiljem.

Saccheri ja Lamberti teoreemid, mille nad toestasid terav-
nurga hiipoteesi abil, kuuluvad tegelikult LobatSevski geomeet-
riasse. Seepérast nimetatakse neid mehi LobatSevski eelkdijateks
Uue geomeetria avastajaiks neid aga ei loeta, sest nad ei suut-
nud taibata endi poolt toestatud lausete toelist tdhtsust (kui kor-
vale jatta Lamberti mérgitud dhmane aimus). Nad ei modistnud,
et olid heitnud — esimestena — podgusa pilgu uude, fantastilisse
maailma, mis on oma olemuselt niisama loogiline ja toeline kui
Eukleidese maailm. Mineviku moju sundis neid avastatus ndgema
miraaZi, mida on voimalik ja mis tuleb hévitada. Sellepdrast jai
avastamise au teistele.

Mirgime lisaks, et Saccheri ja Lamberti t66d ei avaldanud
mingit moju probleemi tegelikule lahendamiskdigule, sest need
t66d unustati ja avastati uuesti alles 19. sajandi lopul, mil Lobat-
Sevski geomeetria oli juba tdielikult vilja tooctatud ja dldiselt
tunnustatud.

Mahavaikitud revolutsioon

19. sajandi esimesel veerandil tekitas paralleelsirgete probleem
paljudel mbtlejatel pessimismi inimmoistuse voimsuse suhtes.
Pirast Legendre’i katsete ebadnnestumist oldi sunnitud tunnis-
tama, et probleem oli ikka veel lahendamata. Tundus koguni, et
Eukleidese pievist peale ei ole probleemi lahendamiseks midagi
olulist dra tehtud. Ometi ndis kiisimuse sisu olevat iilimalt lilitne,
nii lihtne, et sellele vastamine oleks pidanud olema joukohane
igale loogiliselt motlevale inimesele. Kui inimmdistus juba nii
tihist probleemi lahendada ei suuda. ..

Vist kiill miski ei iseloomusta reljeeisemalt selleaegseid meele-
olusid kui ungari matemaatiku F. Bolyai kiri, mille ta kirjutas oma

1 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 21.
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pojale, saanud teada, et viimane kavatseb asuda paralleelsirgete
probleemi lahendama. Kiri on kirjutatud 1823. a. ja sisaldab jarg-
mise 1oigu.

«Anun Sind, ara tee ka Sina katsel jagu saada paralleelsirgete
teooriast; Sa raiskad sellele kogu oma aja, aga seda lauset te ei
toesta isegi iitheskoos. Ara proovi paralleelsirgete teooriast jagu
saada ei sel viisil, millest Sa mulle teatasid, egd ka mingil teisel
moel. Mina uurisin 16puni 1dbi koik voimalused; ma ei jatnud
ithtki ideed 1dbi proovimata. Ma kiisin 14bi kogu selle 6ise pil-
kase pimeduse ja matsin sellesse iga lootuskiire, iga roomu-
kiibeme elust. Jumala pérast, anun Sind, jita see kiisimus, karda
seda mitte vihem meelelistest kiusatustest, sest ka see voib Sinult
roovida kogu Sinu aja, tervise, hingerahu, kogu eludnne. See pil-
kane pimedus voib uputada tuhandeid Newtoni-taolisi majakaid.
See pimedus ei kao maa pealt iialgi, ja iial ei saavuta onnetu
inimsugu midagi tdiuslikku isegi geomeetrias. See on suur ja
paranematu haav minu hinges...»

Hoolimata selle kirja otse meeleheiteni joudnud lootusetusest,
lahendati paralleelsirgete probleem sellesama aastakiimne jooksul.
Nagu saatuse kiuste olid lahendajate hulgas kaks kirja autorile
viga lihedast inimest — tema kunagine siidamesGber ja tema
enda poeg, selle kirja adressaat.

19. sajandi alguseks olid matemaatika vallas kiipsenud eeldu-
sed, mis vdimaldasid vallutada seda juba kakskiimmend sajandit
piiratud kindlust. Piiramine ei osutunud siiski paris asjatuks. Labi
oli sdelutud kogu Eukleidese lausete siisteem ja tunduvalt selgi-
tatud selle siisteemi struktuur. Teisest kiiljest oli matemaatiline
motlemine saavutanud nii korge arenemisastme, et probleem osu-
tus juba joukohaseks. Sellepdrast leidsid niiiid lahenduse peaaegu
samaaegselt kolm matemaatikut, kes tootasid tdiesti séltumatult
iiksteisest.

Tuleb aga Gelda, et ka maérgitud perioodil oli kiisimus jou-
kohane ainult vdga vihestele, neile, kes olid oma ajastust mone
aastakiimne vorra ette joudnud. Oma ajast ettejpudmine kutsub
aga harilikult esile mittemdistmise, pilke ja vaenulikkuse kaasaeg-
sete poolt. Eriti drastiliselt avaldus selline ebakdla teadlase ja
tema ajastu vahel paralleelsirgete probleemi puhul. Anname sel-
lest liihikese iilevaate. Piirdume siin vaid markustega probleemi
lahendajate isikute kohta !2; nende toode sisu — uus geomeetria
— Jeiab késitlemist edaspidi.

Esimesena joudis uue geomeetria voimalikkuse moistmiseni 19.
sajandi alguse silmapaistvaim matemaatik Carl Friedrich
Gauss (1777—1855), astronoomiaprofessor Gottingeni iilikoolis
(sakslased nimetasid teda omal ajal «matemaatikute viirstiks»).
Tema 11 koites avaldatud kogutud t66d matemaatika, fiifisika,

12 Moningaid viiteid sisaldab ka U. Lumiste eespool mainitud kirjutis.
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geodeesia ja astronoomia alalt kuuluvad sisurikkuse ning napi-
sonalise ja range késitluslaadi tottu matemaatika koigi aegade
suurimate meistrité6de hulka.

Gaussi uus seisukoht paralleelsirgete probleemi kohta kujunes
juba 1816. a. paiku. Oma sellealaseid vaateid arendas ta edasi
kuni surmani. Gaussi vaadetel oli siiski ennekdike pohimotteline
iseloom, ka nende l4bitéotlus jdi fragmentaarseks; Gauss ei tei-
nud katsetki uue geomeetria detailseks ja siistemaatiliseks kisit-
lemiseks, ammugi publitseerimiseks. Ta oli teinud vankumatu
otsuse oma avastusest vaikida. Ja téepoolest ei avaldanud Gauss
eluajal iihtki sona oma vaadetest uue — nagu ta seda ise nime-
tas — mitteeukleidilise geomeetria kohta. Ainsa erandi moodusta-
sid moned kirjad ldhedastele sopradele, kellele ta aga keelas oma
vaadetest rddkida. Gauss moistis vdga histi avastuse erakordset
tahtsust, kuid ta kartis 16hkuda oma suurt autoriteeti matemaati-
kute-kaasaegsete silmis, kes ei olnud veel valmis vastu v6tma ja
tunnustama niivord ebaharilikke ideid. Gaussil olid revolutsiooni-
lised vaated, kuid puudus revolutsionddri voitlusvalmidus. Ta
mattis vaikimisse mitte ainull oma tulemused, vaid keeldus ava-
likku seisukohta votmast ka teiste, probleemi uurimise] temast
kaugemale joudnud matemaatikute t66de suhtes, ehkki ndgi sel-
gesti nendes sisalduvat uut ja geniaalset. Gaussi hoiak liikkas
uue geomeetria tunnustamise ja sellele jdrgneva arengu edasi
mitme aastakiimne vorra.

Gaussi sellise hoiakuga on tihedalt seotud andeka noore ungari
matemaatiku Janos Bolyai!® (1802—1860) saatus — selle-
sama, kellele oli méaratud eespool tsiteeritud hoiatus.

J. Bolyai isa Farkas Bolyai ja Gauss olid {iliopilaspdlves véga
ldhedased sobrad; nad olid kirjavahetuses veel pikka aega pérast
lahkujddmist. Kui aga Bolyai palus Gaussi, et see majutaks enda
juurde noore Janosi stuudiumi sooritamise ajaks Gottingenis, siis
lopetas Gauss jarsult kirjavahetuse. Nonda osutus J. Bolyai enese-
tiiendamine Saksamaal majanduslikult véimatuks ja tal tuli tep-
pida keskpdrase matemaatikakursuse kuulamisega Viini sdjavie-
akadeemias. Selle 1opetamise jarel 1823. a. sai J. Bolyaist kahur-
vieohvitser.

Juba tollal oli noorel matemaatikahuvilisel pohimotteliselt
selge, kuidas paralleelsirgete probleemi lahendada. Sattunud ohvit-
serina garnisoniteenistusse iiksikus maakolkas, jatkas ta siiste-
maatilist t66d probleemi kallal. Tulemused véttis ta kokku artiklis,
mis ilmus isa kahekoitelise matemaatikadpiku lisana 1832. a.

J. Bolyai artikkel — uusaegse matemaatikaalase kirjanduse
iiks kaunemaid parle — kéis selle aja matemaatikutele iile jou nii
sisu kui vormi poolest. Kirjastamiskulude kirpimiseks tuli autoril
kirjutada ddrmiselt kokkusurutult; pealegi kasutas ta originaalset

13 1. jaano$ béijai.
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siimboolikat. Artikkel ei dratanud mingit tdhelepanu ja voeti
vastu vaikimisega.

Oli loomulik, et Bolyaid p6drdusid niiiid hinnangu saamiseks
Gaussi poole. Farkas Bolyai kirjutas Gaussile, et tema poeg peab
Gaussi otsust korgemaks «kui kogu Euroopa arvamust». Gaussi
vastus saabus viivitusega ja valmistas Janosile kibeda pettumuse.
Kirjas seisis:

«Niiiid {iht-teist Sinu poja t66 kohta. Kui ma alustan sonadega,
et ma seda eij tohi kiita, siis hdmmastab see Sind hetkeks, kuid ma
ei saa toimida teisiti: kiita seda — tdhendaks kiita iseennast,
sest kogu selle t66 sisu, tee, mida médda Su poeg ldks, ja tule-
mused, mis ta saavutas, — iihtivad peagu téielikult minu oma-
dega, mis ma saavutasin osaliselt juba 30—35 aastat tagasi. See
hdmmastab mind toepoolest iilimal méé&ral.

Mul oli kavatsus oma toost, millest ma iiht-teist olen niiiid
paberile pannud, oma elu jooksul mitte midagi avaldada. Enamus
inimesi on taiesti ilma ettekujutuseta, millest siin on jutt; ma koh-
tasin vaid vdga viheseid, kes voGtsid erilise huviga vastu selle,
mis ma neile teatasin. Et olla v6imeline seda moistma, on esmalt
tarvis elavalt tajuda, mis siin dieti puudub, aga see on enami-
kule inimestest tdiesti ebaselge. Kuid mul oli kavatsus kanda aja
jooksul paberile koik, et need motted vdhemalt ei kaoks koos
minuga.

Ma olen sellepdrast viga himmastunud, et mind on vabasta-
tud sellest vajadusest, ja mulle valmistab erilist meelehead, et
nimelt minu vana sébra poeg mind sellisel imestamapaneval vii-
sil ennetas.»

Gaussi edasine vaikimine tekitas J. Bolyais ajutise kahtluse,
et suur matemaatik tahab temalt ndpata tdhtsa avastuse tege-
mise prioriteeti voi koguni avastust ennast. See kahtlus siivenes
temas veelgi, kui ta kuulis, et saksa keelde on tolgitud kellegi
LobatSevski samateemaline t66; ta arvas esmalt, et selle on aval-
danud Gauss pseudoniiiimi all.

J. Bolyai moistis kiill hiljem oma oletuse vdarust, aga osaks
saanud raske pettumus jéltis jdljed kogu tema iilejdénud elule ja
tegevusele. Siivenesid psiiiihilised héired, mis viimastel eluaasta-
tel avaldusid haiglase meeltesegadusena. Selline oli paralleelsir-
gete probleemi lahendamisele piihendatud pingutuste iiks koige
traagilisemaid tagajirgi probleemi kahetuhandeaastases ajaloos.

(Jargneb)

Harjutusiilesanne. Niidata, et paralleelide aksioom on tdene lause, kui keh-
tib iiks jargmistest lausetest:

1) koigil kolmnurkadel on iihesugune sisenurkade summa;

2) tasandil antud sirgest ilhel pool ja sirgest vordseil kaugustel olevate
punktide hulk moodustab sirge;

3) labi iga kolme punkti, mis ei asetse iihel sirgel, saab tSmmata para-
jasti ©ihe ringjoone;

4) Pythagorase teoreem.
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AUKARTUS MATEMAATIKA EES'

W. W. Sawyer

«Suurimaks paheks on hirms.
Epikurose filosoofiast

Selle raamatu peamiseks eesméirgiks on hajutada hirm mate-
maatika ees. Vdga paljud inimesed suhtuvad matemaatikutesse kui
omaette inimtougu, kel on peaaegu iileloomulikud voimed. Kuigi
niisugune suhtumine on edukatele matemaatikutele viga meelitav,
toob ta siiski suurt kahju neile, kes iihel voi teisel pohjusel seda
ainet selgeks oppida piiiiavad.

Viga paljud opilased tunnevad, et nad ei suuda kunagi mate-
maatikast aru saada, kuid nad voivad siiski nii palju dra oppida,
et eksaminaator jidb uskuma, nagu saaksid nad aru. Nad sarna-
nevad kullerile, kes peab kordama mingit lauset temale tundma-
tus keeles, kes soovib sonumi enne edasi anda, kui malu teda
petab, ja kes sellises olukorras voib hakkama saada kdige absurd-
semate vigadega.

Ilmselt on selline oppimine vaid ajaraiskamine. Matemaatiline
motlemisviis on tdoriist ja pole mingit motet seda toodriista han-
kida, kui te ei kavatse teda kasutada. Hoopis parem on siis juba
kulutada see aeg nditeks kehalistele harjutustele, mis vihemalt
tervisele hdsti mojuvad.

Pealegi on inimestele dirmiselt ohtlik harjuda arglikkusega
iikskoik millises valdkonnas. Vaimse tervise ideaaliks on olla val-
mis iga niisuguse probleemiga joudu katsuma, mis elu juhtub
esitama — mitte piiida korvalepooratud pilguga nendest kohta-
dest mooda tormata, kus leidub raskusi.

Miks tuleb matemaatika ees sellist hirmu tunda? Kas see on
tingitud aine enda olemusest? Kas suured matemaatikud on teis-

' W. W. Sawyer (siind. 1911) on inglise péritoluga ameerika matemaa-
tik, kelle rohked populaarsed raamatud on tsna laialt tuntud. Vene keeles on
ilmunud tema raamatu Prelude fo Mathematics tolge (¥. Y. Coiep. Ilpemonus
k mareMatuke. M3an. «IIpocsewenne». M., 1965). Kiesolev kirjutis on tema raa-
matu Mathematician’s Delight (Harmondsworth, 1959) esimese sissejuhatava
peatiiki tolge. Tolkinud H. Oidjarv. Kavas on avaldada ka selle raamatu teine
peatiikk: «Geomeetria — teadus moodblist ja miiridest».
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test inimestest oluliselt erinevad? Voi peitub viga peamiselt aine
Opetamise meetodites?

Vaieldamatu on igatahes, et pohjus ei peitu matemaatika ole-
muses. Selle koige veenvamaks tdestuseks on fakt, et inimesed
oma igapdevases elus midagi tehes kasutavad tegehkult motte-
kéike, mis oma pohijoontelt on samad, mida kasutatakse matemaa-
tikas — ainult ise pole nad selles asjaolus teadlikud ning kohku-
vad viga, kui keegi soovitab neil matemaatikat oppida.

Kartus matemaatika ees parineb ajast, mil enamus oOpetajatest
iipris vdhe teadis inimloomusest ega teadnud mitte midagi mate-
maatika enda loomusest. See, mida nad Opetasid, oli vaid lihtsalt
imitatsioon.

Peaaegu igal Oppeainel on oma vari voi imitatsioon. Mulle
néib, et on taiesti voimalik opetada kurttumma last klaverit méan-
gima. Kui ta vale noodi méangimisel ndeb oma 6petaja kulmukort-
sutamist, piiiiab ta viga parandada. Kuid ilmselt ei ole tal mingit
aimu sellest, mida ta teeb voi miks peaks iildse keegi sellisele
mottetule harjutamisele tunde piihendama. Laps opiks sel korral
muusika imitatsiooni. Ja ta kardaks klaverit tapselt samuti, nagu
paljud Gpilased kardavad seda, mida peetakse matemaatikaks.

Muusika kohta Geldu kehtib ka koigi teiste Oppeainete puhul.
Te voite oppida ajaloo imitatsiooni — kuningaid ja kuupaevi, saa-
mata vihimatki ettekujutust nende taga olevatest motiividest; voi
kirjanduse imitatsiooni — terved virnad seisukohti Shakespeare'i
fraseoloogia kohta, mis taielikult havitab voime Shakespeare’i
nautida.

Papagoiliku Oppimisviisi ohtu illustreerib kurikuulus eksami-
vastus: «Kéhus on magu ja soolikad, need on A, E, I, O ja U».
Mida niisugust vastust kirjutav laps kiill ette kujutas? Kas suuri
metalltdhti sisikonnas? Voi ei kujutanud ta iildse midagi ette?
Toéendoliselt oli ta opetaja suust nii palju arusaamatuid vaiteid.
kuulnud, et soolikad, mis on iihtlasi A, E, I, O ja U, ei tundunud
talle sugugi miistilisematena kui teised koolis kuuldud asjad.

Usna suures osas kirjalikest eksamitoodest leidub matemaati-
lisi vigu, mis on vdahemalt sama absurdsed nagu as:atoodud vas-
tus, ka nende tekkimise pohjus on sama — s6nad, millega ei
kaasne kujutlust, ja realistliku motlemisviisi puudumine.

Selline oht kaasneb papagoiliku oppimisviisiga alati. Kui kurt
laps méngib klaveril mingi ebakdla, siis ei saa ta oma vea ole-
musest sugugi aru. Toeline haridus muudab absurdsed vastused
voimatuks, kuid see pole kaugeltki tema peamine eelis. Palju taht-
sam on tarbetute pingutuste viltimine, eneseusalduse ja -kindluse
saavutamine. Hoopis lihtsam on omandada toelist oppeainet histi
kui tema imitatsiooni halvasti. Ja toeline oppeaine on huvitav.
Niikaua, kuni aine naib olevat tuim, voite olla kindel, et te ldhe-
nete talle vale kiiljest. Koik avastused, koik suured saavutused
parinevad inimestelt, kes oma t66d andumusega teevad. Ja need
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on koik olnud tavalised inimesed, mitte mingisugused veidrikud
voi karjeristid. Edison tundis vajadust sooritada teaduslikke eks-
perimente tidpselt samuti, nagu teised poisid tunnevad vajadust
askeldada abimootoriga ]algratastega voi ehitada raadioaparaate.
Suurte teadlaste, suurte inseneride vGi avastajate puhul on seda
lihtne ndha, kuid see kehtib ka koigis teistes valdkondades.

Selleks et mingil alal — jalgpallist kuni relatiivsusteooriani
— meistriks saada, tuleb pingutada. Kuid see ei ndua ebameeldi-
vat pmgutamlst sunnitood. lga opetaja peamiseks iilesandeks on
muuta aine huvitavaks. Kui laps lahkus koolist kiimneaastaselt,
iihtki ainet iiksikasjalikult tundmata, kuid osates tunda réomu
heast muusikast, lugemisest, millegi valmistamisest voi millegi
avastamisest, siis on ta eluks vahest isegi paremini ette valmis-
tunud kui mees, kes lopetas iilikooli kahekiimne kahe aastaselt,
pea téis igasuguseid fakte, kuid ilma mingi soovita selles kuivas
valdkonnas veel midagi juurde uurida. Iga Oppeaine alguses
tuleb maalida ere pilt nendest eelistest, mida selle aine tundmine
annab. Iga ettevoetava sammuga peab kaasnema teatav uudis-
himu v6i huvi, mis virgutab seda sammu astuma.

Halb opetamine on peaaegu ainsana siiiidi sellise vastumeel-
suse tekkimises, mida valjendatakse ka sGnadega «liialt intellek-

tuaalnes». Lapsed tahavad asju teada saada, nad tahavad asju

teha. Opetajad ei pea neile elu sisse puhuma:-elu on lastes kiillalt,
see vaid ootab avaldumisvoimalusi. Laste energiat tuleb iiksnes
alles hoida ning suunata.

Liiga sageli nédib opetamine kahjuks tuginevat arutlusele, et
tdiskasvanuil tuleb legelda tuima té6ga ja et lapsed peavad see-
tottu tuima té6ga nii rultu kui voimalik harjuma. Selle tulemuseks

-on téiesti digustatud vaen ja polgus oppimise ning intellektuaalse

166 vastu. Paljud opetajad on juba missu tostnud niisuguse tuima
oOpetamise traditsioonide vastu. Moningaid opetamise suurepéra-
seid nditeid on raadios edasi antud. Samu ideid ja meetodeid
avastatakse soltumatult koikjal iile maa. Seeldttu ei pretendeeri
kdesolev raamat sugugi originaalsusele. Selles raamatus on liht-
salt esitatud seisukohti, mida jagavad tuhanded.

Jirgnevates peatiikkides ma piifian ndidala, mida matemaatika

endast {ildse kujutab, kuidas matemaatikud motlevad, millal mate-
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maatikat kasutada saab. Raamatu vidikese mahu juures ei saa
eriti detailidesse laskuda. Kui te tahate malemaatika mingit spet-
siaalset osa pohjalikult omandada, siis tuleb teil muidugi kasu-
tada vastavat opikut. Kuid enamik opikuid sisaldab méiératu palju
niisugust informatsiooni, mille otstarve pole sugugi mitte kohe
ilmne. Kasutu on koormata milu sellise otstarbetu informatsioo-
niga. See oleks nagu niisuguse haamri hankimine, mida te ei joua
tosta. Matemaatika on nagu tédriistade kast: enne iiksikute to6-
riistade pohjalikku tundmadppimist peab meister teadma igaiihe
otstarvet, millal, kuidas ja miks seda kasutatakse.



MAAGILINE ARITMEETIKA

Toeleid Roosinupp

Uhes oma varasemas td6s! ma
kisitlesin maagilise matemaatika
koige olulisemat valdkonda — maa-
gilist geomeetriat. Niiid on saabunud
aeg asuda teise veelgi olulisema
valdkonna — maagilise aritmeetika
juurde. Oigupoolest avaldasin ma
juba kiesoleva uurimuse ettevalmis-
tamise kidigus anoniiliimselt moned
lihimirkused ka selle uue valdkonna
kohta2, kuid pohiline osa tulemus-
test on esialgu veel avaldamata.
Kahjuks ei saa ma aga ka siin veel
koiki . oma huvitavaid tulemusi é&ra
tuua ja pean piirduma iiksnes teatava
valikuga. Et jargnevat kasitlust isegi
vihem ettevalmistatud lugejaile veidi
arusaadavamaks muuta, on pdhitule-
mused rithmitatud kolme enam-vidhem
iseseisvasse peatiikki. Olgu kohe maér-
gitud, et see, mis neis peatiikkides
ihist on, ongi maagiline aritmeetika.

1 peatiikk. Arvude siimfooniad

Arvud sisaldavad palju siigavamat sisu ning neis peitub palju enam ilu,
kui seda suudab pakkuda iikski lihtsiimfoonia (= lihtsalt nii-ja-nii-mitmes siim-
foonia). Seda véiidet toestavaid fakte olen ma juba varem avaldanud?, nii et
niiiid voib seega asuda juba tunduvalt sisukamate ja iildistustele viitavate fak-
tide esitamise juurde. )

Vahemirkusena olgu kdigepealt nimetatud, et arvude siimfooniate klassi-
fitseerimisel tehakse lavaliselt ranget vahet loplike (n «takti» sisaldavate) ja
Iopmatute (n-> o) siimfooniate vahel. Korvuti sellega kasutatakse aga ka
teisi klassifitseerimisprintsiipe, vottes aluseks kas teose sisu (dhe-, kahe-, mit-
mesisulised) voi vormi (kolmnurksed, ruudukujulised).

Aga niiiid siis faktide juurde!

Varem toodutega veidi sarnase (16pliku) siimfoonia moodustavad nditeks
jargmise lehekiilje alguses toodud vordused:

1 Vt. T. Roosinupp. Maagilise geomeetria aluseid. — Matemaatika ja
kaasaeg, VII, lk. 72—74.

2 Moeldud on lihimirkusi, mis ilmusid kogumikus «Matemaatika ja kaas-
aeg», IX, 1k. 57 ja 65. ‘

3 Vt. (veel kord) Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 65.
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12
)= —

1
222

e
=—h
2
19301 338
1232+
123432] = 44447
T 142+3+H4-+H3+2+1
2
123454321 — 56556
14243 14-6+4+3+2+1
666666
12345654321 —
14-2+4-3--4--54-6+4-5-+4-+-3+-2+41
2
1234567654321 — 7T
14-2+4-344+5-4-6-+746-5-+44-3-4-24)
2
123456767654321 — 88888888
1+2+-3+4-+5+464+74-847-46-454-44-3-424-1
999999999°
12345678987654321 —

14243+ 4-+54-64-7+8-0-8+7-+6+5+4-+3+2+1

Siin aga on kohe paar nididet lopmatute simfooniate lopmata suurest
perest:

7X9=063 4X4=16
77 X 99 = 7623 34 X34 = 1156
777 XX 999 = 776223 344 X 334 = 111556
7777 XX 9999 = 77762223 3334 X 3334 = 11115556

77777 XX 99999 = 7777622223 33334 X< 33334 = 1111155556

Lopuks veel itks mitmesisuline siimfoonia:

9109 X 1 = 09109

tulemuse numbrite summa = 19)
9109 X 2 = 18218

(
« - ”» » = 20)
9109 X 3=27327 ( . ” » = 21)
9109 X 4 = 36436 ( ,, ” = 22)
9109 X 5=45545 ( ,, " . = 23)
9109 X 6 = 54654 ( ., . . = 24)
9109 X7 =63763 ( " . = 25)
9109 X 8 =172872 ( . ” = 26)
9109 X 9 =281981 ( ” " = 27)
LT
Viimase rea alla paigutatud nooled osutavad siin sellele, et tulemuste igas

veerus on lihtsalt jarjestikuste numbrite jada, mis kasvab noolega néaidatud
suunas.
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If peatikk. Imelikud arvud

Juba eelmise peatiki viimases naites oli meil tegemist dhe imeliku arvuga
9109, mille imelikkus viljendus tema kordsete hulgas valitseva seadusparasuse
ndol. Veidi sarnasel viisil «imeliks on ka arv 142857. Nimelt tabelit

142857 XX 1 = 142857
142857 X 2 = 285714
142857 X 3 = 428571
142857 X 4 = 571428
142857 X 5 = 714285
142857 X 6 = 857142

vaadeldes mairkame, et tulemuseks on kogu aeg sama numbrite fsiikliline jada,
mis ainult iga kord algab ise kohast. Selle arvu imelikud omadused lahevad
aga veelgi edasi. Viikeseks erandiks on

142857 X 7 = 999999,
kuid siis saame jille '

142857 X 8 = 1142856,

kus esimese numbri liitmine viimasele annab jille lahtearvu. Ja nii see jatkub!
Omamoodi «maagilise ruudu» saame aga arvu 76923 korrutades:

76923 X 22 = 153846
76923 X 7 == 538461
76923 X 5 = 384615
76923 X 11 = 846153
76923 > 6 = 461538
76923 X 8 = 615384

(Analoogiliseks maagiliseks ruuduks voib korraldada ka celmise tabeli, kui tei-
sed tegurid votta jarjekorras 1, 3, 2, 6, 4 ja 5).
Usna imelikuks arvuks osutub ka 12345679. Paneme niiteks tahele, ct

12345679 X 30 = 370370370 (tulemuse numbrite summa = 30)
12345679 XX 33 = 407407407 ( ” " = 33)

12345679 X 39 — 481481481 ( ; T =39
12345679 X 42 — 518518518 ) ., ) T = 49)
12345679 X 48 = 592592502 ( . L —=48)
12345679 X 51 — 629629629 ( .. N . =5l)

Seda arvu saab aga kasutada ka mitmesugustes trikkides. Uks lihtsamaid
on jargmine. Kirjutage arv 12345679 ja kiisige, milline siin esinevatest numb-
ritest teie kaaslasele kdige vdhem meeldib. Olgu vastus néditeks 7. Paluge siis
antud arv korrutada teguriga 63 (=7-9) ja tulemus on kdige ebameeldivam:

12345679 X 63 = 777777777.

Mirgime I6puks, et analoogiliste omadustega imelikeks arvudeks on veel
naiteks 1122334455667789, 111222333444555666777839 jne.
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111 peatiikk, Koik numbrid

Eelmise peatiiki viimased arvud koosnesid kdéikidest erinevatest numbritest
(null pole ju numberl), kuid numbrid 8 ja 9 olid seal veidi diskrimineeritud
olukorras. Selle puuduse kdrvaldamiseks votame niiiidd vaatluse aluseks arvud

123456789 ja 987654321. Nendest arvudest lihtudes moodustame jirgmised kaks
arvude tulpa: : Loy

R

123456789 \
12345678 21
1234567 321
123456 4321
12345 54321
1234 654321
123 7654321
12 87654321
1 987654321

Tulpade alla tommatud jooned viitavad kavatsusele asuda neid liitma. Kuid
enne piliidke «silma jargi» hinnata, kumb summa tuleb suurem. Muidugi te
eksisitel Need summad on molemad iihesuurused ja nimelt 1083676269. Sellega
on tdestatud teoreem: koigist jérjestikustest numbritest moodustatud arvude
liitmisel pole oluline, millises jérjekorras neid numbreid arvudeks iihendada.

On iildiselt teada, et koiki kiimmet numbrit kasutades saab kirjutada iga
tdisarvu. Minul dnnestus aga téestada, et lihtmurdude kirjutamisel piisab vaid
uheksast pShinumbrist (ilma nullital), kusjuures iga numbrit tuleb kasutada
vaid itks kord. Pika {iksikasjaliku tGestuse voGib siin rahulikult asendada
demonstratsiooniga. Vaata ja veendu:

1 6729 1 _ 5823 1 _ 3942 1 _ 2697

2 T 13458 ' 3 T 17469 ° 4 _ 15768 ' 5 _ 13485 '
1 2943 1 2394 1 _ 3187 1 _ 6381
6  17658° 7 _ 16758 ' 8 25496 ' 9O 57429 °

Iga erinevat numbrit vaid iiks kord kasutades saab iisna palju maagilist
korda saata. Kahjuks ei voimalda aga mulle eraldatud napp ruum nendel Kkiisi-
mustel pikemalt peatuda. Pealegi peab ka lugejale moningat avastamisroomu
jdtmal Sellepdrast l1opetan jargmise huvitava (kuid raskel!) iilesandega.

Teaduslikuy t66 tarbeks on mul alati laual papitikid, millele on kantud
numbrid ning mitmesugused matemaatilised simbolid. Vétsin kord 13 papitiikki
siimbolitega

0123456789 X X =

ning jaotasin need numbrid juhuslikult kaheks viienumbriliseks rithmaks. Lisa-
sin siis kummalegi rithmale veel korrutamismdrgi ja panin nende rihmade
vahele vordusmdargi, sest tulemus oli

2 X 3485 =1 6970

ning need korrutised on ju toepoolest vordsed. Muidugi markasin ma kohe, et
see on koige vdiksem korrutis, mida niimoodi ildse moodustada saab (s. t. nou-
des, et kummalgi pool vordusmdrki oleks viis numbrit ja iks korrutamismdrk).

. Loomulikult ei tekitanud mulle raskusi ka koige suurema niisuguse korru-
tiste paari moodustamine. Kas see Teile tekitab raskusi?

94



JURI NUUDI ELU JA TEADUSLIK PARAND

G. Kangro, U. Lumiste, E. Tamme

Kuigi matemaatika ajalugu
Eestis ulatub juba v&hemalt
XVII sajandisse, arenes mate-
maatikaalane loominguline t66
enne Suurt Oktoobrirevolutsi-
ooni eranditult sisserdnnanud
autorite voorkeelsetes t66des.
Alles pdrast iileminekut eesti-
keelsele 6ppetddle Tartu iilikoo-
lis 1919. a. hakkas kujunema
loominguliselt to6tavate eesti
matemaatikute kaader. Esimes-
tel aastakiimnetel oli see veel
tipris viikesearvuline. Tdnapde-
val, mil Eesti NSV matemaati-
kute pere on kasvanud arvukaks
ja teovoimeliseks kollektiiviks,
meenutame ausiusega neid tea-
dusmehi, kes panid aluse selle kollektiivi kujunemisele. Kaige
enam tdhelepanu vdidrivaks teadlaseks, pedagoogiks ja organisaa-
toriks eesti vanema polve matemaatikute seas on kahtlemata meie
esimene akadeemik-matemaatik Jiiri Nuut, kelle siinnist moéodub
kédesoleval aastal 75 aastat ja surmast 15 aastat.

Jiiri Nuudi noorus- ja opinguleaastad moddusid Peterburis,
kus ta karastus revolutsioonitules. Tema matemaatikaalane tea-
duslik ja metoodiline tegevus puhkes Tartus korvuti pedagoogilise
to6ga kesk- ja seejdrel iilikoolis. Kiipse teadlasena ja iithiskonna-
tegelasena tegutses ta Tallinna Tehnikaiilikooli professorina ja
rektorina ning Suure Isamaasdja jargsetel aastatel ENSV TA
akadeemikuna Tallinnas.

J. Nuudi elu ja looming ei ole seni veel leidnud ulatuslikumat
kisitlemist. Jargnevas kirjutises on autorid kasutada olnud mater-
jali tottu biograafia osas pearohu asetanud kahele esimesele
perioodile J. Nuudi elus ja p66éranud vdhem tdhelepanu sojajarg-
sele perioodile. Samuti ei ole siin ulatuslikumalt avatud J. Nuudi
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teeneid iihiskondliku, teaduslik-metoodilise ja -organisatsioonilise
to6 rindel. See-eest on piiiitud iseloomustada J. Nuudi teaduslikku
parandit ja selle saatust, kuivord seda on vdimaldanud viljaande
iseloom ja pohjalikumaks hindamiseks vajaliku ajaloolise distantsi
puudumine.

Jiiri Nuut stindis 10. juulil 1892. a. Peterburis. Tema vanemad
olid vilja rdnnanud Eestist.! Poja siindimise ajal oli isa malmi-
valumeister, hiljem sai aga malmivabriku vastutavaks juhatajaks.

Oma opingutest kirjutab J. Nuut elulookirjelduses?2 (1931):
«Aastal 1900 astusin Peterburis Anna-kooli (St. Annen-Schule)
esimesse - ettevalmistusklassi. = Lopetasin sama kooli reaalharu
kevadel 1909 esimese auhinnaga (Josef Koenig Preis). Sama, 1909.
aasta siigisel tegin Peterburi opperingkonna komisjonis tdiendus-
eksami ladina keele alal ning astusin selle peale kohe Fiiiisika-
Matemaatikateaduskonna matemaatikaosakonda. Lopetasin iili-
kooli, tegin riigieksamid vastava komisjoni kevadisel istungjar-
gul Peterburis 1914. a. Sama aasta siigisel esitasin tdiendavalt
komisjonile diplomit66 «0O6 anre6pauueckOM pelIeHHH ABYUJIEH-
HBIX ypaBHeHHH» ja omandasin sellega aasta 1opul iilikooli lope-
tamise esimese jargu diplomi.» Diplomit66, nagu J. Nuut ise mar-
gib, oli kisikirjaline ja kompilatiivset laadi.

Peterburi iilikool andis J. Nuudile kiill hea ettevalmisiuse
matemaatika alal, kuid iseseisvaks uurimistodks J. Nuut sealt
innustust nahtavasti ei saanud. Edasist siivenemist valitud eri-
alasse takistasid jargnenud poliitilised siindmused — 1914. a.
suvel puhkes Euroopas I maailmasdda, millesse sekkus ka Vene-
maa. Sojavdkke mobiliseeriti Jiiri Nuut 1915. a. septembris.
Enne seda oli ta aasta esimesel poolel té6tanud praktikandina
Peterburi {ihes metallitoostuse ettevottes, suvel aga abiellunud
Asta Schlitileriga (siind. 15. dets. 1892. a, Peterburis), Sveitsist
parit raamatupidaja Johann Schlittleri tiitrega. Sojavdes madrati
J. Nuut esialgu tagavarapataljoni, kuid juba oktoobris suunati
ta Kahurvidekooli Petrogradis  (MuxailsoBckoe ApTuanepuiickoe
Yuunuie). Selle kiirendatud kursuse lopetas Jiiri Nuut 1916. a.
maikuul lipniku aukraadiga. Sama aasta oktoobris saadeti ta
suurtiikivdelasena rindele Rumeeniasse, kus sodis 1917. a. 16puni.

Rinde lagunemise ajal saabus J. Nuut 1918. a. jaanuaris noo-
remleitnandina revolutsioonilisse Petrogradi ning demobiliseeriti
Bresti rahulepingu pohjal 1918. a. mértsis. Too6tanud lithemat
aega Petrogradis eksperdina Kahurvde Peavalitsuse tehnilises
komisjonis, astus J. Nuut 1918. a. suvel Punaarmee insenerivie-
ossa ja vottis osa lahingutest NiZni-Novgorodi, Tsaritsoni ja
Voronezi all.

1 Isa Jiiri Nuut on siindinud 20. VIII 1868. a. Tori vallas, ema Luise Nuut
(neiuna Adamson) 2. III 1869. a. Pirnus.
2 RAKA, 1. 2100, nim. 8, s-ii. 7
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Jiiri Nuut Tartu idlikooli oppejouna



Narva Rahvaiilikooli I lend (1922) ja lektorid. Jiri Nuut esireas vasolull
esimene.

Eesti NSV teenelisi teadlasi koos J. Vares-Barbarusega. Jiiri Nuut esireas
paremalt esimene.



Punaarmeest vabanes J. Nuut 1920. a. detsembris seoses tema
arvamisega Eesti kodakondsusse. Pérast paarikuulist t66d arvu-
tajana Petrogradi Astronoomia Arvutusinstituudis opteerus ta
1921. a. juunis Eestisse ja asus koos perekonnaga, mis vahepeal
oli tdienenud poeg Andresega (siind. 2. I 1917), esialgu Tartu
elama. Juba sama aasta siigisel siirdus aga perekond Narva, kus
J. Nuudil vdoimaldati asuda todle Narva Linna Reaalgiimnaasiumi
matemaatikadopetaja kohusetditjana. (Keskkooli matemaatika- ja
fiilisikadopetaja kutse kinnitati talle Haridusministeeriumi poolt
1. 11 1923.)

Narvas sai alguse J. Nuudi intensiivne ja viljakas t66 hari-
dusp6llul. Aastatel 1922—1923 oli J. Nuut iihtlasi lektoriks Narva
Rahvaiilikoolis, kus pidas populaarseid loenguid astronoomiast ja
matemaatikast. Ta oli valitud ka Narva Opetatud Eesti Seltsi
juhatusse. Saanud Haridusministeeriumilt toetuse, tegi J. Nuut
- 1923. a. kevadel Sppereisi Saksamaale eesmérgiga uurida sel ajal
laialt levinud t6dkooli idee rakendamist keskkooli oppetéds. Nar-
vas siindis 13. II 1923. a. J. Nuudi teine poeg Ilmar.

1923. a. augustis po6rdus J. Nuut tagasi Tartu, kus asus tddle
Eesti Noorsoo Kasvatuse Seltsi Tiitarlaste Giimnaasiumi mate-
maatikadpetajana. Sellel kohal oli ta viis aastat, kuni 1928. a.
augustini.

J. Nuut ei piirdunud ainult otsese kutsetééga. Suurt tunnus-
tust pélvib tema juba neil aastail alanud intensiivne tegevus
matemaatika Opetamise metoodika alal. Matemaatika &petamise
reformi pooldajana valiti J. Nuut 1924. a. toimunud IV matemaa-
tika-, fillisika- ja kosmograafiaopetajate kongressil matemaatika
opetamise komisjoni (MOK) litkmeks (koos G. Rdgo, A. Borkvelli,
J. Griintali ja J. Kuulbergiga). Samal kongressil esines J. Nuut
programmilise konega «Geomeetria {iildhariduslise Oppeainena
koolis» [l]. Ta oli sagedaseks lektoriks ka Haridusministeeriumi
poolt keskkooliopetajatele Tartu iilikooli juures korraldatud suve-
kursustel.

1926. a. kevadsemestril algas J. Nuudi pedagoogiline t66 iili-
koolis, mis esialgu kuni 1928. aastani kulges roobiti t66ga kesk-
kooli matemaatikadpetajana. Esialgu veel oppeiilesande tditjana
luges J. Nuut iilikoolis elementaarmatemaatikat korgemalt vaate-
kohalt, analiiiitilist geomeetriat ja korgemat algebrat. 1926. mais
vabanes matemaatikadotsendi koht seoses 1925. a. doktorikraadi
kaitsnud Hermann Jaaksoni edutamisega korraliseks matemaa-
tikaprofessoriks. Seoses sellega avaldasid professori kohuset#it-
jad-G. Réigo ja J. Sarv kirjas Matemaatika-Loodusteaduskonnale
(5. V 1926) 3 arvamust, et nende teada ei leidu momendil Eestis
matemaatika alal isikuid, kes rahuldaksid ndudeid, mida seab
iilikooli seadus dotsentuuride tditmise kohta. Kiill aga arvasid

3 Vt. RAKA, 1. 2100, nim. 2, s.-ii. 741.
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nad, et teaduskonna tolleaegsetest oppeiilesande tiitjatest Edgar
Krahnist ja Jiiri Nuudist «vahest ajajooksul kujuneksid joud, kes
voiksid arvesse tulla mainitud oppekoha taitmisel.» Nii jdigi mate-
maatikadotsendi koht Tartu iilikoolis tditmata kuni 1928. aastani.

Kahest sellele kohale pretendeerijast oli Tartu iilikooli 1917. a.
lopetanud E. Krahnil (siind. 1894. a.) see eelis, et ta oli Gottin-
genis end tdiendamas kdies omandanud seal 1926. a. alguses dok-
torikraadi . Kuid ka J. Nuut oli opetajatéé korval alustanud
teaduslikke uurimusi. Tema t&helepanu oli kéitnud iiks D. Hilberti
poolt veel lahtiseks jdetud probleem arvsirge kui teatava punkti-
hulga aksiomaatikas. Probleemi uurimisest kasvas vilja ulatus-
lik t66 «Der lineare Raum als topologische Grundlage des Zahl-
begriffs» (Lineaarne ruum arvu moiste topoloogilise alusena),
mille J. Nuut esitas Tartu iilikoolile doktoritééna. Edukalt 15p-
penud kaitsmine toimus 27. X1 1926. a., dotcor phil. nat. teadus-
lik kraad kinnitati Ulikooli Valitsuses 28. I 1927. a.

Eradotsendi diguste saamiseks oli niliid selleaegse korra jérgi
(mis kopeeris Saksa iilikoolide tavasid) vaja esitada habilitatsioo-
nitéé ja teha vastav teaduslik ettekanne. Sellise to6na esitas
J. Nuut 1. XI 1927. a. oma juba teises valdkonnas tehtud uuri-
muse «Uber die Anzahl der Losungen der Vierfarbenaufgabe»
(Nelja vérvi probleemi lahendite arvust), mis ilmus iilikooli toi-
metistes 1929. a. {2]. Uurimus oli inspireeritud J. Sarve iihest
toost ja sellest sai alguse teine suund J. Nuudi teaduslikus uuri-
mist6ds, millega ta tegeles veel aastakiimneidki hiljem.

Samal teemal esitas J. Nuut 28. III 1928. a. Matemaatika-Loo-
dusteaduskonnakogu ees habilitatsiooniettekande «Nelja vérvi
probleemi sidemetest n-modtmelise tapivore erikujuliste funktsioo-
nidega», mille pohjal Ulikooli Valitsus kinnitas J. Nuudile era-
dotsendi kutse 8. V 1928. a. Samaaegselt sai eradotsendi digused
ka Tartu Kaubanduskooli matemaatikaopetaja E. Krahn.

Alles niifid otsustati tdita vakantne matemaatikadotsentuur,
millele kandideerisid E. Krahn ja J. Nuut. Kandidaatide hindami-
seks valitud komisjon koosseisus H. Jaakson, G. Régo, ja J. Sarv
esitas teaduskonnale modlemad kandidaadid vordselt sobivatena.
Ka teaduskonnakogus kinnisel hddletamisel said molemad kandi-
daadid vordselt hadli (8 poolt, 7 vastu), kuid iilikooli noukogus
8. V 1928. a. sai J. Nuut hailteenamuse (21 poolt, 3 vastu) ja
valiti seega matemaatikadotsendiks. Avaloengu «Matemaatilise
motlemise objektidests pidas ta septembris 1928. a.

J. Nuut vois niilid loobuda tédtamisest keskkooliopetajana.
Kuid koolimatemaatika reformimise probleemid jdid talle ldhe-
dasteks ka edaspidi. Ta vottis nende lahendamisest elavalt osa
nii organisatsioonilise t66ga, opetajate ettevalmistamisega iilikoo-
lis kui ka keskkooli matemaatika opikute aulorina. Juba 1927. aas-

+ Vi. U. Lumiste Lehekilgi matemaatika ajaloost Eestis. — Matemaa-
tika ja kaasaeg, 1V, lk. 70—8I.
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tal toimunud V matemaatika-, [iliisika- ja kosmograafiabpetajate
kongressil, millel J. Nuut esines méilestuskonega F. Kleinile, valiti
ta matemaatika Opetamise komisjoni aseesimeheks. Komisjonis
tootas ta kaasa keskkooli matemaatika oppekava projekti vilja-
tootamisel, mis sai aluseks keskkooli matemaatika 1930. a. amet-
likult kinnitatud programmile.

Ulikoolis luges J. Nuut sellal dotsendina korgema matemaatika
pohijooni, korgemat algebrat, valitud kiisimusi rithmateooriast,
mitte-eukleidilist geomeetriat, matemaatika metoodikat jm. Aas-
tatel 1927—1931 oli ta iilikooli juures tegutsenud Akadeemilise
Matemaatika Seltsi® esimeheks ja esines seltsi koosolekutel nelja
ettekandega. 1930. aastal ilmus temalt populaarteaduslik raamat
«Millest koneleb Einsteini relatiivsuse opetus» {5]. J. Nuudi huvid
hakkasid kalduma suunda, millele ta piihendas oma koige vilja-
kamad uurimisté6 aastad.

Vastavalt tolleaegsele iilikooli seadusele kuulutati matemaa-
tikadotsendi koht kolme aasta pédrast uuesti vakantseks. Sellele
kandideerisid jdlle J. Nuut ja E. Krahn. Seekord soovitas komis-
jon dotsendiks valida J. Nuudi, kelle teaduskonnakogu 22. IV
1931. a. valiski suure hddlteenamusega (13 poolt, 3 vastu). Tartu
iilikooli dotsendi kohale jdi J. Nuut kuni 1936. a. suveni.

Nendel aastatel luges J. Nuut ka mitmeid uusi aineid: rela-
tiivsusteooria matemaatilisi aluseid, valitud kiisimusi punktihul-
kade teooriast, majandusmatemaatikat, andis praktikume kauban-
dusaritmeetikast jm.

Loengute pidamise korval tegeles ta endiselt ka koolimatemaa-
tika probleemidega. 1931. a. maikuul vottis ta Tallinnas osa giim-
naasiumiopetajate II kongressist. Aastatel 1932—1935 kirjutas
J. Nuut keskkoolidele viis opikut [8, 9], milles piiiidis realiseerida
koolimatemaatika reformitaotlusi.® Opetajate ettevalmistamisega
tegeles ta vahetult matemaatika metoodika seminari juhatajana
iilikoolis tegutsenud didaktilis-metoodilise seminari raames.

Teaduslikus t66s leiab J. Nuut pérast paari statistika meetodite
rakendustele piihendatud t66 {10, 11] avaldamist oma edasiste
uurimuste pohisuuna. To66s [13] esitab J. Nuut ldhleidee — idce
ekspansionistlikust mehhaanikast — ruumi ja aja uurimise prog-
rammile neljamo66tmelise LobatSevski geomeetria abi. Seda ideed
realiseerib ta mitmes jargnevas tods.

1936. a. juulis vottis J. Nuut osa rahvusvahelisest matemaati-
kute kongressi t66st Oslos, olles saanud iilikoolilt toetust soidu-
kulude osaliseks katteks. Tagasi saabunud, asus ta téole juba
uuel ametikohal. Nimelt oli J. Nuut 1. juulil 1936. a. méiéiratud
riigivanema otsusega sellal loodud Tallinna Tehnikainstituudi

5 Selts on asutatud 21. 11T 1926. a., selle esimeseks esimeheks oli G Rdgo.

8 Vt. O. Prinits. Korgema matemaatika algmete kisitlemisesl ecstikeel-
seis matemaatika Oppcraamatuis aastail 1920—1940. —— Loodus ja Matemaa-
tika, 1. Trt., 1959, 1k. 142—158.
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matemaatika ja mehfraanika erakorraliseks professoriks. Tema omal
palvel jaeti J. Nuut siiski ka Tartu iilikooli eradotsendiks, kellena
1937. a. kevadsemestril luges Lorentzi teisenduste kursust ja
1938. a. kevadsemestril aatomifiiiisika matemaatilisi aluseid, iile-
jddnud semestritel palus ta end vabastada loengutest, 1940. a.
aga kustutada eradotsentide nimekirjast.

Ka Tallinnas asus J. Nuut energiliselt t66le teadlasena, peda-
googina ja organisaatorina. Tehnikainstituudi Ehitusteaduskonna
raames loodi matemaatika ja mehhaanika laboratoorium (koos-
seisus: dotsent A. Borkvell 7, vanemassistent R. Aavakivi 8 ja noo-
remassistent G. Kangro), mille juhatajaks sai J. Nuut. Real vilis-
reisidel tutvus J. Nuut teadusliku ja pedagoogilise téoga Root-
sis, Austrias, Tsehhoslovakkias jm. 1937. a. valiti ta matemaa-
tika ja mehhaanika korraliseks professoriks, 1939. a. oktoobris aga
nimetati Tallinna Tehnikaiilikooli rektoriks (haridusministriks siir-
dunud P. Kogermanni asemele). Ta oli ka Tallinna iiliopilaskonna
kuraatori abi ja alates 1939. a. Riigindoukogu liige.

Professorina Tallinnas luges J. Nuut teoreetilist mehhaanikat,
hiidromehhaanikat, diferenisiaal- ja integraalarvutust jm. Tea-
duslikus uurimisté6s arendas J. Nuut edasi oma ekspansionist-
likku mehhaanikat {20, 21], millele oli aluse pannud juba Tartus
{13]. Sellest ajast périnevad ka J. Nuudi kaks teoreetilise meh-
haanika opikut [17, 24], mis ilmusid aastatel 1937 ja 1940, ning
mitmed populaarse iseloomuga kirjutised [18, 19, 23].

J. Nuudi eriharrastuseks on olnud male. Juba 1924. aastal
valiti ta Tartu Malesektsiooni esimeheks, hiljem oli ta mitmetel
aastatel Eesti Maleliidu esimees.

1940. a. juunipéorde ajal oli J. Nuudi hoiak selge. Juba
kodanliku Eesti péevil oli ta kaitsnud soprust Noukogude Liiduga.
Tartus vottis ta alates 1932. aastast osa NSV Liidu soprade
ringi t66st, Tallinnas sai temast 1939. a. Eesti—No6ukogude Liidu
Soprusiihingu aseesimees. Juunip6érde kdigus astus J. Nuul ava-
likult ja otseselt revolutsiooniliste hulkade poolele. Ta valiti Hari-
duse- ja Kunstitooliste Ameliiihingu Keskkomitee liikmeks. Tal-
linna Tehnikaiilikooli direktorina asus ta selle t66d {imber kor-
raldama ndukogulikel alustel. 1941. a. jaanuaris valiti ta saadi-
kuks NSVL Ulemnoukogu Rahvuste Noukogusse.

Suure Isamaasdja ajal (1941. a. juuli algul) evakueerus
J. Nuut ENSV Rahvakomissaride Noukogu korraldusel Nouko-
gude Liidu tagalasse. Aastail 1941—1943 to6tas ta TSeljabinskis
Pollumajanduse Mehhaniseerimise Instituudi professorina ja

7 Albert Borkvelli (1890—1963) elu ja tegevust on tutvustatud «Mate-
maatika ja kaasaja» V vihikus, k. 96—97.

8 Rolf Aavakivi on siindinud 10. martsil 1907. a. Soomes, 16petanud
H. Trelfneri giimnaasiumi 1925. a. ja Tartu iilikooli matemaatikacsakonna
1933. a., omandanud magistrikraadi 1936. a., t66tanud 1931—1936 abioppejouna

Tartu iilikoolis ja alates 1936. a. vanemassistendina Tallinna Tehnikainstituu-
dis. Surnud haiguse tagajirjel 1941. a. augustis teel Noukogude tagalasse.

100



matemaatika kateedri juhata-
jana, aastail 1943—1944 aga
Moskvas Pollumajanduse Meh-
haniseerimise ja Elektrifitseeri-
mise Instituudi professorina ja
kateedrijuhatajana. Ka nendel
raskete! aastatel ei loobunud J.
Nuut teadusega tegelemast.
TSeljabinskis organiseeris ta ka-
teedri juures seminari, milles pi-
das ettekannete tsiikli nelja
vérvi probleemist ja ekspansio-
nistlikust mehhaanikast. Moned
topoloogiliste kaartide kohta
saadud tulemused avaldas ta
hiljem ENSV Teaduste Akadee-
mia 1947. a. sessiooni materja-
lides [29]). Tagalapdevil esines
J. Nuut T3eljabinski linnakomi-
tee lektorina raadios, koosoleku-
tel véeosades ja ajakirjanduses
(ndit. [25]). 1942. a. detsembris

voeti J. Nuut vastu UK(b)P _
liikmeks J. Nuut ENSV Teaduste Akadeemias
) oma toédlaua taga

Kohe pérast Tallinna vabas-
tamist asus J. Nuut ENSV Hari-
duse rahvakomissarina juhtima koolide, oppeasutuste ja teadus-
like uvurimisinstituutide taastamist. Veebruaris 1946. a. valiti ta
teistkordselt NSVL Ulemnoukogu saadikuks. Vabariigi hariduselu
juhina tegutses J. Nuut 1946. a. aprillikuuni, mil ta ENSV Tea-
duste Akadeemia loomisel méadrati akadeemia tegevliikmeks fiiii-
sikalis-matemaatiliste ja tehniliste teaduste osakonnas ning iiht-
lasi TA Presiidiumi litkmeks akadeemik-sekretdrina. Teaduslikus
tegevuses piithendus ta ulatusliku kahekditelise monograafia koos-
tamisele LobatSevski geomeetriast ja selle rakendustest fiiiisika-
lise aeg-ruumi teoorias.

1950. a. sisepoliitilised siindmused ei jidtnud puutumata ka
J. Nuuti. Sunnitud lahkuma ENSV TA akadeemik-sekretéri kohalt,
siirdus ta t66le vanema teadusliku to6tajana Fiiiisika ja Astronoo-
mia Inslituuti Tartus. Siin joudis ta 16pule viia oma monograafia,
mille materjale ta esitas milmetes publikatsioonides [28, 30, 34,
35, 36] ning mille esimene osa ilmus posthuumselt 1961. a. prof.
H. Kerese ja prof. B. Rosenfeldi toimetusel NSVL TA véljaan-
dena [37].

Jiiri Nuut suri vdhktéve tagajirjel Tallinnas 31. mail 1952.

* * *
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Nagu eelnevast selgus, olid J. Nuudi teadusliku t66 p&hisuun-
dadeks: 1) geomeetria alused, 2) nelja varvi probleem, 3) Lo-
batSevski geomeetria ja selle rakendused fiiiisikas.

1. Uurimused geomeetria aluste alal Tartu iilikoolis
algavadki oieti J. Nuudi doktoritéoga 1926. a. Toos késitletakse
sel ajal iisna aktuaalset probleemi — punktide «vahelpaiknemise»
moiste aksiomaatilist esitust sirgel.

Juba C. Fr. Gauss (kiri F. Bolyai’le 1832. a.) rohutas, et mois-
te «punkt on kahe teise punkti vahel» ja selle omadused vajavad
ranget formuleerimist — aksiomatiseerimist. Esimesi katseid
moiste aksiomaatiliseks kisitluseks tegid XIX sajandi kahel vii-
masel aastakiimnel saksa matemaatik M. Pasch ja riihm itaalia
matemaatikuid (G. Peano, G. Fano, F. Enriques, M. Pieri jt.).
Lopule viis selle t6o 1899. a. D. Hilbert, kes eukleidilise geomeet-
ria tdieliku aksiomatiseerimise kdigus andis aksioomid ka
moiste «vahel» jaoks.

Hilberti siisteem sisaldab aga nn. Paschi aksioomi, mis nouab
mitte ainult iihel sirgel, vaid juba tasandil asetsevate punktide
vaatlemist. Seega jii lahtiseks probleem, kas on voimalik iseloo-
mustada moiste «vahel» abil punktide omavahelist paiknemist iiks-
nes sirgel —- {iles ehitada sirge aksiomatiseeritud teooriat, mis
tugineks ainuiiksi «vahel» suhet puudutavatele aksioomidele.
Lahenduse sellele probleemile andsid vastava teooria tegeliku loo-
misega inglise matemaatik E. Huntington 1924. a. ja arvatavasti
temast soltumatult 1926. aastal J. Nuut oma doktorit6os, mis
lilhendatud kujul avaldati Tartu iilikooli toimetistes 1929. a. [4].
J. Nuudi t6dle ei ole kahjuks tdnapdevani osutatud seda tahele-
panu, mida ta vdirib. Tagasihoidlik oli ka 1931. a. dotsendi
kohale wvalimise puhul moodustatud komisjoni (H. Jaakson,
G. Régo, J. Sarv) hinnang: «Autoril pole kiill oma t66s niisugu-
seid lopulisi resultaate saada, mis voiksid iildist tunnustamist
leida, kuid t66 véirtuslikuks osaks jadb terve rida originaalseid
ja tdpselt vormitud teoreeme, mis on t6estatud enamasti Euklid'ile
omase elegantsusega.»

Vordlus Huntingtoni kéasitlusega (mida tutvustab ulatuslikult
B. F. Kagan?®) néitab, et J. Nuudi aksioomide siisteem erineb
Huntingtoni omast ainult iihe aksioomi osas (kui jétta téhele
panemata erinevused vormis). Seda aksioomide siisteemi taius-
tas J. Nuut veel iihes hilisemas artiklis 1932. a. {7].

Doktoritooga avas J. Nuut iihtlasi eesti matemaatikute toode
vdikese tsiikli geomeetria aluste valdkonnas. Sellesse tsiiklisse
kuuluvad J. Sarve doktorividitekiri «Geomeetria alused» (1931),
A. Humala uurimus «vahel» suhte aksioomidest (1934) ning
U. Lumiste t66d «vahel» suhte aksiomaatika tidiendamisest euk-
leidilise ja LobatSevski geomeetria tédieliku aksiomaalikani.

9 B. &. Karas#H OcuoBuas reomerpus, T. [I. Mocksa, 1956, ra. XIX.
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2. Vidga palju energiat on J. Nuut pithendanud nelja varvi
probleemi!® lahenduskatsetele, s. t. katsetele tdestada voi
timber liikata vaide, et neljast virvist piisab mistahes topoloogi-
lise kaardi vdrvimiseks nii, et iga iihise piiriga kaks riiki oleksid
virvitud isesuguste varvidega. Probleemi tostis eesti matemaati-
kute hulgas pdevakorda J. Sarv 1927. a., kelle artiklile !! jargnes
kiiresti J. Nuudi habilitatsioonit6d 1927. a. ja -ettckanne 1928. a.,
mis koos edasiste uurimuste tulemustega avaldati aastail 1929—
1931 artiklites [2, 3, 6]. 1928. a. «nakatub» nelja vidrvi problee-
mist J. Nuudi kaudu ka H. Jaakson. 1932. a. avaldab E. Krahn
uurimuse, mille ta pithendab nelja virvi lause digsuse téendosuse
leidmisele.

J. Nuut 1dheneb nelja virvi probleemi uurimisele vaga origi-
naalselt. Ta ei kiisi, kas topoloogilist kaarti saab v6i ei saa var-
vida nelja virviga nii, et iga kaks iihise piiriga riiki saaksid ise-
sugused vérvid, vaid kiisib: mitmel viisil saab antud topoloogilist
kaarti noutud viisil varvida nelja virviga. Antud kaardi nelja var-
viga virvimise vGimaluste arvu nimetab ta selle kaardi varvi-in-
variandiks. Kaart on ndutud viisil nelja vdrviga varvitav vo0i
mitte selle jargi, kas selle kaardi vérvi-invariant on positiivne
arv voi null. Vérvi-invariandi jaoks tuletab J. Nuut algebralise
valemi — nelja varvi valemi. Viimasele vastava algebralise aval-
dise lahutab ta seejirel kaheks teguriks ja néditab, et nelja varvi
probleem taandub vaid teise teguri nullkohtade olemasolu uuri-
misele. Kasutades originaalset siimboolikat, lahutab J. Nuut vii-
mase teguri omakorda lihtsamate tegurite siimboolseks korruti-
seks. Stigava analiiiisi teel onnestub tal itha peenema struktuu-
riga kaartide puhul ndidata vastava vérvi-invariandi positiivsust,
kuid iihtlasi selguvad selle analiifisi kdigus jérjest keerulisema
struktuuriga kaartide olemasolu vdimalused. Huvipakkuv on
komisjoni hinnang tédle [6]. Esitame sellest valjavotte (vt. all-
viide 3): «...Selles suunas probleemi uurimisele asudes loob
autor formaalse korrutise konformsuse moiste, diagonaalpoliinoomi
ja diagonaalagregaadi moisted, tutvuneb tdhendatud politnoomide
ja agregaatide omadustega, formuleerib iildise diagonaallause ja
toestab selle esimese jdrgu taandumata normaalvorkude kohta.!2
Viimane lause annab vastuse kiisimusele, missugustel tingimus-
tel muutub nulliks diagonaalagregaatidest ja vérviinvariantidest
koosnev konformne formaalne korrutis. Autor niitab, et nelja varvi
probleem oleks iildiselt lahendatud niipea, kui 1dheks korda toes-

10Vt J. Gabovitd Nelja virvi probleem. -— Matemaatika ja.kaasaeg,
1V, lk. 9—17.

11 Zum Beweis des Vierfarbensatzes. Tartu iilik. toimetised, 1927, A XIII 1.

12 Mirgime, et normaalvorgu ehk -kaardi moistet on tutvustatud «Matemaa-
tika ja kaasajas», 1V, lk. 13 [Toim.]
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tada iildine diagonaalolek iga jarku taandumata normaalvorkude
kohta. Olgugi et autor on veel 16ppsihist kaugel, ei saa ometi
keelduda tunnistamast tulemusi, milleni ta on joudnud oma senises
visas edasipiilidmises kord valitud suunas, samuti ei saa jitta ka
tihele panemata moéningaid kérvalsaadusi, nagu néditeks kaesole-
vas t60s tuletatud seosed nel]avarwkorda]ate vahel.»

Nelja virvi probleemiga seotud algebraliste probleemide kal-
lal juurdles J. Nuut ka tagalapdevil ning veel hiljemgi [29, 32].
Vahest koige ilmekamalt selgub tema seisukoht probleemi lahen-
duse kohta kirjas J. Sarvele 3 (18. IIl 1949. a.), mille ajendiks
said J. Sarve esitatud uued toestuskatsed nelja varvi lausele.
J. Nuut néitab dra loogilised vead J. Sarve mottekdikudes ja lisab:
«Tahaksin tdhendada, et Teie mottekdigu idee on risti ja rasti ka
minu enda poolt 1dbi proovitud (juba endistel aegadel); joudsin
arvamusele, et see tee ei saa viia sihile (s. t. tdielikule induktsioo-
nile). Kogu kiisimuse keerulisus on mul tdna selgem kui kunagi
varem: «lihtsat» lahendust pole olemas ja ei saagi olla, sest jutt
on siigavalt varjatud vorgu struktuuriomadustest.»

Vastuseks J. Sarve viitele, et teatavasti voib nelja varvi prob-
leemi alati taandada normaalkaardi juhule, kirjutab J. Nuut
31. VII 1949: «Vastuvaidlematult on ige vaid see, et kui probleem
on lahendatud mistahes normaalkaardi jaoks, siis on ta lahenda-
tud iga kaardi kohta iildse, sfdadril muidugi. Kuid see tosiasi ei
tihenda sugugi veel seda, et probleemi lahendamine saaks toi-
muda arutluse teel, mis kasitleb ainuiiksi normaalkaarte, Teie
kokkuvottest selgub, et olete ise veendunud sdérase lootuse pet-
likkuses ... Noiaring tekib paratamatult, kui ldhtuda lootusest,
et saab 1dbi ajada ainuiiksi normaalkaartide alusel, t6estus aga
ei taandu normaalkaartidele ainuiiksi, vaid taandub viga kee-
rukale iildomaduste selgitamisele koige iildisemate kaartide
puhul.»

Vastuseks J. Sarve arvamusele, mille sisu taandub sellele, et
nelja varvi hiipotees on samasugune soltumatu aksioom nagu néi-
teks eukleidiline paralleelsuse aksioom (voi uusimate uurimuste
jargi ka kontiinumihiipotees 14), kirjutab J. Nuut samas kirjas:

«Neljavarviprobleem on endastmoistetavalt ekvivalentne tea-
tava probleemide tsiikliga. Probleemi transformatsioon vo6ib olla
geomeetriline, aritmeetiline voi funktsionaalteoreetiline. Igal juhul
aga vastus probleemile fikseerib mingisugust sfddri pinna jao-
tuste kompleksi. Kui asuda seisukohale, et probleem pole lahenda-
tav, s. t. et téestus pole ldbiviidav ilma uue aksioomita, siis sellest
jargneks, et sfddri pinna jaotus vdiks olla mitmet tiiiipi, s. t. et
loogiliselt on samavdidrsed «neljavédrvisiddr» ja «viievarvisfdars.

13 Kirjavahetust sdilitatakse TRU algebra ja geomeetria kateedris.
14 Vit Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 7
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Sel puhul tekib aga kohe kiisimus, miks just sidar moodustab
sddrase erandi, korgema suguarvuga pinnad aga mitte? Sdidrane
paratamatu: kiisimus-teeb vdga kahtlaseks topoloogia hargnemise
hiipoteesi sfidritiilipide jirgi. Neile geomeetrilistele kahtlustustele
lisandub aga veel puhtaritmeetiline: aritmeetilisel transformat-
sioonil taandub neljavarviprobleem puhtkombinatoorsele kiisimu-
sele, kus looduslikuks reaalseks taustaks on nditeks molekuli
struktuur, téiesti s6ltumatult mingisugusest dimensioonide arvust.
Seega tdhendaks neljavérviprobleemi loogiline «lahendamatus»
vihemalt kahe erineva aritmeetika olemasolu, mis pole kooskolas
seniste matemaatiliste kogemustega.»

3. Eriti tdhtsad on J. Nuudi uurimused LobatSevski
geomeetrianing sellerakenduste alalt relatiiv-
susteoorias ja mehhaanikas.!® Tartu iilikoolis t66tamise
aja lopuaastatel joudis J. Nuut aegruumi, s. o. siindmuste maa-
ilma niisugusele tolgitsusele neljamodtmelise LobatSevski ruu-
mina, mis voimaldab seletada maailmaruumi paisumise néhtust.
Teatavasti leiduvad neljamootmelises LobatSevski ruumis kolme-
mootmelised nn. piirsfdédrid, mis kujutavad endast paralleelsete
sirgete sidumite ortogonaalpindu. Sidumi sirgeid nimetatakse see-
juures piirsfaari telgedeks. Piirsfdédrid on koik omavahel kongru-
entsed LobatSevski ruumi liikumiste mottes ja nendel kehtib
eukleidiline geomeetria.

J. Nuudi idee kohaselt on meie kolmemdootmeline eukleidiline
«olevik» piirsfdar, mis vajub iihtlaselt «ajalisse siigavikku», s. t.
muutub iihtlaselt nii, et koik punktid liiguvad samas ajavahemi-
kus vordsetele kaugustele piirsfdéri telgi modda suunas, mis on
vastupidine telgede paralleelsuse suunale. Aega kahe siindmuse
vahel moddab siis parameeter, mis on lineaarselt séltuv nendele
siindmustele vastavaid punkte ldbivate piirsfdiride vahelisest kau-
gusest telgedel. Et piirsfdéri teljed kui LobatSevski paralleelid
paralleelsuse vastassuunas kaugenevad eksponentsiaalselt, siis
langev piirsfddr paisub. J. Nuudi ees on suur iilesanne — iiksik-
asjalikult vilja tootada fiiiisikaline maailmapilt sellisel paisuval
piirsfdéril. Esimesed tood selles suunas avaldab ta 1935. a. [12,
13], rajades nn. ekspansionistliku kinemaatika alused. Jargneva-
tes toodes, mis ilmuvad juba J. Nuudi Tallinna Tehnikaiilikoolis
tootamise ajal (neist on p&hilisemad [20, 21]), arendab ta vilja ka
nn. ekspansionistliku diinaamika.

Oma ideede ulatuslikuma tootluse esitab J. Nuut elu vii-
mastel aastatel valminud monograafias ja selle ettevalmistuse kéi-
gus avaldatud artiklites [28, 30, 33—36]. Monograafia '1961. a.
posthuumselt ilmunud esimene osa [37] on matemaatiliseks sisse-
juhatuseks aegruumi ekspansionistlikku teooriasse. Ta sisaldab
LobatSevski n-mooimelise geomeetria ulatusliku analiiiitilise kisit-

15 Selle uurimissuuna kisitlemisel on kasutatud prof. H. Kerese markmeid:
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luse. T66 pohimottelised alused andsid A. Cayley ja F. Klein juba
1870. aastail, kuid sellise pdhjalikkusega, nagu seda teeb J. Nuut
oma monograafias, ei ole varem LobatSevski geomeetriat nendel
alustel veel kasitletud.

LobatSevski ruumi késitleb J. Nuut kui teatava teist jarku hii-
perpinna sisepiirkonda n-mootmelises projektiivses ruumis. Punk-
tide vahelise kauguse defineerib ta A. Cayley eeskujul projektiivse
meetrika abil, liikumisteks aga nimetab F. Kleini jargi hiiperpinda
séilitavaid prOJek‘[llvseld teisendusi. Selle ruumi geomeetria siiga-
vamate kiisimuste uurimisel kasutab J. Nuut ka uuemaid ideid.
Huvipakkuv on néditeks Lobat3evski ruumi koveruse Kkasitlus
T. Levi-Civita poolt 1917. a. Riemanni geomeetrias kasutusele
voelud «vektori roopiilekande» moiste abil. Originaalselt esitab
J. Nuut koverjoonte elementaarset diferentsiaalgeomeetriat Loba-
tSevski ruumis; iiksikasjalikult ja kohati uudselt on antud teist
jérku joonte teooria LobatSevski tasandil. Tdhelepanu véirivad
ka J. Nuudi seisukohad geomeetria ja fiilisika vahekorra kohta,
mida ta arendab raamatu viimases peatiikis ja ulatuslikes jérel-
markustes. Venekeelses iisna rohkes LobatSevski geomeetria ala-
ses kirjanduses on J. Nuudi monograafia oma ainulaadsusega ja
pohjalikkusega kahtlemata silmapaistval kohal.

J. Nuudi monograafia teine osa sisaldab esimeses osas aren-
datud LobatSevski geomeetria fiiiisikalisi rakendusi ja kosmoloo-
gilise mudeli iilesehitust. Et see mudel ei pakkunud astronoomi-
dele vajalikul méairal uut vorreldes teiste, relatiivsusteooriale
tuginevate mudelitega, autori ideed kvantmehhaanika alal aga ei
leidnud fiiiisikute poolehoidu, siis jdi monograafia teine osa trii-
kis avaldamata. J. Nuut ise piiiidis rakendada selle osa ideid mit-
metele konkreetsetele kiisimustele, néiteks Paikesesiisteemi tekki-
mise teoorias [35]. Tema mottekdikudest tuletatud kvantitatiivsed
vahekorrad olid kiill kooskolas vaatlusandmetega, kuid tema kos-
moloogiline mudel sisaldab iseloomuliku parameetrina Hubble’i
konstanti, mida peeti J. Nuudi eluajal 7--8 korda suuremaks tema
tegelikust vadrtusest, mistottu J. Nuudi vastavate arvutuste koos-
kola tegelikkusega on rikutud, LobatSevski geomeetria rakenda-
mine kosmoloogias on aga pohimotteliselt tdiesti voimalik ja vaar-
tuslik idee. Selle geomeetria rakendustega relatiivsusteoorias ja
muudes fiilisika osades tegelevad kdesoleval ajal naiteks mitmed
Dubna fiiisikud-teoreetikud (Smorodinski, TSernov jt.).

* &k

J. Nuut on iiks harva esinevatest teadlastest, kelle isikus on
harmooniliselt ithendatud teadlane ja pedagoog, organisaator ja
metoodik. Temas ndeme silmapaistvate voimetega teadlast, kelle
uurimistédd iseloomustab ideede originaalsus, ldbitodtamise siiga-
vus ja toestuste elegantsus. Oma suhteliselt liihikese, 19-aastase
pedagoogilise tegevuse viltel korgemates koolides on ta lugenud
viga mitmesuguseid matemaatika ja mehhaanika distsipliine.
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Tema loengud olid kuulajate malestuste jargi pohjalikud, alati
hésti ette valmistatud ja selged. Silmapaistvalt andeka lektorina
on ta oskuslikult fihendanud intuitiivse ja aksiomaatilise aine-
kasitluse oma loenguis. Aine esmakordsel tutvustamisel iiliopilas-
tele kasutas ta rohkesli.enda poolt valjatéotatud intuitsioonile toe-
tuvaid toestusi, juhtides alati kuulajate tdhelepanu neile juhtudele,
kus intuitiivselt saadud tulemus vajas iiksikasjalikumat mate-
maatilist pohjendust. Suured on J. Nuudi teened koolimatemaa-
tikaprobleemide késitlemisel ja Opetajate metoodilisel ettevalmis-
tamisel ning innustamisel, eriti korgemates koolides. Ta ei koh-
kunud kunagi tagasi katkestamast oma tooiilesannet kas voi selle
koige huvitavamal hetkel ja {ile minemast teisele tdole, kus teda
vajati enam.

J. Nuudi triikkis ilmunud t56d '¢

Geomeetria iildhariduslise oppeainena koolis. Loodus, 1924, nr. 9, lk. 443—
454,

—

2. Uber die Anzahl der Lésungen der Vierfarbenaufgabe. Tartu ilik. toime-
tused, 1929, A XV 3, 52 k.

3. Uber die Vierfarbenformel. Tartu dlik. toimetused, 1929, A XV 4, 38 lk.

4. Topologische Grundlagen des Zahlenbegriffs. Tartu iilik. toimetused, 1929..
A XV 5, 55 lk.

6. Millest koneleb Einsteini relatiivsuseopetus. Tartu, 1930, 106 k.

6. Eine arithmetische Analyse des Vierfarbenproblems. Tartu ulik. toimetu-
sed, 1931, A XX 7, 80 lk.

7. Eine Bemerkungen iiber Vierpunktaxiome. Tartu ilik. toimetused 1932,
A XXIII 4, 10 1k.

8. Geomeetria keskkoolidele. I. Tartu, 1932, 67 lk. — II. Tartu, 1932, 63 1k.
— 1IL Tartu, 1933, 111 k.

9. Matemaatika kursus keskkoolidele (koos J. Kuulbergiga). I. Tartu, 1934,
135 lk. — II. Tartu, 1935, 107 lk.

10. Talundite rahvastiku tihedusest Eestis. Tartu dilik. majandusgeograafia sem.
allitised, 1934, nr. 8, 8 lk.

11. Ulikoolis korraldatud kontrolltédde kvantitatiivne analiiis. Eesti Kool,
1935, nr. 1, k. 16—26.

12. Eine nichteuklidische Deutung der relativischen Welt. Tartu iilik. toime-
tused, 1935, A XXIX 3, 15 lk.

13. Ansatze zu einer expansionistischen Kinematik. Tartu ilik. toimetused, 1935.
A XXIX 6 (Tartu Ulik. Tahetorni publikatsioonid, 1935, XXVIII 4), 67 lk.

14. E{ksg?nsé%nistlikust kinemaatikast. Tartu Ulikooli Tahetorni kalender, 1936,

15. Relatiivsuseteooria. Eesti Entsiiklopeedia, VII. Tartu, 1936, k. 139—140.

16. An Income-Tax Based on the Pareto Law. Tallinna Tehnikailikooli toime-
tused, 1937, A 2.

17. Staatika alged. Tartu, 1937, 152 lk.

18. Kas inertsiseadus on kehtiv kosmilises ulatuses, Tehnika Ajakiri, 1937,
nr. 3, lk. 50—51.

19. }.iueﬁg}mz%aanika arengust XX sajandil. Tehnika Ajakiri, 1938, nr. 4,

20. Expansionistische Dynamik, I: Korpuskulare Punktdynamik fiir einen

strengeuklidischen Raum. Tallinna Tehnikaiilikooli toimetused, 1939, A 5,
40 1k.

16 Selles nimekirjas on esitatud koik kéesoleva kirjutise autoritele teada:
olevad tritkis avaldatud J. Nuudi t66d (peale arvukate ajaleheartiklite).
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21. Exspansionistische Dynamik, II: Wellenmechanische Grundlagen, Tallinna
Tehnikaiilikooli toimetused., 1939, A 6., 26 lk.

22. Tosistel radadel. Uliopilasleht, 1939, nr. 11/13, lk. 194—196.

23. Ekssaktteaduste kriisist. Varamu, 1939, nr. 1, 1k. 58—64.

24. Kinemaatika ja diinaamika pohijooni. Tartu, 1940, 271 lk.

25. Teaduse ja tehnika osa sGjas. Sojasarv, nr. 4, Moskva, 1944, 1k. 107—I111.

26. Eesti ja vene haritlaskonna ajaloolisest koostodst. Eesti Bol§ev1k 1945,
nr. 2, lk. 81—87.

27. matelealla ﬂ%fte areng kaasaegses loodusteaduses. Looming, 1947, nr. 9,

1 —_ .

28. O npuaoxenusx reomerpuH JloGaueBCKOro B COBPEMEHHOM €CTECTBO3HAHVH,
Hayyn. ceccus AH 3CCP 23—29 anp. 1947 r., cep. A. Tapry, 1948,
358--372.

29. HexoTophle pe3ynbTaThl @HAJIMTHYECKOW TeOpHY NHTEBHIx ceref. Hayuu. cec-
cua AH DCCP 23—29 anp. 1947 r., cep. B. Tapty, 1948, 1256—132.

30. I Bonmpocy o Heu3MeHHOCTH MHPOBbIX KoucTauT. Hayun. ceccus AH ICCP
14—17 anp. 1948 r. cep. A. Tapty, 1949, 222--238.

31. Meie tinapieva teadmisi mateeria loomusest. Tallinn, 1948, 27 tk.

32. O csoiicTBax peureHHii OAHil 0coGOil cHcTeMbl JUHedHbIX ypasHenuit. ENSV
TA. Uurimusi ja llevaateid, I. Tartu, 1949, lk. 145—156.

33. KpuTHKa MaeajucCTHYECKOro TOMKOBAHMA BOJHOBOH MeXaHHKH. Kogumikus
«Noukogude teaduse arengust Eesti NSV-s 1940—1950». Tallinn, 1950,
lk. 328—340.

34. O runepGoanueckoit mexaHuke u Bompocax Kocmoronun. HMss. AH 3CCP,
1952, 1, Ne 1, 90—107.

35. K Bonpocy o Bo3BpaTe mnJaHerT cosueyHoit cHcrembl. IlyGnukanum Tapry-
CKoél acTtp. obceps., 1952, T. 32, Ne 2.

36. Bunaousmenenuass dopMyna’ jaas cepuit crmektpa atoMma Bojopopga. Ily6am-
kauun Taprtyckoir actp. oGceps., 1952, 1. 32, Ne 2

37. Teomertpus Jlo6ayeBcKOro B aHAJUTHYECKOM H3J0XeHMH. Mocksa, 1961,
310 c1p. ' Eoy

KILDE PROF. J. SARVEST

Eelmises artiklis oli korduvalt juttu J. Nuudi kolleegist prof. Jaan Sarvest,
kelle siinnist 21. detsembril k.a. modédub 90 aastat (lihemalt vt. Matemaatika
ja kaasaeg, III, lk. 68—72). Jirgnevalt moned milestuskillud selle huvitava
isiksuse kohta.

Prof. Sarve poolt antud sonastused olid alati korrektsed ja ratsionaalsed.
Koik lema kirjutised, samuti ka terminoloogia, on tugevalt isikupirased, nii
et neid voib eksimatult dra tunda. Toome paar niidet.

Kolmnurga iihest nukist wvastaskilje punktesse minevate joonetikkide
koik punktid on ka selle kolmnurga teisest nukist vastaskiilje punktesse
minevate joonetikkide omad.

(Geomeetria alused. Tartu, 1931, lk. 11)

Matemaatilise induktsiooni lause. Kui mingi ndhtuse mdrkamisest mmgt-
suguse arvy korral jdrgneb selle nihiuse mdrkamine jirgmise arvu korral,
siis sellest, et seda ndhtust on mdrgatud dhe arvu korral, jargneb, et teda
mdrgatakse iga jargmise arvu korral.

(Analidtiline geomeetria. Tartu, 1923, lk. 2a)

Uliopilased olid alati lausa vaimustatud prof. Sarve joonistest. Vaa-
tamata kide tugevale viarisemisele (selle tagajirjel osutusid koik sirged
hésti joonestatud sinusoidideks) -tuli iga joonis tapselt vilja. Usna sageli
aga ei mahtunud joonis tahvlile. Juhtus, et kahe sirge loikepunkt ldks ara
aeda ounapuu oksale ning teise kahe sirge loikepunkt jargmisel korrusel
kirjutuslaual olevasse tindipotli. Rahulikult «ithendas» prof. Sarv dunapuu
oksa ja tindipoti snrgloxguga ‘tombas sellele keskristsirge, tuli sellega tahvlile
ja lopuks klappis jélle koik!
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RAHVAPARASTEST MOOTUDEST JA KAALUDEST

E. Laugaste

Mootude ja kaalude viljakujunemine soltub praktilistest vaja-
dustest, seega igasugune informatsioon mingi rahva voi hdoimu
poolt kasutatavatest modiudest annab iihtlasi teatava etlekuju-
tuse selle rahva voi hoimu elutingimustest. Uhtlasi on aga varem
kasutusel olnud moodte vaja tunda ka vanema kirjanduse (kasvoi
néiteks vanade kooliopikute ja iilesannete kogude) lugemiseks.

Millised moodud ja kaalud olid eestlaste hulgas kasutusel
kdesoleva aastatuhande algul, selle kohta on praegu veel andmeid
tisna kasinalt. Méned vanaks peetavad moddud esinesid tdepoo-
lest Gige kauges minevikus, monda neist voib nditeks kohata
kdesoleva aastatuhande algul tekkinud liiro-eepilises rahvalaulus
«Suur hdrg» (siild, vaks, kiiiinar). Oige vidhe leidub aga andmeid
selle kohta, kui palju on neis mootudes kohalikku ja kui palju
laenulist. Oieti pole seda kiisimust seni veel detailsemalt uuritudki.

Eestlaste pohilisteks elatusaladeks olid pollundus, karjandus ja
kalastus, seetottu kohanesid moddudki vastavalt neile elatusala-
dele. Vanemad moodud ldhtusid sealjuures inimesest endast. tema
kehaosadest. Olulisel kohal olid kehaosadest just kiasi ja jalg:
véljasirutatud sormede vahe, sormeliilid, kdtehaare, iihe kde haare,
kde ilimbermoot, kdelaba laius, jalg, sammu pikkus, harali jal-
gade ulatus, pea iimbermoot jms. Ka tooriistade moddud kujune-
sid suhteliseks, vastavalt sellele, kes neid kasutas. Néiiteks reha-
vars pidi nii pikk olema, kui riisuja oma kétega kiiflindis votma
(Jiiri).

Vajalik arvutamine, nii liitmine kui lahutamine, toimus sd:-
medel. Votteid oli sealjuures 6ige mitmesuguseid, nditeks iga téis-
saja korral suruti iiks sorm rusikasse, kuni 1000 tiis sai.

Spetsiaalseid mdoduriistu on kasutusel olnud {isna ammu
{niit. pdsmer e. margapuu juba sajandeid tagasi), neid tekkis
juurde aga ka hiljem. Niiteks arssina- ja killinarpuu leidsid tee
rahva hulka poodidest ning rédtsepate juurest. Magasiviljaga sco-
ses tekkis veel itks modduriist — triikpuu. Sellega tommati
magasiaidas vili modduriistas triiki. Triikpuu ise oli pealt veidi
kummis, alumine serv sirge, valmistatud lauapaksusest puust kée-
auguga keskel (Liiganuse). Vilja triigiti siis, kui seda magasi-
aidast viélja anti, sisse voeti aga kuhjaga.
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Muidugi olid vanemad moddud tavaliselt {isna ebatipse suu-
rusega — iihe inimese kisi, jalg, kdehaare jne. ei olnud tdpselt
sama suured kui teisel. Suurema tdpsuse vajadusest koneldakse
rahvaluulelistes tekstides laenu puhul, kus tagastada tuli cama
kvantum. Nditeks kasutati laenamisel leiva mootmiseks niiti, mis
tommati pikuti Gmber leivapétsi, kusjuures ringi tdissaamisel tehti
niidisse solm; nii saadud moot hoiti laenu tagastamiseni alles
(Polva). Soola, jahu, ube, herneid laenati séela, mati voi kausiga.
Viljakujunenud tava jargi oli laenaja kohustatud tagastama kuh-
jaga (Polva). Leiva laenamise puhuks on andmeid ka kaalumise
kohta kirvega: kirve raskus ja varre otsa pandud leib pidid tasa-
kaalu saavutama.

Et enne sakslaste vallutusi oli eestlastel kaubanduslikke suh-
teid nii Lddne kui Idaga, siis pidi neil tekkima praktiline vajadus
kasutada kohalike naturaalmootude korval ka konventsionaalseid
rahvusvahelisi moote, mis omakorda voisid mdjutada kohalikkude
mootude kujunemist. Toendoliselt tunti Eestis nii Ojamaa kui ka
Pihkva ja Novgorodi moote. On nditeks leitud vdarismetalli moot-
miseks kasulatud idamaise péritoluga kaalusid samas siisteemis,
millel pohines Vene kaalustik. Selle siisteemi aluseks oli grivna
e. nael. Termini «nael» algseks paritoluks peetakse pdsmri kaalu-
ihikut — marka, mida tdhistati pdsmri varresse 166dud naelaga.
Ka kaaluiihik leisikas ndib olevat tuntud olnud juba enne saks-
lasi, samuti nagu laevanael ja perkapund e. kaal. Pikkusmoot kiiii-
nar arvatakse parinevat Ojamaalt, kuid ta vo6is iihtida ka koha-
liku naturaalse mooduga. Kuivainete mootudest paistab koige
varem kéibel olevana ebaméidrane ja ebaiihtlane o0nesmoot kiili-
mit.

Sakslaste vallutuse jarel kujunes igas linnas oma moodustik,
mis ei ulatunud selle linna kaubanduslikust tagamaast kaugemale.
Niiteks siillaks loeti enamasti 3, mone!l pool aga 3!/, kiiiinart.
Oonesmdoduna kaibis vakk (mille monede arvates olevat kasu-
tusele votnud piiskop Albert), kusjuures riia vakka ldks 6 kiili-
mittu (hiljem 54 toopi), mujal koikus see aga 3—10 kiilimitu
vahel. Mdoduiihikud voisid eri linnades olla erinevate ainete jaoks
erineva suurusega, nagu naiteks tiinnid. Aja jooksul said moned
eriti levinud kaupade transpordiks kasutatud tiinnid kindla suu-
ruse kindlais kaubanduskeskusis voi ka rahvusvaheliselt (néit.
heeringatiinnid). XVII sajandil kujuneski Baltimail pohiméoduks
tiinn (tiinder) vaka asemel, tiinni arvestati Liivimaal 2, Tallin-
nas 3 vakka. Samanimeline iihik vois iiheaegselt esineda raskus-
ja oonesmooduna. Ndileks sélitis oli algselt laevaruumi moot,
kaaluarvestusena Baltimail 12 laevanaela, 6onesmoddu arvestus-
iihikuna s6ltus kaubast (vilja sélitise algupdrane suurus oli 48
riia vakka, soolamooduna sisaldas 12—18 tiinni).

Péarast Pohjasdda iihtlustusid kaalud ja moodud. Riia moo-
dustik tuli kasutusele Liivimaal, Tallinna oma Eestimaal. Vene
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moodustik ja kaalustik kehtestati nendel aladel 1845. a., kuna aga
meetermoodustik voeti Eestis ametlikult kasutusele alles 1. jaa-
nuaril 1929.

Jargnevalt toome lithikese loetelu tdhtsamatest eesti talurahva
hulgas kasutusel olnud médiudest ja kaaludest. Arvestades, et
mootludes esines palju lokaalseid erinevusi, on seda ka siin mone-
vorra piiiitud jilgida.

Andmed kdesolevaks iilevaateks on saadud Eesti NSV TA Keele
ja Kirjanduse Instituudi keeleuurimissektori sanasedelite ja mur-
detekstide kogudest. Selle materjali hulgas véairivad eriti vélja-
tostmist Aadu Toomessalu kogu Ida-Saaremaalt ja Aino Kallo
oma Ida-Virumaalt (Liiganusest). Haid kirjeldusi leidub ka Eesti
NSV TA Fr. R. Kreutzwaldi nimelise Kirjandusmuuseumi rahva-
luule osakonna kogudes. M&otude ja kaalude ajaloo kohta Balti-
mail leidub andmeid teoses «Eesti majandusajalugu» (1937).

Et materjal on nimetatud asutustes kergesti kittesaadav, siis
on kidesolevas liihiiilevaates loobutud tdpsemast joonealusest vii-
tamisest. Tahtsamail kordadel on sulgudes antud ainult kihel-
konna nimetus.

Pikkusmoodud

Arssin — 28 tolli (71,12 cm). Arssinat hakati kasutama poes
riide modtmiseks, samuti kasutasid seda ratsepad. Ahju jaoks 10i-
gatud puuhalgude pikkuseks loeti kas arssin voi kaks arssinat
(reheahju jaoks). Arssina mdodupuu kohta on antud jidrgmine Kir-
jeldus: arssinapuu oli kolme sdrme laiune, peal kahe vaksa ja
poole- ning veerandarssina mérgid (Liiganuse).

Jalg — inimese jalalaba pikkus koos pastla v6i muu jalanouga,
nimetati ka jalatdis (vrd.: jalatdis maad). Ametlik jalg oli 12 tolli
(30,48 c¢m). Jalaga moodeti maad, peenravahesid, pdikese varju
kellaaja mdidramiseks jm. Jala pikkuse saab veel, kui kahe kdmbla
laiusele lisada poidla pikkus.

Kukerus — keskmise sorme pikkus kuni kolmanda jatkuni
(Hargla). Teine seletus, sisult sama: kukerus on sérmede pikkus,
moodetud pihupesaga tdisnurgi (Vorumaa). Sukavarre pikkuseks
loeti viis kukerust.

Kimmal e. kdmblalaiune — kas labakie nelja sorme laius
(Kérla) voi labakde laius poidla kohalt. Kdmblaga moodeti riiet,
ka seapeki paksust. Viimase kohta kéiis retsept: kui liha laenad,
moodad kdmblaga peki paksust naha - poolt taise poole, et tead
tagasi nouda (Liiganuse). Kdmblaga moodeti veel vikati pikkust.
«Mitu katl pika vikati sa endale ostad?» (Vorumaa.)

Kbéis — kiimne siilla mool, sellega mododeti maad ja kraavi.
Kasutati ka riide mootmisel, siis oli koie pikkus 10—10!/, kiifinart.
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Kititnar — kehaosade jargi moodeti kiiinart 1) pea dmber-
mooduna (lihakiiiinar — Hargla, Jiri); 2) kisikiiiinrana — kiiii-
narnukist esimese sérme otsani (Rannu, Kodavere, Vaivara jm.)
v0i keskmise sorme otsani (Vorumaa). Umber arvestatult tegi
see kolm vaksa voi 21 voi 24 tolli. Kiiiinart kasutati riide, paelte,
pitsi ja ka maa mootmiseks. Hobuserangide korgus pidi olema nii-
sugune, et kési kiiiinarnukist kuni keskmise sorme otsani ran-
gide sisse mahuks (Jiiri).

Labakidsi — labakde timber moodeti sukalaba pikkust.

Latt -— modduriist, kahe kuuejalasiilla pikkune, moddeti maad
ja kraavi (Kairla, Kodavere).

Niiss — esimese (v0i keskmise) sdorme kahe esimese liikme
pikkus (Saaremaa).

Penikoorem — seitse versla.

Samm — mehesamm, po6llu ja heinamaa mootmiseks. Tiinu
suuruseks loeti 2003< 100 sammu, vakamaa suuruseks 75X 75
(voi 75 < 70) sammu. Ounapuude vaheks mdodeti 7 sammu. Sam-
mudega méarati suvel ka kellaaega. Keskhommikune vari andis
4 kdimasammu, lounane 2 (Vaivara).

Siild — kahe laialisirutatud kde vahe, nimetatud ka kisisiil-
laks (lihasiiliaks). Nii m6adeti n66ri, fimmargust puud jala pealt
voi heinakuhja. See siild tegi vilja 6 jalga. Kiibel oli veel seitsme-
jalasiild, mille saamiseks tuli juurde lisada kahe kdelaba -+ poid-
la pikkus (s.t. jalg). Seitsmejalasiilda nimetas rahvas ka riigi-
siillaks, selle pikkus oli 84 tolli (2,1336 m). Umberarvestatult loeti
siillale vastavaks kaks mehesammu. Kuuejalasiild saadi ka jal-
gade laialisirutamisega «nii laialt kui ulatabs (Jiiri). Igaiiks tea-
dis, kui pikalt tuli pingutada, et siilda kidtte saada (Halliste).
Maanteed moodeti seitsmejala-, puid kuuejalasiillaga. Siillaga
moodeti veel 6lgi ja roogu: siillane pael tommati roo- voi ole-
koole iimber.

Toll — 2,54 c¢m, tugevasti rahva teadvusse juurdunud moot,
kasutati ka teiste mootude (siild, arssin, kiiiinar, jalg) kirjelda-
miseks. Tolli sai arvestada ka ilma mddduriistata: poidla laius ole-
vat 1 toll (Jiiri).

Vaks (Louna-Eesti vass) — kasutati peamiselt vdiksemate
esemete ja riide mootmiseks, moodustub viljasirutatud keskmise
sorme otsa ja poidla otsa vahepikkusest. Tuntud on see moot koik-
jal Eestis, ainult moningate erinevustega. Peale keskmise sorme
voeti aluseks veel poidia ja esimese sorme otste vahe (nimetati
sidsi- e. sidsavaksaks); kaugust vdikese sorme otsast poidla otsani
nimetati suureks vaksaks. Aastast siga moodeti korva tagant saba-
juurikani — tihele vaksale pidi vastama puud eluskaalu. Pastla
jaoks kuluva naha hulka moodeti samuti vaksaga: oli teada, kui
palju kulub nahka mehe-, naise- voi lapsepastla jaoks.

Verssok — !/,5 arssinat ehk 1,75 tolli (4,45 cm). Arssinate ja
verssokitega moodeti niditeks hobuse korgust,
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Verst — ametliku pikkusmooduna tunginud tugevasti rahva
kasutusse, sealhulgas ka rahvaluulelistesse kujunditesse (vordlus
— nagu verstapost). Uks verst oli 500 siilda (1,067 km).

Mahu- ehk 66nesmoodud

Siia kuuluvad paljud naturaalsed modédud (pohisonaga —
tdis), mis muidugi individuaalselt tublisti erinevad.

Hangutdis — hangule mahtuv hulk heinu, sonnikut jms.

Kaenlatiis — iihe kie ja kitlje vahele haaratud hulk vihiu voi
heinu ja pohku loomadele etteviimiseks. Arvestatakse umbes.
10 naela (Kodavere).

Kandam e. vinnam — hulk, mis korraga seljas &dra viiakse.

Karnits — viljamo6t mahuga kaks toopi (Karksi, Kirla, Ran-
nu), kolm toopi (Kose, Kodavere), 2,5 toopi (Liiganuse, Hargla,
Kose) voi kaks ruhimetdit (Halliste); ametlikult 3,28 liitrit. Lae-
nutamise korral voeli vaka pealt kaks karnitsat vahekasu (Vai-
vara).

Kehik — viljamoot, kohati lihtsalt suurem kui kiilimit, vahel
12—18 toopi, vahel isegi kaks kiilimittu (Harjumaa).

Koorem — ebaméiirane moot, ometi arvestati koormaga heina-
ja pohuvarusid: oli teada, mitu koormat iga loom talvel toitu
vajas. Viljakoormaks arvestati Tiiril kaks rouku, heinakoormaks
kolm saadu, umbkaudu kolmkiimmend kuni nelikiimmend puuda
(Kodavere); rukkikoormaks arvestati sada vihku (Kose). Reekoor-
mad olid suuremad kui vankrikoormad.

Koostatiis e. lusikatdis — kasutati piima, rasva ja soola moo6t-
miseks. Liahteks on puulusikas, vastab umbes praegusele supilusi-
kale. Lusikatdit arvestatakse veel praegu arstimite doseerimisel.

Korv — eri suurusega moot, umbkaudu iihesuurused olid kar-
tuli- ja sibulakorvid, vaiksemad olid marjakorvid.

Kotitdis (kott) — tdhendas, séltuvalt kohast, kas iiht v6i kaht
vakka vilja, kartuleid vm.

Kortel e. korten — mahu- ja pikkusmoot, veerand mingist moa-
dust, naiteks veerand toopi. Toop sisaldas kuivainet neli, viina
aga neli ja pool voi isegi viis kortlit. Kortsides olid vasksed vii-
namoodud: toop, pool toopi, kortel, pool kortlit. Pikkusmododuna
kasulati kortlit veerand arssina (7 tolli) voi veerand kiiiinra (6
tolli) tdhenduses. Oli ndhlavasti ka iseseisvaks mooduks kujune-.
nud tdhenduses: iiks kortel on vdhem kui veerand kiilinart. Kreutz-
wald koneleb «Kalevipojas» kuukortlist (I 160—161).

Kuli — tdhendas viit tallinna vakka vilja, ametlikult rukkeid
145 kg, nisu 165,6 kg.

Kiilimit — viljamoot ja kiilvinou, suurus vordlemisi mitme--
kesine: kiimme toopi (Kairla), kaksteist toopi (Pdide, Vaivara
jm.), kolmandik vakka (Rannu, Vonnu, Kodavere), neljandik
vakka (Karksi, Ridala), viiendik vakka (Poide). Riia kiilimit ole-
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vat olnud fiheksa toopi (Kidina). Kiilimituga moddeti ka rannas
kalu. Maalappi, kuhu kiillimit vilja maha liks, kutsuti kiilimitu-
maaks (Péide).

Matt — vaga mitmekesise suurusega ndu jahu mootmiseks, ka
veskis jahvatusnorm. Mootithikuna olid tal jargmised suurused:
kaks toopi (Ridala), kaks ja pool toopi (Pdide), kaks kuni kolm
toopi (Kodavere), kolm toopi (Hargla), kaks kuni viis toopi
(Karksi), neli toopi (Rannu), kuus toopi (Vaivara, Liiganuse,
Kose, Tiiri).

Mo6t — vakk voi poolteist vakka, nou vilja mootmiseks, iihtlasi
mooduiihik.

Nipuotsatiis — poidla ja esimese sorme vahele mahtuv hulk
tubakat vm.

Niputdis — poidla, esimese ja keskmise sorme vahele mahtuv
hulk jahu, tubakat voi soola.

Peks — viike koorem.

Peotdis — kasutati nii pikkusmodduna (vikatilisi on 9 peo-
tdit, vikatiloe pulkade vahe kolm peotdit — Karksi) kui ka mahu-
mooduna: kui palju mahub lohkutombunud peopesale (soola, jahu,
marju, mulda).

Piitt e. minnik — kaks veerikut (Kose), seega kaks puuda
rukkeid. Poodides arvestali piitiga ka soola.

Ruhimetiis (ruhimutédis, ruhimik) e. kamalutdis — kahe kokku-
pandud peo abil moodustatud 60nsuse tdis. Kasutati jahu, tangu,
herneste, ubade, vilja jm. mooimiseks, samuti loomadele toidu
doseerimiseks. Hobustele tosteti kaeru kaks ruhimetiit korraga,
sigadele mootis perenaine ruhimetdie jahu looma kohta, lehma-
dele nende piimaanni jargi: védiksema piimaanniga lehm sai ka
jahu vahem (Halliste). Teati, kui palju kaalus ruhimetdis otri,
linaseemet, jahu jne. Uteldi, et see olevat «karva pédl» moo6t.
Teati ka, mitu ruhimetéit laheb puuda jne. (Halliste).

Riipetdis = polletéis.

Seljatiis — seljale voetav kandam heinte, pohu, okste jms.
kandmisel.

Setvert (tsetvert) — vene 60nesmoot, kolm riia vakka, kaheksa
veertkut, neli piitti (Kose) e. mannikut (Kéina), ca 210 1. Magasi-
aidast anti vilja setvertiga.

Sidlitis — 72 vakka ehk 24 tiindrit, kasutati mdisa vilja moot-
miseks.

Siiletdis — kahe laialisirutatud kde vahele vodetav kandam
heinte voi pohu mootmiseks.

Taridus — «Inimene tommab riha kaha oma jala vahele, {6stab
riha varrest {iles ja votab koos rihaga kainlu ja viib labusse.»
(Poide, A. Toomessalu, 1962).

Tiinder — lokaalselt erineva tihendusega 66nesmoot. Riia tiin-
der oli kaks vakka ehk kaksteist kiilimittu (Liiganuse). Harglas
oli tiinder poolteist vakka. Kohati loeti tiindrisse kolm (riia)

114



vakka ehk iikssada kaheksa toopi (Ridala, Kodavere, Kose, P&ide),
kohati kolm piitti (Peetri). Vahetuskaubana arvestati poole tiindri
soolasilgu vastu tiinder rukkeid (Liiganuse). Pdides seletati, et
tiinder olnud mbdisnikkude modot, sellega miiiisid nad vilja ja kar-
tuleid, talupojal polnud pollusaadusi tiindriga miiiia. Tiindri-
maaks nimetati kolme vakamaad (Kose, Liiganuse).

Vakk — neli kiilimittu (Ridala, Karksi), 52 toopi, 21 karnit-
sat; kolm puuda (u. 50 kg). Tallinna vakk oli 36 toopi ehk kaks
puuda (u. 35 kg). Ametlikult: 1 tallinna vakk = 3 kiilimittu = 6
matti = 36 toopi = 44,277 1, 1 riia vakk = 0,5 riia tiindrit =
= 66,4146 1.

Veerik (setverik, tsetverik) — nii mahumodt kui ka vastav
fimmargune puundu, alt kitsam, pealt laiem. Setverti olevat lai-
nud kaheksa veerikut ehk kakskiimmend kaks ja pool toopi (Rida-
la). Veerikuga moddeti leivajahu, teri, kartuleid. Veerik rukkeid
kaaluvat iiks puud; kaks veerikut moodustavat piiti (Peetri); iiks
veerik oli kaheksa karnitsat, vt. setvert.

Raskusméodud

Kaal e. perkapund — kiimme puuda. Kasutati peamiselt lina-
kaubanduses.

Lood — 32 loodi oli iiks nael.

Nael — 409,1 g, iildises kasutuses on naela ikka vorrutatud
400 grammiga.

Pund e. leisikas — kakskiimmend naela. Kasutati palju lina-
kaubanduses. Peetakse vanaks kohalikuks mooduks.

Puud — nelikiimmend naela; terade ja liha kaal.

Solotnik — 96 solotnikku oli iiks nael.

Vedelikumoodud

Aam — tollistest voi poolteisetollistest laudadest ummargune
puuvitstega nou, keskelt jimedam. Kasutati peamiselt piirituse
vedamiseks, mahutas 50 (Liiganuse) voi 40 (Rannu) pange. Vei-
niaam olevat olnud 180 toopi.

Ankur — 30 toopi.

Pang (vedru) — kaheksa kuni kiimme toopi, ametlikult
12,229 1. Talupoegade valmistatud puust panged, millel samuti oli
kohalikus kasutuses moodu védrtus, ei vasta tdpselt neile suhe-
tele.

Toop —- pohimoot, millega moodeti piima, viina, aga ka marju
ja jahu. Riia toop oli 1,22 1; tallinna toop 1,087 1. Laatadel ja poo-
dides mitiidi plekist valmistatud toope, pooltoope ja kortleid (vee-
randtoope).

Tiinn — XIV sajandi olletiinn sisaldas 92 toopi, hiljem nor-
meeriti 90 toobile.

Vaat — nelikiimmend kiimnetoobilist pange e. 400 toopi.
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Pinnamootudest

oli eestlastel kasutusel eeskéitt vakamaa. Vakamaa arvestamine on
ka praegu vanemate pollumeeste teadvuses kinnistunud. Vakamaa
suuruseks loeti 400 ruutsiilda (Liiganuse, Kose, Tiiri, Kdina jm.).
Meetermoodustikku arvestades on tallinna vakamaa 0,18 ha, riia
vakamaa 0,37 ha. Viimase suuruseks loeti veel 25 kapamaad. Ka-
pamaa on samuti vana Eestis kasutatud pinnamoodduiihik, suuru-
sega 1600 ruutjalga (148,7 m?).

* * *

Voib arvata, et eestlastel oli viga mitmekesine naturaalne mod-
dustik igapdevaseks kasutamiseks ja ligemaks suhtlemiseks. Too-
dud iilevaade ei suuda muidugi kdike kirjeldada. Pealegi on kin-
del, et moningate mootude kohta puuduvad meil veel iildse and-
med, teised on aga unarusse vaibumise t6ttu jddnud niivord dhma-
seks, et nende kirjeldused on muutunud vastuolulisteks. Autor
ootab lugejailt tdiendavaid andmeid nii nende modtude kohta, mil-
lest siin juttu oli, kui ka nende kohta, millest juttu ei olnud.

PULGAD LAUAL

Korval olev joonis kujutab mustale
lavale paigutatud ruudukujulise rist-
loikega pulki (iilaltvaates). Moned
pulgad paiknevad vahetult laual ja on
seega horisontaalasendis, moned aga
kaldu, s.t. nende iiks ots on lauast
kaugemal kui teine. Seda arvestades
tuleb vastata jargmistele kiisimustele:

1. Kirjutada véilja koigi horison-
taalasendis olevate pulkade nimed
(neil olevad tdhed). Milline horison-
taalasendis olevatest pulkadest on
koige korgemal?

2. Leida koigi kaldu olevate pul-
kade madalamad otsad. Milline pulk
on koige rohkem kaldu, milline koige
vihem?

3. Kas pulk G puudutab pulka A?

4. Kas pulk B puudutab pulka H?

5. Kas pulk M puudutab pulka A?

. Kui pulk C oleks niivord pikk, et ta ulatuks pulgani B, kas ta puudu-
taks siis pulka B?

7. Kui otse pulga G alla paigutada veel iiks lilhike pulk nii, et ta puudu.
tab pulkasid A ja E, kas ta puudutaks siis ka pulka B voi pulka D?

8. Kas pulgad A ja B on paralleelsed?

9. Kas pulgad K ja M on paralleelsed?
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EESTIKEELNE ARVUTUSMEETODITE KASIRAAMAT

R. Jiirgenson

1966. a. IV kvartalis ilmus trikist
Tallinna matemaatikute M. Levini ja
S. Ulmi koostatud «Arvutusmeetodite
kisiraamat». Kui mitte arvestada aas-
tatel 1961—1964 TROU G&ppejoudude
poolt kirjutatud ja rolaprindil vilja-
antud Opikute sarja «Arvutusmeeto-
did I—V», siis on see raamat -esi-
meseks eestikeelseks teoseks arvutus-
meetodite alalt.

Raamat on kisiraamatu tiifipi teos
(materjal on esitatud toestusteta), mis
on moeldud eelkdige insenertehnilis-
tele 166lajatele, kuid mis osutub kaht-
lemata kasulikuks ka milmesuguste
erialade oppejoududele, teaduslikele
io6tajatele ja iiliopilastele. Raamatu
kasutamine ee!dab leadmisi matemaa-
tikast korgemate tehniliste Oppeasu-
tuste programmide ulatuses.

«Arvutusmeetodite  kdsiraamatus»
leiavad kisitlemist kdik arvutusmeeto-
dite n.-6. traditsioonilised harud. Poh-
jalikult on vaatluse alla voetud funkt-
sioonide ldhendamise erinevad meeto-
did, ligikaudse diferentseerimise ja
inlegreerimise meetodid, lineaaralgeb-
ra arvutusmeetodid ja mittelineaar-
sele vorrandile ning vorrandisiisteemi-
de lahendusmeelodid. Samuti vaadel-
dakse harilike ning osatuletistega dife-
renisiaalvorrandile ja integraalvorran-
dite lahendusmeetodeid.

Materjal on raamatus esitatud sfis-
tematiseeritult ja hasti arusaadavait.
Viimasele aitab kaasa ka asjaolu, et
enamikul juhtudel on valemid ja algo-
ritmid varuslatud illustreerivate néi-
detega.

Arvulusmeetodite rakendamise sfdir

8 Malemaatika ja kaasaeg XIII

on kaasajal (eriti tanu elektronarvu-
titele) muutunud viga ulatuslikuks.
Erinevad arvutusmeetodid on aga
hajutatud mitmesuguste opikute ja
teaduslike ajakirjade veergudele, mis-
{ottu vajaliku meetodi leidinine nduab
tihti suurt ajakulu. Scetottu tuleb raa-
matu autorite t66d erinevale allikate
labitootamisel ja praktikas vajalike
meetodile siistemaaltilisel esitamisel
tosiselt hinnata. Mis puutub raama-
tusse liilitatud arvutusmeetodite vali-
kusse, siis on see (ildiselt onnestunud.
Kill aga torkab silma teatud mitte-
homogeensus  késitluse pohjalikkuses
erinevate teemade osas. Kui nditeks
funktsioonide ldhendamise meetodid
on leidnud vidga iiksikasjalikku kasit-
lemist, siis suhteliselt pealiskaudse-
maks on jadnud diferentsiaalvorrandite
osa. Raamatus puuduvad néiileks kaas-
ajal laialdast rakendamist leidnud nn.
murruliste sammude meetodid” osatule-
tistega dilerentsiaalvorrandite lahen-
damiseks. Samuti ei kisitleta dife-
rentsmeetodite rakendamisel tekkivate
vorrandisiisteemide lahendamise spet-
siaalseid meetodeid jms.

Tundub veel, et raamatu kasutegur
oleks olnud suurem, kui temas oleks
rohkem tidhelepanu péoératud nipu-
ndidete andmisele meetodi valikuks.
Praegune lakooniline esilusviis eeldab

raamatu kasutajalt monedel juhtudel
tosist  arvutusmeetoditealast erudit-
siooni.

Vaatamata nendele puudustele (mis
on voib-olla ka vaieldavad) voib oel-
da, et eestikeelne malemaatika-alane
kirjandus on - tdienenud sisuka teose
vorra.
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SDV MATEMAATIKUTE KONVERENTSILT BERLIINIS

0. Prinits

13.—18. veebruarini 1967. toimus
Berliinis Saksa Demokraatliku Vaba-
riigi Malemaatikaiihingu 1V teaduslik
aastakonverents. See igal aastal orga-
niseeritav {ritus, millele pandi alus
1964, a. Weimaris, on jirgnevatel aas-
tatel Karl-Marx-Stadtis ja Leipzigis
naidanud oma eludigust ja niiiid Ber-
liinis ulatus ettekannete arv juba 250-
ni. 600-liikmelisest osavotjaskonnast
moodustasid rohuva enamiku SDV
matemaatikud, kuid kiilalisi oli ka —
Liine-Berliinist, Poolast, Ungarist,
Tsehhoslovakkiast, Rumeeniast ning
Noukogude Liidust.

Konverents toimus Berliini Hum-
boldti-nim. Ulikoolis. Oma avasonas
rohutas Matemaatikaiihingu esimees
prof. Kurt Schréder Berliini Ulikooli
tahtsust matemaatika arengus nii mi-
nevikus kui ka tdnapdeval. Praegu 1606-
tab Berliini Ulikooli juures 4 mate-
maatikainstituuti: puhta matemaatika,
rakendusmatemaatika, = matemaatilise
loogika ja koolimatemaatika instituu-
did. Konverentsile head kordaminekut
soovisid Berliini Ulikooli rektor prof.
Sanke ja Berliini iilemlinnapea esinda-
ja Miiller. Meeldivalt sisustas konve-
rentsi avamist keelpillide kvartett oma
esinemisega avatseremoonia algul ja
16pus.  Avaettekanne oli usaldatud
Rostocki Ulikooli noorele professorile
L. Bergile teemal «Asiimptootilised
kujutused ja arendused».

Hommikupoolsetel  plenaaristungi-
tel esitali iilevaateettekandeid ja ohlu-
poolikuti tootati 13 sekisioonis: loogi-
ka, algebra ja arvuteooria, analiils,
geomeelria, numbrilised meetodid ja
arvutustehnika, = majandusmatemaati-
ka, kiiberneetika, tGendosusteooria ja
matemaatiline statistika, biomeelria,
mehhaanika, matemaatika Opetamine,

matemaatiline fiilisika ja voolavusdpe-
tus. Matemaatika opetamis: sektsiooni
peamisteks arutlusobjektideks olid koo-
limatemaatika uue programmi vilja-
to6tamisega seotud kiisimused. Toimus
isegi eraldi diskussioon reaalarvude
kédsillemise voimaluste kohta koolis.
Huvitavamatest etlekannetest selles
sektsioonis olgu nimetatud: Halle iili-
kooli prolessor W. Walsch «Semanti-
lised ja siintaktilised aspektid mate-
maalika oOpetamisel», Dresdeni Tehni-
kaiilikooli professor W. Lange «Toe-
ndosusteooria elementide kasitlemi-
sest», Berliini  Ulikooli  professor
L. Gorke «Sarnasusopetuse kisillemi-
sest 8. klassis», Berliini Ulikooli Koo-
limatemaalika Instituudi direktor
proi. K. Hirlig «Mida tdhendab mate-
maatika Opetamise ldbiviimine hulga-
leoreelilisel baasil», Berliini Ulikooli
Pedagoogikateaduskonna malemaatika
opetamise metoodika osakonna juha-
taja prof. G. Peitsch «Reaalarvude
kasitlemisest koclis», sama osakonna
tootaja proi. G. Lorenz «Meie ilidpi-
lased ja koolimatemaatika aine» jne.
Traditsiooni kohaselt tinas audiloo-
rium ettekandjaid mitte aplausiga,
\éaid sormenukkidega lauale kopula-
es.

Tédnapdeva Berliin jatab kiilasta-
jaile suurepidrase mulje vastvalminud
kaasaegsete ehitustega Unter den Lin-
denil ja Alexanderplatzi imbruses, sa-
muli aga hoogsa tempoga, millega on
asutud veel iilesehitamata rajoonide
ettevalmistamisele. Viga hubased ja
avarad on Berliini uued kohvikud,
nagu «Operncafe» ja «Linden Corso»
Unler den Lindenil ning kauaks jai-
vad meelde meisterlikud etendused
Berliini Koomilises Ooperis ja Berli-
ner Ensemblis.

TARTU MMK UUED KOORDINAADID

E. Toom
6. veebruaril 1967. a. algas uus MMK pohimaaruse uue redaktsioo-
etapp Tartu Mittestatsionaarse Mate- ni jargi jddb kogu &ppeléd koolis
maatikakooli elus — kool sai juriidi- edasi tthiskondlikele alusiele. Seda ju-

lise isiku oigused Eesti NSV Haridus-
ministeeriumi koolivilise asutusena.
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noukogu. Pahiliselt jadvad samaks ka
kooli eesmargid.

Normaalseit kulgeva 6ppetéd kind-
lustamiseks on koolil viike tehniline
personal, méningad majanduslikud voi-
malused ja muidugi lootus Parkinsoni
seaduse fildkehtivusele. MMK «admi-
nistratiivkeskus» asub praegu A. H.
Tammsaare nim. Tartu I Keskkooli
ruumes, postiaadress on aga so6ltuma-
ta kooli konkreetsest asukohast kaikide
kirjasaatjale jaoks T artu, p/k. 60.

Kiesoleva aasta suursiindmuseks on
meie esimese lennu viljalase — ligi
poolsada abiturienti saavad kevadel
Ka MMK loputunnistuse. Piiiame saa-
vutada seda, et juba l3hemal ajal neil
tunnistustel oleks kaalukas sona Oelda
ka korgemasse kooli sisseastumisel.

Suvevaheajal on ette nihiud umbes
nddalane suvekool nii huvitavate teo-

reetiliste loengute kui ka praktikumide
ja kontrolltoddega. Vaib-olla jatkub
joudu ka rohkemaks.

Oigeaegselt laekuvate sadade kor-
rektselt sooritatud kontrolitééde kor-
val saabub koolile ka teistsuguseid
kirju, milles &pilased tunnevad muret
oma t66de saatuse pirast ja radgivad
mitmesugustest raskustest, mis neil
iilesannete lahendamisel on tekkinud.
Alati kaasneb palve lubada seekordse
(arvatava) ebadnnestumise korral
ikkagi to6d jatkata, kasvoi «vabakuu-
lajana».

Selliste kirjade (ile vGib ainult roo-
mu tunda. Tanapideva tiitipilist kooli-
mentaliteeti arvestades annab selline
suhtumine vabast ajast ja vabast tah-
test lehtavasse programmivilisesse
toosse palju joudu ja lootusi edas-
pidiseks.

KAARIKUL «<KROBISTATI» KOORIKUID
E. Sakkov

Sona «Kiiriku» tekitab koigepealt
molleid sportlastest, pallivéljakulest
ja suusaradadest. Paari viimase aas-
taga on aga see TRU spordibaas muu-
tunud kohaks, kuhu heameelega kogu-
nevad «suured» ja «viikesed» teadla-
sed selleks, et i{iheskoos jagu saada
probleemidest, mis {ihele iile jou.

22.—-31. juulini 1966 toimus Ka&ari-
kul mehhaanika-alane suvekool teemal
«Fiiiisikaliselt ja geomeetriliselt mitte-
lineaarsed iilesanded plaalide ja koori-
kute teoorias». Oluliselt liialdamata
voib Oelda, et nditeks laev on suur
plaat, lennuk aga suur koorik. Terved
instituudid ja teadlaste grupid piiila-
vad luua rahuldavat leooriat, mis voi-
maldaks selgitlada plaatide ja kooriku-
te kiitumise isedrasusi milmesugustes
olukordades. Varasemales toddes ptir-
duti eranditult eiastsete deformatsioo-
nidega. Suurtel kiirustel ja korgetel
temperatuuridel tekivad konstruktsioo-
nides sageli plastsed (jddvad) defor-
malsioonid. Viimaste arvestamine muu-
dab (lesande lahendamise tunduvalt
raskemaks, probleemi nimetatakse fiiii-
sikaliselt mittelineaarseks. Juhul, kui
vaadeldakse plaatide ja koorikute suu-
ri libipaindeid, tuleb arvestada muu-
tusi nende geomeetrias. See tingib nn.
geomeetrilise mittelineaarsuse. TRU

a8

Professor? M. Broude

teoreetilise mehhaanika ja astronoomia
kateeder on oma uurimustes piiidnud
itheaegselt arvestada molemat efekti.
Kuna suvekooli péhiliseks initsiaato-
riks ja organiseerijaks oli eespool ni-
metatud kaleeder, siis pohjendab see
ka temaatika sellist valikut.

Suvekooli koosseis oli aukartust-
dratav — 51 osavotjast 12 teaduste
doklorit ja 24 teaduste kandidaati. Nij
et koolist selle sona tavalises mottes
antud juhul konelda ei kolba. See oli
kool, kus kuulajaiks olid professorid

1 Sobralikud 3arZid H. Sakkovilt.

119



ja teaduslikud todtajad Noukogude
Liidu 13 linnast. Koige arvukamalt
olid esindatud Moskva (15 inimest)
ja Tartu (13 kuulajat).

10 pdeva jooksul kuulati 9 iilevaa-
teloengut meie maa nimekamatelt
teadlastelt ja 15 lithiettekannet. Vii-
mased olid eelnevalt triikitud iilikooli
rotaprindil, mis tunduvalt kergendas
ettekande jalgimist ja sellest arusaa-
mist. Suvekoolist votsid osa plastsuse-
teooria iiks rajajaid, NSVL Teaduste
Akadeemia kirjavahetajaliige prof. IlI-
juSin, Lenini preemia laureaat prof.
Malinin, fliisika-matemaatikadoktor
Svirski.  Viimati nimetatud teadlase
loeng  «Mittelineaarsete  vérrandite
lahendusmeetodid plaatide ja kooriku-
te teoorias» kujunes suvekooli kesk-
seks ettekandeks. Ta paistis silma oma

Fiiisika-matemaatikadoktor J. Svirski

sisutiheduse ja matemaatilise rangu-
sega. Eesti teadlased esitasid suve-
koolis 4 ettekannet. Prof. U. Lepik esi-
nes iilevaateloenguga teemal «Elasti-
lis-plastiliste plaatide ja koorikute
teooria kiisimusi». E. Jogi, K. Soonets
ja L. Kull kandsid oma tddde tule-
mused ette liihiteadetes.

Ettekannete kuulamine ja arutami-
ne moodustas aga ainult iihe osa suve-
koolist. Diskussioonid jitkusid ka jar-
ve ddres ning matkaradadel. Solmiti
palju tutvusi, vahetati aadresse, lubati
iiksteisele saata teaduslike artiklite
dratombeid.

Kiilalistele meeldis meie viikeses
Eeslis vdga. Nad olid vaimustatud su-
vekoolide korraldamise ideest, Kiariku
loodusest ja tootasid, et tulevad esi-
mesel kutsel siia tagasi. Oleks tore,
kui paari aasta péirast selline iiritus
toepoolest jélle aset leiaks.

ANTS SAREV 65 AASTANE

14. aprillil 1967. a. piihitses Tallin-
na Politehnilise Instituudi matemaa-
tika kateedri dotsent Ants Hansu p.
Sirev oma 65. slinnipdeva,

Juubilar on sindinud 14. aprillil
1902. a. Viljandimaal talupoja pere-
konnas. Aastatel 1922 kuni 1927 oppis
ta Tartu dilikooli matemaatika-loo-
dusteaduskonnas, 1929. a. omistati
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talle magister mathematicae teaduslik
kraad. 1929.—1931. a. viibis ta teadus-
liku stipendiaadina Pariisis Sorbonne'i
iilikoolis.  To6tanud siis moni aasta.
oma kodutalus, tegeldes sainaaegselt
leadusliku t66ga, astus A. Sirev 1935.
a. Sotsiaalministeeriumi teenistusse,
kus todtas sotsiaalkindlustuse inspek-
torina kuni 1940. a. Alates sama. aas-



ta detsembrist kuulub A. Sérev dol-
sendina Tallinna Poliitehnilise Insti-
tuudi Oppejoudude koosseisu, kusjuu-
res okupatsiooniaastail ei peetud voi-
malikuks A. Sirevit muuks kasutada
kui ainult oppeiilesannete tditjaks.

A. Sidrev on autasustatud medaliga
«Eeskujuliku t66 eest Suures Isamaa-
sbjas». 1946. a. omistati talle Tartu
Riikliku Ulikooli poolt fiiisika-ma-
temaatikakandidaadi kraad ja 1947. a.
Kérgema Alestatsioonikomisjoni poolt
dotsendi kutse. 1953. a. kuni 1966. a.
oli A. Sidrev TPI matemaatika kateedri
juhatajaks.

A. Sirevit on lema pika pedagoo-
gilise 166 jooksul alati hinnatud kui
instituudi iiht parimat lektorit, xelle
loengute loogiline iilesehitus, selge ja
tipne esitusviis ja korge teadusiik-
teoreetiline tase on véitnud nii dliopi-
laste kui ka kolleegide lugupidamise.

Eriti unustamatu mulje on kdigile
jadtnud juubilari fenomenaalne maélu
ja erakordne eruditsioon. Pideva peda-
googilise 166 korval on A, Sirev lak-
kamatult tegelnud ulatusliku teadus-
liku uurimisiééga matemaatika mitme-
sugustes valdkondades, kusjuures
tema tdhelepanu on eriti keskendunud
diferentsiaalvorranditle teooria ja funkt-
sionaalanaliiiisi probleemidele.

Inimesena on juubilar lihtne ja ta-
gasihoidlik, temia peen ja sdrav huu-
mor voidab kodigi siimpaatia.

TPI matemaatika kateedris on ku-
junenud ja loppeks iseseisvuse saavu-
tanud terve rida kateedreid, nagu
graafika, teoreetilise mehhazanika, arvu-
tusmatemaatika jt. kateedrid. Iga-
tihes neis on A. Sdrevi kolleege ja opi-
lasi, samuti leidub neid vabariigi
teaduslikes uurimisasutustes ja teistes
korgemates koolides. Voib kindel olla,
et vabariigi matemaatikute kogu pere
onnitleb A, Sarevit tema juubeli puhul
ja soovib talle veel paljudeks aasta-
teks tugevat tervist, head td6indu ja
joudu teaduse arendamisel ja tulevas-
te inseneride Opetamisel.

Kaastootajad

UUS TEADUSTE KANDIDAAT

Eesti NSV Pedagoogika Teadus-
liku Uurimise Instituudi matemnaatika
ja fiilisika sektori juhataja Aksel
Telgmaa kailses 9. detsembril
1966 NSV Liidu Pedagoogika Akadee-
mia Uld- ja Poliitehnilise Hariduse
Tea-

Teadusliku Uurimise Instituudi
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dusliku Noukogu ees kandidaadivaite-
kirja «Jirkjiarguline lihendamine koo-
limatemaalika hodegeetilise printsiibi-
na». Dissertandile omistati pedagoogi-
kakandidaadi teaduslik kraad.

Viitekirjas péhjendatakse hodegee-
tiliste printsiipide vajadust koolimate-
maatikas ja ndidatakse, et jarkjargu-
line ldhendamine on iheks selliseks
printsiibiks, millest tuleb juhinduda
matemaatika Gpetamisel.  Uuritakse
jarkjargulise lahendamise kisimusi
nende ajaloolises arengus ning mit-
meid aproksimatsiooniprobleeme
(Tunktsioonide ldhendamine, vorrandi
ligikaudse lahendi graafiline ja numb-
riline parandamine, pindalade ligikaud-
ne méiiramine, irratsionaalarvude ka-
sitlemine jt.) koolimatemaatika seisu-
kohalt.

Viitekirja teaduslikuks juhendajaks
oli prof. G. Ré&dgo, ametlikeks opo-
nentideks prof. J. Depman ja prof.
A. Humal Dissertatsiooni valmimi-
sele aitasid kaasa matemaatikaopeta-
jad M. Aavasalu, S. Erman, E. Haab-
jiarv, H. Kess, O. Kotkas, V. Lobja,
M. Norman, V. Noor, E. Noor, A. Nu-
ka, V. Pideva, J. Rokk, H. Rosberg,
R. Sepp, H. Soobik, M. Siitt, L. Ustav
monede kiisimuste katselise Gpetamise
naol.

Aksel Telgmaa siindis 10. veebr.
1932 Harju rajoonis Padisel. Pérast
Padise 7-kl. Kooli lopetamist 1947. a.
siirdus ta oOpinguid jidtkama Tallinna
Opetajate Instituuti ja seejirel Tallin-
na Pedagoogilisse Instituuti, mille 15-
petas 1956. a. To6tades Keila Kesk-
kooli  matemaatikadpetajana  astus
A. Telgmaa 1960. a. Tartu Riikliku Oli-
kooli mittestatsionaarsesse aspiran-
tuuri. Alates 1960. a. oktoobrist 166-
tab ta Eesti NSV Pedagoogika Tea-
dusliku Uurimise Instituudis.

TAIENDUS MATEMAATIKUTE
PERELE

1966. a. detsembris lopetas jarje-
kordne lend matemaatikuid 5!/, aas-
tase stundiumi TRU-s. 21. detsembril
kaitsti jargmised diplomitdod.

Matemaatika erialal:

1. Grosberg, Sirje — Raja-
tilesannete lahendamisest diferents-
me;etoditega (juhendaja: dots. E. Tam-
me).

122

2. Luik, Hando — Omblusvab-
riku «Baltikas laokaartide koostamine
elektronarvutil «Minsk-22» (juhendaja:
A. Jagel).

3. Luts, Anne — Materjalivaja-
duste ja keskmiste kulunormide arvu-
tamise programm II (Hindade koos-
kélastatuse kontroll. Materjalivajaduste
arvutamine ja agregeerimine) (juhen-
daja: L. Heinla).

4. Maasik, Maire — Interpre-
teerivate programmide konstrueerimi-
ne arvutusmasinale «VNIIEM-3» (ju-
hendaja: M. Sarv).

5. Mikli, Toomas — Projeklee-
rimisinstituudi juhtimisprogramm (ju-
hendaja: O. Meremaa).

6. Prisk, Liivi — Elektronar-
vuti kasutamine omblusvabriku tehno-
loogilise protsessi iihe elapi algorit-
miseerilud juhtimise jaoks (juhendaja:
A. Jigel).

7. Remmel Ulle — Materjali-
vajaduste ja keskmisie kulunormide
arvestamise programm | (Algandmele
sisseviimine ja parandamine. Tulemusle
viljastamine) (juhendaja: L. Heinla).

8 Roomus, Elvi — Materjali-
vajaduste ja keskmiste kulunormide
arvutamise programm IIl. (Kulunor-
mide kooskolastatuse kontroll. Mater-

jalide kulu analiiGs) (jubendaja:
L. Heinla).

9. Suits, Tiina — Palgaarves-
tuse mehhaniseerimine Voru Gaasi-
anallisaatorite  Tehases (juhendaja:

V. Tinn).

10. Tamlak, Tiiu — Majanduse
diinaamika modelleerimine (jubendaja:
R. Mullari).

1. Viikmann, Ella — Mitme-
mootmelise regressioonanaliiiisi prog-
rainm elektronarvutile «Minsk-2» (ju-
hendaja: J. Peterson).

Mehhaanika erialal:

12. Pungar, Peeter — Ronga
sektori kujulise plaadi stabiilsusest
(juhendaja: van. op. L. Roots).

13. Pungar, Eda — Nolkete
jaik-plastiliste @Gmmarguste plaatide
ja lamedate sfdariliste koorikute tasa-
kaalust (juhendaja: prof. U. Lepik).



MEIE KOLALISI

TRU algebra ja geomeetria kateed-
ri kutsel viibis 5.—16. martsini Tartus
fhilisika-matemaatikadoktor A, M.
Vassiljev Moskva Riiklikust Uli-
koolist, kes luges TRU-s loengutsiikli
ja andis teaduslikke konsultatsioone
oppejoududele ja aspirantidele. A. M.
Vassiljev t66tab MRU dilerentsiaal-
geomeetria kateedris. S. P. Finikovi,
G. F. Laptevi jt. oOpilasena on ta
Moskva diferentsiaalgeomeetria kooli
noorema polvkonna silmapaistvamaid
esindajaid. Viimastel aastatel on
A. M. Vassiljev teinud vdairtuslikke
uurimusi diferentsiaalgeomeetria
struktuuride algebralise teooria alal.
Saadud tulemusi kasitles ta ka TRO-s
peetud loengutel.  Konsultatsioonidel
ja vestlustes oli voimalik veelgi sii-
vendada juba varem tekkinud teadus-
likke kontakte (A. M. Vassiljev on
olnud kahe Moskvas end tidiendanud
eesti matemaaliku juhendajaks).

U. Lumiste

UUDNE URITUS

1965. a. siigisel sai Viljandi I
Keskkooli reaalainete oOpetajate alga-
tusel teoks uudne iritus — koolide-
vaheline matemaalika-, fiiiisika- ja kee-
miaiilesannele lahendamise voistlus,
mis ndib kujunevat kasulikuks tradit-
siooniks. Voistlustulle asusid Viljandi
I, Tartu I ja Noo Keskkool. Vbistlus
organiseerili  eesmirgil  parandada
noorte ettevalmistust tdppisteaduste
oliimpiaadiks, anda oOpilastele vbistlus-
kogemusi, kasvatada huvi tappistea-
duste vastu ja luua soprussidemed
nimetatlud koolide vahel.

Esimene kohtumine toimus 4. dets.
1965 Tartu 1 Keskkoolis. Tulemused
olid jargmised (fiiiisikas ja keemias
Noo Keskkool ei voistelnud):

Matemaatikas:

1. Viljandi 1 Keskkool

2. Tartu | Keskkool

3. Noo Keskkool

Fiaudsikas:

1. Viljandi I Keskkool

2. Tartu I Keskkool

Keemias:

1. Tartu I Keskkool

2. Viljandi 1 Keskkool.

Kéesoleval oppeaastal kohtuti teist-
kordselt 15. jaan. 1967. Kohtumine toi-
mus Viljandi I Keskkoolis, sellel olid
tunduvalt paremad Noo Keskkooli 3pi-
lased, kes voitsid kindlalt koik kolm
ala. Matemaatikas sai teise koha Vil-
jandi I Keskkool, fiilisikas ja keemias
Tartu I Keskkool. Iga ala voistkonnas
oli igal koolil 6 Gpilast. Paremusjarje-
kord selgitati koigi opilasie poolt saa-
vutatud punktide suinmeerimisel (I
koht — 19 p., II koht — 17 p., III
koht — 16 p. jne.). Voistlusel esitatyd
matemaatikalilesanded on toodud kdes-
oleva veeru allosas (nende lahenda-
miseks oli aega 4 tundi).

Pirast vasitavat voistlust solmiti
soprussidemeid tantsuringis. Viljandi
rajooni haridusosakonna juhataja ja
Viljandi I Keskkooli direktor andsid
voitjatele iile milestusesemed ja diplo-
mid. Jddb Oelda palju tinu Viljandi 1
Keskkooli perele voistluste eeskujuliku
organiseerimise ja siidamliku vastu-
votu eest.

Olgu veel margitud, et kolmas
kohtumine toimub jiargmisel Oppeaas-
tal NGo Keskkoolis.

K. Kruse

MATEMAATIKAULESANDED
KESKKOOLIDEVAHELISEL
VOISTLUSEL

1. Toestada, et kui A+ B+ C=ax ja
sinA:sinB:sinC=4:5:06, siis
cosA:cosB:cosC=12:9:2,

2. Kolm ringjoont, millel on ihine
raadius r, loikuvad paarikaupa téis-
nurga all. Mdirata nende ringjoon-
te sisepiirkondade iihisosa pindala.

3. Lahendada vorrandisiisteem

x +y —z =15
5 5 5

—_———— —_—

x y z
xy — xz + yz =175,

4. Mitu korda &bdpdevas omandavad
kellaosutid sellise asendi, et nende
dravahetamisel saadud asendil on
mote?

5. Leida summa ao+a1+az+...+
- a, teades, et jarjestikuste liik-
mete vahed moodustavad naturaal-
arvude jada 1, 2, 3, ..., kusjuures
ado = 0.
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EESTI NSV-s ILMUNUD MATE-
MAATIKA-ALASE KIiRJANDUSE
NIMESTIK
Seplember-detsember 1966
(Koostanud M. Suurvili)
Raamatud
Etverk, E. Piirvddrtus ja pide-
vus. Konspekt ja metoodilisi juhen-
deid kaugiiliopilastele. Tln.,, 1966. 40
lk. (TPL. Malemaatika kateeder.) —
Triikitud rotaprindil.
Gelfand,J, Glagoleva, J. ja
Snol, E. Funktsioonid ja graafikud.

(Pohilised votted.) Tln, «Valgus»,
1966. 96 1k.
Jidrimide, E. Kompleksmuutuja

funktsioonide teooria 1. (Elementaar-
funkisioonid.) Trt., 1966. 132 lk. (TRU.
Matemaalilise analillisi kateeder.) —
Trikitud rotaprindil.

Kujutav gcomeetria. Harjutusiiles-
anded. TIn.,, 1966. 66 lk. (TPI) —
Pealk. ees auforid: M. Kraaving,
N. Paluver, O. Rink, E. Val-
las. Paralleeltekst vene keeles. Triiki-
tud rotaprindil.

Kujutav geomeetria. Lisaharjutus-
filesanded ehiluslike erialade jaoks.
Tln., 1960. 20 1k. (TPI) — DPealk. ees
autorid: M. Kraaving, N. Palu-

ver, O. Rink, E. Vallas. Paral-
leeltekst vene keeles. Triikitud rota-
prindil.

Kirgem matemaatika. Programm,
metoodiline juhend ja kontrolltééd 11
kursuse kaugiiliopilastele. Koost. H.
Roos ja T. Jogi. Tln, 1966. 36 lk.
(TPI. Matemaatika kateeder.) — Trii-
kitud rolaprindil.

Levin, M, ja Ulm, S. Arvutus-
meetodite kidsiraamat. Tin.,, «Valgus»,
1966. 248 Ik.

Piir, 1. Matemaatilise fiiiisika
meetodid. 1. Variatsioonarvutus. Trt.,
1966. 162 lk. (TRO. Teoreetilise fiiii-

sika kateeder.) — Triikitud rolaprindil.

Opik keskkooli matemaatikakursuse
kordamiseks.” Abimalerjale sisseastu-
jaile. 2. osa. Geomeetria ja (rigono-
meetria. Koost. E. Etverk, A.
Garsnek, A. Kass, P. Kass,
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H. Krusberg, M. Teedidr. Tin.,

1966. 128 1k. (TPI. Matemaatika ka-

teeder.) — Triikitud rotaprindil.
Mittestatsionaarse matemaatikakooli

viljaanded:

Kontrolltéé nr. 3 («Reaalarvu ab-
soluutviirtus») ({ilesannete lahendu-
sed. Trt., 1966. 19 lk. (TROU. Mitte-

statsionaarne matemaatikakool. 5.) —
Triikitud rotaprindil.

Kontrolitéé nr. 5 iilesannete vastu-
sed ja lahendused. [Koost. U. Kaa-
sik] Trt, 1966. 24 k. (TROU. Mitte-
statsionaarne matemaatikakool. 7.) —
Triikitud rotaprindil.

Loogiliste keerdiilesannete lahenda-
misest. [Koost. U. Kaasik] Trt,
1966. 23 lk. (TRU. Miltestatsionaarne
malemaatikakool. 6.) — Trilkitud rota-
prindil.

Mittestatsionaarse matemaatikakooli
1966. a. sisseastumiskontrolltéo iiles-
annete lahendused. Trt., 1966. 18 Ik.
(TRU. Mittestatsionaarne malemaati-
kakool. 8.) — Triikitud rotaprindil.

Tiit, E. Toendosusteooria pohi-
moisteid. Trt.,, 1966. 31 lk. (TRO. Mit-
testalsionaarne matemaatikakool. 9.).
— Triikitud rotaprindil.

Bapon, C. Bsenenne B TEOPHIO
cymmupyemoctn panos. Taprty, 1966.
200 c. (TrY. Kadeppa matemaTuue-
ckoro ananausa.) — Potanpunt.

Jlacn, 3. Tecr-nporpammsl JAJsi
ABM «Y¥pan-4». Tect-nporpamma ¥V.
Tect-nporpamma  AY. Tect-nporpamMma
nepBonauanbHoro  Kourpoas.  Tapty,
1966. 140 c. (Tpyant Boiuucaur. mentpa
Try. Bun. 9).

Nporpammbp gas IUBM  «Munck-
2». Tanaun. 1966. (AH 3CCP. Hu-t
KiiGepuetuku). PoTanpnur.

Buin. 2. Tlporpammbl mo MateMma-
THueckoii ctatuctuke. L. 187 c.

Conepx.: Y. Onep. Bpog H KOHT-
poJih NpaMOYroabneix Tabauun. — A, Uenk
u Y. Onep. PerpeccusHbli ananus. —
¥. Onep. O6pa3oBaHHe HOBLIX Napamer-
poe — Y. Onep. OnpenesexHue TraaBibIX
KOMMOHEeHT u pel'pECCHOHllblﬁ avanuni Hanm
TNAaBHLIMH KOMIOHEHTamMu. — M. Kapo-
aAun n WU Iletrepcen. Onpepeienve
ONTHMAJNbHOTO HanpagaeHusn npooBuKenHa

Nnpy MHOronapaMeTpHYeCKMX 3anay oOlNTHMU-
3allil Ha CHOBAHHM CTAaTHUCTKYECKHX JaH-



HBIX. -~ M. Kaponwwu. TIporHo3 gna-
yennit u aucnepcuft anuefinoll xomGurannu
BbLIXONOB NPU 33aZAHHBIX 3HAYCHNMRX BXONOB
perpeccHONNBIM  aAHAJH3OM. — Myxk.
Onpenencitve KanoHHYECKNX Koppeasnuii H
KO3h(HHIIMEHTOR KAHOHHYECKHX BEJHYHH.

Bun. 3.

Nporpammur  no
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Uleaondeid ]

Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1. On antud ruutvorrandid x24-2px4+q¢=0 ja x242p,,+q =0, kus-
juures g + g, = 2pp,. Toeslada: kui ithe vorrandi lahendid on imaginaarsed, siis
{eise vorrandi lahendid on reaalsed.

2. Aritmeetilistes progressioonides 4, 8, 12, 16, ... ja 3, 8, 13, 18, ... esinch
iihesuguseid liikmeid. Leida 50 esimese iihesuguse liikine summa.

3. On antud nurk ja selle nurga poolitaja. Vabalt voetud ringjoon, mis
1dbib nurga tippu, l6ikab nurga haaradelt ja nurgapoolitajalt vastavait loigud

a

a, b ja c. Toestada, et suhe 6 ei soltu ringjoone valikust.

sina cos &
4. Lihtsustada avaldis A = a cos 3z — b sin 3a, kui PR

5. Olgu f(x) = 0 taisarvuliste kordajatega algebraline vorrand ja olgu f(0)
ning f(l) paaritud arvud. Néiidata, et siis vorrandil f(x)=0 ei ole tiisarvulisi
lahendeid.

KOGUMIKU KUMNENDA VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED

Ulesande nr. 1 lahendus.

Joonestame {disnurga DAN, volles E N c F
AN = CG. Libi punkli N joonestame

sirgega AD paralleelse sirge NF. Ring-

joon keskpunktiga A ja raadiuscga AB ™M D
16ikugu sirgega NM (M on loigu AD A

keskpunkt) punktis B. Leiame sirgele
BD ja NF loikepunkti C. Kolmnurk
ABC ongi otsitavaks kolmnurgaks.

Toestame, et AD on nurga BAC 8
poolitaja. Olgu sirgete AB ja NF loike-
punkt E. Kuna AM = MD, siis LN = Joonis 1.
= NC. Jirelikult AEAC on vordhaarne
ning <<AEC = <ACE. Kuna <BAD = <AEC, <DAC = <ACE, siis toepoolest
<BAD = <DAC.

Ulesande nr. 2 lahendus. Kui # on paaritu arv, siis Sa=

3n—1
=|+3+4+...+_"%2_=

3n—1 3n—3
- (1+4+7+4.‘+—2——)+ (3+6+9+...+——§——)=
HTM liiget idnd. liiget
(n+1) (l+ 1 ) (n—1) (3+————3";3 ) 1
- o + s = () @),
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Kui n on paarisarv, siis.

s,=1+3+4+...+3_2"=

3n—4 3n
=(1+a+7+ 25 )+(3+6+9+. ..+
nl..t nl..t
Euge - liige
" l+3n——4 a3t 3n
(r=) o)
== + =—n(3n--2).
2.2 2-2 4
Seega
%(n+l)(3n— 1), kui n on paaritu arv;
Spn=

1
—4-n(3n +2), kui n on paarisarv.

Olesande nr. 3. lahendus. Lihtume ilmselt kehtivast vorrafusest

(ViF2— Va+1)2>0.
Siit

2n+3>2V(r+1)(n+2), 1>2(V(r+1)(n+2)—n—1),

>2 (V42— vVan+1).

V1
Jarelikult
1

i 1
4+ —t ..+ —
V2 V3 Vn

+V4—V3+t.. . 4+Vantl—Vn)=

=2(VaF1—1).

Ulesande nr. 4 lahendus. Lbdikame koo-
nust tasandiga ABC, kusjuures OD =a. Siis DA =

=V3+a, BC=2V6—a? ning loike pindala

S=V@+a) (6—_a’)=V _84'__( az_g)z, Loike

3 3
pindala on maksimaalne, kul a’—?=0, a=V-‘—.
b4

9
Seega Smaks, = '2— .

>AVZ—VI+VI—V2+
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NUPUTAMISULESANNETEST
H. Espenberg

U. Kaasiku artiklis (vt. Matemaatika ja kaasaeg, XI, lk. 113—114) pakuti
iiheksa regulaarsel liitmisiilesannet, kuid kuues neist (0 KS +UKS+UKS 4
4+ UKS+UKS=VIIS) siiski ei osutunud regulaarseks. Nimelt on sel dles-
andel kolm erinevat lahendit: UKS =710, UKS =910 ja UKS = 645.

Kiill aga siivenes veendumus U. Kaasiku viite Gigsuses, et regulaarseid
lahutamisiilesandeid pole olemas. Pseudoregulaarsete lahutamisiilesannete osas
on olukord réomustavam: eksisteerib vdhemalt kaks pseudoregulaarset lahu-
tamiciilesannet:

KUMME KUMME
T KUUS T NEL1
T NELT TTKUUS

(nende lahendeiks on KUMME == 10773, KUUS = 1445, NEL1=9328 ja
KUMME =10773, KUUS = 1448, NE L I = 9325). :

Sellega ei saa aga regulaarsele ja pseudoregulaarsete lahutamisiilesannete
kiisimust sugugi veel ammendatuks lugeda. Miks peaksime nimelt probleemi
uurima just kiimnendsiisteemi baasil, kui igaiiks tdnapdeval juba tunneb arvu-
siisteeme ka kiimnest erineval alusel '? Niisiis voib piistitada kiisitnuse regu-
laarsete (ja pseudoregulaarsete) liilmis- ning lahutamisiilesannete koostami-
sest suvaliselt valitud alusega arvusiisteemis.

Kui néiteks vaadelda juba kone all olnud liitmisiilesannet UKS 4+ UK S +
4+ UOKSHUOKS 4+ UKS=VIIS, millel kiimnendsiisteemis on 3 lahendit, siis
itheksandsiisteemis tal hoopis l!ahend puudub. Samuti puudub sel iilesandel
lahend nii viiend- kui ka kuuendsiisteemis. Seitsmendsiisteemis on tal aga kolm
lahendit: UKS=2350, UKS =540 ja UKS =620; kaheksandsiisteemis
koguni kuus lahendit: UK S =316, UKS =502, UKS =520, UKS =632,
UKS =650 ja UKS=706.

Mirgime, et seitsmendsiisteem osutub kiimnendsiisteemiga vorreldes iipris
«lahkeks» regulaarsete lahulamisiilesannete osas. Nii on seitsmendsiisteemis.
regulaarseteks lahutamisiilesannetcks jargmised kolm:

_ NELI __KOLM __KOLM
~_KAKS KAKS UKS
KAKS UKS KAKS

(esimese lahendiks on NEL I=6501, K AKS = 3234; teise ja koimanda lahen-
diks 2ga KOLM=23405, KAKS =3236, OKS = 136).

Lopetuseks jddb vaid korrata U. Kaasiku artikli lopus esitatud iileskutset,
niiiid juba mistahes arvusiisteemide korral.

1 Vi. E. Tamm e. Positsioonilised arvusiisteemid. — Matemaatika ja kaas-
aeg, 1V, 1k. 43—50.

BRIDZIOLESANDE LAHENDUS

(lilesanne vt. lk. 18)
S votab esimese tihi dssaga, 16ikab teisel kdigul pada (W paneb iiheksa

ning N emanda) ja volab lauast veel kaks &drtu tihi. N kdib niidd risti soduri,
mille O peab emandaga katma ja S votab kuningaga. S kiib seejérel drtut (W
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viskab ruutu kolme ja N risti nelja) ning témbab siis veel kord artuf, mil-
lega W on sundviskes. Ilmselt ei tohi ta kaotada ristit ja peab seega viska-
ma kas pada voi ruutut. Vastavalt nendele voimalustele saame kaks veidi eri-
nevat varianti.

a) Kui W viskab seitsmendal kdigul pada soduri, siis N viskab ruutu kuue.
S kiib niilid risti theksa ja N 166b W pandud kimne iile. Edasi tombab N
ruutu idssa ning kiib siis oma viimase ruutu, mille S 166b kuningaga file. S
kdib Il. kdiguks oma viimase artu, millele N viskab risti seitsme ning O on
sundviskes (ta ei saa hoida nii risti kaheksat kui ka kahte pada).

b) Kui W viskab seitsmendal kdigul ruutu nelja, siis N viskab pada seits-
me. S kiib ikka risti iiheksa, N tombab niiiid pada dssa ning kidib ruutu kuue
kuninga alla. S kaib 11. kdiguks jille oma viimase artu, millele N viskab ikka
risti seitsme ja O on sundviskes (ta ei saa hoida nii risti kaheksat kui ka
kahte ruutut).

JOONISTA EDASI!

Kunstnikul, kes seclle joonise
lopetamata jattis, oli kindel plaan
nurga mustri loogiliselt jérjekind-
laks lopuleviimiscks. Kas te suu-
date seda plaani taastada ja mustri
joonistamise lopelada (pidades sil-
mas, et jooniscle véib vaid musta
varvi lisada, ning sedagi ainult
nurgaosas)?
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