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RUUMI MOISTE GEOMEETRIAS!

U. Lumiste

Geomeetria ja teisenduste riihmad

Eelmise sajandi 70. aastad tdid kaasa murrangu matemaati-
kute laiade hulkade arusaamistes geomeetria olemusest ja aren-
guvoimalustest. Uksteise jédrele ilmusid t66d, mis porutasid jul-
gelt vanade kivinenud traditsioonide pihta, murdes neid ja ava-
des wuusi perspektiive. Jouti LobatSevski ja Bolyai loomingu
epohhiloova tdhenduse tunnetamiseni, selgusid nende poolt
rajatud geomeetria seosed Riemanni iildiste seisukohtadega ning
lisaks koigele sellele rikastati geomeetriat veel ithe uue viljaka
ideega. Nii muutuski sajandi viimasel veerandil «uus geomeetria»,
nagu teda tollal nimetati, itheks koige moodsamaks matemaati-
liseks distsipliiniks.

Tdpsemalt oeldes algas see vananenud arusaamade murdu-
mise ajajark geomeetrias 1868. aastal, mil ilmus korraga neli
silmapaistvat uuest vaimust kantud uurimust — E. Beltrami
kaks t66d LobatSevski geomeetria tolgendamisest, B. Riemanni
esikloengu tekst ning H. Helmholtzi uurimus liikumiste erilisest
osast geomeetrias. Kahe esimese autori tdodest oli juttu kéaes-
oleva artiklite sarja eelmises osas. Juba nendes leidus viiteid
sellele, et eukleidilise, LobatSevski ning elliptilise tasandi voi
ruumi geomeetria erineb iildise koverpinna voi koverruumi geo-
meetriast selle poolest, et neil tasandeil ja neis ruumides leiab
aset kujundite vaba liikuvus. Selle fakti erilist tdhtsust geomeet-
ria iilesehitamisel rohutas esimesena saksa silmapaistev fiiiisik,
matemaatik ja fiisioloog Hermann Helmholtz (1821—
1894) oma tooés «Faktidest, mis on geomeetriale aluseks» (Uber
die Thatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen). Kuigi see
t60 on oma ideede poolest ldhedane Riemanni esikloengule, ase-
tab Helmholtz siiski raskuspunkti teisale. Kui Riemann esitas
iildise koverruumi geomeetria idee, vottes selle arendamisel alu-
seks meetrilise vormi ds? ning ainult m6é6daminnes markis, et
konstantse koverusega ruumides on vdimalik kujundite vaba lii-

! Jérg, algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, XI, lk. 3—9; XII, 1k. 19—32;
XIII, k. 3—18.
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kuvus, siis Helmholtz ldhtus just viimasest noudest. Seadnud rea
tdiendavaid hiipoteese, ta nditas, et viimaste kehtimise korral
osutub selline vaba liikuvusega kolmemdootmeline ruum alati
Riemanni konstantse kdoverusega ruumiks (s. t. on kas eukleidi-
line, LobatSevski voi elliptiline ruum). See tulemus avas uue
voimaluse geomeetria rangeks pohjendamiseks.

Helmholtzi ideed arendasid ulatuslikult edasi kaks silmapaist-
vat noort matemaatikut — norralane Sophus Lie (1842—
1899) ja sakslane Felix Klein (1849—1925). Kohtunud 1870.
aasta suvel Pariisis ja uurinud koos C. Jordaniga (1838—1922)
viimase lopetamisel olevat monograafiat substitutsioonirithma-
dest ja Galois’ teooriast, taipasid nad riihmateooria erilist osa
matemaatikas ning pithendusid selle rakendamisele geomeetrias,
diferentsiaalvorrandite teoorias ja mujal. Geomeetria seose riih-
mateooriaga avas erilise selgusega F. Klein oma kuulsas ava-
loengus «Uusimate geomeetriliste uurimuste vordlev kasitlus»
(Vergleichende  Betrachtungen  iber  neuere  geometrische
Forschungen. Programm zum Eintritt in {...] der Universitit zu
Erlangen), mille ta pidas 23-aastaselt, asudes 1872. a. toédle
Erlangeni iilikooli professorina. Selles ettekandes, mida rohkem
tuntakse «Erlangeni programmina», avas Klein geomeetria ees
veel iihe uue arenguperspektiivi, ndidates samal ajal {ildise seisu-
koha varem tuntud geomeetriate iihtseks kasitlemiseks.

Eukleidiline, LobatSevski ja elliptiline geomeetria ning neid
koiki erijuhtudena haarav Riemanni geomeetria polnud sellal
enam ainsateks matemaatikute poolt uuritud geomeetriateks. Kor-
vuti nende loomise ja kujunemisega arenes, esialgu veel maér-
kainatult, traditsioonilise geomeetria enda riipes uus suund, mis
tdie jouga puhkes ja noudis endale iseseisvat eludcigust XIX
sajandi esimesel poolel. Jutt on perspektiiviopetuse ja kujundite
projekteerimisel sdilivate omaduste uurimise arengust iseseisvaks
projektiivseks geomeetriaks, mis osutus suuteliseks haarama nii
eukleidilist kui ka LobatSevski ja elliptilist geomeetriat.

F. Kleini tdhtsaks teeneks ongi vahekorra selgitamine projek-
tiivse geomeetria ja varem tuntud geomeetriate vahel. Tema idee
jdrgi médrab iihe voi teise geomeetria aine sellcle geomeetriale
omane liikumiste rithm — see, missuguseid kujundeid loetakse
erinevateks ainult oma paiknemise poolest, missuguseid aga
lisaks sellele ka oma sisemise ehituse poolest. Uus idee, mis
lisandus projektiivse geomeetria arengus, seisneb selles, et kujun-
dite erinevust iiksnes paiknemise poolest ei pea tingimata
moistma kujundi kui jdiga keha liikumise mottes, vaid seda voib
moista ka iildisemalt — néiteks selles mottes, et {iks kujund on
saadav teisest projekteerimiste abil. Selline iildisem vaatekoht
viis tasandi voi ruumi iildise teisenduse moisteni.

Koneldakse, et on antud punktihulga teisendus e, kui
hulga igale punktile X on vastavusse seatud selle hulga mingi
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teine punkt X/, nii et ihele punktile vastab ainult iiks
punkt ja erinevatele punktidele vastavad erinevad punktid (s. t.
kui vastavus on, nagu koneldakse, iiksiihene). Sel puhul Kkirju-
tatakse X’ =aX ehk X =a'X’. Teisendust a!, mis toimib wvas-
tupidises suunas, nimetatakse teisenduse « poordteisenduseks.
Antud hulga kahe teisenduse « ja g abil voib moodustada uue
teisenduse, mis saadakse nende jédrjest sooritamisel: kui aX = X’
ja pX’= X", siis teisendust, mis viib punktid X kohe punktideks
X" tdhistatakse Ba ja nimetatakse teisenduste a ja g korrutiseks,

s. t.
(Ba) X = B(aX).

Osutub, et antud hulga koéik teisendused moodustavad selli-
selt defineeritud korrutamise operatsiooni suhtes rithma 2 TGae-
poolest, niisugune korrutamine on alati assotsiatiivne, sest nii

[(B)alX = (pB)[aX]= p (BlaX])
[y (Ba) X = A (Ba) X]= B (aX)],

ning et sulgude tdhendus ei soltu nende vélisest kujust, siis on
hulga suvalise punkti X korral [(y8)a]X ={p(Ba)lX, s. t.

(yB8)a=y(fa).

Lisaks sellele on teisenduste hulgas olemas korrutamise suhtes

kui ka

neutraalne element — selleks on nn. iihikteisendus e, mis méia-
ratakse eeskirjaga eX =X ja mille korral ilmselt ae=a, sest
(ae) X = a(eX) = aX — ning iga teisenduse a korral leidub tei-
sendus ¢7', nii et aa!=¢ (sest (ae )X’ = a(a'X’) = aX=X").

Tadhendab, rithm toesti tekib.

Geomeetrias pakuvad huvi mitte mistahes punktihulga mis-
tahes teisendused, vaid tasandi voi ruumi sellised teisendused,
mis on oma loomult lahedased liikumistele. Kui tasandi voi
ruumi puhul on antud teatav hulk sedalaadi teisendusi, siis riih-
maks on see hulk — nagu on kerge kontrollida — parajasti
siis, kui hulga iga kahe teisenduse korrutis ja hulga iga teisen-
duse poéordteisendus kuuluvad samasse hulka. Olgu niiiid tasan-
dil voi ruumis antud moni selline teisenduste riihm, nii et hulgas
leiduvate teisendustega saab iga punkti viia igasse teise punkti.
Siis sellele teisenduste rithmale vastavaks geomeetriaks nimetab
F. Klein teooriat, mis uurib kujundite niisuguseid omadusi ja
selliseid kujunditega seotud arvulisi suurusi — nn. invariante,
mis jddvad muutumatuiks selle rithma teisenduste korral.

F. Kleini selle vdga viljaka idee sisu lahtimotestamist on
sobiv alustada projektiivsete teisenduste uurimisest, millest see
idee Oieti omal ajal vilja kasvaski.

2 ). Gabovits Algebra pohimoisteid II. — Matemaatika ja kaasaeg,
V11, 1k. 14—27.
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Projektiivsete teisenduste rithm

Kujundite projekteerimisel ilmnevad seaduspirasused huvita-
sid kunstnikke juba ammu. On ju nditeks tasase pinna l6uendile
kandmisel tegemist sisuliselt sellega, et punktid kujutatakse {ihelt
tasandilt teisele antud punkti S (kunstniku silma) labivate
sirgete SX’X (valguskiirte) abil (joon. !). (P6dre, mis on vaja-

Joonis 1.

lik, et louend ei varjaks vaatevdlja, on siin ebaoluline ega
muuda pilti mingil maéral.) Juba renessansiaja kunstnike seas
leidus isikuid, kes alustasid kujundite sellise (ilekandmise mate-
maatilise teooria arendamist. Kunstiloomingu poolest tuntuma-
teks on nendest Leonardo da Vinci (1452—1519) ja A. Diirer
(1471—1528), uurijana aga iiletas neid sajand hiljem G. Ubaldi
ogla «Kuues raamatus perspektiivists (Perspectivae libri sex,
1600).

Esimesel pilgul néib, et moonutused kujundite projekteerimisel
tihelt tasandilt teisele, esimese suhtes tugevasti kaldu olevale
tasandile, on sedavord suured, et vaevalt saab siin juttu olla
sel puhul siilivate omaduste vidhegi siigavamast matemaatilisest
teooriast. Et see sugugi nii ei ole ja et praktilisi vajadusi rahul-
dav perspektiiviopetus sisaldab toeliselt sisuka teooria algeid,
seda néitasid XVII sajandi keskel prantsuse arhitekt Gerard
Desargues (1593—1662) ja prantsuse matemaatik ja fiiiisik
Blaise Pascal (1623—1662), kes toestasid mitu sel puhul
kehtivat sisukat teoreemi. Ulatuslikumalt arendasid projektiivset
geomeetriat kui eukleidilise geomeetria osa, mis uurib kujundite
projekteerimisel sdilivaid omadusi, J. V. Poncelet (1788—1867),
J. Steiner (1796—1863) ja M. Chasles (1793—1880). Nende t606-
des kasutatakse veel otseselt eukleidilise geomeetria moisteid.
Nii nditeks defineeritakse I6ikude pikkuste abil iihe sirge nelja
punkti A, B, C ja D liitsuhe (ABCD) jargmiselt:
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AC AD

CB " DB
ning naidatakse, et see suurus
ei muutu projekteerimisel. Sel-
le fakti elementaarne tdestus
on jirgmine’ (joon. 2). Vaat-
leme kolmnurki, mille alusteks
on loigud AC, CB, AD, DB
ning iihiseks kolmandaks tipuks
punkt O. Loikude suhe on ilm-
Joonis 2. selt vordne nendele tuginevate
kolmnurkade pindalade suhete-
ga. Nditeks kolmnurga AACO pindala on aga teiselt poolt vordne

i/, OA.OCsinaac, kus aac on nurga /AOC suurus. Seega

1/20A-0Csinaac . !/20A-ODsinaap
1/0C-OBsinacg ~1/20D-OBsinaps ~

(ABCD) =

(ABCD) =

Sinaac  Sinaap
sin acse " sin DB )

Rakendades seda valemit punktide A’, B’, C’ ja D’ korral, saame
paremal pool tidpselt samasuguse suuruse, sest nurgad tulevad
sel puhul samad. Seega

(A’B’C’'D’) = (ABCD)

ning liitsuhe jadb projekteerimisel toepoolest muutumatuks,
kuigi iiksikute loikude pikkused eraldi vottes muutuvad. Arusaa-
davalt ei muutu liitsuhe ka mitme projekteerimise jérjestikusel
teostamisel. Sel puhul voib antud sirge punktid viia ka sama
sirge punktideks (joon. 3) ja niiviisi korraldada vastavus X > X’
iihe ja sama sirge punktide vahel, s. t. mdédrata sirge teatav tei-
sendus e.

Nende tdhelepanekute alusel andis 1847. a. saksa matemaatik
Ch. Staudt (1798—1867) sirge iildise projektiivse teisenduse
moiste jargmiselt: projektiivseks teisenduseks sirgel

0o r X Y X Y

Joonis 3.



arvulised véairtused, s. t. mille puhul iga nelja punkti 4, B, C,
ja neile vastavate punktide A’, B’, C’, D’ korral on (ABCD)
= (A’B’C’D’). Projektiivse teisenduse néiteks on joonisel 3 kot-
raldatud vastavus X-> X’, sest see on saadud kahe projekteeri-
mise jarjestikusel teostamisel, kummagi puhul aga liitsuhe séilib.
On voimalik toestada, et iga projektiivne teisendus sirgel on
saadav kolme projekteerimise jirjestikuse teostamise tulemusena.
Projektiivse teisenduse eriti lihtsaks niiteks on liikumine sirgel,
mille korral sidilivad koikide I6ikude pikkused ja ammugi siis
liitsuhe. Ka sellise liikumise, mida voib kujutleda sirge kui jaiga
varda nihutamisena modda iseen-

nimetatakse iga sellist teisendust, mille puhul sailivad liitsuhe§

nast, voib saada projekteerimiste N\’ 7 \\/

jarjestikusel teostamisel (joon. 4). Y ,
Tuletame jirgnevalt sirge pro- s /

jektiivse teisenduse puhul nn. tei- :

sendusvalemi — seose, mis voimal- X Y'x Z'v Zz

dab iga punkti X abstsissi x jargi

a;vutada vastava punkti X’ abstsissi

Joonis 4.

x’. Selleks vaatleme lisaks punktile

X veel kolme punkti O, I ja I vas- I, 0 11 X
tavalt abstsissidega 0, 1 ja —1, mis — +— o——
kandugu teisenduses punktideks K, -4 0 1 X

L ja M vastavalt abstsissidega &,
! ja m. Seejuures, nagu on kerge Joonis 5.
kontrollida (joon. b)

1,0 I1.,X 0—(=1) x—(=1) 1—x
ol Xli 1—0 ~ 1—x = 14=x’
MK MX  k—m x'—m
KL XL~ 1—k 1—=x "
mistottu litsuhte sdilimisest jareldub, et
l—x  (B—m)(—X)
1+x " (I—k)(xX'—m)
Siit saamegi x’ avaldamisel soovitud valemi:
T + anx
Qoo + anx

(I_1110X) =

(MLKX') =

kus
ay =k(l+m)—2lm, ap=*k({(l—m),
am:.?k—l—m, aoo.=l——m
. ,aoo Ao
! Q0 Q11
sest punktid K, L ja M kui erinevate punktide O, I, ja /-, kuju-

’=a:)oau—lloaam=2(k—-1)(1—m) (m—=£k) 0,
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tised on samuti erinevad, nii et k551 5= m 5= k. Vahetu arvuta-
ise teel on voimalik kontrollida, et iga teisendus sirgel, mis
ddratakse valemiga (1), kus aga; — ana0 % 0, séilitab iga

nelja punkti liitsuhte ja on seetdttu projektiivne teisendus.

Sirge iga kahe projektiivse teisenduse korrutiseks on samuti
projektiivne teisendus, sest ta sdilitab koos kahe antud teisendu-
sega koik liitsuhted. Samal pohjusel on projektiivse teisenduse
poordteisenduseks samuti projektiivne teisendus. SeetGttu moo-
dustavad sirge projektiivsed teisendused riithma.

Analoogiliselt saadakse projektiivsete teisenduste riithm tasan-
dil ja ruumis. Néiteks tasandil koordinaatidega x; ja x, nime-
tatakse projektiivseks iga teisendust a, mis punktile (xi, x;) seab
vastavusse punkti (x//, x3) valemite

oy G0 + anxi 4 apx,
=
Qoo + Aa1¥1 + QozX2

‘ (2)

Xy — + aux1 + anx;
Qoo + QosX1 + Qozx2

jargi, kus kordajatest a;; moodustatud determinant on nullist
erinev:

l Qoo Qo1 Qo2
I Qi QA1 Qa2
Qo A ax

#* 0. (3)

Selline teisendus @ on mdédratud taielikult, kui on teada korda-
jate maatriks3

Qoo Qo Qo2
A=[aij]= A an Qg

Asy Q29 QA2 -

Seejuures vastab maatriksile A4 =[1a:;], kus 4 on nullist erinev
reaalarv, sama teisendus @ (sest teguriga 4 on korrutunud tei-
sendusvalemite paremates pooltes iga kordaja a;; mistotiu see
tegur taandub vilja).

Ka tasandi projektiivsed teisendused moodustavad rithma.
Toepoolest, valemitega (2) antud teisenduse a korrutamisel teise
sellise teisendusega a’:

NG a’so+ a'ux'y + a’px’s
1 —
a’o0+ a'ux’s + @'’

b}

) 4)
” '+ a’ux’s 4+ a’nx’> (
a’o0 + a'ux’s + a’oax’s

3 Vt. J. Gabovit3. Algebra pohimdisteid I1I. — Matemaatika ja kaas-
aeg, VIII, 1k. 18—33.
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(s. t. ¥’y ja ¥’y asendamisel siia valemite (2) jirgi) on tulemuys
jallegi samalaadne teisendus a”=a’a, kusjuures vahetu arvu-
tamisega voib kontrollida, et uus kordajate maatriks A” =1[a";]
on teisenduste &’ ja @ maatriksite A”’=[a’;;] ja A ={ai;] korru-
tis 3:

A" =A’-A.

Kui teha teisendus a vastupidises suunas, s. t. avaldada
valemitest (2) suurused x;, x, suuruste x|, x> kaudu (tdnu tin-
gimusele (3) on see alati véimalik), on tulemuseks samalaadsed
valemid teatava uue maatriksiga A*¥ =[a;;*] (kontrollida!). Antud
teisenduse a ja sellele vastupidise teisenduse a™! jérjestikune
teostamine annab ilmselt samasusteisenduse x”;= x|, x"y=1x,,
mille maatriksiks on {ithikmaatriks

1 0 0
E=|0 1 0].
6 0 1

A*A=E,

mistottu A* osutub maatriksi A pdérdmaatriksiks. Sellest koigest
nahtubki, et koos teisendustega a ja @’ on projektiivsed ka tei-
sendused a’a ja a™! — tdhendab tasandi projektiivsed teisendused
moodustavad toepoolest riihma. Uhtlasi selgub, et see rithm on
tihedalt seotud * regulaarmaatriksite rithmaga ehk téieliku line-
aarse rithmaga.’

Milline on projektiivsete teisenduste geomeetriline iseloomus-
tus? Osutub, et nende koige iseloomulikumaks omaduseks on
see, et nad teisendavad koik sirged jéllegi sirgeteks. Vordlemisi
lihtne on kontrollida, et valemitega (2) antud teisendusel « on
toepoolest selline omadus. Iga sirge tasandil madratakse teata-
vasti lineaarse vorrandiga

Alxl +A2x2+ AO =0.

Selle sirge kujutise méaidrava vorrandi saamiseks tuleb siia teha
asendus teisenduse a—! valemitest

aw® + au*x’s + ap*x’s
Qoo* + ap* X’y + ap*x’s

Seega

Xy =

az0* + a2 *x'y + an*x’s
ap* + an*x’y + ap*x’s

X9 =

4 Selleks seoseks on homomorfism: A ->a. Toepoolest, A4’A->a’a,
A-1> g1, kuid isomorfismiks see ei osutu, sest iga Az=0 korral A4 > a.
Homomorfismi tuumaks on skalaarmaatriksite alamrithm R = {iE}, mistottu
projektiivsete teisenduste riihm on isomorfne taieliku lineaarse rithma faktor-
rithmaga selle alamrithma R jérgi.
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Tulemuseks on vorrand
aw* + ay*x’y + ap*x’s 4

Ay
aw® + ao*x'y + ap*x’s

+A as0* + an*x’y + an*x’>
2
ago* + ot*x’y + Qo* X'z

millest péarast lihtsustamist (ithise nimetajaga korrutamist ja
liikmete iimberkorraldamist) saame lineaarse vorrandi

A’ix'i + Alzx’2 + A’o = 0.
Jarelikult on iga sirge kujutiseks jdllegi sirge!

Hoopis raskem on niidata, et iga teisendus tasandil, mis kan-
nab koik sirged jillegi sirgeteks, on esitatav valemitega (2).
Selle fakti toestus on sedavord keerukas, et ei mahu kuidagi
kiesoleva kirjutise raamidesse. Seetottu votame siin lihtsalt
teatavaks, et tasandi projektiivseteks teisendusteks on koik sel-
lised teisendused, mis sdilitavad punktide sirgjoonelise asetuse.

S

+40=0,

52

X\Qx/

Joonis 6.

See asjaolu vbimaldab seostada projektiivseid teisendusi projek-
teerimistega, millelt nad on saanud oma nime. Asjamainitud
omadus on ju ilmselt igal projekteerimisel. Veel enam: on voi-
malik ndidata, et tasandi iga projektiivne teisendus on saadav
jarjest tehtud projekteerimiste tulemusena, kui projekteerimisi
teha sobivalt valitud punktidest. Kuigi alati ei piisa kahest
projekteerimisest (joon. 6), voib siiski ndidata, et iile nelja pro-
jekteerimise pole tarvis kunagi kasutada.

Tdhtsamad alamriihmad projektiivsete teisenduste riihmas

Tasandi projektiivsete teisenduste rithm on {isna avar rihm.
Iga selle riilhma teisenduse maidramiseks tuleb anda véirtusi
kokku kaheksale parameetrile (kordajate maatriksi A ={a;;]
liheksa elemendi kaheksale omavahelisele suhtele). Projektiivse
teisenduse vordlemisi spetsiaalseks erijuhuks on tavalisest euk-
leidilisest geomeetriast tuntud liikumine — teisendus, mille
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puhul sédilib iga kahe punkti vaheline

//v kaugus. Liikumise korral peab ju iga sir-

/ d/ ge kui kahest punktist vordsetel kaugus-

7y tel olevate punktide hulk kujutuma jalle

sirgeks, mistottu liikumine on tdepoolest

projektiivse teisenduse erijuht. Analiiiiti-

lises geomeetrias toestatakse, et iga lii-

kumise tasandil saab esitada psorde ja

roopliikke korrutisena (joon. 7); kui

Joonis 7. pGore tehakse punkti O {imber nurga ¢

vorra ja rooplitkke viib punkti O(0, 0)

punktiks O’(ay, as), siis méaédratakse vas-

tav liikumine teisendusvalemitega
x’1=ai+x1cos¢p—xzsin(p,}

X'y=ay -+ x, sin ¢ + x; cos ¢. (%)

Need valemid on toesti valemite (2) erijuhuks, kusjuures korda-
jate maatriksiks A =/{a;;] on niiiid maatriks

1 0 0
A= | a cosgp —sing |,

a, sing cos @

mille determinant on cos?¢ + sin?¢=1 = 0, nii nagu vaja.
Liikumised moodustavad riihma, mis on seega projektiivsete

teisenduste riithma alamrithmaks. Selle viite kontrollimiseks tuleb
antud liikumist korrutada mone teise liikumisega, mis mééaratagu
nditeks valemitega

x"y=a'1+ X’y cosyp — X’y sin g,

XI/Q = a/Q —I'— X’] sin (/4 —|— X3 cos P.
Kokkuvottes tekib siis teisendus (xi, xo) — (x”1, x”3), mille vale-
mid erinevad valemeist (5) ainult selle poolest, et ¢ on asendu-
nud nurgaga ¢ - ¢, suurused a; ja a, aga suurustega

a’y=a;cosyp —a;sinyp+ a’y, a’y=a;siny -+ a;cosyp + a’,
(kontrollida!). Tdhendab, kahe liikumise korrutis on jille liiku-
mine. Seejuures pdordenurgad, nagu ndha, liituvad. Kui valemeist

() avaldada x; ja x, on tulemuseks samalaadsed valemid,
ainult et ¢ on asendunud nurgaga —¢ ning a; ja a, suurustega

a* = —a;cos ¢ — a;sin @, a,* = a;singp —a;cosyp

(kontrollida!). Té&ihendab, liikumise « korral on ka teisendus
a! liikumine. Nagu naha, moodustavad liikumised toepoolest
rithma. Selle rithma iga teisenduse méadramiseks tuleb vaartusi
anda kolmele parameetrile — nurgale ¢ ja punkti O(0,0) uue
asendi O’ koordinaatidele a, ja a..

Samasuguse parameetrite arvuga alamriihmi on projektiiv-
sete teisenduste rithmas veel teisigi. Seame néiteks maatrik-
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sile A==[a;;] jdrgmise tingimuse: tema korrutamine vasakult
maatriksiga A’, mis erineb temast ainult ridade ja veergude
timberpaigutuse poolest, andku tulemuseks iihikmaatriksi, s. t.
olgu AP'A’:E, Tegemist on seega noudega

Qop Q9 Qg Qoo Qo1 Qo2 1 0 0
A a; @y |.|lan an ap | =10 1 0},
Qo Qi Qpp | Qy Qg1 Qg 0 0 1

mis maatriksite korrutamise eeskirja ja vorduse definitsiooni
pohjal® on samaviddrne kuue soltumatu seosega

Qoo? = 10> = Gpo” = 1, Qoolot +~ Q10811 + Aol =0,
a012+all2+a212‘:= l, 001002'—'— a1 —k A91Agy = 0‘
11022 "I" al22 + ‘1222 = l, Qo2Q00 —I— Q210 + Ayolyy = 0

maatriksi A {iheksale elemendile. Vabaks jddb just parajasti
kolm elementi. Et siin maatriksi A asendamine maatriksiga 14
on noude (14) (1A)’=E tottu vdimalik ainult 4= 41 korral,
siis on need kolm parameetrit vastava teisenduse (2) miadramisel
koik olulised. Maatrikseid A, mis rahuldavad tingimust AA’ = E,
nimetatakse ortogonaalmaatriksiteks. Nad moodus-
tavad riihma5, mistottu teisendused (2) selliste maatriksitega A
moodustavad tasandi projektiivsete teisenduste alamrithma kolme
parameetriga.

Analoogiliselt saab moodustada veel iihe projektiivsete tei-
senduste kolme parameetriga alamrithma, millel on eriline téht-
sus LobatSevski geomeetria tdlgendamisel. Asendame eelmises
noudes A’A=E maatriksi A’ sellise maatriksiga A*, mis saa-
dakse temast esimese rea ja esimese veeru elementide korrutami-
sel arvuga —1. Siis saame noude A*4A = E ehk

Qoo —Qp —ayo Qoo Qo Qg2 1 0 O
—Qy1 an ay | .| ao an apj=j0 1 0
— Qo2 ao Qg9 Qg0 Qg1 Oy 0 0 1

(element ay korrutub arvuga —1 kaks korda!), millest jareldub,
et

Qpo? — Q1o — Ay =1, Qoolo1 — Qo1 — Ay =0,
—ap?+an?4-an?=1, —auQp - a2+ anax =0,
—Qpe? + ap + Ap? =1, —Qgel0o+ Q1210 + G2z = 0.

Ka siin jddb vabaks parajasti kolm parameetrit, kusjuures sea-
tud nouet rahuldavad maatriksid — nn. pseudoortogonaal-
maatriksid — moodustavad samuti rithma$. Vastavate pro-
jektiivsete teisenduste alamrithm on huvipakkuv selle poolest, et

5 Vt. G. Kangro. Korgem algebra. Tallinn, 1962, k. 439—441.
196 6 Vi. ndit. U. Lumiste. Geomeetria alused I. Tartu (TRU rotaprint),
964, § 26.
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selle alamriihma teisendused siilitavad ringjoone x,2 4 xo2 — | —=
=0. Selle toestamiseks asendame x’; ja x’, valemeist (2) aval-
disse x";2+ x/12— 1. Tulemuseks on;:

MR xp—1 = ( 10 + auxs + apX, )2

aw + anx1 + aexs

4 ( Qo + aaxs + agexs )2 1

Qe + QuiXs + QozXe

1
™ (ao + Gzu¥s + dorxz)? [(a1s® + a2 — ao?) x4 +

4 (@122 + a2? — a2?) x22 + (a10® + az0® — ao®) +
+ 2(anaiz + anas — andoz) X1xz +
+ 2(a10a11 + anas — aewao) X1 +
+ 2(aia1z + @z — Aooloz) X2] =
x4 x2—1
(@oo + Qoax1 + Qoax2)?

Siit jareldubki, et x2+4x,2—1=0 ja x' 24 x2—1=0 on
samaviirsed nouded. Tdhendab, vaadeldava ringjoone punktid
toepoolest teisenevad sama ringjoone punktideks. Samaviirsed
on ka nouded x4} x22— 1 <0 ja x4 x"»2 — 1< 0; seega sii-
lib ka ringjoone sisemus, mis jarelikult kujutub teataval viisil
iseendaks.

Piirdume esialgu nende ndidetega projektiivsete teisenduste
riihmas sisalduvatest huvitavamatest alamriihmadest ja piiiiame
jargnevalt selgitada, milles seisneb nende geomeetriate sisu, mis
F. Kleini «Erlangeni programmi» jérgi peavad vastama nii
projektiivsete teisenduste riihmale kui ka selle iilalndidatud
alamriihmadele.

Projektiivne ruum ja projektiivne geomeetria

Koigepealt tuleb korvaldada iiks iipris oluline, kuid seni var-
jatud puudus iilaltoodud kéasitluses. Tdhelepanelik lugeja voib-
olla juba taipas, et projektiivsete teisenduste puhul me korduvalt
patustasime selle noude vastu, et teisendus peab korraldama
iiksithese vastavuse sirge voi tasandi punktide vahel. Tepoolest,
juba lihtsa projekteerimise korral (joon. 8) on sirgel a punkt
Y., millele sirgel a’ ei vasta iihtegi punkti; samuti on sirgel a’
punkt Z’o, mis ei vasta sirge a iihelegi punktile. Teisendus-
valemis

, auXxy -+ Qo
=
Qo1X1 + Qoo
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Juoriis 8.

kajastub see asjaolu iildisemal kujul selles, et kui x, rahuldab
tingimust agi1X, -+ @ =0, siis temale vastav arv x’; pole leitav.
Samasugune olukord esineb tasandi projektiivsete teisenduste
korral. Ka nende puhul pole arvud x’; ja x’; leitavad valemeist
(2), kui x, ja x, rahuldavad vorrandit aeix; -+ aeexg 4 ago=0,
s. t. kui punkt (x),x;) asub teataval sirgel.

Ainsaks moistlikuks viisiks tekkinud raskuste korvaldamiseks
on sirgete a ja a’ tdiendamine teatavate uute (esialgu fiktiiv-
sete) punktidega Z. ja Y'», mille ainsaks filesandeks on olla
vastavuses punktidega Z’« ja Y. Neid uusi punkte voib soovi
korral tolgendada sirgete a ja a’ «lopmata kaugete punktidenas.
Seejuures tuleb aga tdhele panna, et projekteerimisel voib sel-
line «ldopmata kauge punkts kujutuda péris tavaliseks punktiks.
Seetottu pole pohjust lugeda teda viimasest halvemaks. Sel vii-
sil jouame projektiivse sirge moisteni: projektiivne sirge on
punktihulk, mis saadakse tavalisest sirgest, kui sellele lisa-
takse iiks uus punkt — «lopmata kauge punkt», mida loetakse
samavdaarseks sirge iilejddnud punktidega. Néitlikult Geldes: pro-
jektiivne sirge nagu sulgub selles uues punktis ja moodustab
seega kinnise joone. Projektiivse tasandini joudmiseks tuleb
tavalist tasandit tdiendada uue sirgega — «lopmata kauge sir-
gega», mis 1) seatakse teisenduses (2) vastavaks sirgele agix;
—+ QpeXo+ ago=0, 2) millele loetakse kuuluvaks koik sellel
tasandil asuvate sirgete «lopmata kauged punktid» ja 3) mida
peetakse samavddrseks tasandi koigi teiste sirgetega. Analoogi-
liselt saadakse projektiivne ruum tavalise eukleidilise ruumi
tdiendamisel «lopmata kauge tasandiga», lugedes viimast sama-
véddrseks koigi teiste tasanditega.

Projektiivsel sirgel ja tasandil on projektiivsed teisendused
juba eranditult iiksithesed vastavused. Valemite (1) ja (2)
puhul tekib aga lisaraskus: pole olemas arvu x, ega arvupaari
(x1, x2), millega saaks médrata «lopmata kauge punkti» ja «l6p-
mata kauge sirge».

Ka sellest raskusest on voimalik f{ile saada. Selleks tuleb
votta kasutusele nn. homogeensed koordinaadid —
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&’
kolmik (&, &, &), nii et oleks x1 »———%, Xs ‘=—?—. Sel korral ldheb

0 0

nditeks tasandil vastavuse iiksiihesus punktide (xi, x2) ja arvu-
kolmikute (&, &, &) vahel muidugi kaotsi — kolmikule
(&0, A1, A&2) vastaks iga A = 0 korral sama punkt (xi, x2),
kuid see-eest on voimalik esitada ka «lopmata kaugeid punkte» —
iga selline médratakse kolmikuga (0, &, &), kus & ja & pole
korraga nullid. Avaneb voimalus defineeridagi projektiivne
tasand kui niisugune hulk objekte (mida tavaliselt nimetatakse
punktideks), nii et selle hulga objektid on seatavad sellisesse
iihesesse  vastavusse reaalarvude jidrjestatud kolmikutega
(&, &1, &2) (kus koik arvud pole korraga nullid), milles kolmiku-
tele (A&, A&1, A&2) ja (&, &1, £2) vastab alati {iks ja sama objekt.

Projektiivse ruumi definitsioon erineb projektiivse tasandi vii-
masest definitsioonist ainult selle poolest, et arvukolmikud asen-
duvad arvunelikutega (&o, &1, &, &3).

Projektiivsed teisendused kui juba eranditult {iksiihesed teisen-
dused on niiiid néiteks projektiivsel tasandil esitatavad valemitega

o0& 0= am&o + ané1 + aonks,

o0& 1 = ajoko + anés + apés,

082 = azbo + ané1 +- anés,
mis saadakse valemeist (2), kui nendes asendada

x1=E§ &, xo==0&:&, xX1=¢&": 5;(.), Xo=E5:¢&)
ning paremates pooltes lugejaid ja nimetajaid korrutada arvuga
& (sin g = 0 on vabalt voetav vordelisuse tegur).
Projektiivse geomeetria voib niiid méératleda
jargmiselt: ta uurib projektiivsel sirgel, tasandil voi ruumis ole-
vate kujundite omadusi ja kujunditega seotud arvulisi suurusi
(invariante), mis jddvad muutumatuiks (ehk invariantseiks)
projektiivsete teisenduste puhul. Poéhilised niisugustest invarian-
tidest on seotud eespool vaadeldud nelja punkti liitsuhtega.
Projektiivse geomeetria lausete nididetena esitame jargnevalt

Desargues’i ja Pascali teoreemid — ajalooliselt esimesed selle
geomeetria sisukad laused. Desargues’i teoreem viidab jargmist:
kahe kolmnurga AABC ja AA’B’C’ tippe ldbivad sirged AA’,
BB’ ja CC’ loikuvad iihes punktis O siis ja ainult siis, kui kolm-
nurkade kiilgi sisaldavate sirgete AB ja A’B’, BC ja B’C’ ning
CA ja C’A’ 1oikepunktid P, Q ja R on tihel sirgel (joon. 9). Selle
lausega viljendatud kujundite omadus, millel on rohkesti vaar-
tuslikke rakendusi, sdilib projekteerimisel (ja iildse projektiivse
teisenduse korral), sest ta on seotud ainult punktide asetsemisega
sirgel — see vahekord aga teatavasti sel puhul séiilib. Huvi-
pakkuv on ka B. Pascali tulemus, mille ta sai juba 16-aastaselt.
Selles on juttu kuusnurgast ABCDEF, mille tipud asuvad mingil

sirgel arvupaar (%, &), nii et oleks x4 = tasandil aga arvu-
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Joonis 10. Joonis 11.

koonuseldikel (nditeks ellipsil, joon. 10). Samuti nagu korrapa-
rase kuusnurga korral saab siin defineerida vastaskiilgede moiste.
Pascal tdestas, et kuusnurga ABCDEF vastaskiilgi sisaldavate
sirgete AB ja DE, BC ja EF ning CD ja FA loikepunktid P, Q ja
R on iihel sirgel siis ja ainult siis, kui kuusnurga tipud on iihel
ja samal koonuseldikel. Ka selles lauses ndidatud omadus séilib
projekteerimisel, sest lisaks punktide asetsemisele sirgetel on siin
juttu veel koonuseloikest, mis aga projekteerub alati jille
koonuseloikeks (kiill aga voib néiteks ellips projekteeruda para-
booliks v6i hiiperbooliks; joon. 11).

Tavalise geomeetria seisukohalt on molemal esitatud lausel
mitmeid erandeid.- Kui nditeks kuusnurga kiiljed AB ja DE on
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paralleelsed, siis Ioikepunkt P tavalises mottes {ildse ei eksis-
teeri. Siin selgub veel kord l6pmata kauge punkti moiste sisse-
toomise otstarbekus — vaadeldaval juhul loeme Desargues’i ja
Pascali eeskujul lihtsalt, et P on 16pmata kauge. Kui ka Q on
lopmata kauge, siis annab Pascali teoreem néiteks jargmise
tavalise geomeetria lause: kui kuusnurgal on kaks paari paral-
leelseid vastaskiilgi, siis tema tipud on iihel koonuseldikel siis
ja ainult siis, kui ka kolmanda paari vastaskiiljed on paralleel-
sed. Sirgeks PQR on siis tasandi I6pmata kauge sirge.

Projektiivse geomeetria lausetega tutvumisel tuleb siin sellega
piirduda. Piiiiame niiiid vastata kiisimusele: missugused geomeet-
riad vastavad eespool vaadeldud alamrilhmadele projektiivsete
teisenduste rithmas? Tavaliste liikumiste (5) alamriihma puhul
on vastus arusaadav — selleks on tavaline eukleidiline geomeet-
ria, kus lihtsaimateks invariantideks on kahe punkti vaheline
kaugus, kolmnurga pindala jne., lihtsamateks invariantseteks
omadusteks aga sirgete paralleelsus ja ristseis, kolmnurkade
kongruentsus jne.

Selle alamriihma korral, mille teisendused séiilitavad ringjoone
X2~ x22— 1 =0 koos oma sisemusega, pole ka vastuse leidmine
eriti raske, kui meenutada kéesoleva sarja varasemaid artikleid.
Ringjoone sisemuses, nagu selgus, on voimalik tdlgendada
LobatSevski geomeetriat, kui sirgetena mobista ringjoone koole.
Vaadeldava riihma teisendused, mis méiaratakse valemitega (2),
kui nendes kordajate maatriks A on pseudoortogonaalne, kujuta-
vad koolud jéllegi kooludeks, sest nad kui eritiiiipi projektiivsed
teisendused sdilitavad muidugi punktide sirgjoonelise paiknemise.
Loigu AB pikkus defineeritakse valemiga

.43=klog(%§-:g—g). (6)

LobatSevski geomeetrias? on ka parajasti selliste teisenduste
invariant, sest logaritmitav avaldis kui liitsuhe on isegi suvalise
projektiivse teisenduse invariandiks, punktid P ja Q ringjoonel
satuvad aga vaadeldavate teisenduste korral jidlle ringjoonele.
Sellest nahtub, et meid huvitavad teisendused on litkumised
Lobat3evski tasandil, mistottu nende rithmale vastavaks geomeet-
riaks on LobatSevski' geomeetria.

Loppeks mérgime, et ortogonaalse kordajate maatriksiga tei-
senduste (2) riihmale vastavaks geomeetriaks on elliptiline
geomeetria. Nagu ndha, voimaldab projektiivne geomeetria haa-
rata iihtsesse skeemi tOepoolest mitmeid erinevaid geomeetriaid.
Saab moistetavaks, mis andis inglise matemaatikule A. Cayley’'le,
kes esimesena viitas 1859. a. voimalusele 16igu pikkuse definee-
rimiseks valemiga (6), pohjuse kirjutada: «Projektiivne geomeet-
ria on kogu geomeetria».

7 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 27.
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F. Kleini «Erlangeni programmis» peituvad voimalused ei ole
eespool pogusalt tutvustatud ainestikuga veel kaugeltki ammen-
datud. Selle viljaka idee moju ulatub veel tdnapdevagi. Huvi-
pakkuvaiks osutuvad jédrjest uued teisenduste rithmad ja neile
vastavad ruumid (nn. Kleini ruumid ehk homogeensed ruumid)
ning viimaste geomeetriad.

Ruumi moiste tinapdeva geomeetrias

B. Riemanni idee iseloomustada geomeetriaid meetrilise vormi
ds? abil ja F. Kleini idee eristada geomeetriaid nendega seotud
teisenduste rithmade abil — kaks ftildist XIX sajandil esitatud
printsiipi mitmesuguste geomeetriate iihtseks kasitlemiseks —
arenesid pikka aega fteineteisest soltumatult ja olid korraga
rakendatavad esialgu ainult nn. konstantse koverusega ruu-
mide puhul. Selle kahe idee siintees teostati alles kéesoleva
sajandi esimesel veerandil. Alguse sai see 1917. a., kui itaalia
matemaatik T. Levi-Civita (1873—1941) t6i Riemanni ruumide
geomeetriasse paralleeliillekande moiste.

Selle moiste néitlikuks tagapohjaks on jdrgmine F. Mindingi
(1806—1885) poolt juba 1837. a. kasutatud vote pinnateoorias.
Kujutleme, et koverpinna mingid kaks punkti A ja B on ithen-
datud joonega sellel pinnal ning punk-
tis A voetud puutujatasandil on antud
mingi kujund, nditeks kolmnurk (joon.
12). Kuidas oleks voimalik see kujund
kanda punktis B voetud puutujatasan-
dile, nii et see kandmine iildistaks tava-
list roopliiket koverpinna juhule? Min-
ding pani ette toimida siin jadrgmiselt:
loigata mooda antud koverat pinnast
vélja iilikitsas riba, laotada see tasan-
dile (kui iildiselt koverpinda ei saa
laotada tasandile, siis iilikitsa riba pu-
hul on see teostatav), kanda tasandil
kujund kovera teise otspunkti tavalise
roopliikkega ja seejirel riba koos tema
killge kinnitatud kujunditega laotada
tagasi pinnale. Minding nditas pin-
nateoorias, kuidas on véimalik kogu Joonis 12.
seda protseduuri analiiiitiliselt kirjel-
dada, Levi-Civita aga iildistas selle votte Riemanni n-mdotmelise
ruumi juhule ja toétas selle jaoks vilja paindliku analiiiitilise
aparatuuri.

Selline «paralleeliilekanne» koverpinnal soltub, nagu niha,
oluliselt sellest, missuguse koverjoonega on punktid A ja B
ihendatud. Sama protseduur teise joone korral viib sama kujundi
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punktis A iildiselt koneldes hoopis teiseks kujundiks punktis B.
Selles just muide avaldubki pinna koverus sisemise ehituse seisu-
kohalt. On arusaadav, et kujundid, mis saadakse punktis A antud
kujundist paralleelillekandel mo6dda erinevaid jooni punkti B,
erinevad ainult liikumise poolest punktis B voetud puutujatasan-
dil. Tdhendab, koverpinna geomeetria késitlemisel (ja analoogi-
liselt ka iildises Riemanni geomeetrias) tuleb tegemist teha tea-
tavate erilisel viisil mdaratud liikumistega eukleidilisel tasandil
(voi ruumis). See tdhelepanek korraldabki silla Riemanni ja
Kleini kahe {ildise kontseptsiooni vahel. Siin avanevad voimalu-
sed arendati vilja kdesoleva sajandi kolmandal kiimnendil.

Asjade ajalooline areng oli jargmine. Riemanni ideede uuesti-
siind, nagu juba eespool selgus, algas 1868. a. Siitpeale jitkus
«koverate ruumide geomeetria» areng Riemanni poolt naidatud
suunas esialgu pikka aega puhtteoreetiliste huvide ajendil ilma
méarkimisvdirsete rakenduslike seosteta. Erilise huvi objektiks
muutusid Riemanni ruumid pérast iildrelatiivsusteooria loomist
A. Einsteini poolt 1915. aastal. Einsteini pohiidee kohaselt aval-
dub gravitatsioonivdlja olemasolu eeskétt selles, et neljamootme-
line aegruum on oma sisemise ehituse poolest koverruum. Otsides
sobivat matemaatilist aparatuuri oma fiitisikaliste ideede vélja-
arendamiseks, leidiski Einstein selle Riemanni geomeetrias. Nii-
viisi muutus Riemanni geomeetria kdesoleva sajandi teisel kiim-
nendil {iheks kdige populaarsemaks suunaks matemaatikas, mille
areng jatkus niiid kiirel sammul. Ka paralleeliilekande moiste
kasutuselevott T. Levi-Civita poolt 1917. a. oli oieti pohjustatud
sellest suurenenud huvist ja viis isiklike loominguliste kontakti-
deni Einsteini ja Levi-Civita vahel.

Uldisemad vaatekohad, mis Einstein seadis aluseks oma piiiie-
tele tootada vilja iihtne védljateooria 8, pohjustasid vajaduse vaa-
delda Riemanni ruumidest veelgi iildisemaid koveraid ruume.
Esimese sammu selles suunas tegi 1918. a. $veitsi matemaatik
H. Weyl (1885—1955), kes vottis kasutusele nn. afiinse seostu-
sega ruumid. Uldise kontseptsiooni selliste uute seostusega
ruumide {ihtseks kisitlemiseks andis 1923.—1924. a. prantsuse
matemaatik Elie Cartan (1869-—1951). Tema ldhtekoha voib
{ildjoontes esitada jargmiselt.

Vaadeldakse teatavat punktihulka (nn. n-mootmelist muut-
konda), milles iga punkt on méératav n reaalarvulise koordinaa-
diga (%1, X3 ..., Xn). Selles antakse eeskiri, mis iga hulgas voe-
tud koverjoone korral vdimaldab kanda kujundeid modda seda
joont iihest punktist teise. Kaht antud pumkti A ja B voib_ aga
iihendada veel paljude teiste koverjoontega ja punktis A vGetud
kujundeid véib seega kanda punkti B modda paljusid jooni.

8 Vit niit. A. Koppel Albert Einstein ja kaasaegne fiiiisika. — Mate-
maatika ja kaasaeg, VII, lk. 75—8l.
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Noutakse, et koik need kujundid, mis saadakse punktis B antud
kujundi 1iilekandmisel, oleksid teisendatavad iiksteiseks teatava
rithma teisenduse abil. See rithm annab siis nime ka vaadel-
davale ruumile. Kui selleks rithmaks on néiteks projektiivsete
teisenduste riihm, siis koneldakse projektiivse seostusega ruumist;
kui rithmaks on tavaline liikumiste riihm, siis koneldakse euklei-
dilise seostusega ruumist. Viimase tdhtsaimaks erijuhuks on Rie-
manni ruum.

Just sel viisil oli koige loomulikum iihendada Riemanni ja
Kleini iildised seisukohad iihtseks kdikehaaravaks kasitluseks.
Nimelt on’ sellise késitluse puhul erijuhtudena saadavad mitte
iiksnes Riemanni ruumid kui teatavad liikumiste rithmale vasta-
vad seostusega ruumid, vaid ka iildised Kleini ruumid (ehk homo-
geensed ruumid) kui sellised seostusega ruumid, mille nn. koverus
on vordne nulliga. E. Cartani kontseptsioon ongi jddnud tédna-
pdevani pohiliseks ldhtekohaks iildiste ruumide teoorias. Jargne-
nud arengus on teda moningates iiksikosades kiill laiendatud
loomuliku loogilise tédiuseni, kuid tema pohilised ldhtekohad on
jddnud muutmatuiks. Selles suunas on ta teaduse praegusel
arenguastmel veel kiillalt {ildine ja olemasolevaid noudeid
rahuldav. .

Vajadus pohimatteliselt uute lahenduste jirele hakkab iiha
selgemini ilmnema hoopis teises suunas, mitte megamaailma
saladuste uurimises, kuhu suundus Einsteini teooria areng, vaid
mikromaailma seaduspdrasuste jédrjest parema tundmaoppimise
kdigus. Siin {itlevad iiles nii tavalise geomeetria kui selle seni-
uuritud iildistuste seadused ega ole veel sugugi selge, missugune
peaks olema see geomeetria, mis sobiks koige paremini ruumi
sisemise struktuuri kirjeldamiseks mikromaailmas. On pohjust
arvata, et reaalsus peidab endas uusi veel avastamata saladusi
ka geomeetria jaoks.

ARVAMUSI MATEMAATIKAST

Kui mineviku matemaatik, nagu Archimedes voi isegi Descartes, voiks
heita pilgu praegusesse geomeelriasse, siis eeskdtt hdmmastaks teda konk-
reetsuse puudumine selles. On olemas terved klassid geomeetrilisi teooriaid,
mis saavad ldbi mitte iiksnes ilma mudelite ja joonisteta, vaid ka ilma ruu-
milise intuitsiooni margatava kasutamiseta. Peaasjalikult on selline olukord
tingitud just analiiiitiliste uurimisvahendite suuremast voimsusest, vorreldes

puhtgeomeelrilistega.
E. Kasner (1905)
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GEOMEETRILISEST MEETODIST DIOFANTILISES
ANALUUSIS

U. Kaljulaid

«Mis on selle asja mote?» kiisis Jinku.
«Noh,» wvastas Pukh, «me otsime kogu aeg
Maja, aga ei leia. Seepirast mina arvan, et
hakkame parem otsima seda Auku, sest me ju
teda tingimata iiles ei leia, aga siis me vbib-
olla leiame selle, mida me justnagu ei ofsi-
nudki. Aga Tema parajasti ongi see, mida me
tegelikult otsime.»

A. Miln «Pukh and Others»

Algebraliste vorrandite ratsionaallahendite leidmisega seotud
probleemide ja tulemuste valdkonda arvuteoorias on hakatud
nimetama diofantiliseks analiiiisiks. Selle seadelt elementaarsed
probleemid on koéitnud paljude uurijate tdhelepanu. Naiiliselt
erinevate {ilesannete lahendused aga saadi enamasti igal eri
juhul eri vottega, mistoltu selles ainevallas valitses matemaati-
kute meelest kaua aega «kaos». Suuremat selgust asjasse {6i
kdesoleval sajandil hoogsalt arenema hakanud algebraline geo-
meetria, mille pohilisteks uurimisobjektideks on nn. algebralised
muutkonnad. Selgus nimelt, et iga algebralise vorrandiga voi
vorrandite sfisteemiga saab siduda teatava algebralise muut-
konna, kusjuures vorrandi lahendeid voib tdlgendada selle muut-
konna punktidena. Diofantiline {ilesanne seisneb niiiid selles, et
tuleb leida koik tdis- voi ratsionaalarvuliste koordinaatidega
punktid sellisel algebralisel muutkonnal.

Voib kiisida, mille poolest selline geomeetriline vaatekoht on
parem kui diofantilise analiiiisi varasemad meetodid? Vastus on
jdrgmine: algebralise muutkonna puhul on tegemist terve-. rea
algebraliste ja topolocgiliste struktuuridega — ta on topoloogiline
ruum mitmes eri topoloogias, analiiiitiline ruum, Lie rithm jne.
Viimati mainitud struktuuride teooriad on tdnapdeval vaga rikkad
fundamentaalsete tulemuste ja ideede poolest, mis on koos
aritmeetiliste arutlustega edukalt kasutatavad vorrandite teoorias.
Algebraline geomeetria annab «keele» selliste lihtsate! moistete

b ... ja seega diofantiliste kiisimuste seisukohalt tiiesti miistilist tahendust
omavate. ..
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selgitamiseks, nagu tundmatute arv vorrandis, vorrandite aste,
muutujate vahetus jne. Geomeetria meetodid ja ideed toid dio-
fantiliste filesannete «kaosesse» siisteemi, klassifitseerides neid
vastavate muutkondade invariantide jargi. Né&ide sellisest
invariandist on muutkonnna dimensioon. Artiklis tuleb juttu pea-
miselt {ihedimensionaalsetest muutkondadest, mida traditsiooni
kohaselt nimetatakse algebralisteks koverateks. Me tutvume siin
ldhemalt algebralise kovera moistega ja algebraliste koverate
biratsionaalse klassifikatsiooniga2 Suur osa esitatavast faktili-
sest materjalist on saadud aastail 1920—1930 L. J. Mordelli,
A. Weyli ja C. L. Siegeli poolt. Lugeja jouab siin kiillalt siiga-
vate tulemuste ja probleemideni elliptiliste koverate teoorias.

I. ALGEBRALINE SISSEJUHATUS

— John, millist teemat te tina koolis matemaa-
tikas kdsitlesite?
— Liitmist.
— Kui palju teeb, kui kahele ounale lisada
kolm?
— Ei tea. Me tegime seda apelsinidega.
Inglise anekdoot.

Arvukorpused 3

Vordleme kaht hdsti tuntud arvuvalda - tdisarvude hulka
ja ratsionaalarvude hulka. Tahistame neid arvuvaldu edaspidi
vastavalt Z ja Q. Teostades liitmis-, lahutamis- ja korrutamis-
tehteid tdisarvudega, saame tulemusena jélle tdisarvud. Selles
mottes koneldakse, et tdisarvude vald on mainitud kolme arit-
meetilise tehte suhtes kinnine. Kui konelda tdpsemalt, siis on
arvuvald Z kommutatiivne ring % Kuid jagamine pole tdisarvude
vallas alati teostatav. Et kiisimus: «kas tdisarv & jagub tdis-
arvuga a» on samavidrne kiisimusega: «kas vorrandil ax=2b
on tdisarvuline lahends», siis on tdisarvude ring Z ndide kommu-
tatiivsest ringist, kus mitte igal vorrandil ax=2>b(a = 0) ei ole
lahendit, mis oleks samuti selle ringi element. Olukord on teist-
sugune ratsionaalarvude valla Q puhul, mis on kinnine ka jaga-
mise suhtes. Selles arvuvallas Q on igal vorrandil ax=b(a # 0,

a, b= Q) lahend x = % e Q. Olemegi joudnud nn. korpuse tihe

lihtsa néiteni.

Korpus on selline kommutatiivne ring, milles koik vor-
randid ax=b(a = 0) on iiheselt lahenduvad; ehk teisiti, selline
ithikelemendiga kommutatiivne ring, milles igal nullist erineval
elemendil on olemas i{iheselt midratud po6rdelement 4

2 Vt. ka kdesolev kogumik lk. 108—109.

3 Rohkem ettevalmistatud lugeja voib alustada kolmandast punktist.

4+ Vt. J. Gabovits. Alegbra pohimoisteid [—V. — Matemaatika ja
kaasaeg, VI--X.
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Korpuse naiideteks on ratsio-
naalarvude vald Q ja reaalar-
vude vald R, samuti ka koigi
kompleksarvude  hulk C= /

y

={a-t+bila,be=R, i=v—1} L _ ___ = X+ (4

Kompleksarve samastatakse -1 Exy

tavaliselt reaaltasandi punkti- {

dega (vt. joon. 1). (
Tutvustame siin veel {iht |

vihem levinud kompleksarvude

esitusviisi, mis voimaldab histi 0 x

selgitada korpuse moningaid Joonis 1.

omadusi. Kompleksarve voib

vaadelda kui teatavaid eriku-

julisi teist jarku ruutmaatrikseid. ToOepoolest, vaatleme teist

jérku reaalsete ruutmaatriksite ringi

R2-={(? 3), kus a, b, c, dER}.
Korraldame niiiid iiksithese vastavuse:
a—l—bie»(__? Z)

Naiiteks reaalarvule a vastab nn. skalaarmaatriks:

a 0
a <> 0 al’
imaginaariihikule i aga maatriks
. ( 0 1
L €> _1 0 .

Kasutades maatriksite ja kompleksarvude liitmise ja korrutamise
eeskirju 4, veendume, et see vastavus on kompleksarvude valla C
kui ringi (iga korpus on ring) isomorfism teatava alamringiga A
maatriksite ringis Re. Et see alamring on isomorfne korpusega
C, siis ta on samuti korpus.

Samal ajal aga pole terve maatriksite ring R, kaugeltki kor-
pus. Toepoolest, temas leiduvad nullitegurid:

a 0} (0 0)_ 0 0) 0
0 of-{o /=10 0/<™
iiheski korpuses aga nullitegureid ei tohi olla. Viimast vaidet
on muide kerge pohjendada: kui mones korpuses oleks ab=
=0(a = 0, b 5 0), siis sellest jarelduks, et b =atab =a"10=0,
s. 0. b=0.
Naéiteis toodud korpustel Q, R ja C on lopmata palju ele-
mente. Lihtsaim Ioplik korpus koosneb kahest elemendist —
nullelemendist 0 ja iihikelemendist e, kusjuures
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0-0=0,0-e=€e-0=0, ¢e-e=ce,
0+0=0,0+e=e+0=e, e+ e=0.

Rea niiteid 1oplikest korpustest annavad jddgiklassikorpu-
sed Z/(p), kus p on suvaliselt fikseeritud algarv. Need definee-
ritakse jargmiselt.

Téisarvude vallas Z viiakse 1dbi klassijaotus, milles iihte klassi
loetakse koik need tdisarvud, mis jagamisel algarvuga p anna-

vad ithe ja sama jaigi. Nii saadakse p erinevat klassi 0,1,2, ...,

p — 1; siin tahistatakse siimboliga k klass, mis koosneb tiisarvu-

dest p-n 4 k. Saadud klasside liitmine ja korrutamine definee-
ritakse valemitega
— m-n, kui m+ n < p,

m+n { m—4-n—p, kui m+4+n < p;

m-n=r, kui mn=p-q-+r, 0<r<<p.

Niiteks Z/(3) koosneb klassidest 0. 1, 2, kusjuures
0+40=0, 04+1=1, 0+2=2, 14+1=2, 1+2=0,
2+ 2=1,
0.0=0,0-1=0,0.2=0,1-1=1, 1.2=2, 2.2=1.

Jatame lugejale kontrollida, et sellisel viisil maaratud liit-
mis- ja korrutamisoperatsioonide puhul osutub klasside hulk

{0, 1, 2, ..., p— 1} korpuseks, mida tdhistataksegi Z/(p).

Vaatleme niiiid suvalist korpust K. Tema ithikelemendi —
vorrandi ax =a(a # 0) lahendi — tahistame e. Et korpus K on
kinnine liitmise ja lahutamise suhtes, siis on tihikelemendi tdis-
arvulised kordsed 0, e, +2e, +3e, ..., ++ne, ... samuti kor-
puse K elementideks.

Vaatleme esialgu juhtu, kus koik elemendid ne on erinevate
kordsuste n korral omavahel erinevad. Sel korral koneldakse, et
korpuse K karakteristik on 0. Voib korraldada vastavuse
e->1 ning veenduda, et ring 0, +e, +2e, ... on siis isomorine
tdisarvude ringiga Z. Seetottu voib lugeda, et korpus K karakte-
ristikuga 0 sisaldab tdisarvude valda, s. 0. Z < K. Kuid korpus.
on kinnine ka jagamise suhtes ja seega sisaldab korpus K ka

koiki jagatisi %, m, ne Z. Teiste sonadega: kui korpuse K
karakteristik on 0, siis Q < K. See tulemus iitleb meile, et koik
korpused karakteristikuga O on lopmatud. Naiteiks korpustest
karakteristikuga ‘0 on tuntud arvuvallad Q, R ja C.

Teine loogiliselt v6imalik juht on selline, kus mingite m = n,
m, n & Z korral me= ne. Olgu nditeks m >n. Siis (m —n)e=
=0, millest me jdreldame, et leidub naturaalarv u, nii et ue=20.
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Olgu p vdhim naturaalarv, mille korral pe==0. Voib kergesti
veenduda, et p on algarv, kui kasutada asjaolu, et korpuses pole
nullitegureid. Korpust K nimetatakse sellisel juhul korpuseks
karakteristikuga p. Samal viisil nagu eespool vo6ib niiiid
veenduda, et iga korpus karakteristikuga p sisaldab jddgiklassi-
korpust Z/(p). Uhtlasi on korpus Z/(p) lihtsaimaks néiteks kor-
pusest karakteristikuga p.

Olgu antud mingi korpus K. Iga korpust E, mis sisaldab
antud korpust K (K < E), nimetatakse korpuse K laiendiks
ja tdhistatakse E/K. Laiendit E/K nimetatakse 10plikuks
laiendiks, kui leiduvad a1, ..., am = E selliselt, et iga a=E on
iihesel viisil kirjutatav kujul

a=pa1+ ... + pmam, kus p; = K.

Seega voib loplikku laiendit E/K vaadelda kui oplikumdotmelist
vektorruumi iile pohikorpuse K.

Vaatleme niidet. Reaalarvude hulk {p g Vv 2, kus p, = Q}
osutub korpuseks, s. o. kinniseks liitmise, lahutamise, korruta-
mise ja jagamise suhtes (kontrollida!). Seda korpust tdhistatakse

Q(\/Q—). Kui_ siin votta ¢g=0, siis selgub, et Qc Q(\,/—2).
Laiend Q(V 2)/Q on loplik, sest teda voib vaadelda kui 2-moot-
melist vektorruumi iile korpuse Q. Selle vektorruumi tiheks baa-

siks on {1, v/ 2}.

Vaatleme niiiid uuesti loplikke korpusi. Et i{iheski loplikus
korpuses E ei saa koik kordsed ne olla omavahel erinevad, siis
peab iga selline korpus olema mingi lopliku karakteristikuga
p > 0. Seega peab loplik korpus E sisaldama jddgiklassikorpust
Z/(p) ning olema jirelikult korpuse Z/(p) laiendiks, mis saab
muidugi olla ainult 16plik laiend. Seega voib iga loplikku korpust
E vaadelda kui loplikumootmelist vektorruumi iile jadgiklassi-
korpuse Z/(p). Olgu E mootmeks n: dimE==n. Siis on kerge
veenduda, et vastav n-mootmeline vektorruum sisaldab pn ele-
menti (sest korpus Z/(p) koosneb p elemendist). Sellest on néiha,
et elementide arv loplikus korpuses on karakteristiku mingi aste.
Toesed on ka vastupidised viited: iga arvu g=p" jaoks, kus p
on algarv, leidub loplik g elemendist koosnev korpus Fg; koik
sellised g elemendist koosnevad korpused on ¢ iga konkreetse
viadrtuse korral omavahel isomorfsed.

Algebraliste arvude korpused

Vaatleme vorrandit p(x) =0, kus p(x) on ratsionaalarvuliste
kordajatega poliilnoom. Kui sellise vorrandi aste on n, siis jérel-
dub algebra pohiteoreemist, et vorrandil on korpuses C n lahen-
dit. Need lahendid aga ei pea iildiselt sugugi olema ratsionaal-
arvud. Kompleksarve, mis on mone sellise vorrandi lahendeiks,
nimetame algebralisteks arvudeks.
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Nii on naiteks algebraliseks arvuks iga ratsionaalarv, sest

n __

iga ¢ = Q on vorrandi x — ¢g== 0~ lahendiks. Arvud Vq(q9 = Q)
on samuti algebralised, olles vorrandite x» — g =10 lahendeiks.

Kerge on toestada, et algebraliste arvude summa, vahe, kor-
rutis ja jagatis on jallegi algebralised arvud. Seega moodusta-
vad koik algebralised arvud korpuse, mis sisaldab ratsionaal-
arvude korpust. Tdhistame selle korpuse Q. Osutub, et kui komp-
leksarv z on mingi vorrandi P(z) =0 lahendiks, kus P(2) on
poliinoom, mille kordajad on algebralised arvud, siis arv z on
ka algebraline arv. See tulemus néditab, et koigi algebraliste
arvude korpus £ on .algebraliselt kinnine korpus, s. o. koigi iile
selle korpuse voetud poliinoomide P(z) puhul kuuluvad vorran-
dite P(2) =0 lahendid ka sellesse korpusesse. Lisame siinkohal,
et algebraliselt kinnise korpuse nditeks on ka koikide kompleks-
arvude hulk C.

Vaatleme laiendit £2/Q. See laiend pole enam I6plik, kuid
osutub, et ©Q sisaldab alamkorpusi A, mis on juba korpuse Q
Ioplikeks laiendeiks. Sellise alamkorpuse néditeks on korpus

Q(v 2). Kitsamas mottes nimetatakse algebraliste arvude kor-
puseks korpuse Q iga loplikku laiendit, mille koik elemendid on
algebralised arvud. Seega, iga algebraliste arvude korpuse A
korral
QcAccC

L. Kroneckerile kuulub tdhelepanuvddrne tulemus algebraliste
arvude korpuste kirjeldamisel. Ta toestas, et iga algebraliste
arvude korpus on isomorfne mone poliinoomide jddgiklassikor-
pusega Q[x])/(f(x)). Viimase mdiste selgituseks olgu 6&eldud
jargmist. Siin tahistab Q[x] ratsionaalarvuliste kordajatega polii-
noomide hulka, mis, nagu on kerge kontrollida, osutub ringiks.
Ka selles ringis, samuti nagu tdisarvude ringis Z, ei tarvitse iga
element (poliinoom) jaguda iga teise elemendiga (poliinoo-
miga), mistottu siin samuti voib konelda jagamisel tekkivast
jdagist. Algarvudega analoogilises osas on ringi Q[x] puhul nn.
taandumatud poliinoomid — poliinoomid, mis ei ole esitatavad
kahe madalama astmega ratsionaalarvuliste kordajatega polii-
noomide korrutistena. Ka siin tekivad jdagiklassid poliinoomi
f(x) jargi, millede hulk Q[x]/(f(x)) taandumatu poliinoomi f(x)
korral osutub samuti korpuseks. Just sellistest korpustest

ongi juttu Kroneckeri tulemuses. Nditeks korpus Q(Vv 2) on
isomorfne korpusega Q[x]/(x2—2).

Mirgime tidiendavalt, et taandumatu poliinoomi moiste ja
jddgiklasside korpuse sellise poliinoomi jdrgi voib sisse tuua ka
reaalarvuliste kordajatega poliinoomide ringi R[x] puhul. On
voimalik nédidata, et kompleksarvude korpus C on isomorfne
jddgiklasside korpusega R[x]/(x2-} 1). See annnab veel iihe
voimaluse kompleksarvude defineerimiseks.
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Igas algebraliste arvude korpuses A leidub selline arv @ A,
et iga a = A on avaldatav kujul

a=a+ a0+ ...+ an46"1, kus a; = Q

ja n on minimaalne sellise poliilnoomi aste, mille lahendiks
on 6.

Lopuks veel moned lisamérkused. Leidub terve hulk arve, mis
pole iithegi ratsionaalarvuliste kordajatega poliinoomi p(x) puhul
vorrandi p(x) = 0 lahendeiks. Sellised arvud kannavad transtsen-
dentsete arvude nime. Nende olemasolu toestas 1844. a. J. Liou-
ville. 1874. a. toestas G. Cantor, et transtsendentseid arve on
tublisti rohkem kui algebralisi: algebraliste arvude hulk on
loenduv, transtsendentsete arvude hulk aga kontiinuumi vo6im-
susega. Transtsendentsete arvude nédideteks on hédsti tuntud
n=23,14159 ... ja e=2718281... Terve hulga uusi néiteid
transtsendentseist arvudest annab A. O. Gelfondi teoreem, mis

vdidab arvu of transtsendentsust, kui ¢ ja § on algebralised
arvud, kusjuures a ei ole 0 ega 1 ning 8 on irratsionaalne. Selle
teoreemi toestusega andis A. Gelfond 1936 a. lahenduse D. Hil-
berti kuulsale probleemile.

Arvuteooria ja diofantilise geomeetria jaoks on erilise taht-
susega just algebraliste arvude korpused. Edaspidi moistetakse
kdesolevas kirjutises korpusena peaaegu alati monda algebra-
liste arvude korpust.

Projektiivne n-mootmeline ruum

Olgu K suvaline korpus. Edaspidi tuleb sageli vaadelda
«n-ikute» hulka K», s. o. hulka

=KX ... XK={(ky, ..., ka), kus iga k; = K}

voi monda selle hulga alamhulka. Kuidas tuua hulka K» geo-
meetria elemendid? Vaatleme esialgu kaht erijuhtu.

On hiésti teada, et reaal-

arvude hulk R on iiksiiheses

0 d x vastavuses sirge punktidega.
—+ =X o See vastavus korraldatakse
0 £ jdrgmiselt. Sirgel valitakse va-
Joonis 2. balt alguspunkt O ja iihik-

> >
vektor OE =e; (joon. 2); loe-
takse, et arvule 0 vastab punkt O arvule 1 — punkt E, suvali-

sele reaalarvule x aga vektori OX—x OE otspunkt X.

Analoogiliselt saab tasandil nn. reeperi (O, e,, 82) abil kor-
raldada iiksiihese vastavuse reaalarvude paaride (xi, x2) ja
tasandi punktide vahel (joon. 3). Sageli tasandi punktid ja
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reaalarvude paarid (xy, x2) =x
lihtsalt samastatakse. Reaalar-
vuliste komponentidega paari-
de hulka R X R tédhistatakse
R2. Selles vastavuses vastab
paaridele (py,p2), p1, p2=Q
teatav punktide alamhulk ta-
sandil, mida téahistatakse Q2.
Selgub iihtlasi, et hulka Q2vdib
vaadelda kui teatavat kahe- Joonis 8.
mootmelist vektorruumi.

Uldiselt vaatleme n-mootmelist vektorruumi Vo(K) iile
suvalise korpuse K. Selle elemente nimetame jillegi punktideks.
Olgu ey...e, selle vektorruumi mingi baas. Siis saab vektor-
ruumi iga elemendi x = V#(K) iihesel viisil avaldada kujul

(I/,.Iz) =X

x=2x1s+ ... + xnen, kus iga x; = K. (1)
Korraldame vastavuse
X> (X, -.., Xn).

Valemist (1) on ndha, et V»(K) elementide x ja «n-ikute»
(%1, ..., xn), kus x; = K, vahel tekib {iksiihene vastavus x ¢»
«>(x1, ..., Xn). Vektorruumi Vn»(K) punkte voib saadud iiks-
ithese vastavuse tottu samastada K» elementidega x= (x4, ...,
xn). Edaspidi konelemegi ruumist K» ja tema punktidest x =

= (X1, ..., %n). Erijuhul n=2 rdidgitakse tasandist K% ja selle
punktidest.
Vaatleme niifid ruumi K»*.. Selle ruumi nullpunktist (0, ..., 0)

erinevate punktide hulga tdhistame (Kn*)*. Korpuse K nullist
erinevate elementide hulga tdhiseks olgu K*. Defineerime ruumi
(Kn*)* punktide korrutamise korpuse elementidega jargnevalt.
Kui k= K* ja (%o, ..., xn) = (KnH)* siis loeme, et

k- (%0, ..., xp) = (kxo, ..., kxy).

Me nédeme, et (K*™)* punktide korrutamine K* elementidega
annab meile jallegi (K»™)* punktid. Seega oleme defineerinud
kompositsiooni (&, x) > kx, s. o. kujutuse

K* >< (K‘n+l)* > (Kn+1) *

See kompositsioon voimaldab punktihulgal (K»*)* 1dbi viia

jdrgmise klassijaotuse. Loeme punkte x = (xo, ..., X») ja y=
= (Yo, ..., Yn) ekvivalentseteks, kui leidub k2 & K*, nii et x=
= Fky, s. 0. kui xo=~kyo, ..., Xn=FKYn. Tahistame saadud ekviva-

lentsuse tdhega &. Koik omavahel ekvivalentsed punktid loeme
iihte klassi kuuluvaiks. Me saame punktihulgal (K»*)* klassi-
jaotuse, mille klasside hulka (K"*1)*/& nimetatakse n-mootme-
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liseks projektiivseks ruumiks P, (K). Ekvivalentsi & klasse (s.o.
ruumi  Pn(K) punkte) voib, nagu ndha, télgendada null-
punkti lidbivate sirgetena ruumis K»*. Erijuhul, kui K=R ja
n=2, annab see algebraline konstruktsioon tavalise projektiivse
reaaltasandi 5, nii et meil on tegemist projektiivse tasandi moiste
iildistusega suvaliste korpuste ja suvalise mootme juhule. Pro-
jektiivsete ruumide P, (K) vaatlemist nouavad meilt diofantilise
geomeetria iilesanded.
(Jargneb)

KUIDAS PUUDA KORBES LOVI?

Lisaks «Matemaatika ja kaasaja» lugejatele juba tuntud lovijahi teoree-
tilistele meetoditele (vt. Matemaatika ja kaasaeg, I, lk. 12—13) esitame veel
moned jahimeetodid raamatust «®usuku wyTtar», M., 1966.

Projektiivse geomeetria meetod. Uldsust kitsendamata voime korbe lugeda
tasandiks. Projekteerime tasandi sirgele, sirge aga puuris asetsevasse punkti.
Siis projekteerub ka 1ovi samasse punkti.

Ridade teooria meetod. Teeme loomuliku eelduse, et korb on separaabel
ruum. Siis ta sisaldab koikjal tiheda punktihulga, millest voib valida suva-
liseks punktiks koonduva jada. Valime jada, mille piirvddrtuseks on lovi
asukoht. Seejdrel votame kaasa vajaliku varustuse ning hiilime modda neid
punkte 1ovini ja piliiame ta kinni.

Topoloogia meetod. Mirgime, et 16vi keha sidusus pole kindlasti viiksem
kui toori sidusus. Paigutame korbe neljamootmelisse ruumi. Selles ruumis
voib teatavasti 1ovi pidevalt deformeerida nii, et peale tagasitoomist kolme-
mootmelisse ruumi osutub 10vi sOlme seotuks. Et selline 16vi on abitu, siis
ei paku tema kinnipiiiidmine enam raskusi.

Kompleksmuutuja funktsioonide teooria meetod. Vaatleme 16vi analiiiitilise
funktsioonina f(z) ning kirjutame integraali

1 f(2)

— | X

27 A z-—7y

kus C on korbe piirav kontuur, aga p punkt, milles asub puur. Peale integ-
reerimist saame [(p), s. t. 16vi on puuris.

Toéeniosusteooria meetod. Alati on olemas positiivne (nullist erinev)
toendosus selleks, et 16vi on juba puuris. Juhul, kui 16vi pole puuris, vaatleme
sirget, mis ithendab 16vi ja puuri. Lovi liikurnist v6ib vaadelda osakese
juhusliku ekslemisena sellel sirgel. Et osake 1dbib (tGeniosusega 1) 16pmatu
arv kordi koiki selle sirge punkte, siis satub ta ka lopmatu arv kordi puuri.
Tema tabamiseks tuleb puur vaid Odigeaegselt sulgeda.

Termodiinaamika meetod. Paigutame 1ibi korbe poolldbilaskva kile, mis
laseb 14bi koike peale 16vide. Selle abil onnestubki 1ovi tabada.

Teoreetilise fiiiisika meetod. Teatavasti on metsikud 18vid kérbes mitte-
vaadeldavad. Jérelikult on kdik korbes vaadeldavad 16vid tehislvid. Et vii-

maste piiidmine ei valmista pohimottelisi raskusi, siis jitame selle lugejale
koduseks {ilesandeks.

5 Vt. kiicsolev kogumik, 1k. 16.
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PILK GRAAFITEOORIASSE

M. Koit

Kiillap teab igaiiks oma kogemustest, et joonist kasutades
osutub iithe vo6i teise probleemi lahendamine sageli hoopis hdlp-
samaks. Paber ja pliiats kdepdrast, kujutame juba harjumus-
likult - punktide voi sooridena asulaid, inimesi, keemiliste ele-
mentide aatomeid — olenevalt sellest, missuguse iilesande juures
parajasti pead murrame — ja i{ihendame neid joontega, téhis-
tades niiviisi nende objektide vahelisi seoseid. Selliseid skeeme
voib kohata mitmel pool ja vdga mitmesuguste nimetuste all:
vooluahelad, vorgud, diagrammid, genealoogilised graafid jms.

Arvestades niisuguste skemaatiliste jooniste iildkasutatavust,
kerkis loomulikult vajadus nende ldhemaks uurimiseks. Nii kuju-
neski uus matemaatika distsipliin — graafiteooria.

Graafiteooriale pani tegelikult aluse juba L. Euler oma
1736. a. ilmunud t66s. Esialgu suhtuti uue teooria algmetesse
agg flisna umbusklikult, sest pika aja viltel leidsid graafid
rakendamist pohiliselt vaid meelelahutustes (iilesanne Konigs-
bergi sildadest, malendite paigutamine, ratsukdiguga liiku-
mine jms.). Kéesoleva sajandi alguseks kerkis aga esile terve
rida teoreetilise ning praktilise tdhtsusega probleeme, mis olid
otseselt voi kaudselt seotud graafidega — selliseid probleeme
tekkis nii keemias, elektrotehnikas, sotsioloogias kui ka algebras,
topoloogias ja hulgateoorias. Termin «graaf» sai {ildtunnustatuks
parast D. Konigi monograafia ilmumist 1936. a., kus abstraktselt
vaadeldakse graafe kui iseseisvaid matemaatilisi objekte. Oieti
oli just see t66 aluseks iihtsete meetodite viljatoétamisele graa-
fiteoorias ning tema edasisele tulemusrohkele arengule.

Kiesolevas artiklis tutvustamegi moningaid lihtsamaid mois-
teid, mille teadmine voOiks eelneda graafiteooria siivendatud
tundmaoppimisele.

1. Mis on graaf? Toimugu mingis asutuses maleturniir.
Piifiame joonisel kujutada voistluste kdiku. Seame igale vaoistle-
jale vastavusse ithe punkti tasandil ja iihendame joonega need
punktipaarid, mis vastavad omavahel juba vobistelnud maéngija-
tele. Voime eeldada, et objektiivsuse huvides peab iga vdistleja
iga iilejaddanud voistlejaga mingima kaks méingu. Mingiks tdht-
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ajaks loppenud kohtumist kujutab siis skeem joonisel 1. Niisugune
skeem ongi graaf. Ta koosneb punktidest, mida nimetame graafi
tippudeks, ja neid ilihendavatest joontest — graafi kaar-
test. ’

Uldiselt: iitleme, et on antud graaf G= (X, U), kui on
antud

1) mittetiihi (tippude) hulk X,

2) paaride u= (x,y) (kaarte) hulk U, kus x=X, y=X.
(Eeldame, et iga tipupaari iihendab iilimalt loplik arv kaari.)
Hulk X voib olla lopmatu — siis koneldakse 1o0pmatust graafist.
Edaspidi vaatleme siiski pohiliselt l6plikke graafe.

Huvitagu meid toodud néite puhul niiiid ainult vdistlejate
b, ¢ ja d omavahelised mangud. Joonisel 1 vastab neile nn.
alamgraaf (limbritsetud punktiiriga).

Graafi (X, U) alamgraafiks nimetame graafi (4, Ua),
kus A on tippude hulga X mingi alamhulk ja U, kbigi niisuguste
kaarte (x,y) = U hulk, mille mélemad tipud x ja y kuuluvad
hulka A.

Graafi (X,Y) osagraafi all mbdistame graafi (X, U’), kus
U < U, s. t. graafi, milles osa lihtegraafi (X, U) kaartest on
dra jéetud.

Joonisel 1 nédidatud graafi iiheks osagraafiks on nditeks
graaf, mis vastab olukorrale, kus iihelgi vbistlejal ei ole peetud
rohkem kui itks mdng. Samal ajal on joonisel toodud graaf oma-
korda kogu turniiri 16pptulemust kujutava graafi osagraafiks.

Graafina voib vaadelda ka ENSV koigi maanteede kaarti.
Selle iiks alamgraaf on Tartu rajooni maanteede kaart, osa-
graaii moodustavad aga nditeks ENSV koik I klassi maanteed.

Utleme, et kaarte jada u=/[u, us, ...] on tee graafis (X, U),
kui igal ldhispaaril selles jadas on thine tipp. Kui #; = (%3, Xit1),
siis tdhistame teed ka u= (x1, X2, ...). Rohutame, et tee voib
koosneda ka ainult iihest kaarest.

Kontuuriks nimetame I6plikku teed u= (x1, x2, ..., Xn),
kus algustipp iihtib 1opptipuga: x1 = x». Kontuuri saab moodus-
tada ka ainult {iks kaar (x,x) — nn. silmus.

Joonisel 1 kujutatud graafis leidub niiteks tee (f, a, b, ¢, d);
(b, ¢, d, b) on aga kontuur.

Utleme, et graaf (X, U) on sidus, kui iga tema kahe tipu x
ja y korral voib leida tee (x, ..., y). Joonisel 1 kujutatud graaf
on sidus. ENSV koiki maanteid kujutav graaf aga ei ole sidus:
ei leidu maanteede jada, mis iithendaks nditeks Tartut Kingis-
sepaga. Samal ajal koosneb see graaf muidugi alamgraafidest,
mis on sidusad (nn. sidusad komponendid).

Graafi (X, U) kaarte hulk U vbib olla ka tiihi. Sel juhul saame
nn. nullgraafi, mis koosneb ainult isoleeritud tippudest.
Nullgraafina vo6ib kujutada niiteks Venemaa raudteede vorku
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Joonis 1. Joonis 2.

1836. aastal. (Esimene raudtee Venemaal — Peterburist Tsars-
koje Selooni — ehitati teatavasti 1837. a.)

Teiseks &ddrmiseks juhtumiks on tdielik graaf, mille iga
kaks tippu on ilhendatud kaarega. Malevoistlusi kujutav graaf
oleks taielik siis, kui iga voistleja oleks juba méanginud vdhemalt
korra igaiihega tilejidnud voistlejatest. Graaf joonisel 1 ei ole
tdielik: nditeks mangija a on kiill kohtunud méngijaga b ja
kaks korda mingijaga f, kuid kohtumised méangijatega ¢, d ja e
seisavad tal veel ees.

Jooniselt 1 paraku ei selgu, missuguse tulemusega I6ppesid
mangud. ‘Puuduva informatsiooni voime suurema vaevata lisada,
kui orienteerime graafi kaared: varustame nad nooltega,
mis on suunatud voitjalt kaotajale. Vastaku vbistluste seisule
vaadeldaval momendil joonisel 2 kujutatud orienteeritud graaf.

Téhistame eristamiseks orienteeritud graafi kaari &= (x> y)
ja kaarte (jdrjestatud paaride) hulka U. Hulk U méiirab tippude
hulga X kujutuse f iseendasse: iga tipu kujutiseks loeme nende
tippude hulka, millesse suunduvad nooled vaadeldavast tipust
-(mone tipu kUJutIS voib olla tiihi hulk). Sellepédrast saame orien-
teeritud graafi defineerida ka kujutuse f kaudu ja vastavalt téhis-
tada (X,[). On selge, et orienteeritud graafi alam- ja osagraafid
on samuti orienteeritud.

Teeks orienteeritud graafis (orlenteerltud teeks) nimetame
kaarte jada [&i, #»,...], kus iga jargneva kaare algustipp iihtib
eelneva kaare 10pptipuga. (Analoogiliselt defineeritakse orien-
teeritud kontuur.) Orienteeritud teed tippude jérgi tdhistades kir-
jutame (x4 —>X2—xz3—...).

Graafis joonisel 2 on iiheks pikemaks orienteeritud teeks
(f—>a—b—e). Mirgime, et vastavas mitteorienteeritud graafis
(joonisel 1) leidub pikem tee (f, a, b, ¢, d). Kinnine tee (b, ¢
d, b), mis on kiill kontuur, ei ole orienteeritud kontuur.
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Kasutatakse graafe, mis sisaldavad samaaegselt nii orientee-
ritud kui orienteerimata kaari. See voimaldab vaadeldud maletur-
niiri néites kujutada ka viigiga loppenud ménge: lepime kokku
ithendada tipud orienteerimata kaarega siis, kui vastavad voist-
lejad maéngivad viiki.

2. Huvitavad jooned graafis. Vaatleme iilesannet, millega
algab esimene graafiteooria-alane t66. See iilesanne on seotud
Konigsbergi sildadega. Konigsbergi linn asus joe kahel kaldal
ja kahel saarel. Erinevad linnaosad olid iihendatud seitsme sil-
laga (joonis 3). Kiisiti, kas saab korraldada niisuguse jalutus-
retke, mis algaks ja 1opeks samas kohas ning mille jooksul ldbi-
taks seitsmest sillast igaiihte tdpselt iiks kord.

Joonis 3.

€9 Joonisel 4 on kujutatud graaf,
mille tippudeks on linnaosad a,
b, ¢, d ja kaarteks nendevahelised
sillad. Euler néitas, et selline
. graaf ei moodusta iihtset kontuu-
g ¢ ri. Uhtse kontuuri korral peaks
igasse graafi tippu sisenema sa-
ma palju kaari, kui sealt viljub,
s. t. graafi igas tipus peaks ole-
ma paarisarv kaari. Et joonisel
4 kujutatud graaf seda tingi-
b ) must ei rahulda, tuleb iilesandes

Joonis 4. esiltatud kiisimusele vastata eita-

valt.

Oma t60s piistitas Euler tegelikult {ildisema probleemi: mis-
sugune graaf on selline kontuur, mis sisaldab graafi koiki kaari
ja igainiht neist tdpselt iiks kord? Niisugust kontuuri nimetame
Euleri kontuuriks.
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Selleks, et graaf oleks Euleri kontuur, peab ta olema 16plik
ja sidus. Samuti on selge, et iga Euleri kontuur peab sisenema
igasse tippu ja vdljuma sellest iiks ja sama arv kordi. Nimetame
mingisse tippu sisenevate vbi sealt vidljuvate kaarte arvu selle
tipu astmeks. Seega: kui graaf on Euleri kontuur, siis peab
graafi iga tipu aste olema paarisarv. Euler toestas, et need tingi-
mused -— graafi 10plikkus, sidusus ja koigi tippude astmete
paarisarvulisus — on {ihtlasi piisavad.

Niitame seda. Oletame, et alustame teed px mingist tipust @ ja jatkame
seda niikaugele kui voimalik, libides iga kord kaare, mida me veel ei ole
ldbinud. Kaarte arv on Ioplik ja sellepdrast 15peb selline protsess kunagi.
Igas tipus on paarisarv kaari, seetdottu on igast tipust, vilja arvatud algus-
tipp, olemas ka véljapdids. Jarelikult peab tee pu loppema tipus a. Kui p sisal-
dab graafi koik kaared, siis ongi ta otsitav. Kui aga leidub tipp b, mis kuulub
kiill teesse g, kuid millest valjuv kaar tees u ei sisaldu, siis saame tingimata
leida ka niisuguse teesse px mittekuuluva kaare, mis siseneb tippu b, sest
koikide tippude astmed on paarisarvud. Alustame niiid tipust b uut teed w,
kasutades ainult neid kaari, mis teesse u ei kuulu. See tee 16peb tipus &. Siis
aga saame moodustada suurema kontuuri: liigume tipust ¢ modda teed kuni
tipuni b, seejdrel ldbime kontuuri x’ ja, péordunud tagasi tippu &, ldbime
iilejddnud osa teest p kuni tipuni a. Kui osutub, et on veel libimata kaari,
voime saadud teed uuesti laiendada, kuni 16puks leiame Euleri kontuuri.

Graaf, mis kujutab mingi néituse plaani, on tavaliselt Euleri
kontuur: ndituseruumidesse voib paigutada mairgid, mis regu-
leerivad nditusekiilastaja liikumist nii, et viimane vaataks iga
eksponaati tdpselt iihe korra.

Terves reas nuputamisiilesannetes on noutud mingi kujundi
joonestamist iithe joonega. Uhtki jooneosa ei tohi seejuures tom-
mata mitu korda, kuid iildiselt ei pea selline joon algama ja
loppema samas punktis. Niisuguse iilesande lahendamine tdhen-
dab mingis graafis tee leidmist, mis ldbiks iga kaare tépselt
iiks kord. Sellist teed nimetatakse Euleri teeks, graafi aga,
mis osutub Euleri teeks, nimetatakse unikursaalseks. Eel-
neva pohjal on lihtne nédha, et graaf on
unikursaalne parajasti siis, kui ta on sidus
ning sisaldab iilimalt kaks paarituastmelist
tippu: iiks neist on Euleri tee algus, teine
16pp.

Joonis 5 kujutab graafi, mis pole Euleri
tee. Teiste sOnadega: seda jdnest ei saa
joonistada iihe joonega, labimata iihtki
kaart iile iihe korra. Seevastu joonisel 6
toodud portreed (ithe vana iilesannete
kogu andmeil kujutavat see Inglise kunin-
gat Edward Kolmandat) on voimalik nii-
viisi joonistada.

Huvi pakub ka jdrgmine iilesanne: leida
graafis tee, mis ldbib graafi iga tippu tép- Joonis 5.
selt iiks kord. Seda nimetatakse Hamil-
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Joonis 6. Joonis 7.

toni teeks. Olgu nditeks vaja ldbida ratsuga kogu malelaud,
viibides igas ruudus iiheainsa korra. See tdhendab teatava
64-tipulise graafi jaoks Hamiltoni tee leidmist. Ulesande {iks
lahendus on nididatud joonisel 7.

Vaatamata analoogiale Euleri teega, on Hamiltoni tee leid-
mine tunduvalt raskem probleem. Saab siiski ndidata, et loplikus
tdielikus graafis eksisteerib alati Hamiltoni tee.

Téestus (Konig). Vaatleme orienteeritud graafi (X, U) (kui tdielikus
orienteeritud graafis leidub Hamiltoni tee, siis leidub see muidugi ka vastavas
orienteerimata graafis). Olgu u=(a;—>a;...—ap) orienteeritud tee, mille
koik tipud on erinevad, ja olgu x tipp, mis ei kuulu teesse w. Niitame, et voib
konstrueerida tee ur= (@1 > a@3~»... > Qr > X > Apy1— ...~ ap). Oletame

viitevastaselt, et ei leidu niisugust naturaalarvu &, 0 < &2 < p, et (an—>x)= U
ja (x— axr)= U. Sel juhul (ar—x)= U korral (x> any) e U, kuid graafi
taielikkuse tottu (arr; —x)= U. Kui ei eksisteeri teed o — (¥ > @y — ... — a5),
siis see tdhendab, et (x»a,)EU, jarelikuit (al—rx)ev ja tehtud oletuse
pohjal (a;—>x)e U. Analoogiliselt jatkates saame, et (z—>xe=0, ...,

(ap —x)= U ning seega eksisteerib tee pp=(a;—>...—>ap—>x). -Saadud
vastuolu niitabki, et v6ib jirk-jirgult konstrueerida tee, mis sisaldab graafi
koik tipud.

Sellest tulemusest vdime niiteks jireldada, et kui vdistlustel itkski kohtu-
mine ei 1ope viigiga, siis saab vdistlejaid alati jirjestada nii, et iga eelnev
oleks voitnud temale vahetult jargnevat.
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3. Puu. Genealoogiline graaf. Nimetame puuks 10plikku
sidusat graafi, mis ei sisalda iihtki kontuuri.

Kui graaf on kiill mittesidus, kuid temas ei leidu kontuure, siis on iga
tema sidus komponent puu; niisugust graafi nimetatakse metsaks.

Puuna saab kujutada néaiteks ametialast hierarhiat, kui iihen-
dame kaarte abil iga iilemust tdhistava tipu tema vahetutele
alluvatele vastavate tippudega. Toepoolest: kui niisuguses graafis
oleksid kontuurid, siis voiks see viia vasturddkivate korral-
dusteni.

Lihtsaim puu koosneb kahest tipust ja {ihestainsast neid
ithendavast kaarest. Suvalise puu saame sellest ldhtudes konst-
rueerida, lisades jédrjest kaari. Iga kord, kui lisame iihe Kkaare,
lisandub ka tipp, jdrelikult on n tipuga puul n—1 kaart.

Olgu néiteks tegemist n linnaga, mis tuleb omavahel iihen-
dada naftajuhtmete vorguga. Iga linnade paari jaoks olgu teada
ka neid ithendava juhtme maksumus. Odavaima vorgu graaf peab
olema puu, sest kui ta sisaldaks kontuuri, voiks eemaldada selle
kontuuri iihe kaare, ja linnad oleksid ikka iihendatud. Jéarelikult
tuleb n linna ilhendamiseks ehitada n—1 juhet. Otsitava puu
voib moodustada nii, et kdigepealt paigaldame juhtme, mille mak-
sumus on koige vaiksem. Igal jidrgneval sammul lisame puule
odavaima liillidest, mis ei tekita kontuuri (kui on mitu sellist
liili, siis valime neist suvalise).

Huvi pakub veel iiks eriliik orienteeritud graafe, mis ei sisalda
kontuure — nn. genealoogilised graafid. Nimetus
on tulnud sellest, et neid kasutatakse sugupuude uurimisel. Kaar
(a— b) sellises graafis néitab, et b on a poeg voi tiitar. Et igal
indiviidil on kaks vanemat, isa ja ema, siis peab igasse tippu
iildiselt sisenema tédpselt kaks kaart (joonis 8). Meie teadmised
viga kaugete esivanemate kohta on tavaliselt ebatdielikud ja
seetottu jouame graafi koostamisel 16puks olukorranmi, kus me ei
tea kas iht v6i molemat vanemat. Sel-
lepédrast lepitaksegi kokku, et genea- ‘
loogilise graafi igasse tippu siseneb @ g
kas kaks kaart voi vidhem. ’

Olgu antud niisugune orienteeritud
graaf, kus igasse tippu siseneb iili-
malt kaks kaart. Kas voib lugeda seda
graafi genealoogiliseks, s. t. kas saab
tema tipud jaotada kahte klassi —
isade klass / ja emade klass E — nii,
et iga tipu jaoks moodustaksid kaks
temasse sisenevat kaart joonisel 8 ndi-
datud kujundi, kusjuures ae/ ja

a’ e E? Jooniselt 9 ndeme, et alati ei b
ole see voimalik. Oletame naiteks, et
as kuulub isade klassi /. Siis peab Joonis 8.
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Joonis 9. Joonis 10.

a; kuuluma Kklassi E, sest tema laps b; on iihtlasi ka a; laps.
Seega b3 on by poolvend vdi pooldde: neil on iihine ema a.. Selle-
pérast peab a3 kuuluma klassi /. Niiiid aga selgub, et b, molemad
vanemad — a; ja as — kuuluvad klassi /. Analoogiliselt jouame
vastuoluni, kui oletame, et as kuulub klassi E.

4. Tasandiline graaf. Olgu antud kolm Ilinna a, b ja c,
nende iihine veetorn d, gaasitehas e ja elektrijaam [ Iga
linn olgu iihendatud iga varustusallikaga. Kas saab kujutada
joonisel linnu, varustusallikaid ja {ilekandeliine nii, et {ikski
joontepaar ei Idikuks mujal kui lopp-punktis? Vahetud katsed
néditavad, et alati saab kiill joonestada kaheksa mitteloikuvat iile-
kandeliini, iiheksas aga loikab vdhemalt f{ihte eelmistest (joo-
nis 10).

Nimetame graafi, mida saab joonestada tasandile nii, et tema
kaartel ei ole graafi tippudest erinevaid 16ikepunkte, tasandi -

liseks. Graaf joonisel 10 ei

d b ole seega tasandiline (kui ka
punktiiri (e, ¢) lugeda kaa-
reks).

Sama graafi saab kujutada
veel teisiti (joonis 11). Kaarte
16ikepunkt kuusnurga tsentris

a e ei ole graafi tipp: voime kujut-
leda, et selle punkti ldbivad
kaared iiksteise kohal,

Ka iga linna teede kaarti ei
saa pidada tasandiliseks graa-
fiks: kui loeme graafi tippudeks

' ¢ teede niisugused ristumiskohad,
milles saab iihelt teelt teisele
Joonis 11. tile minna, siis voivad ju kaa-
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Joonis 12. Joonis 13.

red loikuda ka tippudest erinevates punktides — kohtadel, kus
itks tee kulgeb teise all, nditeks tunnelis.

Tasandiline ei ole ka viietipuline téielik graaf (joonis 12).

Kuidas me ka tasandil seda graafi ei joonestaks, peavad tema tipud
moodustama kontuuri (graaf on tiielik). Kaare (e, c¢) kujutamiseks on kaks
voimalust: kas paigutada ta sisse- voi viljapoole kontuuri (a, 6, ¢, d, e).
Oletame, et tombasime selle kaare kontuuri sees. Tipp b peab olema iihen-
datud tippudega e ja d. Loikumiste viltimiseks tombame kaared (b, e) ja
(b, d) viljapoole kontuuri. Kaar (¢, e) vdib seega asuda ainult kontuuri sees,
sest vastasel korral 16ikuks ta kaarega (b, d). Kui niiiid viimase kaare (a, d)
tombame viljaspool kontuuri, siis 16ikub ta kaarega (b, e), kui aga seespool,
siis kaarega (c, e) (joonis 13).

Kui tahame vélja selgitada, kas antud graaf on tasandiline,
siis saame sageli kasutada joonistel 11 ja 12 kujutatud mitte-
tasandilisi graafe.

Graafi mingitele kaartele lisatippude paigutamist nii, et
nende kaarte asemel tekivad mitmest kaarest koosnevad teed,
nimetatakse graafi laiendamiseks. Umberpoordult: kui
graaf sisaldab niisuguseid elementaarseid teid, mille vahepealse-
test tippudest ei ldhtu teisi kaari, siis seda graafi saab .ahen-
dada niisuguseks graafiks, millel elementaarsed teed on asen-
datud kaartega. )

Antud moisted vdimaldavad sonastada jdrgmise viite: graaf
on tasandiline parajasti siis, kui ta ei sisalda iihtegi niisugust
graafi, mida saaks ahendada joonisel 12 esitatud viisnurkseks
graafiks vdi joonisel 11 esitatud kuusnurkseks graafiks.

Graafi tasandilisuse probleem kerkib néiteks siis, kui koos-
tame algoritmide blokk-skeeme?!: kas saab antud blokk-skeemi
joonestada nii, et blokke iithendavad nooled ei 16ikuks? Iga blokk-

I Vt. U. Kaasik. Algoritmide blokk-skeemid. — Matemaatika ja kaas-
aeg, V, lk. 24—36. Koik seal toodud blokk-skeemid osutuvad -tasandilisteks.
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algus

Votla worvist juhuslixult
UKS oun
Joh | Kas xées olev éun er
on suur
Kas xdes olev oun on Kos xd'es olev oun on
ussitonud 2 punaposkne ?
er yab er Jah
Panno oun _ Ponno 6un
tagasr xorve loskusse
Kas loswus on ’_
Jubo 2 ouno ? | e;
jo/) ‘
lopp
Joonis 14.

skeemi vdime kujutada orienteeritud graafina, mille tippudeks on
blokid ning kaarteks blokkide {ihendusnooled. Blokk-skeem joo-
nisel 14 kirjeldab nditeks lapse tegevust, kes tahab votta korvist
kaks tema arvates maitsvat ouna. See graaf ei ole tasandiline,
sest seda saab ahendada mittetasandiliseks kuusnurkseks
graafiks.

5. Graafiteooria pohilised arvud. Igal geograafilisel (poliiti-
lisel) kaardil virvitakse ko&ik riigid nii, et mneid saaks
liksteisest eristada. Missugune peaks olema vahim hulk varve,
millest piisaks suvalise geograafilise kaardi varvimiseks? Laialt
on tuntud hiipotees, et piisab neljast varvist. Kuigi nelja vérvi
probleem on matemaatikute uurimisobjektiks juba terve sajandi
viltel, ei ole siiani onnestunud seda hiipoteesi tdestada.2

See probleem andis tGuke graafiteoorias uute moistete sisse-
toomiseks ja mitmete tdhtsate tulemuste saamiseks.

2 Lahemalt vt. J. Gabovit3 'Nelja virvi probleem. — Matemaatika ja
kaasaeg, IV, k. 9—17. ’
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Olgu antud naturaalarv p. Utleme, et graal G on p-kromaati-
line, kui tema tippe saab vérvida p erineva vérviga nii, et tikski
kaarega ithendatud tipupaar ei ole sama vérvi. Vahlmat arvu p,
mille korral G on p-kromaatiline, nimetatakse selle graafi kro-
maatiliseks arvuks ja tihistatakse 7(G).

" 'Graafi kromaatilise arvu leidmisel vo6ib kasutada jargmist mottekaiku.
Oletame, et graafi tipud on juba vérvitud vérvidega 1, 2, ..., p, kusjuures
naabertipud (s. t. kaarega iithendatud tipud) on alati erinevat virvust. Piiilame
korvaldada mingi vdrvi (nimetame seda virvi kriitiliseks). Selleks fikseerime.
kbigepealt mingi iihe tipu x, mis on seda kriitilist vdrvust. Votame veel vaat-
lusele ainult mingi kahe mittekriitilise virviga (olgu need j ja k) tippe sisal-
dava alamgraafi. Olgu selle alamgraafi sidusad komponendid Ci*, Cyi*, ...
Kui nendesse komponentidesse kuuluvad tipud, mis samaaegselt osutuvad tlpu
x naabertippudeks, ei ole kahte erinevat virvust, siis saame tipu x virvust
muuta: votame eraldi iga komponendi C;i*, milles sisalduvad tipu x naaber-
tipud on kdik virvitud nditeks virviga j, ning vahetame selles komponendis
virvid j ja k (jdttes muutmata teiste tippude varvuse). Lopuks virvime tipu x
vérviga |.

Vaatleme niilid orienteeritud graafi G = (X,f). Nimetame
hulka Sc X seesmiselt stabiilseks, kui selle hulga
iikski tippude paar ei koosne ldhistippudest, s. t. kui3 fSNS = .
Téhistame koikide graafis leiduvate stabiilsete hulkade Kklassi
siimboliga _S. Ilmselt & = S (nditeks téielikus graafis ongi tiihi
hulk ainsaks seesmiselt stabiilseks hulgaks, sest iga kaks tippu
on ldhistipud). Samuti on lihtne niha, et

kuiSeS ja AcS, siis AeS.

Leiame klassis .S maksimaalse voimsusega hulga. Selle hulga
voimsust nimetatakse graafi G seesmise stabiilsuse
arvuks ja tdhistatakse siimboliga «(G):
a(G)=max|S|,
Se

kus |S| on hulga S voimsus, s. t. elementide arv hulgas.
Graafi seesmise stabiilsuse arvu
otsimisele taandub niiteks Gaussi iiles-
anne kaheksast lipust: kas malelauale
saab paigutada kaheksa lippu nii, et
iikski neist ei tulistaks iihtegi teist?
Selle selgitamiseks vaadeldakse graa-
fi, millel on 64 tippu (malelaua
ruudud), kusjuures yEFx kui ruudud
x ja y on erinevad ja asuvad samal
vertikaalil, horisontaalil voi diagonaa-
lil. Osutub, et vastus kiisimusele saa-
dakse jaatav ning iilesandel on kok-
ku koguni 92 lahendit (iiks lahend
on kujutatud- joonisel 15). Joonis 15.

3 Siimboliga & tahistame tithja hulka.
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Mirgime, et graafi kromaatiline arv 9(G) ja seesmise stabiilsuse arv a(G)
on seotud vdrratusega
a(G)-7(G) > 1X].

Toepoolest, tippude hulga X voib tiikeldada p(G) seesmiselt stabiilseks alam-
hulgaks (ithte alamhulka tihendame koik sama virvusega tipud). Iga niisuguse
alamhulga voimsus m; (i=1,2, ..., p(G)) ei iileta muidugi seesmise stabiil-
suse arvu a(G). Seega on hulga X voimsus:

[X|=mi+me+ ...+ mye < p(G) a(G),
millega saimegi ndutud vérratuse.

Utleme, et hulk T< X on vidliselt stabiilne, kui
graafi (X,f) iga tipu x korral, mis ei kuulu hulka T,

fan#Qv

s. t. kui T sisaldab iga T-sse mittekuuluva tipu ldhistipu.

Olgu <7 graafi valiselt stabiilsete hulkade klass. Mirgime, et
kui T ja A>T, siis ka A =Z. Leiame klassist <Z mini-
maalse voimsusega hulga ja nimetame selle hulga voimsust
graafi vdlise stabiilsuse arvuks (tdhistame 8(G)):

B(G)=min]T|.
Tex

Graafi vilise stabiilsuse arv tuleb médrata nditeks jargmise
{ilesande lahendamisel: mitmest valvurist piisaks vanglas, mille
plaan on kujutatud joonisel 16? Graafi tippudeks on siin kongid.
Tippu y loeme tipu x kujutiseks siis, kui kongi x ees seisev valvur
nédeb ihtlasi, mis toimub kongis y. (Iga kaar joonisel asendab
kahte vastassuunalist kaart.) Minimaalse véiliselt stabiilse hulga
moodustavad tipud x» ja xs. Seega B(G)=2, mis ongi {ilesande
lahendiks. v

Vaatleme graafi jeonisel 17. Tipud a ja e moodustavad selles
minimaalse viliselt stabiilse hulga. Paneme aga tédhele, et see

Is

Joonis 16.
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hulk on iihtlasi seesmiselt stabiilne. Niisugust hulka S — X, mis
on iiheaegselt nii seesmiselt kui véliselt stabiilne, nimetatakse
graafi tuumaks.
Graafi tuuma mbiste toodi sellisel a

kujul esmakordselt sisse méanguteoo-

rias. Orienteeritud graaf (X,f) voimal-

dab nimelt kirjeldada kahe isiku maén-

gu, mille seisudeks on graafi tipud. , b
Algustipp xo leitakse loosiga ja vastased

mangivad kordamooéda: algul valib

esimene mingija tipu x; hulgas fxo,

seejdrel teine méngija tipu x. hulgas

fxi, siis jélle esimene mangija tipu xs

hulgas fx, jne. Mingija, kes esimese- ¢
na valis niisuguse tipu x,, mille korral d
[xn =, on voéitnud. Joonis 17.

Osutub, et kui graafil on fuum
S ja iiks maéngijatest wvalis tipu
tuumas, siis selline valik kindlustab talle voidu voi vdhemalt viigi
(s. t. olukorra, mil kumbki méingija ei suuda vodita). Toepoolest,
kui esimene méngija valis tipu x; = S, siis kas fx1= J (sel juhul
on esimene maingija voitnud) voi teine méangija on sunnitud
valima tipu x, hulgast X\ S ja jdrgmisel kdigul voib esimene
mangija tipu x; valida jalle tuumast. Kui mdng mingil momendil
Iopeb, siis osutub voitjaks esimene mangija, kui aga ei lope,
siis on vastastel moistlik leppida viiki.

6. Transpordivorgud. Mitmesuguste transpordiprobleemide
geomeetriline uurimine on arendanud graafiteoorias omaette
suuna, mis voimaldab lahendada mitte ainult transpordi-
iilesandeid, vaid ka paljusid puhtmatemaatilisi {ilesandeid.

Transpordivorguks  nimetame I6plikku silmusteta
graafi (X,f), mille igale kaarele on vastavusse seatud tiisarv
c(@) > 0 (kaare @ labilaskevoime) ja millel:

1) eksisteerib parajasti {iks niisugune tipp xo, et fxo=
(vorgu sisend);

2) eksisteerib parajasti iiks niisugune tipp 2, et fz = (vorgu
viljund).

Olgu U= tippu x sisenevate ja U sellest tipust viljuvate
kaarte hulk. Utleme, et kaarte hulgal U defineeritud tdisarvuliste
vairtustega funktsioon ¢(&4) on voog vaadeldavas transpordi-
vorgus, kui:

1° (@) =0 iga & = U puhul;

2° X o(a)— X @(a)=0 iga x 5= xo, X %+ 2 puhul;

aevs  ueUt

3° @p(a) < c(a) iga a< U puhul.
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Funktsiooni ¢(#) vairtust voib tolgendada ajaithikus modda
kaart 4 =(x—y) tipust x tippu y voolava ainehulgana, mis on
mittenegatiivne (tingimus 1°) ega iileta kaare & lidbilaskevdimet
(tingimus 3°). Sealjuures igas tipus x, mis ei ole sisend x, ega
vidljund z, vordub sissevoolava aine hulk véiljavoolava aine hul-
gaga (tingimus 2°).

Tingimusest 2° jareldub, et

Seuw= 3 p(u)=g,

. = ¥
ueU, usUxy

s. t. védljundisse z voolava aine hulk ¢, (nn. voo suurus) on
vordne sisendist xo vdljavoolava aine hulgaga.

Kuidas mdéirata antud transpordivorgu suurimat voimalikku
voogu? Selline iilesanne kerkib nditeks siis, kui tegeleme mingite
punktide vaheliste kaubavedude organiseerimisega. Vaatleme
konkreetsuse mottes jargmist situatsiooni. Kaevandatagu punkti-
des x4, X2, ..., X, mingisugust maavara, mille jirele olgu noud-
mine punktides y1, Y2, ..., ym. Varu punktis x; olgu b;, vajadus
punktis y; aga d;. Tahistame siimboliga ¢;; maavara koguhulga,
mida vGib vedada punktist x; punkti y; suunduv rong. Kas saab
rahuldada koiki vajadusi ja kuidas planeerida vedusid?

Uhendame punkti x; punktiga y; kaare abil, mille ldbilaske-
voime on cj. Seejdrel iihendame vabalt voetud sisendi xo iga
iilejddnud punktiga x; kaare abil, mille ldbilaskev6ime olgu by,
ja lopuks iga punkti y; vabalt valitud véljundiga z kaare abil,
mille ldbilaskevoime olgu d;. Kui nii saadud transpordivorgus
osutub voo suurus ¢, maksimaalseks, siis ¢ (x;, y;) tdhendab maa-
vara hulka, mis tuleb vedada punktist x; punkti y;, et rahuldada
vajadusi suurimal maiéaral. Joonis 18 vastab olukorrale, kus n=2
ja m=4; labilaskevoimed on mérgitud vastavate kaarte juurde.

Yy

Joonis 18.
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On vilja téotatud mitmeid iildisi algoritme suurima voo leid-
miseks. Kirjeldame neist {iht lihtsamat. ’

Olgu transpordivorgus leitud mingi voog ¢(x,y), mille suu-
rust @, me piiiilame suurendada.

1. Utleme, et kaar & on kiillastatud, kui ¢(2)=c(a)-
Voogu nimetame tdielikuks, kuiiga tee sisendist xo véljun-
disse 2z sisaldab vdhemalt {ihe kiillastatud kaare. Kui voog ei ole
taielik, siis leidub tee w, mille koik kaared on mittekiillastatud.
Vottes niiiid

¢ (@) =@(a)+ 1, kui & & u;
¢ @) =g(@), kuiideg,
saame uue voo ¢, mille suurus
=@+ 1> @.
Seda protseduuri korrates saab iga voo muuta téielikuks.

2. Olgu niitid ¢(x,y) tdielik voog. Hakkame jark-jargult
madrkima graafi neid tippe, mille kaudu vaib veel suunata tdien-
dava fihiku veoseid. Koigepealt mirgime sisendi xo mirgendiga
0. Eeldades niiiid, et graafi tipud on kuidagiviisi varustatud indeksi-
tega ja et tipp x; on juba maérgitud, tdhistame mdirgendiga i
koik need veel maéirkimata tipud y, mille jaoks (x;—y)e=U ja
@(xi, y) << ¢(xi,y). Mirgendiga —i aga tdhistame koik niisugu-
sed veel méirkimata tipud y, mille korral (y—xi))= U ja
@(y,x:)> 0. Kui sellise protsessi kdigus jouame 1opuks olukor-
rani, kus viljund z osutub maérgituks, siis eksisteerib vdhemalt
iiks tee p sisendist xo véljundisse 2z, mille koik tipud on erinevad
ja (tdpsusega kuni mérgini) méargitud eelnevate tippude indeksi-
tega. Suurema voo saamiseks votame

¢’ (@) = p(a), kul deu;

@ (2)=@(@)4- 1, kui Z = u ja tee ldbimisel sisendist xo vil-
jundisse z liigutakse mooda kaart & tema orientatsiooni suunas;
@' (@)= gp(a)—1, kui kaar # ladbitakse tema orientatsiooni
vastassuunas.

Lihtne on veenduda, et voog ¢’(#) osutub esialgsest suure-
maks, nimelt B

¢P,z=(,vz+ 1.

3. Kui mingisugust voogu ¢° on vdimatu suurendada eelmises
punktis antud meetodil, siis see voog ongi suurim. Toepoolest,

olgu A = X mirkimata tippude hulk. Et x4 ja ze< A, siis
0= 3 o°(W— X o= I c(@)—0=rc(Ua.
usUa usUa ueslUa
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Seega antud transpordivorgu jaoks
max ¢, = min ¢(U.).

P xsA

zeA
Sellega 10petame pogusa iilevaate graafidest. Kui toodud
ndited — enamasti kiill mangude ja meelelahutuste vallast —

jatsid mulje, nagu oleks graafiteooria rakendusala sellega
ammendatud, siis see arvamus on ekslik. Hoopis vastupidi:
jirjest kasvab nende teadusharude arv, mis hakkavad kasutama
graafiteooriat. Siia kuuluvad juba majandusmatemaatika, mate-
maatiline lingvistika, algoritmide teooria. Muidugi toob rakenda-
misvoimaluste laienemine kaasa uusi probleeme, mis ootavad
lahendajaid.

Rakendusala avardumisega kaasneb iihtlasi graafiteooria enese
kiire areng, mis voimaldab leida siigavaid seaduspéirasusi nili-
selt kiillaltki erinevate objektide vahel. Pohjalikuma iilevaate
saamiseks graafiteooriast voib soovitada niiteks jargmisi raa-
matuid.

1. O. Ope. I'padp u ux npuMenenue. M., 1965. .

2. K. Bepx. Teopus rpados u ee npumenenus. M., 1962.

VOTMETEOORIA
Tdeleid Roosinupp

0. Sissejuhatus.

On tehtud {isna mitmeid ildise votmeteooria loomise katseid (vi. nditeks
«Pusukn mytats, M., 1966, lk. 129—132), kuid kahjuks mitte kiillalt korgel
teaduslikul tasemel. Selle puuduse korvaldamiseks ongi moeldud kaesolev
artikkel, milles esitatakse taielik aksiomaatiline votmeteooria voimalikult
populaarses vormis.

Et matemaatilise teksti kirjapanemise reeglid (vt. Matemaatika ja kaasaeg,
XI, . 1k. 15—16 ja lk. 101—102) nouavad sisuliselt tarbetute sonade, valemite,
viidete ja muude selliste atribuutide kasutamist, siis ranges kooskolas nende
nouetega on ka kidesolevale populaarsele artiklile viliselt traditsioonilise aksio-
maatilise teooria ilme antud.

Votmeteooria suurt rahvamajanduslikku tahtsust pole vist vaja siinkohal
eriti rohutada — see peaks lugejale niigi selge olema. Rohutame ainult, et
nailiselt lihtsamat tiiiipi votmetega on kaesolevas artiklis piirdutud iksnes
esituse populaarsuse huvides. Vajalike iildistuste tegemine ei tohiks asjast-
huvitatud lugejale nimetamisvaarseid raskusi valmistada. '

1. Pohimoisted.

1.0. Definitsioonid.

Voti on raudvarras, mille kiiljes paiknevad muugid (mitte segi ajada
muukrauaga, sest see moiste pole matemaatiline ning jarelikult siin
kasitlemisele el kuulu).
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KANG ANTIKANG
MUUK ANTIMUUK / ANTIAVA \
\ N AN Va
n_ L g\ B {
I J N ‘1
N\
VARRAS LUKUAUK

vOTI LUKK

Luku pohiosaks on lukuauk, mille sees leiduvad avad (uuemad
uurimused on veenvalt toestanud, et augu sees vdivad avad olla, aga vastu-
pidi mitte) ja avade taga kangid.

Nii votme vardal kui ka lukuaugul on fikseeritud kindlad kohad —
positsioonid, kus iildse vdivad paikneda vastavalt muugid v&i avad.
Positsioonide arv n olgu fikseeritud, kusjuures positsioonid on nummerdatud
naturaalarvudega, niiteks vasakult paremale (vi. joonis; samalt jooniselt voib
veel niha, et lukuauk on tdpselt sama pikk kui votme varras! ja positsioonid
asetsevad neil tédpselt kohakuti).

Kui monel positsioonil puudub muuk (ava), siis iitleme, et seal paikneb
antimuuk (vastavalt antiava). Kui mone ava taga ei ole kangi, siis
iitleme, et seal on antikang.

Votme keeramisel lukuaugus ulatuvad muugid 1dbi avade ja lii-
gutavad avade taga olevaid kange.

1.I. Aksioomid.

1.1.1. Selleks, et antud voti antud lukus pdd6rduda saaks, peavad

lukul olema avad vihemalt nendel positsioonidel, kus votmel on muugid
(teisiti Geldes: luku iga antiava koha] peab votmel olema antimuuk).
. 11.2. Selleks, et antud lukk antud votmega avaneks, peab see voti
Tukus podrduma, kusjuures luku iga kangi peab liigutama vastava positsiooni
kohal paiknev muuk (nditeks joonisel olev lukk avaneb joonisel oleva
votmega).

1.1.3. Selleks, et lukk oleks iildse avatav, peab iga tema antiava taga
paiknema antikang.

1.1.3.1. Et praktikas pakuvad huvi vaid avatavad lukud, siis edaspidi
nimetame lukkudeks iiksnes neid.

12, Tihistused. .
Seame igale votmele vastavusse iiherealise maatriksi

Ve= (my my ... my),

kusjuures m; =1 tdhendab, et positsioonil number i paikneb muuk, m;=0
aga tdhendab, et vastaval positsioonil paikneb antimuuk.
Seame igale lukule vastavusse kaherealise maatriksi

L___(a, ag ... 11,.) )

ki ky ... kn

kus a;=1 (ki=1) tdhendab, et positsioonil i paikneb ava (vastavalt kang),
ai =0 (ki=0) aga tdhendab, et seal paikneb antiava (antikang). Aksioomi
1.1.3.1 kohaselt on lukkudeks vaid sellised maatriksid, kus iga i puhul a; > k.

Voti V on lukus L pddratav siis ja ainult siis, kui iga i puhul
a; > m; (vt. aksioom 1.1.1),

! lgapdevases praktikas esineb vahel kahjuks ka lukke, mille lukuauk on
votme vardast lihem (voi pikem) — need korvalekaldumised on ilmselt
tingitud vastavate meistrite lohakusest, kes lihtsalt pole viitsinud lukuauku
korralikult valja ehitada (vdi on defitsiitset materjali tarbetult raisanud),
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Defineerime maaftriksite korrutise

VXL=(m1 ms ... mn)X (a1 2. dn

bk kn) = ve Ave .. Ave),

kus
i mq, kui m; < a: ja m,~>k.-
Ave= R .
1 — m;, tilejddnud juhtudel.

Aksioomi 1.1.2 arvestades avab voti V luku L siis ja ainult siis, kui V
on maatriksi L omavektor, mis vastab omavéiirtusele 2 =1, s. t. kui
_ VXL=V.
2, Teoreetilised tulemused.

2 Pohiteoreemid.

1.
2.1.1. Antud lukku L avavate erinevate votmete arv on
n

E (ai—h,’)
v(L) =R -2i=! .
2.1.2. Antud volmega V avatavate erinevate lukkude arv on
n
n— 3 m;

(V) =%" ( gn—g i=l

Nendes teoreemides (ruumipuudusel jatame tdestused siin esitamata) on
siimbolitega R’ ja R” tdhistatud teatavad Roosinupu konstandid,
mis antud juhul vorduvad iihega. Teoreemi 2.1.2 puhul on veel vaatlusest
vilja jdetud kdige triviaalsemad lukud

a az ... an

0 0 ... 0)
sest nende avamiseks pole iildse votit vaja: pole thtegi kangi, mida tuleks
lilgutada. Et niisuguse lukuga ei saa midagi lukustada, siis nimetame neid
antilukkudeks.

22 Pohiprobleemid. :
) Vaadeldava votmete siisteemi (ja ka toodud pohiteoreemide) puuduseks
on asjaolu, et moningaid lukke vobib avada ka vOtmega, mis selleks pole
médratud. See on vdimalik niisuguste lukkude puhul, kus i> i, korral k; =0.
Nimelt saab selliseid lukke avada vaid osaliselt lukuauku pistetud votmega.
Niiteks n=7 korral saab lukku

L1 1111 l)
1 006 000
avada ka votmega (0 1 1 I 1 1 1) ning koguni p=16 erineval viisil.
Seda arvu p nimetatakse votmete siisteemi isedrasuseks. Uks pohi-
probleeme seisnebki selles, et muuta Vvotmete siisteemi isedrasus nulliks.

Sonastatud probleemi {iks vdimalikke lahendusi on darmiselt lihtne:
tarvitseb piirduda vaid selliste lukkudega, kus an = kn =1 (loomulikult peab
siis ka igal votmel olema m, =1)..

Hoopis raskemaks probleemiks osutub jargmine. Varustada asutuse uksed
lukkudega nii, et mistahes ruumist suvalisse teise ruumi pdidsemiseks vajalike
votmete arv oleks maksimaalne (vastav miinimumprobleem ei paku teaduslikku
huvi, sest lahendus on triviaalne: koik lukud peavad olema iihesugused).

. Veelgi komplitseeritumaks osutub eelmise probleemi jirg: jaotada vaa-
deldava asutuse tootajate hulk alamhulkadeks ja anda neile vdtmed nii, et:

a) iikski alamhulk ei saa avada koiki neid uksi, mida saab avada mis-

tahes teine alamhulk; .
. b) alamhulkade transformatsioonid on {iksitheses vastavuses isiklikest
tutvustest tulenevate voimalustega vGtmete laenamiseks. )
. Votmete siisteemi tdiendava detailiseerimise ning komplitseerimisega seo-
tud probleemid jddvad juba lugeja piistitada ja lahendada.
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ELEKTRONARVUTID MANGIVAD MALET
L. Roots

Kuigi maleméngu leiutamise aeg ei ole teada, on siiski téiesti
kindel, et selle midngu ajalugu haarab juba kaugelt pikema kui
tuhandeaastase perioodi. Kiillaltki vana on ka idee luua niisu-
gune masin, mis oskaks malet méngida.

Paljud lugejatest on arvatavasti kuulnud, et iiks malet man-
giv automaat ehitati juba XVIII sajandil. Niisuguse automaadi
konstrueeris ja demonstreeris esmakordselt 1769. a. paiku Viinis
F. Kempelen. Automaat méngis kiillalt hésti ja vditis peaaegu
alati oma vastase. Leiutaja seletuse jirgi oli tegemist mehhaa-
nilise automaadiga; hiljem aga selgus, et asi polnud odige —
masina sisse oli lihtsalt peidetud inimene, tugev maletaja.

Kiesoleva sajandi kahekiimnendail aastail onnestus hispaania
leiduril Quevedol ehitada juba toepoolest malet méangiv masin,
mis oli konstrueeritud elekiromehhaaniliste releede abil. See
masin ei manginud kiill tervet partiid, vaid ainult 16ppmingu —
kuningas ja vanker kuninga vastu, mille vbitis alati (s. t. matis-
tas vastase kuninga).

Viimase paari aastakiimne viltel on tehtud palju t66d ees-
mérgil panna elektronarvuti malet méngima. Selles suunas on
saavutatud ka moningaid tulemusi: kuigi arvutite mingutase
pole veel eriti korge, ei voi siiski igaiiks, kes méingureegleid
tunneb, loota neist jagu saada.

Miks on iildse vaja, et arvuti oskaks méingida malet, ja seal-
juures veel histi?

Tuleb markida, et kiisimus ei ole siin mitte iiksnes selles, kas
masin suudab méangida malet, kabet v6i ménda muud méngu,
vaid hoopis laiem — kas masin on v&imeline (ja kui on, siis
missugusel mdiéral) inimese kombel mbotlema. Maleming ongi
iiks selline inimeste vaimse tegevuse ala, mis on kiillaltki raske,
kuid mida inimene on siiski voimeline hdsti tegema. Et masinad
ei suuda selles veel inimesega voistelda, siis ei ole inimese
vaimse t66 modelleerimine seega saavutanud vajalikku taset. Kui
aga arvuti opiks hésti malet méngima, siis voiksime juba 6elda,
et ta lahendab mingisugust i{ilesannet samuti nagu inimene.
Uhtlasi voiksime sel korral teha mitmesuguseid jareldusi ka selle
kohta, kuidas iildse toimub inimese motlemine. Niisugune kiisi-
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mus huvitab esmajoones psithholooge; ta on aga oluline ka neile,
kes tunnevad huvi inimese motlemisprotsessi olemuse vastu mit-
mesuguste praktikas esinevate probleemide lahendamiseks.

Niiteks majanduse juhtimisel tuleb sageli vastu votta otsu-
seid kaalutluste pohjal, mis on teatud médral analoogilised
maletaja omadele, kes peab otsustama, milline kdik antud seisus
teha. Tuleb wuurida statistilisi tabeleid, arvestada varasemaid
kogemusi (nagu maletaja uurib raamatuid avanguteooria ja
1oppmangu kohta), kontrollida voimalikke tagajirgi (mida tead-
likult voi ebateadlikult teeb ka maletaja, planeerides oma stra-
teegiat kisilolevas partiis ja arvestades variante); iisna maérga-
tav osa otsuse vastuvotmisel on ka intuitsioonil. Seetdttu on
pohjust loota, et arvuti, mis on oppinud malet méngima, voib
oppida ka majandust juhtima, haigusi diagnoosima jne.

Esimesena suunas tdhelepanu malemédngu programmeerimise
iilesandele Claude Shannon 1950. aastal, mil temalt ilmus artik-
kel, kus ta analiiiisis tekkivaid probleeme ja visandas voimalusi
nende lahendamiseks.

Koigepealt kerkib muidugi kiisimus kédikude ja méangureeglite
programmeerimisest, kuid see on lahendatav suhteliselt lihtsalt.
Kuidas aga tuleks koigi voimalike kdikude seast leida parim voi
vihemalt niisugune, mis pole tdiesti vigane? Uks lihtsaim voi-
malus on kontrollida jidrele koik antud seisus voimalikud varian-
did kiillalt kaugele, nditeks kiimne kdigu ulatuses. Teoreetiliselt
oleks see kiill ndiliselt voimalik, kuid praktiliselt tdiesti teosta-
matu. Kui nditeks mingis seisus oleks valgetel 10 voimalikku
kidiku (aga tavaliselt on neid palju rohkem), mustadel igale neist
jélle 10 vastust jne., siis juba koikide variantide arvestamine
kolme kaigu kaugusele nduaks kokku miljoni variandi ldbikont-
rollimist. Shannoni hinnangu jargi tuleks aga néiteks juhul, kui
keskmingus tahaksime kontrollida koéik variandid kuni 16puni,
14bi vaadata timmarguselt 1020 erinevat varianti.

On selge, et niisugune t66 kéib ka kdige voimsamale elektron-
arvutile file jou. Ja kas saadav tulemus olekski meile eriti huvi-
pakkuv? Maletaja ju ei méngi nii, seega koiki variante kontrolliv
arvuti ei annaks inimese motlemisprotsessi seaduspérasuste tund-
maoppimise seisukohalt midagi.

Jarelikult tuleb vaadeldavate voimaluste arvu mingisugusel
viisil piirata. Néib, et iildiselt piisaks variantide arvestamisest
4—5 kidigu peale ette, kuigi moningatel juhtudel, eriti 16ppman-
gus, pole see veel kiillaldane.

Iga variandi l6ppseisu peab arvuti oskama mingil viisil
hinnata, et oleks voimalik langetada otsust, missugune kiik siis
1opuks teha. Selleks on tarvis ette anda teatav hindefunktsioon,
mille vdartusi erinevate seisude korral vorreldes saaks leida
soodsaima variandi. See funktsioon peab arvesse votma mater-
jali vahekorda oma ja vastase leeris ning kindlasti ka posit-
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Arvuti tegi kdigu.

siooni. Taiuslik hindefunktsioon voimaldaks piirata variantide
arvestamist ainult iihe kdigu peale ette; kuid ilmselt on ka sel-
lise funktsiooni konstrueerimine praktiliselt voimatu.

Suhteliselt lihtne on materjali hindamine. Tuleb vaid omis-
tada igale vigurile mingisugune hind teatud skaala jargi —
niditeks ettur 1, ratsu ja oda 3, vanker 5, lipp 9 punkti. Lisaks
sellele peab ka kuningale omistama vidrtuse ja hésti suure —
niiteks 100, et arvuti hoiaks esmajoones kuningat mati eest.
On aga selge, et iiksnes niisugune materjali vahekorra hinda-
mine osutub ebapiisavaks. Selle jargi on ju nditeks kolmikettur
12, 13, {4 vordne etturite ahelikuga a2, b3, c4; hea oda — halva
odaga (mille liikumist takistavad etturid) jne. Tdhendab, hinde-
funktsiooni peavad mojutama ka positsiooni elemendid. Siin on
aga enam-vahem oigete hinnangute leidmine juba hoopis keeruli-
sem. Kas vaba liin on vordne poole etturiga (Y; punkti) voi
rohkem? Kui suure arenguparemuse eest voib ohverdada ratsu?
Samuti tuleb arvestada, et tsentriettureid peetakse harilikult
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ddreettureist vaartuslikumaiks, loppméngus on aga lugu sageli
vastupidine. Kuidas oOpetada arvutit koiki neid ja veel kiimmet-
paarikiimmet muud elementi hindama?

Maletaja sageli niisuguste detailide hindamise iile ei méotle,
vaid juhindub kogemustest ja intuitsioonist. Kuivord oigeteks
osutuvad ta otsused, see méadrab oluliselt tema mingutugevuse.
Vaevalt praegu iildse leidub maletajat, kes vdiks Gelda, et talle
on teada koik tegurid, millest s6ltub positsiooni hinnang. Veel
raskem on aga iiksikute elementide suhtelise tdhtsuse hindamine.
Seetottu nédib, et positsiooni hindamise kriteeriumi piistitamine
arvutile koostatavas programmis on kiillaltki raske iilesanne.

Niisiis, arvuti téomahtu saab vdhendada arvestatavate vari-
antide pikkuse piiramisega, kuid sellest on siiski vdhe. Kujutleme
nditeks mingit seisu keskméngust, milles nii valgetel kui ka
mustadel on kidimiseks 40 erinevat voimalust. Variantide hulk,
arvestades igaiihes 5 kdiku ette, oleks siis 4010 = 101, s. t. kiimme
kvadriljonit. Veidi palju! Ning sealjuures on enamik nendest
variantidest sellised, mida ei tasukski iildse vaadelda.

Vastane riindas meie lippu; kas on siis motet kaaluda vari-
ante, milles me seda riinnakut ei torju? Selles ongi asi, et
monikord, kuigi harva, osutuvad ka need variandid tGepoolest
moistlikeks. Siiski, kui pérast esimest paari kdiku tekib suur
materiaalne halvemus, mida mingi positsiooniline faktor ei kom-
penseeri, siis voib niisugused variandid vist korvale jitta. Ei
ole motet teha ka sihituid kiike, néditeks kdia iithe ja sama vigu-
riga edasi-tagasi, ilma et see tootaks midagi positsiooni tugev-
damise mottes voi oleks vajalik vastase dhvarduste torjumiseks.
Hea hindefunktsioon peaks vdimaldama sellised kidigud vilja
praakida juba enne viienda kdiguni joudmist ja sellega oluliselt
piirata arvestatavate variantide hulka. N#ib aga, et seda on
kergem nouda kui teoks teha: nagu ndhtub ajakirjanduses aval-
datud partiidest, ei oska arvutid veel praegusel ajal sellisel
viisil méangida.

Esimesed katsed malemidngu programmeerimise alal algasid
USA-s varsti pédrast Shannoni artikli ilmumist. Mone aastaga
loodi programm, mis méngis kiill mitte tavalist malet, vaid
6 > 6 laual mingitavat maletaolist mingu (viguritest puudusid
odad, etturid voisid algseisust ainult {ihe sammu teha ning
vangerdus polnud lubatud). Uksikasju selle programmi kohta,
nagu variantide pikkus, hindefunktsiooni kuju jne. kéesoleva
artikli autorile teada ei ole. Toome aga nditena the partii, kus
ameerika teadlased S. Ulam ja P. Stein (muide, {isna norgad
maletajad!) méngisid arvuti vastu (arvutil olid mustad
malendid)1:

! Sjin ja edaspidi on kasutatud tahistust: ? — nork kiik, ?? — viga
nork kiik, ! — tugev kiik.
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1. Rd3 c4 (valgetele oli see kiik oota-
matu ja nad motlesid kaua) 2. Rel b4
3. d3 d4 4. Ld2 c3 5. bc bc. 6. Lcl La4
(arvuti takistab tulistamist; {ildse néib
tal olevat hirm selle ees, kuna program-
mis oli arvatavasti ette nahtud hoolikalt
valvata kuninga kaitset) 7. La3+4 L:a3
8. R:a3 Kc6 9. Rf3 Kc5 10. Vbl Kd6
11. Rc44- R:c4 12. dc Vc6 13. Vb5 Rch
14. V:a5 Vb6 15. Vb5 Va6 16. a3 14
17. R:e5 K:e5 18. V:c5-}- Ke6 19. Vd5?
Vd6 ?? (mustad «ei nde» jatku 19. ... V:a3! 20. e3 i3 modda-
pddsematu matiga; ndhtavasti on programm iisna ebatédiuslik:
valged pidid muidugi méangima 19. Kcl V:a3 20. Kbl) 20. V:d6--
K:d6 21. ¢5-+ K:c5 22. Kcl Veb6 23. e3 de 24. fe Ved? 25. V:i4
V:i4 26. ef Kb5 27. {5 Ka4 28. f6L K:a3 29. Ld4 ja matt jargmise
kédiguga.

Néib, et see programm arvestas iisna lithikesi variante, vGi-
malik, et ainult iihe kdigu ulatuses. Sealjuures on huvitav, et
arvuti nagu «kartis» vastast-— vahetuse asemel ta kaitses paa-
ril korral lihtsalt oma malendit (esmajarjekorras enesekaitse).
Néhtavasti hinnati seisu ainult materjali jirgi, voib-olla Kka
kuninga julgeoleku pohjal (sellest siis tulistamise kartus).
Siiski on teada, et selle programmiga onnestus vdita vdhemalt
iiks partii algaja maletaja vastu.

Esimene teadaolev programm tavalise male jaoks loodi Stan-
fordi iilikoolis (USA) 1958. aastal. Noukogude Liidus algas t66
malemidngu programmeerimise alal 1960. aasta paiku Moskva
iilikoolis ning NSVL TA Teoreetilise ja Eksperimentaalfiiiisika
Instituudi matemaatikalaboratooriumis (juhatajaks fiilisika-mate-
maatikadoktor A. Kronrod). Viimases on koostatud programm,
mida jark-jargult tdiustatakse.

Meie arvutid méngivad jdrgmise plaani jiargi. On ette antud
kdikude arv, missugusele kaugusele (vaadeldavaks hetkeks kuju-
nenud partiiseisust) arvuti kontrollib peaaegu koik voimalikud
variandid. Praegu on selleks maksimaalselt 2/, kdiku e. 5 nn.
poolkdiku (s. t. valgete v6i mustade kdiku eraldi vGetuna). Fors-
seeritud variante aga uurib arvuti edasi kuni 16puni (tegelikult
kiill 15 poolkdigu kaugusele). Forsseeritud ‘variantideks nime-
tatakse siinjuures niisugustest kidikudest koosnevaid variante,
mis sunnivad vastast mingil viisil kitsendama oma valikuvaba-
dust kdigu sooritamisel — sellised variandid tekivad vigurite ja
etturite 166mistest, tulistamistest ja etturite muundumistest vii-
masele reale joudmisel. Forsseeritud variantide eraldamine voi-
maldab ‘tunduvalt vihendada arvuti t66d variantide arves-
tamisel. ‘
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Nagu Geldud, vaatleb arvuti esimeste (ndit. viie) poolkdikude
jooksul «peaaegu koiki» voimalusi. Seda tuleb mdista nii, et kui
teatud kéaigule jdrgnevas variandis voib vastane néditeks voita
etturi hea seisu juures, siis praagitakse see variant kohe vilja.
Umbes samuti mangib ka inimene, kes ei ole maleméngus eriti
tugev — ta kontrollib ette nditeks 2 poolkdiku (iihe kiigu),
l66miste ja tulistamistega variante veidi kaugemale, ning hei-
dab kohe korvale variandid, milles kaotab materjali. Muidugi,
kaugele ette arvestatud ohvrikombinatsioonid vahepealsete «vaik-
sete» kidikudega jddvad sellise méangustiili korral leidmata —
siin peab arvuti veel palju juurde oppima.

Praegu votab NSVL TA Teoreetilise ja Eksperimentaalfiiiisika
Instituudis koostatud hindefunktsioon arvesse kiillaltki palju
positsioonilisi elemente, nagu tsentri valdamine, etturite kontroll
tsentri tile, etturite ahelikkude tugevus voi norkus, vabaetturid,
norgad véljad, vigurite iildine liikuvus, vigurite 166gid tsent-
raalvdljadele ja kuninga iimbrusesse, vabade liinide ja diago-
naalide valdamine jne. See voimaldab arvutil méangida kiillalt
korralikke partiisid.

Toepoolest, kes tavalistest maletajatest arvestab partii ajal
koiki variante kolme kdigu kaugusele? Asjaga mitte kursis olevad
inimesed arvavad monikord, et suurmeistrid arvestavad variante
viga kaugele ette. Muidugi, suurmeister voib sageli arvestada
ette kiimne- voi enamakédigulise kombinatsiooni, kuid mitte see
pole tdhtsaim omadus, mis teda eristab reamaletajatest. Meist-
rite ja suurmeistrite iileoleku pohjus on peamiselt selles, et
nad hindavad positsiooni paremini, et nad oska-
vad antud seisus koostada parema plaani kui tava-
line maletaja. Kombinatsioonides esinevad aga enamasti fors-
seeritud variandid (eespool kirjeldatud mottes), mida arvuti
arvestab kiillalt kaugele. Olgu siinjuures méargitud, et suurmeis-
ter BronStein olevat mainitud programmi hinnanud umbes kol-
manda jargu vaariliseks, lisades iihtlasi, et talle meeldib arvuti
mottelaad.

Vaatleme niiiid méningaid partiisid, mida elektronarvutid oma-
vahel on manginud. Iga partii juures on maérgitud, missugusele
kaugusele vastav programm variante arvestas.

Arvuti I (2 poolkdiku) — arvuti I (1 poolkiik).

1. d4 d5 2. Ri3 Rc6 (avanguteooriat arvutile Gpetatud ei ole ja
ta peab koik «oma peaga» vilja métlema) 3. Re3 Ri6 4. Of4 Of5
5. e3 €6 6. Ob5 Ob4 7. O:c6-}bc8. O — 0 0:c3 9. bcO — O 10. Re5
Re4 11. R:c6 R:c3 12. Lel! (mustade ming on selles partiis
kaunis algeline, tegelikult nad vaid kopeerivad valgete kiike;
seetottu on partii peaaegu klassikaline nédide sellest, millele nii-
sugune vadrstrateegia viib) 12... Lh4 13. g3 Lf6 14. Oe5 Lh6
15. Re7+-! (arvutile I ndib, et jirgnev vahetus parandab tema
seisu) 15. ... Kh8 16. R:f5 ef 17. L:c3 ¢6 18. Ld3 6 19. Odé
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Vid8 20. Oc7 Vd7 21. Of4 Lh3 22. La6 Ve8 23. i3 (valged ei
rutta etturi votmisega, sest mustad seda kaitsta nagunii ei saa)
23. ... g5? (mustad otse sunnivad valgeid otsustavale riinnakule
asuma) 24. L:c6 gi (arvuti II votab arvesse, et parem on kaotada
kvalitee kui kaks etturit, kuid ei mérka, et ta valitud variandis
saab mati — variantide arvestamise piiratud pikkus ei voimalda
seda naha) 25. L:d7 V:e3 26. Vabl fg 27. Vb8--. Mustad alistusid.

Jargnevas partiis mingis mustadega tdiustatud programmiga
arvuti, valgetega aga vanema (vdhem positsioonilisi faktoreid
arvestava) programmiga arvuti.

Arvuti 1 (3 poolkdiku) — arvuti Il (3 poolkdiku).

1. e4 Ri6 2. ¢5 Rd5 3. Re3 (on huvitav, et arvuti I valib Aljechini
kaitses just selle, aga mitte neljaetturi variandi) 3. ... R:c3 4. dc
d5 5. Oe3 Rc6 6. Rf3 Of5 7. 0d3 Og4 8. Of4 g5 9. Oe3 O:i3
10. gf R:e5 11. O:g5 6 12. Of4 Rg6 13. Oe3 e5 14. Le2 Ld7
15.0 —0 Vg8 16. O:g6 hg 17. b4 a5 18. a3 b6 19. ba V:a5 20. Ocl
Oc5 21. Vdl Va4 (mustade seis on
juba tunduvalt parem) 22. Ld3 c6
23. Oe3 Le7 24. O:c5 L:c5 25. Vdbi
Vc4 26. Vb3 Vg7 27. Vabl b5 28. Vel
Vh4 (vt. diagramm).

Piisab pogusast pilgust diagrammi-
le, et veenduda valgete seisu lootuse-
tuses. Liiga palju on neil ndrkusi, koik
etturid on eraldatud. Praegu &hvardab
29. ... V:h2 iihes L:i2 jne. Niisuguse
variandi leiab arvuti otsekohe iiles;
kuid ka ta vastane on arvuti ning ei
nde seda varianti halvemini.

29. Le3 Ld6 (&hvardab 30. ... e4) 30. Lb6 (valged loovad
dhvarduse 31. V:b5; kdigule 30. ... e4 nad vastaksid 31. f4!)
30. ... Ke7 31. Vb4 Vgh7 32. La7{ Ke6 33. Le3 V:h2. Valged
alistusid.

Mustade programmi {ileolek seisnes siin peamiselt selles, et
hindefunktsioon vottis tugevasti arvesse etturseisu ja selle norku-
si; valged hoolitsesid peamiselt materiaalse tasakaalu sdilitamise
eest (kuni see oli voimalik).

Hiljuti toimus huvitav {iritus, malemat$ Noukogude Liidu
(TA Teoreetilise ja Eksperimentaalfiitisika Instituudi) ning USA
(Stanfordi iilikooli) elektronarvutite vahel. Matsis mangitud par-
tiid annavad loodetavasti hinnalist materjali malemingu pro-
grammeerijatele, eriti seetottu, et pooled méingisid margatavalt
erinevate programmide jdrgi. NSV Liidu poolt kasutatav pro-
gramm arvestas ette 5 poolkdiku. USA arvuti programmi kohta
autoril eriti palju andmeid ei ole, on vaid teada, et variantide
arvestamise pikkuseks oli kuni 5 kdiku (10 poolkdiku), kuid 1dbi

55




ei vaadatud koiki variante, isegi mitte koiki voimalikke esimesi
kdike. Igal jargneval kdgul arvestatavate vastuste arv vihenes,
aga pole teada, missugune printsiip oli voetud valiku aluseks.
Niib, et USA poolt kasutatav programm pole eriti taiuslik, sest
matsi vGitis meie arvuti tulemusega 3:1 (kaks voitu ja kaks
viiki). Esitame esimesena loppenud partii, mille vbitis meie
arvuti.

Noukogude Liit — USA.

1. e4 e5 2. Ri3 Rc6 3. Rec3 Oc5 4. R:ed!

See kéaik olevat olnud programmi koostajaile iillatuseks, sest
arvuti peab vangerduse oigust oOige kalliks (seetottu oodati
kdiku 4. Oc4). Sellele vaatamata kallutasid saavutatavad posit-
sioonilised paremused otsuse kdigu 4. R:eb kasuks. Antud kidigu
vastustest pidas meie arvuti toendoliselt parimaks mustade
jitku 4. ... O:f24 5. K:f2 R:e5 6. d4.

4. ... R:e5 5. d4 0Od6 6. de O:e5 7. f4.
Selle kdiguga koos andis arvuti jargmise kavatsetava vari-
andi 7. ... O:c3+ 8. bc Ri6 9. Ld4.

7. ... O:c3-} 8. bc Ri6 9. e5.

Arvuti plaan muutus, nagu see inimesel-maletajalgi sageli
juhtub; eelnevalt oli arvuti kavatsenud méngida 9. Ld4, niiiid
aga «ndeb» ta kaugemale ja valib teise voimaluse. Kdigu 9. Oc4
olevat ta hiiljanud variandi 9. ... R:e4 10. O:i7+ Ki8!? tottu
ja ... mustad voidavad etturi, sest &hvardab 166mine c3-1 ja
Lh4+-. (! Néib, et selle moistatuse lahendus seisneb programmis
— ette arvestatakse variant pikkusega 5 poolkéiku.)

9. ... Re4 10. Ld3.

Arvuti andis siin iihtlasi variandi 10. ... d5 1l. ed R:d6
12. Oa3.

Programmi autoreid huvitas, missuguse kdigu arvuti oleks
teinud, kui tema kdest oleks ndutud 7 poolkdigu ettearvesta-
mist. Osutus, et siis leidis ta kdigu, mis antud seisus toeliselt
tugevaim on, nimelt 10. Ld5! Asi on selles, et variandis 10. ...
R:c3 11. Le4 Lh44 12. g3 ndib mustadele jddvat materiaalne
paremus — ettur. Variandi jatkamine muidugi selgitaks kohe, et
materjali voidavad hoopis valged; kuid arvuti seda ei «nde» ja
praagib variandi vilja.

10. ... Rc5 11. Ld5 Re6 12. i5 Rg5.

Arvuti ootas siin jatku 12. ... ¢6 13. Ld3 Rcb 14. Ld6.

13. h4 6 14. hg fg 15. V:h7!

Niisuguse lihtsa taktikalise 166gi leiaks arvuti {iles ka siis,
kui ta arvestaks ette ainult {ihe poolkiigu.

15. ... Vi8 16. V:g7 c6 17. Ld6.

Arvuti teatas siin, et temale on ndha ainult iiks variant,
milles must ei saa matti: 17. ... Li6 18. ef Kd8.
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17. ... V:i5 (mustad eelistasid kiiremat 16ppu) 18. Vg8
Vi8.

Kui 18. ... Ki7, siis muidugi 19. Oc4X.

19. L:8X.

*

Paljusid huvitab kiisimus: kas elektronarvuti voib saavutada
ka malemeistri méingutugevuse ja kui voib, siis kas seda on
loota ldhemas tulevikus? Selles kiisimuses on avaldatud mitme-
suguseid arvamusi. Néiteks suurmeister Brons$tein arvab, et
arvutite mangutugevus iiletab peatselt suurmeistri oma. Maleta-
jate hulgas on aga ka palju neid, kes kaitsevad vastupidist vaa-
det. Viidatakse sellele, et arvuti ei saavat mingida paremini kui
tema programmi koostaja (kuidas sellega kiill on — auto s6idab
ju kiiremini kui inimene jookseb). Samuti véidetakse, et arvuti
ei médngivat loominguliselt, vaid etteantud Sablooni jirgi, nii aga
ei ole voimalik korgeimat taset saavutada. Ndib aga, et sellised
arvamused périnevad siiski eeskdtt inimestelt, kes arvutite voi-
malustega kiillalt hidsti kursis ei ole. Autor igatahes jagab seisu-
kohta: ei tohiks olla mingisuguseid pohiméttelisi takistusi selleks,
et arvuti saavutaks ka suurmeistri taseme. Millal? — Maleméngu
programmeerimisega tegelejad arvavad, et meistri mangutuge-
vuse saavutavad arvutid umbes kiimne aasta pérast.

Muide praegusedki maletajad-arvutid ei méngi eriti Sablooni-
liselt. Sablooni pole neile ju ette kirjutatud! Tavaline maletaja
mingib ehk Sabloonilisemaltki: ta «teab», et ratsut ei tohi dérele
panna, see on halb; kaksikodad on tugevamad kui kaks rat-
sut jne. Aga kui palju on neist reegleist erandeid!

Vaadake néditeks juuresolevat dia-
grammi, millel kujutatud seisus arvuti
(mustadega mangides) leidis huvitava
kombinatsiooni: 1. ... O:c2! (2. L:c2
R:d4-+ 3. R:d4 V:i24 4. Kd3 V2
5. R:c2). Kas lugeja oleks seda
ndinud? Olgu margitud, et selle ar- o
vuti programm nagi ette vaid varian- @ ,ﬁ’ %&
i tamise  kolm Ikdigu 7
tide arvestamise olme poolkiig %// U

kaugusele. Seda arvutit Sabloonilises 3
méngus kiill siiiidistada ei saa. % //Z/i /% /éﬁ

0,0, %
&// / //A
AR
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MAJANDUSTEADUSE MATEMAATILINE KASITLUS!

E. Leinemann

2. Majandusteadus ja majandusalane eksperiment

Korge tarbimistasemega t66stusiihiskonna arenemise kavanda-:
mine on seadnud sotsioloogia ja majandusteaduse ette keerukad
iilesanded. Tootmise ja tarbimise kiire kasvamine, mis on tingitud
teaduse ning tehnika edenemisest, on muutnud inimeste harju-
musi, maitseid ja arusaami ning suurendanud noéudmist tarbi-
mise koigil aladel. Uha eripalgelisema tarbijaskonna objektiivset
kditumist arvestamata pole tdnapdeval voimalik majanduse are-
nemist Oigesti kavandada. Seetdttu on noudlusanaliiiis muutunud
uurimisalaks, kus viimasel ajal toimuvad ulatuslikud teoreetilised
ja statistilised otsingud.

Huvifunktsioonid ja n6udlusanaliiiis. Uhiskonna vajaduste
vihegi tidielikum rahuldamine, maksimaalsest rddkimata, pole
voimalik indiviidide huvide pohjaliku eelneva tundmaoppimiseta.
Tarbijaskonna noudluse uurimisel tugineb tdnapdeva majandus-
teadus eelistussuhte ja huvifunktsiooni moistele, mille kasutamise
otstarbekust on toestanud iisna pikaajalised statistilised wvaat-
lused.?

Postuleerime, et mistahes kahe (m-mo66tmelise) tarbimis-
vektori” Y’ ja Y” korral suudab tarbija alati otsustada, kas ta
eelistab tarbimist Y’ tarbimisele Y” vo6i vastupidi voi peab neid
samavéiadrseiks. Niisugune otsustusvoime defineeribki tarbija
eelistussuhte. Statistilised vaatlused kinnitavad, et tarbija
eelistussuhte maéaidrab tarbimise sotsiaalne kasulikkus. Viimase
kvantitatiivseks kdsitlemiseks defineerime tarbimisvektorite hulgal
{Y} positiivse funktsiooni

U=U(Y),
millel on jargmised kaks omadust:
! Jarg, algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, XIII, lk. 48—56.
2 Vt, nidit. 0. Kaasik, U. Remmel Tarbimise matemaatiline uuri-

mine. — Matemaatika ja kaasaeg, X, lk. 30—37. Selles artiklis esitatud mois-
teid on siin osaliselt korratud.
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1° mistahes kauba tarbimise kasvamisel suureneb tarbi-
mise sotsiaalne kasulikkus ja vastupidi;

2° jadva kasulikkuse korral on mingi kauba tarbimise samale
marginaalsele kasvule vastav sotsiaalse kasulikkuse marginaalne
suurenemine seda viiksem, mida korgem on kauba tarbimise
tase ja vastupidi.

Selliste omadustega funktsiooni U nimetatakse tarbija kasu -
likkus- ehk huvifunktsiooniks. Eelistussuhtega peab
see funktsioon olema seotud sel teel, et U(Y’) > U(Y”) korral
oleks tarbimine Y’ eelistatavam kui tarbimine Y”. Eeldatakse
veel, et funktsioon U on koos oma esimest ja teist jarku tuletis-

tega pidev tarbimise Y= (Y, Y,, ..., Y») iga koordinaadi jargi.
Omaduse 1° pohjal on siis iga i=1, ..., m korral
U AU
o = lim ——— = u; > 0. (1)
dY; A¥,—04 Y;

Kasulikkuse mingile jddvale vdirtusele U= C=const vas-
tavat hiiperpinda
Uuyy==C

nimetatakse iikskoiksusnivooks. Et huvifunktsioon on
koigi argumentide jadrgi kasvav, siis asetsevad suurema kasu-
likkusega nivoopinnad koordinaatide algusest kaugemal. Omadus
2° iitleb, et tarbimise muutumisel médda mingit nivoopinda U=
= C on suhe AU/AY; argumendi Y; kahanev funktsioon. Suhte
AU/AY; kahanemise tottu kahaneb ka piirvdartus u;:

du; . m 3 dYJ
dYr' = Ui +j:2-1uljm<0; (2)
=i
kus
o au,- _ 62U
4i =5y, = av.oY,

Olgu iihtlasi margitud, et seoses (2) esineva tarbimise diferent-
siaalide suhte dY;/dY; vastandarvu nimetatakse kauba j margi-
naalseks substitutsiooni- ehk asenduskoefit-
siendiks kauba i suhtes.

Indiviidide v6i nende homogeensete rithmade huvifunktsioo-
nide konstrueerimiseks valitakse tavaliselt mitme muutuja funkt-
siooni mingi lihtne iildkuju, niiteks soltuvus kujul

m 1 m
U(Y)= X gi¥i— 5 2 gii¥iY; (3)
i=1 1,j=1

ning piiiitakse statistiliste vaatluste alusel maéirata kordajate
gi ja gi; vdartused. Seejuures on otstarbekohane kasutada vihim-
ruutude meetodit ja aproksimeerida mitte huvifunktsiooni U
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ennast, vaid selle tuletisi, mille vdartused, nagu selgub, on kasu-
likkuse maksimumi korral hindade kordsed.
Homogeensete indiviidiriihmade huvifunktsioonidest U; (i =

=1, 2, ..., I) konstrueeritakse sotsiaalne kasulikkus- ehk
heaolufunktsioon
W=W(U, U, ..., U).

Sotsiaalse heaolufunktsiooni lihtsaimaks erikujuks on indiviidi-
riihmade huvifunktsioonide kaalutud keskmine

1
W= Z w:iU;
=1
Tavaliselt eeldatakse, et sotsiaalsel heaolufunktsioonil on samad
pohiomadused, mis indiviidi huvifunktsioonilgi.
Heaolufunktsiooni lihtsamate rakenduste hulka kuulub niisu-
guse tarbimise leidmine, mis antud hindade A; ja tarbimisfondi
T juures tagaks iihiskonna maksimaalse heaolu. Selleks tuleb
lahendada lisatingimusega ekstreemumiilesanne:

W —=max, ShY;—=T.

i=1

Ulesande lahendamiseks Lagrange’i meetodil moodustatakse abi-
funktsioon

FeW—2(3hY:—T)
i=1

ja vorrutatakse nulliga selle osatuletised:

oF
a—yj = w; — ih; =0,
kus w; = dW/0dY;. Nii tekib vorrandisiisteem
wj:'.lhj (]——'_—I, 2, P (B Emhiyi=T9
=1
millest saab arvutada m -+ 1 tundmatu 4 ja Y; (i=1, 2, , m)

védartused. Maksimumi olemasolu ja iihesuse kindlustab heaolu-
funktsiooni kumerus:
d?F = d?W = E wdYdY; <0,
ii=1

kus w;; = 2W/0Y;0Y; ja vahemalt iiks dY; = 0.

Noudlusanaliiiisi aluseks on tarbimise pohipostu-
laat: tulu ja hindade igale muutusele reageerib iihiskond nii-
viisi, et tarbimise sotsiaalne kasulikkus jdib maksimaalseks.
Eeldades, et sotsiaalset heaolufunktsioeni W aproksimeerib funkt-
sioon ku]ul (3), saame uurida ndudluse olenevust tulust, hinda-
dest ja tarbimise sotsiaalsest kasulikkusest.
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Majandusteaduse pohiprobleem. Tdnapideva majandusteaduses
moistetakse majandusteaduse pohiprobleemina sotsiaalse
optimumreZziimi kavandamist iihiskonna heaolu
maksimiseerimise eesmérgil. Majandusteaduse pohiprobleem for-
muleeritakse jadrgmiselt: ,

1) defineeritakse sotsiaalne heaolu- ehk kasulikkusfunktsioon,
s. t. loetletakse selle argumendid ja postuleeritakse soltuvuse
iseloom;

2) postuleeritakse argumentide kitsendused, mis defineerivad
heaolufunktsiooni méidramispiirkonna.

Heaolufunktsiooni defineerimisega on seotud moned siiani
lahendamata kiisimused, nagu néiteks jargmine. Kas sotsiaalne
heaolufunktsioon sdltub ainult indiviidide huvifunktsioonidest (on
nditeks viimaste summa) v&i peaks see peale indiviidide otsus-
tuste arvestama veel midagi muud (nditeks riigi huvifunktsiooni)?
Teisest kiiljest sdilib monel juhul n&htavasti vajadus indiviidi
eelistussuhte parandamiseks, mis avaldub kas vo6i niiteks selles,
et riik sunnib ka neid lapsi koolis kdima, kes ei viitsi oppida, v6i
inimesi piirama alkoholitarvitamist.

Heaolufunktsiooni argumentidele postuleeritud kitsendused on
enamasti tootmissiisteemiga méiratud seosed ja loodusvarade
algvarud. Tootmissiisteemiga médratud seosed tahendavad kdige
pohilisemaid tootmiseeskirju, kusjuures tootmist moistame nii
tildises mottes, et see sisaldaks ka valitsemistegevust, mis toodab
niisuguseid tarbimisartikleid nagu vaba aeg, tervishoid, hari-
dus, loominguvabadus, isikupuutumatus jne. Nimetatud eeskir-
jade hulka ei tohiks kuuluda néiteks juhtimise tsentraliseerimise
aste, mis on majandusteaduse pdohiprobleemis iiks otsitavaid.
Inimeste maksimaalse heaolu kui iihiskonna arenemise pohiees-
margi saavutamisele aitavad kaasa ka omandisuhted, mis samuti
ei saa seetdottu olla ette madratud. Omandisuhete objektiivse
kisitluse taustaks on majandusteaduse pdohiprobleemi lahenda-
mine. Ainult majandusteaduse pohiprobleemi lahendamise teel
saame teaduslikult pohjendada tootmisvahendite iihisomandi vaja-
likkust. Vihjates majandusteaduse pohiprobleemi puudulikule
kisitlusele tdnapdeva majandusteaduses, margib J. Tinbergen, et
kahjuks kulutatakse siin jooksva t66 pisiiilesannete lahendamiseks
palju rohkem vahendeid kui pohiprobleemi uurimiseks, millega
majandusteadus just tegelema peaks. L

Majandusteaduse pohiprobleemi otsitavateks on niisiis sot-
siaalse heaolufunktsiooni maksimumpunkti koordinaadid. Viima-
seid interpreteeritakse kui sotsiaalseid institutsioone, mis tagavad
iihiskonna maksimaalse heaolu.

3 J. Tinbergen. The Significance of Welfare Economics for Socialism.
On Political Economy and Econometrics, Essays in Honour of Oskar Lange,
Warszawa, PWN, 1964, lk. 597.
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Majandusteaduse hindamise kriteerium. Majandusteaduse
pohiprobleemi késitlus pohineb majanduse matemaatilisel teoo-
rial, mille objektiivsuse ainukeseks hindajaks on selle viljakus.
Uue teooria viljakust ei saa hinnata selle jargi, kas ta vastab
mingile endisele teooriale, mille terminites hindaja on harjunud
motlema. See ei vilista mu1dug1 voimalust, et uuel ja endisel
teoorial leidub iihiseid printsiipe v6i et uus teooria on endise
iildistuseks. Uue teooria suuremat viljakust mingi endise teoo-
riaga vorreldes moddab see, et uus teooria on voimeline andma
tegelikkusega paremini kooskodlas olevaid vastuseid meid huvi-
tavatele kiisimustele voi vastama suuremale hulgale kiisimus-
tele. Kui mingit arenemistempot tagava akumulatsiooninormi
arvutamiseks voime uue teooria jdrgi tuletada valemi, mis arves-
tab pohivahendite eri liikide ekspluatatsiooniaegu ja investeeri-
mistegevuse viivitusaegu, kusjuures endine teooria niisuguse
valemi tuletamiseks voimeline ei ole, siis on see uue teooria
suurema viljakuse vaieldamatuks tunnuseks. Uue majandusteoo-
ria suurema viljakuse kriteeriumiks on seega voime majanduse
arenemist paremini juhtida. Majandusel on vdhe kasu niisugusest
teooriast, mis on taandunud toimunud majanduslike siindmuste
pinnapealseks kirjeldamiseks ega taotle majandusalase tege-
likkuse {imberkujundamist majanduse arengu juhtimise teel. Kui
majandusteaduse nidol on meie kies vahend majanduse arenda-
miseks mingis soovitud suunas ja selle teaduse poolt dikteeritud
juhtimisotsuste vastuvotmisel saavutatakse tGepoolest seatud ees-
mirk, siis on fihtlasi kinnitust leidnud majandusteadusliku teoo-
ria tesus — vastavus majandusalasele tegelikkusele. Majandus-
teadusliku teooria tdesust kinnitab seega majandusalane eks-
periment.

Majandusalane eksperiment. Majandus on tegelikkuse ala,
kus eksperimenteerimine on iiks kulukamaid. Majandusliku eks-
perimendi ebadonnestumine nditab eeskédtt eksperimendi halba
kavandamist, mida vdib omakorda pohjustada asjaolu, et teoo-
riat, mille jirgi eksperiment on kavandatud, tuntakse puudulikult
voi see ei vasta majandusalasele tegelikkusele. Kulud eksperi-
mendi teaduslikuks kavandamiseks on aga tuhandeid kordi viik-
semad kui ebadnnestunud eksperimendi kahjum. Majandusalasele
eksperimendile peab seetottu alati eelnema majandusteaduslik
eksperiment. Viimase ldbiviimiseks moodustatud uurimisriihma
erialase koosseisu dikteerib tosiasi, et majandusteaduse arene-
mine toimub tdnapdeval peamiselt sotsioloogia, majandusteaduse
ja matemaatika piirialadel. Siin on v6imatu edu saavutada uuri-
jatel, kes peale oma eriala ei tunne kiillaldaselt kahte naaber-
ala. Kui probleemi raskus on niiteks matemaatilist laadi, siis
N. Wieneri sonade jargi jouaks iiks matemaatikas asjatundmatu
teadlane tdpselt sama kaugele kui kiimme matemaatikas asja-
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tundmatut teadlast ja nende koost6dé kaotaks motte.r Nimetatud
erialade teadlaste edukas koost66 eeldab vihemalt seda, et
majandusteadlane ja sotsioloog oskavad oma ala probleeme
matemaatiliselt piistitada ning et matemaatik oskaks dedukt-
siooni tulemusi sotsioloogia ja majandusteaduse terminites inter-
preteerida. Halduskorras niisugust teadlaste rithma koos té6tama
panna ei -saa, alluvusvahekorrad voiksid loomingut ainult hal-
vata. N. Wiener arvab, et edukas uurimisriihm peab iihendama
oma tegevuses soltumatuid teadlasi, kes on liitunud soovist,
voib-olla isegi vaimsest vajadusest, teatavat valdkonda kui ter-
vikut paremini moista ja seda moistmisvoimet iiksteisele edasi
anda. Rithma liikmed peavad olema harjunud koos téétama ja
tundma iiksteise vaimseid voimeid. Ukski uurimisrithma liige ei
tohi maha suruda teise uusi ideid, vaid peab suutma mdista
oma ametivenna uue motte tdhtsust isegi enne, kui see on tiie
tdpsusega viljendatud. Kui need eeldused ei ole tdidetud, voib
uurimisrithma teadlaste koost66 muutuda iiksteise takistamiseks.
V{(ilr{nasel juhul on teadlaste individuaalne t66 isegi tulemus-
rikkam.

Sobiva uurimisriihma olemasolu korral kavandatakse majan-
dusteaduslik eksperiment iildjoontes jargmiselt:

A. Teadlaste riihm, kuhu kuuluvad majandusteadlased, sot-
sioloogid ja matemaatikud, 1) valib eksperimendi aluseks mingi
majandusteadusliku teooria, interpreteerib seda uuritava majan-
dusalase objekti terminites ja teeb teooria kontrollimiseks esi-
algseid arvutusi; 2) tootab vilja tegevusjuhendi teooria eksperi-
menteerimiseks vajalike algandmete kogumiseks ja eeltéotlemi-
seks; 3) kavandab eksperimenteerimiseks arvutusprogrammi.

B. Nimetatud tegevusjuhendi jdrgi hakkab rithm &konomiste
vastava ala statistikateoreetiku juhtimisel koguma ja eelto6tlema
eksperimenteerimiseks vajalikke algandmeid. Seejuures on nou-
tav, et 1) oleks tagatud algandmete vastavus tegelikkusele;
2) oleksid médiratud algandmete absoluutsete vigade iilemtdkked.

C. Programmeerijad valmistavad ja siluvad arvutusmatemaa-
tikute juhendamisel vastavad arvutiprogrammid ning lasevad
perforeerida algandmed. Operaatorid sooritavad arvutiprogram-
mide jargi arvutused ja tagastavad tulemused arvutusmatemaa-
tikutele, kes parast kontrollimist annavad need iile uurimisriihma
teadlastele.

D. Teadlased analiiiisivad arvutustulemusi, teevad jareldusi
ja vordlevad neid seniste vaatlustega. Monikord voivad jareldu-
sed olla kooskdlas seniste vaatlustega, teinekord voib jirelduste

4 N. Wiener. Kiiberneetika ehk juhtimine ja side loomas ning masinas.
Tallinn, 1961, 1k. 13.
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kontroll nduda seevastu tdiendavaid vaatlusi ja eksperimente.
Esimesel juhul kdoneleme teooriast, mis varem tdheldatud ilmin-
guid seletab, teisel juhul teooriast, mis uusi ilminguid ennustab.
Hea kooskola korral tegelikkusega voetakse teooria soovitused
kokku tegevusjuhendiks, mis on voimalikult lihtne ja mugav
praktiliseks kasutamiseks.

Hoolikalt ldbiviidud ja onnestunud majandusteaduslik ekspe-
riment rajab aluse vastava teooria jirgi tehtud majandusalase
eksperimendi toendoseks Onnestumiseks.

Majandusalase eksperimendi teadusliku organiseerimisega ei
taotle teadlased kontrolli iihiskonna haldus-, majandus- ja teh-
nikaorganisatsiooni iile. Ometi lasub teadlastel eriline vastutus.
Teadlastel peab olema alati julgust ndidata, kus teaduse poolt
viljaselgitatu tdhelepanemata jdtmine voib viia {ihiskonnale
kahjulike tagajirgedeni. Samal ajal peab {ihiskond olema suu-
teline ja tahteline teaduse avastusi hindama ning kasutama.
Seda vOib saavutada ainult pohjaliku hariduse voimaldamisega
kogu iihiskonnale.

Tédnapéeval voib matemaatika iiheks huvitavamaks rakendus-
alaks pidada majandusmatemaatiliste mudelite teooriat, mis on
moodsa majandusteaduse arenemise aluseks. Et majandusteadus-
lik motlemine on tuginenud ja peabki tuginema mudelitele, siis
voib majandusteadust késitada kui jdreldusi majanduse mudeli-
test. Makromudelite rakendamine majandusteaduses toob kaasa
nditeks poliitilise 6konoomia vabanemise praegusest stagnatsioo-
niseisundist ja arenemise praktiliseks teaduseks, mille jargi hak-
kame kavandama iihiskonna arenemist.

ARVAMUSI MATEMAATIKAST

Matemaatiliste avastuste koige viljakamaks allikaks on looduse siigav
uurimine. Selgelt mddratletud loppeesmdrgi pakkumisega vilistab see uurimis-
viis ebamddrased kiisimused ning kasutud arutlused, ta on iiks kindlamaid
vahendeid analiiiisi enda kujundamiseks, meile kdige olulisemate ja loodus-
teaduse seisukohalt kbige pisivama vddrtusega pdhimbistete avastamiseks.

.

Antiikaja teadlastele tundmatud analiiiitilised vorrandid, mida Descartes
esmakordselt rakendas koverate ja pindade uurimisel, ei ole mddratud iiksnes
kujundite omaduste ja ratsionaalse mehhaanika objektiks olevate omaduste kir-
jeldamiseks, nad on kasutatavad koigi nihtuste puhul ildse. Ei saa leiduda
universaalsemat ja lihtsamat, vigadest ning selgusetustest veel vabamat keelt,
mis oleks niidelda enam kohandatud looduse muutumatute suhete viljen-
damiseks.

J. Fourier. Théorie analytique de la chaleur (1822)

5 J. Bernal Teadus iihiskonna ajaloos. Tallinn, 1962, Ik. 669.
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MIDA TEHAKSE TRU ARVUTUSKESKUSES

V. Tinn

Alates 1964. aastast, kui TRU arvutuskeskuses hakkas toéle
endise «Ural-1» asemel sellest peaaegu sada korda kiirem elekt-
ronarvuti «Ural-4», on ka arvutuskeskuse t0d6de maht oluliselt
kasvanud.! Probleemlaboratoorium, mille koosseisu kuulub niiiid
juba 40 inimest, on omandanud «oma ndo» vastavalt tema Iiiles-
annetele, mis monevorra erinevad enamuse arvutuskeskuste
omadest.

Ulikooli matemaatikute, sealhulgas arvutusmatemaatika ka-
teedri ja seega ka tema juurde kuuluva arvutuskeskuse pohiliseks
lilesandeks on matemaatikute ettevalmistamine nii rahvamajan-
dusele kui ka teistele arvutuskeskustele. Seda iilesannet on
arvutuskeskus oma t66 planeerimisel silmas pidanudki. Enamik
vabariigi rahvamajanduses vdi teistes arvutuskeskustes toétava-
test matemaatikutest on ju oma esimesed praktilised kogemused
saanud iilikooli arvutuskeskuses.

Et TRU on praegu ainus Eesti NSV korgem oppeasutus, mille
1opetajad saavad matemaatikudiplomi, tuleb siin spetsialiste
ette valmistada vidga erinevates suundades. See on omakorda
tinginud ka arvutuskeskuse t66 mitmekesisuse. Jirgnevalt pea-
tumegi moningatel tdhtsamatel kiisimustel, millega arvutus-
keskuses on tegeldud voi tegeldakse.

Pohiliseks suunaks on arvutuskeskuses algusest kuni kées-
-oleva ajani olnud majandusmatemaatika-alased uurimused 2. Olu-
line koht nende hulgas on ettevotte t66 juhtimise ja planeerimise
pohjendatud siisteemi loomisel. See kiillaltki suur ja keeruline
kiisimuste kompleks holmab nii metoodilise ja matemaatilise kiilje
kui ka tulemuste tegeliku rakendamise. Kogu probleemi ei saa
tema keerukuse tottu lahendada samaaegselt tdies ulatuses.
Siisteem tuleb algul projekteerida iildiselt, jaotada etappideks
ja kasutades eelmise etapi rakendamisest saadud kogemusi ning
silmas pidades esialgse iildise projekti noudeid, leida lahendustee
jargmisele etapile. Kéesoleval ajal on TRU arvutuskeskuses

I TRU arvutuskeskuses aastatel 1959—1963 teostatud téodest vt. U. Kaa -
sik, R. Mullari, E. Saareste. Majandusmatemaatika-alaseid téid Tartu
Riikliku Ulikooli arvutuskeskuses. — Matemaatika ja kaasaeg, II, lk. 47—50.

2 Vt. A. Jagel Elektronarvutite massilisest rakendamisest majanduslike
protsesside juhtimisel. — Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 52—57.
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selles suunas tédtatud pohiliselt kahe tehase — Tartu Aparaadi-
tehase ja Voru Gaasianaliisaatorite Tehase materjalide baasil.
Seniste kogemuste pohjal voib kogu siisteemi loomise nahtavasti
jagada jargmisteks etappideks:

Uldiste niitajate arvutamine ette- l

Informatsioonisiisteemi — > | ~votte tegevuse iseloomustamiseks l

‘ loomine ettevottes (KOORMUSARVUTUSED)
! l |
\
Optimaalsete plaa- Tootmistegevuse  juhtimise
ntltde _1t<t0<1>stamme iildiste orientiiride masra-
ettevottele mine
%ﬁm-, KgYJAR- (ORIENTEERIV GRAAFIK)
- ]a - »
PLAANID) i
1
Y
Arveldustood ja Tootmise jédlgimise organi-
aruandlus <—| seerimine

{

Tootmise konkreetne planee-
rimine

| (KALENDRILINE PLAAN)

Kéesolevaks ajaks on praktiliselt juurutatud koormusarvutuste
tegemine esimeses neist ettevotetest, kédsil on iildiste orientiiride
— elektronarvutil koostatud tootmisiilesande juurutamine. Algust
on tehtud ka optimaalsete plaanide koostamise metoodika vilja-
todtamisega.?

Nende probleemide juures kerkib iiles terve rida kiisimusi
(partiide optimaalsete suuruste maédédramine, tootmise {iksikute
solmede poolt kogu siisteemis pohjustatud hédirete uurimine jne.),
mille lahendamiseks on tarvis hulgaliselt informatsiooni, mida
ettevottes eksperimente teostamata on praktiliselt voimatu saada.
Selle asemel voib aga rakendada ettevotie voi tema osa t66 imi-
teerimist elektronarvutil. Seda teed ongi arvutuskeskuses kasu-
tatud naiteks seadmete optimaalse kompleksi médramisel ning
kdesoleval ajal toimuvad t66d mehhaanikatsehhi jaoks vajalike
parameetrite madramiseks kiiberneetilise mudeli abil.

Korvuti aparaadiehituse tehastega wuuritakse samalaadseid
kilsimusi ka teist tiilipi ettevotete baasil, et teha kindlaks leitud
tulemuste iildkehtivust tootmises. Selles suunas téodtatakse koos

3 Vt. UU. Kaasik, R. Mullari Kalendrilise planeerimise iilesannete
matemaatiline lahendamine. — Matemaatika ja kaasaeg, VII, lk. 40—47.
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NSVL TA Majandusmatemaatika Keskinstituudi Eesti filiaali {ihe
Tartus tegutseva laboratooriumiga (mis, muide, on vélja kasva-
nud arvutuskeskuse {ihest toériihmast), kasutades baasina Tartu
Omblusvabrikut «Sangar».

Peale juba nimetatud uurimissuundade on arvutuskeskuses
proovitud veel joudu moningate ettevotete t66 juhtimise vald-
konda kuuluvate kiisimustega, nagu arveldustéod (palga, mater-
jalide ja omahinna arvestus), valutsehhi vooluliini kalendergraa-
fiku koostamise metoodika vialjatéotamine jne.

Uheks oluliseks probleemiks rahvamajanduse juhtimisel on
tootmisharudevahelise bilansi tasakaalumudelite uurimine. Selle
tilesande matemaatilise kiiljega tegeldakse arvutuskeskuses iipris
edukalt juba mitu aastat.

Probleemlaboratooriumi algpdevadest alates oli iitheks tdht-
samaks téoks pollumajandusliku tootmise mudelite koostamine
ja rakendamine. Siinkohal voiks markida optimaalsete soddarat-
sioonide ja jousooda retseptide koostamist jne.® Sellealased uuri-
mused on voitnud iileliidulise tunnustuse. Kéesoleval ajal nende
kiisimustega aga arvutuskeskuses enam ei tegelda, sest 166 edu-
kuse huvides on see teema (ile antud Majandusmatemaatika
Keskinstituudi Eesti filiaali ilhele laboratooriumile. Sinna siir-
dusid toole ka arvutuskeskuse vastava toorithma tootajad.

Umbes viis aastat tagasi hakkas praktika vajadustest tingi-
tuna arenema matemaatilise statistika suund. Pohiliseks on
sitani jdanud katseandmete matemaatiline téotlemine, s. t. naita-
jatevaheliste korrelatiivsete seoste leidmine, dispersioonanaliiiis,
faktoranaliiiis jne. Pohilisteks «tarbijateks» on siin iilikooli teiste
kateedrite ja laboratooriumide téétajad (eriti meedikud, bioloo-
gid, juristid, aga ka kehakultuuriteaduskonna téétajad).

Uheks uudseks, kuid kiiresti arenenud suunaks on arvutus-
tehnika ja matemaatiliste meetodite rakendamine sotsioloogias,
s. t. ankeetide analiiiis elektronarvuti abil. Sellel valdkonnal on
kiillaltki suur tulevik, TRU arvutuskeskus on aga selle ala
pioneere vabariigis.

Peale nende on arvutuskeskuses tulnud lahendada terve rida
praktilisemat laadi {ilesandeid jirjekorrateooria, tookindluse kiisi-
muste, atmosféarifiilisika, statistika jne. valdkondades.

Kuna olemasolev elekironarvuti «Ural-4» on oma tédaastate
jooksul juba joudnud moraalselt vananeda, pole koiki seniseid
tulemusi veel olnud voimalik juurutada. Sellest kitsaskohast peaks
ille saama uue elektronarvuti abil, mida arvutuskeskus loodab
peatselt hankida.

1 Vt. Juurdeldikuskaartide koostamine elektronarvutil. — Matemaatika ja
kaasaeg, XI, 1k. 27—32.

5 Vt. T. Akkel Lineaarse planeerimise rakendamisest loomakasvatuses. —
Matemaatika ja kaasaeg, VI, 1k. 27—37.
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GEOMEETRIA — TEADUS MOOBLIST JA MUURIDEST!

W. W. Sawyer

Nii asus fa uue energiaga tditma oma iiles-
andeid: uurima geomeetriat, ladina keelt, gram-
matikat ja murde. Sami hea mdlu kergendas
grammatika Gppimist, ka murrud ei valmis-
tanud erilisi raskusi, aga geomeetria osutus
talle hirmsaks katsumuseks. Ta ei suutnud tai-
bata selle aine olemust. Algul edenes asi pdris
hasti, kuid kui ta Eukleidese esimese raamatu
I6pul joudis <ré6pkiiliku lauseteni» (Olgu nee-
tud nende wvdiljamétlejad!), muutus asi lootfu-
setuks. Kogu Ohtu uuris ta kannatlikult iihte
neist lauseist, kuni l6puks AB langes kokku
CD-ga, haaras selle kitest ja nad hakkasid
tema silme ees péorlema tormilises valsihoos.
Saabus magamaminekuaeg, kuid puhkamisele
polnud véimalik mobeldagi: pikk pahur rdop-
kilik AH seisis voodipditsis ja karjus metsiku
hddlega, dhvardades kogu maja dratada, et
ta pole iialgi olnud ega saa ka kunagi vord-
seks paksu lustaka ruuduga CK.

Henry Kingsley, «Geoffrey Hamlyns

Eelmises peatiikis mainiti, et igapdevases elus kasutavad ini-
mesed samu arutlemisvotteid kui matemaatikud, kuid ei anna

ise sellest endale aru.

Naiteks vdga paljud inimesed nagu kangestuvad, kui paluda
neid selgitada ristkiiliku geomeetrilist konstrueerimist. Aga kui
kiisida: «Palun selgitage mulle sobivat moodust laua valmista-
miseks», siis ei tekita vastamine neile {ildse raskusi. Ristkiiliku

all moeldakse kujundit

! Kiesolevas avaldame teise peatitki raamatust W. W. Sawyer, «Mathe-
matician’s Delight» (raamatu esimese peatiiki tolge vt. Matemaatika ja kaas-

acg, XIII, k. 88—90).
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j'a keegi ei voi Oelda teile laua kohta midagi, kuni ta ei tea
kiillalt histi, milline on see kujund. Oletame néiteks, et teil on
sellise kujuga laud

N\

Ko6ik taldrikud, teetassid ja piimakannud libiseksid lohkudesse
voi kukuksid maha ja iildse oleks laua selline kuju viga eba-
mugav. Inimesed, kes teevad laudu, on iiksmeelsel arvamusel, et
lauaplaat peab olema tasane, mitte kover. Isegi kui plaat on
tasane, ei tarvitse ta tingimata olla horisontaalne ja voib vélja
ndha néiteks nii +< . Kui aga lauaplaat on rohtne, siis
voivad veel lauajalad veidralt olla, nditeks yya voi

75 . Neil juhtudel kipub lauaplaadi kdal liitekohti purus-
tama. Selle viltimiseks tehakse lauajalad tavaliselt vertikaalsed
ja laud seisab porandal selliselt 17T _

Igaiiks, kes moistab, milline peaks ndima laud, saab ka aru,
mis. on ristkiilik. Te leiate ristkiiliku kohta kiillalt palju igast
geomeetria Opikust, sest ristkiiliku kuju on praktilises elus védga
tdhtis — ehkki vanemates geomeetria raamatutes ei mainita
pohjust, miks me iildse opime tundma ristkiilikut.

Ristkiilikuid kasutatakse ka miiliriladumises. Harilikul tellis-
kivil on nii {ilemine ja alumine tahk kui ka kiillgtahud ristkiiliku-
kujulised. Miks? Seda on kerge taibata. Tellised tuleb laduda
rohtsalt, kui me ei taha, et nad libiseksid. (Isegi tahumata kivi-
dest ehitades piiiitakse miiiir laduda rohtsate kihtidena). Tellised
peavad seega olema 3sobitatud kahe rohtsa joone vahele. Aga ka
sel juhul on vdimalik anda kivide otstele kentsakas kuju:

JAVAVA




Kuid see sarnaneb juba rohkem piltmoistatusega kui miifi-
riga: vaene miiiirsepp peaks kulutama poole oma elust sobiva
kivi otsimisele. Me soovime, et koigil tellistel oleks iihesugune

kuju. Seda saab teha mitmel viisil -—— nditeks i voi
(@ . Kuid selliste telliste puhul osutub miifiri serv

sakiliseks ja kahe miiiiri iihenduskohal tekivad tithemed, mida
tuleb tdita. Tellise tavalise kujuga on kdik need komplikatsioonid
vélditud.

Kellelgi ei teki niisuguse pohjenduse jdlgimisel raskusi.
Miks aga inimesed siis ei salli geomeetriat? Osaliselt vist selle-
pirast, et see aine on nende jaoks miistiline, nad ei saa aru
(ja neile ei ole Geldud), kui ldhedane on ta igapdevasele elule.
Teiseks sellepdrast, et matemaatika arvatakse olevat tdpne. Geo-
meetriadpikuis ei rddgita midagi kujunditest, mis on-«ldhedased
kolmnurgale» voi «peaaegu ristkiilikud», kuigi iisna tavaliselt
osutuvad uks voi laud oigest kujust veidi erinevateks. Selline
pedantne tdpsus toukab inimesi geomeetriast eemale. Te voite
mitu korda katsetada lauda valmistada ja iga laud tuleb eel-
misest parem. Te opite kogemustest. Kui aga rdhutada «mate-
maatilist tdpsust», siis voime kergesti sulgeda selle teadmiste
omandamise tee, katse ja eksituse tee. Pidades meeles, kui ldhe-
dalt on geomeetria seotud puusepatodga, ei tee te sellist viga.
Kui teil tuleb lahendada probleem, mis tundub mdistatusena, siis
piiliate te koigepealt teha moned katsed. Olles leidnud meetodi,
mis tundub sobivat, voib osutuda voimalikuks leida ka oma mee-
todile loogiline «tdpne» «veatu» digustus: te suudate tdestada,
et meetod on oige. Aga selline tdiustamine tuleb alles lopus,
katse toimub alguses.

Esimesed matemaatikud olid seega tavalised todlised — puu-
sepad ja ehitajad. See on avaldanud moju ka terminoloogia kuju-
nemisele. Mis on «sirgjoon» (straight line)? Kui uurite sona
«sirge» (straight) tdhendust sdnastikust, siis veendute varsti, et
see sona pdrineb vana-inglise sonast «venitama» (sfretched),
kuna aga «joon» (line) on peaaegu sama mis «linane niit»
(linen thread). Niisiis, sirgjoon on jirelikult venitatud linane
niit, nagu teab igaiiks, kes on pannud kartuleid v6i ladunud
miidiri.

Eukleides ldhenes kiisimusele hoopis teisiti. Ta defineeris
sirgjoone kui kahe punkti vahelise lithima tee. Aga kuidas
leida lithimat kaugust? Kui veame moodulindi dihest punktist
teiseni ja pingutame iihte otsa nii tugevasti, kui jaksame, nii et
kahe punkti vahele jadv mo6o6dulindi osa oleks voimalikult lihike,
siis saamegi liihima kauguse kahe punkti- vahel. Moo6dulinti
«venitatakse» tdpselt samal viisil, nagu seda tegid ehitaja voi
aednik.
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Kui teil kdstakse midagi defineerida, siis kiisige endalt: «Kui-
das ma seda praktikas teeksin?»

Teilt voidakse nouda néditeks «tdisnurga» defineerimist. «T4is-
nurk» (juhul kui nimetus osutub teile uueks) on kujund, mis
tekib kahe joone l6ikumisel L tdhe taoliselt ( [_ ). Iga paberi-
lehe nurk kujutab endast tdisnurka. Kujundid / ja _/ ei
ole aga tdisnurgad.

Kuidas saada tadisnurka? Oletame, et te tahate rebida paberi-
lehe kaheks korralikuks pooleks — mida tuleb selleks teha? Te
murrate paberi kokku ning rebite katki moééda murdejoont, mis
moodustabki lehe servaga tdisnurga. Kui te murrate hooletult,
siis te ei saa tdisnurka, vaid midagi taolist: / . Liiga
suur osa paberist on jddnud iihele poole ja liiga viike teisele.
Me ndeme niiiid tdisnurgale iseloomulikku tunnust: molemal
pool murdejoont asuvad pooled nédivad iithesugused. Kui meil on
tindiplekk iihel pool murdejoont, siis paberit kokku murdes saame
peegelduse teisele poolele. Murdejoon nagu kujutaks peeglit.
Ja paberi serva peegelduseks (kui on tegemist tdisnurgaga)
saame teisel pool murdejoont oleva paberi serva. .

Te voite seda proovida joonlaua voi jalutuskepiga. Me voime
keppi hoida nii, et tema peegeldus néib olevat kepi jatkuks. Te
voite vaadata piki keppi ja tema pikendust just nagu vaataksite
ldbi piissitoru. Kepp on sel juhul «tdisnurga all» peegliga.

Oletame, et te rajate jalgpallivdljakut ja soovite saada téis-
nurka. Te ei saa véljakut kokku murda, et leida sobivat murde-
joont! Kuid seesama peegli-idee annab tee raskusest iilesaa-
miseks.

Oletame, et O on viljaku kiiljejoone punktiks, kust me tahame
tommata sirge, mis moodustaks kiiljejoonega OA tdisnurga. Me
teame juba, et kui OC on diges asendis, siis ta peegeldab punkti
A punkti B, mis asub samuti kiiljejoonel. Kui me murraksime
paberi mééda OC-d kokku, siis satuks
tipp A tippu B ja sirge OA kataks c
parajasti sirge OB ning AC kataks BC.

Aga see annab tee OC leidmiseks.

Kui me alustame punktist O, mootes

molemale poole vordsed kaugused

OA ja OB, saame A ja tema pee-

gelduse B. Et BC on AC peegeldus,

siis peavad nad olema vordse pikku-

sega. Votame sobiva pikkusega koie .

ja kinnitame algul ko6ie iihe otsa

punkti A ning kraabime teise otsaga 8 0 A
maapinnale ringjoone kaare, nii et koik punktid sellel joonel on
koie pikkuse kaugusel punktist A. Kui kordame sama operat-
siooni punkti B puhul, saame tekkinud ringjoonte 16ikepunkti C,
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mis asub samal kaugusel nii punktist B kui ka punktist A.
Punkti C asetame tiku, tombame koie punktist C punkti O ja
lupjame piki seda.

Te niete, et meetodit, mis oli sobiv jalgpallivdljaku jaoks,
saab kasutada ka tadisnurga konstrueerimiseks sirkli ja joonlaua
abil. .

Aga on veel teine voimalus, mis vaarib tdhelepanu. Seda moo-
dust tegelikult kasutataksegi jalgpallivdljakute méarkimisel.

Kui te votate kolm keppi pikkuste-

c ga vastavalt 3, 4 ja 5 jardi ning ase-

tate nad nii, nagu on naidatud korval
oleval joonisel, siis osutub, et nurk B
on tdisnurk. Pole sugugi ilmne, et see
5 nii on. Aga see avastus tehti nah-
3 tavasti juba 5000 aastat tagasi enam-
vdhem juhuslikult. Me ei tea avastaja
nime, aga voime delda, et ta oli seotud

ehitamisega — tdomees voi arhitekt.

g Sellist taisnurga leidmise viisi kasu-

tati, kuid ehitajate oskust ja inimesi ei

huvitanud, miks see oli nii, samuti nagu perenaisi ei huvita,

miks kasutatakse kiipsetuspulbrit. Oli teada, et see meetod andis

hédid tulemusi ja vanad egiptlased kasutasid seda edukalt piira-
miidide ja templite ehitamisel.

Ei ole teada, kui palju opetatud egiptiased murdsid oma pead
sellele faktile selgituse leidmisel, aga Egiptust kiilastanud kreek-
lased leidsid selle meetodi lausa miistilise olevat. Egiptlastest
toomehed ei leidnud selles ise midagi tdhelepanuviirset ja kui
kreeklased kiisisid neilt midagi selle kohta, siis said nad arva-
tavasti jirgmise vastuse: «Seda on ju alati nii tehtud, kuidas te
seda teisiti teeksite?»

Ja nii laksidki kreeklased dra imestades: «Miks?» Miks 3, 4
ja 5? Miks mitte 7, 8 ja 9? Mis juhtuks, kui me votaksime 7, 8
ja 9? V&i moned teised kolm arvu?

Oleks tdiesti loomulik alustada viikestest arvudest ja piiiida
konstrueerida kolmnurki selliste modtmetega nagu (1, 1, 1),
(1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 2, 2), (2, 2, 2) jne. Kuidas need kolm-
nurgad siis vélja ndevad?

Niipea' kui te hakkate selliselt katsetama, hakkate te tegema
ka avastusi. Vahel te leiate, et kolmnurka pole dldse voéimalik
konstrueerida, nagu niiteks juhtudel (1, 1, 3), (1, 1, 4) jne. See
on nii siis, kui kolmnurga {iks kiilg (n&it. 3) osutub suuremaks
kui kaks teist kiilge kokku (14 1).

Te markate, et kolmnurga kiilgede pikkuste kahekordistamine
ei muuda kolmnurga kuju. Niditeks kolmnurk (2, 2, 2) niib iisna
sarnane kolmnurgaga (1, 1, 1).
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Kolmnurgal (1, 2, 2) on meeldiv omadus — kui me poorame
ta {imber nii, et B ja C vahetavad kohad, siis saame samasuguse
kolmnurga.

Mida rohkem kolmnurki te joonestate, seda rohkem mairkate
nende omadusi. Mitte koik need avastused ei ole tegelikult uued.
Naiiteks iilalpool me négime, et igas kolmnurgas peab AB -+ AC
olema suurem kui BC ja see ei ole toesti mingi uudis. Me teame,
et sirgjoon BC on lithim tee B-st C-ni ja loomulikult tuleb tee
pikem, kui me ldheme B-st C-ni A kaudu, s. t. 1dbime tee, mille
pikkus on vordne AB ja AC summaga. Seega oleksime selle
konkreetse tulemuse voinud leida ka loogilise arutelu teel: ta
jareldub faktist, et sirgjoon on lithim tee kahe punkti vahel.

Esemete kuju uurides vdoime me teha kaht asja: 1) me voime
avastada terve rea fakte, 2) me voime jarjestada need faktid
siisteemi, ndidates, mis millest jéreldub.

Toepoolest, seda kahte etappi on kasutanud ka kreeklased.
300 aastat e. m. a. kirjutas Eukleides oma kuulsa raamatu geo-
meetriast, milles ta koik tuntud faktid esitas siistematiseeritult.
Sellest raamatust leiate vastuse kiisimusele, miks kolmnurk kiil-
gedega 3, 4 ja 5 on tdisnurkne; seal on aga veel ndidatud, et ka
moned teised kolmnurgad nagu néiteks (5, 12, 13), (7, 24, 25)
voi (33, 56, 65) on samal pohjusel tdisnurksed.
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Aga koigeks selleks kulus aega. Suur piliramiid -ehitati
3900 a. e. m. a. reeglite jargi, mis baseerusid praktilistel koge-
mustel. Eukleidese siisteem négi ilmavalgust alles 3600 aastat
hiljem. Oleks téiesti ebadiglane nouda, et lapsed hakkaksid
oppima geomeetriat sellisel kujul, nagu seda esitas Eukleides.
Inimkonna arengu 3600 aastast ei suuda keegi nii lihtsalt iile
hiipata. Parim viis geomeetria oOppimiseks on kidia sama teed,
mille inimkond esialgu ldbis: teha asju, valmistada asju, mérgata
asju, jarjestada asju ja alles siis arutleda asjade file.

Koigepealt tuleb viltida kiirustamist. Matemaatika on teadus,
mis ei arene kiiresti. Koige tdhtsam on olla kindel, et te teate,
millest rddgite: asjadest peab olema selge ettekujutus. Asjadest
tuleb motelda seni, kuni iga moiste jaoks kujuneb elav pilt. Olles
kord oOppinud selgete piltlike ettekujutuste abil motlema, on teie
areng kiire ja pingutusteta. Saatuslikuks kujuneb kiire edasiliiku-
mine aga siis, kui jdtate oma tagalasse vaenlase — moistete
virr-varri. Sel juhul on Gigem alustada juba iikskordiihest.

Mboned geomeetriaga seotud katsed

1. Poisil on puulatt AC pikkusega 4 jalga. Selle kiilge tahab
ta kinnitada teise lati nii, et kujund ABCD, mille moodustab lat-
tide otste iimber tommatud noéor, oleks ristkiilik. Kui pikk peab
olema latt BD, millises punktis O peab ta latid kinnitama? Kas
on oluline, millise nurga all ta latid ithendab?

~
[

A I8,

2. Tasane maapinnaosa tuleb katta plaatidega. Koik plaadid
peavad olema sama suuruse ja kujuga, kuid pole oluline, kas
véline serv tuleb sakiline vdoi mitte. Katsetage, mitu voimalust te
leiate plaatide kuju valimiseks ja {hendamiseks. Uks ndide on
toodud iilal oleval joonisel.

3. Ténavalatern on maast 12 jala korgusel. Kolme jala pik-
kune laps Iobustab end kondides nii, et tema pea vari
libiseb piki maapinnale tommatud joont. Milliseks kuju-
neb lapse tee, kui maapinnale tommatud joon on: 1) sirge,
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2) ring, 3) ruut? Milline ree-
gel seob lapse tee kuju
maapinnale tommatud joone
kujuga?

(Médrkus. Vastuse pérast
drge astuge kellegagi sona-
sotta enne, kui te ei ole tege-
likult katset korraldanud. Kat-
se tegemiseks on sobiv votta
lavalamp ja pliiats, mis kuju-
tavad vastavalt tdnavalaternat
ja last. Pliiats joonistab ise
paberile tee, mille ta 14bib.)

4. Millised erinevused tekivad, kui eelmises f{ilesandes on
lambi asemel péike?

5. Kuue jala pikkune mees seisab 12 jala kérgusest laterna-
postist 10 jala kaugusel. Kui pikk on mehe vari?

6. Matkaja ndeb kahte kirikutorni. Uks neist asub otse tema
ees, teine aga otsesihis vasakul. Matkajal on kaart, millel on
molemad kirikud méargitud, aga meie reisimees ei tea, millisest
suunast ta neid vaatab: kas on see pohi voi louna voi moni muu
ilmakaar. Kus voib olla matkaja asukoht kaardil? (Juhis: 166ge
siledasse lauatiikki kaks naela. Tahistagu need kirikutorne. Votke
niitid titkk pappi, mille iiks
nurk on tdisnurk, ja asetage ta
naelte vahele, nagu on néha
jooniselt. Siis P on iiks matkaja
voimalikke asukohti. Kui ta
vaatab suunas PA, siis jadb B
temast vasakule. Mirkige P
asend lauatiikile:  Nihutage
pappi ja mairkige teine voi-
malik asend samal viisil. Need
margid asuvad ithel kindlal ko- It
veral. Milline on see kover?)

7. Viikesele, 25 jardi pikkusele laskerajale soovitakse ehi-
tada liikuvat méarklauda, mis kujutaks 20 jala pikkust, 15 jala
korgust, poole miili kaugusel asuvat ja kiirusega 20 miili tunnis
liikuvat veoautot? Laskuri asukoht peab olema selline, et ta
ndeb veoauto iht kiillge. Milline peaks olema veoauto mudeli
suurus ja kui kiiresti peaks ta litkumap?

8. Amblik soovib minna telliskivi ithest nurgast A vastas-
nurka B lithimat voimalikku teed méoda. Millise liikumistee ta

2 1 jalg = 30,48 cm; | jard = 3 jalga = 91,44 cm; 1 miill = 5280
jalga = 1760 jardi = 1609,33 m.
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peaks valima? Arvestada tuleb asjaolu, et dmblik liigub médda
telliskivi pinda -— 1dbi kivi ei ole ta vdimeline tungima.

(Ulesande lahendamiseks vajalikud materjalid: mitu erineva
kujuga telliskivi ning tiikk no6ri punktist A punkti B tombami-
seks. Kasulik on telliskivi voltida papist. Pédrast lithima tee leid-
mist ja papile markimist voib «tellise» jalle laiali laotada — nii
saamegi otsitava lithima tee kuju).

9. Votke gloobus. Tommake niit mingi kahe asustatud punkti
vahel pingule. Mirkige dra kohad, millest niit iile 1dheb. Markige
need kohad ka maailmakaardile atlases. Pange tidhele, kui palju
erineb kaardile tommatud kahte punkti ithendav sirge koverjoo-
nest, mille dsjakirjeldatud viisil saime. See asjaolu on eriti olu-
line meremeestele ja lenduritele, kes ldbivad pikki vahemaid.

10. Ehitatakse raudteed, mis iihendab kahte linna — A ja B.
Maapind paremal pool sirgest PQ on soine, mistottu iithe miili
raudtee ehitamine on seal kaks korda kallim kui vasakul pool
joot PQ. Joonestage moned voimalikud raudtee paiknemise plaa-
nid ja leidke tee, mille ehitamine tuleb koige odavam.

(Miarkus. Arge vastake sellele kiisimusele iiksnes arvuta-
mise teel. Joonistage endale plaan, paigutage seal linnad A ja B
soovi kohaselt ja mootke voimaliku tee pikkus, eeldades, et iihe
miili raudtee ehitamine sirgest PQ vasakul maksab 10000 naela.
Igapédevases elus piiiitakse sellistele kiisimustele vastust saada
iga hinna eest — kas arvutades voi katse teel voi siis molemaid
kasutades. Hoopis voib unustada, mida iitles Eukleides
300 a. e. m. a.)

P
A L w 03
p 2
‘ u vy U4
X M
w u vy B
vy V14
',Lh
Q .

Punktide A ja X vahel on tee maksumus 10000 naela miil, punktide X ja B
vahel 20000 naela miil. Leida parim koht punktile X.
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11. See (ilesanne on eelmisega samalaadne, ainult takistuse
kuju on eelmisest erinev. Raudtee ehitatakse A ja B vahele, kus-
juures nende linnade vahel on raskesti ldbitava maa kiil PQR.
Leida parim asukoht raudteele. (Sedalaadi iilesannetel on suur
tdhtsus raudteede ehitamise praktikas, kui kahe linna vahel on
méigine maastik. Sel juhul tuleb eraldada tdiendavad summad
tee ehitamiseks ldbi mégise maa).

A

B

Punktide A ja X vahel on tee maksumus 10000 naela miil. Sama on ka kulu tee
ehitamisel punktide Y ja B vahel. Punktist X punkti Y aga on maksumus
20000 naela miil. Leida X ja Y parimad asukohad.



LOBATSEVSKI GEOMEETRIA

K. Ariva

Geomeetrias algab revolutsioon

Kédesoleva artikli eelnevates osades! andsime iilevaate paral-
leelsirgete probleemist ja selle ajaloost. Nagu markisime, viisid
probleemi lahendamiseks kahe aastaluhande véltel tehtud pingu-
tused lopuks uue — esimese mitteeukleidilise geomeetria avas-
tamisele.

«Mitteeukleidilise geomeetria avastamine oli inimese motte-
maailmas suurimaks revolutsiooniks, mida tunneb teaduste aja-
lugu,» iitles V. F. Kagan selle geomeetria tekkimise sajandale
aastapédevale pilihendatud ettekandes. Seda revolutsiooni seosta-
takse esijoones vene matemaatiku LobatSevski tegevusega. Samal
viisil, nagu koolis opitavat geomeetriat nimetatakse Eukleidese
geomeetriaks, omistatakse esimesele mitteeukleidilisele geomeet-
riale LobatSevski nimi. Sellega rohutatakse asjaolu, et ehkki esi-
mesed sammud uue geomeetria loomisel astusid peaaegu sama-
aegselt ja fiiksteisest tdiesti soltumatult kolm matemaatikut —
Gauss, Bolyai ja LobatSevski, on viimase osatdhtsus uute ideede
arendamisel vaieldamatult suurim. Kui Gauss vaikis oma mote-
test ja keeldus avalikult tunnustamast ka teiste vastavasisulisi
toid ja kui Bolyai pérast oma ainsa selleteemalise uurimuse
ilmumist kibedasti pettununa peaaegu loobus tegelemast mate-
maatikaga, siis LobatSevski todtas uue geomeetria kallal kogu
oma elu ja avaldas selle kohta terve rea ulatuslikke teoseid. Ta
arendas uue geomeetriliste lausete siisteemi vilja niisama suures
ulatuses, kui tunti Eukleidese” geomeetriat, ja leidis oma ope-
tusele hulgaliselt rakendusi korgemas matemaatikas.

Pealegi kuulub LobatSevskile vaieldamatu prioriteet uute
ideede esimese avaldajana. Nimelt tegi ta vastavasisulise ette-
kande Kaasani iilikooli fiilisika-matemaatikateaduskonna nou-
kogule 23. veebruaril? 1826. (Meenutame, et Bolyai t66 ilmus
1832. aastal). Seda daatumit loetaksegi niiiid uue geomeetria
siinnipdevaks. Sellel pdeval algas revolutsioon muutumatuks ja
Ioplikult valmiks loetud geomeetrias, — revolutsioon, mille taga-

! Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 73—90; XIII, lk. 71—87.
2 Lobat3evski eluga seotud daatumid on esitatud uue kalendri jargi.
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jarjed ja tahtsus iiletasid kau-
gelt geomeetria enda raamid
ja mis mojutas siligavalt ini-
meste maailmatunnetust.

Nikolai Ivanovit§ Lobat-
§evski silindis. 1. detsemb-
ril 1792. tolleaegses NiZni-
Novgorodis kehvas ametniku-
perekonnas. Tema lapsepoOlv
mo6dus vaesuses ja puuduses.
Sajandivahetuse paiku kolis
perekond Kaasani, et voimalda-
da lastele kooliharidust vast-
asutatud Kaasani giimnaasiu-
mis. LobatSevski opingud vii-
mases algasid 1802. a. Ja kui
1805. a. avati sama giimnaa-
siumi baasil Kaasani iilikool,
siis oli Lobat$evski juba 1807. a.
selle nimekirias. Sellest peale
oli kogu tema elu seotud Kaa-
sani iilikooliga.

Juba koolipingis ilmnes Lo-
batsevski matemaatika-alane
andekus. Ja iilikoolis piihen-
daski ta end tdielikult mate-
maatikale. Paari-kolme aastaga tootas ta 1abi tohutu hulga
sellealast kirjandust ning tegeles samal ajal ka fiilisikaga ja
astronoomiaga. Tuleb markida, et tdnu mitmele vilismaalt kut-
sutud oOppejoule osutus Kaasani iilikoolis koige paremini komp-
lekteerituks flsika-matemaatikateaduskond, milles 166 toimus
peaaegu algusest peale tolleaegsete Léadne-Euroopa iilikoolide
tasemel.

Ehkki LobatSevski tookus ja andekus leidis {ilikoolis iildist
tunnustust, tekkis tal tosiseid raskusi ja kokkup&rkeid valitseva
ametliku reaktsioonilise vaimu ja distsipliiniga. Teda siilidistati
jumalakartmatuses ja vabameelsuses ning &hvardas isegi oht,
et teda filikoolist vilja heidetakse ja soOjavideteenistusse saade-
takse, kus tollal tuli teenida aastakiimneid. Ainult moéne profes-
sori energiline kaitse pdastis LobatSevski sellest.

1812. a. lopetas LobatSevski iilikooli ja jdeti ette valmistuma
oppejou kutseks. Juba 1814. a. t66tas ta dotsendina ja kahe aasta
pdrast — 24-aastasena — valiti professoriks. Valitsuse ja {ili-
kooli juhtkonna reaktsioonilised meetodid sundisid lahkuma
vélismaiseid Opetlasi ning peagu kogu fiiiisika ja matemaatika
opetamise koorem langes noorele LobatSevskile.

Oppetdds puutus LobatSevski paratamatult kokku ka paral-
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leelsirgete probleemiga. Oma kéisikirjana sdilinud opikus maérkis
ta 1823. a., et «ranget toestust pole sellele toele senini suudetud
leida; neid, mis on esitatud, saab nimetada vaid selgitusteks,
kuid ei saa lugeda matemaatilisteks toestusteks selle sona téie-
likus mottes.» Siit tekkisidki tema motisklused sellel teemal. Voib
arvata, et algul piifidis ka LobatSevski toestada paralleelsuse
aksioomi, kuid 6ige varsti joudis ta uute, originaalsete seisukohta-
deni, millest ta rddkiski 1826. a. (prantsuskeelne kirjalik ette-
kanne ei ole sdilinud). Retsensendid ei kiitnud ettekannet heaks
ja seda ei esitatud triikis avaldamiseks.

1829, a. avaldas LobatSevski iilikooli poolt vdljaantavas aja-
kirjas artikli «Geomeetria elementidest», milles ta arendas oma
ettekande ideid. Tema mottekdigud on mitmeti analoogilised
Saccheri ja Lamberti omadega. Esimesel pilgul ndib, nagu
tahaks ta toestada V postulaati vastuvditelisel meetodil. Ta asen-
dab postulaadi uue, seda eitava aksioomiga: «Tasandil saab l&bi
véljaspool sirget asuva punkti tommata rohkem kui ithe sirge,
mis ei 16ika antud sirget.» Sellest lausest teeb ta (kasutades
Eukleidese iilejddnud aksioome) suure hulga jareldusi, s. t. toes-
tab teoreeme, mis Eukleidese geomeetrias ei kehti ja millest
enamus on teravas vastuolus kujutluste ja harjumustega. Erine-
valt Saccherist ja Lambertist on LobatSevski aga algusest peale
veendunud, et nende teoreemide nédiva absurdsuse tingib meie
kujutluste ja kogemuste piiratus, mitte aga teoréemide loogiline
puudulikkus. Ta teab, et on avastanud téiesti uue geomeetria,
mida ta nimetab «kujuteldavaks». Sellele uuele ruumiopetusele me
omistamegi tdnapdeval LobatSevski nime.

1835. a. ilmus Kaasani iilikooli teaduslikus biilletddnis Lobat-
Sevski ulatuslik teos «Kujuteldav geomeetria», mis kahe aasta
pdrast avaldati prantsuskeelses tolkes ka Saksamaal. Hiljem
(1836—1855) lisandusid sellele veel neli t66d, milles ta késitles
oma avastust.

Pingelise teadusliku t66 kérval, mis viis tdiesti uue teadus-
haru loomiseni, tuli LobatSevskil kanda veel suurt administra-
tiivt66 koormat iilikoolis. 1827. a. valiti LobatSevski Kaasani
iilikooli rektoriks ja ta tootas sellel kohal kuni 1847. aastani.
Kaasani iilikool — tollal ainus iilikool Moskvast Vaikse ookea-
nini — volgneb véljaarendamise eest vdga palju LobatSevski
vidsimatule energiale ja aktiivsusele. Samal ajal luges LobatSevski
mitmesuguseid matemaatika- ja fiiiisika-alaseid distsipliine ja
avaldas iihtlasi suurt moju iimbruskonna koolide tegevusele.

Ehkki LobatSevski to6d ilmusid triikis, osalt isegi saksa ja
prantsuse keeles, ei leidnud tema avastus autori eluajal mingit
tunnustust. Liialt vankumatu oli Eukleidese autoriteet tolleaegsete
motlejate ja matemaatikute jaoks, kes pidasid antiik-kreeklaste
ruumiopetust ainuvoimalikuks. Oldi veendunud selles, mida kir-
jutas 16. sajandil itaalia matemaatik Cardano Eukleidese «Ele-
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mentide» kohta: «Vaieldamatu on nende pohitddede joud ja nii-
vord absoluutne nende taielikkus, et oigupoolest ei saa {ihtki
teist teost sellega vorrelda; ...nendes peegeldub selline toe
valgus, et nahtavasti suudab ainult see geomeetria keerulistes
kiisimustes eristada toelist vdirast, kes moistab Eukleidest.» Veel
19. sajandi keskel iitles inglise matemaatik A. de Morgan, et
«mitte kunagi ei leidu geomeetriat, mis erineks oluliselt Euk-
leidese Opetusest, ja seni, kui ma seda ei nde oma silmadega,
ei usu ma, et selline siisteem voiks eksisteerida.»

Sellepédrast votsid koik tolleaegsed matemaatikud LobatSevski
t6id vastu vaikimisega. Veelgi enam — tema aadressil ilmusid
vene ajakirjanduses pilke- ja laimupamfletid, millele vastamiseks
ja vastuvaidlemiseks talle endale ei antud voimalust: tema vas-
tuseid ei triikitud. Nonda veetis LobatSevski oma elu teaduslikus
mottes téielikus {iksinduses, keset iikskoikset, mittemoistvat ja
pilkavat maailma. Kuid erinevalt Gaussist jatkus LobatSevskil
vaprust iiha uute té6de avaldamiseks ja erinevalt Bolyaist ei
sattunud ta viljatusse kibestusse, vaid leidis endas joudu oma

ideede jirjest laiemaks viljaarendamiseks — jéreltuleva polv-
konna jaoks. Ja uus polvkond vottis tema loomingu vastu ning
oppis tdiel médaral hindama selle suurust — pérast LobatSevski
surma 24. veebruaril 1856.

Revolutsioon geomeelrias oli alanud -— ehkki seda teadsid
veel viga védhesed ja ehkki selle kuulutajad, LobatSevski teosed,
ootasid veel avastamist. Tunnustus tuli hiljem — pérast Gaussi

surma, kui Gaussi seniavaldamata maéirkmed uue geomeetria
kohta muutusid ildtuntuiks ja poorasid matemaatikute tdhele-
panu LobatSevski ja Bolyai téodele.

Kuid sellest tunnustusest ja selle tagajdrgedest rédidgime
edaspidi. Niiiid on aeg pooérata tdhelepanu uuele geomeetriale
endale.

Erinevad geomeetriad — erinevad toed

Enne LobatSevski opetuse tdhtsamate todedega tutvumist on
siiski tarvis peatuda veel paaril asjaolul.

Tundub ilmsena, et kahest viitest, mis eitavad teineteist,
saab toene olla vaid iiks. Nagu toestas Legendre, ei saa kolm-
nurga sisenurkade summa olla suurem sirgnurgast. Jarelikult on
ta kas vordne sellega voi vdiksem sellest — mitte aga molemat
korraga. Eukleidese geomeetrias on see summa tédpselt 180°,
LobatSevski geomeetrias osutub ta alati vdiksemaks kui 180°. Ja
see on vaid iiks ndide Eukleidese ja LobatSevski geomeetria pal-
jude lausete vastastikusest eitamisest. Siit nédib jarelduvat: kui
tunnustada LobatSevski opetust, siis tuleb i{ihtlasi eitada Euklei-
dese oma — toene voib neist olla ainult iiks, mitte molemad.

Ja ometi {itleb geomeeter, et tdesed on molemad lausete siis-
teemid. Kuidas on see voimalik?
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Asi on selles, et sonu «tdde» ja «toene» saab mdista kahel
viisil. Igapdevases praktikas, samuti vahetult reaalsust uurivates
teadustes tdhendab tode kooskola reaalse, teadvusest soltumatu
nihtuse ja selle peegelduse vahel teadvuses. Piistitatud vaide
toestatakse siin vaatluse ja eksperimendi abil. Nditeks arvamus,
et ka Kuu teisel kiiljel leidub kraatreid, osutus tdestatuks parast
esimeste fotode saamist kuurakettide abil.

Aksiomaatiliselt iilesehitatud teoorias on toel teine tdhendus.
Siin loetakse vidide toeseks, kui ta jareldub aluseks voetud aksioo-
midest puhtloogilise arutluse teel. Toestada mingit lauset geo-
meetria vallast tdhendab seega nédidata, et see lause on geomeet-
ria aksioomide loogiline jareldus. (Asja ei muuda muidugi see,
et vaadeldava teoreemi toestamisel harilikult ei kasutata vahe-
tult aksioome endid, vaid nende abil juba toestatud teoreeme).
Kiisimust, kas toestatud lause on kooskolas reaalsete nidhtustega,
geomeetrias ei piistitata — ega saagi piistitada, sest sellele
vastamine tdhendaks konkreetsete ndhtuste vaatlemist ja nendega
eksperimenteerimist, s. t. fiiiisika meetodite rakendamist, vélju-
mist geomeetria raamest3.

Kahjuks ei selgitata kehtivais matemaatika opikuis toe maoiste
sellist kahepalgelisust. Muidugi tuleb o6pilast tema esimeste
sammude ajal geomeetria vallas 5.—6. klassis veenda katse ja
vaatluse meetodil. Et iilleminek loogilisele téestamisele ehk, nagu
opikus ¢ Geldakse, «lause oOigsuse pohjendamisele varem tundma
opitud lausete abil» ja «antud todedest uute todede tuletamisele
ainult motlemise teel», tdhendab {ihtlasi toe modiste muuutmist,
seda oOpilasele aga ei belda. Selle tottu jdab opilasele geomeet-
rilise toe ja laiemas laastus {ildse matemaatilise tdoe olemus
seitsme lukuga suletud raamatuks. Suletuks jddb talle ka tee
LobatSevski geomeetria juurde.

Niisiis asjaolu, et Eukleidese geomeetrias kolmnurga sisenur-
kade summa I, == ja LobatSevski geomeetrias 2 <z, ei
tidhenda mingit loogilist vasturddkivust: need laused kuuluvad
erinevaisse geomeetriaisse ja on toesed erinevate aksioo-
mide siisteemide pohjal. Nad on molemad toesed, sest nad mole-
mad jdrelduvad loogiliselt vastavaist aksioomidest. Seepirast ei
tdhenda jidrgnev LobatSevski Opetuse kisitlemine koolis opitava
geomeetria vddraks kuulutamist, vaid uute, teistsuguste todedega
tutvustamist.

Muidugi tekib kiisimus, kumb neist geomeetriaist kirjeldab
tdpsemalt reaalset ruumi, s. t. kumb neist on toesem vastavuse
mottes reaalsusele. Seda kiisimust kéasitleme artikli lopposas,

3 Lugejal on siinkohal kasulik meenutada arutlusi artikli esimeses osas. —
Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 79—8I.

¢ E. Etverk, A Llnts A. Vihman Matemaatika VII klassile.
Tallinn, 1964, lk. 67 ja 71.
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parast LobatSevski geomeetriaga tutvumist. Motlik lugeja saab
vastuse aimata juba eelnevate arutluste pohjal.

Mirgime, et Eukleidese ja LobatSevski aksiomaatikad erinevad
ainult ithe aksioomi poolest, mis médédrab paralleelsirgete ja, nagu
kohe nideme, iildse sirgete vastastikuste asendite teooria; iilejda-
nud aksioomid on neil geomeetriatel iihised. Siit tuleneb, et neil
on iithised ka koik teoreemid, mille toestamisel ei kasutata paral-
leelsuse aksioomi vdi sellele vastavat pohitdde LobatSevski siis-
teemist. Selliste lausete hulka — kahe geomeetria iihisosa —
nimetatakse J. Bolyai ettepanekul absoluutseks geo-
meetriaks. Meil tuleb LobatSevski geomeetria kisitlemisel
sageli viidata absoluutse geomeetria tdodedele, mille toestamisest
me loobume, kuivérd nad on iildiselt tuntud juba koolikursusest.

Jdab teha veel iiks markus.

Ka LobatSevski geomeetria kéisitlemisel on otstarbekas kasu-
tada jooniseid, et illustreerida loogilisi mottekdike ja teha holp-
samaks nende moistmist. Siinjuures tekivad aga moned lugejale
harjumatud raskused. Osutub, et paljusid LobatSevski geomeetria
fakte ei saa joonistel kajastada ilma teatud moonutusteta. Niiteks
sageli tuleb toestatava lause sisu piltlikuks kujutamiseks asen-
dada sirge koverjoonega. Lugejal on sel puhul otstarbekas meenu-
tada eespool mairgitut, mille kohaselt joonis ei saa geomeetrias
(ka Eukleidese geomeetrias mitte) kunagi olla téestusvahendiks,
vaid ainult kaudseks abinduks motte juhtimisel. Oma olemuselt
on loogiline arutelu tdiesti soltumatu igast joonisest.

Ehkki LobatSevski toed ei pohine kogemustel, vaid loogikal,
ei tdhenda see ometi, et kujutlus osutub siin tdiesti abituks ja
ainult segavaks teguriks. Nagu margib Kagan, «harjub igafiks,
kes on omandanud LobatSevski ruumi geomeetria, nigema seal
koike niisama selgesti nagu meie harilikus ruumis», s. t. ruumis,
mille moiste parineb kooligeomeetriast. Vastupidi Kanti idealist-
likule arvamusele ei ole ruumi moéiste ja ruumiliste vahekordade
kujunemise oskus siinnipdrane ja muutumatu, vaid dige oluliselt
siivendatav ja i{imberkujundatav.

(Jirgneb)

6 83



Vil. IMO
1965

DDR

RAHVUSVAHELISED MATE-
MAATIKA OLUMPIAADID

N. Veske

VII rahvusvaheline matemaa-
tika oliimpiaad! toimus 5.—12.
VII 1965 Berliinis. Sellest votsid
osa  8-liikmelised  vbistkonnad
10 riigist. Nendeks olid: Noukogu-
de Liit, Saksa DV, Ungari RV,
Rumeenia RV, Poola RV, TsSehhoslovakkia SV, Bulgaaria RV,
Mongoolia RV, Jugoslaavia FSV ja Soome. Oliimpiaad toimus
kahel péeval, molemal korral tuli 4 tunni jooksul lahendada 3
iilesannet, mis Ziirii valis esitatud 42 iilesande hulgast. Delegat-
sioonide juhid tolkisid voistlusiilesannete tekstid opilaste ema-
keelde ja paljundasid need. Ulesannete lahendamisel kasutasid
oliimpiaadist osavdtjad vaid sirklit, joonlauda ja kirjutusvahen-
deid. Esitatud t66d olid nimetud ja Sifreeritud, neid vaatasid
14bi oma delegatsiooni juht ja selle asetditja. Lahenduste eest
punktide midramine toimus aga kooskdlas Ziirii poolt nimetatud
saksa matemaatikutega. Esmakordselt anti sellel oliimpiaadil ka
6 diplomit iihe {ilesande eriti elegantsete lahenduste eest.

Osavotjate vanus oli 13—19 aastat, tiitarlapsi oli 80-st vdist-
lejast 11. VII rahvusvahelise matemaatika oliimpiaadi embleemil
oli korrapdrane 17-nurk, sirkel ja kolmnurk. Need olid valitud
C. F. Gaussi madlestuseks, kes 18-aastasena toestas, et korra-
pédrane 17-nurk on konstrueeritav sirkli ja joonlaua abil.

7.—11. VII tutvuti Saksa DV-ga; kiilastati Potsdamit, Dres-
denit, Buchenwaldi ja Weimarit. Jirgnevalt esitame oliimpiaadi
ilesanded 2, millest 3 esimest anti lahendada 1. pdeval ning vii-
mased 2. pdeval.

1. Leida kdik reaalarvud x 16igul 0 < x < 27, mis rahuldavad vorratust

2cosx < | VIFsin2x— V1I—sin2x| < V 2

! Esimesest kuuest rahvusvahelisest matemaatika oliimpiaadist vt. Mate-
maatika ja kaasaeg, II, lk. 51—58 ja IV, lk. 68—69.

2 Lahendused vt. E. A, MoposoBa, U. C. ITerpaxkos, VII Mexnay-
HapoAHas# MaTeMaTHyeckas. — MaremaTika B IKkoJae, 1965, Ne 6, lk. 73—79.
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2. On antud vorrandite siisteem
anxi + axs + a1axs =0,
az1%1 ~+ go¥p - Apaxs =0,
a31x) | Qzaxs + azzxa3 =10,
mille kordajad tdidavad jirgmisi tingimusi

a) aj, Q, asz on positiivsed,

b) koik iilejidnud kordajad on negatiivsed,

¢) igas vorduses esinevate kordajate summa on positiivne. Toestada, et
X1 = xg=x3=0 on antud siisteemis ainus lahend.

3. On antud tetraeeder ABCD, mille serva AB pikkus on a ja serva CD
pikkus b. Kiivsirgete AB ja CD vaheline kaugus on d, nende sirgete vaheline
nurk o. Tetraeeder jaotatakse servadega AB ja CD paralleelse tasandiga ¢
kaheks osaks. Leida mdlema osa ruumalade suhe, kui sirge AB kaugus tasan-
dist ¢ on & korda suurem kui sirge CD kaugus tasandist e.

4. Leida kdik reaalarvude nelikud (x;, X, Xs, xi), mille puhul koik
ithe arvu ja iilejddnud kolme arvu korrutise summad vorduvad 2-ga.

5. Antud kolmnurgas OAB on nurk AOB = a<90°. Kolmnurga OAB
suvalisest punktist M= O tommatakse ristloigud MP killjele 04 ja MQ
kiiljele OB. H on kolmnurga OPQ kdrguste loikepunkt. Milline on punkti H
geomeetriline koht, kui punkt M asub mistahes punktis

a) loigul AB, g

b) kolmnurga OAB sees?

6. Tasandil on antud n > 3 punkti, iga kahe punkti vaheline kaugus on
maksimaalselt d. Nende punktide ithendusloike, mille pikkus on d, nimetatakse
antud punktisiisteemi diameetriteks. Toestada, et diameetrite arv on iilimalt n.

VIII rahvusvaheline matemaatika oliimpiaad toimus 3.—13.
VII 1966 Sofias. Sellest votsid osa koik VII oliimpiaadil esi-
nenud riigid peale Soome. Esitame selle oliimpiaadi iilesanded 2,
millest ka seekord 3 esimest anti lahendada 1. pédeval ning viima-
sed 2. pdeval.

1. Oliimpiaadil anti 3 {ilesannet: A, B ja C. 25 Opilast lahendasid véhe-
malt {the iilesande. Opilastest, kes ei lahendanud iilesannet A, oli B lahen-
dajaid 2 korda rohkem kui C lahendajaid. Opilasi, kes lahendasid ainult
tilesande A, oli iilejddnud iilesande A lahendajatest 1 vorra rohkem. Mitu
opilast lahendasid ainult {ilesande B, kui opilastest, kes lahendasid ainult iihe
iilesande, pooled ei lahendanud iilesannet A?

2. Olgu kolmnurga kiiljed a, b, ¢ ja nende vastasnurgad vastavalt a,
B, ». Toestada, et kui kehtib vordus

a-+ b=tan—%—(atana+btanﬁ),

siis on kolmnurk vordhaarne.

3. Toestada, et korrapirase tetraeedri iimber kujundatud kera keskpunkti
kauguste summa tetraeedri tippudest on vidiksem kui mistahes teise punkti
kauguste summa selle tetraeedri tippudest.

4. Toestada vorduse

1 1

= cot x — cot 27x,

sin 2x sin4x = sin2rx
kehtivust, kus n on naturaalarv ja x = ;—: (=0, 1, ..., n; 2 on tidisarv).

2 Lahendused vt. E. A. Mopososa, U C. Ilerpaxkos, VIII Mexny-
HapoaHan, — MareMaTtuka B IUkoJe, 1966, Ne 6, 1k. 62—66.
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5. Lahendada siisteem.

‘al — azl X3+ lal - as[ X34 {01 — 04[ Xy=1,
[az — @i x1 + [az — a3 x3 + |@y — a4 Xa =1,
|aa —a1| X+ Iaa — 02] Xz 4+ Iaa—a4l xg=1,

|as — arf x1 + |as — ag| X2+ |as —ag| K3 =1,

kus a;, as, as, a; on antud erinevad reaalarvud.

6. Kolmnurga ABC kiilgedel AB, BC ja CD vdetakse igal kiiljel suva-
liselt ks tipust erinev punkt — wvastavalt M, K ja L. TGestada, et kolm-

1
nurkadest LAM, MBK ja KCL vihemalt iihe pindala pole suurem kui 7 kolm-

nurga ABC pindalast.

Vaadeldud oliimpiaadidel jaotusid auhinnad jargmiselt:

VII oliimpiaad
f

VIII oliimpiaad

I IT

m | Do imo| wr | Er

lom auhind
Bulgaaria RV — —_ 1 — — H 3 —
Jugoslaavia FSV — —_ 2 — — 2 t —
Mongoolia —_ —_ — l — — — |
Noukogude Liit 5 2 — — 5 1 H —
Poola RV — 1 3 1 1 4 I —
Rumeenia SV — 4 3 l I 1 2 —
Saksa DV — 2 3 — 3 3 — 2
TSehhoslovakkia SV — 1 3 — — l 2 —
Ungari RV 3 2 2 | 2 2 2 1 —
Soome — — ci votnud osa
MANGUKLOTSID
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Korval oleval joonisel on kujutatud
seitse iihesugust klotsi (neist paistab
kiill ainult kuus, seitsmes — sisemine
— pole kahjuks ndhtav). Kbdigi nende
klotside tahud on tiapselt dhesugusel
viisil varustatud tdhtedega W, B, G,
R, Y ja P. Sisemine (mittendhtav)
klots on sealjuures paigutatud nii, et
tikski tema tahkudel olevatest tdhtedest
ei puuduta samasugust tdhte naaber-
klotsil.

Neid andmeid arvestades leidke:

1) kuidas paiknevad tdhed klotside
tahkudel,

2) millises asendis on sisemine klots.



TEENEKAS MATEMAATIKAPROFESSOR

0. Lepik, O. Prinits

Gerhard Régo, Tartu Riikliku Ulikooli iiks vanemaid ja staa-
Zikamaid professoreid, sai 5. detsembril 1967 a. 75-aastaseks.

Prof. G. Ridgo siinnikohaks on endine Pindi mo6is Vorumaal.
Répina algkoolis ja Tartu reaalkoolis omandatud teadmisi tédien-
das ta ajavahemikus 1909—1913 Tartu iilikoolis, oppides siin

matemaatikat. Ulikooli lopetami-
sel esitatud t66 «Weierstrassi ja
Mittag-Leffleri osa ning tédhtsus
kompleksmuutuja funktsiooni
teoorias» kindlustas G. Raégole
teadusliku kraadi. Pérast enese-
tdiendamist Goéttingeni iilikoolis
ning téotamist matemaatikadpe-
tajana Tartu kommertskoolis siir-
dus G. Régo todle NovotSerkass-
kisse Doni Poliitehnilisse Insti-
tuuti, kus talle omistati ka pro-
iessori kutse.

2. oktoobril 1920 esines noor
27-aastane matemaatikaprofessor
Gerhard Ridgo Tartu iilikooli
aulas esiloenguga teemal «Mis
on matemaatika ja milles on
tema vidirtus». Ta rohutas, et
matemaatika ei ole sugugi mitte
Iopmata igav, koige kuivem ja
vasitavam Oppeaine, nagu sageli
arvatakse. Matemaatika ei ole ju
kogu iilesandeid vo6i kogu juht-
néore.

G. Rago (1921).

Ei ole tdhtis, et ndituses 2 X 8 =3 X 2 iga kord 6 vdlja
tuleb, kuid et siin ndhtavale tuleb iildine omadus, mis on
omane koikidele niisugustele korrutistele: vahetatavus.

Mitte nditus ise, ka mitte nende kogu ei ole see, mis

meid huvitab: vaid lildine seadus,

valitseb.

mis meie matlemist
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Mitte méttelise sisu poolest tiihjade ja huvivaeste iiles-
annete lahendamises ei peitu matemaatika. Mitte arvutami-
sed ja avalduste teisendamised ei ole tema siht, vaid tdpse
motlemise meetodite arendamine.

Selle loengu 16puosas rohutas prof. Régo:

Oma mdistete teravusega, oma algtdodede lihtsusega, oma
mottekiigu selgusega, oma meetodite iildsusega saab mate-
maatika eeskujuks igale teisele vaimutdb-vallale.

Sellega, et ta siduma Opetab moisteid ruumist ja ajast,
et ta kindlaks mddrab moisted muutumatusest ja muutuvu-
sest, katkevusest ja pidevusest, juhusest ja seadusest, sel-
lega, et ta suure pohjuste uurimise funktsiooni méoiste pddle
rajab, saab ta kogu meie ilmavaate pohipinnaks ja iga
ratsionaalse motlemise aluseks.?

Nendes tsitaatides esiletostetud pohimotted on kdinud prof.
G. Rédgoga kaasas koigis tema loengutes, seminarides ja prakti-
kumides. Neid selgepiirilisi todesid on ta 1iile 50 aasta sisen-
danud oma Oopilastesse-matemaatikutesse, keda kohtame koigis
meie vabariigi teaduslikes asutustes ja koolides. Neid tddesid
kannavad kaasas ka paljud’ pollumajanduse spetsialistid, metsan-
duse eriteadlased, majandusteadlased, insenerid, farmatseudid jt.,
kes on olnud kuulajateks prof. G. Ridgo korgema matemaatika
loengutel. Oma sisukate ja korrektsete loengutega ei ole profes-
sor G. Ridgo mitte ainult pannud kuulajaid matemaatikat aus-
tama, selle probleemide iile jarele motlema, juurdlema ja uutele
todedele joudma, vaid ta on ikka lugu pidanud ka kuulajate
esteetilisest kasvatamisest tahvlipildi, seal esitatavate kirjutiste
ja jooniste kaudu.

Eriti tdhtsaks on prof. G. Régo pidanud matemaatika ope-
tamise metoodika kiisimusi. Olles Gottingeni iilikooli juures lihe-
malt tundma oOppinud Felix Kleini sellealaseid to6id, kuulanud
D. Hilberti, R. Courant’i ja C. Caratheodory loenguid, asus ta
tdie energiaga uusi ideid ja motteid realiseerima ka Eestis. Juba
1920. aastal asutati prof. G. Rdgo algatusel Tartu iilikooli juurde
Matemaatika ja Mehhaanika Instituut, 1923. a. asutati Tartu {ili-
kooli didaktilis-metoodiline seminar, 1924. a. pandi alus Eesti
Matemaatika Opetamise Komisjoni toole. ]

Matemaatika Opetamisega seotud kiisimustele péoras G. Rigo
tdhelepanu juba oma esiloengus:

Kui senini ikka veel nii sagedasti arvamist kuuled, nagu
oleks matemaatika suur illesannete kogu, nagu oleks tema
sisu arvutamised ja teisendamised, kui isegi haritlaste peres
tiieline arusaamatus matemaatika vastu valitseb, siis on

' Prof. Gerhard Ré&go. Mis on matemaatika ja milles on tema vidar-
tus. Tartu, 1922, 1k. 8.
2 Samas, lk. 22.
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Prof. Gerhard Rigo (1962)



Tartu iilikooli didaktilis-metoodiline seminar 1926/27. é.-a. Esireas (vasakult): &ppejoud H. Perlitz,

J. Vilip, H. Jaakson, G. Rdgo ja T. Rootsmdie. Teises reas: E. Kask, W. Just, oppejoud J. Nuut ja

E. Neugard ning iilibpilased J.-L. Norden ja E. Heinmann. Viimases reas: A. Seitam, E. Mailson,
A. Wirro ja E. Sadsk.



see suuremalt jaolt kooli ja Opetamisviisi sii: nii tihti
juhatatakse sddl teatavad shabloonid kitte monede vdlja-
mébeldud kiisimuste ja sisuvaeste iilesannete motieta mehaa-
niliseks kdsitamiseks ja unustatakse matemaatika opetamise
iilesanne: harida ettekujutuse voimist ja harjutada jirje-
kindlat motlemist; kaotatakse silmist suur eesmdrk, mille
juurde peaks piiiidma: meid tdpsalt motlejateks inimesteks
kasvatada.!

Selle eesmérgi huvides on prof. G. Rédgo koostanud ulatusliku
«Matemaatika Opetamise metoodika késiraamatu», mis ootab
triikis avaldamist. Sinna kontsentreeritud todesid hakkas prof.
G. Rédgo propageerima juba oma esimestes matemaatika opi-
kutes: «Tasapinnalise analiiiitilise geomeetria pohijooned» (1921)
ja «Matemaatilise analiifisi elemendid» (1922). Viimasest loeme:

Kdiesolev raamat on nénda kirjutatud, et temast vabalt
méned osad voib vdlja jdtta ja nende asemele teisi temast
votta. Sellega on puiitud véimaldada seda vabadust, mis
igal koolimehel peab olema. Kui ma midagi temale siidamele
tohiksin panna, siis on see soov, et ta paneks koige suu-
remat rohku pohiméistete ja pohimottekdikude seletamise ja
selgitamise peale ja et ta nouaks piinlikku korda ja puhtust
iilesannete numbrilisel ja graafilisel ldbité6tamisel®

Miski ei mbju matemaatika petamisel nii halvavalt, kui
tema elusa sisu ettekandmine drakuivanud ja surnud
kujus!3

Ma pean lubamatuks bpetada lugejat peadpdéritavaid
avaldusi differentsima ja leidma samasuguseid integraale.
Ma ei lahenda ka iihtki nendest keerulistest piiri leidmise
tilesannetest, mis kuskil peale vanade iilesannete-kogude ei
esine. Kallist aega ei tohi vaimu kurnamiseks tarvitada!?

Argu otsigu lugeja sellest raamatust teaduslikku siis-
teemi tuhandete vdidete ja téestustega! Esimeseks tutvus-
tamiseks ainega pole voimalik teda nonda kdsitada. Ma
usun kindlasti, et selge arusaamine sest ainest néuab enam
toe nditlikku seletust kui tema kuiva toestust.’

Et aga tol ajal nagu praegugi leidus sellele pohimdttele vas-
tuseisjaid, siis lisas prof. Rdgo oma viimasele seisukohale poh-
jenduse, mille ta vottis kokku kolme punkti:

1. Matemaatilisele toele joudmiseks on kaks teed: intui-
tiivne ja aksiomaatiline. Nii nagu teaduse arenemises nénda
ka Opetamises on esimene teisest viljarikkam olnud.

2. Nendele, kellel and abstraktseks motlemiseks puudub,
teeb aksiomaatiline méatlemine illesaamata raskusi: teistelt
nouab ta kauakestvat erilist vaimu eelharidust.

3 G. Rédgo. Matemaatilise analiiiisi elemendid. Tartu, 1922, k. 5—6.
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3. Matemaatika opetamise reformimine nouab kdskivalt
intuitsiooni harimist: matemaatika Opetamine drgu olgu
ainult jdrjekindla métlemise harjutamiseks; ta piiiidku kas-
vatada elusat ettekujutust abstraktsetest moistetest, mille-
deta eksaktne motlemine voimatu; ta piiidku dratade jadvat
véimsat matemaatilist tunnet!*

Suured teened on prof. G. Rédgol ka koolimatemaatika pro-
grammide uuendamisel. 1924.—1927. aastani vidga intensiivselt
tootanud Eesti Matemaatika Opetamise Komisjon (esimees prof.
G. Réigo, liikmed A. Borkvell, J. Kuulberg (Kallak), J. Griintal
ja J. Nuut) téétas vdlja uued matemaatika oppekavad algkooli-
dele ja keskkoolidele, milles realiseeriti kdesoleva sajandi alguses
maailmas laialt levinud koolimatemaatika reformimise ideed.
Prof. G. Rago vottis osa ka uute kooliopikute koostamisest. Ta
kirjutas «Matemaatika t66raamatud I—V» ja oli koos E. Etvergi,
J. Griintali, A. Vihmani ja K. Ratassepaga 1938—1940 aastatel
viljaantud matemaatika standardopikute autoriks. Ajavahemi-
kul 1937—1940 juhatas prof. G. Régo taas ellukutsutud Eesti
Matemaatika Opetamise Komisjoni t66d.

Pirast noukogude voimu taaskehtestamist Eestis 1944,
aastal Oppisid keskkoolide abituriendid matemaatikat G. Régo
koostatud opikust.

Suure populaarsuse vditis prof. G. Rédgo opik «Korgem mate-
matemaatika», mis kordustriikkides on jarjest paisunud ja milie
viimane, 3-koiteline redaktsioon ootab viljaandmist.

Prof. G. Rédgo isikus on meil tegemist laia huvisfddriga
opetlasega. Lisaks korgemale matemaatikale ja matemaatika
opetamise metoodikale on ta lugenud mitmeid teoreetilise ja
rakendusmehhaanika kursusi, elementaarmatemaatikat kdrgemalt
vaatekohalt, variatsioonarvutust, toendosusteooriat, statistikat,
rakendusmatemaatika numbrilisi ja graafilisi meetodeid. Ta on
sdilitanud ka oma iiliopilaspdevade huvi matemaatika ajaloo
vastu, mille tulemusena ilmus temalt 1955. a. artikkel «Tartu
iilikooli nelja silmapaistva matemaatiku elust ja tegevusest»
(TRU Toimetised, vihik 37, 1955, 1k. 74—103).

Prof. G. Rdgo on hoolt kandnud ka teadlaste jdrelkasvu eest.
Tema juhendatud kandidaadidissertatsioonid on saanud Korge-
malt Atestatsioonikomisjonilt hea hinnangu.

Tédnapéeval on prof. G. Rdgo aktiivsest pedagoogilisest t6ost
veidi tagasi tombunud, kuid Tartu Riikliku Ulikooli professor-
konsultandina on tal ikka jdtkunud hoolealuseid kiill diplomi-
t6od kirjutavate iiliopilaste kui ka véitekirja koostavate noore-
mate kolleegide hulgas. Peatdhelepanu on ta aga koondanud
oma teadmiste, kogemuste ja toekspidamiste talletamisele. Mahu-
kad késikirjakaustad tema téolaual on selle tunnistajateks.

* G. Ridgo. Matemaatilise analiiiisi elemendid. Tartu, 1922, 1k. 6.
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AXEL HARNACK — F. MINDINGI JA F. KLEINI OPILANE!

J. Gaiduk

7. mail 1851 siindisid Tartu iilikooli teoloogiaprofessori
Theodosius Harnacki (1817—1889) perekonnas kaksikud — ven-
nad Carl Gustav Axel ja Carl Gustav Adolf, kes hiljem kujunesid
silmapaistvateks opetlasteks, kuigi hoopis erinevatel aladel. Kies-
olevas kirjutises teeme juttu ainult esimesena mainitud vennast —
matemaatikust; tema kaksikvenda, tuntud idealistlikku kirikuaja-
loolast Adolf Harnackit (1851—1930) nimetasime vaid seetottu,
et tdnapdeva teaduseajaloolased ajavad neid tihti segi.2

Nooruk Axel alustas oma giimnaasiumiopinguid Baieri linna-
keses Erlangenis (koos perekonnaga siirdus sinna tema isa,
saanud kateedri sealses iilikoolis), kuid 16petas juba Tartus
(1865. a. naasis Harnackite perekond siia). 1869. a. astus Axel
Harnack, kes juba varakult oli ilmutanud kalduvusi tappistea-
dustele, Tartu iilikooli fiiiisika-matemaatikateaduskonda. Siin
kuulas ta F. Mindingi ja P. Helmlingi loenguid ning sooritas
esimesele eksamid arvuteoorias, toendosusteoorias, elliptiliste
funktsioonide teoorias, sfddrilises trigonomeetrias, teoreetilises
mehhaanikas, teisele aga eksamid analiiiitilises geomeetrias, dife-
rentsiaal- ja integraalarvutuses, determinantide teoorias, korge-
mas geomeetrias, kérgema astme vorrandite teoorias ning kove-
rate ja pindade teoorias.® Peale selle kuulas Harnack eksperi-
mentaalfiilisikat A. Oettingeni ja astronoomiat L. Schwarzi
juures, oppis ka keemiat ja vene keelt. Harnacki hilisema opilase
ja biograafi A. Vossi arvates* avaldasid tema arengule {iliopi-
laspdlves F. Minding ja A. Oettingen eriti soodsat moju.

! Artikli on venekeelsest kisikirjast tolkinud E. Tamme.

Axel Harnacki portree avaldatakse kidesolevas kogumikus lehekiiljel 93,
teadaolevatel andmetel, esmakordselt. Portree leidsid artikli autori palvel
Dresdeni Tehnikaiilikooli kogudest (Technische Universitit Dresden, Hochschul-
film- und Bildestelle) K.-R. Biermann ja Schmaidicke, kellele autor palub
siinkohal avaldada sfidamlikku tanu.

2 Nii nditeks on raamatu Jleonappn Ditaep, TluceMa K yueHBIM
(M.-J1., 1963) nimeregistris méirgitud Axel Harnack, kuid peab olema Adolf
Harnack, kelle kohta kiiib vastav 18ik tekstis.

8 ENSV RAKA, f. 402, nim. 2, toimik 8809 — iilicpilane Axe! Harnack.

¢ A. Voss. Zur Erinnerung an Axel Harnack. Math. Ann., Bd. 32, 1888.
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Harnacki suurepérastest edusammudest Tartu iilikoolis kéne-
leb nii temale kuldmedali omistamine 1872. a. voistlustés eest
teemal «Ellipsi pindala maksimumist ja miinimumist koonuse-
loigete kimpudes ja sidumites» (Ueber die Maxima und Minima
des Flicheninhalts von Ellipsen in Kegelschnitt-reihen und
-netzen) kui ka 1872.—1873. a. hiilgavalt sooritatud lopueksamite
tulemused: Harnacki vastused koigile matemaatika-alastele kiisi-
mustele — neid oli aga kaks iga opitud kursuse kohta — on
eksaminaatorid Minding ja Helmling hinnanud «vidga heagay,
kirjaliku eksamitod teemal «Lilhemad jooned koverpindadel» on
Minding arvestanud kui «oma eesmairki rahuldava». Arvestades
eksami tulemusi ja voistlustéod (aga ka vene keele professori
arvamust Harnacki kiillaldasest vene keele oskusest) omistas
Tartu iilikooli fiiiisika-matemaatikateaduskond oma kasvandikule
matemaatikakandidaadi kraadi.

Matemaatika uusimate saavutusega tutvumiseks jdtkas Har-
nack parast Tartu iilikooli lopetamist opinguid Erlangeni iili-
koolis. Seal oli sellal kujunenud tugev koolkond, milles arendati
edasi monda aega enne Harnacki Erlangenisse saabumist oota-
matult surnud A. Clebschilt (1833—1872) péarinevaid geomeetria-
alaseid ideid. Siin sai Harnack mojutusi sellistelt silmapaistvatelt
matemaatikutelt nagu F. Klein ja P. Gordan. Esimesele neist
volgnes ta paljus oma matemaatilise silmaringi laiuse, kiiresti
kasvanud huvi matemaatika Opetamise kiisimuste vastu ja eriti
ldhedase tutvuse Riemanni kompleksmuutuja funktsioonide teooria
ideedega. Gordan, invariantide teooria spetsialist, viis Harnacki
kurssi selle aja algebra aktuaalsete probleemidega. Oma doktori-
to66 teema «Elliptiliste funktsioonide kasutamine kolmandat jarku
koverate geomeetrias» (Ueber die Verwerthung der elliptischen
Funktionen fir die Geometrie der Curven dritten Grades) sai
Harnack Kleinilt, kes siimpaatiaga suhtus andekasse noorde
teadlasse. T66 eduka kaitsmise jarel Erlangeni iilikoolis 1875. a.
siigisel omistati Harnackile filosoofiadoktori teaduslik kraad.
Jéargneval aastal sai ta Leipzigi iilikoolilt seal esitatud t66 poh-
jal «Algebraliste diferentsiaalide iihest tolgitsusest homogeensetes
koordinaatides» (Ueber eine Behandlungsweise der algebralischen
Differentiale in homogenen Coordinaten) oiguse oOpetada korge-
mas koolis. Modlemad eelnimetatud t6od avaldati 1876. a. aja-
kirjas «Mathematische Annalen», mis oli sellal Kleini suuna
matemaatikute hidalekandjaks.

1876. a. asus Harnack Leipzigi iilikooli poolt pakutud era-
dotsendi kohale (geomeetriliste erikursuste lugemiseks), kuid
sama aasta lopul oli ainelistel pohjustel sunnitud iile minema
Darmstadti poliitehnikumi erakorraliseks professoriks. Jiargneval
aastal alustas ta juba korralise professorina pedagoogilist tege-
vust Dresdeni Korgemas Tehnikakoolis, kus ta tootas kuni elu
1opuni. Siin sai ta viaarikaks jirglaseks O. Schlomilchile ja
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L. Koeningsbergile, kes olid suutnud tésta matemaatika Opeta-
mise selles oppeasutuses silmapaistvale korgusele. Leidnud Dres-
denis eest kiillaldaselt ettevalmistatud pinnase, ei piirdunud
Harnack matemaatika Opetamise juba saavutatud taseme siilita-
misega, vaid seadis oma eesmidrgiks Opetamise moderniseerimise
reaalmuutuja funktsioonide teooria uusimate suundade «vaimu»
ja kontseptsioonide juurutamise néol.

Dresdeni professori nende novaatorlike piiiidluste kirjalikuks
viljenduseks on tema oOpik «Diferentsiaal- ja integraalarvutuse
elemendid» (Elemente der Differential- und Integralrechnung,
Leipzig, 1881). Moodukamal maédral taotles Harnack samu sihte
J. Serret tuntud prantsuskeelse diferentsiaal- ja integraalarvutuse
kahekoitelise opiku {imbertdotuses saksa lugejale (tolge paljude
tdienduste ja ettepanekutega), mille koéited ilmusid 1884. ja
1885. a. Hoolitsedes tulevaste inseneride matemaatilise motlemise
oiges suunas arendamise eest, pidas Harnack vajalikuks f{ihelt
poolt kindlustada noutav ranguse tase tema loengutes esitatava-
tes matemaatilistes teooriates, ohverdades selle nimel, kui see oli
vajalik pedagoogilistel eesmairkidel, lausete maksimaalse voima-
liku iildsuse, teiselt poolt aga taotles rakenduste laialdast kasit-
lemist vastavates kursustes.

Need Harnacki pedagoogilised vaated tombasid endale kaas-
aegsete tdhelepanu. Seoses sellega on eriti iseloomulik tema
«Elementide» ingliskeelse tolke ilmumine® 1891. a., mis aitas
tutvuda matemaatilise analiiiisi esitamise uute suundadega tol
ajal selles suhtes veel vdgagi konservatiivsel Inglismaal.

Pedagoogiline tegevus, raamatute kirjutamine, aga ka muuda-
tused isiklikus elus (1877. a. Harnack abiellus Tartust péarit
Elisabeth Oettingeniga) ei kiskunud teda eemale intensiivsest
teaduslikust t66st. Selle pohisuunaks jdi kuni 1880. a. algebraliste
koverate uurimine algebra ja funktsiooniteooria vahenditega.
Harnacki tulemustele andis kdrge hinnangu tema kaasaegne Max
Noether, kelle toddes kujunes algebraline geomeetria iseseisva
distsipliinina. Eriti huvitavaks Harnacki saavutuste hulgas luges
Noether uut toestust Abeli teoreemile, mida ta nimetas lihtsalt
suurepéraseks.® Harnacki t66 tulemustest sellel alal mainime veel
tdhtsat teoreemi: taandumatu kover, mille liik on p, ei saa reaalsel
projektiivsel tasandil olla rohkem kui p+41 komponendiga (1876).

6 Tolkija Cathcart avaldas raamatu eessonas sellal juba manalasse vari-
senud autori kirja, milles muuhulgas oli §eldud: «See suure kiiruga ja moninga
noorusliku kergemeelsusega kirjutatud raamat tundub mulle niiiid paljus
mittekiillaldaselt rangena. Pirast selle ilmumist (peetakse silmas saksakeelset
vdljaannet — J. G.) ma koostasin ulatusliku nimekirja parandustest, mida
tuleb teha raamatu uuesti vidljaandmisel». Autori ootamatu surm kahjuks takis-
tas selle kavatsuse tiielikku teostamist ingliskeelse tdlke viljaandmisel.

% M. Noether, Carl Gustav Harnack. Z. Math. und Phys., Bd. 33, 1888.

94



80. aastatel toimus Harnacki huvides oluline nihe, mis viis
tema eemaldumiseni algebralise geomeetria koolkonnast. Talle
omase analiiiitilise motteviisiga huvitus ta siigavalt uuest, esialgu
1dbi raskuste teedmurdvast hulgateoreetilisest suunast matemaa-
tilise analiiiisi pohjendamisel ja arendamisel. Selle suuna liid-
riteks olid siis R. Dedekind ja G. Cantor. Ulalmainitud diferent-
siaal- ja integraalarvutuse kidsiraamatus ja teistes t6odes 7 vottis
Harnack kasutusele rea uusi moisteid hulga- ja funktsiooniteoo-
rias ning kasutas neid originaalsete tulemuste saamisel. Mirgime
niiteks tema poolt kasutuselevoetud «diskreetsete» punktihulkade
klassi, mis oli olulise tdhtsusega reaalmuutuja funktsioonide teoo-
ria arengu algetapil (lineaarset punktihulka nimetatakse diskreet-
seks Harnacki mottes, kui teda saab katta 16pliku arvu vahemi-
kega, mille summaarne pikkus on kuitahes vaike).

Hulgateoreetiliste meetoditega teostatud uurimustes valis
Harnack pohiobjektiks trigonomeetrilised read, jatkates nende
omaduste uurimisega Cantori kavatsuste realiseerimist. Oma
sellealased uurimused?® voGttis Harnack kokku monograafias
«Fourier’ ridade teooria»( Théorie de la série de Fourier), mis
ilmus 1883. a. Pariisis. Moningaid neist tulemustest tdpsustas ja
parandas hiljem O. Hoélder. Loomuliku tdienduse said need Har-
nacki uurimused tema enda téode tsiiklis (1884), milles uuritakse
seost teatavatesse jdrjest laienevatesse klassidesse kuuluvate
funktsioonide ja nende tuletiste vahel. Siin vottis Harnack kasu-
tusele pératu integraali moiste iildistuse, mis on rakendatav
funktsioonidele, millel on lopmatu katkevus «diskreetsel» punkti-
hulgal. See {iildistus leidis omal ajal tunnustamist ja on liilitatud
C. Jordani tuntud analiilisi kursusse (Cours d’analyse de I’Ecole
Polytechnigue. Pariis, 1909—1915).

Harnacki viimased eluaastad toid endaga kaasa tema teadus-
like huvide sfddri edasise laienemise. 1885. a. avaldas ta huvitava
uurimuse Cauchy integraali teooriast — analiiiitiliste funktsioo-
nide fildise teooria iihest osast. Selle uurimuse oluliseks tulemu-
seks on nn. «Harnacki teoreem», mis leidis hinnatavaid rakendusi
N. L. Mushelisvili t66des matemaatilise elastsusteooria alal.®
Formuleerime selle teoreemi lihtsaima juhu: Olgu L lihtne kin-
nine kontuur ning jaotagu see tasandi osadeks S+ ja S—, mille-
dest esimene on [0plik, teine lopmatu. Olgu f(x) kontuuri L
1 f(¢)dt

punkti reaalne pidev funktsioon. Siis vordusest -\ ;— =0

L

7 Neid t6id on osaliselt iseloomustatud raamatutes &. A, MenBenesn.
Passutue Teopun MHoxectB B XIX Beke. M, 1965; M. H. ITecun. PassutHe
NMOHATHS HHTerpana. M., 1966,

8 Lihemalt iseloomustatakse Harnacki t66 tulemusi selles suunas artiklis
A . B. lTananayckac. Ilpo6neMa eIHHCTBEHHOCTH B TEOPHM TPHFOHOMETPHUE-
eknx pajpoB. Mcropuko-mateMmaTuu. uccael., Bum. XIV. M., 1961.

9 Vi. H U. Mycxeanwsuau Hekoropbie 0CHOBHLIE 3alauyd MaTeMa-
THYeCKOH TeopHH ynpyroctu. M, 1966, IV ja V ptk.
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iga z = St korral jareldub, et f(t) =0 kogu kontuuril L. Kui aga
Sl ';(—t_)—‘it =0 iga 2z S~ korral, siis f(t) = const kontuuril L.

L

Koige tdhtsamad Harnacki viimastest toodest on siiski tema
uurimused matemaatilisest potentsiaaliteooriast, mis paljus sai-
litavad oma véirtuse ka meie péevil. Siin peame silmas tema
ulatuslikku  artiklit «Potentsiaaliteooria  olemasolutoestused
tasandil ja ruumisy (Existenzbeweise zur Theorie des Potentials
in der Ebene und im Raume. Berichte math. phys. Cl. Sichs. Ges.
Wissensch. zu Leipzig, 1886) ning monograafiat «Tasandilise
logaritmilise potentsiaali ja iihese potentsiaalifunktsiooni teooria
alused» (Die Grundlagen der Theorie des logaritmischen
Potentials und der eindeutigen Potentialfunktionen in der Ebene.
Leipzig, 1887). Selles monograafias on iihisest vaatepunktist
slistematiseeritud ja ithendatud H. A. Schwarzi, E. B. Christol’eli,
C. Neumanni ja autori enda uued tulemused sellel alal. Hari:acki
kaasaegse spetsialisti Wangerini arvates ! on monograafia «selge
ja ammendav esitus teooria olukorrast kiesoleval ajal». Formu-
leerime kolm meie tdnapdeva kasiraamatutes kodige sagedamini
esinevat Harnacki tulemust potentsiaaliteooriast: 1t

|. Harnacki vérratus

R — R
RS u(M) < (e 9) < HAL (M)
annab hinnangud positiivse harmoonilise {unktsiooni vdirtuse
u(p, @) jaoks ringi ¢ << R mistahes punktis (p, ¢) tema vdirtuse
kaudu ringi keskpunktis M.

2. Kui piirkonnas D harmooniliste funktsioonide jada kasvab
monotoonselt, siis piirfunktsioon on koikjal piirkonnas D kas 16p-
matu voi harmooniline funktsioon.

3. Kui lahtises piirkonnas D harmooniliste funktsioonide kas-
vaval jadal on D mingis sisepunktis loplik piirvadrtus, siis see
jada koondub kogu piirkonnas D, seejuures iihtlaselt igas viima-
sesse kuuluvas kinnises piirkonnas.

Harnacki kui Opetlase portree poleks tdielik, kui me ei puudu
taks tema suhtumist matemaatika ajaloosse. See ei piirdunud
mitte ainult passiivse huviga, nagu see sageli esineb aktuaalsetel
teadusealade]l loominguliselt toctavate matemaatikute juures.
Harnacki originaalt66des kohtame piiiiet jdlgida uuritava kiisi-
muse ajalugu kuni selle algallikateni, samuti oskust leida «mine-
viku tuha alt» seda varjatud tuld, mida tuleb séiilitada oleviku ja
tuleviku jaoks. Viimase kohta on iseloomulik néiteks posthuum-
selt ilmunud artikkel «Cauchy teisest Fourier’ rea koonduvuse

10 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Math., Bd. 19, 1887.
1 Vt. nidit. B. 1. Cmupnos. Kypc Beicurelt matemMatuks, 1. IV, M., 1953.
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toestusest .. .» (Ueber Cauchy’s zweiten Beweis [iir die Conuver-
genz der Fourierschen Reihen ... Math. Ann., Bd. 32, 1888), mil-
les autor mitte ainult t6i vdlja unustusehdlmast suure prantsuse
matemaatiku iihe toestuse, vaid avas ka selle olulise tdhtsuse ja
nditas, kuidas seda tdestust saab 1adbi viia vajaliku rangusega.
Lisame, et Harnackile kuulub ere kone Leibnizi tdhtsusest mate-
maatika ajaloos (1887) ja et Harnack pithendas iihe oma loengu-
kursustest tema poolt originaalsel viisil véljatdotatud geomeetria
ajaloole 17. sajandil.

A. Vossi koostatud kiillaltki tdielik Harnacki t66de bibliograa-
fia sisaldab 42 nimetust.t?

Raske kopsuhaigus, see paljude mineviku opetlaste kuri saatus,
roovis Axel Harnacki enneaegselt 37. eluaastal — 3. aprillil 1888.
Tema surmaga kaotas 19. sajandi 16pu matemaatika Opetlase,
kelle loomingulised voimed olid alles Gitsele puhkenud, kes sam-
mus epohhi teadusliku liikumise avangardis ja tootas tulevikus
veel palju anda. Axel Harnacki alma mater — Tartu iilikool, kes
ndgi temas mitte ainult endiste aegade viirikat kasvandikkuy,
vaid ka soovitavat jdrglast manalasse varisenud professor Min-
dingile (suri 1885. a.), vois tdie oigusega votta seda kaotust
omaenda kaotusena.

DAVID HILBERT MATEMAATIKA TERVIKLIKKUSEST

Matemaatika on lahutamatu tervik, organism, mille elujéud seisneb tema
osade iihtsuses. Koos matemaatiliste teadmiste mitmekesisusega innustab
meid loogiliste vahendite lihedus matemaatika koigis valdkondades, ideede
sugulus temas kui tervikus ja analoogiad tema eri osade vahel. Me markame
samuti, et mida kaugemale {tks matemaatika haru areneb, seda harmoonili-
semaks ja selgemaks muutuvad tema vaatekohad ja seda rohkem seoseid
leitakse sellel harul teaduste teiste harudega. Seega ei kao matemaatika kui
teaduse lajenedes tema orgaaniline iseloom, vaid tegelikult avaldub veel
selgemini.

Kuid kiisime, kas matemaatiliste teadmiste laienemine ei tee 16puks uuri-
jail véimatuks nende arengu jilgimist. Vastuseks mairgime, et iga tGeline edu
matemaatikas on alati seotud sligavamate, tabavamate, lihtsamate meetodite
leidmisega, mis haaravad endasse eelnenu ja heidavad kdrvale endised liiga
keerulised arutlused. Seega, kui matemaatik omandab need uued meetodid,
on tal vdimalik jidlgida oma lemmikteaduse arengut ja kergesti leida oma
tee paljudes matemaatika harudes.

Artiklist «Mathematical Problems. D. Hilbert’s Lec-
ture to ICM, at Paris, 1900.» t5lkinud U. Kaljulaid

12 Tijendusi sellele (posthuumsed publikatsioonid) vt. J. C. Poggen-
dorif. Biographisch-Literaturisches Handworterbuch. Bd. 4. Leipzig, 1904.
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150 AASTAT TARTU ULIKOOLI MATEMAATIKAPROFESSORI
PETER HELMLINGI SONNIST

E. Tamme

Mooddunud sajandi teisel poolel saa-

vutas matemaatika opetamine Tartu
iilikoolis suhteliselt korge taseme.!
Ulikooli selle perioodi kasvandikest
on saanud ilemaailmselt tuntud
teadlasteks  sellised  matemaatikud
nagu Axel Harnack, Piers Bohl,
Theodor Molien. Nii nende kui ka
teiste Tartus sellal oma hariduse saa-
nud matemaatikute kujunemisel on
kdige hinnatavamad teened kahel
siinsel ~ kauaaegsel professoril —
rakendusmatemaatika professoril Fer-
dinand Mindingil ja puhta matemaa-

! Vt. U. Lumiste. Lehekiilgi mate-

maatika ajaloost Eestis, — Matemaa-
tika ja kaasaeg, II, lk. 64—76.
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tika professoril Peter Helmlingil. Kui
F. Mindingi silmapaistev looming on
leidnud kasitlemist paljudes toddes,
siis tema mairksa tagasihoidlikumate
teaduslike saavutustega kolleegist on
kirjutatud hoopis vdhem. Selle liinga
taitmiseks on niifid eriline pohjus —
moddus 150 aastat P. Helmlingi
siinnist.

Peter Helmling siindis 9. septemb-
ril 1817 Erbachis (saksa viike-
riigis Hessen-Darmstadtis) talupoja
perekonnas. 1837. a. astus ta mate-
maatikat Sppima Heidelbergi iilikooli
filosoofiateaduskonda. Pérast iilikooli
Iopetamist ei leidnud ta aga tolleaeg-
sel killustatud Saksamaal sobivat
166d ning siirdus Venemaale. Andnud
1844. a. Miitavi (praegu Jelgava)
glimnaasiumi juures koduopetaja eksa-
mid, asus ta seejdrel todle kodudpe-
tajana mitmetes Kura- ja Liivimaa
aadliperekondades. 1846. a. sooritas
ta Tartu f{ilikoolis vanemdpetaja ek-
sami matemaatika alal. Sellel perioodil
valmis ka Helmlingi uurimus «Polii-
noomide arendamisests (Ueber - die
Entwicklung des Polynomiums), mille
eest Heidelbergi {ilikool omistas talle
1850. a. doktorikraadi. Alates jirg-
misest aastast on P. Helmlingi tege-
Yus lahutamatult seotud Tartu iilikoo-
iga.

Pirast Karl Eduard Senffi varajast
surma 31. detsembril 1849(vkj.) jai
Tartu likoolis vakantseks puhta
matemaatika kateeder. Kuigi 1850. a.
siigisel loodud fiifisika-matemaatika-
teaduskond alustas F. Mindingi juhti-
misel kohe uue sobiva kandidaadi
otsimist, ei kandnud piiiided esialgu
vilja. Tsaarivalitsuse haridusministee-
rium ei kinnitanud teaduskonna vali-
kut (O. Hesse Konigsbergi iilikoolist)



ja noudis uue kandidaadi otsimist
i\t/ene impeeriumi piirest. F. Mindingi
dhelepanu oli juba 1846. a. oma
artus sooritatud eksamitega koitnud
. Helmling, kellel oli pealegi Heidel-
bergi iilikooli doktori kraad. Vene-
maal aga sellest ei piisanud ja nii
tuli Helmlingil 1851. a. sooritada
Tartus magistrieksamid ja kaitsta
magistritoé  «Mdidratud integraalide
teisendamine ja leidmine» (Trans-
formation und Ausmittelung bestimm-
ter Integrale). Selle t66 sama peal-
kirja kandva jdtku esitas ta sama
aasta siigisel habilitatsioonitdona.
Nendes toodes esitab Helmling
meetodi piratute integraalide teisen-
damiseks ning tuletab selle abil iile
150 valemi 1iihe- ja kahekordsete
integraalide leidmiseks. Peamiselt on
tegemist integraalidega kujul
(=]

f e~e="f(x)dx,

0

kus n on mingi naturaalarv ja f(x)
teatud funktsioon. Méningatel juhtu-
del saadakse avaldised méidratud
integraalide viirtuste jaoks, enami-
kel juhtudel aga avaldatakse integraa-
lid  lihtsamate  mitteelementaarsete
integraalide kaudu. Nendes tdddes
iiletas Helmling iisnagi suuri tehnilisi
raskusi.

Mainitud kahe 166 alusel maéirati

Helmling koosseisuliseks eradotsen-
diks puhta matemaatika kateedris.
Oma avaloengu pidas ta mirtsis

1852. Oppejouna todtas P. Helmling
Tartu iilikoolis iihtejidrge 35 aastat.

Juba esimestel todaastatel iilikoolis
néitas Helmling end voimeka peda-
googina. Samal ajal jitkas ta tea-
duslikke uurimusi magistrit6é temaa-
tika valdkonnas.
iilikooli ndukogu Helmlingi puhta
matemaatika .kateedri erakorraliseks
professoriks, valiku kinnitas ka mi-
nisteerium. Jirgmisel aastal aga va-
liti ta juba sama kateedri korraliseks
professoriks.  Teaduskonna esitises
réhutati, et? «Helmling viib viga

2 Vt. T. B. JleBuukuit. Bruorpaduue-
CKHIl cJ0Bapb npodeccopos B Npemnoja-
partesneit Mmnepatopckoro HOpbeBckoro
yuusepcuarera 1802—1902, T. 1, IOpesns,
1902, lk. 171.

1854. a. valis Tartu"

energiliselt 1ibi &ppetédd iiliopilas-
tega isegi viljaspool loenguaega ning
oskab nendes é&ratada soovi iseseis-
vaks tooks.» Selle valimise alusel
kinnitas haridusministeerium Helmlingi
1856. a. algul professori kohustetdit-
jaks ning uhtlasi soovitas tal vGima-
likult kiiresti omandada vene iilikooli
doktori kraad. 1859. a. kaitseski Peter
Helmling Tartu iilikoolis doktorit66
«Uurimusi teist ja kolmandat jarku
lineaarsetest diferentsiaalvorrandi-
tests  (Unfersuchungen  iber die
linearen Differentsialgleichungen der
zweiten und dritten Ordnung) ning
samal aastal ta kinnitati puhta
matemaatika korraliseks professoriks.

Doktorit66s tuletab Helmling rea
seoseid lineaarse teist ja kolmandat
jarku diferentsiaalvorrandi kordajate
ja erilahendite vahel ning annab
nende vorrandite iildlahendi avaldi-
sed vastavalt iithe ja kahe erilahendi
kaudu.

Doktoritoost saab alguse teine
pohiline uurimissuund P. Helmlingi
loomingus. Jirgnevates toddes uurib
ta voimalusi teist ja kolmandat jarku
diferentsiaalvorrandi teisendamiseks
lihtsamale kujule. Seejuures jouab ta
kas tédpselt lahenduva diferentsiaal-
vorrandini voi diferentsiaalvérrandini,
mille lahendi saab esitada reaksaren-
duse abil.  Teisendamisel selgub
invariantide oluline osa. Kaugeleula-
tuvaid tulemusi lineaarse diferent-
siaalvorrandi  invariantide uurimise
alal saavutas Helmlingi Gpilane Piers
Bohl Tartu iiligpilasena kirjutatud
késikirjalises voistlustdos «Lineaarsete
diferentsiaalvorrandite invariantide
teooria ja rakendused» (1886), mis
auhinnati kuldmedaliga ja arvestati
kandidaaditééna.

Oma viimases ilmunud teaduslikus
t66s «Uurimusi 3. jarku lineaarsetest
diferentsiaalvorranditest» (Unter-
suchungen iber die linearen Differen-
tialgleichungen 3-ter Ordnung, 1881)
tuletab Helmling eeskirjad lineaarse
kolmandat jdrku diferentsiaalvérrandi

integreerimiseks juhul, kui vo&rrandi
kordajad on lineaar- ja ruutpolii-
noomid.

Kokkuvgetult pole P. Helmlingi

teaduslik pérand eriti ulatuslik. See
koosneb vaid iiheteistkiimnest tea-
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duslikust to6st, millest enamus on
ilmunud Tartu {ilikooli poolt vilja-
antud brosiiiiridena. Nendest toddest
me ei leia uusi eredaid ideid, Kkiill
aga sisaldavad nad terve hulga teh-
nilisi votteid madratud integraalide
arvutamiseks ja diferentsiaalvGrran-
dite lahendamiseks. Seetottu on Helm-
lingi to66d vajunud unustusehdlma.

Hoopis koérgemalt tuleb hinnata
Helmlingit pedagoogina. Ténu Mar-
tin Bartelsi ja Ferdinand Mindingi
tegevusele oli matemaatika opetamine
Tartu iilikoolis moddunud  sajandi
keskel saavutanud selle aja kohta
kiillaltki korge taseme. Helmling on
seda veelgi edasi viinud. G. Levitski

kirjutab® «Helmlingi mdidramisega
Tartu {ilikooli professoriks kaasnes ka
korgema matemaatika Opetamise
moningane areng ja elavnemine.
Muuhulgas laiendas Helmling iisna
tunduvalt praktilisi harjutusi dife-
rentsiaal- ja integraalarvutuse alal

ning viis sisse determinantide teooria
Opetamise eraldi kursusena. Peale
selle luges Helmling korgemat geo-
meetriat, arvuteooriat, koverate ja
pindade teooriat, analiiiitilist geo-
meetriat, algebralist analiiiisi jt., aga
ka moningaid erikursusi. Lisaks luges
ta esialgu sageli ka elementaarmate-
maatika kursusi.»

Helmling oli 1867—1870 fiiiisika-
matemaatikateaduskonna dekaan ning
seejdrel 3 aastat prorektor.

1877. aastaks oli Helmling toota-
nud 25 aastat Tartu ilikoolis. Tea-
duskonna taotlusel jdeti ta aga toole
veel kaheks viisaastakuks. Tema jat-
mist professorikohale teiseks viisaas-
takuks 1882. a. motiveeriti muuhulgas

3 T. B. Jlesuukuii. Brorpaduueckuft
cnosaps ... , lk. 135—136.
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sellega, et* «Helmling tdidab endiselt
oppeiilesandeid tdie pingega ja heade
tulemustega, et tal on raugematu
mottevirskus ja reipus; peale selle
publitseeris Helmling mitu t66d ja
tegeleb praegu todga «Darstellung
einer sehr wirksamen Methode Reihen
von langsamer Convergenz zu sum-

mieren». 1880. a. omistati Helmlin-
gile teenelise korralise professori
nimetus.

1887. a. vabastati Helmling tema

omal palvel dppetddst Tartu iilikoo-
lis. Esimesed aastad parast toolt
lahkumist elas ta Tartus, 1890. a.
siirdus aga Tallinna tiitre perekonna
juurde. Peter Helmling suri kopsu-
poletikku Tallinnas 24. aprillil 1901,

maeti aga Tartusse Raadi kalmis-
tule  teiste  iilikooli  professorite
korvale.

Nekroloogis on Helmlingist muu-
seas kirjutatud®: «Selle akadeemilise
oppejou mdju tugines esmajoones
isiklikul vahekorral akadeemilise noo-
ruse ja tema kui Opetaja vahel —
see oli aeg, millal meie ilikoolielus
valitses deviis «Mehed, mitte abi-
noud». Selles suhtes oli ta tiiiipiline
akadeemiline Oppejoud oma ajastul,
mis 80. ja 90. aastate Tartu ulidpi-
lastel on ikka seotud malestustega
«vanast Helmlingist». Ta oli tolle-
aegse oOpetajate ja OGpilaste vahelise
elava suhtlemise ohkkonnas vist kiilt
populaarseim Oppejoud, kes oma ala-
tise huumoriga oli kohal koigil suu-
rematel iilidpilaspidustustel ning kelle
kiilalislahke kodu seisis alati lahti
ka koige erinevamate teaduskondade
ja korporatsioonide esindajate jaoks».

4 T. B. JleBuukuii. Buorpaduyecknit
cnosapp ..., lk. 172.

5 Nordlivlindische Zeitung, 11 (24)
Aprill 1901.



GODFREY HAROLD HARDY

L. Roots
1967. aastal moddus 90 aastat toole New College’is, kuhu jai kuni
inglise  silmapaistva  matemaatiku 1931. aastani, mil siirdus jélle tagasi
Godfrey Harold Hardy siinnist. Trinity kolled?i Cambridge’is, kus
tootas professorina kuni 1942. aas-

G. H. Hardy siindis 7. veebruaril
1877 Inglismaal Cranleigh’s, Surrey
krahvkonnas. Tema vanemad, kes
molemad olid kooliopetajad, mérkasid
tulevase professori juba varases noo-
ruses avaldunud matemaatika-alast
andekust ning vdimaldasid tal opin-
gute ajal keskkoolis omandada siiven-
datud matemaatiline haridus. 1896.
aastal astus G. H. Hardy ©oppima
Trinity kolledZi Cambridge’is. Seal
pettus ta, tema oma sonade jirgi,
algul matemaatikas ning selle opeta-
mise meetodites niivord, et olevat
kaalunud isegi iileminekut ajaloo
oppimisele. Onneks puutus ta aga sel
ajal kokku tuntud rakendusmatemaa-
tiku A. E. Love'iga, kes suunas ta
Jordan’i «Analiiiisi kursuse» (Cours
d’analyse) lidbitostamisele; see oli
poordepunktiks Hardy elus — tema
tulevik matemaatikuna oli otsustatud.

Hardy iliopilaspdlv Cambridge’is
16ppes aastal 1900. Edasi jdi ta téo-
tama stipendiaadina Trinity kolledZi
juurde kuni aastani 1906. Sellel aas-
tal sai ta lektoriks samas Gppeasu-
tuses, kus luges tavaliselt kursusi
matemaatilisest analiilisist ja funkt-
siooniteooriast.

Loengupidamise korval kirjutas ja
avaldas Hardy sel perioodil oma
kuulsa raamatu «Puhta matemaatika
kursus» (A Course of Pure Mathe-
matics, esimene tritkk 1908), mis
hiljem sai ildtuntuks, ilmus paljudes
kordustriikkides ja tolgiti mitmetesse
keeltesse.

Teiseks poodrdepunktiks Hardy elus
oli aasta 1912, mil algas tema koos-
t66 J. E. Littlewoodiga. Koos viima-
sega on Hardy avaldanud ligi sada
artiklit. On huvitav, et Hardy iildse
armastas- koost6dd teiste matemaati-
kutega; iildiselt tuntud on ka tema
viljakas koostéé andeka india mate-
maatiku-isedppija Ramanujaniga.

Alates aastast 1919 asus Hardy

tani. G. H. Hardy suri 1. detsembril
1947. aastal.

Kaasaegsete tunnistuse jargi oli
Hardy suurepérane lektor. Peale oma
eriala, matemaatilise analiiiisi, luges.
ta ajuti ka muid matemaatika dist-
sipliine, nagu geomeetriat, variat-
sioonarvutust, samuti matemaatikat
filosoofidele.

Cambridge’s organiseeris  Hardy
koos Littlewoodiga seminari, milles
arutati kiisimusi vdga mitmesugustest
matemaatika osadest; sel seminaril
oli suur mdju kaasaegse inglise
matemaatika arengule.

Inglise Kuningliku Uhingu liikmeks
valiti Hardy 1910. a. Aastast 1918
oli ta Kuningliku Astronoomiaithingu
liige. Ta oli mitmete vilismaiste tea-
duste  akadeemiate auliige ning
Ateena, Harwardi, Manchesteri, Sofia,
Birminghami ja Oslo ilikoolide au-
doktor. Moni kuu enne surma valiti
ta ka Pariisi Teaduste Akadeemia
vilismaiseks liikmeks (neid liikmeid
oli ainult kiimme koigi rahvuste ja
teaduste kohta).

Hardy on rohkem kui 300 teadus-
liku artikli autor vo6i kaasautor.
Tema t66d kasitlevad kiisimusi pea-
aegu koikidest matemaatilise ana-
litiisi osadest. Avaldatud artiklite
pohjal on Hardy kirjutanud rea
monograafiaid. diteks  «Dirichlet”
ridade iildine teoorias (The General
Theory of Dirichlet’ Series, koos
M. Riesz’iga, 1915), «Vdrratused»
(Inequalities, koos J. E. Little-
woodiga ja G. Polya’ga, 1934) ja
«Hajuvad read» (Divergent Series,
1949) olid esimesed sellelaadsed
monograafiad maailmas, mille tdht-
sus pole tanapievalgi kahanenud.’
Matemaatika arengu -seisukohalt Ees-
tis tuleb hinnata eriti viimast mono-
graafiat, sest see on olnud Tartu
summeeruvusteooriaga tegelevate ma-
temaatikute esialgseks oOpikuks ja-
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kasiraamatuks, kust alguse on saa-
nud paljud uwurimused. Hardy mono-
graafiatest koneldes peaks mainima
ka «Arvuteooriats (The Theory of
Numbers, koos E. M. Wrightiga
1938) ja koos W. Rogosinskiga Kkir-
jutatud viikesemootmelist teost
«Fourier’ read»  (Fourier’ Series,
1944). Ehkki viimane ilmus pérast
A. Zigmundi tuntud monograafiat
«Trigonomeetrilised read» (Trigono-

metrical Series), on ta ainekédsitluse
omapidra ja hea iilesehituse tottu
heaks kisiraamatuks neile, kes tege-
levad Fourier’ ridade teooriaga.

Pole kahtlust, et oma haarde laiuse,
t66 siligavuse ning viljakuse tottu
tuleb Hardy't lugeda oma aja fiheks
maailma juhtivamaks matemaatikuks,
kes on avaldanud tunduvat mdju
kogu matemaatilise analiiiisi aren-
gule.

RAAMAT MAJANDUSMATEMAATIKA MEETODITEST

E. Tamme

Majanduselu juhtimise ja tootmise

planeerimisega  seotud probleemide
lahendamisel kasutatakse jérjest
rohkem matemaatilisi meetodeid.

Suurepirase voimaluse vastavate mee-
toditega tutvumiseks annab U. Kaa-
siku  hiljuti ilmunud &pik «Mate-
maatiline planeerimine»  («Valgus»,
1967, 320 1k.).

Raamatu autor on juba 1959. aas-
tast alates lugenud mitmeid erikur-
susi majandusmatemaatika meetoditest
(eeskdtt TRU matemaatikaosakonna
iiliopilastele). Tema juhtimisel on
vabariigi arvutuskeskustes lahendatud
mitmesuguseid t66stuse, pollumajan-
duse ja transpordi alalt péirinevaid
praktilisi probleeme ning = teostatud
ka teaduslikke wuurimisi majandus-
matemaatika valdkonnas.

U. Kaasiku 0Opikus tutvustatakse
matemaatilise ~ planeerimise koiki
pohisuundi. Esimeses, kbdige ulatus-
likumas  peatiikis on  kisitletud
lineaarsete planeerimisiilesannete teoo-
riat ja lahendusmeetodeid. Siit leiame
ka meetodeid parameetriliste ja
tiisarvuliste lineaarsete planeerimis-
{ilesannete lahendamiseks. Rohkesti
esitatakse niiteid majanduselust péri-
nevate planeerimisiilesannete mate-
maatilisest formuleerimisest.  Teine
peatilkk on pihendatud lineaarse
planeerimisiilesande {ihe. lihtsama eri-
juhu — transpordiiilesande ja sellega
ldhedaste iilesannete kasitlusele.: Kol-
mandas peatiikis esitatakse maatriks-
mingude teooria alused ning selle
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teooria seos lineaarse planeerimisega.
Neljandas peatiikis vaadeldakse mitte-
lineaarsete planeerimisiilesannete teoo-
riat ja tutvustatakse moningaid
lahendusmeetodeid. Viiendas peatiikis
on uuritud moningaid majandusliku
tasakaalu staatilisi ja diinaamilisi
mudeleid, kuuendas peatiikis aga
diinaamilise planeerimise meetodeid
ning nende rakendamist varude opti-
maalse taseme méadramisel. Opiku
viimases peatiikis tutvustatakse mas-
silise teenindamise teooria ehk jérje-
korrateooria lihtsamaid meetodeid ja
moningaid tulemusi.

Juba esitatud loetelust nihtub, kui-
vord laia probleemide ringi kaisitle-
takse vaadeldavas raamatus, mis
esmajoones on moeldud oOpikuks mnii
TRU Matemaatikateaduskonna kui ka
TRU ja TPI majandusteaduskondade
iiliopilastele. Teose autor on suutnud
kiillaltki onnestunult {ihendada kisit-
luse matemaatilise ranguse raamatu
loetavusega ka suhteliselt viikese
matemaatilise ettevalmistuse korral.

Tuleb aga eriti rShutada, et
U. Kaasiku teos pole mitte ainult
opik, vaid fihtlasi ka vidirtuslik
kidsiraamat matemaatikutele, majan-
dusteadlastele ning ka koigi teiste
erialade esindajatele, kes tunnevad
huvi majandusmatemaatika meetodite
vastu. Problemaatika avaruse ning
kisitluse ranguse, lihtsuse ja selguse’
poolest on sellele raamatule raske
leida viirikat partnerit ka venekeel-
sest majandusmatemaatika-alasest kir-
jandusest. - i



ILMUS «TAIENDAVAID TEEMASID KOOLIMATEMAATIKALE»

O. Prinits

Kirjastuse «Valgus» véljaandena
ilmus 1967. aasta aprillis P. Han-
ko, O. Karu, J. Reimandi ja K. Vels-
keri koostatud ©Opik «Tiiendavaid
teemasid koolimatemaatikale».

Peatiikis «Tdendosusteooria ja ma-
temaatilise statistika elemente» kisit-
letakse {ihendeid ning téendosusteooria
ja matemaatilise statistika elemente.
Uhendid, mis meil ka varematel
aegadel on kohustuslikus program-
mis esinenud, ei leidnud siis olulist
rakendamist. Seoses siindmuse tde-
hdosuse kasitlemisega aitavad aga
ithendid oluliselt kaasa vastavate
iilesannete lahendamisel. Toen&osus-
teooriast tutvustatakse uues opikus
juhuslikku siindmust, siindmuste kor-
rutist ja summat, matemaatilist
toendosust ja statistilist tdendosust.
Matemaatilise statistika elementide
osas on toodud keskmised ja vaadel-
dakse statistilise rea hajuvust.

Peatiikis «Lineaarne planeerimine»
késitletakse algul lineaarvérratusi ja
graafilist planeerimist. Seejdrel tut-
vustatakse lineaarvGrrandisiisteemide
lahendamist, sihifunktsiooni moistet
ja lineaarset planeerimist simpleks-
meetodil. Esitatakse rida planeerimis-
iilesandeid to6stusest ja pdllumajan-
dusest ning tutvustatakse majandus-
matemaatika olemust,

Peatiikis «Matemaatilise  loogika
elemente»  esitatakse lausearvutuse
kiisimusi. Tutvustatakse loogilisi teh-

teid, lausearvutuse valemeid, p6hilisi
loogilisi samavéirsusi ning rakendu-
sena kontaktskeemide analiiiisimist ja
slinteesimist.

Peatiikis «Arvusiisteemidest» kasit-

letakse arvutamist kaheksand- ja
kahendsiisteemis. .
Opik on moeldud kasutamiseks

X1 klassis, kus 1966/67. 6.-a. oli kavas
teema vabal valikul. Edaspidi on ette
niha, et kooliprogrammides hakatakse
ulatuslikumalt  reserveerima  aega
valikteemadele. See annab vdimaluse
tutvustada  Gpilasi ka moningate
matemaatika kaasaegsete probleemi-
dega. On kaheldamatult selge, et siis
ei piisa enam iihest raamatust, kus
kisitletakse matemaatika-alaseid va-
likteemasid.  Eriti  kerkib  vajadus
traditsiooniliselt koolimatemaatika
distsipliinidena tuntud algebra- ja
geomeetria-alaste valikteemade késit-
luste jarele. On ju kaasaegne kooli-
matemaatika reform just selle ainega
seotud.

Et valikteema tuleb koolimatemaa-
tika programmi jille 1968/69. &ppe-
aastal ja et 1966/67. dppeaastal kasu-

tamiseks ilmus raamat liiga hilja,
siis oli ostjaskond juhuslik. Kuid
siilngi tditis raamat oma otstarbe,

sest peale «Matemaatika ja kaasajas
viheste eksemplaride pole laiemale
lugejaskonnale enam ammu raamatu-
kauplustes matemaatika-alast kirjan-
dust miiiigil olnud.

SUURVOISTLUSED MATEMAATIKAS

K. Velsker

1966/67.  Oppeaasta  vabariikliku
koolinoorte tidppisteaduste oliimpiaadi
Ioppvoor korraldati 20.—30. mairtsini
1967 N6o Keskkoolis.

Kui oliimpiaadi vabariiklik komis-
jon eelnevatel aastatel kutsus dpilased
Ioppvoorule II vooru tbdde pdhjal,
siis kédesoleval aastal vGis iga rajoon
ja vabariikliku alluvusega linn (Tal-
linnas iga rajoon) ise saata

oliimpiaadile  kolmeliikmelise  vdist-
konna matemaatikas, fiiiisikas ja
keemias, kuid kokku mitte iile 6 pi-
lase.  Eriklassidega koolid  vdisid
saata vastava aine vdistkonna.

Matemaatika oliimpiaadi 18ppvoo--
rule tuli 23 vdistkonda. Osa vbtitis
ildse 79 Gpilast (67 poissi ja
12 tiitarlast), neist 13 individuaal--
voistlejat (3 voistkonda olid kahe-:.
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liikmelised). Kiimme opilast oli vene

oppekeelega  koolidest, 16 Gpilast

kiimnendatest klassidest. Esindatud

oli vabariigi 40 keskkooli.
Voistlejatel tuli 5 tunni jooksul

lahendada jdrgmised iilesanded :

1. Kolmnurga sisenurgad A, B ja
C rahuldavad vordust

sin B -} sin C + sin A cos(A + B) +

-+ sin A cos(A + C)= 0.
Leida nurk A.

2. Leida kaks naturaalarvu, mille
vahe on 66 ja vdhim {ihiskordne
on 360..

3. Milliste tokete vahel vo6ib muu-
tuda geomeetrilise progressiooni tegur,
kui nouda, et selle progressiooni kolm
jarjestikust liiget on mingi kolmnurga
kiilgede pikkusteks?

4. Mdéirata a koik viidrtused, mille
puhul vorrandil

log(ax)=2log(x -+ 1)
on ainult ilks reaalarvuline lahend.

5. Vordkillgse kolmnurga ABC
kiiljed on jaotatud kolmeks vordseks
osaks, Iga tipp on iihendatud vastas-
killje ihe jaotuspunktiga joonisel
naidatud viisil. Avaldada lihtekolm-
nurga pindala viirutatud kolmnurga
pindala kaudu.

c

A -8
Vihemalt rahuldavall lahendasid
‘L. ilesande 33 o&pilast, 2. iilesande
27 opilast, 3. iilesande 28 - opilast,
4, iilesande 2 gpilast ja 5. iilesande
32 opilast. Vihemalt rahuldavalt ei

lahendanud iihtegi tlesannet 17 &pi-
last (neist 6 &pilast said 0 punkti).
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Voistkondadest sai esimese koha
Noo Keskkooli voistkond (Tiit Prank,
Rein Prank, Mihkel Merivoo), teise
koha Tallinna I Keskkooli- voistkond
(Toomas Téiht, Eve Martin, Eduard
Eitelberg) ja kolmanda kohta Tartu
rajooni voistkond (Otto Teller, Pee-
ter Oja, Enn Silmere).

Individuaalselt parimad olid:

1. Tidht, Toomas, Tallinna I,
Keskkooli 11. klass.

2. Kikas, Jaak, Tallinna 2.
Keskkooli 11. klass.

3. Teller, Otto, Noo Keskkooli
10. klass.

4 Papernoi, Sergei Tallinna
15. Keskkooli 10. klass.

5. Prank, Tiit, Néo Keskkooli
10. klass.

6. Kdndler, Tiit, Tallinna 2.
Keskkooli 11. Kklass.

7. Pdrna, Kalev, Viljandi 1.
Keskkooli 11. klass.

8. Reifm an, Semjon, Tartu 4.
Keskkooli 10. Kklass.

9. Vendt, Krista, Rakvere 1.
Keskkooli 11. Klass.

10. Oja, Peeter, Noo Keskkooli
11. klass.

* L]
*
Uleliiduline koolinoorte matemaa-
tikaoliimpiaad toimus  1967. aas-

tal Tbilisis. Meie vabariiki esindasid
Toomas Téht, Tiit Kindler ja Sergei
Paperndi. Neist esimene saavutas iithe
neljanda koha 377 osavotja seast.

Uleliidulise matemaatikaoliimpiaadi
iilesanded olid klasside kaupa jarg-
mised:

8. klass

1. Teravnurkse kolmnurga ABC
suurim kdérgus AH on vérdne mediaa-
niga BM. Toestada, et nurk ABC on
viiksem kui 60°.

2. Teatud naturaalarvus muudeti
suvaliselt numbrite jirjekorda. Toes-
tada, et esialgse arvu ja saadud arvu
summa ei vordu arvuga 999...9
(arvus on 1967 iiheksat).

3. Toestada, et tasandi neljas
suvalises punktis paiknevaid proZek-



toreid, mille valgustusnurk on 90°
saab suunata nii, et oleks valgustatud
kogu tasand.

4. Kas saab arve O, 1, 2, ..., 9
paigutada ringjoonele nii, et mistahes
kaks naaberarvu erineksid 3, 4 vOoi
5 vorra?

5. Toestada, et on olemas arv, mis
jagub arvuga 50 ja mille numbrite
ulgas ei esine dihtegi nulli.

9. klass

1. Kas saab arve 1, 2, 3, ..., 13
paigutada ringjoonele nii, et mistahes
kaks naaberarvu erineksid 3, 4 voi
5 vorra?

2, Sama,
nr. 3

3. Naturaalarvu numbrid paigutati
imber ning tulemus liideti l&hte-
arvuga. Toestada, et kui summa on
10%9, siis jagus ldhtearv 10-ga.

mis 8. klassi iilesanne

4. Kolmnurgas ABC vordub korgus
CK mediaaniga BE ja nurgapoolita-
jaga AD. Toestada, et kolmnurk ABC
on vordkiilgne.

5. Leida koik tdisarvude paarid x
ja y, mis rahuldavad vorrandit:

2tx=v+yr+y+y.

10. klass

1. Positiivsete tdisarvude rea iga
liige alates kolmandast vordub kahe
eelneva vahe absoluutviirtusega. Kui
suur iilimalt voib olla sellise rea liik-
mete arv, kui likski liige ei iileta arvu
1967?

2. Toestada, et kaheksasse suvalisse
ruumipunkti paigutatud prozZektoreid,
millest igaiiks valgustab oktanti (ris-
tuvate servadega kolmetahulist nur-
ka), saab suunata nii, et nad valgus-
taksid kogu ruumi.

3. «Kuningas-enesetapja».
Malelaual suurusega 1000 X 1000 sei-
sab must kuningas ja 499 valget
vankrit. Toestada, et malendite mis-
tahes algasendi puhul saab kuningas
minna valge vankri 166gi alla valge
igasuguse mingu  korral.  (Kéike
tehakse nii nagu tavalises males.)

4. Rombi kolm jirjestikust tippu

asetsevad antud ruudu kiilgedel AB,
BC, CD. Leida kujundi pindala, mille

katavad selliste rombide neljandad
tipud.
5. Naturaalarvul %2 on jargmine

omadus: kui arv m jagub arvuga &,
sils jagub arvuga k ka arv, millel
on samad numbrid nagu arvul m,
ainult vastupidises jirjekorras. Toes-
tada, et A on arvu 99 jagaja.

Lenini preemia laureaate

Uheteistkiimnest Lenini preemiast, mis 1967. a. anti eriti silmapaistvate
toode eest teaduse ja tehnika alal, omistati kaks preemiat jargmistele noortele

Moskva matemaatikutele.
1. Sergei Petrovits

Novikovile,

NVSL TA korrespondentliikmele,

NSVL TA V. A. Steklovi nimelise Matemaatikainstituudi vanemale teaduslikule
tootajale — aastail 1964—1966 avaldatud toode tsiikli eest diferentseeruvate
muutkondade alal.

2. Juri Ivanovits Maninile, fiiisika-matemaatikadoktorile, NSVL TA
V. A. Steklovi nimelise Matemaatikainstituudi vanemale teaduslikule t&o6tajale
— aastail 1959—1963 avaldatud t66de tsiikli eest algebraliste koverate ja Abeli
muutkondade teooria alal.
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NOORIM LENINI PREEMIA LAUREAATIDEST

U. Lumiste

1967. aasta Lenini preemiad mate-
maatika alal omistati to6de eest,
mis annavad lahendusi fundamen-
taalsetele probleemidele matemaatika
vordlemisi  abstraktsetes  harudes.
Uheks probleemirikkaks ja kiiresti
arenevaks haruks kaasaja matemaa-
tikas on . diferentseeruvate muutkon-
dade topoloogiline teooria ehk lihtsa-
malt — diferentsiaaltopoloogia. Selles
valdkonnas tehtud siigavate uurimuste
eest sai noorimaks Lenini preemiaga
autasustatud  matemaatikuks NSV
Liidu Teaduste Akadeemia V. .
Steklovi nimelise Matemaatikainsti-
tuudi vanem teaduslik téotaja S. P.
Novikov.

Sergei PetrovitS§ Novikov siin-
dis 20. mdrtsil 1938. a. Gorki linnas
silmapaistva noukogude matemaatiku,
tuntud hulgateoreetiku ja matemaati-
lise loogika spetsialisti Pjotr Serge-
jevit§ Novikovi pojana. 1960. aastal
lopetas ta Moskva Riikliku Ulikooli ja
suunati aspirantuuri V. A. Steklovi
nimelise Matemaatikainstituudi juurde
Moskvas. Pérast aspirantuuri Iopeta-
mist 1963. a. jdi S. P. Novikov todle
samas instituudis. Kandidaadikraad
omistati talle 1964. aastal ning juba
1966. aastal valiti ta NSV Liidu Tea-
duste Akadeemia korrespondentliik-
meks. Kéiesoleval ajal tootab S. P.
Novikov kohakaaslusega veel profes-
sorina  Moskva _ Riikliku  Ulikooli
diferentsiaalgeomeetria kateedris, kus
loeb erikursusi, juhendab eriseminare
ja aspirante. _

S. P. Novikovi uurimuste objektid —

diferentseeruvad muutkonnad — esi-
nevad sageli matemaatika mitme-
sugustes rakendustes. Nendega on

tavaliselt tegemist juhtudel, kui vaat-
luse all on hulgad, mille elemente
saab esitada pidevalt muutuvate
reaalarvuliste koordinaatidega. Vaja-
like koordinaatide arvu nimetatakse
sel korral muutkonna mootmeks. Nii
haarab muutkonna mdiste niiteks
tavalise sirge, tasandi ja ruumi,
samuti ka koverjoone ja koverpinna.
Esineb ka suurema mootmega muut-
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kondi, nditeks neljamdotmeline ‘aeg-
ruum voi antud tasandile tommatud

ellipsite ~ viiemootmeline  muutkond
(ellipsi «koordinaatideks» voib votta
nditeks keskpunkti kaks koordinaati,
suurtelje  kaldenurga ning kaks
pooltelge). Kui mingi mehhaanilise
siisteemni asend on mairatav n reaal-
arvuga (n «vabadusastmega» siis-
teem), siis selle siisteemni koikvoima-
likud asendid moodustavad n-md6tme-
lise muutkonna.

On muutkondi, mille punkte pole
voimalik iihelainsal viisil koordinaati-’
dega  esitada, ilma et tekiks
isedrasusi. Lihtsaimaks naiiteks on
sfadr. Tuntud geograafilised koordi-

naadid  gloobusel on  isedrased
poolustes — viimastes jdab mééara-
matuks geograafiline pikkus. (See

ilmneb selgesti nn. «maailma kaarti-
del», kus poolused on «laiali
veninud» kaardi iilemiseks ja alumi-
seks direks.) On teada, et sfairi



korrapiraseks esitamiseks ldheb vaja

vihemalt kahte tasandilist kaarti.
Keerulisemate  muutkondade  puhul
voib selliseid «kaarte» vaja minna
veel rohkemgi; koneldakse kaartide

«atlasest». Kaartidel esitatavail piir-
kondadel on seejuures muutkonnal
paratamatult ithiseid osi. Muutkonda
nimetatakse diferentseeruvaks,
kui tema jaoks saab leida niisuguse
«atlases, et kaartide iihisosal {ileminek
ithe kaardi koordinaatidelt teise kaardi
koordinaatidele toimub diferentseeru-
vate funktsioonide abil. (Uhe kaar-
diga korrapiraselt esitatav muutkond
on seega alati diferentseeruv).

Kaht diferentseeruvat muutkonda
nimetatakse homoéomorfseteks,
kui nende punktide vahel saab kor-
raldada iiksiihese vastavuse selliselt,
et vastavaid punkte haaravates kaar-

tides on i{ihe punkti koordinaadid
teise punkti koordinaatide pidevad
funktsioonid. Kui vastavust saab

et need funktsioonid
on lisaks ka diferentseeruvad, siis
nimetatakse muutkondi difeomorf-
seteks. Pikka aega arvati, et iga
kaks homdomorfset diferentseeruvat
muutkonda on alati ka difeomorfsed.
Kuid 1956. a. konstrueeris ameerika
matemaatik J. Milnor néiite diferent-
seeruvast muutkonnast, mis on kiill
homdomorfne, kuid mitte difeomorine
seitsmemGGtmelise  sfddriga (s, t.
punktide (xi, ..., x3) hulgaga, mille
korral x2+4...4 x2=1). Niisugu-
seid muutkondi hakati nimetama
<eksootilisteks sfiidrideks». Selgus, et
seitsmemootmelisi  «eksootilisi sfdire»
on tipselt 28. Hiljuti naitas F. Hirze-

korraldada nii,

bruch, et neid saab 10-md6tmelises
eukleidilises ruumis esitada viie
kompleksarvulise  koordinaadi  abil
jargmiselt:

1212 + 122l? +- |2 + |24] +25]? = 1
2124 202+ 22 - 2,3+ zfh-1 = 0;
k=12 ...,28

(siin on reaalarvuliste koordinaatide
jaoks antud & korral kolm vorrandit).

Need t66d avasid uue uurimissuuna
topoloogias. Oli vaja vilja selgitada,
millistel tingimustel on kaks homéo-

moriset n-mootmelist diferentseeruvat
muutkonda alati ka difeomorised.
S. P. Novikov ldhenes probleemile
veelgi iildisemalt ja asendas homdo-
morfismi moiste teda {ildistava homo-
toopilise  ekvivalentsuse =~ moistega.
Oma esimeses silmapaistvas 100s,
mille ta tegi 1962. aastal, olles veel
teise aasta aspirant, lahendas S. P.
Novikov jirgmise vdga komplitseeri-
tud probleemi: anda tingimused sel-
leks, et kaks homotoopiliselt ekviva-

lentset  diferentseeruvat muutkonda
oleksid difeomorfsed.
Eriti  silmapaistva tulemuse sai

S. P. Novikov 1965. aastal. Diferent-
seeruvate muutkondade uurimisel om
juba 1942, aastast saadik kasutusel
nn. Pontrjagini klassid (nad definee-
ris esmakordselt noukogude akadee-
mik L. S. Pontrjagin). Et nende
sissetoomisel tuginetakse muutkonna
puutujaruumi moistele, siis on Pontrja-
gini klasside invariantsus muutkonna
difeomorfsel kujutamisel ilmne. Tei-
selt poolt on teada, et homotoopili-
selt ekvivalentsete diferentseeruvate
muutkondade Pontrjagini klassid v&i-
vad olla erinevad. Probleem, kas
need klassid kahe homdomorfse dife-
rentseeruva muutkonna korral peavad
{ihtima vo6i voivad olla samuti eri-

nevad, seisis paljude matemaatikute
joupingutustele  vaatamata lahtine
kiimmekonna aasta jooksul. Alles

S. P. Novikovil o6nnestus toestada,
et ka sel juhul nad peavad {ihtima,
s. t. Pontrjagini klassid on invariant-

sed mitte iiksnes difeomorfismide,
vaid ka ildiste homdbomorfismide
korral. Sellest tulemusest saab teha

rea ‘olulisi jireldusi diferentseeruvate
muutkondade f{ildise ehituse kohta.

Sellega on pogusalt tutvustatud
ainult S. P. Novikovi tahtsamaid
téid. Peale nende kuulub talle veel
rida ldhedastel teemadel tehtud uwuri-
musi, mille sisu avamine ilma spet-
siaalsete mdistete ja tahistuste sisse-
toomiseta jddks veelgi pinnalisemaks
kui dlalkéasitletud toode puhul. Neid
kdiki {ihendab diferentsiaaltopoloogia
ja homoloogilise algebra koige kaas-
aegsema aparaadi virtuooslik kasuta-
mine siigavate probleemide lahenda-
misel.
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LENINI PREEMIA TOODE EEST DIOFANTILISES GEOMEETRIAS

U. Kaljulaid

Toéode eest algebraliste koverate ja
Abeli muutkondade teooria alal au-
tasustati 1967. aastal Lenini pree-
miaga noort Moskva matemaatikut
J. 1. Maninit.

Juri Ivanovit§ Manin siindis 16.
veebruaril 1937 Simferoopolis. 1958.
aastal lopetas ta Moskva Riikliku
Ulikooli ning jdi samasse aspiran-
tuuri, kus jitkas teaduslikku t66d
prof. I. R. Safarevitdi juhendamisel.
1960. aastal kaitses J. I. Manin kan-
didaadiviitekirja «Abeli muutkondade
teooriast». Selles kisitletakse algebra-
liste koverate teooriat {ile lopliku
karakteristikuga pohikorpuste ja lei-
takse rida originaalseid analoogiaid
ja seoseid klassikalise juhuga, kus
pohikorpuseks on  kompleksarvude
korpus. Alates 1960. aastast kuni
kéesoleva ajani toétab J. I. Manin
NSV  Liidu Teaduste Akadeemia
V. A. Steklovi nimelises Matemaati-
kainstituudis. 1963. a. kaitses ta
doktoriviitekirja «Kommutatiivsete for-
maalsete rithmade teooria 16pliku
karakteristikuga pohikorpuste korrals.
Alates 1965. aastast on J. 1. Manin
ka professor Moskva iilikoolis, kus
ta koos prof. I. R. Safarevit§iga aren-
dab. ulatuslikku tegevust algebralise
geomeetria koolkonna rajamisel.

J. I. Manini uurimisvaldkond —
diofantiline geomeetria — ulatub
juurtega antiikaega, III sajandisse,
mil Diofantos seadis tédisarvuliste kor-
dajatega mitut tundmatut sisaldava
vorrandi ratsionaalarvuliste lahendite
leidmise iilesande. Sedalaadi iilesan-
nete siistemaatilise kisitlemisega tehti
algust varasel keskajal Hiinas ja In-
dias, tosisemad edusammud saavutati
aga selliste klassikute nagu Fermat’,
Euleri, Lagrange’i ja Gaussi tdddes.

Uus etapp diofantiliste iilesannete
uurimisel algas kédesoleval sajandil,
kui leiti rida vbdimalusi diofantiliste
iilesannete klassifitseerimiseks ja uuri-
miseks algebralise geomeetria meeto-
ditega. Tekkis diofantiline geomeet-
ria, kus pohiliseks uurimisobjektiks on
iile mingi korpuse antud algebralise
muutkonna «aritmeetiline» ehitus ja

108

selle soltuvus korpuse «aritmeetikast».
Neid kiisimusi peetakse praegu algeb-
ralise geomeetria meetodite taiuslik-
kuse proovikiviks.

Suurt huvi pakub juba iithedimen-
sionaalsete muutkondade e. algebra-
liste koverate aritmeetika. Seos dio-
fantiliste tlesannetega on siin jarg-
mine. Igale kahe muutujaga algebra-
lisele vorrandile, mille kordajateks on
mingi korpuse elemendid, vastab tea-
tav algebraline kover (iile selle kor-
puse). Iga algebralise koveraga seo-
takse teatav mittenegatiivne téis-
arv — kovera liik. Koverad liiki 0 on
ratsionaalsed kdverad, liiki 1 ellipti-
lised. Koveraid liiki > 2 nimetatakse
mitteelliptilisteks algebralisteks kove-
rateks. On selgunud, et algebralise
kovera aritmeetika, s. o. vastava dio-
fantilise iilesande iseloom soltub olu-
liselt kovera liigist.

1922. aastal piistitas L. J. Mordell
diofantilises  geomeetrias  jirgmise
hiipoteesi: mitteelliptilistel koveratel
iile arvukorpuste (s. t. kompleksarvu-



dest koosnevate korpuste) on vaid
Ioplik arv ratsionaalpunkte (punkte
ratsionaalsete koordinaatidega). Real
pohjustel omandas selle kilsimuse la-
hendamine diofantilise = geomeetria
jaoks olulise tédhtsuse, kuid vaata-
mata paljude matemaatikute jSupingu-
tustele ei onnestunud leida teed sel-
lele probleemile ldhenemiseks. Rida
tdhelepanekuid viisid Mordelli {ildis-
tatud hiipoteesini (A. Neron,
S. Lang): mitteelliptilistel koveratel
on ka iile Ioplikult moodustatud kor-
puste e. funktsionaalkorpuste (kus
osa moodustajaid voib olla transtsen-
dentsed iile pohikorpuse) wvaid 16plik
arv ratsionaalpunkte. Seda ldistatud
hiipoteesi peeti sama ligipddsmatuks
kui Mordelli esialgset vaidet. Kuid
1961. aastal onnestus J. 1. Maninil
toestada jargmine teoreem:

Igal mitteelliptilisel koveral iile
I6plikult  moodustatud  korpuse on
kas [loplik arv ratsionaalpunkte iile
selle korpuse v06i siis sellise kdvera
saab muutuja vahetusega teisendada
koveraks, mille vorrandis puuduvad
transtsendentsed kordajad.

See tulemus taandab iildise Kkiisi-
muse selle erijuhule — arvukorpuse
juhule —, mis olemasolevate vahen-
ditega pole tdnini haaratav. Manini
teoreemi tGestus on iisna komplitsee-
ritud. Selles rakendatakse mitmeid
stigavaid algebralisi, topoloogilisi ja
analiiiitilisi meetodeid.

Oma  doktoriviitekirjas  arendas
J. 1. Manin vilja kommutatiivsele
formaalsete rithmade teooria. Viimane
on loomulikuks jitkuks lokaalsete Lie
rilhmade teooriale. On teada, et Lie
rilhma ithikelemendi iimbruses saa-
me leida reaalarvuliste koordinaatide
siisteemni selliselt, et kui elemendid
X ja Y on kiillalt lidhedal iihikuele-
mendile, siis elemendi Z= X-Y koor-
dinaadid avalduvad elementide X ja
Y koordinaatide analiiiitiliste funkt-
sioonidena; sel viisil saadakse komp-
lekt astmeridu

(x,, ey
i=1,

2 =ai

Xny Yty oovy yn)-

ceey M

See koonduvate astmeridade komp-
lekt, mis rahuldab rilhma aksioomi-
dest tulenevaid seoseid, defineeribki
lokaalse Lie rithma struktuuri. For-
maalse riihma moiste saadakse siit

8 Matemaatika ja kaasaeg XIV

jargmiselt: jdetakse dra ridade koon-
duvuse noéue, s. t. vaadeldakse ast-
meridu kui formaalseid astmeridu,
astmeridade kordajaid aga loetakse
mingisse lopliku karakteristikuga kor-
pusesse kuuluvaiks. J. Dieudonné t66-
tas kommutatiivsete formaalsete riih-
made uurimiseks véilja aparaadi, mis
méngib seal umbes samasugust osa
nagu Lie algebrad lokaalsete Lie riih-
made uurimisel. Neis uurimistes joudis
ta illesandeni kommutatiivsete for-
maalsete rithmade klassifikatsioonist
isomorfismi tdpsusega. Ta tunnistas
ilesande keerukust, mirkides, et ana-

liiisile ei allu isegi selle {ilesande
raskus. Manini doktoritéds on see
tilesanne 16plikult lahendatud, kus-

juures t60 sisaldab veel teisigi silma-
paistvaid tulemusi.

J. I. Manini nimi on saanud maa-
ilma matemaatikute seas juba laialt
tuntuks. Teda on korduvalt kutsutud
esinema Prantsusmaale ja Itaaliasse.
Noukogude laiem matemaatikaavalik-
kus tunneb teda ka N. Bourbaki «Ma-
temaatika elementide» algebraraama-
tute venekeelse tGlke redaktorina ning
huvitavaid algebraprobleeme popu-
laarsemalt késitlevate kirjutiste auto-
rina (vt. ndit. SHuukIONENMA 3s1EeMeH-
rapHoil Martematuky, IV. M., 1963).

Tekib loomulik kiisimus, kuidas on
vdimalik samaaegselt to6tada nii mit-
mes suunas ja toeliselt raskete prob-
leemide kallal. Manini &petaja prof.
Safarevit§ itleb selle kohta jargmist !:

«Koiki, kes tunnevad Maninit, him-
mastab tema ereda matemaatilise ta-
lendi korval voime palju ja piiidli-
kult todtada. Juhtub, et ta on 16peta-
nud t66, milles tuli iiletada suuri
raskusi ja mille esitus nduab kiimneid
lehekiilgi, ning niib, et niiiid saabub
vaheaeg ... Aga juba jirgmisel pie-
val on ta tiielikult sukeldunud “uue

ﬁ.!esande lahendamisse. Arvatavasti
tinu crakordscle oskusele td5tada
ongi seletatav asjaolu, et ta iihe-

acgselt voib tegelda paljude asjadega.
Ja neced asjad mitte ainult ei sega
pohitdod, vaid paistab, et isegi abis-
tavad teda selless».

Manin _ise, pédrdudes noorte luge-
jate poole, kirjutab jargmist !

! Ajakirjast «<Mosiogo# KOMMyHHCTS,
1964, Ne 3
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«Tuginedes oma tagasihoidlikule
kogemusele, tahan oOelda neile, kes
on 16—17 aastased: drge kartke toe-
list teaduslikku kirjandust! Igaiiks

teist voib aru saada, millest seal on
kirjutatud, ja jédlgida, mis on teada,

mis mitte, milliseid {ilesandeid piis-
titatakse ja missuguste lahendamine
on kisil. Kuid ei maksa arvata, et
see on kerge. See on raske. Kuid
mitte raskem kui tavalise koolit6o kor-
val muusikaga vb6i raadioasjandusega
tegelemine.»

UUS TEADUSE DOKTOR

27. juunil 1967 kaitses ENSV TA
filiisika-matemaatika ja tehnikatea-
duste ndukogu ees edukalt oma
doktoriviitekirja «Integraalsed variat-
sioonprintsiibid ja nende kasutamine
koorikute ja plaatide diinaamikas»
ENSV TA Kiiberneetika Instituudi
vanem teaduslik téotaja Leo Ainola.

Doktoritééd  oponeerisid fiiiisika-
matemaatikadoktor prof. A. Golden-
veiser (Moskvast), fiilisika-matemaa-
tikadoktor prof. K. Galimov (Kaasa-
nist) ja ENSV akadeemik A. Humal
(Tallinnast), kes andsid toole korge
hinnangu.

L. Ainola on viljapaistev ja tun-
nustatud spetsialist variatsioonmeeto-
dite alal. Tema sulest on ilmunud iile
20 teadusliku to6, millest enamik on
pithendatud variatsioonprintsiipidele
ja nende rakendustele, eriti rakendus-
tele plaatide ja koorikute teoorias.

Variatsioonprintsiibid koéidavad tead-
laste tdhelepanu analiiiitilise mehhaa-
nika rajamisajast tdnapdevani ja
leiavad laialdast kasutamist. See
seletub kahe asjaoluga. Esiteks on
variatsioonprintsiibid lihtsalt formu-
leeritavad vidga iildises ja invariant-
ses  kujus. Teiseks véimaldavad
variatsioonprintsiibid nn. otseste mee-
todite abil lahendada paljusid keeru-
lisi {ilesandeid.

Kuni viimase ajani tunti variat-
sioonprintsiipe, millele vastavad
diferentsiaalvorrandite rajaiilesanded.
Staatika iilesanded on just rajaiiles-
anded. Diinaamikas kasutatav Ha-
milton-Ostrogradski printsiip eeldab
alg- ja lopptingimuste etteandmist,
ehkki tiiiipilistes mehhaanika ja fiiii-
sika iilesannetes on teada ainult alg-
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aastatel on
otsitud teid variatsioonprintsiipide for-
muleerimiseks, mis vastavad algtingi-
mustega iilesandeile. Kodige tildisemate
tulemusteni dnnestus jouda L. Ainolal.
Ainola variatsioonprintsiip — sellise

tingimused. Viimastel

termini kasutamisele votmine triiki-
sonas on tdiesti motiveeritud —
baseerub konvulatsioonintegraalide ka-
sutamisel. Tema doktorivéitekirjas on
formuleeritud variatsioonprintsiip 16p-

liku vabadusastmete arvuga siistee-
mide diinaamika, koorikute teooria
ja  elastsusteooria  algtingimustega



iilesannete jaoks. See tdhendab, et
on moodustatud sellised funktsionaa-
lid, mille statsionaarsus on maéaératud
siisteerni  liikumise diferentsiaalvor-
randitega, rajatingimustega
tingimustega. Neid funktsionaale on
viitekirjas rakendatud koorikute teoo-
ria mittelineaarsete vorrandite tuleta-
miseks.

L. Ainola siindis 18. juulil 1929. a.
Viljandis  teenistujate  perekonnas.
Lopetas 1948, a. Viljandi 2. Keskkooli
ja asus oppima TPI ehitusteadus-
konda, mille 1Gpetas tsiviilehituse
insenerina 1953. a. Peale aspirantuuri
lopetamist kaitses L. Ainola 1957. a.
oma kandidaadiviitekirja, mis kisitles
samuti variatsioonprintsiipe. Seejérel
todtas L. Ainola algul TPI kérgema
matemaatika kateedri dotsendina ja
1961. aastast ENSV TA Kiiberneetika
Instituudi mehhaanika ja rakendus-
matemaatika sektori vanema teadus-
liku tootajana.

U. Nigul
A. Tiimanok

UUSI TEADUSE KANDIDAATE

ja alg-

21. martsil 1967 kaitses oma viite-
kirja «Summeeruvustegurid Fourier’
ridade teoorias» TRU matemaatilise
analiiiisi kateedri assistent Margus
Tonnov. T66d juhendas prof. G. Kang-
ro, oponeerisid prof. A. Turetski Mins-
kist ja dots. S. Baron.

Vaitekirjas antakse vastus kaunis
keerulisele kiisimusele: millal on ette-
antud arvujada {c¢.} mingi funkt-
siooni Fourier’ kordajate jada. Osu-
tub, et eksisteerib tihe seos summee-
ruvustegurite ja Fourier’ kordajate
vahel. Selle seose kaudu kirjeldatak-
segi Fourier’ kordajate omadusi.

M. Tonnovile omistati fiiiisika-
matemaatikakandidaadi kraad.

Margus Mihkli p. Tonnov on siindi-
nud 25. aprillil 1936 Elva rajoonis.
Ta lopetas Elva keskkooli 1955. a.
ja TRU matemaatikaosakonna 1960. a.
Aastatel 1961—1964 oli aspirantuuris
TRU matemaatilise analiiiisi kateedri
juures. Pérast aspiraniuuri 1opetamist
jai toole sama kateedri juurde.

9. juunil 1967. a. kaitses kandidaa-

diviitekirja TRU teoreetilise mehhaa-
nika ja astronoomia kateedri vanem-
opetaja Erich Jogi. Dissertatsioon oli
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piithendatud elastilis-plastsete kaarte
stabiilsuse kiisimustele. T66 valmis
professor U. Lepiku juhendamisel.

Oponeerisid professor G. Réigo, pro-
fessor P. Ogibalov Moskvast ja dot-
sent P. Kuratov Leningradist. Opo-
nendid andsid E. Jogi todle hea hin-
nangu, mida kinnitasid ka meie maa
paljudest uurimiskeskustest saabunud
arvamused.

. Erich Alfredi p. Jogi siindis 1. au-
gustil 1928 Kohtla-Jirve rajoonis
Lohusuu kiilas. Aastal 1950 Iopetas ta
Tartu Opetajate Instituudi ning suu-
nati samasse oppeasutusse Opetajaks.
1951. a. astus E. Jogi TRU mate-
maatikaosakonda, mille 16petas 1956. a.
mehhaaniku kvalifikatsiooniga. Aas-
tail 1956—1960 tootas ta TRU teo-
reetilise mehhaanika kateedris vanem-
opetajana, 1960—1963 oOppis sama
kateedri juures aspirantuuris.

MEIE KULALISI
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Mais-juunis 1967. aastal kiilastas
Tartut Novosibirski Riikliku Ulikooli
professor ja NSVL TA Siberi osa-
konna Matemaatikainstituudi sektori-
juhataja Gennadi Slomovits Rubin-
Stein. Prof. Rubin$tein on itks NSV
Liidu juhtivaid spetsialiste matemaa-
tilise planeerimise teoreetiliste problee-
mide valdkonnas. Eriti tuntud ontema
iildine ldhenemisviis duaalsete pla-
neerimisiilesannete késitlemisele, mis
voimaldab i{ihtsest seisukohast tule-
tada koik matemaatilise planeerimise
pohiteoreemid ning on olnud aluseks
paljude uute tulemuste saamisel.

Tartus viibides esines prof. Rubin-
Stein rea ettekannetega TRU arvutus-
matemaatika kateedri seminaril, tut-
vustades enda ja oma kaastodtajate
uurimuste viimaseid tulemusi mate-
maatilise planeerimise {ildisest teoo-
riast ning planeerimisiilesannete mit-
mesugustest {ildistustest.

Huvitav on mirkida, et planeeri-
misillesannete iildist teooriat arenda-
des on prof. Rubinstein joudnud tu-
lemustele, mis osutuvad viga lihe-
dasteks TRU geomeetria ja algebra
kateedri juhataja dots. 0. Lumiste
todode tulemustega geomeetria alus-
tega seotud probleemide uurimisel.

U. Kaasik

«ALPHA»

Saksa Demokraatlikus Vaba-
riigis hakkas 1967. aasta algul
ilmuma matemaatika-alane G&pilas-
ajakiri «Alpha», mille eesmirgiks
on opilastes huvi dratamine mate-
maatika vastu. Aastas antakse
vilja 6 numbrit. Ajakirjas avalda-
takse kirjutisi matemaatika ajaloost,
tutvustatakse mitmesuguseid mate-
maatika rakendusi ning antakse
.iilevaateid Saksa DV ja teiste sot-
sialismimaade matemaatika oliim-
piaadidest. Selles avaldatakse hu-
vitavaid iilesandeid, aga ka files-
andeid, mida saab kasutada oliim-
piaadideks ettevalmistamisel.

N. Veske



UUSI ULIKOOLI LOPETANUD
MATEMAATIKUID

21.—23. juunini 1967. a. lopetas
Tartu Riikliku Ulikooli jérjekordne
lend matemaatikuid. Matemaatika pe-
dogoogilises osakonnas kaitsti jarg-
mised diplomitdéd:

1. Allemann, Arved. Piirvaar-
tuse moiste kisitlemisest keskkoolis.
(Juhendaja dots. E. Jiirrim&e.)

2. Allemann, Evi. Matemaatilise
loogika elemendid koolimatemaatikas.
(Juhendaja dots. O. Prinits.)

3. Allikas, Vilve. Konstruktiivse
geomeetria elemendid koolikursuses.
(Juhendaja van.-6p. K. Ariva.)

4, Eraste, Ellee Matemaatika-
ohtud keskkoolis. (Juhendaja dots.
L. Kivistik.)

5. Kangro, Maret. Virviline pa-
ber matemaatika Opetamise vahen-
dina. (Juhendaja prof. G. Rigo.)

6. Kunder, Raivo. Unaarsetesf
algebratest. (Juhendaja dots. J. Hion.}

7. Leesi, Maret. Punktikujulise
valgusallika poolt viljasaadetud val-
gusviir matemaatika opetamise vahen-
dina. (Juhendaja prof. G. Régo.)

8. Mang, Heli. Gonimeetria kiisi:
mused koolimatemaatikas. (Juhendaja
dots. O. Prinits.)

9. Mideks, Mare. Liabipaistev pa-
ber, plastikaat ja seebivee kile mate-
maatika Opetamise vahendina. (Ju-
hendaja prof. G. Régo.)

10. Palusalu, Heli. Geomeetri-
lised teisendused keskkoolis. (Juhen-
daja dots. O. Prinits.)

I1. Peets, Siiri. Pdikesekiired ma-
temaatika Gpetamise vahendina. (Ju-
hendaja prof. G. Régo.)

12. Ruut, Raivo. Eesti NSV iild-
hariduslike koolide filiisika- ja mate-
maatikadpetajate kaadrist 1965. a.
(Juhendaja van.-6p. J. Reimand.)

13. Rouk, Vaike. Korrelatsioon-
analiliisi ~ kasutamine  sotsiaalsetes
uurimustes. (Juhendaja van.-op.

R. Tammeste.)

14. Sokk, Aldo. Elastsete ja elast-
sete-plastsete  paraboolsete = kaarte
stabiilsusest. (Juhendaja  van.-Op.
E. Jogi.)

15. Veidenberg, Hilda. Optili-
sed petted matemaatika Gpetamise va-
hendina. (Juhendaja prof. G. Réigo.}

16. Ubius, Malle. Lobat¥evski
geomeetria elemendid matemaatika-
ringis. (Juhendaja van.-6p. K. Ariva.)

Riigieksamitega 16petasid matemaa-
tika pedagoogilise osakonna:

1. Ilves, Elli

2. Ilves, Helvi

3. Paap, Eve

4. Siim, Helgi-Lilian

Nendele diplomandidele omistati
matemaatiku ja matemaatikadpetaja

kutse.

Kaugoppe osakonnas Kkaitsti jérg-
mised diplomitdod:

1. Robakov, Leonid. O nexkoro-
pPHX BapHauMouuslx 3agavax. (Juhen-
daja prof. G. Kangro).

2. St3crbakov, Aleksei. Harep-
npeTauusi ajropHTMa  UEJIOYHCJIEHHON
Saflayd JIMHEMHOro NpOrpaMMHPOBaHHUA
B TepmuHax s3bika AJICOJI-60. (Ju-
hendaja dots. U. Kaasik.)
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Nendele diplomandidele omistati
arvutusmatemaatiku kvalifikatsioon,

Astronoomia erialal kaitsti jairgmine
diplomitd6:

3. Ibrus, Urgo. Ulihiidtdhe Ho
190603 atmosfddri analiiiis 1965. a.
spekiraalsete vaatluste pohjal. (Juhen-
daja L. Luud.)

UUED LENNUD KESKHARIDUSEGA
MATEMAATIKUID

1967. aasta kevadel andsid lopeta-
jaid juba kolme meie vabariigi kesk-
kooli matemaatika eriklassid. A. H.
Tammsaare nimeline Tartu 1. Kesk-
kool saatis ellu neljanda lennu, Tal-
linna 1. Keskkool teise lennu ja N&o
Keskkool esimese lennu matemaati-
kuid-programmeerijaid.

A. H. Tammsaare nimelise Tartu
1. Keskkooli matemaatika eriklassi
Iopetasid:

. Ernits, Malle
Hatt, Ann
Ilves, Eva
Kare, Linda
Kaukver, Urve
Koiv, Reet
Laansalu, Merike
Liiv, Margit
Luht, Epp
Loonre, Toivo
Mander, Ulle
Nédripd, Hannes
Preem, Martti

. Ratnik, Tiit ~

. Selliov, Leevi

. Sdidgi, Agnes

. Zubsberg, Rein
. Tanni, Viia

. Tomingas, Juhan
. Tdhnas, Kadri

. Taht, Tiit

. Urm, Peeter

e i o
CHNNNR DO =D O 0NSU oN—

B DO D
R k=1

Tallinna 1. Keskkooli matemaatika
eriklassi 1Gpetasid:
. Aarne, Reet
2. Gross, Kaato
3. Haljaste, Tiina
4. Jines, Mart
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Noo

Kallas, Rein
Kanter, Mati
Kerge, Andres
Kruusiauk, Heda
Kuusk, Harri
Laul, Peep

. Liik, Aili

Loit, Merike

. Martin, Eve

Mere, Kaja
Merilaht, Peeter

. Neumann, Vallot
. Ots, Ester

. Orro, Riina

. Pallas, Ats

Pavelson, Juss

. Riatsep, Aili

Tammik, Urmas
Telliskivi, Mart

. Truusmann, Merike

Taht, Toomas

. Uusman, Rein
. Viikholm, Peeter
. Viilup, Enn

Vooglaid, Aare

Keskkooli matemaatika

klassi lopetasid:

. Vainikko,
. Virumann, Tiina
. Vidnter, Rein.

Altmets, Evi
Eimre, Rein
Eskusson, Kersti
Evert, Silvi
Jensen, Mai
Kaarde, Mare
Kaldoja, Ene
Kond, Lembit

L aas, Maire
Leppmets, Lembe

. Looga, Mati

Meriloo, Mihkel

. Médnnik, Urve

Miirk, Iris
Naaber, Ilme

.Peetson, Elle

Pints, Leida
Prank, Rein
Rokka, Daissa

. Saar, Leini

. Saluveer, Olev
. Saludiar, Tonu
. Siirmann, Rein

Tamm, Andi
Uba, Peep
Rita

eri:



Eesti NSV-s ilmunud matemaatika-

alase kirjanduse nimestik
Jaanuar — mirts 1967
(Koostanud M. Suurvili)

RAAMATUD

Ariva, K. ja Rahula, M. Ana-
liriitiline geomeetria. 1. osa. Trt., 1967.
92 lk. (TRU. Algebra ja geomeetria
kateeder.) — Triikitud rotaprindil.

Bekker, M. Ekstreemumiilesan-
ded. Trt., 1967. 36 lk. (TRU. Mitte-
statsionaarne matemaatikakool. Nr.
11.) — Triikitud rotaprindil.

Espenberg, H. Integraalarvutus.
{2. tr.] Trt., 1967. 52 1k. (Eesti Pollu-
majanduse Akadeemia.) — Triikitud
rotaprindil.

Gelfand, I, Glagoleva, J.
ja Kirillov, A. Koordinaatide mee-
tod. Tln., «Valgus», 1967. 68 lk. (Fiiil-
sika-matemaatika kooli raamatukogu.)

Harjutuste kogumik filiisika, kee-
mia ja matemaatika alalt. [TRO iili-
opilaskandidaatidele.] Trt., 1967. 64
lk. (TRO.) — Tritkitud rotaprindil.

Jiirimide, E. Kompleksmuutuja
funktsioonide teooria. II. Analiiiitilised
funktsioonid. Trt., 1967. 138 1k. (TRU.
Matemaatilise analiiiisi kateeder.) —
Triikitud rotaprindil.

Kontrollté6 nr. 6 («Toendosusteooria
pohimaisteid») Ulesannete vastused ja
lahendused. Trt., 1967. 15 lk. (TROU.
Mittestatsionaarne  matemaatikakool.
Nr. 12.) — Triikitud rotaprindil.

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika Gpetajatele ja Gppi-

jatele. XI. Trt. 1966. 115 lk. (Tartu
Riiklik Ulikool.)

Sisu: U. Lumiste. Ruumi mbiste
geomeetrias, — L. Vohandu. Generee-

rivad funktsioonid ja kombinatoorika., —
A. Oja. Imiteerimine uurimismeetodina. ==
I. Kull, R. Palm. Uut masintdlke aja-
loos. == Juurdeldikuskaartide koostamine
elektronarvutil. — S. Riives. Hulktahu-
kate jooniste rakendamisest ruumikujutuse

arendamisel. — M. Rahula. Parabooli
moningaid omadusi. — S. . Zetel
Oldistatud kolmnurkarvud, mis on iihtlasi
ruutarvud. — Jevgeni Gabovits.
Mittestatsionaarse  matemaatikakooli esi-
mene tddaasta. — E. Tamme. Bernhard
Riemanni elust ja loomingust. — O. L u -
miste Riemann topoloogia ja iildise
kovera ruumi geomeetria loojana. — Jev-

geni Gabovit3 Otto Schmidt — suur
noukogude teadlane, — E. Tiit. Mis on tde-
ndosus? III. — U. Lumiste. Sada aastat
V. Aleksejevi siinnist. — E. M it t. Keskkoo-
ligpilaste 13. tdppisteaduste oliimpiaad. —
0. Kaasik, E. Vididri Matemaatilise
teksti éigekirjuiusest. — E. Tiit. Toenio-
susteooria ja matemaatilise slatistika ter-

minitest. — Kroonika. .— Bibliograafia. —
Olesandeid.

Prochnow, D. ja Thiess, W.
Protsentarvutuseks ettevalmistavad
harjutused. = Hargprogrammi  jérgi
koostatud oOppevihik. Tln., «Valgus»,
1967. (6], 45 1k. (ENSV Vabariiklik

Opetajate Taiendusinstituut.)

Roos, H. Diferentsiaalarvutus.
Konspekt kaugiiliopilastele. Tin., 1966.
72 1lk. (TPI. Matemaatika kateeder.)
— Triikitud rotaprindil.

Roos, H. Funktsioonid ja nende
graafikud. Konspekt kaugiiliopilastele.
Tln., 1966. 47 lk. (TPI. Matemaatika
kateeder.) — Triikitud rotaprindil.

Sooncts, K. Téendosusteooria ja
matemaatiline statistika. (Majandus-
teaduskonna {iliopilastele.) Trt.,, 1967.
194 1k. (TRU. Teoreetilise mehhaanika
ja astronoomia kateeder.) — Triiki-
tud rotaprindil.

Sormus, T. ja Vainikko, G.
Harilikud diferentsiaalvorrandid. Trt.,
1967. (TRU. Matemaatilise analiiiisi
kateeder.) — Triikitud rotaprindil.

1. 212 1lk.

2. 127 1k
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Tamme, E. Arvutusmeetodid. V.
Harilikud diferentsiaalvorrandid. Trt.,
1967. 176 lk. (TRU. Arvutusmatemaa-
glia kateeder.) — Triikitud rotaprin-
il.

Tippisteaduste Rahvaiilikool. Oppe-
t66 kalenderplaanid. [1966/67. 6.-a.].
Tln., 1967. 8 lk. (TPI. Tappisteaduste
Rahvaiilikool.) — Triikitud rotaprin-
dil. — Sama ka vene k.

Vaher, E. Logaritmid. II. Pro-
grammopik. Pedagoogilise uurimistdo
katsematerjal. Trt., 1966. 153—215 Ilk.
(ENSV Haridusministeerium. ENSV
Vabariiklik Opetajate Téiendusinsti-

tuut. TRU.)
Vérratused. Trt., 1967. 15 lk. (TRU.
Mittestatsionaarne  matemaatikakool.

Nr. 10.) — Triikitud rotaprindil.

TwrioB, M. M. MHOXHTEAN CYM-
MupyeMocTH B TeopuH psnos  Pypee.
ABTopedepaT Iycc. Ha COMCKaHHE Y4eH.
cren. Kami, Gus.-mat, Hayk, Tapry,
1967. 11 c. (TTY).

ARTIKLID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia Toi-
metised. Fiiiisika. Matemaatika. Tin,,
1967.

Nr. 1.
(vene k.,
lise k.):

Ulm, S. Maksimumprintsiibist tulene-
vate rajaiilesannete lahendamisest. —
Ulm, S. Uldistatud diferentssuhetest. I. —
Peterson, I. Lokaalne optimiseerimine
statistilise materjali alusel. — Poll, V.

Mitmemuutuja funktdioonide statsionaar-
sete punktide leidmise meetoditest. —
Vichmann, F. Integraalide formaalsest
korrutamisest. — Petersen, I. ja Ki-
kas, V. Ehitus-sideainete kovastumis-
protsessi modelleerimine matemaatilise sta-
tistika meetoditega.

Matemaatika-alased artiklid
resiimeed eesti ja ing-

Akkel, T. Elektronarvuti valib
s6odaratsioone. —  Edasi, 1967,
21. mirts.

Aljanski, Jiiri.  Parandatud
viga. [Pime teadlane, fiiiisik-mate-

116

maatik V. MjatSin. Leningrad. Aja-
lehest «Pravda».] — Sirp ja Vasar,
1967, 24. veebr.

Allik, K. Tiiipilised vead TPI-sse
sisseastujate matemaatika eksameil.
— Noukogude Kool, 1967, nr. 1,
Ik. 35—38.

Joasoone, R. Veidi stenomeet-
riast [Ungari matemaatiku L. Mol-
néri loodud kiirarvutamise meetodist.}
— Noukogude Opetaja, 1967, 11, veebr.

Krass, A. Vorrandite koostamine
7. ja 8. klassis. — Noukogude Kool,
1967, nr. 3, lk. 223—228.

Kédrner, M. Kiimme aastat hil-
jem, [ENSV  Haridusministeeriumi
matemaatikakomisjoni t66st.] — Nou-
kogude Opetaja, 1967, 4. veebr.

Reisberg, L. Kust leida aega?
[Matemaatika Gpetamisest 6. klassis.}
— Noukogude Opetaja, 1967, 11. veebr..

SavtSenko, G. Hinneteta tund.
[Samarkandi iilikooli dotsendi R. Ha-
bibi katsetest algklassides matemaa-
tika Gpetamisel. Ajalehest «Literatur-
naja Gazeta».] — Noukogude Opetaja,

1967, 11. veebr.

Terri, M. Moningaid mdotteid
arvutamisest koolieelikutega. — Nou-
kogude Opetaja, 1967, 25. veebr.

(Koolieelne Kasvatus nr. 2.)

Usai, M. Jutt arvust pii [kl-assi-
vilises t60s]. — Noukogude Kool,
1967, nr. 2, lk. 152—156.

Usai, M. Kuidas asja parandada?
[Matemaatikadpetajate iilesannetest
opilaste loogilise motlemise arenda-
misel.] — Noukogude Opetaja, 1967,
4. veebr.

Jlesnu, M. Jlerenga o XaHOHCKOR
G6amne. |O matem. 3anaue.] — MoJo-
Jexb JcToHMH, 1967, 2 desp.

Jlepnn, M. 3anaua kapanepa Ame-
Mepe u Teopus BeposTHocTeil, — Mo-
Joaexp JcrodnH, 1967, 12 sausb.



ULESANDEID ELEMENTAARMATEMAATIKAST!

1. Ohe muna praadimiseks kulub 3 minutit. Mitu minutit kulub kolme
muna praadimiseks, kui pannile mahub vaid kaks muna?

2. Kumb on suurem, kas

5678901234 _. 5678901235
= 6789012345 Yo' ©= 5789012347
3. Toestada, et I1'©—1 jagub arvuga 100. t

4, Lahendada siisteem
XY = yn,
Xty = x2n . yr
eeldusel, et x>0, y >0 ja n>0.

5. Toestada, et
3

V20.+ 1472+ V 20— 1472=4.

6. Kas on vbdimalik, et sinx = log sin x?

7. Trapetsi alused on a ja b. Leida diagonaalide keskpunkte ithendava
16igu pikkus. )

8. Leida arvutuste teel alloleval joonisel mirgitud nurkade a, B, p, ¢ ja
£ summa.

9. Kerasse kujundatud koonuse kdrguse ja kera raadiuse suhe on ¢. Leida
nimetatud kehade ruumalade suhe. Millistes piirides vdib muutuda suhe ¢?
10. Tasandil on antud kolm mitte iihel sirgel asuvat punkti A, B ja C
nii, et AC > BC. Ldigu AB keskristsirgel valitakse punktid D ja E, nii et nad
on samal pool sirget AB kus punkt C, ning BD= BC, AE = AC. Toestada,
et nurk CBD on suurem kui nurk CAE.
Ulesande 10 koostas' U. Lumiste

1 Kiesoleva aasta vabariikliku ja iileliidulise koolinoorte oliimpiaadi 16pp-

voorude matemaatikaiilesanded on toodud lk. 104—105 ning VII ja VIII rah-
vusvahelise koolinoorte matemaatika oliimpiaadi iilesanded 1lk. 84—86.
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‘KOGUMIKU UHETEISTKUMNENDA VIHIKU ULESANNETE LAHENDUSED

Ulesande nr. 1 lahendus. Liites siisteemi koik vorrandid, saame

i+ %+ ...+ X0=0.

Liites siisteemi 1., 4., 7., ..., 94., 97. vorrandi, saame
X1+ X2 ... Fxe9=0
‘ning liites siisteemi 2., 5., 8., ... , 95., 98. vdrrandi, saame

Xot x5+ ...+ x100=0.

‘Neist kolmest vorrandist jareldub, et xi90=x,=0. Niiid on lihtne leida, et
siisteemni lahendiks on

Xy =Xo= ... = X100 =0.

Ulesande nr., 2 lahendus. Vottes vorduses
Gt ax - agx®+ ... 4 @nx™ =(x10 — x5 |- )19
Xx==1[, saame
(@—a+ay—ag+ .. )+ (ay—as-+as— ..)i=—i
Seega
a—azt+a—a—+ ... =—1.

Ulesande nr. 3 lahendus. Kuna 1l=1, 114+2!=3 114+2/4+31=9,

MN+4214-314-41=233 ja x >4 puhul summa 114+ 2! 4!+ ... 4 x! vidirtuse

-viimaseks numbriks on 3, siis vdib lahendiks olla ainult x=1 ja x=23 (sest
y? ei saa olla 3-ga 16ppev arv). Tahendab, vorrandil on kaks naturaalarvulist

lahendit
{s=1 e {JZ8

Ulesande nr. 4 lahendus. Tombame sirgel s; vabalt voetud punktist D 15i-
gud DA ja DB (vt. joon. 1), mis moodustavad sirgega s, nurga 60°. Kolm-
nurga ABD iimberringjoon loikugu sirgega s; punktis C. Kolmnurk ABC ongi
-otsitav kolmnurk. Toepoolest

/BAC= /BDC = 6(°,
/ABC = /ADC = 6(°,
L ACB = 180° — / ADB = 60°.

5

=i
S

Joonis 1.

Olesannete nr. 5—7 lahendused. Joonistel 2—4 on viirutatud- piirkonnad,
‘milles vdib asuda punkt A vastavalt iilesannetes 5—7 esitatud tingimustel.
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( .
0
Joonis 3.
BRIDZIULESANNE
Rist on trump ning pérast kuuendat tihi
(selle vottis N) kujunes jargmine seis:
®KS
OS7 Joonis 4.
OE63
I S
8109 N %ES?
106 8
S109 W 0 Jks2
% 8 S o
®65
o5
>
+ 9765

Lepingu tditmiseks peab S votma koik illejadnud seitse tihi.
Kuidas seda teha? (Lahendus on toodud lehekiiljel 121.)

119



LAHENDUS ULESANDELE TOENAOSUSTEOORIAST
(iilesanne vt. Matemaatika ja kaasaeg, XI, lk. 95)

1. variant. Lahendus, mis sobib matemaatikutele, vGiks olla jdrgmine
(vt. joonis).

1. Paarikaupa voetult on miljondril ja KOKAL, miljondril ja AEDNIKUL
ning miljonaril ja RATSEPAL kummalgi 50% toendosust hilisemaks uppumi-
seks. Vastavalt sellele tuleb jaotada ka pirandus.

II. Edasi jaotatakse KOKALE kuuluv osa A. Koka ja ameti poolest koka
vahel ning analoogiliselt ka teistel juhtudel.

III. Niilid arvutatakse igale périjale kuuluv osa, kusjuures iga isik saab
nii oma ameti kui ka oma nime jirgi.

Pédranduse jaotus tuleb jargmine:

1. Aednik A. Koka pirijad saavad '2198 parandusest ehk 225 000 naela.
2. Kokk K. Puusepa " ” '4%‘ " » 200000
3. Puusepp P. Ratsepa " " % " » 250000 ,,
4. Ritsep R. Aednik e e dE e . 25000
5. Londoni vanadekodu saab % » » 250000

K. Puusepp’

aqo

©73

R. Aednix v
P Ralsep

Vanadexodu

2. variant. Nagu teada, on juristid vdga vormi kiiljes kinni ja seda eriti
Inglismaal, kus vanad traditsioonid on visad kaduma. Pealegi ei nihtu iiles-
andest, millal laevahukk oli. On pdhjendatud kartus, kas Inglismaa iilemkohus
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fildse toeniosusteooriat arvestas. Seepirast on motet pakkuda ka alljirgnev
lahendusvariant, milles eeldatakse, et nii puusepp, ritsep, kokk kui ka aednik
ei olnud miljondri surma ajal enam tema teenistuses. Sellisel juhul saaksime
pidranduse jargmise jaotuse:

1. Aednik A. Koka périjad saavad -2% pz‘irandusest ehk 150 000 naela.

2. Kokk K. Puusepa " " % " » 200000 ,,

3. Puusepp P. Ritsepa " " 2;‘:1 " » 200000 ,,

4. Ritsep R. Aedniku " " 2—1 " w» 150000

5. Londoni vanadekodu saab 21—2 " , 000000 ,,
J. Milve

Toimetuselt. J. Milve saadetud lahendusvariantidest tuleks Gigeks lugeda
1. variant, sest 2. variandis pole tdielikult arvestatud mdrkust, et kahe v0i-
maluse olemasolu korral loetakse need vordvéimalikeks.

BRIDZIOLESANDE LAHENDUS
(iilesanne vt. lk. 119)

N kédib ruutu emanda, mille O peab kuningaga katma ja S trumpab.
S kdib niiiid risti {iheksa (N viskab pada soduri ja O parim kaitse on visata
pada seitse) ning seejdrel veel {the risti. W ei voi niiid visata ruutut (siis
oleks ruutu sodur loigatav) ega é&rtut ja peab seega viskama ithe pada. N
viskab &dra artu seitsme ning O oma niiiid juba tarbetu 4rtu kaheksa. Niiiid
kaib S artu viie, millega O on sundviskes: kui ta viskab pada kaheksa, siis
jddb S-il teine pada tegema, kui ta aga viskab ruutu, siis jaagb N-il teine
ruutu tegema.

RISTARVUD

Tdita ruudud numbritega nii, et veergude summad vdérduksid vastavates
ridades saadud tulemustega. Seejuures iikski arv ei alga nulliga ning tehted
tuleb sooritada nende esinemise jirjekorras.

[fofols [ Ix[ T |+ [ I=1I3]TI7]
LI+ L1 LI+ = [ ]
[T1- I+ DI+l I20= []
[T+ [+ LI-TIT1= [1]1

[l I+ 7+ T I+ T 1=T111
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