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GEOMEETRILISEST MEETODIST DIOFANTILISES
ANALUUSIS!

U. Kaljulaid

I1. ALGEBRALISED KOVERAD

Matemaatikud on justnagu prantsla-
sed: mida Te neile ka ei fitleks, kohe
tolgivad nad selle oma keelde ja juba
ongi selles ka hoopis midagi muud...

Goethe

4. Koverad ja nende aritmeetika. Vaatleme niiiid, kuidas tol-
gendada vorrandi lahendamist teatava geomeetrilise iilesandena.
Tasandil me voime vaadelda viga mitmesuguseid punktihulki.
Nende hulka kuuluvad ka koverad. Mis on kover?

Olgu antud vorrand p(x, y) =0, mille vasakul pool on reaal-
arvuliste kordajatega poliinoom, s. o. vorrand

Ap () y™ 4+ Apa (x) g™t 4. 4 Ar(X)y 4 Ao(x) = 0,

kus A;(x)= a(;f)_xk'i 4 ...+ aPx+ad on reaalarvuliste korda-

jatega poliinoomid. Valime tasandil vilja koik sellised punktid
(x, y), mille koordinaadid rahuldavad seda vorrandit. Saadud

punktihulk ongi kover. Nditeks
vorrandi x® -4 y?>=1 lahendeid
voime tolgitseda kui tasandi R2
punkte P= (cos @, sina), kus
0 << a<2m (vt. joon. 4). Ko-
vera selline defineerimine on
tdiesti moistlik, kuid ta pole
téiuslik. Toepoolest, vaadeldes
vorrandit x2 -+ y?>—+ 1 =0, veen-
dume iillatuseks, et leiduvad
«kdverad» ilma fiihegi punktita.
Sellest ebamugavusest vabane-
miseks loeme «seaduslikuks»
toiminguks otsida kovera punk-
te mitte reaaltasandil, wvaid

o

N

Joonis 4.

U Artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, XIV, lk. 22—30.



komplekstasandil C2 Seega me loeme «lubatuiks» punktid
(x, y), kus x ja y on kompleksarvud. Tekib nagu viike segadus:
vorrandi kordajad on iihest arvuvallast, otsitavate punktide koor-
dinaadid teisest arvuvallast. Osutub aga, et leidub veel palju tei-
sigi selliseid olukordi. Seda asjaolu arvestades laiendame vor-
randi geomeetrilist tdlgendust jargmisel viisil. Vaatleme vorran-
deid p(x, y) =0, kus vasakul on poliinoom iile suvalise korpuse
K, ja otsime seda vorrandit rahuldavaid punkte (x, y) & L?, kus
L/K on korpuse K suvaline laiend. Seega on varem antud tdlgen-
dus erijuht K=L =R.

Selleks et oleks voimalik tolgendada geomeetriliselt diofanti-
liste vorrandisiisteemide lahendamist, tuleb tutvuda afiinse muut-
konna moistega. Olgu L/K korpuse K mingi laiend. Vaatleme vor-
randisiisteemi

fi(x1, ey Xn) - 0,
f2(xlv sty xl’L) = 03
fa(xi, ooy Xn) =0,
kus f; on n muutuja poliinoomid iile korpuse K. Selle siisteemi
lahendid annavad meile ruumis L* punktihulga, mida nimetatakse
afiinseks muutkonnaks. Selline geomeetriline tolgendus sobib siis,
kui diofantiline iilesanne seisneb tdisarvuliste lahendite leidmi-
ses. Kui aga noutakse ratsionaalarvuliste koordinaatidega lahen-
dite leidmist, siis on parem vorrandisiisteemiga siduda nn. pro-
jektiivne muutkond. Tutvumegi niiiid selle uue moistega.
Olgu F(xo, ..., x,) poliinoom iile korpuse K, s. t. summa

F(xo, ..., xn) = D kaxo®xt' ... xX0",
[¢4

kus k., =K ja a; on mittenegatiivsed tdisarvud. Avaldisi
kax%o .. X%» nimetame imonoomideks, tiisarvu ag -+ a; + ...+ aq
nimetame monoomi astmeks. Poliinoomi F astmeks (tdhistame
degF) loeme tema monoomide suurimat astet. Kirjutame polil-
noomi F kujul:
F=Ho+H 4 ...+ Hpy,

kus siimbolitega H; = H;(xo, x\, ..., %a), i=0, 1, ..., m, oleme
tdhistanud koigi i-astmelislie monoomide summa poliinoomis F.
Igaiiht neist pollinoomidest H; nimetame i-astme vormiks ehk i-
astme homogeenseks poliinoomiks. Seega vorm on poliinoom, mis
kujutab endast samaastmeliste monoomide summat. Tdpsemalt, i-
astme vorm on teatava hulga i-astmeliste monoomide summa. Néi-
teks politnoom

3
2x02x15%2 + 5 XoX18%9 - 12x0%%43x
on 8-astme vorm iile korpuse Q.
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Vormi H loeme taandumatuks, kui ei leidu selliseid vorme P
ja Q iile korpuse K, et H=P. Q.

Projektiivne algebraline muutkond on punktihulk projektiivses
ruumis P, (K), mis madiratakse teatava homogeensete vorrandite
siisteemiga

Hl ()Co, C ey xn) _— O,

Hpy (%0, ... %0) =0.

Seega koik polinoomid H; on siin vormid iile korpuse K. Et iga
punktihulk projektiivses ruumis P,(K) on teatav hulk nullpunkti
ldbivaid sirgeid ruumis K®*!, siis ndeme, et projektiivset algebra-
list muutkonda voime ruumis Kn*! vaadelda kui teatud koonust.
Tutvume niiiid sellise muutkon-
na tdhtsa nditega (vt. joon. 5).

Valime projektiivsel tasandil
P, (K) mingi koordinaatsiistee-
mi (xp, X1, x2) ja kirjutame min-
gi m-astme vormi iile korpu-

se K,
F(x) = F(XO, X1, JCQ).

Olgu see vorm taandumatu.

Olgu P = Py(K). Me teame, et

) punktile P vastab teatav ekvi-

Joonis 5. valentsiklass hulgas  (K3) *,

s. o. teatav punkti (0, 0, 0)

ldbiv sirge ruumis K3. Kui niiiid

selle sirge moni punkt a = (ao, aj, ay) rahuldab vorrandit F(x) =

=0, s. 0. kui F(a) =0, siis selle sirge P iga teine punkt, %-a,
k = K*, rahuldab samuti vorrandit:

F(ka) = kmF (a) = 0.

Seega rahuldab vorrandit kogu ekvivalentsiklass, kuhu kuulub
punkt a, s. 0. vastav projektiivse tasandi punkt. Me vdime seega
konelda’ projektiivse tasandi P,(K) nende punktide hulgast, mis
vorrandit F(x) =0 rahuldavad. Seda punktihulka projektiivsel
tasandil me nimetamegi m-jdrku taandumatuks algebraliseks
koveraks. Korpust K loeme kovera defineerimiskorpuseks; vorrand
F(x) =0 on kovera vorrand valitud koordinaatsiisteemis.

Iga vorm F iile korpuse K on lahutatav taandumatute vormide
korrutiseks iile selle korpuse:

F=F%_  F%
1 r

Igale vormile F; vastab taandumatu algebraline kover ['i. Seda
koverate siisteemi {I';, ..., I'/} loemegi iildiseks algebraliseks

5



koveraks, koveraid I'; — tema komponentideks, mittenegatiivseid
Lilisarve «; komponentide I'; kordsusteks.

Vaatleme néditeid. Olgu K = R. Lihtsaimaks naiteks taanduma-
tust algebralisest koverast on sirge x; -+ xo— xo=0 (vt. joon.
6); 2-jarku taandumatuks algebraliseks kéveraks on ringjoon x,%
- X2 — x¢2 =10 (vt. joon. 6); 3-jdrku taandumatuks algebraliseks
koveraks aga x,% -+ x;x9? — Xoxo? =0 (vt. joon. 7), jne.

9

N

Joonis 6. Joonis 7.

Taanduv projektiivne kover on x2— xo2 — xo2 — 2x9% = 0.
Tema komponentideks on sirged I;: x; - xo |- xo=0 ja [y x; —
— X —Xxo=0, (vt. joon. 8).
Mirgime, et kui algebraline ko- 4
ver I’ on antud iile kompleks-
arvude korpuse C, siis on tema- ¢ {,
ga seotud teatav pind. Toepoo- ! v
lest, kui kover I" on antud vor- \ 0
randiga —4 { %

px, y) =An(x)y™ + -
+ A (%) y + Ao (x) -~0 -1

kus poliinoomide A; kordajad
on kompleksarvud, siis vdime Joonis 8.
vaadelda seda vorrandit rahul-
davaid algebralisi funktsioone y=7f(x). Me teame, et iga sellise
funktsiooniga on seotud Riemanni pind.? Seda méirkust me kasu-
tame hiljem kovera liigi moistega tutvumisel.

2 Vt. U. Lumiste. Riemann topoloogia ja iildise kdvera ruumi geo-
meetria loojana. — Matemaatika ja kaasaeg, XI, lk. 66—76. Kui me piirdume
vaid sidusate, kompaktsete Riemanni pindadega, siis on see algebralise geo-
meetria seisukohalt taandumatute ja ilma isedraste punktideta koverate uuri-
mine.
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Mis on kovera aritmeetika? Tutvume esialgu iihe huvipakkuva
erijuhuga. Vaatleme kuupkoveraid iile ratsionaalarvude korpuse
Q. Iga selline kover I' on ithe kolmandat jarku diofantilise vor-
randiga antud muutkond projektiivsel tasandil Py(K), kus K/Q on
mingi Q laiend (nditeks voime votta korpuseks K mingi algebra-
liste arvude korpuse). Ruumi K?® ratsionaalpunktideks loeme selli-
seid punkte (xo, x|, x2), mille koordinaadid xo, x1, X2 on ratsionaal-
arvud. Loogiliselt on voimalikud jargmised kolm olukorda:

1. Koveral I puuduvad ratsionaalpunktid.
2. Koveral I' on 16plik arv ratsionaalpunkte.
3. Koveral I' on lopmata palju ratsionaalpunkte.

Jargmised kolm nédidet kinnitavad, et koik toodud kolm juhtu esi-
nevad tegelikkuses.

Nidide 1. Koveral x¢® -+ p x®+ p?x.8=20, kus p on algarv,
puuduvad ratsionaalpunktid.

Nidide 2. Koveral x¢® + x;3+ x:*=0 on vaid kolm ratsionaal-
punkti:

(—1, 1, 0); (0, 1, —1) ja (1, 0, —1).

Ndide 3. Koveral axe® - bx;® + ¢x:® =0 on ratsionaalpunkte
lopmata palju, kui (a, b) = (a, ¢) = (b, ¢) =1, (s. o. kui vasta-
vad arvupaarid on lihtsad), kui a, b, ¢ >1 ja need kolm arvu
ei jagu arvudega, mis kujutavad endast mone teise arvu ruutu?.

Seoses nende kolme olukorraga pakuvad huvi jirgmised kiisi-
mused.

1. Leida meetod, mis iga kuupkovera korral otsustaks, kas tal
on ratsionaalpunkte voi mitte.

2. Leida meetod, mis iga kuupkovera korral otsustaks, kas tal
ratsionaalpunktide olemasolu korral on neid punkte 1oplik voi 1op-
matu arv.

3. Kui kuupkoveral on ratsionaalpunkte 1opmata palju, kas ei
saa siis koiki neid leida 16pliku arvu teadaolevate ratsionaalpunk-
tide kaudu?

Vastused kahele esimesele kiisimusele pole teada. Kiill on aga
teada vastus kolmandale kiisimusele ja see antakse Mordell-Weyli
teoreemiga. Sellest teoreemist tuleb ldhemalt juttu artikli kolman-
das osas.

Vaatleme niiiid iildjuhtu ning esitame jirgmise iilesande. Olgu
meil antud mingi algebraline muutkond V ile korpuse K projek-
tiivses ruumis P,(K). Kas muutkonnal V on K-ratsionaalseid

3 Naiteks kover 3xp3—5xj3 4 7x2 =0 voi kdver 6xo° 4 35x2 -+ 11x,2 =0.
Niidetes toodud faktide toestused on lihtsad ja lugeja leiab nad kergesti.
On kerge kontrollida, et koos ratsionaalpunktiga (xo, xi, x2) on selle kdvera
ratsionaalpunktiks ka (xo(bx;3 — cx28), x;{cx2® — axg®), xa(axe® — bx,3)).



punkte 4, s. o. punkte x;/x; = K? Milline on nende punktide hulga
struktuur ja omadused? Iga edusamm nende raskete kiisimuste:
lahendamisel pakub otsest huvi diofantiliste vorrandisiisteemide
teooria seisukohalt. Esitatud kiisimuste uurimisel leiame mondagi
huvitavat juba ithedimensionaalsete muutkondade puhul, s. o. kui
meil on tegemist algebraliste koveratega. Edaspidi tegelemegi
selle erijuhuga.

Mboni sona ajaloost. Diofantilise geomeetria loomine iile suva-
liste korpuste toimus aastail 1930--1955 pohiliselt O. Zariski,
B. L. van der Waerdeni ja A. Weyli toddes. See polnud iiksnes.
piiiie késitluse suurema iildsuse poole, vaid oli ka piiiideks raken-
dada diofantilises geomeetrias uusi tehnilisi vahendeid ja meeto-
deid. Ainult neilt vois loota abi veetlevate, kuid raskete diofanti-
liste probleemide lahendamisel. Selliseks lootuseks oli alust, kuna
algebra on tihti andnud hoopis enam, kui temalt otseselt kiisitakse.

5. Algebraliste koverate biratsionaalne ekvivalents. Moni sona
selle punkti pealkirjaks toodud moiste kohta. Kbigi algebraliste
koverate hulgal on voimalik 1dbi viia klassijaotus, mida nimeta-
takse koverate biratsionaalseks ekvivalentsiks. Selle moistega on
seotud biratsionaalne geomeetria, iiks algebralise geomeetria klas-
sikalisi osi, mida sajandivahetusel viljelesid peamiselt itaalia
matemaatikud. Suurt huvi pakuvad geomeetria seisukohalt sellised
objektid, mis on iihised koigile iihte klassi kuuluvaile koveraile
(voi pindadele algebraliste pindade tecorias) — nn. biratsionaal-
sed invariandid. Koverate tidhtsaimaks biratsionaalseks invarian-
diks on liik e. Zanr, mille 101 geomeetriasse B. Riemann. Liik annab
voimaluse koverate klassifikatsiooniks, mille tdhtsusest vastavate:
diofantiliste {ilesannete lahendamisel oli juttu sissejuhatuses. Sel-
lele klassifikatsioonile on piihendatud artikli kolmas osa.

Olgu meil vorrandiga F(xo, X1, X2) = 0 antud algebraline kover
I selline, et xo=0 pole tema komponent, s. o. vorm. F ei jagu
monoomiga xp. Tahistanud xi/xy = x, x»/Xo = y, saame

0 = F(x) = xo"F(1,x,y) = xo"f (X, ).
Et xo=0 pole kovera I' komponenti, siis vorrand
f(x, y) =0
annab meile kovera I' aliinses koordinaatsiisteemis (x, y).

Olgu taandumatu algcbraline kover I' antud vorrandiga
a(x,y)
B(xy) "
kus @ ja  on poliinoomid iile korpuse K ja 8 ei jagu poliinoomi-
ga f. Funktsiooni ¢ loeme {riviaalseks koveral I' ja kirjutame ¢ =
= 0(1"), kui f/a (s. o. kui @ jagub poliinoomiga f).

f(x, y) = 0. Vaatleme ratsionaalfunktsioone ¢(x,y) =

4 Afiinsel muutkonnal on K-ratsionaalse punkti kdik koordinaadid pdhikor-
puse K elemendid.
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Meid huvitasid algebralise kovera punktid koordinaatidega
pohikorpusest K. Selliseid punkte me nimetasime K-ratsionaal-
seiks. On aga otstarbekas vaadelda ka K-algebralisi punkte, s. o.
selliseid punkte, mille koordinaadid on korpuse K mingist laien-
dist. Olgu niiid (%o, yo) = I’ mingi punkt koveral (iikskoik, kas
ratsionaalne voi algebraline). Siis on @(xo, yo) méadratud, kui
B(xo, yo) 7= 0. Selliseid punkte (xo, %) I, mille jaoks
B(x0, yo) = 0, on vaid 15plik arv. Toepoolest, et g ei jagu f-ga
ja [ on taandumatu (I" on taandumatu kover), siis eliminatsiooni-
teooria ® kohaselt on siisteemil

ﬂ(x9 y) =0

f(x, y) =0
lahendite arv <C (deg 8)-(deg f), kus degf tdhistab poliinoomi
f astet. Seega ¢(x, y) on maidratud koveral I' peaaegu koikjal,
voib-olla Ioplik arv punkte valja arvatud.

Osutub, et ratsionaalfunktsiooni ftriviaalsus koveral I on
samavddrne tema triviaalsusega kovera koigis algebralistes punk-
tides 6. Toepoolest, kui ¢ = 0(I"), siis @(xo, yo) = 0 leiab aset tdnu
sellele, et f/a, sest f(xo, yo) = 0 koigi punktide (xo, yo) = I' jaoks.
Vastupidi, kui koigi I' algebraliste punktide (xo, yo) korral ¢(xo,
Yo) =0, aga ¢ 5= 0 (I'), siis a ei jagu f-ga ja slisteemil

f(x, y) =0

(;O(X, y) = 0
oleks vaid loplik arv lahendeid. See on aga vastuolu, sest kdoveral
-on lopmata palju algebralisi punkte.
a(x» y)
B(* Y)
gal sisse klassijaotuse. Selleks me loeme ratsionaalfunktsicone
@(x, y) ja p(x, y) vordseiks kéveral I', kui funktsioon ¢ — on
koveral triviaalne. Lugedes koik kdveral omavahel vordsed funkt-
sioonid iihte klassi, saame ratsionaalfunktsioonide hulgal klassi-
jaotuse. Selle klassijaotuse iga klassi nimetame ratsionaalfunkt-

Toome niiiid ratsionaalfunktsioonide ¢(x,y) = hul-

siooniks koveral T. Olgu ¢ ja y suvalised kaks klassi ja o = ?,

7 & 9 suvalised ratsionaalfunktsioonid neis klassides. Defineerime
klasside liitmise ja korrutamise valemitega:

pFY=o0+7
pr—o
Teiste sonadega: klasside suvaliste esindajate abil toome sisse
tehted nende klassidega. On kerge kontrollida, et klasside hulk

moodustab niiiid korpuse, mida me tdhistame K(x, y). Korpust
K(x, y) nimetame ratsionaalfunktsioonide korpuseks koveral I.

5 Vt. G. Kangro. Korgem algebra. Tallinn, 1962, lk. 280—285.



Niileks, sirgel y=1 on ratsionaalfunktsiconide korpuseks

K(x, 1) = K(x). Korpuse K(x, y) iga elemendi qjsaab ithesel vii-
sil avaldada kujul:

@ = ao(X) +ar(X)y 4 ... 4 ama(x)ym1,

kus @;(x) on ratsionaalfunktsioonid ja m = deg,f(x, y)7. Esialgu
tundub, et korpuses K(x, y) on meil kaks funktsiooni x ja y «pri-
vilegeeritud seisuses», sest nende kaudu saame avaldada koik tei-
sed funktsioonid. See on aga nii vaid néiiliselt, sest iga mittekons-
tantse funktsiooni ¥’ = K(x, y) jaoks voib leida sellise ¥y =

e K(x, y), et
x=gp, y) ja y=yp,y),
kusjuures leidub selline poliinoom g iile korpuse K, et g(x/, ¥’) =

=20, s. 0. K(x, y) =K', ¢).

Kui kahel algebralisel koveral on samad ratsionaalfunktsioo-
nide korpused, siis nimetame neid biratsionaalselt ekvivalentseiks.
Néiteid koverate biratsionaalsest ekvivalentsist leiab lugeja punk-
tis 7.

Olgu antud kover I':f(x, y) =0 ja kover I'":g(x’, y') =0.
Osutub, et koverate I' ja IV biratsionaalseks ekvivalentsiks on tar-
vilik ja piisav, et leiduksid sellised ratsionaalfunktsioonid ¢, .
o, Y et X' =9 (x, y), ¥ =v'(x, y), x=0((, ¥), y=p(, ¥).

Kui punkt (%o, yo) = I' on K-ratsionaalne, siis ilmselt on seda
ka punkt (¢’(x0, Yo), ¥’ (X, yo)) = I’ ja vastupidi. Me eeldasime
siin muidugi, et funktsioonid ¢, ¥, ¢’, ¥’ oleksid vaadeldavais
punktides mddratud. Kuid need neli funktsiooni pole méaratud
vaid loplikus arvus kovera ' punktides. Seega me joudsime olu-
lise faktini:

Teoreem. Biratsionaalselt ekvivalentsete koverate K-ratsio-
naalsete punktide vahel on iiksiihene vastavus, kui molemal kove-
ral vaatlusest vilja jatta teatav Ioplik arv punkte (kus funkt-
sioonid ¢’, ¢, @, ¥ pole méiratud).

6. Kovera isedrased punktid. Vaatieme algebralist koverat I,
mis on méairatud voérrandiga f(x, y) = 0. Poliinoomil f(x, y) kui
kahe muutuja funktsioonil eksisteerivad tuletised f,, fy, fxp» - - -
Punkti P nimetame kovera I' r-kordseks punktiks, kui selles punk
tis koik poliinoomi | tuletised kuni jdrguni r — 1 on vordsed nul-
liga, aga mingi r-jarku tuletis on nullist erinev; r >>1 korral ni-
metame r-kordset punkti isedraseks punktiks. Selliste iseédraste
punktide arv ja kordsus on tokestatud: kui kordsete kompomnen-

6 Funktsiooni ¢ triviaalsus kovera I' punktis (%o, yo) tdhendab, et @(xo, Yo}
on méaidratud ja @(xs, yo) = 0. Ratsionaalpunktide jaoks analoogiline viide ei
kehti.
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tideta n-jiarku algebralisel koveral on punkte P; kordsustega r,
i =1, siis kehtib vorratus

%ri(ri—]) < n(n—1).

Kui kover on taandumatu, siis kehtib isegi tugevam vorratus:
Sri(ri—1) < (n—1)(n—2).
il

Néitena vaatleme isedraste punktide kiisimust kuupkoverail.
Olgu I' vorrandiga f(x, y) = 0 méédratud kuupkover. Votame kasu-
tusele koordinaatsiisteemi, mille alguspunkt asub koveral I'. Siis
ei ole poliinoomil [ vabaliiget ja me kirjutame ta

[(x,y) =ax+by+ g(x,y),

kus poliinoom g sisaldab vaid teise ja kolmanda astme monoome.
Siit leiame kergesti (0, 0) ja f,(0, 0):
of _of .
dx | 0o — a()_y_ ©,0
Kui a=b =0, siis punkt (0, 0) on kuupkovera I" isedraseks punk-
tiks, kuna f,(0, 0) =0 ja f,(0, 0) =0.
Vaatleme sirge y = kx loikepunkte koveraga I

0 = f(x, kx)=x (a -+ bR) + g(x,kx) =x(a + bR) + x2(x), (¥)

kus /(x) on lineaarpoliilnoom, s. o. {(x) = cx-+ d. Saadud vorran-
dist voime x leida. Vdirtus x = 0 rahuldab toodud vorrandit. Kui
a -+ bk =~ 0, siis x==0 on vorrandi (*) iihekordseks lahendiks ja
sirget y = kx nimetame sel juhul kovera I' IGikajaks. Kui a-4-
—+ bk =0, siis x=0 on kahekordne lahend vérrandile (*) ja sir-
get y=kx nimetame siis kovera I' puulujaks. Siit ndeme, et
juhul @a=b=0 on iga sirge y = kx kovera I' puutujaks ]a x=0
on vorrandi (*) kahekordne lahend.

See voimaldab meil toestada, et kuupkoveral pole iile iihe ise-
arase punkti. Oletame, et punktld Pi= (x1, y1) ja Py= (X2, Yys)
on I' erinevad isedrased punktid. Valime koordinaatsiisteemi nii,
et (0, 0) =TI, ja iihikvektorite suuna nii, et x; == x,. Paneme
ldbi punktide P, ja P, sirge [ ning koostame selle sirge
ja I' 16ikepunktide leidmiseks vorrandi. Kuna P; ja P, on isedra-
sed punktid, siis eeltoodu pdhjal x = x; ja x = x, peavad mdle-
mad olema selle vorrandi kahekordsed lahendid. Seega on koos-
tatud vorrandil vahemalt 4 lahendit. See on aga vastuolu, sest
vorrandi aste <C 3 (kuupkoveral ja sirgel on koige rohkem kolm
16ikepunkti). Véide on toéestatud.?

7 Siin degyf(x, y) tédhistab poliinoomi f(x, y) astet-muutuja y suhtes.

8 Edasisi naiteid U. Lumiste. Diferentsiaalgeomeetria. Tallinn, 1963,
ik. 35.

11



7. Naiide koverate biratsionaalsest ekvivalentsist. Terve hulga
naiteid koverate biratsionaalsest ekvivalentsist annab meile jarg-
mine tulemus.

Teoreem. llma isedrasusteta kuupkover I', millel on vihe-
malt iiks ratsionaalpunkt Q, on biratsionaalselt ekvivalentne kove-
raga, mille vérrandiks on

y?=x3%+ Ax -+ B, kus 443 -+ 27B? % (.

Toestuseks valime koordinaatsiisteemi nii, et selle alguspunkt
langeks {ihte ratsionaalpunktiga Q = I'. Siis pole kovera vorran-
dis F3(x, y) =0 vabaliiget ja poliinoom F; on avalduv vormide

summana
Fa(x, y) = Hi(x, y) + Ha(x, y) + Ha(x, y).
Sirge y=1tx 1dikepunktid kdveraga I' leiame vérrandist
0= F(x,tx) = Hy(x,tx) + Ha(x,tx) + Hs(x, tx) =
= xHi(l, t) + ,\’2["12(1, l) -+ x3H3(1, t)
Me ndeme, et x'=0 on selle vorrandi iiks lahend. Ulejddnud
lahendid leiame ruutvorrandist

Hy(1, 8) + ¥Hs(1, 1) -+ x2Hs (1, t) =0, (%)
millest saame
 —Ha(1,t) £ VHa(1, )2 — 4Hs(1,0) - Ha(1, 1)
- 214(1, 1)

——Hz(l, f) -+ 2z
2Hy(1,1)
kus ruutjuure tahistasime stimboliga z.

Kuna H,, He, Hs on t suhles poliinoomid, siis ndeme, et x aval-
dub z ja ¢ kaudu ratsionaalselt; kuna y = tx, siis avaldub ka y
seega z ja t kaudu ratsionaalselt.

Vastupidi, x avaldis néitab, et z avaldub ¢ ja x kaudu ratsio-

naalselt. Kuna aga tz—i—, siis ndeme, et ka z ja ¢ avalduvad

x ja y kaudu ratsionaalselt. Toodud arutlused tdhendavad, et kdver
I' on biratsionaalselt ekvivalentne koveraga

g =V Ha(1,6)2—4H,(1, ) Hs(1, 1) ,

s. o. koveraga
22 — ]‘]g(],l‘)‘)’—4H1(l,t)H3(l,t) —= Pg(t)

Leiame niilid koverale I' puutuja 1dbi antud ratsionaalpunkti
Q, mille me valisime ka koordinaatide alguspunktiks. Eelmises.
punktis me veendusime, et puutuja 1oikab koverat I' ratsionaal-
punktis ® O. Selle punkti valime uueks koordinaatide alguspunk-

9 Toepoolest vorrandist I(x)= cx + d =0 saame x3 = -‘j— = K, mistottu ka

ys =K.
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tiks. Seega, mingi #{, = K korral puutub sirge y=t,x koverat
I punktis Q ja ldbib punkti O. Kuna @ on puutepunkt, siis
t =1ty korral on vorrandil (**) kordne lahend, mistottu selle ruut-
vorrandi diskriminant vordub nulliga; seega P4(f;) = 0.

Vottes 1 =1 —fo, arendame P,(¢) muutuja v astmete jargi:

Pi(t) = Si(t) = ar + b2 + c3 + deh = 22

Siit saame
z\? 1 | 1
() =drertogtas.
V4

s o1 . . -
T'dhistanud siin —=v ja 5 =u ja votnud au=a, av=4g,

-~

saame
a2u? = a’3vd -+ a?bu? 4 a2cv 4 a2d

a? = %+ bB2 + acB + ad.

Niiiid aga lubab asendus y= ﬂ—l—% viia selle vorrandi noutud

kujule. Et koik tehtud muutujate vahetused olid ratsionaalsed,
siis on teoreemis toodud viide toestatud.

ja

(Jérgneb)

BRIDZIULESANNE
'S 76
Q 532
& KK
S 5K
& 1038 N e 3
7 E109 Qs
g O
L w o 9876
® 543 S * 957
é» —
¢ KKB876
S —
& EsS102

Rist on trump. Toodud seisus peab S kiigul olles vastaste igasuguse Kkaitse-
méngu korral votma védhemalt 7 tihi. (Lahendus on toodud lehekiiljel 144).
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DIFERENTSIAALVORRANDITE TEOORIA OLEMUSEST
JA KUJUNEMISEST

T. Sormus

Pohilised meetodid korgema matemaatika rakendusteks loodus-
teadustes annab teatavasti matemaatiline analiifis. Seetdttu on
loodusteaduste ja matemaatika vaheline seos eriti tihe matemaa-
tilise analiiiisi puhul, kusjuures see seos on iseloomulik analiiiisi
nii klassikalistele kui ka kaasaegsetele arvukatele harudele ja
toimib moélemas suunas — loodustedaduste areng mojustab ja suu-
nab nii analiiiisi meetodite kui ka teooria tdiustamist, samal ajal
kui on tdheldatav ka vastupidine protsess.

Peatselt pirast matemaatilise analiiiisi tekkimist 17. sajandil
omandab selles kindlad piirjocned korgema matemaatika uus dist-
sipliin — diferentsiaalvdrrandite teooria, mille uurimisobjektiks on
diferentsiaalvorrandid. Algebralistest vorranditest erinevad need
eeskétt selle poolest, et otsitavaks on neis funktsioon, kusjuures
vorrandid sisaldavad ka vidhemalt iihte otsitava funktsiooni tule-
tist. Kone all olev teooria on tunduvalt tihedamini kui matemaa-
tilise analiiiisi mistahes teine haru scolud inimkonna praktilise
tegevusega mitmel elualal. P6gusal tutvumisel teosega, mis kasit-
leb diferentsiaalvorrandeid ja nende rakendusi fiiiisikas, on sageli
raske teha vahet, kas on tegemist mingi [iiiisikaprobleemi lahen-
damisega voi matemaatikaproblecemi lahenduse fiiiisikalise tdlgen-
dusega. Aine erakordselt tihe scos rakendustega on seletatav sel-
lega, et enamasti jusl diferentsiaalvdorrandid voimaldavad kirjel-
dada loodusseadusi matemaatilistes siimbolites, mistottu nad on
kujunenud fiiiisikas, insencriteadustes jm. esinevate probleemide
lahendamise iiheks pohivahendiks. Kinnituseks nendele viidetele
toome kaugeltki mitte tdieliku loetelu probleemidest, mis kaik
kuuluvad diferentsiaalvorrandite teooria rakendusvalda. Selle teoo-
ria vahendite abil uuritakse rakettide ja Maa tehiskaaslaste liiku-
misseadusi ja lennutrajektoore, pendli ja membraani vonkumisi,
elektrotehnikat ja raadioasjandust, laevaehituse ja lennundusteh-
nika probleeme, seismilisi vonkumisi ja valguse leviku seadusi,
soojusjuhtivust ja sisepolemismootorite teooriat, radioaktiivse aine
kiirguse ja bakterite paljunemisseadusi, kandekonstruktsioonide ja
toereaktsioonide tugevust, arvutatakse kosmoselendude esimesi,
teisi ja kolmandaid kosmilisi kiirusi jne.
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Diferentsiaalvorrandite teooria niigi juba ulatuslik rakendus-
aldkond avardub pidevalt. Kdesoleval ajal tegeleb terve teadlaste
a inseneride armee maailma paljudes iilikoolides, uurimisinstituu-
ides, laboratooriumides ning konstruktsioonibiiroodes loodussea-
uste jarjest siigavama uurimisega, nende seaduste esitamisega ja

rakendamisega diferentsiaalvorrandite abil. Edasine t66 loodus-
dhtuste tunnetamisel noéuab saadud vorrandite uurimis- ja lahen-
usmeetodite pidevat tdiustamist, uute uurimismeetodite loo-
ist jpm.

Kiesolev kirjutis avab meie kogumiku veergudel diferentsiaal-

g(nrandite teooria problemaatikat ja selle meetodeid valgustava
rtiklite sarja.

1. Diferentsiaalvérrandite teooria pohimoisted

Alustame diferentsiaalvorrandi moistest. Diferentsiaalvorrandi
nimetust kannab vorrand, mis seob otsitavat funktsiooni tema
tuletistega ja soltumatute muutujatega.

Niiteks radioaktiivse aine lagunemisprotsessi kirjeldab dife-
rentsiaalvorrand

d
-71’-;’—+km=o, (1)

kus otsitavaks on funktsioon m(¢), mis iseloomustab vaadeldava
aine hulga m(¢) soltuvust ajast ¢; £ on radioaktiivset ainet iseloo-
mustav positiivne konstant. Vorrandi (1) tuletamisel ldhtutakse
radioaktiivse aine eksperimentaalselt kindlakstehtud lagunemis-

P . s qes am .
seadusest, mis iitleb, et vaadeldava aine lagunemiskiirus —7 aja-

hetkel f on vordeline selle aine hulgaga m samal hetkel. Seega
voime kirjutada, et

=
mis annabki diferentsiaalvorrandi (1).

Diferentsiaalvorrand on aluseks ka sputnikut orbiidile viiva
mitmeastmelise kanderaketi liikumiskiiruse v(#) arvutamisel. Or-
biidile viimise teeldigu 16pus liigub rakett niisugusel trajektooril,
kus raketi liikumisel voib praktiliselt jitta arvestamata raskusjou
ja kiirusvektori sihi erinevustest tingitud kiiruskao. Nendes liht-
sustatud tingimustes on raketi liikumiskiirus vaadeldaval teeldi-
gul médratud vorrandiga

G dvu G

—_—— =P X i 2

2 di P oo & sin @, (2)
mis on kiirusfunktsiooni v(¢) diferentsiaalvorrandiks. Selles esi-
nevatest suurustest G (¢) fikseerib raketi iildkaalu (koos kiitusega)
ajahetkel ¢, P(¢) on reaktiivioud, x(¢) ja ©(¢) iseloomustavad vas-
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tavalt aerodiinaamilist takistust ja kiirusvektori sihi kaldenurka!
horisondi suhtes, go ja g, aga tdhistavad raskuskiirendust vasta-
valt Maa pinnal ja raketi poolt saavutatud korgusel A (¢).

Klaastoruke AOB (vt. joon. 1) p&orleb konstantse nurkkiiru
sega o vertikaalse telje CD iimber ja moodustab selle teljegf
nurga CD, on 45°. Torukeses liigub kuulike M massiga
Kuulikese liikumisseadus, hédrdumistakistust arvestamata, aval-
dub jargmise diferentsiaalvorrandiga

dz ,
m d_tf = —mg cos 45° 4 mw?x cos? 45°, (3)

kus m on kuulikese M mass, x — kuulikese M keskpunkti koordi
naat x-teljel (vt. joon. 1), mw? x cos?45° — tsentrifugaaljoud ja

mg cos 45° — raskusjou projektsioon x-teljele.
Vorrand (3) on saadud New-
C toni II liikumisseaduse pohjal.
Selle kohaselt peab kuulikese M
2
S S massi m ja kiirenduse ‘;Tf korru-
4y tis vorduma koigi vaadeldavale
8 massile rakendatud liikumise
sihis mojuvate joudude (meie
M ndites tsentrifugaal- ja raskus-
jou) resultandiga.
Esitatud néidetes soltub otsi-
0 tav funktsioon iihest muutujast
A (vaadeldud juhtudel ajast). Nii-
450 sugusel juhul rddgitakse harili-
kust diferentsiaalvorrandist.
Paljudel juhtudel on loodus-
ndhtuse matemaatiliseks karak-

teristikuks mitme muutuja

S § funktsioon, mis soltub nii ajast
D kui ka ruumi koordinaatidest.
Sisuliselt uurime niisugusel

juhul loodusndhtuse kulgu ajas
ja ruumis. Mérgime, et loodus-
nédhtusi kirjeldavad mitme muu-
tuja  funktsioonid  osutuvad
lahenditeks vorranditele, mis seovad vaadeldavat funktsiooni tema
teatud jarku osatuletistega ja argumentidega. Niisugused vorran-
did kannavad osatuletistega diferentsiaalvorrandite nimetust. Vii-
maste nditeks toome horisontaalselt pingule témmatud homo-
geense keele véikesi vertikaalsihilisi omavonkumisi kirjeldava dife-
rentsiaalvorrandi

0%u(x,t) 1 o2u(x,t)
O0x? az o0

Joonis 1.

=0. (4)
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Siin on eeldatud, et keele otspunktid O ja A (vt. joon. 2} asuvad
x-teljel; loetakse, et keele asend ajahetkel ¢ on funktsiooni u(x, ¢)
gfaaﬁkuks (fikseeritud ¢ korral). Suurus a, mis iseloomustab keele
pinget lidhteasendis, on konstant.

Oletagem, et fiiiisik jGuab oma Y]
cisperimentide seeria ja uuri-
mpste teatud etapil momendini,

mjl ta paneb kirja uuritavat nih-

tust iseloomustava protsessi min- m

gl diferentsiaalvorrandi abil. ’

Khid nii saadud ja matemaatili- 0 X A4 X
sdlt viljendatud seadus on vaid

teaduslik hiipotees ja jaib sel- Joonis 2.

leks seniks, kuni ta on kas prakti-

kas kinnitatud v6i fimber liikatud. Just nimelt iilalmérgitud uuri-
muste etapil liilituvad vaadeldava ndhtuse uurimistesse matemaati-
lised, tdpsemini kiill diferentsiaalvorrandite teooria meetodid. Nende
vahendusel tuleb selgitada kirjapandud vorrandi lahendi kui néh-
tust iseloomustava funktsiooni omadusi. Seega tuleb saadud vor-
rand lahendada voi siis osata vorrandi enda kuju ja liiki uurides
sellest vilja lugeda temaga méédratud funktsiooni.omadusi. Me
joudsimegi oma arutelus diferentsiaalvorrandite teooria pohiprob-
leemide juurde — diferentsiaalvorrandite lahendamise ja lahendite
omaduste uurimise juurde. Meetodid nende pohiprobleemide lahen-
damiseks soltuvad oluliselt uuritavate vorrandite liigist. Kaasajal
on diferentsiaalvdrrandite teooria jagunenud rohkearvulisteks
harudeks nii aine kui ka vorrandite liikide jargi. Eeskatt mérgime,
et temas on eraldunud kaks suurt haru: harilike diferentsiaalvor-
randite teooria ja osatuletistega diferentsiaalvorrandite teooria.
Edaspidi vaatleme ainult harilikke diferentsiaalvorrandeid ja nime-
tame neid lithidalt diferentsiaalvorrandeiks.

Diferentsiaalvorrandite liigitamise iiheks aluseks on vérrandi
jargu moiste. Viimane defineeritakse kui suurim diferentsiaalvor-
randis esinevatest otsitava funktsiooni tuletiste jarkudest. Eespool
esitatuist on vorrandid (1) ja (2) esimest, vorrandid (3) ja (4)
aga teist jarku diferentsiaalvorrandid. Uldkujul esitatud vorrand

F(x, 9, 9, ..., yM) =0 ) (5)
on aga n-jirku diferentsiaalvorrand.

Nagu margitud, on diferentsiaalvorrandite teooria iiheks pea-
iilesandeks antud vorrandiga méadratud funktsiooni leidmine, s. o.
vorrandi lahendamine. Vorrandi (5) lahendiks vahemikus (a, b)
on iga funktsioon y= ¢@(x), mis rahuldab antud vérrandit sama-
selt argumendi x suhtes vahemikus (a, b). Nii on funktsioon
y=sin x diferentsiaalvorrandi

_ ¥ +y=0 (6)
lahendiks kogu reaalteljel (—oo, oo), sest valemi (sinx)” =

2 Matemaatika ja kaasaeg XV 17



:.: ——-sin x pohjal kehtib vahemikus (—o0, o0) argumendi x suh-
tes samasus (sinx)” - sin x= 0. Kuid samas vahemikus rahul-
davad vorrandit (6) ka koik funktsioonid

y = Cysinx 4 Cs cos x, (M

kus C; ja Cy on suvalised konstandid. Seega on vorrandil (g)
lopmata palju lahendeid. Sealjuures saab néidata, et valem (V)
sisaldab vorrandi (6) koik lahendid. Ka eespool nimetatud
lahendi y = sin x saame hulgast (7), valides C;=1 ja Cy=|0.
On lihtne kontrollida, et esimest jarku diferentsiaalvorrandi
(1) lahendite hulga vahemikus (—oo, co) moodustavad funkt-

sioonid
m(ty = Cent, (8)

kus C on suvaline konstant. Konstandi C erinevatel vdartustel
saame siit terve hulga vorrandi (1) erinevaid lahendeid.

Uldiselt maarabki iga difercntsiaalvorrand terve hulga funkt-
sioone, mis koik on tema lahenditeks. Et nende seast iihte konk-
reetset, antud probleemile vastavat lahendit leida, tuleb arves-
tada teatud lisaandmeid ehk lisatingimusi. Viimased on sageli
katsetulemused. Praktikas esineb lisatingimusi mitmel kujul.
Vaatleme siin kahte sagedamini esinevat juhtu. Kui vorrandi
(5) lahendit otsitakse lisatingimustel

Y(Xo) = Yo, ¥ (¥0) = Yo, ..., Y*7V(X0) = Yo", (9)
kKus xo, Yo, Y0, ---, Yo" on mingid kindlad arvud, siis rddgi-
takse algtingimustega iilesandest. Tingimused (9) kannavad

sealjuures algtingimuste nimetust. Kui vorrandile (5) kaasnevad
lisatingimused kujul

Gi(y(a),y (a), ..., yo=D(a); y(b),y’ (b), ..., y»=b(b)) =0,
i=12 ..., n (10)

kus lisatingimused seovad otsitavat funktsiooni y(x) tema esi-
mest, teist jne. jarku tuletise vdirtustega vaadeldava loigu [a, 6]
otspunktides, siis 6eldakse, et tegemist on rajatingimustega iiles-
andega ehk rajaiilesandega. Tingimusi (10) nimetatakse vastavalt
rajatingimusteks.

Diferantsiaalvorrandi (6) puhul néditeks vastab lahend y =
= cos x algtingimustele y(0)=1, y’(0)=0, kuna rajatingimus-
tele y(0) —1=0, y' (n)—2=0 vastab lahend y = cosx—
— 2sinx.

Diferentsiaalvorrandite teoorias eritletakse vorrandi ild- ja
erilahendite moisteid. Vorrandi (5) {ildlahendiks nimetatakse nii-
sugust n suvalisest konstandist soltuvat lahendit y=f(x, Ci,
Cy ..., Cp), mis sobival konstantide C,, Cs, ..., C, valikul
rahuldab algtingimusi (9). Lahendid, mis saadakse iildlahendist
konstantide Cy, ..., C, fikseeritud véaartuste korral, kannavad
selle vorrandi erilahendite nimetust. Peale nende voib moningate
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vérrandite puhul esineda veel nn. isedraseid ehk singulaarseid
lahendeid, millest 1dhemalt raédgitakse sarja iihes jargnevas artik-
lig. Uldiselt on algtingimustega iilesanded iiheselt lahenduvad,
s.p. antud diferentsiaalvorrandil on parajasti iiks lahend, mis
rahuldab juurdelisatud algtingimusi. Erinevalt sellest ei tarvitse
rajatingimustega iilesanne olla iiheselt lahenduv. Nii on raja-
iil¢sandel y” 4 7%y =10, y(0)= 0, y(1)=0 lopmata palju lahen-
deid y=C sin ax.

Diferentsiaalvorrandite teooria valdkonda kuuluvad eespool
sonastatud kiisimused alg- ja rajatingimustega iilesannete iihesest
lahenduvusest, vorrandi iild- ja erilahendite leidmisest ning sageli
ka kiisimused sellest, kas iildlahend holmab vorrandi ko6ik lahen-
did voi mitte.

2. Diferentsiaalvorrandi iahendamise
geomeetriline interpretatsioon

Diferentsiaalvorrandi lahendamise geomeetrilisel interpretee-
rimisel piirdume esimest ja teist jarku vorranditega.

Mistahes vorrandi
¥ =[(x, y) (11)

lahendi y=¢@(x) kui funktsiooni graafikuks xy-tasandil on
kover, mida nimetatakse selle vorrandi integraalkoveraks. Eel-
neva pohjal teame, et iildiselt mdédrab iga diferentsiaalvorrand
terve pere integraalkoveraid. Teatavasti mdiédrab funktsiooni
@ (x) tuletis ¢’(x) kovera y=¢(x) igas punktis (x, @(x)) puu-
tuja tousu. Et diferentsiaalvorrandi (11) iga lahendi y==¢(x)
puhul kehtib samasus ¢’ (x)— f(x, @(x))=0 x-telje teatud vahe-
mikus (a, b), siis méddrab diferentsiaalvérrand (11) integraal-
kovera y = (x) igas punktis (x, y) seose selle kovera puutuja
tousu gy’ ja vastava punkti koordinaatide x ja y vahel.

Mida voib 6elda diferentsiaalvérrandi pohjal tema integraal-
koverate kohta, kui vorrand on veel lahendamata? Fikseerime
xy-tasandil funktsiooni f(x, y) pidevuse piirkonna D ja kanname
selle igasse punkti (x, y) titkikese sirgest tousuga f(x, y). Saa-
dud kujundit — punkti koos teda ldbiva sirge tiikikesega, mille
maddarab taielikult (x, y, f(x, y)), nimetatakse diferentsiaalvorrandi
joonelemendiks punktis (x, y). Joonelement néitab, et integraal-
kover y=¢(x) ldbib punkti (x, y) tdusu f(x, y) sihis ja tema
puutujaks selles punktis on joonelementi (x, y, f(x, y)) kuuluv
sirge. Kui tdita kogu piirkond D joonelemenilidega, siis saame
antud vorrandi joonelementide diagrammi ehk sihivdlja. Geo-
meetrilises tolgenduses tdhendab diferentsiaalvorrandi lahenda-
mine niisuguste joonte leidmist, mis piirkonna D punkte ldbivad
nendes punktides antud joonelementidega méiratud sihtides. Joo-
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nisel 3 on kujutatud diferentsiaalvor-
randile y'= x 4y vastav joonelemen-
tide diagramm. Piirkonnaks D on siin
kogu xy-tasand. Samuti on joonisele
kantud kaks integraalkoverat. Viimaste
vorranditeks on y=e*—x—1 ja
y=—e*—x— 1.

Algtingimustega  iilesande y' =

= f(x, y) y(x0) =yo  lahendamise v /
geomeetriliseks tolgenduseks on niisu- FERE I T N - s
guse integraalkdvera leidmine, mis la- [ LN
biks algtingimustega antud punkti by NN
(X0, Yo). (R T Y
Diferentsiaalvorrandile kaasnevate vk AR

rajatingimustega piistitatakse integraal-
koverate kohta teatud noudmised antud Joonis 3.
16igu otspunktides. Vorrandile (6) kaas-
nenud rajatingimustega y(0)=1 ja y’(a«)= 2 nditeks noutakse, et
integraalkover ldbiks 16igu alguspunkti x = 0 ordinaadiga 1, 15igu
10pp-punktis x =z aga oleks kovera puutuja tousuks 2.
Teist jarku diferentsiaalvorrandi
y' =1f(x 9, y) (12)

lahendamist télgendatakse jargmiselt. Matemaatilisest analiiiisist on teada, et
kaks korda diferentseeruva funktsiooni y = ¢(x) graafiku koverus k on maiéira-
tud valemiga'!

4’

. S ——

(1 ()2

Sealjuures on kovera kumerus (iiles voi alla) midratud y” mirgiga antud punk-
tis2. Seega on teist jarku diferentsiaalvorrandiga (12) antud iga tema inte-
graalkovera y = y(x) suvalises punklis (x, y) seos selle kovera punkti koordi-
naatide x, y, kovera puutuja tousu y’ ja joone koverust ning kumerust méé-
rava suuruse y” vahel samas punkiis. Inlegraalkoverateks on siin need antud
punkti (x, y) sihis y” libivad koverad, mille kumerus ja koverus antud punk-
tis on méédratud vastavalt funktsiooni f(x, y, y’) méargiga ja arvuga

- fxgy)
[+ @)
Diferentsiaalvérrandi y” =y’ cos x —ysinx puhul on nditeks suvaliste

(x, y, y’) viaidrtuste korral integraalkovera koverusraadius o= médratud vale-

miga
L+ (y)%%2

y/cosx —ysinx

Algtingimuste y(0) = y’(0)=1 puhul otsime siin niisugust integraalkoverat,

! Vt. niit. G. Kangro. Matemaatiline analiiiis I, TIn. 1965, 1k. 287.
2 Samas, 1k. 263.
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mis punkti (¢, 1) ldbiks puutuja
tousuga y’(0)= 1, asuks punkti (0, 1}
kiillaldaselt véiikses {imbruses iilal-
pool puutujat, s.o. oleks kumer alla
(sest y”(0, T, 1) > 0) ning mille kove-
-’ ~‘ﬂ rusraadiuseks oleks punktis (0,1)

o= , s. O. e=2YV2

N
\.——/
N
-
IQ!

AN s Joonisel 4 on kujutatud selle vor-
~ > randi joonelement punktis (0, 1) ning
-— punktiiriga joonestatud ring, millel om

ol EA X sama joonelement, kumerus ja kove-

rus antud punktis. Pideva joonega on
kujutatud algtingimustega iilesandele
Joonis 4. vastav integraalkover y = esinx,

3. Diferentsiaalvorrandite teooria tekkeloost

17. sajandi esimene pool on matemaatilise analiifisi arengus
iseloomustatav perioodina, mil toimub tema kahe meetodi —
diferentseerimise ja integreerimise intensiivne kujunemisprotsess.
Sellel perioodil ei tunnetata veel seost diferentseerimise ja inte-
greerimise vahel, mistottu need meetodid sisuliselt arenevadki esi-
algu iseseisvalt. Alles 1670. aastal nditab J. Barrow, et integree-
rimine ja diferentseerimine on teineteise pdordoperatsioonid. Viite
pohjendamisel tugineb Barrow geomeetrilisele argumentatsioonile
ja annab seega intuitiivse ettekujutuse matemaatilise analiifisi
pohioperatsioonide vahelisest seosest.

Téielikule arusaamisele sellest seosest jouavad I. Newton ja
G. W. Leibniz 17. sajandi 16pul. Leibnizi, Newtoni ja J. Bernoulli
nimedega on seotud ka diferentsiaalvorrandite valdkonda kuulu-
vate esimeste iilesannete lahendamine. Kuid neid késitletakse
siiski veel matemaatilise analiilisi konkreetsete iilesannetena. See-
pérast on 17. sajandil vara rddkida diferentsiaalvorrandite teoo-
riast kui niisugusest.

Diferentsiaalvorrandi dldine moiste, nagu paljud teisedki
matemaatilise analiiiisi moisted ja slimbolid, pédrineb Leibnizilt.
Matemaatika uue tdrkava haru arengu algetapil lahendati prak-
tikas iileskerkinud diferentsiaalvorrandeid juhuslike meetoditega.
Iga diferentsiaalvorrandi lahendamine oli siis probleemiks oma-
ette. Puudus veel ettekujutus diferentsiaalvorrandite erinevatest
klassidest, antud klassi vorrandite puhul rakendatavatest lahen-
dusmeetoditest, iild- ja erilahendite moistetest ja iilesande geo-
meetrilisest tolgendusestki.

Iseseisvaks kujuneb diferentsiaalvorrandite teooria alles 18.
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sajandi jooksul. See sajand on ldinud loodusteaduste ajalukku
tormilise arengu sajandina Eriti intensiivselt arenesid 18. sa-
jandi esimesel poolel taevamehhaanika, tehniline ning hiidro-
mehhaanika ja teised rakendusmatemaatika alad. Taevamehhaa-
nika probleemidest ootasid lahendamist probleemid, mida Newtoml
gravitatsiooniseaduse alusel seni polnud Gnnestunud lahendada.
Eriti pakiliseks kujunes probleem pdikesesiisteemi kehade liiku-
mise isedrasuste pohjendamisest Newtoni klassikaliste mehhaani-
kaseaduste pohjal. Loomisel oli Kuu litkumist tédielikult selgitdv
teooria, mis oli tollal eriti vajalik navigatsioonis. Samasse uuri-
misvaldkonda kuulus ka planeetide orbiitide stabiilsuse kiisi-
muse selgitamine ja sellest tulenev vajadus maédrata orbiite pika
ajavahemiku kohta. Viimase iilesande lahendamine noudis tdiesti
uusi matemaatilisi meetodeid, mis loodigi koos analiiiitilise meh-
haanika rangelt pohjendatud alustega L. Euleri, J. d’Alembert’i
ja J. L. Lagrange’i t66 viljana. On oluline maérkida, et just meh-
haanika teoreetiliste aluste loomisel langeb otsustav osa harili-
kele diferentsiaalvorranditele. Punkti ja punktide siisteemi diinaa-
mika seaduste tuletamisel {ileskerkinud probleemid mééirasid dife-
rentsiaalvérrandite teooria iseseisva arcngu esimesel etapil terve
arengusuuna. Selleks kujunes mitmesuguste teist jarku mitte-
lineaarsete 3 diferentsiaalvorrandite ja vorrandisiisteemide lahen-
dusmeetodite viljaarendamine. Niisuguste vorrandite lahendami-
sega olid nimetatud perioodil seotud veel mitmed teised prob-
leemid nagu geodeetiliste joonte méiidramine, punkti liikumine
takistavas keskkonnas, mitmesugused mehhaanika, fiiiisika ja geo-
meetria ekstremaaliilesanded jmt.

Teiselt poolt omandas 18. sajandi esimesel poolel viga suure
tahtsuse materiaalsete punktide nii lopliku kui ka lopmatu vaba-
dusastmetega siisteemide viikeste vonkumiste teocoria. Touke
nende kiisimuste uurimiseks andis iihelt poolt astronoomilisteks
vaatlusteks vajalike tdpsete pendelkellade ehitamine ja teiselt
poolt téapsete vahendite konstrueerimine esimesteks gravimeetri-
listeks mootmisteks. Seega tousis pdevakorda matemaatiliste ja
fiifisikaliste pendlite teooria loomine, see aga omakorda viis
lineaarsete (peamiselt esimest ja teist jarku) diferentsiaalvor-
randite teooria loomisele. Samal perioodil jouti vonkuva keele
ja hddle leviku seaduste uurimisel ka esimeste osatuletistega
diferentsiaalvorranditeni.

Mitmesuguste taevamehhaanika probleemide lahendamine viis
tol perioodil paradoksaalsena ndiva olukorrani, et uuritavatele
loodusseadustele vastavaid diferentsiaalvorrandeid ei onnestunud
lahendada elementaarfunktsioonides. Jargides Newtonit otsiti siin
esialgu védljapddsu vorrandite lahendamises astmeridade abil.

3 Otsitava funktsiooni ja tema tuletiste suhtes lineaarne varrand kannab
lincaarse diferentsiaalvorrandi nimetust. Koik teised diferentsiaalvérrandid on
miitelineaarsed.
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Kuid ei Newton ega tema kaasaegsed ei uurinud seejuures vaa-
deldavate astmeridade koonduvuse kiisimust ega selgitanud ast-
meridadega teostatavate tehete lubatavust (tol pericodil puudus
isegi rea koonduvuse mdiste). On loomulik, et niisuguse teoree-
tiliselt pohjendamata iahendusimeetodiga kaasnesid ebakolad
rakendustes ja omad paradoksidki. Sellega jouti iihelt poolt dife-
rentsiaalvorrandite ldhislahendamise ldhtekohtadeni, teiselt poolt
hakati diferentsiaalvorrandi lahendiks lugema iga {unktsiooni, ka
mitteelementaarset, mis rahuldab diferentsiaaivorrandit ja mille
avaldises esineb 10plik arv integraale elementaarfunktsioonidest
(teisiti Geldes — mis avaldub kvadratuurides).

Nii kaasnecs diferentsiaalvorrandite tecoriale esitatud problee-
mide ja {ilesannete kuhjumisega selle térkava distsipliini harg-
nemine kitsamatesse suundadesse. Peamiseks kujunes sel perioo-
dil diferentsiaalvorrandite klassifitseerimise ja suuremate vor-
randiklasside iildiste lahendusmeetodite viljat6otamise tendents.
Jarjest suuremat tadhtsust hakkasid omandama ka ligikaudse
lahendamise meetodid. Juba selles staadiumis hargnesid need
kaheks — analiiiitilisteks ja numbrilisteks meetoditeks. Esimeste
puhul otsitakse ldhislahendit funktsioonina, mis teatud punkti
fimbruses véhe erineks tdpsest lahendist (niit. astmeridade mee-
tod), teiste puhul otsitakse {ihe konkreetse lahendi numbrilisi
vaartusi tabelina (ndit. Euleri meetod).

Uldtunnustatuks on kujunenud arvamus, et uue aine metoo-
dilise kisitluse ja teooria aluste jdrjekindel viljaarendamine saab
alguse (18. sajandi keskpaiku) esimeste siistemaatiliste uurimus-
tega nn. Riccati vbrrandi kohta. Selle nime all tuntakse vorrandit

¥+ o)y p(x)yP=x(x),
kus @(x), 9(x) ja yx(x) on teatavas vahemikus a < x < b mé&a-
ratud funktsioonid. Diferentsiaalvorrandite teooria rajajatest tee-
nekamateks loetakse L. Eulerit, J. d’Alembert’i, A. Clairaut’d ja
J. L. Lagrange’i. Kuigi moningate kiisimuste (ndit. lineaarsete
diferentsiaalvorrandite teooria) kisitlemisel jouti 18. sajandil lop-
like tulemusteni, peab {ildiselt siiski iitlema, et kirjeldataval
perioodil loodud teoreetiline materjali kasitlus ei tugine veel ran-
getele loogilistele alustele. Alles 19. sajandi algul loodi, peami-
selt A. L. Cauchy uurimustega, diferentsiaalvorrandite rangelt
pohjendatud teooria, milles keskne koht kuulub mistahes vaadel-
dava diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolule. Siin uuritakse
kiisimust, millised nduded funktsiooni f(x, y) kohta tagavad vor-

randi
Y =1(xy) (11)

lahendi olemasolu iga algtingimuse y(xo)= yo korral, kui (xo, Yo)
on funktsiooni f(x, y) madramispiirkonna punkt. Niisugune prob-
leem tulenes vorrandite ligikaudse lahendamise vajadustest. Jar-
jest sagedamini jouti olukorrani, kus diferentsiaalvorrand ei ole
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lahendatav ei elementaarfunktsioonides ega kvadratuurides.
Seega jdib ainsaks voimaluseks vorrandi ligikaudne lahenda-
mine. Edasine t66 ldhislahendiga on sisuliselt moeldav alles
pédrast seda, kui ollakse veendunud otsitava lahendi olemasolus.
Koos lahendi olemasoluga kerkib peatselt esile ka kiisimus lahendi
ithesusest antud algtingimuste korral. Tédpsemalt 6eldes tuleb naéi-
teks vorrandi (11) pubul selgitada, missugused funktsiooni
f(x, y) omadused tagavad selle, et algtingimust y(xo)= yo méaa-
ravat punkti (xo, yo) 1dbib parajasti iiks vorrandi (11) integraal-
kover.

Esimesed teoreemid diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolust
ja iihesusest périnevad 19. sajandi esimesest poolest ja kuuluvad
Cauchyle.

Seega kujunesid uues distsipliinis tema arengu kahe esimese
sajandi jooksul vélja teooria pohisuunad.

4. Diferentsiaalvorrandite tecoria aine alajaotus

Harilike diferentsiaalvorrandite teooria areng on jaotatav
kaheks perioodiks — diferentsiaalvorrandite teooria arengu kias-
sikaliseks ja kaasaegseks perioodiks. Esimene algab Newtoni ja
Leibniziga, ulatudes 19. sajandi teise poolde, mil S. Lie’ rithma-
teooriale tuginevate téddega algab diferentsiaalvorrandite teoo-
ria kaasaegne arenguperiood. Esimese perioodi pealilesandeks oli
voimalikult laiade diferentsiaalvorrandite klasside lahendusmee-
todite leidmine ja tdiustamine. Dilerentsiaalvorrandite iildise teoo-
ria loomine langeb pohilisell arengu kaasaegsesse perioodi. Kées-
oleval ajal jaotatakse dilerentsiaalvorrandite teooria jargmiseks
neljaks pohisuunaks:

A. Diferentsiaalvéorrandite lahendusmeetodid. Neid meetodeid
voib jaotada omakorda nelja klassi.

1° Vorrandite klassifitseerimine elementaarfunktsioonides voi
kvadratuurides integreeruvateks klassideks ja nende lahendusmee-
todite valjatootamine. Koige ulatuslikumaks ja téiuslikult 1&bi-
uuritumaks kujuneb lineaarsete diferentsiaalvorrandite ja vorran-
disiisteemide klass. Teiste klasside puhul kasutatakse muutujate
asendust (eesméargiks on uue muutuja niisugune sidumine vanaga,
et diferentsiaalvorrand muutiub uue muutuja suhtes voimalikult
lihtsamini lahenduvaks), jargu alandamist (eesmirgiks on muu-
tujate sobiva asendusega taandada vorrand madalamat jarku
diferentsiaalvorrandiks), integreeruvustegureid (diferentsiaalvor-.
randi korrutamist niisuguse funktsiconiga, et teisendatud vor-
randi molemal pool on mingite funktsioonide téisdiferentsiaa-
lid), integraalteisenduste ja operaatormeetodeid. Mdirgime, et
kvadratuurides lahenduvate diferentsiaalvorrandite klass on kiil-
laltki piiratud. Seetottu on védgagi olulised diferentsiaalvorrandite
lahendamise ligikaudsed meetodid, mis voimaldavad pohimétteli-
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selt lahendada koiki prakiikast kerkinud diferentsiaalvorrandeid.

2° Ligikaudse lahendamise analiiiitilised meetodid, mille puhul
otsitakse niisugust funktsiooni, mis teatud piirkonnas (ndit.
punkti (xo, yo) limbruses) kiillalt vdhe erineks lahendatava dife-
rentsiaalvorrandi lahendist. Kirjeldatud omadusega funktsioon on
lahendiks diferentsiaalvorrandi lahendile. Lé&hendite leidmiseks
kasutatakse mitmesuguseid meetodeid nagu lahendi arendamine
Taylori ritta voi trigonomeetrilisse ritta, iteratsiooni ehk jarkjar-
gulise ldhendamise meetod, antud diferentsiaalvorrandi asenda-
mine konkreetsetele nouetele vastava ldhendvérrandiga (viimane
peab olema suhteliselt lihtsall lahenduv) ja mitmed teised mee-
todid.

3° Ligikaudse lahendamise numbrilised meetodid. Kaasajal,
mil on voimsad arvutid, leiavad numbrilised lahendusmeetodid
eriti ulatuslikku rakendust. Nende puuduseks on fildreeglina kaas-
nevad ulatuslikud arvutused, mida kroonib vaid the erilahendi
arvuliste vididrtuste saamine. Teise lahendi vididrtuste leidmisel
tuleb koik arvutused teostada uuesti.

Ligikaudsetele nii analiiiitilistele kui ka numbrilistele meeto-
ditele on iseloomulik see, et geomeetriliselt toimub siin tapsete
lahendite kui integraalkoverate asendamine lihtsamate koveratega,
nditeks poliigonaalsete, poliinomiaalsete, sinusoidaalsete jt. kove-
ratega. Sealjuures on ldhendused seda paremad, mida lihemale
tulevad 1dhendavad koverad integraalkoveratele.

4° Ligikaudse lahendamise graafilised meetodid. Need on {ild-
reeglina rakendatavad siis, kui uuritavas probleemis pole eriti
tdpsed tulemused olulised ning vajatakse vaid lahendi kvalita-
tiivsete omaduste iildpilti.

Koikide lihendusmeetodite {iheks oluliseks kiisimuseks on
ldhendite vea hindamismeetodite tdiustamine.

B. Diferentsiaalvorrandite lahendite olemasolu ja iihesus.
Lahendi olemasolu selgitamine on eriti oluline enne vorrandi
ligikaudset lahendamist. Isegi siis, kui diferentsiaalvorrand, mil-
lele otsitakse ligikaudseid lahendeid, kajastab mingit loodusnah-
tust, ja seega lahend, mis seda ndhtust kirjeldab, peab ilmselt
eksisteerima, tuleb vaadeldava diferentsiaalvorrandi lahendi ole-
masolus eelnevalt veenduda. Nimelt ei tohi ju unustada, et mate-
maatilistes siimbolites kirjapandud loodusseadus — uuritav dife-
rentsiaalvorrand, on siiski ainult reaalsuses esineva nahtuse
idealiseering.

C. Diferentsiaalvérrandite kvalitatiivne teooria. Eelmiste
harude korval langeb diferentsiaalvorrandite teoorias ja selle
rakendustes, eriti viimasel ajal, kaaluv osa nendele kiisimustele,
mis kajastavad vorrandite lahendite kvalitatiivseid omadusi vaa-
deldava diferentsiaalvorrandi médramispiirkonnas voi selle osa-
des. Kdesoleval ajal ongi lahendite kvalitatiivse teooria problee-
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mid juhtprobleemideks dilerentsiaalvorrandite iildises teoorias.

Lahendite kvalitatiivne teooria hargneb omakorda kitsamaid
probleeme uurivateks harudeks. Sageli nditeks vajab selgitamist
kiisimus, kas vorrandi need lahendid, mis oma véaéartustelt on
ldhedased antud punktis, jddvad ldhedasteks ka argumendi mis-
tahes véirtuste korral. Selliste kiisimuste lahendamise teoreeti-
lised alused ja meetodid kuuluvad diferentsiaalvorrandi lahendite
stabiilsuse teooria valdkonda. Pédrast A. M. Ljapunovi ja A. Poin-
care esimesi fundamentaalseid tdid on nendes kiisimustes eriti
suuri teeneid noukogude matemaatikutel 1. G. Petrovskil, N. G.
T8etajevil, [. G. Malkinil jt.

Kiillaltki ulatuslikuks on kujunenud lahendite kvalitatiivse
teooria see haru, mis tegeleb lahendite ostsilleeruvuse kiisimus-
tega. Siin selgitatakse lahendite nullkohtade esinemise sagedust
antud 16igul. Seejuures &eldakse, et lahend on antud loigul
ostsilleeruv, kui tal on enam kui iiks nullkoht sellel I6igul. Samas
hinnatakse lahendite nullkohtade voimalikku kaugust teineteisest,
otsitakse tunnuseid, mis voimaldavad vorrelda erinevate vor-
randite lahendite ostsilleeruvuse sagedust jm.

Diferentsiaalvorrandite kvalitatiivne teooria uurib peale selle
lahendite soltuvust algtingimustest, diferentsiaalvorrandite iseédra-
seid punkte (s.t. punkte, kus vorrandi lahendi olemasolu ja
ithesuse teoreemi tingimused pole tédidetud), integraalkoverate
kulgu nende {imber ja mitmeid teisi kiisimusi.

D. Diferentsiaalvorrandite analiliitiline teooria. Siin selgita-
takse diferentsiaalvorrandite teooria nii {ildisi kui ka kvalitatiiv-
seid kiisimusi, tuginedes analiiiitiliste funktsioonide teooriale, ja
vaadeldakse seega diferentsiaalvorrandeid dildiselt komplekstasan-
dil. Viimane voimaldab uurida vorrandite lahendeid maksimaalse
suurusega piirkondades ja lopmatuspunkti {imbruses, s.o0. uurida
lahendite asiimptootilisi omadusi.

AHEL JA KEPP

Korval  olev joonis on jaanud
Iopetamata. Joonise iilesandeks on
kujutada ahelat, mille viit lili 14bib
kepp. Kuidas lopetada joonis? Kas
saadav ahel osutub kinniseks voi lah-
tiseks v6i on koguni mdlemad tule-
mused  voimalikud?  Mitu erinevat

lahendit on sellel iilesandel?
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GRAAFID JA LAUSEOPETUS
M. Koit

Graafiteooria tdhtsust matemaatikas on viimastel aastatel tost-
nud tema tulemuste kasutuselevott oige mitmes teadusharus.
Muuhulgas leiame graafide huvitavaid rakendusi keelealastes uuri-
mustes. Tutvumegi jdrgnevas graafileooria koige lihtsamate mois-
tete ! rakendamisega lause struktuuri kirjeldamisel.

Kui lausele vdi ka pikemale tekstile seada vastavusse graaf,
siis voib sellega muuta néitlikuks nii sonade (sonariihmade)
omavahelised soltuvused kui ka paigutuse ilksteise suhtes. See-
juures jdtame arvesse votmata sonade individuaalsed omadused
ja vaatleme lauset lihtsalt kui lineaarselt jdrjestatud sdnahulka X.

Koosnegu hulk X n sonast. Moodustame selle hulga mitte-
tiihjade alamhulkade M, pere M nii, et on tdidetud kaks tingi-
must:

1° M sisaldab hulka X ennast ja kdiki tema iithesonalisi alam-
hulki;

2° kui pere M kaks alamhulka M; ja M; 16ikuvad, siis sisal-
dub iiks neist teises.

Naiiteks olgu antud lause

Uhel pilves mdrtsihommikul istub

puuladovas esimene kuldnokk. (1)
Vaatleme seda lineaarselt jdrjestatud hulgana X, elementi-
degax; (i=1, 2, ..., 7), kus x; tdhistab lauses i-ndal kohal

seisvat sona. Koostame pere M, millesse kuulugu jargmised
hulgad:

1) Ml':: {xl, XQ, ey X7} ::X’
2) M2 f— {xl, X9, X3, X4, -’CS},
3) Mz={xq, X1},

4) My= {x1, xg, Xal,
5) M5 — {JC4, X5},
6) Me= {xa, x3J,
7) koik hulga X iihesonalised alamhulgad:
M7= {xl}, Mg = {XQ}, ey M13 = {JC7}.
Kerge on kontrollida, et pere M rahuldab tingimusi 1° ja 2°.

1 Vt. Koit, M. Pilk graafiteooriasse. -— Matemaatika ja  kaasaeg,
X1V, 1k 31—46.
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Niisugust peret voime kujutada orienteeritud graafina —
puuna, mille tippudele vastavad hulgad M, =M. Tipud M; ja M;
lihendame kaarega (M;—> M;) parajasti siis, kui hulk M, sisaldab
hulka M; ning ei leidu sellist hulka M, = M, mille korral kehtiks
seos M; > M, > M;. Lausele (1) vastab siis puu joonisel I.

My
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M |
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| [ : : 1
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{uhel} {pilves} {mdrtsihommikul} {i istub} {puuladvas} {esimene} {kuldnokk}

S

Joonis 1.

Lihtne on néiha, et ithest ja samast tipust M, véljuvate orien-
teeritud kaarte l6pp-punktidele on vastavusse seatud hulga X
mitteloikuvad alamhulgad. Toepoolest: kui kaks niisugust alam-
hulka M; ja M; (M; = M,, M; = M,) loikuksid, siis tingimuse 2°
pohjal sisalduks iiks neist teises, nditeks M; = M,, ning graalis
ei tohiks olla kaart (M, > M;). Jérelikult esitavad tipust M, val-
juvate kaarte otspunktid (tipud) hulga M, tiikelduse 2. Neid alam-
hulki nimetame hulga M, vahetuteks moodustajateks.
Muidugi voivad neil omakorda olla vahetud moodustajad — nende
hulkade kohta iitleme, et nad on hulga M, moodustajad.
Puu igale tipule vastab hulga X (lause) mingi moodustaja
M, =, sellepdrast nimetame niiviisi konstrueeritud puud ka
lause moodustajate puuks.

Kéesolevas artiklis vaatleme fiksnes nn. binaarseid moo-
dustajate siisteeme, kus igal moodustajal — vilja arva-
tud need, mis koosnevad iihestainsast sonast — on ainult kaks
vahetut moodustajat.

2 Hulga M tiikelduseks nimetatakse tema mittetiihjade iihisosata
alamhulkade niisugust hulka, mille iihend on M.
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Lause (1) moodustajaks on iga hulk M, (=2, 3, ..., 13)
perest M. Vahetud moodustajad on hulgad M; ja Mz — alus- ja
oeldisrithm. Tippudele, millest ei véalju {ihtegi kaart (nn. ummik-
tippudele) vastavad i{ihesonalised moodustajad Mz, Ms, ..., Ms,

Unustame niiiid hetkeks, missugustest hulkadest koosneb pere
M. Lause (lineaarselt jarjestatud hulga X) ja tema moodustajate
puu pohjal, kus tippude juures ei tarvitsegi olla vastavate hul-
kade tahiseid, voime iga alamhulga M, — X kohta &elda, kas ta
kuulub moodustajate peresse M, s.t. kas moodustajate puus lei-
dub temale vastav tipp.

Toepoolest, mingi alamhulk on hulga X moodustaja parajasti
siis, kui moodustajate puus voib leida sellise tipu, millest val-
juvate maksimaalse pikkusega orienteeritud teede 1opp-punktidele
vastavusse seatud elementide (sonade) hulk osutub vaadeldavaks
alamhulgaks. Naiteks lause (1) moodustajaks on hulk {istub puu-
ladvasy = Ms, ei ole aga hulk {mdrtsihommikul istub puuladvas},
sest ei leidu moodustajate puu tippu, millest algavad orienteeri-
tud teed lopeksid koik selle hulga elementidega ja iga element
oleks seejuures mingi tee lopp-punktiks.

Mispérast on iildse motet rddkida lause moodustajatest ja
moodustajate puust? Kujutleme, et lause saamine toimub jargmi-
selt. Olgu antud sonastik ja terve rida binaarseid seoseid, nagu
alus-Geldis (kddndsona ja verbi seos), tdiend-alus (kahe kddnd-
sona teatavat liiki seos) jms., kus iihtlasi on méddratud kompo-
nentide jdrjekord. Igas seoses teeme vahet pohi- ja laiendsona
vahel. Néiteks loeme seoses tidiend-alus pohisonaks alusena esi-
neva kdidndsona, seoses alus-0eldis samuti aluse jne. Lause saa-
miseks fikseerime koigepealt {ihe sona mingis vormis, olgu see
kas voi kuldnokk, ja seejdrel mingisuguse binaarse seose, naiteks
alus-6eldis, mille pchisdnaks sobib valitud séna. Niiid valime
Oeldise kohale mingi sdona (verbi), nagu wvilistab. Kui lause peab
koosnema ainult kahest liikmest, lopetame valiku sellega. Kui
aga on vaja laiendada néditeks alust, siis leiame veel tihe sellise
seose (nagu taiend-alus), mille pohisonaks saab olla laiendatav
sona. Valides seejdrel tdiendiks kasvoi sona esimene, jouame
lauseni

Esimene kuldnokk vilistab. (2)

Seoste ja sonade jdrjestikust valikut analoogilisel viisil jat-
kates voime saada ka pikemaid ning keerukama struktuuriga lau-
seid. Kujutame seda protsessi graafide abil. Iga binaarne seos
valitakse vastavalt varasemal etapil fikseeritud sonale. Seamegi
mistahes seosele vastavusse kolmetipulise puu, mille juureks (s. o.
tipp, millesse ei sisene iihtegi kaart) on see varem leitud sona,
tilejadnud kaks tippu aga vastavad seose pohi- ja laiendsonale.
Pohisonani — selleks jddb sama sona, mille alusel seose vali-
sime — viigu puus jdmedamalt joonistatud orienteeritud kaar.
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Naiteks viimati saadud lauses (2) valisime seose tdiend-alus
sona kuldnokk jirgi. Vastav kolmetipuline puu on toodud jooni-
sel 2.

kuldnokk kuldnakk
esrmene kuldnokk kuldnakk vilisiob
Joonis 2. Joonis 3.

Lause moodustamine tdhendab niisugust liiki graafide ithen-
damist teataval viisil. Nii saame lause (2) graafi joonisel 2 kuju-
tatud puu ithendamisel joonisel 3 esitatud puuga.

Lepime kokku graafi konstrueerimise kdigus tdiendada tema
tippudele vastavusse seatavate sénade hulka jirgmiselt: valinud
mingi seose ja «kinnitanud» tema kolmetipulise puu juure konst-
rueeritava graafi sellesse tippu, millele vastava séna jargi valik
toimus, lisame ka seose laiendsdna igale sellisele tipule vasta-
vasse hulka, millest on vdimalik orienteeritud teed moédda jouda
valitud puu juureni (kaasa ar-
vatud juur ise). Lause (2)
graafi saame siis nii, nagu on
ndidatud joonisel 4.

Koik Icitavad hulgad jirjes-
tame lineaarselt sel wviisil, et
lisatava sona paigutame igas
hulgas vahetult tema pohisona
ette vdi taha, olenevalt kompo-
nentide jarjekorrast valitud
seoses. Lopuks jouame graafi-
ni, milles koige esmalt fiksee-

a) kuldnckk

o

b) kuldnokk vilistob

kuldrokk  wilisteh

¢ esimens kuidnekls vilistah

7 \\
. RN
esimengs, kulfdnokl

e

esimene
|

vifistab

%
feulcaokx
|
i |
— \k \

'
1
i
|
|
|
i
esimene  kuldnokk vifisteb

Joonis 4.

ritud tipule vastab konstruee-
ritud lause — tédpsemini, hulk,
mis sisaidab koik lauses esine-
vad sonad diges jédrjekorras —
igale tilejaanud tipule aga lau-
se mingi moodustaja. Tipuga
esialgselt vastavusse seatud
sona voib seega lugeda tipule
vastava moodustaja esind a-
jaks. Eespool  vaadeldud
lause (1) saamine on esitatud
joonisel 5.

Nii jouame jélle lause X moodustajate puuni, mis niiiid lisaks

moodustajate paigutusele ja vahekorrale maédrab veel pohi- ja kor-
valkomponendi igas vahekorras. Paneme tédhele, et puu mistahes
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tipule esialgu vastanud sona (moodustaja esindaja) leiame, kui
liigume sellest tipust ainult jdmedamalt joonistatud kaartest
koosnevat orienteeritud teed modda nii kaugele kui vo6imalik
(ummiktippu). Kui puu tipule vastabki iiksainus sona, siis loeme
seda moodustaja esindajaks.

Saadud puud aluseks vottes voime konstrueerida ka lause X
nn. séltuvuste puu, mis kirjeldab otseselt sdnadevahelisi
soltuvusi. Selleks suuname hulgas X iga moodustaja esindajalt
x; orienteeritud kaare (x;=> x;) selle moodustaja esindajani x;,

kuhu suundub vaadeldavast moodus-

=T T tajast algav kaar lause X moodusta-

esimene kuldnokk wvilisteh jate puus. Kui me ei iihenda iihtki

sona iseendaga, saame sidusa silmus-
teta graafi.

Niiteks ithendame lause (2) vahetu moodustaja esimene kuld-
nokk esindaja kuldnokk moodustaja esimene esindajaga (selleks
on sbna esimene ise). Sona kuldnokk, mis esindab iihtlasi kogu
lauset, tuleb ithendada veel lause teise vahetu moodustajaga vilis-
tab. Joonisel 6 ongi toodud nii saadud puu. Analoogiline soltu-
vuste puu joonisel 7 vastab lausele (1).

— =,

uhel pi/?es martsihommikul 1stub puulodvas esimene kuldnokk

Joonis 6.

Joonis 7.

Muuhulgas paneme tdhele, et soltuvuste puu iga alampuu, mis
on Hamiltoni tee, kujutab lauset, milles lausega X vorreldes puu-
dub osa laiendeid. Néiteks lausest (1) voib niimoodi saada laused

Martsihommikul istub kuldnokk.

Istub puuladvas kuldnokk.

Esimene kuldnokk.
jne.

Lause soltuvuste puu saame konstrueerida ka otse lause moo-
dustamise kdigus. Algul konkreliseerime iihe tipu. Valinud po6hi-
sbna jargi mingi binaarse seose ja likseerinud selle laiendsona,
lisame konstrueeritavale graafile kaare, mis algab laiendatavast
sonast ja suundub laiendini. Votame ndiiteks lause

Sinagi voiksid lugeda ajakirja. (3)
Selle moodustamisel valitakse kolm jarjestikust seost:
sinagi voiksid,
voiksid lugeda,
lugeda ajakirja

(pohisonad on alla kriipsutatud). Vastav soltuvuste puu on kuju-
tatud joonisel 8.

32



Muudame niiiid lauses (3) sonade jérjekorda:
Ajakirja véiksid lugeda sinagi. (3)

Koos sellega muutub ka soltuvuste puu (joonis 9). Mirkame, et
saadud puu erineb varem vaadeldutest selle poolest, et tema
kaks kaart omavahel loikuvad. Sellega seoses toome sisse soltu-
vuste puu projektiivsuse moiste.

=~

siagi  vaiksid  lugeda  ajakirja ajakirja  véiksid lugeda  sinagi
Joonis 8. Joonis 9.

Nimetame tipu x rihmaks hulka, mis sisaldab tipu x
ja koik sellised tipud, millesse viib tipust x orienteeritud tee. Sol-
tuvuste puud, kus iga tipu riilhm on lineaarselt jarjestatud hulga
X 16ik 3, nimetame projektiivseks.

Joonistel 6, 7 ja 8 esitatud s6ltuvuste puud rahuldavad seda
tingimust ja on jarelikult projektiivsed. Lause (3’) soltuvuste puus
seevastu ei ole tippude lugeda ja sinagi riihmad hulga (3’) 16igud.
Vastav soltuvuste puu on seega mitteprojekliivne. Lause (3')
moodustajate puus (joonis 10) kajastub soltuvuste puu mittepro-

{ajakirya vorksid lugeda sinagr}

{opakirja vaikstd lugeda}

{lugeda ajakirja} {vorksid } {sinagi}

b

{ajakirja] E { /ugedf %
i ! \
* &
ajakirja vorksid  lugedo  sinagr
Joonis 10.

jektiivsus selles, et moodustaja ajakirja lugeda ei ole lineaarselt
jarjestatud hulga (3’) 10ik, vaid temasse on kiilutud lause teine
moodustaja vdiksid. Joonisel 10 on seega tegemist nn. katkes-
tatud moodustajate puuga. Kui aga iga moodustaja on
hulga X loik, Geldakse, et lause X moodustajate puu on mitte-

katkestatud. Niisugused ongi lausete (1), (2) ja (3) moo-
dustajate puud.

% Hulga X = {x1, %5, ..., x,} 16igu all moistame tema niisugust alam-
hulka {x;, %, ..., %, *,), 1<i<k<n mis on lineaarselt jirjestatud
nagu hulk X isegi.
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Mitteprojektiivsele soltuvuste puule vastab tingimata katkes-
tatud moodustajate puu, vastupidi aga mitte alati. Niiteks vahe-
tades lauses (3’) sonad lugeda ja sinagi, saame lause

Ajakirja voiksid sinagi lugeda, (3”)
mille moodustajate puu on katkestatud, sdltuvuste puu aga sel-
lest hoolimata projektiivne (joonis 11).

al {aiakirjo vorksid sinagi lugedaf

\f {sinag/}

o
. {vorksid )
! |

{ajokirjo viiksid lugedo |

{ ajokirja lugeda)

|
| | 1 [lugedo )
& e

%

/ U/b/(/}'/b f

ajokirjo varksid  sinagi lugeda

e

ajokirja varksid sinagl lugeda

Joonis 11.

Lauses (3) voivad sonad olla jirjestatud iildse 4! =24 ciine-
val viisil. (Muide, niiviisi saadud laused on koik eesti keell oska-
jale arusaadavad ja seega tdhendusega.) Voib kontrollida, et vas-
tavatest soltuvuste puudest on 16 projektiivsed, moodustajate puu-
dest aga ainult 8 mittekatkestatud.

Paneme téhele, et kui lause moodustamisel eespool kirjeldatud
viisil (binaarse seose arendamise kaudu) ei ole seatud lisatingi-
musi sonade jirjestamisele, siis on saadava lause moodustajate
puu mittekatkestatud ja soltuvuste puu projektiivne, koosnedes
seejuures ainult joonisel 12 ndidatud tiitipi alamgraafidest. On
olemas meetodid suvalise sdltuvuste puu taandamiseks niisugust

tiilipi puude siisteemiks, selle-

M\ parast voime piirdudagi sel-

~ liste lausete vaatlemisega, mil-

le moodustajate puu on mitte-

Joonis 12. katkestatud ja soltuvuste puu
projektiivne.

Lopuks juhime tdhelepanu sellele, et lause (teksti) modelieeri-
mine graafide abil voib olla teatavaks algetapiks keele matemaa-
tilisel kirjeldamisel ja seetottu leida rakendamist masintdlke prob-
leemide lahendamise juures.
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RESERVEERIMINE JA TOOKINDLUS
E. Tiit

1. Tookindluse teooria probleemidest. Sama vana kui tehni-
liste seadmete eneste ajalugu on nende todkindluse probleem. Kui-
tahes hésti ka ei oleks valmistatud mingi seade, kulub ta aja
jooksul alati ning varem voi hiljem tekib torge — seade on rik-
nenud. Sageli on selle pohjuseks itheainsa suhteliselt lihtsa, kuid
olulise detaili rivist véljalangemine.

Suuremat tdhelepanu hakati seadmete téokindluse probleemi-
dele osutama kéesoleva sajandi esimesel veerandil seoses elekt-
rienergia iilekandesiisteemide projekteerimisega, mille korral tek-
kis vajadus vdimalikult tdielikult véaltida liinide riketest pohjus-
tatud avariisid. Kéesoleval ajal téotavad sellised siisteemid kiill
juba peaaegu 100%-lise tookindlusega; kuid ometi esineb neis
siiski avariisid (meenutagem kasvdi suurt elektriavariid New Yor-
gis 1965. aastal).

Peale elekirienergia iilekandesiisteemide esineb vidga palju
teisigi seadmeid, mille riknemine on seotud {ipris suurte kahjudega
(mitmesugused juhtimisseadmed majanduses, transpordis vdi soja-
asjanduses; keerukad meditsiiniaparaadid; lennukid, kosmosera-
ketid jne.). Reeglina koosnevad need scadmed viga paljudest
tiksikdetailidest. Kuigi iga iiksikdetail voib sealjuures olla suure
tookindlusega, on nende {ohulu hulga tottu toendosus vihemalt
iithe detaili riknemiseks kiillaltki arvestatav; sageli voib sellega
kaasneda aga kogu siisteemi avarii voi selle t66 osaline katke-
nine.

Eriti aktuaalselks on siisteemide téokindlusega seotud kiisimu-
sed muutunud alates kdesoleva sajandi 40.—50. aastatest; praegu
on siisteemide vdhene téokindlus sageli just kdige olulisemaks
takistuseks uute tehniliste ideede realiseerimisel. Toepoolest ula-
tub kaasaegsetes komplitseeritud siisteemides iiksikdetailide arv
juba sadade tuhandeteni; kujutlegem, et 10° detailist koosneva
seadme korral on toendosus iga lksikdetaili riknemjseks esimese
toopdeva jooksul koigest 1075, s.t., et iga 100000 sellise detaili
hulgast rikneb keskmiselt {iks esimese t66pdeva valtel. Siis on
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aga toendosus selleks, et vaadeldav seade piisiks téokorras esi-
mese pédeva jooksul, koigest !

(0,99999) 100000 — (0,368,

see aga tdhendab, et keskmiseit iga kolme sellise seadme kohta
lakkab kaks juba esimesel todpdeval funktsioneerimast.

Selletottu ongi kaasajal iithe uue uurimissuunana tekkinud
t6okindluse teooria. Oma eesméirkide poolest kuulub téékindluse
teooria kahtlemata inseneride huvideringi; kuid teooria meetodid
on matemaatilise iseloomuga. Kasutamist leiab koigepealt toe-
ndosusteooria koos tema uuemate harudega (matemaatiline sta-
tistika, juhuslike protsesside teooria, informatsiooniteooria, jérje-
korrateooria), samuti matemaatiline planeerimine. Kokkuvottes
loetakse tookindluse teooriat sageli tehnilise kiiberneetika vald-
konda kuuluvaks.

On huvitav maérkida, et téokindluse probleemidega puutume
me kokku ka elavas looduses: koosneb ju iga organism arvukatest
spetsialiseeritud «detailidest», millest igaiihe riknemine ohustab
tosiselt organismi kui terviku funktsioneerimist. Samal ajal on
looduses see probleem sageli vdgagi otstarbekalt lahendatud:
nimelt suudavad organismi {ihed osad paljudel juhtudel teisi
nende funktsioneerimise lakkamisel paremini v6i halvemini asen-
dada (ithe silma kaotuse korral asendab seda teine silm; molema
silma kaotuse puhul tuleb aga teistel meeleorganitel mingil viisil
asendada silmade funktsioone).

Lihtsaimaks vo6imaluseks sflisteemide tookindluse suurenda-
miseks on reserveerimine. Selle meetodi pohiideede tutvustamiseks
ongi moeldud kéesolev liihililevaade.

Igas siisteemis leidub peaaegu alati niihdsti detaile, mille
pidev tootamine on héddavajalik, kui ka detaile, mille liihiajaline
torge siisteemi t66d oluliselt ei hairi, kuid mille pikemaajaline
puudumine voib siisteemile saatuslikuks muutuda. Lopuks on ka
selliseid detaile, mille véljalangemine ei mojusta iildse siisteemi
pohiliste funktsioonide kulgemist. Siisteemi kui terviku toédkind-
luse suurendamise iiheks voimalikuks teeks ongi esimest liiki
detailide dubleerimine, s. t. iihe detaili asendamine vastavalt
kahe paralleelselt téotavaga (samal pdhimdttel, nagu inimesel
on kaks korva voi kaks ninasooret, paigaldatakse lennukile kaks
voi rohkem mootorit). Teist liiki detailide korrasolekut tuleks aga
perioodiliselt kontrollida ning viimased torgete korral asendada
uutega. Et koik need operatsioonid kulgeksid vajaliku kindlusast-
mega, on meil tarvis teada koigi iiksikdetailide riknemiste toe-
niosusi mistahes ajavahemike jaoks, s. t. detailide riknemise jao-

! Toepoolest tdhistades (0,99999)100000 — p  saame: 100000 log 0,99999 =
= log kuid log 0,99999 == 0,4343 1n 0,99999 = 0,4343 In(1 — O, 00001 )=~
=~ 0 4343(—0 00001 — O, 000012 — ...)=—0,000004343; seega logp=

= 100000 (—0,000004343) = —0.4343— 1,5657 ja p =~ 0,368.
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tusseadusi nii t66- kui ka reservolukorras, detaili kontrollimise
ning vahetamise jaoks vajalikku aega, iimberliilitite tookindlust
jne. Voib esineda voimalusi detailide remontimiseks siisteemi
todtamise viltel; sel juhul on meil olukorra kirjeldamiseks tarvis
teada remondi jaoks vajalikku aega, samuti «remondibrigaadide»
arvu. Peale selle on kahtlemata vaja teada iga liiki reservdetai-
lide koguseid. Kaiki neid ldhteandmeid arvestades on vo6imalik
arvutada mitmesuguseid siisteemi téokindlust iseloomustavaid
nditajaid: keskmist torgeteta tootamise aega, téokorras oleku
toendosust igaks ajamomendiks, aga samuti planeerida tarvi-
liku tookindluse tagamiseks vajalike reservdetailide arvu, kont-
rolli sagedust jm.

2. Bloki tookindlus ja seda iseloomustavad suurused. Blokiks
peame kas itksikdetaili voi mitmest detailist koosnevat siisteemi,
mida antud probleemi puhul vaatleme tervikuna. Oletame, et
vaadeldav blokk tootab alates ajamomendist { =0, kuid mingi-
sugusel ajamomendil # >> 0 lakkab see blokk t66tamast. Vaatleme
mingit suvaliselt valitud konkreetset momenti ¢ ja tdhistame siim-
boliga P(t¢) toendosuse?, et uuritav blokk momendil ¢ veel t66-
tab; suurust P(f) nimetame siis bloki tookindluseks. Sageli on
otstarbekas kasutada bloki iseloomustamiseks ka tGendosust, et
ta on kuni momendini ¢ riknenud; tdhistame selle tdendosuse
siimboliga Q(#). Ilmselt on P(%) ¢ suhtes monotoonselt kahanev,
Q(?) aga monotoonselt kasvav funktsioon (vt. joonised 1 ja 2),
kusjuures igal ajamomendil ¢ kehtib voGrdus:

Q) =1—P(2). (1)

18w R

|
|
|
0 m

Joonis 1. Joonis 2.

Téahistame siimboliga X uuritava bloki «eluea», s. t. tema tor-
geteta tootamise kestuse. Siis on X juhuslik suurus, mille jaotus-
funktsiooniks on Q(¢):

Q(f) = P(X <) = Fx(t).
2 Vajalike tGendosusteooria-alaste moistetega tutvumiseks vt. niiteks

E. Tiit. Mis on tdendosus? — Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 74—90, X,
ik. 70—88 ja XI, lk. 86—95.
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(Toepoolest, Q(¢) oli meil defineeritud tdendosusena, et blokk
on kuni momendini ¢ riknenud, s. t. tema eluiga on lithem kui
ajavahemik pikkusega £.) Juhul kui bloki riknemine v6ib toimuda
mistahes ajamomendil, on meil enamasti tegemist pideva ja dife-
rentseeruva funktsiooniga Fy(f) ning me voime leida ka bloki
eluiga X iseloomustava toendosuse tiheduse

. d
[x(t) =~ Fx(1).

Uheks bloki tookindlust iseloomustavaks lihtsaks suuruseks.
on selle bloki keskmine té6aeg EX, mida sageli tdhistatakse ka
siimboliga T ning mis on arvutatav seosest:

T — EX — [tic(t)dt. 2)

Integreerimisrajade valikul pidasime silmas asjaolu, et blokk
tootab alates momendist #==0, mistottu ¢ negatiivseid vaartusi
ei ole integreerimisel vaja arvestada (fyx(¢) =0, kui ¢ <0).
Kasutades ositi integreerimist, saame valemit (2) monevorra lihtsustada;
votame [y (f)di =du, t=v; siis u=F({) =Q(f) =1 —P(f), dt =dv ja

[se]

—t. [l —P()] ‘T:_ f[i—P(t)]dt:—tP(t)loo +f P(t)dt.
0 )

0

Juhul kui
lim {P(t) =0, (3)
o>
saame edaspidiseks kasutamiseks mugavama seose:
T= .?P(t)dt. (4)
0

3. Eksponentsiaalne jaotusseadus. On sclge, et erinevate
detailide ja erinevate too6tingimuste korral on juhuslik suurus
X ning vastavalt ka seda iscloomuslavad karakteristikud erine-
vad (vi. jooniseid 1—4, kus on csitatud moned (dipilisemad
juhud). Joonisel 1 on kujutatud bloki {66kindluse funktsioon,
joonistel 2 ja 3 aga bloki eluea jaotusfunktsioon; (joonistel I ja
2 on esitatud thesugusele jaotusele vastavad karakteristikud);
joonis 4 kirjeldab bloki eluea tihedusfunktsiooni. Paneme tdhele,

Q Al
[ N
o T-m?
_ 1 247
e T

05— —{ 00 1= 7o
| i ) I
I ' |

L TSRS e - r
0 M -7 --7 - - -E-—

Joonis 3. Joonis 4.



et joonistel 1 ja 2 esitatud juhuslik suurus muutub teatud méttes
iihtlaselt kogu aja ¢ viltel; joonisel 3 esitatud jaotusega blokki
iseloomustab esialgu suur todkindlus (riknemise toendosus on
kaunis pika perioodi véltel praktiliselt vordne nulliga), millele
jadrgneb kindel riknemine suhteliselt lithikese ajavahemiku val-
tel. Sageli esineb blokkide korral ka joonisel 4 esitatud olukord:
tooperioodi alguses on bloki riknemise tdendosus suhteliselt suur
(varjatud defektide ilmnemise arvel), sellele jdrgneb teatud sta-
biilsuseperiood, mille véiltel bloki téokindlus on suur, seejirel
algab bloki «vananemine», mil riknemise tdendosus jille suure-
neb. .
Moningatel juhtudel on aga varjatud vigade ning «vanane-
mise» moju bloki téokindlusele niivord viike, et me voime selle
arvestamata jitta. ,

Leiame naitena bloki todkindluse funktsiooni eeldusel, et selle bloki rikne-
mine ajavahemiku [#;, #3) jooksul soOltub iiksnes selle ajavahemiku pikkusest
t; — f; ning ei s6ltu bloki senise 166 kestusest f. ‘

Vaatleme mingit kolme ajamomenti ¢, ¢, ¢35, kus 0 < f <y <tfs Siind-
mus, et detail ei rikne ajavahemiku [#,, #3) viéltel, on (eelduse pohjal) kahe
soltumatu siindmuse korrutis; nendeks siindmusteks on detaili té6korras piisi-
mine ajavahemike [#,, #3) ja [fs, f3) jooksul. Tdhistame siindmusele, et ‘detail
pisib toékorras ajavahemiku [, tj) viltel, vastava tGendosuse siimboliga

G(t;—t), seega 1 —P(t;<X<t)=GC(t;—1t) (G, j=1,2 3 i<j).
Toendosuste korrutamise teoreemi pohjal saame seose:
G(ta—t) =G(ts— 1) - G(a—1). (5)

Pole raske niha, el seost (5) rahuldab iihe lihtsama funktsioonina funktsioon
G(x) = e—dx; .
G(ty—t)) — e—h(ta—tl) _ e'—?v(fa'—fz)“x(tz—tl) _
— MBI Gy 1) G (1, — 1),
kust leiame:

P(ty=G(t-—0) = e,
Selleks, et funktsiooniga G(x) viljendatud suurus oleks tGendosus, (s. t.
0< G(x) <1, kui x>0), tuleb nouda veel, et 42 >0. Siis

QUy=1—Pt)y=1—c™ (>0

ning juhusliku suuruse X toéendosuse tiheduseks on

{ie_M, >0

0 , <O
Niisugust juhusliku suuruse X jaotust nimetatakse eksponent-

siaalseks jaotusseaduseks. Eksponentsiaaljaotusega bloki kesk-
mise eluea leiame valemist (4): '

Fx(t) =

T = [edt — % : (6)

0
siit ilmneb, et bloki keskmine eluiga on pdordvordeline parameet-
riga A, mida nimetatakse bloki riknemise intensiivsu-
seks.
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4. Bloki kuum reserveerimine. QOletame, et meil on tegemist
mingi siisteemi funktsioneerimise seisukohalt vidga olulise ele-
mendiga, mille riknemise t6endosuse mingi fikseeritud ajavahe-
miku véltel peame muutma kiillaldaselt viikeseks. Uheks koige
enam kasutatud vodimaluseks selle eesmérgi saavutamisel on
vaadeldava elemendiga paralleelselt mingi arvu n samasuguste
elementide to0sserakendamine (vt. joonis 5). Kui koik need blo-
kid tootavad ilihesuguses reziimis, siis fitleme, et meil on tegemist
kuuma reserviga. Vaadeldavast n -1 blokist (ka elemendist)
koosnevat siisteemi nimetatakse ka reservsolmeks. Leiame reserv-
solme tookindluse P,y (#) suvalisel ajamomendil ¢ ning solme
keskmise eluea.

Kuna ks blokk riknes ajamomendini ¢ toendosusega Q(%),
koik blokid aga todtavad soltumatult, siis toendosus selleks, et
kuni momendini ¢ rikneksid koik blokid, on [Q (¢) ]**!, ning tdendo-
sus selleks, et reservsdlm (s. t. vidhemalt iiks blokk) ajamomen-
dil ¢t veel toodtaks, on

Pru(t) =1 —[Q () ]™.

Leiame P, (f) vdidrtuse eksponentsiaaljao- [ [

tusega blokkide korral: PRRLY P pee M
—At 1
Pop(ty=1—[1—e ™ T T
ja kasutades valemit (4) arvutame ka reserv-
solme keskmise eluea:
o At it Joonis 5.
Tpp= fI1—(1—e )" at.
0
—At N =M 1 dz
Teostades muutuja vahetuse | —e =2z, dz = ie at; dt = 7 1 —2
saame:
1 1
1 1 —zn+! 1
TH-H:_Z_/—I__dZ:—f (zr +zn .+ 1)dz=
| 0 = (7y
—1{1
l ( Eary + - n+1 )

Nieme, et valemis (7) paremal asuv summa voib saada kui-
tahes suureks piisava hulga liidetavate korral3 seega saab
kuuma reserveerimise abil muuta reservsdlme téokindlust kui-
tahes suureks. Selleks on aga vaja suurt arvu paralleelselt t560-
tavaid blokke, sest iga iiksiku bloki lisamine (eriti nende suure
arvu korral) muudab solme keskmist té6aega vdga vidhe (vt.
joonis 6). Seetdottu on kuum reserveerimine kiillaltki vdhe o6ko-
noomne ning leiab kasutamist eeskdtt vaid sellistel juhtudel,
kui bloki lithiajalinegi véljalangemine ei ole lubatud.

3 Vi E. Tiit. Arvridadest. — Matemaatika ja kaasaeg, VII, lk. 58—68.
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Ry (1)=1~(1-e" A1)’
"%

fos
l
02 |
I
1 \ 3 n
10 50 100 183 ‘ 300 400
‘m) ‘mp) t, tundi
Joonis 6.

5. Bloki soe reserveerimine. Teine voimalus bloki tookind-
luse suurendamiseks on tema nn. soe reserveerimine. Sel puhul
ei todta reservelemendid tiie mtensuvsusega ning nende rikne-
mise tdendosus on sedavord vdiksem ja keskmine eluiga pikem.
Péarast pohibloki riknemist liilitub tema asemel t&0sse reserv-
blokk, mis selleks ldheb kergendatud koormuselt file t&diskoor-
musega tddle.

Leiame reservsdlme tookindluse n sooja reservbloki korral, kusjuures eel-
.dame, et ka reservblokkide eluiga F(f) on eksponentsiaaljaotusega

F(ty =1—e "

ming sooja reservi tédsselillitumine toimub absoluutselt kindlasti ning kaduvvéi-
kese ajavahemiku jooksul. Toendosus reservsdlme riknemiseks kuni hetkeni
t avaldub korrutisena:

(=) =",
kust leiame valemi (4) abil ka solme keskmise tijéaja'

_]:n+l f [1 _(1 —At)( _e'—vi ]df f[ e"‘Vt)n] dt+

+f vt n —M dt.

Esimese integraali saame leida valemist (7); teise liikme arvutame:
[ee]

n o]
Ju—e e ™Mar— 31 (—1)Fch pemttHhar—
0 = 0

st~y
¥2 " ook 4 ’

k=0

T 1 n a1
Tpp=—\1+. '; + 3 (—1)"Cy P

h=0

seega
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Vordlus valemiga (7) néitab, et kui reservbloki riknemise inten-
siivsus v on oluliselt vdiksem kui t6obloki riknemise intensiivsus
A, siis on sooja reserviga sdolme keskmine eluiga kiillalt palju
suurem kuuma reserviga sbolme keskmisest elueast. Peamiseks
puuduseks sooja reservi rakendamisel on asjaolu, et detailide
automaatseks vahetamiseks ldheb tarvis lisaseadmeid, mille rik-
nemisvoimalus vahendab reservsdlme t66kindlust. Ulalvaadel-
dud mudelis eeldasime kontrollseadmete ja timberliilitite absoluut-
set tookindlust — see eeldus aga pole iildiselt digustatud.

6. Bloki kiilm reserveerimine. Erijuhu soojast reservist moo-
dustab kiilm reserv, s. t. reservblokid, mida me vaatleme abso-
luutselt tookindlatena kogu reservis viibimise aja véltel, nii et
rikneda voib iliksnes pohiline té6blokk. Eeldades (nagu eelne-
valgi juhul) ka kontrollseadmete ja {imberliiliti absoluutset:
tookindlust, saame n kiilma reservblokiga solme keskmise eluea
leida lihtsalt keskvédértuste summana:

n-+1
P

Kahtlemata on selline reserveerimise moodus keskmise t&o-
dja seisukohalt 6konoomseim; kahjuks ei ole aga tegelikult iildse
voimalik luua absoluutselt to6kindlat reservi isegi mitte blokki-
dest, mida iildse ei koormata. Pealegi pole kiilm reserveerimine
moeldav blokkide korral, mille rivist véljalangemine ei ole luba-
tav, sest ka hetkeline vahetus pole tegelikult realiseeritav.

Tn+1: (f’l—I— I)T:

7. Reservide taastamine. Moningate reservsdlmede puhul on
voimalik sOlme tootamise aja véltel remontida riknenud blokk,
taastada (enam voi vdhem tdielikuit) selle endised omadused
ning litlitada ta uuesti t6osse (harilikult esialgu reservblokina,
hiljem aga vastavalt vajadusele pohiblokina). Selliste reserv-
susteemide tookindlus on kahtlemata suurem kui sama reserv-
blokkide arvuga mittetaastatavate reservsdlmede téokindlus, kus
reservi pideva kahanemise tagajirjel see varem voi hiljem téie-
likult ammendatakse ning siis blokkide riknemine pohjustab
juba paratamatult solme avarii. Tuleb aga maérkida, et taasta-
tava reserviga siisteemide matemaatiline kirjeldamine on mone-
vorra keerukam, sest siisteemi 166 soltub veel blokkide remondi
ajast (see on samuti juhuslik suurus; monikord soltub remondi
aeg veel taiendavalt bloki «jdrjekorras» ootamise ajast enne
remondi algust jne.). Taastatava reserviga siisteemis tekib avarii
ka siis, kui juhuslikult rikneb {iksteise jirel mitu blokki, nii
et reserv ammendatakse, voi viibivad reservblokid liiga kaua
remondis. Selliste solmede tockindluse tostmiseks on peale
reservi arvukuse suurendamise vdimalik kiirendada ka blokkide
remonti, vajaduse korral suurendades «remondibrigaadide» arvu.
Moningatel juhtudel (nditeks liikuvad objektid — lennukid, autod,
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taketid) ei ole taastatav reserv aga praktiliselt rakendatav.
Kiesolevas iilevaates ei ole meil ruumi piiratuse tottu sellele
reservitiiiibile voimalik rohkem tdhelepanu piihendada.

t56blkk

W tohlokk

kuum resery

kuum reserv umberlilimisel

]
] ,; alev blokk
J

umberlilimisel

olev blokk Sve reserv’

Soe reserv

Joonis 7.

8. Kombineeritud reserviga siisteem. Sageli kasutatakse siis-
teeme, kus tootab paralleelselt p iihesugust blokki, kusjuures koéigi
funktsioneerimine on siisteemi normaalse t66 jaoks tarvilik. Sel
juhul on otstarbekas luua koigile neile blokkidele {ihine reserv,
kust iiksiku toobloki véljalangemise korral see (jdrjekorras esi-
mese) reservblokiga asendatakse (vt. joonis 7). Tuleb jallegi eel-
dada, et kontrollsiisteem ja iimberliiliti to6tavad absoluutse kind-
lusega (voi arvestada siisteemni kirjeldamisel ka nende riknemise
voimalust).

Vaatleme nditena siisteemi, mis koosneb £ tooblokist, m blo-
kist kuumas reservis ning n blokist soojas reservis. Eeldame, et
kontroll- ja liillitusseadmed on absoluutselt téokindlad. Olgu
blokkide eluead eksponentsiaaljaotusega, kusjuures tooreZiimis
olgu riknemise intensiivsus A, reservreziimis p < 1. Reservbloki
iileminek soojast reziimist kuuma reziimi toimub mingi juhusliku
aja Z valtel, mille jaotust me siisteemi taielikuks iseloomustami-
seks peame teadma; samuti tuleb arvestada seda, et blokk vo6ib
ka iimberliilitamise vdaltel rikneda. Kui eeldada, et vahetus toi-
mub ildiselt Iopliku pikkusega ajavahemiku viltel, tuleks arves-
tada ka vahetuse ajal riknemise toendosust. Arvutuste lihtsusta-
miseks eeldame siin aga, et vahetus toimub hetkeliselt.

Siisteemis mingil ajamomendil ¢ sdilinud reservblokkide arvu
iseloomustame siisteemi teatava olekuna. Olukorda, et siisteem
sisaldab (vaadeldaval momendil) ¢ kuuma ja ! sooja reserv-
blokki, viljendame, Geldes, et siisteem on olekus A,. Ulalkirjel-
datud siisteemi jaoks on vodimalikud jargmised olekud:

Am,n (151—1t601ek)7 Am,n—ly e aAl‘n,lv Am,O» Am—l,Oa REPEO
., A1, Ago, B (avariiolek),
kusjuures siisteem saab igast olekust minna iiksnes jdrgneval
kohal asuvasse olekusse ning ldbib aja jooksul paratamatult koik
kirjeldatud olekud (hargnematu protsess). Siinjuures ei soltu siis-
teemi jargmine olek sellest, milline blokk rikneb jargmisel sam-
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mul: kas pohiline, kuuma voi sooja reservi kuuluv. Teisiti oleks.
olukord siis, kui blokkide paigaldamine toimuks mingi Iopliku
pikkusega ajavahemiku viltel, siis on alati siisteemi jaoks mitu
erinevat arenguvoimalust: esiteks on voimalik, et enne jédrjekordse
sooja reservi kuuluva bloki kuuma reservi reziimi liilitumist rik-
neb jidrgmine pohiline voi kuuma reservi blokk, teiseks on voima--
lik, et enne jarjekordse bloki riknemist jouab kuum reserv taas-
tuda (vt. joon. 7).

9. Kombineeritud reservsiisteemi tookindlus. Leiame vaadel-
dava siisteemi jaoks iihest olekust teise iilemineku toendosused..
Selleks arvutame tingliku toendosuse bloki riknemiseks ajavahe-
miku [, ¢+ At) viltel tingimusel, et see blokk tod6tas momen-
dil ¢

Tingliku toendosuse arvutamiseks kasutame valemit 4

P(AB)
P(A/B) = ———,
P(B)
kus A on siindmus, et ajavahemikul [f, f- Af) blokk riknes, B aga siind--
mus, et hetkeni 7 oli blokk korras. Siis
PB)=1—PX<f)=e ™, PA)=PAB)=Pl<X<i+4t)=

— oM __ g MEHAY)

Seega
e e —1 —1
P(A/B) = = . At & (e—Mt) ' — . At =1AL.
oM At e At oM
Samal viisil ndeme, et soojas reservis oleva bloki ajavahemikul [Z, f--
+A4¢) riknemise tGendosus on »A¢ Et siisteem, mis viibib olekus A, sisaldab-
g blokki kuumas reservis ja [ blokki soojas reservis, saab olekusse A,
minna kas iihe tdobloki, kuuma reservi bloki vdi ka {ihe sooja reservi bloki
riknemise tagajérjel, siis
P(A,—~A,, 1) = [(g+ k)2 + 1At + o(4l).
Arvestame siin, et tdendosus kahe bloki riknemiseks sama ajavahemiku
[t, t4- At) viltel on ajavahemiku Af suhtes korgemat jirku Iopmata véike:

suurus.
Saame leida ka tingliku tGendosuse selleks, et siisteem oleks olekus Aqf,,

ajamomendil ¢+ Af, kui ta on olnud selles olekus ajamomendil ¢:
PA,>Ay) =1—PA,>A4,, ).

Téhistame tdendosuse, et siisteem oleks ajamomendil ¢ olekus Aql, siimboliga:
qu(t). Siis saame:
Pyt at)= P () [1 — P(Ag > Ay )1+ Py s () - P(Agg > Ag),
ning asendades {ileminekute tGendosused nende viidrtustega, leiame:
Po(t+ At)— Py (t)=—Pgu(t) [ (9 + k)4 -+ Iv]At +

+ Pg, ml(g+ R)A+ (L + 1)v]At 4 o(A?). (9)

* V. A Ther. Ménda informatsiooniteooria pohimdistetest. — Mate-
maatika ja kaasaeg, XIII, k. 27—34.
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Jaganud vorrandi (9) mélemad pooled suurusega Af ja teostanud
piirprotsessi Af{ > 0, saame:

P () = —Pu(®)[(g-+R)A =4 W]+ Py il (g4 k)2 -+
4 (L3 )] (10

Analoogilise vorrandi saame leida iga siisteemi tocoleku A, tde-
ndosuse Kkirjelduseks soltuvalt ajast ¢. Ka siisteemi avariioleku
toendosuse Q(¢) momendil ¢ vbime leida:

Q'(f) = P (1) kA. (11)
Vorranditest (10) ja (11) koosneva siisteemi integreerimisel

leiame siisteemi iga oleku A, jaoks selle tdendosuse aja ¢ funkt-
sioonina. On lihtne ndha, et vastav tdendosus avaldub kujul

P () — ai e lrmidnvlt | az je(hrmitn—tplt 1
_I'as e_[(k+q WHIV]E -+ A (S =m-n _(l + l]))

kus a,,,i ja A on reaalarvud, mis soltuvad A4 ja v konkreetsetest
vidrtustest. Samuti on pérast koigi toendosuste P, (¢) leidmist
voimalik leida siisteemi t66kindlus mistahes ajamomendil :

P(t) =1 — Q (t) — bhle—l(k+m)rAtnv]t + b2e—[(h+m)A+hv]t _|_ .
.+ pm+np—hit + B.

Siinjuures tuleb vorrandisiisteemi lahendamisel kasutada loomu-
likke algtingimusi:
P(0) =1,
s. t. siisteemi téolerakendamise momendil on tema téékindlus 1, ja
lim P (¢) = 0,
t—>o00

sest lopmata pika ajavahemiku moédédumisel rikneb siisteem kind-
lasti.

Praktiliseks kasutamiseks rakendatakse siisteemi tédkindluse
médramiseks mingi reservide kombinatsiooni jaoks arvutatud
kordajate ai ja b tabeleid. Néditena toome siin kordajate véartu-
sed juhul m=1, p=1, n=0, 1, 2, kusjuures on eeldatud, et
bloki iileminek soojast reservist kuuma reservi toimub juhusliku
aja viltel, mis allub eksponentsiaaljaotusele F(f) =1 — e (vt.
tabelid 1 ja 2). Sageli kasutatakse siisteemi t66kindluse méarami-
sel vastava arvutustéd komplitseerituse tottu ka graafikuid ning
nomogramine.

Leidnud siisteemi téokindluse P(f), saame lahendada mitme-
suguseid praktilisi iilesandeid. Ndiiteks voime valemist (4) leida
siisteemi keskmise eluea; olgu meil teada, et siisteem peab funkt-
sioneerima mingi ajavahemiku [0, T] véltel; meil on voimalik
leida toendosus selleks, et see siisteem selle aja valtel torgeteta
t66tab. Voib ka esineda vastupidine iilesanne: siisteem peab t66-
tama tookindlusega, mis on suurem kui 1 —e; voime leida aja,
mille jooksul siisteem on vdimeline sellise téokindlusega funkt-
sioneerimiseks.
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Monevorra komplitseeritumad probleemid tekivad seoses reser-
vide planeerimise ja optimiseerimisega. Olgu nditeks antud aja-
vahemik [0, T], mille viltel siisteem peab t66tama téckindlusega
P(T)>1—e. Ulesandeks on maéairata reserv, mis tagaks vastava
tookindluse, olles sealjuures teatud mottes (kas hinna, kaalu vm.
suhtes) optimaalne. Esitatud probleem kuulub tdisarvulise planee-
rimise valdkonda ® ning selle lahendamine on sageli seotud tosiste
matemaatiliste raskustega; seetdttu kasutatakse sageli ligikaud-
seid (intuitiivselt voi graafilisel teel leitud) lahendeid.

Tookindluse, sealhulgas ka reserveerimisprobleemide suure
rakendusliku tdhtsuse tottu toimub praegu selles valdkonnas
intensiivne uurimistdo, kusjuures rakendatakse laialdaselt kaas-
aegse matemaatika mitmesuguste harude tulemusi ning moodsai-
mat arvutustehnikat.

Tabelis 1 vaatleme juhtu, kus bloki iileminek soojast reservist kuumreservi
toimub juhusliku aja valtel, mis olgu eksponentsiaaljaotusega we—nt; m on
t6oblokkide arv, p — kuuma reservi ja n — sooja reservi blokkide arv.

Tabel 1.

Qty =e M oo™ 4.
m=1, p=1, n=1.

—(@Ady - —oa¢ —At
Q(t) = Bye GAIE . Bige (A+u+v)t+ Bje "+ Bye T+ 1

b _ QuA . s 2uA? .
B v(w—2a) () N w—2) g+ A—p—n) "’
B —_ (20 —v(A—p—2v)] B 2[pd + (A +») (p+-»)]
! vh—u—r) (A 4) (e-t)
m=2 p=1 n=0.
Qty= 207 3o )
m=2 p=1, n=1.
—2At

) — ) —(2A4- \ —3At
Qit) = Cpe MW ) ML 0 e ™M Cye
—6uA? § —Bui?

+ b

— T Cyg ==
=1t (6 —2) (4 ) (A—p—»)
o sy —p—n] . B2t G (k)]
v(A—u—) o (A4 v) (& +»)

Tabelis 2 vaatleme kiilma reservi juhtu: blokid riknevad iiksnes tddole-

kus vo6i kuumas reservis viibides. Uleminek kiilmast reservist kuuma toimub
samuti kui tabelis 1 vaadeldud juhulgi.
Tabel 2.

m=3, p=1 n=0.

Q(f) = 36 M _ 05,

5 Vt. U. Kaasik, E. Tamme. Laadimisiilesanded. — Matemaatika ja
kaasaeg, XII, lk. 64—72.
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m=3, p=1, n=1.

Q) = —[4g + Aytle ™M — Doe ™4 e T,
2 (4p? — 8l + 22 64 622
4 - (4u @+ ) LA = AH . Dy ———; G =09
(0 —2)2 w—2 (w—2)"

o

m=3 p=1, n=2
Q(t) = —[Ag + Ayt + Agr2]e ~M _[Dy - D] @I L G,
2 (13uf — 52243 + 75427 — 10A% 4 2%)

Ay = >
’ (u—A)*
62w (Au2 — 1124 - A2) A 942u2
1 7= (;L—T)a o A2 (lt—l” )
642 (u2 — 14Au —+ 422 1822
Dy e DA 4R ) . p = . G=or
(w—2)4 (w—2)3

INIMENE ~ ARVUTI

Siin toodud skitsid on voetud ajakirjast «Life», kus arvuti t66 pohietappe
kirjeldades vorreldakse neid inimaju tegevusega (etappide nimetused on skit-
sidel jdetud tolkimata selle kurva asjaolu rohulamiseks, et eesti keeles pole
vastavad — ja paljud teised — terminid veel vélja kujunenud).

ouTPUT

PROCESSING

[. Samuti nagu inimesele, tuleb ka arvutile kéigepealt anda {ilesanne

ning selle lahendamiscks vajalik informatsioon (input — sisseviimine, sisen-
damine?). 2. Kogu vajalik informatsioon salvestatakse sobivalt korrastatud
kujul vastavas scadmes (memory — milu, salvesti?). 3. Ulesande lahenda-

mine toimub informatsiooni to6tlemise teel, siin erinebki arvuti ja inimaju
tegevus kbdige rohkem: arvuti todtleb informatsiooni vaid programmeerua

poolt antud loogika kohaselt (processing — too6tlemine, . . ... ... ..7? ?).
4. Olles iilesande lahendanud, teatab arvuti tulemused kas tritkkimise, perfo-
reerimise vms. teel (oufput — viljaandmine, vdljundamine?).
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KAKS PAHKLIT MAJANDUSKUBERNEETIKALE
KATKIHAMMUSTAMISEKS

R. Mullari

Umbes veerand sajandit tagasi, kui olin veel vaid moni vers-
sok iile meetri pikk, oli mul {iks suur probleem — «tiinniprob-
leem»., Ma ei suutnud kuidagi moista, kuidas on kiill v&imalik
suhteliselt lihtsate tehniliste vahenditega teha tiinne ehk teiste
sonadega sobitada koveraid lauajuppe peaaegu absoluutse tép-
susega teineteisega kokku, nii et vesi vahelt 1dbi ei tule? Tea-
tavasti imbub vesi 1dbi ju pisimastki praost, tiinne tehakse aga
juba ammust ajast ja sugugi mitte ainult kdige arenenuma teh-
nikaga maades. Kui ma seda asia mone «suure» inimese kiest
kiisisin, kehitas see tavaliselt arusaamatuses olgu ja iitles, et
«selleks on olemas vastavad riistad».

Léks hulk aega ja mottet6dd enne, kui ma aru sain, et tegeli-
kult on asi péris lihtne ja mingit «peaaegu absoluutset tdpsust»
pole siin vaja. Olin oma kogenematuses jatnud kahe silma vahele
ithe olulise teguri — puu paisumise niiskumisel, mis iseenesest
pressib kinni koik mitte eriti suured praod tiinnilaudade vahel.
«Suurtele» inimestele oli see paisumine aga niivord loomulik néh-
tus, et nad ei suutnud lihtsalt kujutleda, nagu voiks sce kellelegi
mérkamatuks jddda.

See lugu on opetlik selle poolest, et analoogilisse olukorda voib
sattuda iga teoreetik, kui ta hakkab lahendama otsesc praktilise
tdhtsusega iilesandeid. Tarvitseb teoreetikul jatia vaid ks prak-
tikas oluline tegur arvestamata voi arvestada seda milte kiillal-
daselt, ebadigesti, kui kogu tema poolt loodud teooria (olgu see
kuitahes teravmeelne ja seesmiselt range) jadb antud kiisimuses
— mille jaoks ta oOieti loodud oligi — praktiliselt peaaecgu vaar-
tusetuks, voib-olla isegi naeruvdarseks. Ja harva suudab siin moni
igipoline praktik, kes oma igapdevases to0s-tegevuses ilma siiga-
vamalt jarele motlemata, sageli lihtsalt pdrandatud kogemusi
kasutades mitteteadlikult arvestab enam-vdhem vastuvoetavalt
koiki olulisi tegureid, teoreetikule kitte ndidata, mida see just on
kahe silma vahele jidtnud. Praktik ei suuda moista, et keegi voib
temale nii ilmseid vdi harjumusepiraseid asju mitte mérgata. Ja
iildse on talle viga voorastav teoreetiku kogu iilesandeseade,
lahenemisviis ning terminoloogia. Vaib iitelda, et nad konelevad
erinevaid keeli.
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Kujutleme korraks, et ma oleksin poisikesepGlvest alates asu-
nud looma vastavat «tiinnitootmise teooriat» (puu paisumist, elast-
sust jms. arvestamata) ning sellest ldhtudes konstrueerinud ka
vastavad kallid ja keerulised tehnilised seadmed. Kas see teooria,
— kui ta oleks tulnud ka seesmiselt vdga range ja vasturdiki-
vusteta — oleks voinud pretendeerida nimetusele «teaduslik tiin-
nitootmise teooria»? Ja millist kasu oleks {ildse olnud kogu sel-
lest teooriast ning tehnikast?

Alaks, kus minu arvates voib-olla koige rohkem puututakse
kokku mitmesuguste seda laadi «tiinniprobleemidega», on mate-
maatiliste meetodite rakendamine majanduse, iiksikute ettevotete
t66 jms. juhtimisel. Siin on tegemist viga mitmetahuliste ndhtus-
tega, mis soltuvad iipris paljudest asjaoludest. Kes oskaks kiill
dra naidata, missugused neist on just olulised ja kuivord nad
seda on ning kuidas tuleks neid matemaatilises vormis prakti-
kale vastuvoetaval kujul kirja panna! Liiatigi on majanduse juh-
timine praegu veel peaaegu téielikult praktikute parusmaa, teadus-
like meetodite poolt s66tis.

Upris sageli on asi nii, et teoreetik, vottes aluseks oma kiil-
laltki {ildise ja ebatdieliku ettekujutuse majanduse juhtimise
tegelikest iilesannetest, koostab vastava matemaatilise mudeli,
uurib seda, toestab mone teoreemi ja avaldab oma t66 teadusliku
artiklina. Voib olla kaunikesti kindel, et ta oma mudeli koosta-
misel koike olulist vajalikul maédiral arvestada ei osanud voi
midagi hoopiski kahe silma vahele jéttis, mille tulemusena tehtud
160 osutub jirjekordseks «tiinniteooriaks». Toelist vddrtust saab
sellel t661 olla vaid puhtmatemaatilisest kiiljest, ning sedagi
ainult siis, kui vastava matemaatilise mudeli uurimisel on kasu-
tatud uut ldhenemist voi uusi teravmeelseid votteid. Tavaliselt
aga saavad niisugused t66d tunduvat hinnaalandust just selles
osas, tdnu oma «suurele praktilisele vdartusele» (!).

Kuidas siiski jouda selgusele, kas me monda iilesannet lahen-
dades tegeleme «tiinniteooria» loomisega voi mitte? Selguse saab
anda ainult kontroll praktikas, ja mitte niivord tagantjdrele, kui
just to6 enda kdigus. On ju nii, et kui «tiinniteooria» on juba
valmis, siis ei piisa asja parandamiseks ainult moénede tidien-
duste sisseviimisest, vaid iildiselt tuleb kodik uuesti teha. Seega
on majanduse juhtimise matemaatiliste meetodite rakendamine
praktikas iihtlasi ka nendesamade meetodite teoreetilise viljatoo-
tamise eelduseks. Et piddseda siin tekkivast «surnud ringist»,
tuleb kogu t66 nende meetodite viljatootamisel jaotada etappi-
desse. Esimestesse etappidesse on tarvis koondada lihtsamate,
tagasihoidlikumate, vahemale pretendeerivate, enamasti vaid
puhtinformatiivset laadi iilesannete lahendamine, hilisematesse
etappidesse aga tosisemad «pdhklid», mille katkipuremine nduab
juba siigavamat asjatundmist, eelnevast t66st saadud kogemusi.
Siinjuures on motet jargmise etapi toode iiksikasjalikule teosta-
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misele asuda vaid pérast eelmise etapi téode tegelikku rakenda-
mist praktikasse — alles siis, kui oleme veendunud, et vdhemalt
silamaani ei ole meil tegemist «tinniteooriagas.

Pohimottelisest kiiljest on see koik muidugi vdga lihtne, kui
me aga hakkame siin visandatud programmi ellu viima, muutub
olukord vastupidiseks. Sellel on mitmeid pohjusi. Kdige olulise-
maks ja méidravamaks on raskused, mis tekivad pérast iga etapi
iilesannete teoreetilist lahendamist saadud tulemuste rakendami-
sel tegelikku praktikasse. Kui néditeks fiiiisik ja keemik saavad
iildiselt ning suhteliselt kerge vaevaga ise luua endale kdepadrase
«miniatuurse praktika» laboratoorsetes tingimustes, siis majan-
duskiiberneetiku praktikaks saab olla pohiliselt ikkagi ainult majan-
dus ise. Vaese majanduskiiberneetiku osaks langeb kondida moodda
ettevotteid ja asutusi, veendes praktikuid oma ettevotmiste oig-
suses, ndha (lildreeglina) kurja vaeva mitte kiillalt korras olevate
algandmete massiividega ja ka mitte kiillalt t6dkindlate voi mitte
kiillalt voimsate elektronarvutitega, jddda lisaks sellele holmapidi
kinni nii monegi paragrahvi konksu otsa, komistada mitmesugus-
tele midrustele, stimuleerimissiisteemidele jne.

Kodige hullem on aga see, et sellistes toimetustes on kerge kao-
tada puude tagant metsa pilt hoopiski silmist ja lopeks hakata
pidama just «tiinniteooriate» loomist selleks digeks teadusetege-
miseks. Kehtib ju selline oma lihtsuses otse kiitkestav valem:
pliiats -+ paber + matemaatika -}- majandusalane terminoloogia =
majanduslik «tfinniteooria» (opltimaalne). Lisame siia juurde veel
matemaatiliste arutelude ranguse, ilu, nende vasturdidkima-
tuse ja — mis eriti oluline — laialtl levinud ning nii mitmegi
autoriteedi poolt toetatava arvamise, et matemaatika uurib tege-
likkust, et matemaatiline tode on samaacgscll ka «péris» {ode !, Ja
1oppeks, kellele ei meeldiks siis hakata otsemaid koostama opti-
maalseid, s.t. parimaist parimaid plaanc ja arvutaoma vélja seda
tohutut majanduslikku efekti, mis saadakse scllisel juhul, kui...
(Selle korval tundub Saaty kiill iisna armetuna oma viilega 2, et
operatsioonianaliifisi abil pitiitakse teha halvasti seda, mida muidu
tehakse veelgi halvemini!).

Samaaegselt on aga {ipris raske moista, miks niitcks kosmose-
uurijad kiill otsekohe optimaalset kosmoselacva piki oplimaalset
trajektoori Kuule ja tagasi ei saada, vaid sooritavad cnne suurel
hulgal praktilisi katseid, ldkitades véilja rakette kiill ini-
mestega, kiill ilma, kiill iimber Kuu, kiill iimber Maa, kiill kova,
kiill pehme kuundumisega. Ei tahaks kuidagi uskuda, et majan-
duse kui tohutult suure ja komplitseeritud siisteemi koéigiti har-
moonilise ning efektiivse 166 tagamine oleks pohimotteliselt liht-
sam kui kosmoselaeva ldkitamine Kuule ja tagasi.

P Vi «Kiri «Matemaatika ja tegelikkuse» autorile» kidesolevas kogumikus

(k. 127).
2 Vt. Malemaatika ja kaasaeg, II, lk. 46.
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Meenub aeg, kui me pollumajandus oli veel suhteliselt nige-
lal jarjel ning pdevakorras seisis organiseerimisvoimeliste majan-
dusjuhtide ja iildse mitmesuguste tublide spetsialistide suuna-
mine mahajdidnud kolhoosidesse. Tollal oli kiillaltki sageli kdibel
peaaegu iildmoisteks kujunenud véljend «koige mahajddnuma
rajooni koige mahajddnum kolhoos» (edaspidi Iliihendatult
kmrkmk). Sellega taheti rohutada kolhoosi ddrmist mahajddmust,
allakdimist, laostumist. Kui sagedased olid siis filmid, kus pea-
kangelane — noor voimekas korgema oppeasutuse [6petanud spet-
sialist palub end madidrata to6le mitte pealinna, vaid suunata
«kmrkmk-sse». Need filmid panid mind tollal pisut muigama.
Arvasin, et «terve moistuse» seisukohalt oleks olnud hoopiski
mojusam (igal juhul mitte vihem mojus) iitelda kmrkmk asemel
hoopis lihtsamalt — «koige mahajddnum kolhoos» (edaspidi
kmk).

Kas aga ilmselt ebaratsionaalse véljendi kmrkmk kasutamist
saab pohjendada ainult tavalise inimliku loogikaahtrusega voi
on sel nahtusel hoopiski siigavamad juured? Ja kas ta iildse ongi
ebaratsionaalne?

Nendele kiisimustele vastamiseks tuleks koigepealt analiiiisida,
kuidas kolhoosidevahelist paremusjérjestust (ja seega ka maha-
jdamust) tegelikult {ildse mddratakse. Kui on iegemist {ipris pal-
jude objektide (nditeks vabariigi kolhooside) jirjestamisega,
tehakse seda iildiselt ikka mingi kindla, kvantitatiivselt hélpsasti
avaldatava kriteeriumi jargi. Kolhooside puhul vbetakse aluseks
naiteks normipdevatasu. Kus viimane on koige viiksem, see kol-
hoos on koige mahajddnum. Lihtne!

Suhteliselt vdikese hulga objektide (nditeks vabariigi rajoonide
voi antud rajooni kolhooside) «paremusjdrjestuse» médramisel
hinnatakse neid aga juba mitte enam niivord formaalselt kui
sisuliselt, ja jarelikult digemini, arvestatakse oluliselt roh-
kem asjaolusid. On ju védiksemast hulgast hdlpsam saada iga-
kiilgset iilevaadet.

Ja nii ei ole midagi imestada, kui voib tekkida néiteks selline
paradoksaalne olukord, et kmk on kmk just sellepdrast, et seal
teostati ulatuslikke maaparandustéid vms. Normipdevatasu sel
puhul muidugi vdhenes oluliselt, kuid selle vdhenemise pohjused
otseselt antud formaalse kriteeriumi korral arvesse ei ldinud.
Niisugune kolhoos tegelikult ei pruugi sugugi olla eriti mahajaa-
nud, ta voib koguni olla oma rajoonis isegi esirinnas.

Nii siis voib — vastupidi «tervele mbistuseles — vilja tulla,
et kmrkmk on iildiselt radkides siiski mahajadnum kui kmk. Ja,
jarelikult, viljend «kmrkmks ei olegi nii ebaratsionaalne, loogika-
aher.

4 51



Majanduskiiberneetika iildisemate kiisimustega on see lugu
seotud selles mottes, et just siin on tegemist nditeks plaanide jar-
jestamisega mitmesuguste formaalsete optimaalsusekriteerimide
jargi. Majandust ennast huvitavad aga tegelikult, s.t. sisuliselt
parimad plaanid. Plaanide sisulist (kui koikvoimalikke asjaolu-
sid arvestavat) paremust ei osata ega suudeta aga kaugeltki
mitte otsekohe formaalsete kriteeriumidega kiillalt hdsti hinnata.
Pealegi voib igasugune praktiline eksperimenteerimine siin {ipris
kalliks maksma minna. Ja kes annaks iildse piisavalt voimalusi
sellisteks eksperimentideks? Ainult sisuline ldhenemine voib siin
16puks viia kiillalt heade formaalsete kriteeriumideni.

Seega, kui me ei taha luua «tiinniteooriaid», kui tahame, et
teadus toesti oleks tootlik joud — aga majanduskiiberneetika
nagu pretendeeriks sellele —, peame pahatihti tooma oma rangu-
ses ja ilus suurepdrased formaalloogilised arutelud ohvriks sisu-
listele aruteludele, ei tohi jdadgitult usaldada isegi koige lihtsa-
maid loogilisi mottekdike, peame koigesse suhtuma kriitiliselt.

Kahtlen, jarelikult olen olemas, nagu iitles Descartes.

RUNNO
MULLARI
7. XII 1931.—2. XII 1968.

«Matemaatika ja kaasaja» kdesolev number oli juba laotud, kui
saabus kurb sonum artikli autori surma kohta. Uksikasjalikuma
tilevaate R. Mullari elust ja téost avaldame «Matemaatika ja kaas-
aja» jdrgmises numbris.



KES-ON-KES TOUPI ULESANDED
(Kuidas lahendada keerdiilesandeid I)

0. Kaasik

Usna paljude ajakirjade ja muude viljaannete veergudel paku-
takse sageli lahendamiseks mitmesuguseid keerdiilesandeid. Neid
lahendavad meeleldi (vdi vahemalt piitiavad lahendada) nii noo-
red kui vanad, nii matemaatikahuvilised kui ka matemaatikaga
hoopis vaenujalal seisjad. Ja ega niisuguste iilesannete lahenda-
miseks vajalik nuputamine pole ainult ajaviide. Koos raske iiles-
ande lahendamisel saadava rahuldustundega on lahendaja ena-
masti alati ka midagi oppinud. Eriti kdib see just nn. loogiliste
keerdiilesannete kohta, mille lahendamine aitab harjutada ranget
jarjekindlust motlemisel, annab vilumusi keerulises olukorras
orienteerumiseks, varustab kogemustega asjade omavaheliste
seoste leidmiseks ja ... iihe sonaga, Opetab loogiliselt motlema.
Juba itksnes seetottu on ka tdiesti mittematemaatilistel keerdiiles-
annetel siiski tihe side matemaatikaga.

Keerdiilesannete lahendamine Opetab seega meile mondagi,
kuid nende {ilesannete lahendamist ennast kahjuks kuskil ei ope-
tata ja ega seda sona otseses mottes ei saagi opetada. Ei saa
nimelt anda iildisi reegleid, mille abil voiks kohe mistahes keerd-
iilesande lahendamisele asuda. Kuid veidi jirele moteldes ndeme,
et selliste reeglite puudumine polegi nii halb! Toepoolest, kui iga
keerdiilesande lahendamiseks tarvitseks vaid vastav reegel meelde
tuletada (voi késiraamatust jdrele vaadata), siis poleks nende
lahendamine enam sugugi nii huvitav.

Kuigi keerdiilesannete lahendamise tdpsed eeskirjad puudu-
vad, saab siiski anda vdga mitmesuguseid kasulikke ndpunéiteid.
Selliseid napunditeid on aga eestikeelses triikisonas seni fisna
napilt ilmunud.! Sellepdrast alustamegi kidesolevaga veidi ula-
tuslikumate artiklite sarja, mis seab oma eesmaérgiks vdhemalt

! Moningaid niisuguseid ndpunditeid voib leida naiteks raamatus: B. Kor -
dems ki. Matemaatilisi pdhkleid. Tln., 1960 ja artiklites: U. Kaasik. Loogi-
lised keerdiilesanded. — «Noorus» 1963 nr. 5, lk. 49—52; U. Kaasik. Loo-
giliste keerdiilesannete lahendamisest. — Mittestatsionaarne matemaatikakool,
1966, nr. 6 ja 7.



keerdiilesannete moningate levinumate liikide puhul kasutatavate
thfipilisemate lahendusvotete tutvustamise. Erilisi matemaatilisi
teooriaid nendes artiklites kiill esitada ei kavatseta, kuid mate-
maatikaga vahete-vahel ikka kokku puutuda tuleb.

Ed ES

Ed

«Kes-on-kes» tiliipi iilesanded moodustavad néihtavasti keerd-
iilesannete {ihe levinuma liigi. Nendes iilesannetes tuleb mdnin-
gate ndiliselt viheiitlevate ning iisna laialipaisatud andmete jirgi
leida isikute ametid, elukohad, sugulussidemed v6i midagi muud
taolist. Lahendamise kogu raskus seisneb sealjuures enamasti
just andmetevaheliste seoste lahtimotestamises ning iilesande
n.-6. «ndorga koha» {ilesleidmises (viimane osutub kiill tegelikult
keerdiilesannete peaaegu koikide liikide puhul kdige olulisemaks).
Eriti raskeks teeb aga lahendamise see, et nii andmeid kui ka otsi-
tavaid on reeglina vdga palju — kipub kaduma igasugune iile-
vaade.

Ulevaate kadumise oht viitab vajadusele leida sobiv meetod
andmete ja otsitavate vaheliste seoste siistematiseerimiseks. Tava-
liselt kasutatakse selleks otstarbeks mitmesuguseid graafilisi mee-
todeid, eeskidtt tabeleid, skeeme voi jooniseid. Suhteliselt koige
tuntumaks nendest meetoditest on {ilesandes esinevate néiitajate
vaheliste vastavuste tabeli koostamine. Alustamegi sellest.

Eriti lihtsaks osutub vastavuste tabeli koostamine selliste iiles-
annete korral, milles vastavusse seatavaid néditajaid on ainult
kaks, néditeks nimed ja elukutsed. Sel juhul omandab tabel néi-
teks joonisel 1 esitatud kuju, kus iga
lahter vastab iihele nime ja elukutse
paarile. Kui vahetult andmetest voi N §
lahenduse edasises kaigus selgub, et
mingi paar pole voimalik (s.t. vas- J&€a
tava nimega isikul ei saa vastaval p_ g~
elukutset olla), siis kriipsutame sel-
le lahtri 1dbi. Kui aga mingi paar on Soo
kindlaks tehtud (s.t. iihe isiku elukutse  JFnav
on selgitatud), siis mérgime vastava
lahtri néditeks ringikesega. Niipea kui Joonis 1.
mingisse lahtrisse on kantud ringike,
vOib vastava rea ja veeru koik filejadnud lahtrid kohe 14bi kriipsu-
tada. Kui mones reas voi veerus on jdanud veel vaid iiks 1dbikriip-
sutamata lahter, siis tuleb see varustada ringikesega.

Ainult tabeli sellise jarkjargulise puhtmehhaanilise tditmise
teel saab lahendada vaid iisna lihtsaid iilesandeid. Tavaliseit aga
jouame ikka olukorrani, kus vahemalt teatud hulgas ridades ja
veergudes on veel kaks v0i enam vaba lahtrit ning mingit -vahe-

54



tut voimalust ithegi lahtri tditmiseks enam ei onnestu leida. Sel
juhul tuleb hakata hiipoteese piistitama ja selgitama, kas nendest
tuleneb mingi vastuolu ldhteandmetega. Ka selles faasis on tabe-
list tavaliselt palju kasu, sest ta aitab hiipoteese siistematisee-
rida ning kiirendab kas vastuolu avastamist voi selle puudumise
pohjendamist.

Et kahe néitajate rithma korral voib vastavuste tabeli kasuta-
mist vist enam-vdhem {ildtuntuks lugeda, siis piirdume siin vaid
nditeiilesande esitamisega, jdttes lahendamise ({s.t. joonisel 1
oleva tabeli tditmise) taielikult lugeja hooleks.

Ulesanne 1. Pold, Raba, Soo ja Tdnav on neli meest, kelle elukutsed
(mingis jarjekorras) on praaker, rédtsep, sepp ja tisler. Leida igaiihe elukutse,
kui on teada, et: )

1) Soo ja Raba on naabrid ning soidavad alati koos tdole;

2) Soo saab rohkem palka kui Tdnav,

3) peaaegu alati, kui P5ld ja Raba malet méingivad, on viimane voéidukas;

4) praaker liheb tavaliselt jalgsi toole;

5) sepp ja ritsep elavad teine teises linna &ires;

6) tisler ja rdtsep on ainult dhe korra teineteist niinud;

7) rédtsep saab nii tislerist kui ka sepast rohkem palka.

Kui iilesandes esinevaid nditajate rithmi on rohkem, siis tuleb
juba koostada enam kui kahe sisendiga vastavuste tabel. Selliste
tabelite kasutamise meetoditega tutvumiseks vaatlemegi koige-
pealt iiht {ipris lihtsat néidet.

Ulesanne 2. Neli endist koolivenda — Mets, Jogi, Oja ja Pald elavad
niiid neljas erinevas linnas ning neil on erinevad elukutsed. Leida nende
meeste elukohad ja elukutsed, kui on teada, et:

1) rdtsep on kiill Parnus siindinud, aga praegu elab seal hoopis aednil;

2) samal ajal kui Jogi soitis oma Tartus ja Viljandis elavaid koolivendi
kiilastama, tulid talle endale kiilla aednik ja treial;

3) sepa nimi ei ole Mets ja ta ei cla Narvas;

4) Pold ei ole treial ega sepp;

5) Oja ei cla Viljandis.

Ulesande lahendamiseks val-
mistame joonisel 2 kujutatud
kolme sisendiga «tabeli» ja
kanname sinna vahetud jérel-
dused andmetest. Nimelt kriip-
sutame 1dbi (joornisel mustad)
lahtrid, mis wvastavad kombi-
natsioonidele Jogi-Tartu, Jogi-
Viljandi, Jogi-aednik, Jogi-treial,
sepp-Mets, sepp-Narva, Pold-
treial, Pold-sepp ja Oja-Vil-
jandi. Samuti aga kanname Joonis 2.
ringikese lahtrisse aednik-Pér-
nu ning kriipsutame muidugi 1dbi koik teised aednikule ja Péarnule
vastavad lahtrid tabeli osas elukutse-elukoht. Nende sissekannete
tulemus ongi kujutatud joonisel 2.




Kui andmete vahetud jdreldused on niimoodi tabelisse kantud,
vaatame, kas tabelis leidub joonisel 3 esitatud konfiguratsioone,
s.t. kolmnurki, mille {ihes tipus paikneb ringike, teine tipp on
tditmata ja kolmas tipp kas ldbi kriipsutatud (joonis 3, a) voi
varustatud ringikesega  (joo-
nis 3, b). Kui selliseid kolm-

nurki leidub, siis voib ilmselt 2
kohe tédita ka nende kolman- A
dad tipud vastavalt kas labi- ‘
./ _ _ - #
a)

kriipsutamisega (juht a) voi
ringikesega (juht b). Nimetame
tabeli niisugust tditmist taan-
damiseks.?

Antud juhul leidub tabelis ainult iiks taandatav kolmnurk
(titipi a), selle moodustavad read aednik-Jogi-Pdrnu. Seega voib
lahtri Jogi-Pdrnu 1abi kriipsutada (seda pani véahegi hoolikas
lugeja muidugi tdhele juba iilesandega tutvumisel, kuid tuleb
arvestada, et me ei kirjelda siin mitte lihtsaimat viisi antud
iillesande lahendamiseks, vaid iildist meetodit). Niiiid on aga
tabeli osas nimi-elukoht jddnud ritta Jogi ainult iiks vaba lahter.

Kanname sinna ringikese (s.t.

Q"'}:J%

Joonis 3.

tame {ihtlasi selles tabeli osas
1dbi koik teised Narvale vasta-
vad lahtrid.

Uue ringikese lisamisega
tekkis aga kohe uus tiilipi a
kolmnurk (mille moodustavad
read Narva-sepp-Jogi) ja
taandades voib lahtri sepp-Jogi
scega ldbi kriipsutada. Uhtla-
si saame lahtrisse Jogi-ratsep
nititd kanda ringikese ning
Joonis 4. tabel omandab joonisel 4 ndida-

tud kuju.

Ka edasi kulgeb lahendamine tédiesti automaatselt. Joonisel 4
leiame kohe tiifipi & kolmnurga Jogi-rdtsep-Narva ja jérelikult
ratsep elab Narvas. Samuti voib otsekohe kanda ringikese laht-
risse Pold-aednik, seejdrel lahtritesse Mets-treial ja Oja-sepp.
Taandades voib niiiid ilma mingi vaevata tdita ka koik iilejddnud

2 Juhime tdhelepanu sellele, et kui tabelis esineb kolmnurk, mille kahes
tipus paiknevad ringikesed, kolmas on aga ldbi kriipsutatud, siis peab kas
lahendamisel olema tehtud viga vo6i osutuvad iilesande tingimused ise vastu-
olulisteks. Samuti tuleb tdhele panna, et kui kolmnurga kaks tippu on labi
kriipsutatud, siis sellest ei jdreldu veel kolmanda tipu labikriipsutatus.
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lahtrid, millega tabel omandab
joonisel 5 esitatud Ioppkuju.
Vastuse véljakirjutamine téi-
detud tabeli jargi ei tohiks
aga kellelegi enam raskusi val-
mistada.

Vaadeldud lihtsa iilesande
lahendamine poleks ka ilma
vastavuste tabeli koostamiseta
nédhtavasti erilisi raskusi pakku-
nud, kuid tabel aitas meil siiski
t66d lihtsustada ja siistemati-
seerida. Eriti oluline oli aga
tutvumine tabeli tditmise pohivotetega. Neid votteid saab nimelt
edukalt dra kasutada ka hoopis raskemate iilesannete lahendami-
sel, kuigi seal lahendamine ei tarvitse enam piirduda tabeli nii-
suguse automaatse tditmisega. Toomegi niilid ithe veidi keeruli-
sema néite.

Ulesanne 3. Kiirrongi kupees istuvad kuus teadlast: Kask, Lepp, Mand,
Paju, Saar ja Tamm. Koik nad soidavad Teaduste Akadeemia iildkoosolekule,

kus neil tuleb esineda ettekannetega oma teaduslikust t6ost. Igaiiks andis oma

ettekande teksti tutvumiseks iihele kaasreisijaist. Leida nende teadlaste erialad,
kui on teada, et:

1) Paju on kiill fitiisiku parim sober, kuid istub hoopis bioloogi ja aja-
loolase vahel; ‘

2) Lepp istub nurgas ja vottis talle algul pakutud matemaatilise ettekande
aseme] tutvumiseks hoopis bioloogia-alase ettekande;

3) Mind oli joudnud keemiku ettekandega juba varem tutvuda ja vottis
nitiid ihe teise ettekande;

4) Saar istub geoloogi korval ja loeb ajaloolase ettekanmnet;
5) Tamm istub fiiisiku vastas ja loeb geoloogi ettekannet:
6) Kask loeb enda vastas istuja ettekannet;

7) bioloog istub matemaatiku vastas.

Selle iilesande lahendamiseks tuleb koostada juba nelja sisen-
diga tabel, sest tegemist on nelja nditajaga: nimed, erialad, iste-
kohad ja lugemiseks voetud ettekanded.
Istekohtade eristamiseks nummerdame

Joonis 5.

nad néiteks joonisel 6 esitatud skeemi 3 6
jargi. Kohtade siimmeetriat arves- 0 5
tades voime iihtlasi kokku leppida, et

bioloog istugu kohal 1, Paju kohal 1 4
2, ajaloolane kohal 3 ja matemaatik

seega kohal 4. Joonisel 7 toodud tabelis
ongi seda juba arvestatud (jooniste liht- Joonis 6.
sustamiseks on seal nimed ning erialad

asendatud esitihtedega). Uhtlasi on tabelisse kantud aga ka koik
teised iilesande andmetest enam-vdhem vahetult jdrelduvad asja-
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olud: kolme nime puhul on teada, mida nad lugemiseks votsid,
samuti tuleneb andmetest terve rida voimatuid kombinatsioone.

Olles need ilmsed jdreldused
tabelisse kandnud, jatame and-
med ajutiselt korvale ja uurime
saadud joonist 7 veidi ldhemalt.
Votame nimelt vaatlusele koik
neli. selles tabelis sisalduvat
kolme sisendiga alamtabelit ja
teostame neis koik voimalikud
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taandamised. Nende alamtabelite 1dbivaatamist tuleb korrata seni,
kuni enam pole voimalik teostada iihtki taandamist. Nii saame
1opuks joonisel 8 kujutatud tabeli.

Poordume niiiid jdlle iilesande andmete poole ja eraldame
sealt koik veel tabelisse kandmata seosed. Neid on kokku kolm:

1° Saar istub geoloogi koérval,

2° Tamm istub fiilisiku vastas;

3° Kask loeb enda vastas istuja ettekannet.

Seoseid 1° ja 3° esialgu veel arvestada ei onnestu (nii Saare,
geoloogi kui ka Kase istekohtade osas on tabelis iisna suur
vabadus), kiill aga seost 2°. Tabelist nimelt ndeme, et fiiiisik peab
istuma kas kohal 5 voi 6, seega Tamm vastavalt kohal 2 v6i 3.
Neist on Tamme jaoks lubatav veel vaid koht 3 ning jarelikult
fiiiisik istub kohal 6. Kandes need ringikesed tabelisse saame taan-
damist ja ainsa vabaks jddnud
lahtri tditmist kasutades otse-
kohe teha veel terve rea sisse-
kandeid (néiteks selguvad Le-
pa ja Tamme elukutsed ning
istekohad). Koigi nende sisse-
kannete tulemus on esitatud
joonisel 9.

Joonis 9.

Vottes niilid uuesti vaatlusele veel arvestamata seosed 1° ja
3° ndeme, et geoloog saab istuda vaid kas kohal 2 v&i 5, Saar
aga vaid kohal 1, 4 voi 5. Viimane variant langeb seose 1° tottu
kill vélja (selle lahtri voib labi kriipsutada), kuid jirele jddb
siiski kaks voimalust:

kas geoloog istub kohal 2 ja Saar kohal 1

vo1 geoloog istub kohal 5 ja Saar kohal 4.

Kui neid voimalusi arvestades teha hiipotees, et geoloog istub
kohal 2 ja Saar kohal 1, siis peab Kask istuma kas kohal 4 voi 5.
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Vastasistmeks on seega 1 voi 2, kus oletuse kohaselt istub kas
Saar (kes sel juhul osutub bioloogiks) v6i geoloog. Kuid tabeli
jargi saab Kask lugeda vaid kas fiilisiku, matemaatiku voi kee-
miku ettekannet, mis on vastuolus seosega 3°. Jérelikult ei pea
piistitatud hiipotees paika ning geoloog peab istuma hoopis
kohal 5 ja Saar kohal 4. Neid
tulemusi tabelisse kandes néie-
me, et Kask peab lugema kee-
miku ettekannet, keemik (Pa-
ju) istub aga kohal 2. Seega is-
tub Kask kohal 5 ning tabeli

viisil.

Joonis 10.

Lahenduse leidmine tabelist jadgu jdlle lugeja hooleks.
Juhime ainult tdhelepanu asjaolule, et tditmata jdanud lahtrid
tabelis tdhendavad iilesande andmele cbapiisavust selle selgita-
miseks, kuidas on matemaatiku ja [iilisiku ettekanded Paju ja
Mainni vahel jaotatud.

Viie sisendiga vastavuste tabelit on otstarbekohane kasutada
nditeks jargmise iilesande lahendamisel.

Ulesanne 4. Ratsavaistiusele registreerus kuus voistlejat ja nende vahel
loositi vdlja numbrid ihest kuueni. Viimasel minutil aga (ks neist loobus ning
voistlusest votsid seega osa vaid Kask, Paju, Palm, Pdarn ja Tamm. Selgitada
iga voistleja number, tema hobuse nimi, saavutatud koht ja vdistlusrada (raja-
numbrid iihest viieni), kui on teada, et:

1) Pdrna number langes kokku tema rajanumbriga;

2) ainult Tornaado sai koha, mis vordus tema rajanumbriga;

3) Orkaani ratsaniku number vordus saavutatud kohaga ning oli iihe vorra
suurem Paju kohast;

4) Orkaani rajanumber oli sama suur nagu koht, mille saavutas Keeris;

5) Keerise ratsaniku number oli ithe vorra suurem saavutatud kohast;

N 6) Mistraal jooksis rajal, mille number oli ithe vorra viiksem saavutatud
kohast;
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7) Pooris jooksis rajal, mille number oli iihe v&rra suurem saavutatud
kohag)t, vihima numbriga voistleja tuli kolmandaks, véistleja nr. 6 aga nel-
Jandgi{s‘feiseks tuli see ainus vbistleja, kelle nimi algab sama tahega mis
tema hobuse nimi;

10) Tamm tuli esimeseks ja Kask jai viimaseks.

" Lootes, et vastavuste tabe-
liga opereerimine niiiid enam
erilisi raskusi ei valmista, ja-
tame selle {ilesande lahenda-
mise tdielikult lugeja hooleks
(vastava tabeli skeem on esi-
tatud joonisel 11). Tuleb ainult
tdhele panna seda, et erinevalt
eelmistest iilesannetest on siin
sisendi «number» puhul tege-
mist iihe fiilearuse reaga, s.t.
lopptulemuses peavad mingi
Toonis 11. tthe rea koik lahtrid olema labi
kriipsutatud.

Enam-vihem samasuguste korvalekaldumistega kirjeldatud
lildisest skeemist puutume kokku iisna mitmetes keerdiilesannetes.
Vahel on aga veel tegemist ka teist laadi korvalekaldumistega,
mis seisnevad selles, et monedes (voi koikides) ridades peab esi-
nema enam kui iiks ringike. Sellise olukorraga on tegemist néi-
teks jargmises tilesandes, mille kahe sisendiga vastavuste tabeli
igas reas (mis vastavad nimedele) peab paiknema tdpselt kaks
ringikest, ithes veergudest (mis vastavad keeltele) kolm ringi-
kest, teistes veergudes aga mitte enam kui kaks.

Ulesanne 5 Moskva iilikooli tuli neli uut iilidpilast: Ahmed, Bruno,
Carl ja David. Et nad on kdaik erinevatest riikidest, siis on neil raskusi keel-
tega. Igaiiks neist koneleb tédpselt kaht keelt jargmisest neljast: inglise, prant-
suse, saksa ja vene. Uhtki nendest keeltest ei rddgi nad koik, on aga siiski
iiks keel, mida rdigivad kolm nendest. Leida, milliseid keeli igaiiks nendest
neljast iilidpilasest koneleb, kui on teada, et:

1) keegi neist ei konele korraga saksa ja prantsuse keelt;

2) kuigi Ahmed ei rddgi inglise keelt, on {a tavaliselt télgiks, kui Bruuo
ja Carl tahavad omavahel riikida,

3) Bruno koneleb saksa keelt ja saab riddkida ka saksa keelt mitte oskava
Davidiga;

4) Ahmed, Carl ja David ei saa korraga iihes keeles juttu ajada.

Jétame ka selle (disna lihtsa) iilesande lahendamise lugejatele.

Enam kui viie sisendiga vastavuste tabeleid on juba {isna tiili-
kas joonistada, pealegi kipub neis kaduma tabelite peamine eelis
— iilevaatlikkus. Seet6ttu kasutatakse niisuguste (vahel aga ka
viiksema sisendite arvuga vastavuste tabelit ndudvate) iilesannete
lahendamisel mitmesuguseid koondtabeleid. Demonstreerime sel-
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list moodust ja sellega kaasnevaid tdiendavaid votteid néiteks
jargmise iilesande korral, mille lahendamisel iilalkirjeldatud
metoodika jirgi tuleks vaatlusele votta kuue sisendiga vasta-
vuste tabel.

Ulesanne 6. Uhe tdnava viies eri véarvi, aga jirjestikku paiknevas
majas elavad erinevate nimedega isikud. Igaiiks neist kasvatab erinevat kodu-
looma, suitsetab erinevaid sigarette ja joob erinevat jooki. Leida, kes kasva-
tab siili ja kes joob vett, kui on teada, et:

1) Kask elab punases majas;

2) Lepp kasvatab koera;

3) rohelises majas juuakse kohvi;

4) Ménd joob olut;

) valge maja paikneb rohelisest vahelult vasakul;

6) sigarette «Tallinn» suitsetatakse selles majas, kus kasvatatakse lehma;
) kollases majas suitsetatakse sigarette «Priimax;

) keskmises majas juuakse piima;

Tamm elab koige vasakpoolsemas majas;

10) rebast kasvatatakse selle maja korval, kus suilsetatakse sigaretle
«Astrax;

11) selles majas, kus suitsetatakse sigaretle «Vana Toomas», juuakse {eed;
Hob 12) sigarette «Priima» suitsetatakse selle maja korval, kus kasvatatakse
obust;

13) Paju suitsetab sigaretle «Leek;

14) Tamm elab sinise maja korval.

Selle iilesande lahendamiseks varustame majad, alates vasa-
kult, jarjekorranumbritega 1 kuni 5 ja asume taitma joonisel 12
esitatud tabelit, kus iga rea

korvale  (tabelist paremale) 112131415

on kirjutatud sellesse ritta

paigutatavate sonade  csitd-  Hondws nimil T LM, T
hed, veergude kohale aga ma- S Bt ki
jade numbrid. Joonisele 12 on o
juba kantud enam-vdhem vahe- Frene. i %,8,pLv
tud jireldused filesande 1in-  Sigareli | P T, nAV.E
gimustest (et tingimuste 1 ja 2, 4o 2 < lrha
9 kohaselt ei saa esimene maja e
olla punane ning tingimuste Joonis 12.

5 ja 14 jargi ei saa ta olla

ka roheline ega valge, siis on

esimene maja kollane ja tingimuse 7 tottu suitsetatakse seal siga-
rette «Priima»).

Tingimuse 5 kohaselt saab punane maja olla kas kolmas voi
viies. Proovime koigepealt teist voimalust. Sellest oletusest jérel-
dub otsekohe, et: Kask elab viiendas majas (tingimus 1), kolmas
maja on valge ja neljas roheline (tingimus 5), kohvi juuakse nel-
jandas majas (tingimus 3), olut juuakse teises majas ja seal
elab Miand (tingimus 4), viiendas majas juuakse teed ja suitseta-
takse sigarette «Vana Toomas» (tingimus 11). Koiki neid tule-
musi tabelisse kandes omandab see joonisel 13 esitatud kuju.

62



11213{4|5 112134 |5
Bleipascss mami| T | M 4 Elonicu nimil T 4
-/”Ag_avzz’}uf klstv]|nlp /ﬂa?ajt;l/w k{alplv]a
]omc glplxlt Z"":"‘ P K
Stgacelid | P v Siganelict | P
Kodeoom | | R Koctiskoon | | £

Joonis 13. Joonis 14.

Jooniselt 13 ndeme, et Paju ja Lepp peavad elama kolmandas
ja neljandas majas. Seega kasvatatakse iihes nendest majadest
koera (tingimus 2), teises aga suitsetatakse sigarette «Leek» (tin-
gimus 13). See aga tdhendab, et enam pole voimalik rahuldada
tingimust 6, sest ei leidu veergu, kus sigarettide ja kodulooma
lahtrid oleksid molemad téditmata. Jarelikult ei saa viies maja olla
punane ja koik selle hiipoteesi alusel tehtud sissekanded tuleb
kustutada (koondtabelite kasutamisel lisandub seega kustutamise
«operatsioon»). Podrdudes tagasi joonisel 12 esitatud tabeli juurde
voime sinna niilid markida, et kolmas maja on punane. Siis on
aga neljas maja valge ja viies roheline (tingimus 5), Kask elab
kolmandas majas (tingimus 1} ning viiendas majas juuakse kohvi
(tingimus 3). Seega omandab tabel joonisel 14 ndidatud kuju.

Mind saab elada kas .teises v6i neljandas majas. Proovime
koigepealt teist voimalust. Sellest oletusest jareldub, et: neljandas
majas juuakse olut (tingimus 4), teises majas juuakse teed ja
suitsetatakse sigarefte «Vana Toomas» (tingimus 11), viiendas
majas elab Lepp, kes kasvatab koera (tingimus 2). Tabel oman-
dab seega joonisel 15 toodud kuju, mille kohaselt teises majas
peab elama Paju. Siis ei ole aga voimalik tdita tingimust 13,

112131415 11213(4]|5
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Joonis 15. Joonis 16.

sest sigarettide lahter on teises veerus juba tdidetud. Jarelikult
ei saa Mand elada neljandas majas.

Et Mind elab teises majas, siis saab tabelisse 14 juba péris
lihtsalt terve rea uusi sissekandeid teha, mille tulemusel jouame
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1opuks joonisel 16 esitatud tabelini, kus kaks vaba lahtrit tdhen-
davadki, et siili kasvatab Paju ja vett joob Tamm.

Peale mitmesuguste tabelite (nende koikide vdimalike eri-
kujude juures pole siin kahjuks voimalik peatuda) kasutatakse
kes-on-kes tiliipi filesannete lahendamisel sageli ka muid abiva-
hendeid, eeskédtt skeeme ja graafe. Nii on see néiiteks sellistes
iilesannetes, kus olulist osa etendavad mingid sugulussidemed.
[Mustreerimegi itht niisugust votet jargmise iilesande lahendamise
kdigus.

Ulesanne 7. Turismigrupi moodustavad iiheksa erinevate elukutsetega
meest. Imelikul kombel on neil kokkuvottes samad perekonnanimed mis elu-
kutsedki, ainult teisiti jaotatud. Koos puhkust veetma ajendas neid nihtavasti
asjaolu, et nende iiheksa hulgas leidub iihtlasi ka igalihe Gemees.

Grupi liikmete sugulusvahekordade tipsustamisel selgus, et Treiali naise-
vend on tuuker, kelle naine on aga Treiali Gemehe o0de. Edasi selgus veel,
et Kingsepp on tisleri oemees, kuid tisleri naine ei ole Kingsepa demehe &de,
vaid hoopis Kangru o6de, Kangru naisevend treial on aga abielus Tisleri Gega.
Telgid jaotati Moldri ja koka ettepanekul loosimise teel. Loosimisest ei votnud
osa Miiiirsepp, kes otsustas magada autos. Esimese telgi said tema «nime-
kaimu» (s.t. miilirsepa) naisevend ja Oemees, teise Kangru naisevend ja oe-
mees, kolmanda kingsepp ja maaler ning neljanda Maaler ja Molder. Huvitav
on veel mairkida, et koka perekonnanimi langeb kokku Koka elukutsega sama-
nimelise mehe elukutsega. Samasugune seos leiab aset ka tisleri ja Tisleri
vahel.

Leida iga mche elukutse ning selgitada, kes on tema Oemees.

Selle iilesande voiks lahendada kas kolme voi nelja sisen-
diga vastavuste tabeli abil (jdtame niisuguse lahenemisviisi proo-
vimise lugejaile harjutamiseks, kuigi tegemist on iisna raske
«pahkliga»), aga hoopis lihtsamaks osutub antud juhul kahe
sisendiga vastavuste tabeli kasutamine, kui sellele lisada sobiv
sugulussidemete skeem.

Jéarjestame mehed koigepealt nii, et iga jdrgmine oleks eelmise
naisevend. Selline jdrjestamine peab andma kas iihe voi mitu
kinnist ringi ehk tsiiklit, kusjuures iga tsiikkel sisaldab muidugi

vihemalt kaks meest (keegi

Traint /"x ei saa olla iseenda naisevend).
y o) Esimesest tingimusest néeme,

et ithe niisuguse tsiikli moo-

A dustavad Treial, tuuker ning

Toten Hangpn viimase naisevend (tdhistame

buiat teda ajutiselt x-ga), kes on

Joonis 17. ju iihtlasi Treiali oemees.

Teist tsiiklit alustab Kingsepp,

kellele jargneb tisler, siis Kangur, treial ja Tisler. Et iile on jaa-

nud veel vaid {iks mees (tdhistame teda y), siis peab ka tema siia

tsiiklisse kuuluma, s. t. olema Tisleri naisevend ning iihtlasi King-

sepa Oemees. Nii saamegi kaks joonisel 17 kujutatud tsiiklit, kus

igaiihe naisevend on mérgitud temast kellaosuti liikumise suunas
jargmisena.
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Jooniselt ndeme, et teises telgis elavad treial ja tisler. Nel-
janda telgi elanikud Maaler ja Mélder ning autos magav Muiiir-
sepp peavad seega olema x, y ja tuuker (mingis jdrjekorras).
Teise telgi elanike nimed on siis aga jérelikult Kokk ja Tuuker.
Esimese ning kolmanda telgi elanikeks jddvad niitid Treial, King-
sepp, Kangur ja Tisler. Neist ainult Kingsepp ja Tisler saavad
olla vastavalt miiirsepa naisevend ja Oemees — seega y elukutse
on miiirsepp ning Kangur ja
Treial on kingsepp ja maaler !
(v6i maaler ja kingsepp). Jire- !
likult Kingsepa, Tisleri ja x elu- °
kutseteks saame mdolder, kan-
gur ja kokk (mingis jarjekor-
ras).

Kanname nimede ning elu-

kutsete vahel leitud seosed joo-
nisel 18 kujutatud vastavuste
tabelisse, kus lisaks saadud tu-
lemustele on vahetult iilesande
tingimustest arvestatud veel
seda, et Molder ei saa olla kokk
ning Miiilirsepp ei saa olla
muirsepp.

Arvestame niilid asjaolu, et koka perekonnanimi langeb kokku
Koka elukutsega samanimelise mehe elukutsega ning et tisleri
perekonnanimi langeb kokku Tisleri elukutsega samanimelise
mehe elukutsega. Et Tisler saab tabeli kohaselt olla kas kokk,
kangur voi molder ja tisler saab olla kas Kokk voi Tuuker, siis
seega peab Koka, Kangru ja Méldri hulgast iiks olema kas kokk
voi tuuker. Tabelist ndeme, et ainsa voimalusena neist saab vaid
Molder olla tuuker. Jarelikult on Tisler molder, Mélder on tuuker
ja Tuuker on tisler. Tabelit nende tulemustega tdiendades nideme

, niiiid kohe, et Kokk on treial
ja Maaler on miiiirsepp.

Et Treiali elukutse (mis
tabeli jargi saab olla kas king-
sepp vOi maaler) peab niiiid
kokku langema koka perekonna-
nimega (mis saab olla kas

Joonis 19. Kingsepp voi Miiiirsepp), siis

jérelikult on Treial kingsepp ja

Kingsepp kokk. Lopuks on lihtne nédha, et Miiiirsepp saab olla
vaid kangur ja Kangur maaler.

Koigi sugulussidemete esiletoomiseks tdiendame joonisel 17

toodud skeemi leitud tulemustega, millega see omandab joonisel
19 esitatud kuju.

Joonis 18.
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Toodutega ei ole kes-on-kes tiiiipi iilesannete lahendamise v&t-
ted muidugi kaugeltki ammendatud, kuigi suurema osa iilesannete
puhul saab ka juba nende votetega (kas hésti voi halvasti) hak-
kama. Arvestagem aga, et igaiihe votete arsenal suureneb eeskitt
ikka vastavaid fiilesandeid voimalikult sagedamini lahendades. Ja
seejuures mitte ainult lahendades, vaid otsides iihtlasi lihtsaimat
voi ilusaimat teed lahenduse juurde joudmiseks. Toomegi 16puks
veel paar veidi raskemat iilesannet harjutamiseks, mis pakuvad
ka moningat materjali uute votete voi nende kombinatsioonide
vaatlusele votmiseks.

Ulesanne 8. Rahvusvahelises organisatsioonis to6tab kokku seitse
tolki — hispaanlane, inglane, jaapanlane, prantslane, rootslane, sakslane ja
venelane. Igaiiks neist koneleb peale oma emakeele veel tapselt kaht keelt.
Viie puhul on molemad need keeled dsjanimetatute hulgast, itks rddgib lisaks
itaalia keelt ja iiks soome keelt. Selgitada, milliseid keeli iga t6lk koneleb, kui
on teada, et:

1) iikski tolkidest ei rddgi kaht sellist keelt, mille nimed algavad iihe-
suguse tdhega;

2) kaht keeltest rddgivad ainult vastavast rahvusest tolgid;

3) sakslane ja rootslane tulid selle organisatsiooni tenniseesivoistlustel sega-
paarisméingus voitjateks; .

N l4) naistolgid rddgivad koik vene keelt, kuid iikski neist ei rddgi jaapani
eelt;

5) vene keelt rddgivad kokku neli tolki (sealhulgas inglane ja rootslane),
samuti neli tlki rddgivad inglise keelt;

6) ainult iiks nendest tolkidest, kes rddgidb hispaania keelt, rdédgib iiht-
lasi ka vene keelt;

« lt7) kolm tolki on vallalised ja fikski abielus tdlkidest ei konele hispaania
eelt;

8) tdlkide hulgas on iiks abielupaar, kusjuures nad saavad omavahel kahes
keeles konelda;

9) tolkide hulgas on ka iiks kihlatute paar, nad mdlemad koéneclevad prant-
suse keelt, peigmees rddgib pruudi emakeelt, kuid pruut peigmehe emakeelt
mitte;

10) venelase naine koneleb hispaania keelt;

11) prantslase poeg on kihlatud sakslase tiilrcga ja prantslase tiitar on
kihlatud jaapanlase pojaga.

Ulesanne 9. Malemeeskonda kuulub iihecksa voistlejat — Aednik, Kokk,
Lukksepp, Maaler, Pagar, Ritsep, Sepp, Treial ja Velsker. Nende meeste elu-
kutsed on kokkuvottes samad mis perekonnanimedki, ainult teisiti jaotatud.
Leida iga vbistleja elukutse, kui on teada, et:

1) Kokal ja veel iihel voistlejal on kummalgi iks tiitar, teistel tiitreid ei
ole; :

2) velsker on maalri &i;

3) Velsker on kihlatud lukksepa tiitrega, kes varem liikkkas tagasi aedniku
ja pagari abieluettepanekud;

4) Aednik on vallaline ja oma elukutsega samanimelise mehe tavaline
treeningupartner;,

5) Sepa treeningupartneriks on tema védimees;

6) Aedniku isa on Pagari naise vend;

7) treial ja kokk on teineteise demehed;

8) treiali perekonnanimi langeb kokku Koka -elukutsega samanimelise
mehe elukutsega ja koka perekonnanimi langeb kokku Sepa elukutsega sama-
nimelise mehe elukutsega.
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LOBATSEVSKI GEOMEETRIA

K. Ariva

I1. Sirgete teooria lLobatSevski geomeetrias

Selle artikli eelnevates osades! piiiidsime lugejas tekitada
kahtluse kooligeomeetria iihe kdige fundamentaalsema lause —
paralleelsirgete aksioomi suhtes. Ndiitasime, et see aksioom on
vaid oletus, seni toestamata teaduslik hiipotees. Nagu markisime,
pohineb veendumus, et tegemist on tbese lausega, suurelt osalt
dogmaatiliseks eelarvamuseks kujunenud harjumusel, mida tingib
meie kogemuste piiratus. Kool, vaikides tdielikult maha Lobat-
Sevski ideed, loob vankumatu aluse sellele veendumusele ja pii-
rab opilase kujutluse aegade hdmaruses avastatud Eukleidese
maailmaga.

Muidugi, milleski kahelda ei tdhenda veel seda eitada, lause
hiipoteetilisus ei ole samavéddrne selle mittetoesusega. Kuid kaht-
lus sunnib uurima ka muid mdeldavaid hiipoteese. Seda teed ldkski
Lobat3evski. Ta asendas paralleelsirgete aksioomi tema pdievil
ainukese moeldava alternatiivse hiipoteesiga — lausega, mida me
niilid nimetame LobatSevski aksioomiks. Tehes sellest {iha uusi
loogilisi jareldusi ehitas ta uue geomeetria, mis oma sisulise rik-
kuse, s.o0. geomeetriliste detailide rohkuse poolest iiletab tundu-
valt Eukleidese siisteemi.

Esimesel tutvumisel LobatSevski geomeetriaga tuleb endas
“{iletada mitte ainult iiks eelarvamus, vaid terve eelarvamuste, har-
jumuste, toekspidamiste ja kujutluste miiriaad, mis parineb iga-
pédevastest kogemustest ja koolidopetusest. Selleks, et kergendada
lugejal niisugust «enesevoitmist», soovitame edasiste mottekéi-
kude jilgimisel silmas pidada jargmisi asjaolusid:

(1) Tegemist ei ole lihtsalt seniste, koolis 6pitud todede eita-
misega ja uute ainukehtivate todede piistitamisega. Jutt on ainult
teise vOoimaluse, teise hiipoteesi uurimisest. Asetame kiisi-
muse nii: On voimalik, et ruum ei ole tépselt 2 selline, nagu
opetas Eukleides; oletame, et ta ei ole selline, missugune ta
voib siis olla?

' Vt. Matemaatika kaasaeg, XII, 1k. 73—90, XII, lk. 71—87, XIV,
k. 78—83.

2 Rohutame, et LobatSevski ei heitnud korvale mitte kogu Eukleidese &pe-
tust, vaid ainult ithe pohilause ja loogilised jareldused sellest.
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(2) Lobatsevski geomeetria on loogiline konstruktsioon, nagu
seda on iga geomeetria, ka Lukleidese oma. Eksperiment ja
kujutlus ei ole siin toestamisvahendeiks?® K ui aluseks voetud
Lobatsevski hiipotees on toene, siis on toene ka iga sellest loo-
giliselt tehtud jareldus. Huvitav on markida, et Eukleidese ja
LobatSevski geomeetriad osutuvad loogiliselt samavaarseiks, s.t.
kui dks neist ei sisalda mingit loogilist vasturdidkivust, siis ei
saa seda olla ka teises, ja vastupidi, kui {ihes siisteemis leidub
loogiline viga, siis peab olema loogiliselt defektne ka teine. Puht-
loogilisest aspektist ei ole seega voimalik eelistada iiht siisteemi
teisele — lugeda iiht toeseks ja teist vdédraks. Kiisimusele, kumb
slisteemidest vastab paremini ruumi tegelikule struktuurile, ei saa
aga geomeetria vahendite abil vastata. Seda probleemi on pohi-
motteliselt voimalik lahendada ainult vaatluse, s.t. fiiisikalise
eksperimendi abil.

(3) LobatSevski siisteemi lausete koige iseloomulikumaks joo-
neks on nende terav vastuolu harjumuspéraste geomeetriliste
kujutlustega. Kuid veidi jdrele moeldes saab iga lause puhul
veenduda, et see vastuolu ei iileta lubatavat piiri: LobatSevski
geomeetria ei ole vastuolus kogemustega. Sel-
leks, et lammatada proteste, mida esitab kujutlus, on kasulik alati
meeles pidada paralleelsirgete probleemi puhul sooritatud arut-
lusi. Selle probleemi kogu raskus seisneb ju vaieldamatus tosi-
asjas, et me ei lea, kuidas sirged «kaituvad» viga suurtes kau-
gustes, ehk iildisemalt — milline on ruumi struktuur viga kau-
getes piirkondades. LobalSevski geomeetria efektid, korvalekal-
ded kooligeomeetriast ilmnevad nimelt sellistes kaugustes, kuhu
kogemus ei ulatu ja kus kujutluse pohjal otsustada ei ole lubatav.
Nagu edaspidi ndeme, saab neid kaugusi hinnala arvestades moot-
miste tdnapdevast tdpsuse astet.

(4) LobatSevski ideede tunnustamine ci tdhenda mingil méaa-
ral Eukleidese geomeetria tarbetuks kuulutamist. Eukleidese 6pe-
tus ei kao kunagi kooli oppeplaanist, sest selle praktilist osa
meid timbritsevaldhema ruumi tunnetamisel ei saa millegagi
asendada. Tdnapdevase teaduse scisukohalt ei sisalda Eukleidese
geomeetria absoluutset tode ruumi struktuuri kohta. Iga teadus-
lik teooria on suhtelise kehlivusega; suhteliselt toene on ka Euk-
leidese siisteem. Ta on toenc ligikaudselt, kusjuures tema
tdpsus on kiillaldane igapdcvase elu, tootmise ja tehnika vaja-
duste jaoks — inimkonna arengu praegusel etapil. Eukleidese
geomeetria on reaalse ruumi esimene loogiliselt tdiuslik 1dhend -
mudel Ajalooliselt teiseks, suurema tdpsusega mudeliks on
LobatSevski geomeetria. Alles viimase tundmine vdimaldab selgi-
tada Eukleidese oOpetuse olemuse ja piirid.

8 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 80.
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Need juhtmdtted, mille votame kaasa jargnevale ekskursioo-
nile Lobat3evski maailma, kdlavad siin mitmeti pShjendamatult.
Me poordume nende juurde aga tagasi pdrast tutvumist Lobat-
Sevski geomeetriaga.

Oletame, et opik eksib

Jah, oletame, et Eukleidese paralleelsirgete aksioom ei ole
toene iga sirge ja iga sellest vdljaspool asetseva punkti kor-
ral. Seega loeme toeseks jargmise lause:

Leidub selline sirge a ja temast vdljaspool asetsev punkt A, et

nendega mddratud tasandil saab ldbi punkti A tommata vihe-

malt kaks sirget, mis ei l0ika sirget a.

See lause ongi LobatSevski aksioom.

Kahtlemata saab 14bi punkti A tommata {ihe sirget a mitte-
1oikava sirge *, nimelt sirge ¢, mis on risti sirge a ristsirgega e
(joon. 1). Vastavalt Lobat8evski aksioomile 1dbib punkti A veel
vihemalt {iks sirget a mitteloikav sirge. » 7
Olgu selliseks sirge 6. Muidugi, jooni- ,,,,/////
sel 1 kujutatud sirge b pikendamine viib
silmaga néhtavalt loikumiseni sirgega
a. Selleks, et joonis oleks «usutav», tu-

leks sirgete b ja ¢ vahelist nurka kuju- £]
tada dige viiksena. Joonise viikese ula- e
tuse tottu osutub sellise olukorra kuju- Toonis 1.

tamine aga praktiliselt vdimatuks —
sirged b ja c sulaksid {ihte. Sellepérast esitame aksioomi tingimuse
tublisti liialdatult.

Teeme LobatSevski aksioomist rea vahetuid jareldusi:

(1) Ldzbi punkti A saab tasandil tommata
lopmata palju sirgeid, mis ei ldika sirget a.
Kolmandaks mitteloikajaks on sirge d, mis on siimmeetriline
sirgega b sirge e suhtes. Sirget a ei 10ika iikski sirge, mis ldbib
punkti A ja asetseb joonisel 1 viirutatud tasandi osas, mida pii-
ravad sirged b ja d. (Viimase asjaolu péris range toestus vajab
veel moningaid lisaarutlusi, kuivord me ei tohi seda vilja lugeda
jooniselt. Need arutlused eeldavad aga aksioomide siisteemi poh-
jalikumat tundmist.)

(2) LobatSevski aksioom kehtib iga sirge
ja sellel mitteasuva punkti korral Toepoolest, kui
oletada, et leidub mingi sirge o’ ja punkt A’, mille puhul nendega
madratud tasandil kehtib Eukleidese paralleelsuse aksioom, siis
peab sirge a’ mistahes kahe punkti B ja C abil tekitatud kolm-
nurga A’BC sisenurkade summa olema s 5. Legendre’i II ja III

4 Vi. Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 82.
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teoreemist tuleneb siis omakorda, et paralleelsuse aksioom peab
kehtima iga sirge ja punkti paari korral, muuseas ka a ja A puhul.
Tekib vasturddkivus Lobat$evski aksioomiga, seepdrast on tehtud
oletus vaar.

(3) Ei leidu sarnaseid kujundeid. Selles veen-
dumiseks tarvitseb vaid meenutada, et sarnaste kujundite olemas-
olu on samaviddrne paralleelsuse aksioomi kehtivusega (Wallise
ekvivalent!). Kuid LobatSevski aksioom eitab paralleelsuse aksi-
oomi, sellepdrast ka selle iga ekvivalenti.

Sarnasuse puudumist on oluline silmas pidada moonutuste
moistmiseks, mis esinevad LobatSevski geomeetriat illustreerivail
joonistel. Nagu maérkisime, avalduvad LobatSevski geomeetria
korvalekalded harjumusepéarasest kooligeomeetriast margatavalt
tasandi ja ruumi viga suurtes piirkondades. Kujutada suuri piir-
kondi joonistel ilma moonutusteta on aga voimatu, sest sarnasuse
puudumise tottu tingib kujundite vihendamine paratamatult nende
omaduste muutumise.

(4) Erinevatel kolmnurkadel on erinev sise-
nurkade summa. Selle vdite saab kergesti toestada, kui
meenutada artikli esimese osa esimeses harjutusiilesandes esita-
tud vadrarutlust. Viimases eeldati vaikides, et koigil kolmnurkadel
on iihesugune sisenurkade summa (Za = const) ja siit tulenes
vahetult, et S, = a.

(5) Paarikaupa kongruentsete nurkadega
kolmnurgad on kongruentsed. See lause jareldub
kahest eelnevast. Et koolis opitud kongruentsuse tunnused kehti-
vad ka siin, sest nad ei sbliu paralleelsuse aksioomist (meenu-
tada nende toestuskiike!), siis esineb LobatSevski geomeetrias
neli kolmnurkade kongruentsuse tunnust.

(6) Iga kolmnurga sisenurkade summa on
vaiksem kui sirgnurk. See on vahetu jireldus kolmnurga
nurkade summa secsest paralleelsuse
aksioomiga. Huvitav on iihtlasi mér-

kida, et see lause on LobatScvski b z A
aksioomi ekvivalent, s. t. tema toesusest ¥n =
jareldub omakorda LobatSevski ak- :
sioomi kehtivus. Selles veendumiseks

vaatleme tasandil sirgeid a ja b, millel A A
on iihine ristsirge ¢ ja mis seetottu ei ° 8 c
saa loikuda (joon. 2). Et Fjpc < o, siis ¢

a-+p <12, seepérast sirge d, mis labib Joonis 2.

punkti A ja moodustab sirgega AC nurga e, erineb sirgest b.
Samal ajal ei saa sirge d kolmnurga vélisnurga lause pohjal 106i-
gata sirget a. Jérelikult leidub kaks sirget & ja d, mis ei I6ika
sirget a.

5 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, 1k. 79.
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(7) Tasandil sirgest idhel pool ja temast
vordsetel kaugustel olevate punktide hulk ei
moodusta sirget. Selle viite toestamiseks meenutame
paralleelsuse aksioomi Proklose ekvivalenti: Kahe paralleelsirge
vaheline kaugus on tdkestatud suurus. Et LobatSevski aksioom
eitab ka Proklose ekvivalenti, siis ei saa sirgete a ja b (joon. 2)
vaheline kaugus olla tokestatud, ammugi siis konstantne. See-
pédrast ei saa punktid, mis on sirgest a iihel ja samal kaugusel,
kuuluda {ihele sirgele — jarelikult peavad nad asuma mingil
koverjoonel. Viimase iseloomu selgitame edaspidi.

(8 Ei leidu ristkiilikuid. Teisiti saab selle lause
sonastada ka nii, et kahel sirgel ei saa olla kaht iihist ristsirget.
Et lugu on nonda, see tuleneb vahetult lausest (6). Ristkiilikute
puudumisest jdreldub aga omakorda, et Saccheri ja Lamberti neli-
nurkades kehtib teravnurga hiipotees. Vastupidi, teravnurga hiipo-
teesi toesusest jdreldub (6) abil LobatSevski aksioom. Seega on
Saccheri ja Lamberti teravnurga hiipoteesid samaviirsed Lobat-
Sevski aksioomiga, mis tdhendab seda, et Saccheri ja Lambert
arendasid oma téédes — endale sellest aru andmata — uut geo-
meetriat, mis niiiid kannab LobatSevski nime.

Paralleelsus, millest koolis ei rdagita

Ei ole otstarbekas iga kaht iihel tasandil olevat sirget, mis
omavahel ei 16iku, nimetada paralleelseteks. Osutub, et {iht punkti
labivail sirgeil, mis ei loika antud sirget, on erinevad omadused.
Sellepérast eraldas LobatSevski selliste sirgete 1opmatust hulgast
ainult kaks sirget, mida ta nimetas antud sirgega paralleelseiks.
Esitame vastava mottekdigu lihtsustatud kujul.

Vaatleme sirgeid a ja b, millel on
tthine ristsirge ¢, ja punktist 4 nurka
BAC tdommatud poolsirgeid (joon. 3).
Et b ei ole ainus sirge, mis ei 16ika sir-
get a, siis leidub nende poolsirgete
hulgas selliseid, mis samuti ei loika
sirget a (tdpsemalt: niisuguseid pool-
sirgeid peab leiduma védhemalt iihes

Joonis 3. tdisnurkadest BAC ja BAD; oletame
arutluse iildsust kahandamata, et neid
on nimelt nurgas BAC). Muidugi leidub seal ka selliseid poolsir-
geid, mis loikavad sirget a. Jirjestame koik nurgas BAC asuvad
poolsirged, s. t. vaatleme neid iimber punkti A niiteks kellaosu-
tile vastupidises suunas poodrleva poolsirge jérjestikuste asendi-
tena ja radgime nende puhul vastavalt labimise jarjekorrale eel-
nevaist ja jargnevaist poolsirgeist.
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Kerge on moista, et kui mingi poolsirge secllest hulgast loikab
sirget a, siis teeb seda ka iga temale eelnev poolsirge; vastupidi,
iga mitteldoikavale poolsirgele jargnev poolsirge peab samuti ole-
ma mitteloikaja. Koik 16ikajad eelnevad igale mitteldikajale, koik
mitteldikajad jargnevad igale 16ikajale. Utleme, et need poolsirged
jagunevad kahte klassi. Et poorlev poolsirge liigub pidevalt, s.t.
labib iga vahepealse asendi, siis peab leiduma selline poolsirge,
millest {ihele poole jddvad ainult loikajad ja teisele poole mitte-
loikajad. Muidugi peab ta ise kuuluma iihte klassidest, s.t. olema
kas viimane loikaja v0i esimene mittelikaja. Kuid viimast 16ika-
jat olla ei saa, sest kui oletada, et mingi poolsirge, niteks AE on
viimane 1oikaja, siis satume vasturdikivusele: ka iga parempool-
set punkti F l1dbiv poolsirge ldikab sirget a, samal ajal aga jarg-
neb ta poolsirgele AE. Jidrelikult peab leiduma esimene mitteldi-
kav poolsirge. Nimelt selle poolsirgega miaératud sirget nimetaski
LobatSevski paralleelseks sirgega a.

Paneme tédhele (ht harjumusele voorast asjaolu: sooritatud
arutluse pohjal on paralleelsus seotud kindla suunaga — sirge
paralleelsuse madrab iiks tema poolsirgetest. Arvestades seda defi-
neerime paralleelsuse jargmiselt: Sirget d nimetatakse
paralleelseks sirgega a oma poolsirge AGsuu-
nas, kui on tdidetud kaks tingimust:

1) sirged a ja d ei 10ikuy,

2) iga poolsirge, mis on tommatud punktist
A nurka BAG (mille médarab Ioik AB | a), 10ikab sir-
get a.

Paralleelsust margime sirgele lisatud noolega, mis osutab iiht-
lasi paralleelsuse suunda.b

Iimselt rahuldab ka koolis opitud, s. t. eukleidiline sirgete
paralleelsuse moiste seda definitsiooni. Kuid mitteloikava sirge
ainsuse tottu (paralleelsuse aksioom!) on tingimus 2) seal tar-
betu, samuti pole seal vaja rddkida, millises suunas esineb paral-
leelsus. Siin, vastupidi, on paralleelsuse moiste lahutamatult seo-
tud suunaga: vastassuunas sirge d ei ole paralleelne
sirgega a. Hiljem ndeme, et selline koiki harjumusi eitav aru-
saam on pohjendatud, nimelt «kdilub» sirge d sirge a suhtes eri-
nevais suundades erineval viisil.

Sooritame niiiid peegelduse a ja & iihise ristsirge ¢ suhtes.
Sellejuures jddb peegelduse telg ¢ muutumatuks, sirgete a ja b
poolsirged vahetuvad, need sirged ise aga jddvad paigale, kuid
sirge d teiseneb siimmeetriliseft sirgeks d’ (joon. 3). Samal vii-

6 Olgu tédpsustavalt lisatud, et kilsimusele péris rangel lihenemisel tuleks:
iilelda, et eelneva arutluse pdhjal on sirge d paralleelsus sirgega a seotud veel
nurgaga BAG ja eriti selle tipuga A. Sellepdrast tuleks definitsioonis lisada,
et tingimused 1—2 mé&éravad sirge d paralleelsuse tema punktis A. Kuid sel-
lest kitsendusest on vdimalik vabaneda: saab toestada, et sirge d on paral-
leelne sirgega a margitud suunas igas oma punktis.
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sil peegelduvad koik nurka BAC tommatud poolsirged poolsir-
geiks nurgas BAD ja d’ osutub seal esimeseks mittelGikajaks.
Jarelikult on sirge d’ samuti paralleelne sirgega a, nimelt jooni-
sel 3 noolega naidatud suunas. Rohkem paralleelsirgeid, s. t.
sirgeid, mis rahuldaksid antud definitsiooni, sirgele a labi punkti
A tommata ei saa. Sirge a seisukohalt on d ja d’ temaga paral-
leelsed vastassuundades. Ndeme, et antud suunas saab sirgele
1abi antud punkti tommata ainult {ihe paralleelsirge.

Ristloigu AB ja paralleelsirge d vahelist nurka BAG, mis
sisaldab ainult loikavaid poolsirgeid, nimetatakse paralleel-
susenurgaks; ristloiku AB nimetatakse paralleelsuse-
16iguks. Nende moistetega puutume korduvalt kokku edas-
pidi. Paneme siinkohal vaid tdhele, et paralleelsusenurk on alati
terav.

Kerge on margata, et paralleelsuse definitsioon sisaldab {iht
ebaolulist kitsendust: voib loobuda noudest, et sirge AB on sir-
gega a risti. Toepoolest, kui teine tingimus on tdidetud ristsirge
suhtes, siis on ta tdidetud ka iga ldikaja suhtes, ja vastupidi —
kui ta kehtib iga loikaja puhul, siis muidugi ka ristsirge korral.
Peame seda markust edaspidi silmas.

Poorame niiiid tdhelepanu veel iihele mitteharjumuspérasele
asjaolule. Paralleelsuse definitsioonis on sirgetel a ja d erinevad
osad; definitsioon ei ole, nagu 0&eldakse, siimmeetriline nende
sirgete suhtes. Teisiti: defineeritud on tingimused, mille korral
d on paralleelne sirgega a, kuid ei ole selge, kas sel juhul ka
a on paralleelne sirgega d. Toepoolest, ehkki tingimus 1) on rahul-
datud ka a puhul (see tingimus on siimmeetriline sirgete suhtes),
ei ole ometi veel teada, kas on rahuldatud ka tingimus 2), s. t.
kas iga poolsirge nurgas ABE loikab sirget 4. Nditame, et see
on nii.

Teoreem 1. Kui sirge d on
paralleelne sirgega a mingis suunas,
Siis on ka sirge a paralleelne sirgega
d samas suunas.

Toestus. Vaatleme mingit sirget
e, mis on tommatud ldbi punkti B
nurga ABE sisepiirkonda nii, et nurk
a, mille ta moodustab sirgega a, on
vidiksem kui nurk BAD (joon. 4). Olgu

Joonis 4. N N
AC L e. Tahistame BAC = g ja ABC =
= p. Siis a-l—y:% ja ,3—|—y<% (sest Zacp << ), seepdrast

B <a.

Et AC < AB (kaatet on viiksem hiipotenuusist), siis leidub A
ja B vahel punkt F nii, et AF=AC. Tombame ldbi punkti F
sirge f | c; | ei loika sirget a.
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Tombame 14dbi punkti A sirge g nii, et ta moodustab sirgega
d nurga B. Sirge g suundub nurga BAD sisepiirkonda, sest

AN
B <a<BAD. Et d on paralleelne sirgega a vaadeldavas suunas,
siis 10ikab sirge g sirget a mingis punktis G.

Sirge [ 1oikab kolmnurga ABG iiht kiilge AB, ei 1dbi aga selle
kolmnurga tippe, seepdrast peab ta ldbima veel teise kiilje sise-
punkti?. Et ta ei saa I6igata kiilge BG, siis peab ta loikama kiilge
AG mingis punktis H.

Valime sirgel d paralleelsuse suunas punkti K nii, et AK=AH
ja iihendame punktid C ja K sirgloigu abil.

Konstruktsiooni pohjal on kolmnurgad ACK ja AFH kong-

/N N\
ruentsed (AC= AF, AK= AH, CAK = FAH), seetottu on ka
kolmnurk ACK téisnurkne, s. o. ACK=«;1. Niisiis asub 16ik CK
sirgel e, mis nditabki, et e l16ikab sirget d.
N AN

Meenutame sirge e valiku tingimust: @ = (a, e) < BAD. Seda
tingimust rahuldab iga sirge, mis suundub 14bi B nurka GBC,
s. t. iga selline sirge loikab sirget d. Muidugi 1oikab siis sirget
d ka iga sirge, mis suundub nurka ABC.

Niilid on selge, et sirge a korral on tdidetud ka paralleelsuse
teine tingimus sirge d suhtes, seega on a toepoolest paralleelne
sirgega d. Nagu ndeme, on nende paralleelsusel iihine suund.

Arvestades paralleelsuse dsja toestatud siimmeetriat kasutame
tema markimiseks harilikku stimbolit a || d.

Naitame, et sirgete paralleelsusel on veel teine kooligeomeet-
riast tuntud omadus: kui kaks sirget on paralleelsed kolman-
daga, siis on nad seda ka omavahel -- tingimusel, et jutt on
tthesugusest suunast. Seda omadust nimctatakse paraileelsuse
transitiivsuseks.

Teoreem 2. Kui ai|b ja bl]c iihes ja samas suunas, siis ka
all c sellessamas suunas.

Toestus. Paneme esmalt tdhele, et sirgete a ja ¢ korral
on rahuldatud paralleelsuse tingimus 1). Toepoolest, vastasel
juhul saaks ldbi nende loikepunkti tommata kaks sirget, mis on
ihes ja samas suunas paralleelsed sirgega b; nagu teame, on see
voimatu.

Niisiis ei ole kolmel sirgel iihiseid punkte, s. o. {iks neist aset-
seb kahe iilejddnu vahel. Uurime kaht voimalikku oluliselt eri-
nevat juhtu.

1) Olgu b ja ¢ teine teisel pool sirget a (joon. 5). Valime
sirgetel b ja ¢ mingid punktid B ja C. Need punktid on teine tei-
sel pool sirget a, seepdrast l1oikab sirge BC sirget a mingis punk-

7 See lause on soltumatu paralleelsuse aksioomist ja vdetakse sageli toes-
tamata algtoeks, s. o. aksioomiks.
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tis A. Olgu D sirge ¢ mingi punkt paralleelsuse suunas. Et ¢ || b,
siis 1oikab iga nurka BCD tommatud sirge e sirget b mingis
punktis E. Punktid C ja E on teine teisel pool sirget a, seepdrast
loikab sirge e ka sirget a. Seega loikab iga nurka ACD tomma-
tud sirge sirget a: ka teine paralleelsuse tingimus on tdidetud.
Jarelikult on ¢ paralleelne sirgega a vaadeldavas suunas ja teo-
reemi 1 pohjal on ka a paralleelne sirgega ¢ selles suunas: a|| c.

Joonis 5. Joonis 6.

2) Olgu b ja ¢ moélemad iihel pool sirget a, nditeks olgu b
sirgete a ja ¢ vahel (joon. 6). Fikseerime sirgetel a ja ¢ mingid
punktid A ja C ning sirgel a veel teise punkti D paralleelsuse
suunas. Sirge AC Iloikab sirget & mingis punktis B. Vaatleme
suvalist sirget e, mis on tommatud nurka DAC. Et a || b, siis 15i-
kab e sirget b mingis punktis E. Olgu F sirge b mingi punkt
paralleelsuse suunas. Et b [/ ¢, siis 16ikab nurka FEC suunduv
sirge e ka sirget ¢. Niiiid voime kinnitada, et a|| c.

Edaspidi osutub kasulikuks veel jirgmine teoreem:

Teoreem 3. Kui a ja b on teatud suunas paralleelsed sirged,
siis on iga nende vahel asuv sirge nendega paralleelne selles suu-
nas.

Toestus (joon. 7). Eelduse kohaselt ei 1dika ¢ ei sirget
a ega b — paralleelsuse tingimus 1) on
taidetud. Loikame sirgeid a ja b mingi
sirgega AB. See sirge l6ikab ka sirget
¢ mingis punktis C. On tarvis niidata,
et iga sirge, mis on tommatud nurka
DCA, Ioikab sirget a. Oletame vastu-
véiteliselt, et see pole nii; siis leidub
nende sirgete hulgas selline sirge d, et

Joonis 7. d || a. Transitiivsuse tottu siis ka d || b.

Paralleelsuse definitsiooni pohjal peab

siis iga sirge, mis on tommatud nurka FCB, loikama sirget

b. Jérelikult peab ka ¢ 16ikama sirget b, mis on vastuolus eeldu-

sega. Niisiis on tehtud oletus véér, ja iga sirge, mis on tommatud

nurkrTl DCA, oikab sirget a. Seega c||a ja transitiivsuse tottu
ka c|| b.
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Ehkki toestatud laused on oma sisult sellevorra harjumus-
parased, et tuleb ennast pingutada nende toestamise vajaduse
moistmiseks, ei ole paralleelsus LobatSevski mottes siiski péris
kooskolas koolis omandatud kujutlusega. Toome moned ndited
erinevuste kohta.

1) Kaks sirget, mis on paralleelsed kolmandaga, ei ole alati
paralleelsed omavahel. Néiteks joonisel 3 on d|| a ja d’|| a, kuid
d ja d’ 1oikuvad punktis A. Lugeja muidugi mérkab, et transitiiv-
sus ldheb kaotsi, kui paralleelsused ei ole samasuunalised.

2) Sirge, mis l6ikab iiht paralleelsirgetest, ei 1oika alati teist.
Niiteks joonisel 3 16ikab sirge & kiill sirget d ja ehkki d|| a, ei
loika b sirget a.

Joonis 8. Joonis 9.

3) Sirge, mis loikab kaht paralleelsirget, ei loika alati kol-
mandat. Néiteks sirge d joonisel 8 loikab sirget b. Ta peab 10i-
kama ka sirget a, sest vastasel juhul saaks punktist A tommata
samas suunas veel teise paralleelsirge sirgele a. Kuid sirge d ei
loika sirget c.

Tasandit tuleb kujutleda koverana

Eelnevaist mottekdikudest {uleneb, et kahel erineval sirgel
voib tasandil esineda kolm erinevat vastastikust asendit:

1) sirged loikuvad, s. t. neil on iiks ithine punkt (Eukleidese
aksioom, et kaht punkti 14dbib parajasti iiks sirge, kehtib ka siin;
seega kahel erineval sirgel ei saa olla kaht iihist punkti);

2) sirged on teatud suunas paralleelsed;

3) sirged ei 10iku ega ole paralleelsed; sellisteks sirgeteks on
nditeks & ja a joonisel 3 (paralleelsirged koolikdsitluse jiargit)
ja samuti koik sirged, mis asuvad koos sirgega b samades sir-
getega d ja d’ méiratud tippnurkades.

Lisanduval kolmandal juhul nimetatakse sirgeid teineteise suh-
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tes hajuvaiks. Nende asendite ldhemaks uurimiseks toestame
esmalt {ihe abilause.

Lemma 1. Kui punkt eemaldub teravnurga tipust médda
haara, siis kasvab tema kaugus teisest haarast LobatSeuski geo-
meetrias kiiremini kui Eukleidese geomeetrias.

Toestus. Vaatleme mingit teravnurka ¢ (joon. 9). Moodus-
tame selle iihel haaral kongruentsete 16ikude jada AA, = 4,4, =
= AA3=... ja langetame nende 16ikude otspunktidest ristldi-
gud AB, AB,, AsBs, ... teisele haarale. Madrame loikudel 4,B,,
AQBQ, A333, S punktld CI, CQ, C3, e I'lii, et C]B] =AB, CzBQ:
= AB,, C3B3 = A;3B,, jne. Niiiid voime 6elda, et kui haara punkt
liigub asendist A asendisse A;, siis kasvab tema kaugus teisest
haarast 16igu A,B;—AB=A,C, vorra, ldigu A;A, ldbimisel
AQBQ—AIBI"Z A2C2 v6rra, jne.

Eukleidese geomeetrias on need juurdekasvud vordsed: 4,C, =
=AyCy= A3C3= ... = AC, tan a. Néiitame, et LobatSevski geo-
meetrias A,C, < AyCy, AsCoy < A3C,, jne. Pilisav on toestada iiks
selline vorratus, naiteks esimene.

Pikendame 16iku B;A; ja valime pikendil punkti D nii, et
AD = A,C,. Uhendame D ja A, sirgloiguga. Kolmnurgad A,C,A
ja A\DA, on kongruentsed (tunnus KNK). Médirame loigu B4,
pikendil veel punkti E nii, et EB, = AyB,. Eukleidese geomeetrias
ACy=AC, = AD ning punktid D ja E iihtivad. LobatSevski
geomeetrias ilmneb aga, et D ja E ei iihti, vaid D on A, ja E
vahel.

VAN VAN
Toepoolest, 41DAy = A,CiA > 7, sest ABB,C, on Saccheri neli-
N\ - VAN VAN
nurk, seega AC,B, <, kuid AC,B; ja AC,A, on korvunurgad.

VAN
Samal ajal A,EA, <;i, sest B{EA,B, on Saccheri nelinurk. Niisiis
VAN VAN
on A EA, terav- ja A DA, niirinurk., See on voimalik ainult siis,
kl]i D o1 Al ja E Vahel, s. 1. EA] >DA| Ehk A2C2>A1C1.

Seda arutlust saab korrata iga jdrgmise juurdekasvu korral.
[lmnebki, et punkti eemaldudes nurga tipust mééda haara vasta-
vad vordseile labitud loikudele haaral {iha suuremad punkti kau-
guse juurdekasvud teisest haarast.

Paneme niitid tahele, et me ei kasutanud toestuskdigus kusa-
gil nurga tippu, s. o. asjaolu, et haaradega médratud sirged
16ikuvad. Seepédrast saab toestatud lemma sonastada veidi iildise-
mal kujul: kui sirge a suvalisest punktist mingile teisele sirgele
b témmatud ristibik moodustab sirgega a mittevordsed nurgad,
siis kasvab niirinurga haaraks oleva poolsirge punkti kaugus sir-
gest b punkti eemaldumisel nurga tipust Lobatsevski geomeetrias
kiiremini kui Eukleidese geomeetrias.
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Kasutame toestatud lemmat sirgete vastastikuste asendite ise-
loomustamiseks.

Teoreem 4. LobatSevski geomeetrias eemalduvad ldikuvad
sirged loikepunktist kaugenedes teineteisest kiiremini kui Euklei-
dese geomeetrias.

Teoreem on lemma 1 vahetu jareldus.

Véarib markimist, et meil on oma harjumuste tottu viga raske
kujutleda, kuidas selline eemaldumine on véimalik. Tundub, et see
ei «mahu» tasandile, et tasandil on selleks liialt «vihe ruumi».
Toimuvat ei onnestu kujutada ka joo-
nisel. Kui katsuda sirgete «kiiremat
eemaldumist» kujutada néiteks nii,
nagu seda on tehtud joonisel 10 viiru-
tatud tippnurkade haarade puhul punk-
tiirjoonte abil, siis tekib vastuolu wvii-

Joonis 10. rutamata tippnurkades, kus punktiir-
jooned eemalduvad niiiid «aeglasemalt»,
ehkki see ka siin peaks toimuma pidevaist haaradest «kiiremini».

Tuleb arvata, et me ei suuda tasandit tervikuna oieti ette kuju-
tada: me pitiiame kujutlust, mille oleme omandanud l6ikepunkti
suhteliselt vdikese iimbruse uurimisest, kus «punktiirsirgete» kai-
tumine voib erineda maéirgatamatult vihe pidevate omast, iile
kanda tasandi kaugetele piirkondadele, kuhu meie kogemus ei
ulatu. Raskus on f{iletatav ainult iihel teel, nimelt kujutledes, et
tasand on teatud viisil kover pind, kusjuures tema koéverus on
sellevorra viike, et meile nidhtavas osas me seda ei mirka.

Teoreem 5. LobatSevski geomeetrias lihenevad paralleelsir-
ged paralleelsuse suunas teineteisele iokestamatull, vastassuunas
aga eemalduvad teineteisest — samuti lokestamatull.

Toestus. Vaatleme sirgeid a ja b, mis on lealud suunas
paralleelsed (joon. 11, 1). Langetamec sirge b mingist punktist

b
B
b A b’ ' \
B
D o ~—
> a' b /
a ‘ !
| A A P o

1) 2) 3)

Joon,is 11.

/N
B ristldigu BA sirgele a. ABC on siis paralleelsusenurk, seepdrast
terav. Tema korvunurk on niiri, seega eemaldub sirge & sirgest
a paralleelsusele vastassuunas tokestamatult (lemma 1 teise
sonastuse pohjal). Lemmast tuleneb koguni, et see eemaldumine
on kiirem kui Ioikuvate sirgete puhul Eukleidese geomeetrias.

78



On\selge, et paralleelsuse suunas peavad sirged a ja b6 —
viahemalt esialgu — ldhenema teineteisele. Kas see ldhenemine
toimub Rogu ulatuses ja kas ta on tokestamatu, see lemmast vahe-

tult ei jareldu.

Teoreemi toestamiseks poérame tdhelepanu mingile kolman-
dale sirgele @’ (joon. 11, 2). Témbame tema mingist punktist P’
ristloigu P{Q’, mis on viiksem kui AB. Asetame ldbi punkti Q'
paralleelsirge b’. Asja toestatu pohjal kasvab sirge & punkti kau-
gus sirgest'\a’ paralleelsusele vastassuunas tokestamatult, see-
pérast leiduﬂ‘ sirgel &’ selline punkt B’, et sellest tommatud sirge
a’ ristloik B’A’ on kongruentne 16iguga BA.

Asetame niilid sirge a’ sirgele a nii, et iihtivad punktid A’
ja A ning samuti nooltega ndidatud suunad. Siis peavad iihtima
ka loigud A’B’ ja AB ning sirged b’ ja b (antud suunas témma-
tud paralleelsirge iihesuse tottu). See aga tdhendab, et sirgel &
peab leiduma selline punkt Q, et sellest sirgele a langetatud rist-
16igu QP puhul QP = Q'P’. Et 1diguks Q'P’ vdib valida kuitahes
lithikese loigu, siis nédhtub siit, et sirge & punkti kaugus sirgest
a kahaneb tokestamatult, kui punkt liigub modéda sirget b paral-
leelsuse suunas.

Hoolimata sirgete a ja b piiramatust ldhenemisest teineteisele
ei saa nad paralleelsuse definitsiooni kohaselt 10ikuda. Niisugust
ithe joone ldhenemist teisele nimetavad matemaatikud asiimp-
tootiliseks. Sirgete a ja b kaitumist on piiiitud kujutada
joonisel 11, 3). Soovitame lugejal siinkohal meenutada vastavaid
arutlusi artikli esimeses osas.

Teoreem 6. Hajuvatel sirgetel on parajasti iiks iihine rist-
sirge, millest kaugenedes sirged eemalduvad teineteisest tokesta-
matuli.

Tdestus. Teame juba, et kahel sirgel ei saa olla iile iihe
ithise ristsirge. Tuleb néidata, et hajuvail sirgeil selline sirge
toepoolest leidub.

Olgu sirged a ja b hajuvad. Kujutluse paremaks juhtimiseks
esitame need sirged joonisel 12 kdverjoontena. Langetame a min-
gist punktist A ristloigu AB sirgele b. Kui see 16ik on risti ka
sirgega a, on ithine ristléik leitud. Eeldame sellepéarast, et juhus-
likult tommatud 16ik AB ei ole risti sirgega a. Siis tekivad punkti
A juures mittevordsed korvunurgad.
Niirinurga suunas eemalduvad sirged o<
a ja b teineteisest tokestamatult; vas-
tassuunas peavad nad siis — véhe- aNs
malt esialgu — teineteisele ldhenema. N

Et a ja b hajuvad, siis saab nurka A b
BAP téommata sirge ¢, mis on paralleelne ~ e |7

d 4
P

8 Malemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 83—84. Joonis 12.
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sirgega b. Langetame a mingist punktist P ristloigud PQ/ja PR
vastavalt sirgeile ¢ ja b. Sirge PR loikab sirget ¢ mingis punk-
tis S, mis peab olema punktide P ja R vahel. Kolmnurk/PQS on
tdisnurkne. Seega PQ < PS < PR. Lemma 1 pohjal/ on PQ
tokestamatult kasvav suurus, seepdrast peab PR, mis/punkti P
eemaldudes punktist A kiill esmalt kahaneb, hakkama Kasvama ja
edaspidi suurenema tokestamatult. Jarelikult 14bib pU]/lkt P liiku-
des paremale kord sellise asendi A’, et sellest langetatud rist-
16ik A’B’ on kongruentne ldiguga AB. /

Sel viisil tekib Saccheri nelinurk ABB’A’. Nagu teame, on
selle iillemised nurgad vordsed. Tombame aluse keskpunktist T
ristsirge d. Nelinurk on siimmeetriline sirge d suhtes, sest 7B =

VAN VAN VAN /\‘
=TB’, ABT =A'B'T, AB=A’B" ja BAP = B’A’P. Niisiis moo-
dustab sirge d sirgega a vordsed kérvunurgad, s. t. on sellega
risti. Oleme leidnud sirgete a ja b iihise ristsirge.

Uhtlasi selgus siit, et kehtib jargmine lause: Saccheri neli-
nurga alumise kiilje keskristsirge on ka vastaskiilje keskristsir-
geks.

Lisame moned harjulusiilesanded artikli kiesolevas osas kisitletud mater-
jali kohta:

1) Toestada, et paralleelsusenurk kasvab paralleelsuseloigu liikumisel
paralleelsuse suunas.

2) Toestada, et ilthe punkti suhfes siimmeetrilised sirged on hajuvad.

3) Toestada, et kui kahe sirge ldikamisel kolmandaga tekkinud poiknur-
gad on vdrdsed, siis sirged hajuvad.

4) Milline on kolmnurga kahe kilje keskpunkte libiva sirge asend kol-
manda kiilljega méidratud sirge suhtes?

(Jirgneb)

KOIK KOLMNURGAD ON VORDHAARSED
T. Roosinupp

Olgu O kolmnurga ABC kilje A
BC keskristsirge OD ldikepunkt ti-
pust ‘A 1dmmatud nurgapoolitajaga
AO. Tombame 16igu OE risti killjega
AB ja ldigu OF risti kiilljega AC.
Uhendame punktid B ja C punktiga OF
0. Kolmnurgad AEO ja AFO on E £
kongruentsed, sest nad on tdisnurk-
sed kolmnurgad, millel on hiipotenuus
ithine ja teravnurgad tipu A juures
konstruktsiooni pohjal vordsed. Sa-
muti on kongruentsed kolmnurgad : c
OBD ja OCD kui tdisnurksed kolm- B D
nurgad, millel itks kaatet on {ihine ja
teised kaatetid on konstruktsiooni pohjal vordsed. Nendest kongruentsustest
jireldub, et OF = OF ja OB = OC. Siis on aga tiisnurksed kolmnurgad OEB
ja OFC kongruentsed. Et seega AE = AF ja BE=CF, siis AB=AC ja scega
kolmnurk ABC on vérdhaarne. Et kolmnurga kiilgede ja samuti nurkade kohta
ei ole mingit tingimust seatud, siis kehtib tGestus iga kolmnurgad kohta ning
seega

gkf)ik kolmnurgad on voérdhaarsed.
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LOOGILISELT SAMAVAARSED LAUSED

0. Prinits

Uheks oluliseks 1diguks matemaatilises loogikas! on teema
«Loogiliselt samavdirsed laused». Oskus eristada antud lausete
hulgast loogiliselt samavidarseid on kaheldamatult hea loogilise
motlemisvoime: tunnuseks. Sageli ollakse arvamisel, et koolimate-
maatika arendab kiillaldaselt opilaste loogilise motlemise voimet.
Nagu aga nditavad W. Walschi ja H. Bocki katsed Saksa Demo-
kraatlikus Vabariigis 2, ei aita koolimatemaatika kaasa loogiliselt
samavdirsete lausete dratundmisele. Kdesolevas artiklis kasitle-
takse lithidalt loogiliselt samavédrsete lausete moistet nii lause-
kui ka predikaatarvutuses. Samuti tutvustatakse W. Walschi ja
H. Bocki katse metoodikat ning tulemusi.

1. Lausearvutuse pohimoistetest

Uute lausete moodustamine antutest toimub lausearvutuses
nn. loogiliste operatsioonide teostamise teel. Pohilisemateks nen-
dest on eitus, konjunktsioon, disjunktsioon ja ekvivalents, samu
nimetusi kasutatakse aga ka vastavate operatsioonide tulemuste
puhul. Et jargnevas on implikatsioonil ja ekvivalentsil teistest
operatsioonidest suurem téahtsus, meenutame, et implikat-
sioon on liitlause, mis moodustatakse antud lausetest sonade
«Kui ..., siis ...» abil {thendamise teel. Néiteks lausetest

«Pdike paistab» ja «Vdiljas on valge»

saame implikatsiooni

«Kui pdike paistab, siis viljas on valge».
Kui antud lauseid tdhistada vastavalt tdhtedega p ja g, siis
nende implikatsiooni tdhistatakse siimboliga

p>q.

1 Matemaatilise loogika elemente on eesti lugejaskonnale tutvustatud
niiteks opikutes I. Kull. Matemaatiline loogika. Tln., 1964, P. Hanko.
Tédiendavaid teemasid koolimatemaatikale. Tln., 1967, lk. 133—176 ja artiklis
AI. Tkauts. Matemaatilise loogika pOhimdisteid. — Matemaatika ja kaasaeg,
11, 1k. 3—7.

2 Vt. H Bock, W. Walsch. Moglichkeiten zur logischen Schulung
im Mathematikunterricht. — Mathematik in der Schule, Nr. 6, 1964, lk. 416—
428 ja Nr. 8, 1964, 1k. 594—599.
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tud antud lausetest valjendi «siis ja ainult siis» vaheleliilitamise
abil. Implikatsiooni juures ndidetena toodud lausetest/ saame
moodustada ekvivalentsi:

Ekvivalentsiks nimetatakse liitlauset, mis on mvo/bdusta-

«Pdike paistab siis ja ainult siis, kui viljas on valge»

ning kasutades lausete markimiseks ka samu tahti,/ tdhistame
ekvivalentsi siimboliga

p<>q.

Kordamata siin eituse (7), konjunktsiooni (A) 'ja disjunkt-
siooni (V) definitsioone, esitame koigi viie operatsigoni tulemuste
toevadrtused tabelis 1, kus ¢ tdhendab {dene ja v ‘— wvddr.3

Tabel 1

p q p>q | p<>q | pAg | pVg 1p 1q

t t ¢ t t t o v

t v v v v t v ¢

v t t v v t t v

v v t t v v ¢ t
Ka matemaatilised teoreemid kujutavad endast sageli liitlau-
seid, koosnedes kahest osalausest — eeldusest ja vdiitest. Me

iitleme, et teoreem on toene, voi et eeldusest jdreldub viide,
kui véiteks olev lause on toene koigil neil juhtudel, mil eelduseks
olev lause osutub toeseks.

Olgu néiteks antud kaks lauset p<»> g ja p—>g, kus esimest
loeme eelduslauseks ja teist viiteks. Meid huvitab kiisimus, mis-
sugusel juhul voime Gelda, et eeldusest jdreldub véide. Vaatleme
lausete p ja g toevéddrtuste koikvoimalikke kombinatsioone ja esi-
tame antud lausete vastavad {0evairtused tabelis 2. Sellest ndeme,
et lause

Tabel 2
p ! q | peq | p>a
t ot t t
t Lo U v
v |t v t
v ’ v t t

p=> g on toene koigil neil juhtudel, mil lause p <> g on tdene.
Seega lausest p <> g jareldub lause p—>g.

3 Léhemalt vt. niiteks raamatust Kemenwu [x. u np. Bpejenwe B Ko-
HeuHylo MaTeMaTHky. M., 1963.
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Lausest p>g aga ei jireldu lause p<>gq, sest lause p <> ¢
pole toene koigil neil juhtudel, kui lause p>g¢ on toene. Luge-
jale jaab\ ndidata, et lausest Tp A g jareldub lause 1p <> g ja et
lausest Tp <> ¢ jéreldub lause pVgq.

Lauset\ nimetatakse loogiliselt toeseks, kui ta on
{ loogiliste voimaluste korral. Tabelis 3 on esitatud
lause (p «>\g) > (p—> q) puhul esineda saavad loogilised voima-
lused. Ndeme, et see lause on loogiliselt toene.

Tabel 3

p |4 H p<>q ‘ p>q | (perq)>(p>9q)

|

i

-
Lt
Lt

T T o
QS C
~ Q Q o~
~

Olenevalt lausete sisust voib osutuda, et moni toeviadrtuste
kombinatsioon ei kuulu loogiliste vdimaluste hulka. Kui nditeks
implikatsiooni korral juht (f#, v) ei kuulu loogiliste voimaluste
hulka, siis selle kitsendusega osutub implikatsioon loogiliselt
toeseks lauseks. Vahe tegemiseks nimetatakse lauset niisugusel
juhul mitte loogiliselt, vaid faktiliselt toeseks.

Lauset nimetatakse loogiliselt vddraks, kui ta on
vadr koigi loogiliste voimaluste korral. Loogiliselt vdar on néi-
teks lause (pA1g) A (p—>g), mille toevdartused koigi loogi-
liste voimaluste korral on esitatud tabelis 4.

Tabel 4
I
p | q |pAIg|p>q | (pATG A(p>0)
¢ ¢ ” v t v
t v \ 13 v v
v t ’ v ¢ v
v v | v 13 v

Jareldus (viite jdreldumine eeldusest), kui kahe lause vahe-
line suhe on esitatav samade sonade abil, mille abil moodustati
implikatsioon. Néditeks «Kui p <> g, siis p > g».

Teoreem. Lausest r jareldub lause s siis ja ainult siis, kui
implikatsioon r > s on faktiliselt toene.

Toestws. Eeldades, et lausest r jéreldub lause s, tdhendab
see, et lause s on toene koigil neil juhtudel, kui r on téene. Tabe-
list 5 ndeme, et sel juhul ei saa kuuluda loogiliste v6imaluste
hulka juht (¢, v).
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|
| o fees
¢ t H t
v t ‘ t
v v ﬁ t

ning implikatsioon r->.s osutub faktiliselt toeseks Jauseks.

Eeldades vastupidi, et implikatsioon r ->-s on loogiliselt toene
lause, tdhendab see jillegi, et juht (¢, v) ei saa kuuluda loogiliste
voimaluste hulka ning seega lausest r jédreldub lause s, mida
oligi tarvis toestada.

2. Loogiline samavaarsus

Uheks lihtsamaks lausetevaheliseks suhteks jareldussuhte kor-
val on loogiline samavadrsus. Kaht lauset nimetatakse loogi-
liselt samavddrseks, kui iga loogilise voimaluse korral
on neil lauseil samad tdevairtused.

Nédide 1. Laused pA (gVr) ja (pAg)V (pAr) on loogi-
liselt samavairsed.

Tabel 6

' p q r ‘iqur pA(GVr)pAg|pAr{(pAg)V (pAr)
1 E ¢ t ¢ :\ ¢ t | t ¢ t
2 ¢ ¢ v \ t ¢ t v t
—3’ t v |t ot . v—_’ t I‘ t
4 t v v v v v ;—U v
5’ v t ¢ t v v v v
61 v t v t v v v v
71 v v t t v v v v
8| v v v v v v v v
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(p Ag)\V (p Ar) on molemad tdesed kolmel esimesel loogiliselt
voimalikul juhul ja iilejddnud viiel juhul vddrad. Kasutades lau-
sete loogilise samavdirsuse tdhisena siimbolit =, voime seega
kirjutadg\ et

T(’)e\g\oolest, tabelist 6 mndeme, et laused pA(gVr) ja
)

pA(GVr)=(pAq)V (pAr).

Sageli hinnatakse lausete loogilist samavaadrsust sisu jargi.
Andes viimases ndites kasutatud formaalsetele lausetele p, g ja r
jargmised tdhendused:

p — «kolmnurk on tdisnurkne»,
g — «kolmnurk on vordhaarney,
r — «kolmnurk on isekiilgne»,

saame loogiliselt samavédrsed laused:

pA(gVr) — «Kolmnurk on tdisnurkne ja ihtlasi vord-
haarne voi isekiilgney,

(pAqg)V(pAr) — «Kolmnurk on tdisnurkne ja vordhaarne
v0i ta on tdisnurkne ja isekiilgne».

Nidide 2. Olgu antud laused:
p — «liidelavad jaguvad 3-ga»,
g — «summa jagub 3-ga».
Siimbol p— ¢ tdhendab siis liitlauset
«Kui liidetavad jaguvad 3-ga, siis summa jagub 3-ga».
Selle liitlausega on loogiliselt samavédérne liitlause:
«Ei ole voimalik, et liidetavad jaguvad 38-ga ja summa ei
jagu 3-gar.
Siimbolites voib selle samavéddrsuse kirjutada valemina

p>qg=1(pAg),

mille kehtivust saab jillegi kontrollida toevadrtuste tabeli abil.

Kogemused nditavad, et ekslikult loetakse liitlauseid p->g¢
ning g->p sageli loogiliselt samavéirseiks. Toevédirtuste tabe-
list 7 ndeme aga, et need laused pole loogiliselt samavéérsed.

Tabel 7
p q p—>4q q>p
t t t t
t v v t
v t t v
v v t t

Liitlauset ¢ > p nimetatakse implikatsiooni p>¢ konver-
siooniks ehk p66rdeks. Moodustame veel laused 1g—>p
ja 1p—=>T1g ning leiame nende téeviirtused (vt. tabel 8).
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Tabel 8

p A R IES VRRVERY
t t t . t
t v v ! t
v t t ‘ v
v v t ; t

Tabelist 7 ja 8 ndeme, et

p>¢g=Tg->1p
ja
g>p=Tlp~->Tg.
Teoreem on alati esitatav implikatsioonina. Sageli aga toes-
tatakse antud teoreemiga loogiliselt samavidrne teoreem.

Nidide 3. Toestada Pythagorase teoreemi poordteoreem: kui
kolmnurgas kahe kiilje ruutude summa on vordne kolmanda kiilje
ruuduga, siis on see kolmnurk tdisnurkne.

Toestame selle lausega loogiliselt samavidirse teoreemi: kui
kolmnurk ei ole tdisnurkne, siis ei ole tema kahe kiilje ruutude
summa vordne kolmanda kiilje ruuduga.

Pythagorase teoreemi pohjal on tdisnurkse kolmnurga kaate-
tite ruutude summa vordne hiipotenuusi ruuduga, s. t. a® - ? =
=¢2 Jatame niiiid kaatetite pikkused endisteks ja suurendame
tdisnurga niirinurgaks. Siis suureneb ka kiilg ¢ ja jérelikult sel
juhul a2 4 62 <¢% Vidhendades tdisnurga teravnurgaks saame,
et a2 4 b2 > ¢?, millega teoreem ongi toestatud.

Ndide 4. Teoreemile «Arv jagub 3-ga, kui tema ristsumma
jagub 3-ga» jiargneb opikutes vahel ndide: «Kas arv 5743 jagub
3-ga? Vastus: Ei, sest ristsumma 19 ei jagu 3-ga». Esitatud teo-
reem ei voimalda aga sellist jareldust. Toepoolest, kui tdhistame

p — <«arvu ristsumma jagub 3-ga»,

g — «arv jagub 3-ga»,
siis toodud lause on implikatsioon p - ¢, kuid jirelduse tegemi-
seks kasutatakse tegelikult liitlauset 1p—>T1g. Laused p->g ja
Tp->1g pole aga loogiliselt samavdirsed: lauses p > ¢ on p pii-
sav tingimus g jaoks ja p mittekehtimisest ei jdreldu veel ¢
mittekehtimine.

Nidide 5. Laused p—~>g ja 1g->1p, aga samuti p—>g ja
T(pAlg) ning 1(pAg) ja T1pV1g on loogiliselt samaviar-
sed. Viimasest samavidérsusest jareldub, et

T(pAlg)=1pVaq.
Seega
p>qg=Tg>T1p=1(pAlg) =1pVg
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Andes lausetele p ja g mingi sisulise tdhenduse, nditeks
p — «punkt P asub sirgel s»,
g — «punkti P kaugused sirge s suhtes simmeetrilistest
punktidest A ja B on vérdsed»,
saame koostada jargmised loogiliselt samavdirsed laused:

p>q — «Kui punkt P asub sirgel s, siis on punkti P kauw
gused sirge s suhtes simmeetrilistest punktidest A
ja B virdseds.

1g>1p — «Kui punkti P kaugused sirge s suhtes siimmeetri-
listest punktidest A ja B ei ole vordsed, siis punkt
P ei asu sirgel s».

T(pAq) — <«Ei ole dige, et punkt P asub sirgel s ja punkti P
kaugused sirge s suhtes stimmeetrilistest punktidest
A ja B ei ole vordsed».

Vg — «Punkt P ei asu sirgel s voi tema kaugused sirge
s suhtes siimmeetriliste punktideni A ja B on vord-
sed».

3. Loogiliselt samavidirsed laused predikaatarvutuses

Tahistame siimboliga G(6) tosiasja, et 6 on paarisarv, seega
sfimbol G( ) tédhistab viljendit «on paarisarvs ja siimbol G(x)
vidljendit «x on paarisarv». Viimasel juhul peab olema antud
piirkond, kuhu x kuulub, nditeks naturaalarvude hulk. Kui asen-
dame x mingi naturaalarvuga, siis saame lause, mis on kas toene
voi vadr. Nil on G(5) védidr, G(10) aga toene lause.

Viljendit G(x) voime tdlgendada funktsioonina, sest tdhe x
igale védrtusele etteantud piirkonnast vastab kindel toevddirtus,
kas t voi v. Niisugust funktsiooni G(x) nimetataksegi predi-
kaadiks, suurust x aga indiviidiks. Téahistame piirkonda,
kuhu x kuulub, tdhega U ja nimetame seda indiviidide
hutlgaks.

Lauset, mis sisaldab predikaati, nimetatakse predikatiiv-
seks lauseks. Erilist huvi pakuvad kaks predikatiivset liit-
lauset: «/ga x puhul kehtib G(x)» ning «Leidub vihemalt iiks
x, mille puhul kehtib G(x)». Need laused vdivad soltuvalt predi-
kaadist G(x) ja etteantud piirkonnast osutuda kas toesteks voi
vdiradeks. Nditeks lause «/ga naturaalarv on paarisarvy on vaar,
seevastu aga lause «Leidub vdhemalt iiks naturaalarv, mis on
paarisarvs on toene. Sellise kujuga predikatiivsete lausete sage-
dat esinemist arvestades on nende lithemaks kirjutamiseks voetud
kasutusele erisiimbolid ja erinimetused:

Vv on nn. universaalsuse ehk {ildisuse kvantor

ja asendab sdnu «iga ... puhul kehtibs,

3 on nn. eksistentsi ehk olemasolu kvantor, mis
asendab sonu «leidub vidhemalt iiks ..., mille puhul keh-
tib».
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Uldisuse kvantoriga algav lause Vx G(x) véiidab, et predi-
kaat on toene indiviidi x iga védartuse korral, mis kuulub hulka
U, s. t. et predikaat G(x) on tdene iga loogilise voimaluse kor-
ral. Olemasolu kvantoriga algav lause 3x G(x) aga viidab, et
hulgas U leidub vdhemalt iiks niisugune indiviid, mille korral
predikaat G(x) on toene.

Téhistagu siimbol G(x) nditeks viljendit «f(x) = g(x)», siis
Ix G(x) tdhendab lauset

«Hulgas U leidub vidhemalt iiks niisugune indiviid x, mille

korral f(x) = g(x)».
ja 13x G(x) tdhendab lauset

«Ei ole Gige, el hulgas U leidub vahemalt iiks niisugune indi-

viid x, mille korral f(x) = g(x)».

Teisiti voime viimase lause sonastada aga jargmiselt: «/ga
hulka U kuuluva indiviidi x korral f(x) 5= g(x)», mis on esita-
tav siimboliga V x 171G (x). )

Seega laused 13x G(x) ja Vx1G(x) on loogiliselt samavaar-
sed, s. t.

13IxG(x) =V x1G(x).

Olgu siimbolil G(x) endine tdhendus, siis V x G(x) tdhendab
lauset:

«lga hulka U kuuluva indiviidi x korral on [(x) = g(x)» ja

«lga hulka U kuuluva indiviidi x korral on f(x)=g(x)»
ja 1V x G(x) tdhendab lauset:

«Ei ole oige, et iga hulka U kuuluva indiviidi x korral on

F(x) = g(x)».

Viimase lause voime aga sonastada ka nii: «Hulgas U leidub
vdhemalt iiks niisugune indiviid x, et [(x) 5= g(x)». Selle
lause siimboolseks esituseks on 3x TG (x). Seega

IV G(x) =3x1G(x).

Lugeja {ilesandeks jddb jargmiste loogiliste samavdidrsuste
kehtivuse selgitamine:
IxG(x) =1V x1G(x),
VxG(x) =T13x1G(x).
Néidetena nende juhtude kohta olgu siinkohal esitatud jarg-
mised lausepaarid:
«Leidub vdhemalt iiks reaalarv x, mis rahuldab vorrandit
x3—10x2 —x —10=10»
ja
«Ei ole dige, et iga reaalarvulise x korral

x3—10x2—x— 105 0»
ning
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«lga reaalarvu x korral, kui x > 1, siis x2°> 1»
ja

«Ei ole oige, et leidub vdhemalt iiks reaalarv x, mille korral,

Rui x> 1, siis x2 < I».

Igapdevases konepruugis kuuleme sageli lauseid, mis pole
loogiliselt samavdirsed, kuid mida siiski loetakse samaviaarseiks.
Néiteks lausega «Ei ole Gige, et koigil ruutvorrandeil on reaal-
sed lahendids loetakse monikord samavididrseks lause «Koigil
ruutvorrandeil ei ole reaalseid lahendeid». Samuti lause «Ei ole

Tabel 9
Lausz Loogiline struktuur
1. a) Ei ole dige, et iga ruutarv on paarisary. 1Va H(a)
b) Leidub ruutarve, mis ei ole paarisarvud. Ja1H(a)
2. a) Ei ole oige, et iga ruutarv on paarisarv. TV a H(a)
b) Leidub ruutarve, mis on paarisarvud. da H(a)
3. a) Ei leidu kolmnurka, mis on vérdkillgne ja
tdisnurkne. 1 gx[Hl(x) AH2(x)]
b) Iga kolmnurga puhul, kui ta on vordkiilgne,
siis ta ei ole taisnurkne. Vx[H (x)>T1H2(x)]
4. a) Ei leidu kolmnurka, mis on vordkillgne ja
taisnurkne. 13 x[H (x) AHy(%)]
b) Leidub kolmnurki, mis ei ole vordkiilgsed !
ega taisnurksed. Ix[TH (x) ATH (%)}
5. a) Kui naturaalarvu ristsumma jagub 3-ga,
siis jagub ka arv ise 3-ga. p>q
b) Kui naturaalarv jagub 3-ga, siis jagub ka
tema ristsumma 3-ga. q>p
6. a) Kui naturaalarvu ristsumma jagub 3-ga,
siis jagub ka arv ise 3-ga. p=>q
b) Kui iiks naturaalarv ei jagu 3-ga, siis ka
teme ristsumma ei jagu 3-ga. Tg>"1p
7. a) Kui naturaalarvu ristsumma jagub 3-ga, siis
jagub ka arv ise 3-ga. p->q
b) Kui naturaalarvu ristsumma ei jagu 3-ga,
siis ei jagu ka arv ise 3-ga. Ap->Tg
8. a) Kui punkt P asub sirgel g, siis on tema
kaugused sirge g suhtes siimmeetriliste
punktideni A ja B vordsed. r>s
b) Ei ole voimalik, et punkt P sirgel g aset-
seb ja tema kaugused sirge g suhtes siim-
meetriliste punktideni 4 ja B «¢i ole vord-
sed. T1(rAls)
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oige, et koik abituriendid ‘sooritasid eksami» loetakse samavadr-
seks lausega «Koik abituriendid ei sooritanud eksamit».

Nende lausete loogilist samavdirsust piiiitakse esile tuua
rohkude paigutamisega vastavatele sonadele. Kirjas aga rohku-
sid ei ndidata ja seetottu ei saa toodud lauseid lugeda loogiliselt
samavdéddrseiks, sest

IV H(x) =V x1H(x).

4. Uhest katsest

Et kindlaks teha, kuidas tulevad 8—10 kl. opilased toime loo-
giliselt samavidirsete matemaatiliste lausete dratundmisega, teos-
tati Saksa Demokraatliku Vabariigi monedes koolides katse, kus
opilastele anti vordlemiseks tabelis 9 (vt. eelmine 1k.) toodud lau-
sete paarid. Nende kaheksa paari hulgast tuli leida loogiliselt
samavddrsete lausete paarid.

Seega oli valik tehtud nii, et neli lausete paari osutusid loo-
giliselt samavidéarseteks. Lugeja proovigu need paarid leida (enne
tabeli 10 vaatamist). Iga lausepaari kohta tuli vastata kas «ja»,
«ei» vOi «ei tea». 123 Opilase vastuste pohjal on koostatud * tabel
10, kus on toodud ka &igete ja valede vastuste suhe (O0:V),
digete vastuste protsent (O %) ning tulemuse hindamiseks® on

Tabel 10

Nr. «ja» «ei tea» «ei» oV 0 % 22 Hinnang
1 102 5 16 102 : 16 83 62,5 -+
2 53 5 65 65 : 55 53 1,22 -+
3 100 6 17 100 : 17 81 59,5 +
4 41 11 71 71 : 41 58 8,0 —+
5 89 20 14 14:39 11 55,0 0
6 54 25 44 54 ¢ 44 44 1,02 0
7 44 21 58 58 1 44 47 1,92 0
8 82 22 19 82 :19 67 ° 395 —

arvutatud y2 Viimase arvutamisel on ldhtutud hiipoteesist, et
huupi vastamisel on suhe O : V = 1. Hinnangu lahtris ongi mér-
gitud, kas tulemus on sellest hiipoteesist méarkimisvéarselt kor-
vale kaldunud ja kas -+ vdi — suunas.

4 Tabelid 10 ja jidrgnevad on voetud raamatust H. Bock, W. Walsch,
Logik und Mathematikunterricht. — Wissenschaftliche Beitrdge. Martin-Luther-
Universitdt, Halle—Wittenberg, 1966/6.

5 Vajalike matemaatilise statistika alaste moistetega tutvustame Iugejat
ldhemalt iihes jdrgmistest «Matemaatika ja kaasaja» numbritest.
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Teostatud katse tulemusi vorreldi tunnistuse hinnetega. Sel-
gus, et hinnete ja oigete vastuste arvu vahel pole s6ltuvust (kor-
relatsioonikordaja r = —0,06). Siit voib teha jdrelduse, et hinda-
mise aluseks on ikkagi formaalsed teadmised ja oskused, mitte

aga

loogiline motlemisvoime.

Et kindlaks teha, kas Opilaste vead loogiliselt samavéédrsete
lausete mddramisel on pohjustatud lausete loogilisest struktuu-
rist voi lause sisust, selleks korraldati tdiendav katse uute opi-
latega. Tabelis 11 on toodud teises katses esitatud lausepaarid,
mille hulgast tuli jdlle leida loogiliselt samaviirsed.

Lause

Tabel 11

Loogiline struktuur

b)

8. a)

Ei ole bige, et iga ruutarv on paarisarv.

Leidub ruutarve, mis ei ole paarisarvud.

Kui naturaalarvu ristsumma

jagub 3-ga, siis
jagub ka arv ise 3-ga. ‘

Kui naturaalarv jagub 3-ga, siis jagub ka
tema ristsumma 3-ga.
Kui naturaalarvu ristsumma jagub 3-ga,

siis jagub ka arv ise 3-ga.

Kui naturaalarvu ristsumma ei jagu 3-ga,
siis ei jagu ka arv ise 3-ga.

Ei leidu kolmnurka, mis on vordkiillgne ja
tdisnurkne.

Iga kolmnurga puhul, kui ta on vordkiilgne,
siis ta ei ole tdisnurkne.

Kui kolmnurgas on kaks vordset kiilge, siis
on tal ka kaks vordset nurka.

Kui kolmnurgas on kaks vordset nurka, siis
on tal kaks vordset kiilge.

Kui kolmnurgas on kaks vérdset kiilge, siis
on tal ka kaks vordset unrka.

Kui kolmnurgas ei ole kaht vordset kiilge,
siis ei ole tal ka kaht vordset nurka.

Ei leidu naturaalarvu, mis on paaritu ja
jagub 6-ga.

Iga naturaalarvu korral, kui ta on paarity,
siis ei jagu ta 6-ga.

Ei ole mitte nii, et kdik nelinurgad on siim-

meetrilised.

b)

Leidub nelinurki, mis ei ole siimmeetrilised.

1Va H(a)
3aT1H(a)

p>q
g>p
p>q
Tp>1g
T3 x[H, (x) AHa(x)]
Vx[Hi(x) >THy(x)]
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Lugeja voib tdhele panna, et tabelis 11 on iga loogilise struk-
tuuri kohta toodud kaks lausepaari: lausete 5.—8. hulgast leiame
igale neljast esimesest paarist vastava sama loogilise struktuu-
riga lausepaari.

Teise katse tegid kaasa 224 opilast (ainult 3. iilesande vastu-
sed pdrinevad 168 opilaselt). Tulemused on toodud tabelis 12, kus
esitatakse samad néitajad mis tabelis 10.

Tabel 12
Nr. | «ja» | «eitea» | «ei» ! o:V 0 % 22 H
1 207 2 166 207 : 15 92,5 15 -+
2 183 4 96,8 37:183 16,5 37 —
3 ;. 46 14 36 108 : 46 64,5 108 -+
4 182 5 96,4 182:37 81 37 —+
5 210 0 171 14:210 6,5 14 -+
6 70 15 22,8 139:70 62 139 ~+
7 192 6 126 192:26 85,5 26 -+
8 199 2 135 199:23 89 23 —

Esimese katse tulemuste kontrollimiseks sisaldas teine katse
samu lausepaare, mis esinesid ka esimeses katses. Nende lause-
paaride kohta antud vastuste vordlemiseks esitame tabeli 13, kus
on vélja toodud samadele lausepaaridele antud oigete vastuste
suhtelised sagedused. Selleks et kindlaks teha, kas nende sage-
duste kui keskmiste erinevus on maéarkimisvaarne, on arvutatud
vastavad ¢ vdartused. 2. juhul on suhtelised sagedused vordsed,
3. juhul ei ole erinevus méarkimisvéddrne, 1. ja 4. juhul on suhte-
liste sageduste erinevus markimisvdarne. Siit jareldub, et 1. ja
4. juhul maérati nende lausepaaride loogilist samavéarsust teises
katses paremini. Sellele vaatamala on molema katse tulemuste
vahel hea kooskdla. 1. ja 2. juhul domineerib suurelt oigete vas-
tuste arv, 3. juhul valede vastuste arv ning neljandal juhul on
molemas katses Gigete ja valede vastuste suhe suurem kui 1.

Tabel 13
Ny =123 Np==224  (Ng* = 168)
. i : . |
Jrk. Ulesande Ny N,
nr. rr. 0 o “ 0 o l ¢
1) L1 I 1 102 | 0,83 ’ 207 {0,925 ‘ 2,68
2) I, 3 II, 4 100 0,81 | 182 |[0,81 i 0
3) I, 5, II, 2 14 0,11 37 10,165 | 139
4) I, 7; 11, 3* 58 0,47 108 |0,645 ‘ 2,96
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Et selgitada, kas loogilise samavdirsuse méaaramisel on alu-
seks loogiline struktuur vo6i lause sisu, selleks on tabelis 14
vorreldud sisult erinevate, loogiliselt struktuurilt aga samavaar-
sete lausete kohta antud vastuseid. Tabelis 14 on néidatud sama-
suguse loogilise struktuuriga lausete paarid, kui palju anti mole-
ma lause kohta {ihtivaid oigeid, iithtivaid véddraid ja mitteiihtivaid
vastuseid. Seejidrel on toodud iihtivate ja mitteiihtivate vastuste
suhe ning iihtivate vastuste protsent koigi vastuste hulgas. Eel-
dades hiipoteetiliselt, et iihtivate ja mitteithtivate vastuste suhe
on 1, on y? abil madratud tegeliku suhte erinevuse markimisvaar-
sus selle hiipoteetilise suhtega vorreldes. Nagu tabelist ndha, on
see erinevus koigil juhtudel méarkimisvdérne.

Tabel 14
N =224 (N* = 168)

Uhtivad | Uhtivad | Mitte- . N
L valed | dhtivad | UTMU 1 U% oA

|
;8 139 7 28 196 : 28 87 126 | -+
2. 5 4 176 44 180 : 44 80 825 | -
3; 6% 76 38 54 114 : 54 68 21,5 i L
4: 7 163 10 51 137 : 51 77 665 | -+

Siit jdreldub, et esitatud lausepaaride ekvivalentsuse {ile
otsustamisel tugineb enamik opilasi lausete loogilisele struktuu-
rile ja vdhem sisule.

Ka teise katse tulemuste puhul osutus korrelatsioon hinnete ja
oigete tulemuste vahel vidga viikeseks (r=—0,11). Huvitav on
markida, et korrelatsioon hinnete ja loogiliste struktuuride jirgi
antud oigete vastuste vahel on samuti suhteliselt viike (r=
= —0,28). Korrelatsiooni negatiivsus on tingitud sellest, et Saksa
Demokraatlikus Vabariigis on hinnete skaala vastupidine meie
omale. '

Midrkus. Artikli autor, samuti «Matemaatika ja kaasaja» toimetus on
huvitatud analoogiliste katsete tulemustest meie koolides. Palume lugupeetud
opetajaid, kes secllise katse oma Opilastega teevad, selle tulemustest asjast
huvitatuid informeerida,



ALGKLASSIDE MATEMAATIKA OPETAMISEST
L. V. ZANKOVI UUE ALGOPETUSE SUSTEEMI POHJAL

P. Kees

Kogu maailmas katsetatakse innukalt algklasside matemaa-
tika opetamise uusi meetodeid ning votteid ja uuritakse programmi
sisu muutmise voimalusi. Juhtiv koht on sel alal Noukogude Lii-
dul, kus algopetus oli senigi suhteliselt korgel tasemel. Juba
mitmeid aastaid tegelevad algklasside matemaatika opetamise
probleemiga mitmed tuntud pedagoogikateadlased nagu L. V. Zan-
kov, D. E. Elkonin, V. V. Davédov jt.

Kéesolevas liihiiillevaates refereerime kokkuvotlikult akadeemik
L. V. Zankovi seisukohti nimetatud kiisimuses. Me ei konele siin
niivord Zankovi iildistest didaktika printsiipidest ja tema katsete
teoreetilistest kaalutlustest!, kuivérd just matemaatika Opetamise
konkreetsest sisust ja selle praktilisest lahtimotestamisest.

Esitame koigepealt Zankovi siisteemis ettendhtud algklas-
side programmid klasside kaupa? (selle siisteemi jdrgi on alg-
opetus kolme aasta peale jaotatud).

I klass

Arvude nimetused (1—9) ja nende kirjulamine.

Vordus. Vordusmark. Moisted «rohkem», «vdhem». Mirgid «>» ja «<».

Moisted «rohkems, «viahem». Mirgid «>» ja «<».

Transitiivsussuhted (nditeks: kui a>b ja b > ¢, siis a>c).

Vorratus. Mirk «==».

Naturaalarvude loendamine edaspidi ja tagurpidi.

Vastastikused suhted {iksteiscle jdrgnevate arvude vahel.

Sentimeeter.

Sirgjoon. Kiir. Sirgloik.

Liitmise moiste ja vajalikud oskussonad. Liitmine 9 piires.

Arvu koostis esimese kiimne piires (10 vilja arvatud). Liitmise tabel.

Sirglaikude Hitmine.

Liitmise vahetuvusseadus, selle iilesmarkimine iildkujul (a4 b=¢, b
“Ha=c at+b=>b+a).

Kilogramm.

Lahutamise moiste ja vajalikud oskussonad. Lahutamise seos liitmisega,
selle esitamine iildkujul (a+b=r¢; a=c—0»).

' Vi, ka artiklit P. Kees. Algklasside matemaatika vajab iimberkorral-
damist. — Matemaatika ja kaasaeg XII, lk. 97—101.

2 Lihemalt voib nendega tutvuda jdrgmiste algallikate kaudu:
[Tporpammbl cpefHeil WIKOJBI (IPOEKT), HauaJbHble Kaaccel. M., 1965; HoBas cu-
cTeMa HavagabHOTO O6yuenus, I kaacc (mox. pexa. JI. B. 3ankosa). M., 1965.
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Sirgloikude lahutamine.

Tekstiilesanne. Andmed ja otsitav. Ulesande tingimus ja kiisimusiilesande
lahendamise moiste. Nimetus.

Kahekohalised arvud. Arv 10, selle saamine ja koostis. Uheliste ja kiim-
neliste jark.

Tundmatu, selle tdhistamine tdhega x(4 -+ x=29).

Nulli liitmine. Selle tlesmirkimine iildkujul (a+0=a; 04 a=a).

Detsimeeter ja meeter.

Korrutamise mbiste ja vajalikud oskussonad. Korrutamise vahetuvussea-
dus ja selle illesmirkimine ildkujul (a-b=c; b-a=c; a-b="b-a).

Téis-, terav-, niirinurk. Ristkiilik. Jagamise moiste ja vajalikud oskussonad.

Arv 20. Selle moodustamine f{ihe iihelise lisamisega 19-le. Kahekohalised
arvud 20-st kuni 99-ni (viimane kaasa arvatud). Kahekohaliste arvude liitmine
ja lahutamine. Uhe- ja kahekohalise arvu lahutamine kahekohalisest arvust.

Liiter.

Korrutamistabel.

Suuline arvutamine kogu oOppeaasta kestel.

II klass

Vordlemine vahe abil. Vastavate tekstiilesannete lahendamine.

Sirgldikude vordlemine nende vahe abil.

Korrutamine ja jagamine (100 piires tabeli abita). Kirjalik korrutamine ja
jagamine. Osa leidmine arvust ja arvu leidmine tema osa jargi.

Ajamdodud: o©opdev, tund, minut, sekund; aasta, kuu. Aja midramine
kella jirgi. Ringjoon. Raadius. Kaar.

Vordlemine korrutise abil. Vahe ja korrutise abil vordlemise korvutamine.

Kolmekohalised arvud. Nende kirjalik liitmine ja lahutamine.

Vene arvelaud. Numeratsioon arvelaual.

Kahe- ja kolmekohalise arvu korrutamine ja jagamine iihekohalisega.

Jadgiga jagamine.

Nurgad. Nurga tipp ja haarad. Nurga tdhistamine tdhtedega.

Nurgakraad. Terav- ja niirinurkade suuruse vordlemine tadisnurga suuru-
sega.

Monotoonsuse omadus. Selle iilesmirkimine tihtedega (kui a=0b, ¢<d,
siis a+c<b—+d).
Vahe omadused. Summa lahutamine. Tédisarv ja murd (algtehted).

Pikkusmoodud (tabel). Aritmeetiline keskmine. Diagrammi maiste.

Neli tehet tuhande piires (iilevaade ja iildistus).

Suuline arvutamine kogu Oppeaasta kestel.

11 klass

Arvud miljoni piires. Jargud ja klassid.
Liitmine ja lahutamine miljoni piires. Liitmise iithenduvusseadus.
Umardamise teel saadud ligikaudsed arvud.
Meetermoodustik (iildistamine).

Nimega arvude teisendamise moiste.
Mitmenimeliste arvude liitmine ja lahutamine.
Korrutamise ithenduvusseadus.

Mitmenimeliste arvude korrutamine ja jagamine.
Ruut. Ruutmoddud. Ruutu tdéstmine.

Tehete jirjekord ja sulud.

Arvud miljardini.

Ristkiiliku diagonaal.

Kolmnurk: selle elemendid ja pindala.

Suuline arvutamine kogu Oppeaasta kestel.
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Igas klassis on ette ndhtud vidga palju praktilisi téid. Tuleb
teostada koik praktilised harjutused, mis on vdhegi moeldavad:
niidi, raamatu jne. pikkuse mootmine; vordsete ja mittevordsete
sirgloikude joonestamine; sirgloikude liitmine ja lahutamine; kaa-
lumine; detsimeetri, meetri valmistamine papist ja selle abil mo6ot-
mine; osa leidmine antud sirgloigust ja sirgloigu leidmine tema
osa jargi jne. Praktiliste t66de noudmine on hésti arusaadav, sest
ainult loov aktiivsus suudab opilasi maksimaalselt rakendada ja
samaaegselt tagada neile kindlaid teadmisi.

Igasuguse oppesiisteemi efektiivsus on médratud pohiliselt
kolme teguriga: didaktiliste printsiipidega, programmiga ja ope-
tamise metoodikaga. Ukskoik kui ideaalsed poleks ka kaks esi-
mest, ei anna nad halva rakendamise korral soovitud efekti. Voiks
titelda, et programm on seadusandlikuks voimuks, metoodika aga
tdidesaatvaks. Seepdrast vaatlemegi moningaid koige iseloomu-
likumaid metoodilisi pohimotteid ja vétteid matemaatika Gpeta-
misel uue siisteemi jérgi.

Punase niidina 1dbib metoodikat teadlikkuse, vastastikuste sol-
tuvuste ning seoste taipamise ja vordlemise pohimote. Juba siigi-
sel 1 klassis, kui tutvutakse esimese kiimnega, tuleb laste tead-
vusse viia see fakt, et igale arvule jdrgneb temast iihe vorra suu-
rem arv, samal ajal aga igale arvule eeineb temast iihe vorra
vdiksem arv. Vorratuse moistega tutvutakse enne kui vorduse
moistega, sest viimane tuleneb eelmisest. Antakse ka vastavad
maérgid. Vorduse ja vorratuse moistet siivendatakse praktilises
t60s sirgloikudega. Liitmine ja lahutamine késitletakse koos: nad
seotakse teineteisega. Niisugune ldhenemisviis vdimaldab juba
I veerandil sisse tuua tundmatu x ja lahendada selle abil koige
lihtsamaid vorrandeid nagu 8 —x=23; 24-x=2>5 jne.

Ka arvutusoperatsioonide harjutamisel peab mote tootama.
Niiteks laseb opetaja klassil sooritada {ehted: 442, 6+ 2,
242, 5+2, 7+ 2 ja kiisib pédrast arvutamist: Kuidas muutub
summa neis naiteis, alates esimesest? Millest soltub summa suu-
renemine voi vdhenemine? Seejdrel laseb oOpetaja need vastused
kinnistamiseks nii @imber kirjutada, et esimeses reas oleks korge
viiksem summa ja et see kord-korralt suureneks. Analoogilisi
tilesandeid lahendatakse korrutamise ja jagamise kisitlemisel.

Zankovi siisteemi jargi vaadeldakse esimese kiimne kisitlemi-
sel esialgu vaid arvusid 1-st kuni 9-ni; kiimme tuleb alles siis,
kui arvude rida 1, ..., 9 on igati 14bi téotatud. Pohjus peitub sel-
les, et 10 on celmistest mitmeti erinev arv: lapsed leiavad, et
kiimmet kirjutatakse juba kahe numbriga. Edasi selgitab opetaja
néileks, et 10 pulka moodustavad iithe kimbu, iihe terviku, iihe
kiimneliste jédrgu, kuid et samaaegselt koosneb see tervik 10-st
ithelisest.

Tekstillesannete lahendamise alustamisega ei soovita Zankov
kiirustada. Seda v&ib teha alles I veerandi 1opul. Mottelaiskuse
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drahoidmiseks ei tule sealjuures lahendada jirjest palju analoogi-
lisi {ilesandeid. Lihtsaid voi otseseid iilesandeid on soovitav anda
ainult kas nn. péérdkujul voi kaudses vormis, sest esimene liik
ei arenda peaaegu iildse oOpilasi. Selle asemel, et anda nditeks
tilesanne: «Uhel riiulil oli 5 raamatut, teisel riiulil 4 raamatut;
mitu raamatut oli kahel riiulil kokku?» — antagu seesama sisu
nditeks kujul: «Kui riiulilt vOeti dra 5 raamatut, j&i sinna alles
4 raamatut; mitu raamatut oli riiulil?» Selliste podordiilesannete
arendav osa on nii ilmne, et see autori arvates ei vaja toesta-
mist. Otseseid iilesandeid soovitab ta kasutada ainult korvutami-
seks podrdiilesannetega.

Vaga kasulik on vordlevalt lahendada ka niisuguseid {ilesan-
deid, mis erinevad ainult konkreetse probleemiseade poolest. Kui
jatta isikud, tegevused ja objektid samaks, siis tuleb selgemini
esile see asjaolu, kuidas iilesande lahendamise kiik soltub {iles-
andes sisalduvast situatsioonist. Néiteks iilesanne nr. 1. «Poiss
loikas moned kepid. Kui ta 3 keppi Gele andis, ]éii talle endale
15 keppi. Mitu keppi 16ikas poiss?»; iilesanne nr. 2: «Poiss Ioikas
7 keppi, kuid kokku oli tal vaja 1digata 12 keppi. Mitu keppi jéi
tal veel 16igata?»; iilesanne nr. 3: «Uks poiss 16ikas 6 keppi, teine
poiss 1oikas 9 keppi, kuld 2 keppi 1dks tal nendest katki. Mitu ter-
vet keppi jdi kahele poisile?»

Mairgime, et katseklasside jaoks on koostatud ka spetsiaalsed
opikud, kuid matemaatika opikutest on senini ilmunud ainuit 1. ja
2. klassi opikud 3.

Kui Zankovi siisteemile ldheneda krntlllselt siis selgub, et ena-
mus on sealt vastuvoetav ja teenib isiksuse maksimaalse arenda-
mise {ilesannet. Ainult tiihine osa soovitustest ei néi olevat vastu-
voetav. Uheks niisuguseks on Zankovi eitav suhtumine {ilesannete
koostamisse oOpilaste poolt. Zankov nimelt védidab, et Opilased
koostavad ebareaalseid iilesandeid ja toob néiitena * sellise: «MiSa
kohtas metsas 9 karu. Ta tappis viis karu. Mitu karu j&i alles?»
Kuid kiisigem, kus on siis opetaja, kes ei juhi tdhelepanu selliste
iilesannete ebareaalsusele! Pole kahtlust, et opetaja dige suuna-
mise korral on iilesannete koostamine opilaste poolt loova iseloo-
muga mottetdo.

Lopetuseks tahaks iitelda, et Opilaste teadmistes peegeldub
Opetaja metoodika. Eriti kujukalt peegeldub opilaste teadmistes
aga praeguse algbpetuse metoodika iihekiilgsus. Nii nditeks opi-
takse teise kiimne piirides ainult {ihekohalise arvu lahutamist
kahekohalisest. Et selline kitsarinnaline ja {ihekillgne ldhenemine
ei tule kasuks ei Opilaste arengule ega ka teadmistele, on toes-
tatud fakt.

3 JI. B. 3ankon. YueOHHK MaTeMaTHKH AJs MepBoro kaacca. M., 1965;
U W Apruuckas YuebuMxk marTeMaTIKH AJisc BToporo kmaacca. M., 1966.

+ JI. B. 3auxos. Hopoe B ofyuenun apndmernke B 1 knacce. M., 1964,
k. 61.
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MATEMAATIKA- JA FUUSIKAOPETAJATE
KAADRIST 1965. AASTAL

J. Reimand, R. Ruut

Olukorra selgitamiseks meie matemaatika- ja fiilisikaopetajate
hariduse, vanuse, koormuse, t66tasu jms. kiisimustes organiseeriti
vajalike andmete kagumine ning ldbit66tamine. Vastav perfokaart
koostati Tartu Riikliku Ulikooli ja ENSV Haridusministeeriumi
koostoona, lasti tdita HM korraldusel haridusosakondade vahen-
dusel ja toddeldi! TRU-s.

Perfokaardi pidid tditma? koik isikud, kes 1965. a. maértsis
opetasid vabariigi eesti Oppekeelega iildhariduslikes koolides
matemaatikat voi fiilisikat V—XI klassis. Perfokaardid laekusid 96
direktorilt, 79 oppealajuhatajalt ja 1025 opetajalt. Nii moodustus
statistiline kollektiiv 3, kelle algandmeid 4 kasutati jargnenud ana-
liiisimisel. Analiilisimise eesmadrgiks oli olukorra hindamine eel-
koige jaotumisseaduspirasuste osas, kusjuures lahteaspektideks
valiti vanus, sugu, haridus, koormus ja to6tasu. Allpool esitatak-
segi moningad tulemused sellest toost.

1. Vanus ja sugu

Andmed vanuse jargi jaotumisest on esitatud tabelis 1. Selles
vaadeldakse kogu kollektiivi (veerg 13) ja ta milmete osahul-
kade 5 vastavat jaotumist. Selgus, et vanuserithmade erikaal oli
kiillaltki ebaiihtlane (veerg 14). Nii sisaldas koige arvukam vanu-
seriihm (30—34) 32,4% kogu kaadrist, kuid pensioniea-eelsetest
koige vdiksearvulisem (45—49), vaid 2,7%. Seda seaduspirasust
(vt. joon. 1) peab edaspidi jdlgima kaadri ettevalmistamisel, kuid
kaugemaks eesmérgiks peaks siiski olema asenduskontingendi
stabiilse suuruse leidmine 6. Siis oleks kaadri ettevalmistamine
kvaliteetsem ja odavam, korgematesse koolidesse vastuvotu téit-
mine lihtsam jne.

1 Tootlemine toimus késitsi, mistdttu on voéimalikud moningad loendamis-
vead (modni kaart ei kukkunud vélja vms.).

2 Et puuduvad andmed selle korralduse téditmise tdpsuse kohta, siis ei
taotle jargnev kokkuvote taielikkust.

3 Umbes iiks kiimnendik ENSV kogu opetajaskonnast.

¢ Nende digsust kinnitasid perfokaartide tditjad oma allkirjaga.

5 Haridust ja eriala tahistavaid lithendeid tutvustatakse jdrgmises osas.

6 Asenduskontingendi abil tuleks vdhendada ka nn. amatéérmatemaatikute
ja -fiidsikute erikaalu (vt. 1k. 105).
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Vaadeldavas statistilises kollektiivis oli naisi 658 ja mehi 515,
protsentides 56,9 ja 43,1. Suhteliselt rohkem oli mehi eakamate
pedagoogide hulgas. Nad moodustasid vanuse viieaastastes vahe-
mikes (20—60 aastani) koigist vastavasse vahemikku kuuluvatest
isikutest 35, 35, 33, 41, 67, 55, 59 ja 80 protsenti. Mehi rakendati
rohkem koolide ja oppetdd juhtimiseks.

Selgus, et 1975. aastaks jouavad pensioniikka 40 nais- ja 85
meespedagoogi, s.o0. 11,49% kaadrist. Korgema haridusega peda-
googe on viimases kontingendis suhteliselt vdhe (21,6%; keskmine
53,8%), kuid mehi palju (68%; keskmine 43%). Et téoleasujate
hulgas on mehi suhteliselt vdhem, siis kahaneb ldhematel aasta-
tel nende osatdhtsus reaalainete opetamisel veelgi. On aga nih-
keid, mis viitavad vajadusele uurida niisuguse tendentsi moju
hariduse ja iihiskonna arengule.

2. Haridus

Vaadeldava kollektiivi haridusliku taseme (loomulikult formaalse) hinda-
mine tekitas raskusi iildkehtiva skaala puudumise tottu. Seepirast lepiti
kokku eristada kuut hariduslikku nivood (liiki). Tavalises tdhenduses vaadeldi
korgemat haridust (K). Teiseks liigiks voeti mittestatsionaarne Sppimine kor-
gemas koolis (0). Kolmanda liigi defineerijaks voeti suhteliselt formaalne néi-
taja, nimelt opingute katkestamine kOrgemas OoOppeasutuses (KK). Neljanda
liigi moodustas iopetatud pedagoogiline, kuid mittekdrgem haridus (MK),
mille andsid Gpetajate instituudid ja seminarid, pedagoogilised koolid, klassid
ja tehnikumid, pedagoogiumid jt. Viienda liigina eristati veel katkestatud mitte-
korgemat (KMK) ja kuuendana mittepedagoogilist keskharidust (H).

Esitatud jaotuse korral pole iihene KK ja MK hariduse jérjestus. Korge-
mas koclis 6ppimine vois ju katkeda sealt enamuse voi ei millegi omandamisega.
Seevastu MK paikneb stabiilselt keskhariduse ja kdrgema hariduse vahepeal.
Oeldu laieneb ka O ja MK vahekorrale. Nende asjaolude tdttu kasutati eri-
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Tabel 1

Haridus K MK KK 0 Ho| ko | k| MK | Kokku
| " M Mol | |

Eriala M '|M+F F|U M;I:-F U |M-lI;F U ‘iM-JI;F U\ n 'm Atvl % || n | m l n | miln|m
Veerg 1 2] 3|4 5| 6] 7] 8] 9 [10]1n]12ll13]14 | 15] 16] 17] 18] 19| 20
20—24 5] 3| 3| 1] of s 5| 3] 9| 5]15]12]66]855 9o 3 2| 3] 43] 23
25—29 59 8 [ 22| 11| 9| 28| 6 | 1] 5 | 6| 3| 6237 |197| 125 53| 18| 14/153| 84
30—34 7] 79 [31]20| 87 | 37| 6 | 5| 4 | 5] 3| 4388 |324| 159 78| 93| 31| 262| 126
35—39 | 39 52 [23|16| 61 [ 28] 2 | 2| 1 | 4| 1| 5234|195 72| 58| 60| 29[ 137| 97
40—44 20 18] 3] 8] 1|25 2] 2] o o] 2] 6j92]77| 12| 32| 14] 22| 30| 62
45—49 6] 2| 12 7| 1] v] o ]o] 2] of3|27| 4] 7] 8] 10} 15] 18
50—54 | 4] 4| 1] 4] 7] v ] 2] of 1] of ojer|s1] 3| 10] 20| 24/ 25| 36
55—59 | 2| s o] 4] 8[3| of 2 1] o] of 3|el|s51] 1| 10f 10] 34 12| 49
60—64 2] 3o 2] 2| 8| 4] of ofo] o] 1] 22]18f 4 3] 2| 8 7] 15
65—69 of t]ol 1] o] 3] of of oo o 1| 6|05 o 2| 1| 2| 1] 5
Kokku 24| 248 | 84 69 | 102 [213] 27 | 18| 20 |21 ] 26 a8 389| 256| 228 | 177 685 | 515
% |204] 20,6 |70 [58]160 |17.8] 22 [ 15| 16 [1,7]22]32 | 324 21,3]19,0 14,7569 | 43,1
Kokku 645 405 45 41 64 1200 645 405 1200
% | 53,8 | 38 | 37 | 34 | 53 |
Keskmine ‘ ‘ ’
vanus 33 40 36 28 30 3 || 32| 35] 29 43‘




nevaid jirjestusi, seejuures kanti liikide ithisosa kérgemale tasemele. Nii voeti
tabelis 1 need edasioppijad ja katkestanud, kellel oli eelnevalt MK haridus,
MK hulka. Tabelis 2 on aga kdoik edasioppijad ja katkestanud oma liigi juures.
Arvude erinevus lahtrites 0 ja KK (nendes tabelites) néditab, mitmel isikul
oli eelnevalt MK haridus.

Korgema hariduse, selle taotlemise voi katkestamise korral eristati veel
eriala. Vaadeldi iseseisvalt matemaatiku vdi matemaatikadpetaja (M), fiiiisiku
voi fitfisikadpetaja (F) ja molema aine Opetaja (M- F) eriala. Kaik iilejda-
nud erialad kui iildjuhul mittevastavad, jdeti iiksteisest eraldamata (U). Eri-
alade M+ F ja U jaotust kasutati ka MK hariduse korral, kusjuures M- F
eriala omandati ainult dpetajate instituudi vastava osakonna lopetamisega.

Hariduse omandamise viis vdis olla statsionaarne (st.) ja mittestatsio-
naarne (mst.). Uhtlasi on antud jaotus soo jérgi (m ja n).

Vaadeldavas statistilises kollektiivis oli koérgema hari-
dusega pedagooge 54,1%, korgemas koolis edasioppijaid 9,7%,
katkestatud korgema haridusega 8,3%, mittekorgema haridusega
22,6%, katkestatud mittekorgema haridusega 0,9% ja eriharidu-
seta pedagooge 4,5% (tabel 2, vt. k. 102—103).

Fiiiisika ja matemaatika opetamiseks sobivate erialadega (M,
M + F, F) ja korgema haridusega pedagoogid moodustasid kogu
kollektiivist alla poole, nimelt 48,4%; omandamise viisilt jagunes
see veel statsionaarseks ja mittestatsionaarseks (vastavalt
26,4% -+ 22%). Vaadeldavast (kdrgem sobiva erialaga) haridu-
sest pérines 11,29 TRU statsionaarsest ja 1,6% mittestatsionaar-
sest osakonnast ning 14,3% TPedl statsionaarsest ja 19,7% mitte-
statsionaarsest osakonnast. Katkestanute ja lopetanute suhe oli
vaadeldava statsistilise kollektiivi andmetel TRU mittestatsio-
naarses osakonnas 31:18 ja TPedl juures 12:237 (statsionaaris
vastavalt 20: 135 ja 0:172).

Statsionaarselt ja mittestatsionaarselt oppinud kdrgema hari-
dusega matemaatikute ja fiiiisikute jaotumist maale ja linna l6pe-
tatud oppeasutuste kaupa néiitab jargnev tabel protsentides (iga
rida moodustab terviku). Selgus, et TRU ja TPedl statsionaarselt
lopetanud olid jaotunud koolidesse fisna samas proportsioonis.
Sellest tabelist ilmnes veel, et mittestatsionaarne 6ppimine TRU-s
oli rohkem joukohane linnade keskkoolide opetajatele (neid ju ei
suunatud téole).

| .
Maal Linnas

8-kl | Kk. | 8-kt | Kk.
st 20 | 24 3 | 53
TRU
mst. 1 6 [ 1| 72
st. 27 | 20 2 | 51
TPedl
mst. 3l ’ 22 | 9 | 38
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Tabel 2
Haridus Tookoht (hariduse omandamise viis) | Kokku
Maal Linnas Kokku %.
Liik Oppis ~ Eriala 8-kl. Kk. 8-kl. Kk. Koik Liioi
iigi
st. | mst. | 3.st 1200-st
st. | mst. st. | mst. st. | mst. st. | mst.
1 2 3 | 4 5 6 | 7 8 9 10 | 1| 12| 18| 14 15 16
K TRU-s M 21 2 19 1 3 2 41 12 84 17 101 16 8,4
M- F 3 3 6 6 1 0,5
F 3 13 1 28 1 45 | 46 7 38
U 6 8 6 2 1 2 1 14 12 26 4 2,2
TPedl-s M 5 40 8 23 12 14 43 27 118 145 22 12,1
M-+ F 39 28 24 23 3 8 61 45 127 104 231 35 19,3
F 3 5 2 6 i 1 12 3 18 15 33 5 2,8
U 4 10 1 3 2 2 1 7 16 23 3 1,9
Mujal M 2 1 1 3 4 3 7 1 0,6
M-A4F 4 6 4 6 10 2 0,8
F 2 2 2 0 0,1
U 6 1 3 2 1 5 16 2 18 3 1,5
Kokku 90 94 78 58 13 27 173 115 354 294 648 100 54,1
e} 62 9 20 25 116 116 | 100 9,7
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1 2 | 3 4 s |6 | 7 8|9 10| 12] 13| 14|15 ] £16
KK | TRO-s M 1|22 1| 5 I 4| 13| 31| 44| 44 37
F 5 2 7 7 7 06
U 7 1 5 6| 7] 13| 134 LI
TPedl-s M 2 2 1 1 6 6 6 |.% 05
M+ F 2 2 2 6 6 6|7 05
0 I I 1 1 1 3| 4 4 03
Mujal M 1 2 31 3| 3 0.2
M+ F 2 I 3| 3 3 0,2
v 3 8 2 ! 50 9| 14 14 12
9 | 44| 5| 10 3 | 18| 11 | 32| 68 | 100 | 100 83
MK MAF | 57 | 19| 9| 2| 12 ] 15 4| 93| 2 | 119 | 44
0 83 | 28| 14 I 14 | 2|12 | 30 | 152 | 56
Kokku 140 | 47 | 23| 2 | 23 L | 20| 6|25 56 | 271 | 100 22,6
KMK 3 6 1 1 a | 7| 11| 100 0,9
242 | 253 | 106 | 79 | 36 | 51 | 221 | 158 | 605 | 541 |1146 | 100 95,5
Kokku
495 185 87 379 1146|1146 | 100
H 43 5 1 5 54 54 || 100 45
Kokku 538 190 88 384 1200 1200 100
% 45 16 7 32 100
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Tabel 3

Haridus K o} KK MK KMK | Kokku H Kokku
Eriala MM+F F U — MM+ F| F U IM+F O — — — (arv)
st. 12,6 L1 30| 0 0,2 09 | 06 | 106 | 154 | 06 45,0
B M 8,0 538
§ mst. 13,0 09 | 35 | 116 5,2 0 30 | 35| 52| 1, 47,0
- st. 80 | 23| 46| 0 0 o | o | 136 125] 0 41,0
L 1,1 88
mst. 25,0 11| 46 | 22,7 23 0 1,1 L1l o 0 57,9
st. 27,9 79 | 53 | 0 0,5 10 10| 48| 74| 0 55,8
M 2,6 190
S mst. 24,8 32 261 48 5,3 0 0 10| 0 0 41,6
= _
4 st. 324 | 11,0 | 1,8 0 2,9 0 1,8 39 36| 03 57,7
L 1,3 383
mst. 28,5 101 05| 66 2,4 0 0,5 f 10| 05] 0 41,0
8-kl. kool kokku 26,7 22 | 69 @ 13,1 5,0 08 | 32 1 142 | 195 | 14 93,0 7,0 626
Kk. kokku 582 | 11,7 | 42 | 59 5,4 04 | 19 ’ 52 | 52| 02 98,3 1,7 573



Vaadeldes olemasoleva kaadri jaotumist tookohtade jargi maa
ja linna ning 8-klassiliste ja keskkoolide vahel, saadi tabel 3
(protsentides; iga terviku arvuline suurus on antud viimases vee-
Tus). Sellest ilmnes, et matemaatika ning fiiiisika Opetamiseks
korgema haridusega sobivate erialadega kaadri osatédht-
sus (nende ainete opetamisel) koolides suuresti erineb. Keskkoo-
lides moodustasid nad maal kogu vaadeldavast kaadrist 63,8%
(st. 35,8% ja mst. 28%) ning linnas 72,9% (st. 43,4% ja mst.
29,56%), kaheksaklassilistes koolides maal aga 27,6% (st. 13,7%
ja mst. 13,9%) ning linnas 36,4% (st. 10,3% ja mst. 26,1%).
Vaarib méarkimist, et 8-kl. koolid, vorreldes kohalike keskkooli-
dega, olid varustatud nouetekohase kaadriga umbes kaks korda
halvemini voi rakendasid vdhem sobivat kaadrit muudel pdhjus-
tel. Maa kaheksaklassilistes koolides moodustas domineeriva
kvaliteedi ikkagi mittekorgem haridus (MK + KK), mille osa-
maéar oli 44,6% (linnas 30,6%). Seda olukorda ei suutnud muuta
ka edasioppijad, kes moodustasid maal 11,6% 8-kl. koolide kaad-
rist (linnas 22,7%). Pealegi &ppisid sobivaid erialasid ainult
pooled. Uldiselt voib oletada, et kontingendid KK ja MK hari-
dusega ei sisalda enam palju reaalteadustes potentsiaalseid edasi-
oppijaid (keskmised vanused vastavalt 36 ja 40 aastat). Suhte-
liselt védike edasioppijate osa keskkoolis (5,9%) néib viitvat
sedasama. (Korgema hariduse puudumisega olid rahuldunud kesk-
koolis 20% ja 8-kl. koolis 51,1% (!) sealsest kaadrist.) Vordluseks
olgu lisatud, et Soome koolides rakendati 1955. a. 41,5% formaal-
selt mittekompetentseid Opetajaid. Seejuures olid suuremad puudu-
jaagid voorkeelte ja matemaatika Gpetajate osas.

Iseseisva probleemi tdstatasid n.-6. amatéormatemaatikud ja
-fiiisikud, s. o. isikud mittesobivate erialadega (U), erihariduseta
ja katkestatud mittekorgema haridusega. Nad moodustasid kesk-
koolides 13,29% ja 8-kl. koolides 38% (!) sealsest (vaadeldavast)
kaadrist. Uks kiisimuste tsiikkel oleks tutvumine nende teadmis-
tega matemaatikas ja fiilisikas, siis sobiv tdiendamisprogramm,
selle elluviimine ning asjakohane atesteerimine.” Teise tsiikli
moodustaksid aga korgema kooli l0opetajate t66lesuunamise
printsiibid. Selgunud olukord iihest kiiljest ja monede lope-
tanute ekslemised tookoha leidmisel juhtisid arvamusele, et suu-
namisel tuleks kaadrit jaotada mitte direktorite ndudmiste, vaid
linnade, rajoonide ja koolide asjakohase koondniitaja 8 alusel.

Uhiskonna huvid, néiteks vajadus konkurentsi jdrele mate-
maatika sisseastumiseksamitega erialadel korgemates koolides
jne., vist ei luba, et matemaatika opetamine voiks olla koolidirek-
tori otsuse alusel «draelamise» vahendiks suvalise haridusega ja

7 Vt. viide 6.

8 Eelkoige peaks see sdltuma erialasest koormusest ja olemasoleva kaadri
arvust, kvalifikatsioonist ning senistest to6tulemustest (oOpilaste edukus oOpeta-
taval alal jne.).
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suvalise erialaga inimestele. Peame ju loomulikuks, et lennun-
duse arenemise kdigus otsustaks seda mitte lokaalne {ilemus, vaid
erialane (perspektiivne ning vajadusi tundev) meditsiiniline
komisjon, kes lenduritest sobib reaktiivlennukitele. Esitatud vord-
lusndide on ilmselt rangem, kuid mitte absurdne. Nimelt v&ib
muutuda matemaatilise hariduse puudumine vdi selle kiiiindima-
tus matemaatika opetajate suurel osal piduriks ka koolimatemaa-
tika sisu reformimisel. Koolimatemaatika sisu arengu vajadus
tuleneb aga loppkokkuvottes ajastu vajadustest (mitte (iksikisi-
kute ja komisjonide tegevusest), eelkdige tootmise ja kdrgema
hariduse ndoudmistest. Tootmise ja korgema hariduse areng kan-
dub ka koolimatemaatikasse, kuid {ihtlasi sltub ka sellest.
* *®
%

Vaadeldes statistilise kollektiivi jaotumist hariduse jirgi vaba-
riikliku alluvusega linnades ja rajoonides (tabel 4),
selgus korgema haridusega kaadri osamdédédra suur koikumine:
31%-1t kuni 78%-ni. Suhteliselt kdige rohkem kérgema haridu-
sega kaadrit rakendati Tallinnas (78%), Tartus (68%), Péarnus
(63%), Harju rajoonis (59%) jne.; suhteliselt kdige vdhem aga

Tabel 4
. Haridus %
Linn, Ary
rajoon
! K | kK | o | Mrw |kMk| H
[

Tallinn 138 78 4 7 10(6) — l 1
Tartu 38 68 5 3 24(18) - =
Kohtla-Jarve 30 57 7 13 23(7) — —
Péarnu 43 63 5 21 9(2) — 2
Narva 5 100 — — — — —
Haapsalu raj. 46 50 4 9 26(17) — 11
Harju raj. 78 | 59 8 13 18(8) 1 1
Hiiumaa raj. 12 42 17 8 33(17) — —
Jogeva raj. 56 34 18 16 30(13) — 2
Kingissepa raj. 53 53 6 6 22(11) — 13
Kohtla-Jéarve raj. 37 57 |- 16 3 16(5) — 8
Paide raj. 63 51 14 6 18(13) — 11
Pdlva raj. 52 52 13 12 21(10) 2 —_
Pirnu raj. 79 48 6 14 22(19) 5 5
Rakvere raj. 111 49 7 7 28(20) 1 8
Rapla raj. 64 51 3 11 30(20) — 5
Tartu raj. 45 31 18 15 27(16) 2 ! 7
Valga raj. 60 48 10 7 30(12) 3 2
Viljandi raj. 50 56 8 14 20(12) 2 & —
Voru raj. 86 41 7 10 29(15) 1 12
Kaugoppe- ja
erikoolid 56 59 7 4 30(27) —
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Tartu (31%), Jogeva (34%) ja Voru. (41%) rajoonis ning Hiiu-
maal (42%). Korgema haridusega kaadri osas suhteliselt hésti
komplekteeritud linnades ja rajoonides rakendati matemaatika ja
fliisika Opetamisel vordlemisi vdhe mittesobiva kvalifikatsiooniga
opetajaid °, nditeks Péarnus, Tallinnas, Harju ja Pd&lva rajoonis
(4% —12%). Koige rohkem rakendati neid aga Péarnu, Rakvere,
Voru, Haapsalu, Rapla, Tartu, Paide ja Kingissepa rajoonis
(24%—29%). Arvatavasti tuleks edaspidi eelistada neid rajoone
korgema haridusega kaadri suunamisel.

Katse korras piiiiti vorrelda kaadri matemaatika-alase
ettevalmistuse taset rajoonide ja koolide kaupa. Selleks voeti
kasutusele vastav indeks (Opetajate matemaatikaalase hariduse
punktide aritmeetiline keskmine}. Eelnevalt hinnati koigi ope-
tajate vastavat (formaalset) ettevalmistust 10-punktilises siistee-
mis jargneva kokkuleppe kohaselt.

|
Haridus ‘ K | 0, KK, MK l H
| L |
Eriala i M |M+F} F i 0 }M+Fi 0 ‘ _
Punkte L 10| 9 | s | 4 |6 | 25 2

Saadud indeksi alusel jarjestati linnad ja rajoonid, samuti
koolid linnades ja rajoonides. Niisuguse jirjestuse etteotsa sat-
tusid Tallinn, Kohtla-Jarve, Parnu, Harju rajoon, Tartu jt. Jar-
jestuse loppu aga rajoonidest Tartu, Parnu, Voru, Haapsalu,
Paide jt.

3. Koormus ja téotasu

Kéaesolevas kokkuvottes ei esitata andmeid kaadri ja koormuse
kohta koolide kaupa. Piirdume vaid andmetega matemaatika ja
flilisika nddala tunnikoormuse korrelatsioonitabelist. Koondand-
mete viljatoomiseks kasutati kokkulepet, et isikud, kelle koormus
matemaatika Opetamisest oli suurem voi vordne 18 niddalatun-
niga voi kelle koormus matemaatikas oli kiill vdiksem 18 tunnist,
kuid kes ei opetanud iile 3 tunni fiilisikat, said oma koormuse
matemaatika (m) Opetamisest. Samade kokkulepetega méiarati ka
koormus fiiiisika (f) Opetamisest. Koikide iilejddnute koormus
loeti moodustuvaks moélema aine (m -+ ) Opetamisest. Selliste
kokkulepete korral nditab koormuse péritolu jédrgnev tabel.

9 Lugedes sila MK eriala U, KMK ja [ (arvestamata jai veel eriala U
haridusliikide 0, KK ja K korral).
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Kollektiiv Kcormuse paritolu %
Haridus Eriala ‘ m m+f ‘ f
K M -83,5 11,8 4,7

M-+ F 60,2 22,3 17,5
F 8,8 24 67,2
Koik eelmistest iilejddnud| 61 l 19,5 19,5
Koik koos e 185 195

Selgus, et 60%-le kogu kollektiivist andis koormuse matemaa-
tika opetamine, 20%-le fiiiisika ja 20%-le molema aine opetamine.
Nendest arvudest aga jareldub, et vaatlusmomendil kehtinud oppe-
plaani tingimustes peaks olema matemaatika- ja fiiiisikaopetajate
ettevalmistamise suhe (eeldamata eelnevat defitsiiti iihel alal)
umbes 3:2. Edasi selgub, et vaadeldavates tingimustes piisab
matemaatikaopetajatel iildiselt pohierialast (see voimaldab eri-
alal pohjalikuma ettevalmistuse). Fiiisikadopetajad aga peaksid
saama ettevalmistuse ka matemaatika opetamiseks vdhemalt 8-kl.
kooli ulatuses. Selline vajadus tuleneb asjaolust, et isegi fiiiisika-
oOpetajate tunnustatud puudujddgi tingimustes opetas umbes iiks
kolmandik nendest siiski ka matemaatikat.

Opetajate téokoormust otseselt ei vaadeldud. Kaudselt selgus
see kiill t66tasu suurusest, kuigi té6tasu oleneb veel, todstaazist
Jjm.

Tootasude vaatlemisel piirduli vaid keskmiste !° téotasu-
dega, siivenemata nende tekkimise komponentidesse (koormus,
staaZz, kohakaaslus, lisatasu erikoolides jm.). Selgus, et kdrgema
haridusega Opetajate keskmine téétasu oli 135 rbl. (maal 134,
linnas 136, 8-klassilises koolis 128, keskkoolis 138). Korgema
hariduseta Opetajate keskmine t6otasu oli 119 rbl. (maal 118,
linnas 123, 8-kl. koolis 116, keskkoolis 129). Nende arvude vord-
lemisel selgub nditeks, et korgema hariduseta 8-kl. kooli opetajal
on materiaalselt kasulikum taotleda t66kohta keskkoolis (129 rbl.)
kui korgemat haridust koos kohapeale jddmisega (128 rbl.). Ope-
tajate (K 4+ MK) jaotumine t66tasu suuruse jargi on esitatud joo-
nisel 2 (vt. 1k. 109).

Ulejédnud keskmised té6tasud voivad sisaldada rohkem juhus-
likkust vaadeldavate kollektiivide vidiksuse, téditmisvigade jm.
tottu. Vorreldes siiski korgema haridusega opetajate keskmisi t66-
tasusid erialade kaupa, ndeme t66tasude kasvamist matemaati-

10 Algul leiti kollektiivi jaotumine kuutédtasu pohjal 5-rublaste vahedega
ja siis nende vahemikkude kaalutud keskmine.
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kutelt fiifisikutele. Arvatavasti peegeldub selles suurem koormus,
mis tuleneb fiiiisikadpetajate vahesusest. Korvutades aga tilejda-
nud erialadega oOpetajaid (U) eelmistega selgus, et nemad olid
tasustatud veel korgemini. Kui pohjuseks pole suurem koormus
voi staaz, tdhendaks selline olukord sobimatu kvalifikatsiooniga
Opetajate eelistamist matemaatika ja fiiiisika Gpetamisel. Olukorra
pohjuste selgitamine peaks huvitama juhtivaid organeid.
Maakoolides dratas tdhelepanu keskmise todtasu kiillalt suur
erinevus 8-klassilises koolis ja keskkoolis: korgema haridusega
opetajate puhul 16 rbl., korgema hariduseta Opetajate puhul aga
15 rbl. (linnas vastavalt 3 rbl. ja [1 rbl). Jadb mulje, et maa-
keskkool kompenseerib puudujidake sotsiaalsetes ja moraalsetes

tingimustes suurema koormuse voimaldamisega.
* *

* *

Sooritatud t66 ja kdesoleva artikli pohieesméargiks oli fiksee-
rida kaadri olukord, kes tegeles fiiiisika ja matemaatika Opeta-
misega 1965. a. Analoogiline t66 tuleks korrata!! mone aasta
pérast (ka vene oppekeelega koolides). Siis tekiks voimalus muu-
tuste ja arengusuundade selgitamiseks ning mootmiseks. Selli-
sed andmed on aga eelkdige vajalikud kaadri ettevalmistamise ja
paigutamise planeerimisel

I Téé peaks olema pohjalikum, hdlmates muu hulgas ka andmeid pere-

konnaseisu, laste arvu, vanuse jm. kohta. Viimaseid on vaja teada kvalifikat-
siooni taastamise, sdilitamise ja tdiendamise kursuste organiseerimisel.
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Mitmekiilgsete andmete kogumise ja 1dbit66tamise kaudu tekib
edaspidi voimalus suunduda teaduslikule juhtimisele!?
ka pedagoogilises t60s. Sellelt seisukohalt 1dhtudes peaks jérg-
nema hoopis mahukam t66 Opetajate to6tulemuste (kdige taht-
sam!) asjalikul, pohjalikul ja pikaajalisel analiiiisimisel. Néiteks
matemaatika Opetamise alal tdhendaks see vahemalt klassipde-
viku, tunnistuste, sisseastumise ja edasioppimise vastavate hin-
nete fikseerimist ja ldbito6tamist, ankeete oOpilastele aine meeldi-
vuse kohta, opilaste elukutsevalikut. Teiselt poolt tuleks moota ka
tootingimusi, s. o. «t66objekti» parameetreid ja héilestust, ndi-
teks Opilaste voimeid (ka geneetika alusel), nende endi, nende
vanemate ja iimbruskonna suhtumist edasioppimisse 3 jm. Alles
sellise pohjaliku uurimisega voiks saada usaldatavaid andmeid
opetaja tootulemuste kohta. Ja alles siis tekivad voimalused
opetajate t66 pohjendatud vordlemiseks, jarjestamiseks, jarkude
andmiseks, kvalifikatsioonitasu méaaramiseks, edutamiseks jm.

Teaduslikult pohjendatud jareldusteni joudmiseks tuleb kulu-
tada senisest rohkem t66d. Tavaliselt antakse suur osa sellest
arvutile. Kuid eelnevalt tuleb vajalikke andmeid koguda ja sobi-
valt ette valmistada. Muutmist vajaks aruandluse vorm (vihe-
malt perfokaartidel!). Keskkoolide ja korgemate koolide iihe osa
aruandluse muutmisega oleks voimalik juba praegugi avastada
kiilllillt tldisi ja olulisi seaduspérasusi, vorrelda linnu, rajoone
jm.

Senised tavad anda resoluutseid hinnanguid ja kindlaid jar-
jestusi iiksikute koolide ning iiksikute Opetajate t6ole inspektori
subjektiivse arvamuse, iithekordse kontrollté6, korgemate koolide
vastuvotukomisjoni muljete jms. pohjal kuuluvad arengu tottu
juba varsti korvaleheitmisele kui kiiberneetikale eelnenud intui-
tiivse (juhtimis-) perioodi puudulikud hindamisvahendid.

Lopuks meenutame, et arengu soodustajaid ja temaga kaasa-
minejaid ootab kord preemia, mis tavaliselt moodustub maha-
jdanute trahvidest.

12 Naib, et juba praegu tuleks luua HM juures teadusliku uurimise t66-
rithm vo6i laboratoorium.

13 Praegu ignoreeritakse neid jt. objektiivseid erinevusi dpetajate to6tin-
gimustes vist eelkdige mugavusest. Mahajddmus objektiivsete tegurite moju
uurimise] aga sdilitab Opetaja ebadiglase iilekoormamise, sealhulgas ka moraal-
sel vastutamisel. Niiteks resultaatide eest, mis tulenevad programmi mitte-
vastavusest Opilase vdimetele, sdnalise mdojustamise kiliindimatusest mone sot-
siaalse teguri vastu jm.

14 Olgu nimetatud, et ENSV Péllumajandusministeerium kasutab juba
mitu aastat TRU Arvutuskeskuse teeneid vabariigi lehmade kohta kiivate and-
mete l3dbitootamisel.
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AKADEEMIK ARNOLD HUMAL

Kéesoleval aastal tdhistati Eesti NSV Teaduste Akadeemia
akadeemiku, Tallinna Poliitehnilise Instituudi matemaatika kateedri
juhataja professor Arnold Humala 60. siinnipdeva. Arnold Kons-
tantini p. Humal (kuni 1936. a. Tudeberg) siindis 10. mértsil
1908 Tallinnas todlisperekonnas. Ta lopetas 1925. a. Tallinna
Linna Poeglaste Humanitaargiimnaasiumi (praeguse Tallinna I
Keskkooli), kusjuures kiipsustunnistusel esinevad vaid korgeimad
hinded. Opinguid jdtkas ta Tartu iilikooli matemaatika-loodustea-
duskonnas, mille matemaatikaosakonna lopetas 1929. a. Ka iili-
koolis on kodigis oppeainetes tema teadmised tunnistatud maksi-
maalse hinde véariliseks. 1930. a. anti talle Tartu iilikooli juures
magistrikraad t66 eest «Lisandusi ja meetodikriitilisi dareméarkusi
monele matemaatilisele mottekdigule».

Aastatel 1928—1931 tootas Arnold Humal ka abijouna Tartu
iilikooli matemaatika instituudis. 1932. a. suunati ta Tartu iilikooli
teadusliku stipendiaadina ennast tdiendama Géottingeni, kus ta
oppis R. Couranti, H. Weyli jt. juures. Pérast neljakuulist viibi-
mist kodumaal 1933. a. suvel siirdus ta uuesti vdlismaale, seda-
pubku Viini, kust naasis 1934. a. algul.

17. veebruaril 1934. a. kaitses 25-aastane Arnold Humal Tartus
doktorit66 «Kvadratuurridade teooriast ja rakendusmeetoditest»
(Uber die Theorie und die Anwendungsmethoden der Quadratur-
reihen, 1933) ning ta tunnistati doctor philosophiae naturalis
kraadi vaériliseks.

Jargnevatel aastatel t66tas Arnold Humal 6ppejouna Tartu iili-
koolis, algul vanemassistendina, seejédrel eradotsendina (1936),
dotsendina (1937), praktilise matemaatika adjunktprofessorina
(1937) ning matemaatika kateedri juhatajana ja professori kohus-
tetditjana (1940). Tartus luges ta matemaatikaosakonna iiliopi-
lastele matemaatilise analiiiisi pohijooni, korgemat algebrat, mate-
maatika aluseid, matemaatika klassikalisi probleeme ja meetodeid,
elementaarmatemaatikat korgemalt vaatekohalt. Majandusteadus-
konna iiliopilastele Opetas ta finantsmatemaatikat, matemaatilise
statistika elemente ja kaubandusaritmeetikat.

Saksa okupatsiooni ajal ei voimaldatud Arnold Humalal enam
tootada Tartu iilikoolis. Ta té6tas matemaatikadpetajana Tallin-
nas (praeguses II keskkoolis).
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Kohe pérast ndoukogude voimu taaskehtestamist Tallinnas, ala-
tes siigissemestrist 1944, asus juubilar tédle Tallinna Poliitehni-
lise Instituudi matemaatika ja teoreetilise mehhaanika kateedri
juhatajana. Professorikutse kinnitati 1945. a. ja fiiiisika-matemaa-
tikadoktori kraad 1946. a.

Korvuti oppetédga TPI-s todtas proi. A. Humal aastatel 1947—
1950 ka Eesti NSV Teaduste Akadeemia Fiiiisika, Matemaatika ja
Mehhaanika Instituudi direktorina. 1951. a. valiti ta vabariigi TA
tegevliikmeks ja 1953. a. ENSV TA asepresidendiks. Viimasel vas-
tutusrikkal ametikohal té6tas juubilar 11 aastat. '

1953. a. andis prof. A. Humal TPI matemaatika kateedri juha-
tamise {ile dots. A. Sdrevile, kuid jdtkas té6tamist kateedri pro-
fessorina. 1966. a. valiti prof. A. Humal uuesti TPI matemaatika
kateedri juhatajaks.

Juubilari teaduslikud uurimused kuuluvad Gige mitmesse mate-
maatika valdkonda.

A. Humal on pidevalt huvi tundnud arvutusmatemaatika prob-
leemide vastu. Doktoritods (1933) késitleb ta diferentse sisalda-
vaid kvadratuurvalemeid vordsete vahemike tagant paiknevate
solmedega. T66s on tuletatud seosed kvadratuurvalemite korda-
jate vahel ja jaddkliikmete avaldised ning vaadeldud nende kasuta-
mist. Doktoritdoga on seotud ka teine ulatuslik uurimus! (1935),
milles vaadeldakse ortogonaalseid poliinoome ja nende kasutamist
interpoleerimisel. Arvutusmatemaatika graafilistele meetoditele on
piihendatud A. Humala t66d «Funktsioonide vahe graafiline inte-
greerimine (1947), «Ruutvorrandi geomeetriline lahendamine»
(1947) ja «Algebraliste vorrandite nomograafilisest lahendami-
sest» (1954).

Geomeetria aluste alal on A. Humal kéisitlenud moiste «vahel»
kohta kédivaid aksioome (1934) ning koos J. Sarvega ja E. Siida-
miga kahes artiklis (molemad 1943) voltimiskonstruktsioonide
voimsuse kiisimust. Esimeses suunas ta jatkas J. Nuudi ja J. Sarve
varasemaid téid ning pérast viga pohjalikku ja peent analiiiisi
taandas «vahel» kohta kidivate aksioomide siisteemi maksimaal-
selt lihtsasse kujju. Méarkimist vdarib, et A. Humal rakendab sel
puhul siistemaatiliselt teatavat siimboolikat, mis ainult tdhistuste
poolest erineb praegu laialt levinud matemaatilise loogika siim-
boolikast. Teises suunas onnestus autorite] toestada, et voltimis-
konstruktsioonide abil saab lahendada nii tavalisi sirkli- ja joon-
lauaiilesandeid kui ka koiki selliseid iilesandeid, mis taanduvad
kuupvorrandeile voi neljanda astme vorrandeile.

' Arnold Humala teaduslike t66de loetelu (kuni 1963. a-ni) vt. MaTemaTuKa
B CCCP 3a tpupuate Jer, MockBa—Jlennnrpas, 1948, lk 1032—1034 ja TRU
Toimetised, 150, 1964, lk. 51.
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A. Humala t66d kujutavas geomeetrias panid aluse TPI juu-
res sellel alal tegutseva uurimisriihma kujunemisele. Koos
O. Riinga ja A. Garsnekiga kirjutas ta esimese kujutava geo-
meetria opiku eesti keeles (Kujutav geomeetria I—III, 1946—
1949), mis sisaldab ka originaalkésitlusi. Kahes artiklis (1960,
1961) uurib A. Humal Pohlke iilesannet (peaasjalikult paralleel-
projekteerimise korral), rakendades ka analiiiitilist meetodit. Nii
on nditeks lahendatud jidrgmine {ilesanne: teades sfdari kolme
vastastikku ristuva raadiuse paralleelprojektsioonide ja nende
vaheliste nurkade suurusi, mddrata sfddri projektsiooni adristav
ellips. Koordinaatide vahendusel on A. Humal tdestanud ka Pom-
peiu teoreemi iildistuse (1958): kui u, v, @w on punkti kaugused
vordkiilgse kolmnurga tippudest n-mootmelises eukleidilises ruu-
mis (D. Pompeiu piirdus juhuga n=2), siis [u —v| << w < u—+
<+ v, Vordusmargid esinevad siin ainult juhul, kui punkt on kolm-
nurga tmberringjoonel (sel puhul on tegemist van Schooteni
teoreemiga).

Viimasel ajal on juubilar tdhelepanu p66éranud matemaatilise
statistika kiisimustele. Nii analiiiisis ta (1962) juhuslike suuruste
korrutise jaotuse pohjal tegurite jaotust (kusjuures viimaste kohta
ei eeldatud soltumatust). Ta on esitanud meetodi empiirilise funkt-
siooni tuletisi sisaldavate avaldiste vddrtuste arvutamiseks (1966).

A. Humal on avaldanud ka uurimusi fiiiisikalise keemia (koos
A. Partsiga, 1933) ja fiilisika (1936) alalt. Samuti on ilmunud
tema sulest iilevaateid matemaatika arengust Eestis ning metoo-
dilisi ja populaarteaduslikke artikleid.

A. Humala teaduslikku loomingut iseloomustab teoreetiliste
probleemide jérjekindel sidumine praktikaga, pohjalik siivenemine
ja tdpsus nende késitlemisel.

Oma pohiliseks kutsumuseks on akadeemik A. Humal kogu
oma pika tédaja véltel pidanud siiski pedagoogilist tegevust kor-
gemas koolis. Isegi oma vahepealset sunnitud tegevust keskkooli-
opetajana luges juubilar opetlikuks ja vajalikuks enesetdienduseks
pohitoole.

Tallinna Poliitehnilises Instituudis té6tades on Arnold Humal
enam kui 20 aasta viltel lugenud korgema matemaatika kursusi
tulevastele inseneridele. Kuigi loetav materjal kuulub valdavalt
matemaatika «klassikalisse» ossa, leiab juubilar sageli ka selle
esitamiseks oma originaalse késitluse, mida iseloomustab prak-
tika vajaduste tunnetamine ja matemaatika elegants. Hinnatav
on ka professor Humala piiiie pidevalt arvestada arenevate tehni-
liste teaduste poolt esitatavaid uusi noudeid matemaatika pohi-
kursustele. Tema loengud avaldavad kuulajale moju mitte iiksnes
matemaatilise esituse ranguse, vaid ka sonastuse tdpsuse, lakoo-
nilisuse ja viimistluse poolest.

Akadeemik Humal on oma t66dega andnud méningat lisa ka
eestikeelsele originaalsele matemaatika-alasele oOppekirjandusele.
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Prof. A. Humal loengul TPI-s (1952).

Peale iilalmainitud «Kujutava geomeetria» tuleks siin markida ka
1940. aastal ilmunud opikut «Finantsmatemaatika», mis on moel-
dud majandusteaduskonna {iliopilastele ning seetottu sisaldab
materjali eriti elementaarses ja rohkete nédidetega selgitatud esi-
tuses. TPI iiliopilastele peetud korgema matemaatika loengud vor-
mistas juubilar esialgsel kujul loengukonspektidena (I ja II osa
paljundati rotaatoril, iiks vihik konspekti I osast ilmus 1959. aas-
tal TPI rotaprindi vidljaandena pealkirja all «Korgem mate-
maatika III»). 1966/67. Ooppeaastal paljundati rotaatoril metoodi-
line abimaterjal korgema matemaatika oppejoududele korgemates
tehnilistes oppeasutustes.

Juubilarile on alati olnud siidameldhedased ka matemaatika
terminoloogia alased probleemid, mille korraldamisega on ta
olnud iihel voi teisel viisil seotud juba ligemale nelja aasta-
kiimne véltel (kdesoleval ajal tootab ta ametkondadevahelises
terminoloogiakomisjonis liikmena).

Range oppejouna tuntud akadeemik on alati abivalmis ega
keela kunagi ndpunéiteid ei oma noorematele kolleegidele (nende
seast mitmele on ta olnud teaduslikuks juhendajaks) ega ka iili-
Opilastele.

Oma aastatele mittevastava erksuse ja nooruslikkuse séilita-
mise eest volgneb juubilar kahtlemata suurelt osalt tdnu ka innu-
kale tenniseméngule, mida ta praegugi jdtkab talle omase enese-
distsipliini ja regulaarsusega.
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Vastutusrikaste otseste ametikohustuste korval on sm. Humal
alati viljakalt tegelnud ka iithiskondliku t66 rindel. 1940/41. 6.-a.
oli ta TRU ametiithingukomitee sekretdr; ta on olnud i{ihingu
«Teadus» liige selle asutamisest saadik (1947) ning sama iithingu
vabariikliku juhatuse esimees (aastail 1953—60), teisel vaba-
riiklikul rahupooldajate konverentsil (1951) valiti ta Eesti NSV
Rahukaitsekomitee koosseisu; ta on ENSV TA Toimetiste fiiiisika-
matemaatika ja tehnikateaduste seeria toimetuskolleegiumi esi-
mees, kuulub NSV Liidu teaduslik-metoodilise noukogu komitee
presiidiumisse jpm. Teda on autasustatud medalitega «T66 vap-
ruse eest Suures Isamaasdjas» ja kahel korral Eesti NSV Ulem-
noukogu Presiidiumi aukirjaga. Oktoobrirevolutsiooni 50. aasta
juubeli puhul autasustati akad. A. Humalat NSV Liidu Kérgema-
ja Keskerihariduse Ministeeriumi aukirjaga.

Soovides juubilarile edaspidiseks raudset tervist ja raugema-
tut té6indu, loodame temalt iihtlasi veel paljude matemaatiliste
probleemide lahendamisel koige sirgemate teede kidimist, s. t. koige
teravmeelsemate ideede leidmist.

Kolleegid.
MATEMAATILISED RISTSONAD

Paremale: 1. Kreeka taht. 5. Matemaa-

L O LI 5 |6 T8 tika-alase teguséna pdhivorm. 9. Funktsioon.
12. Fotomeetri leiutaja. 13. Geomecetriline

9 10 n kujund. 14. Arv  (inglise keeles). 16.
Funktsiooni tihis. 17. Téendosusteooria iiles-

12 15 annetes esinev mdiste (kidindes). 18. Va-
jalik iilesande lahendamiseks. 19. XIX saj.

14 15 fé 17 tuntud matemaatiku eesnimi. 20. Sageli
kasutatav mirk. 22. Arv (hispaania keeles).

8 19 23. Arv (saksa keeles). 26. M&otithik (lih.).
il MaGde (li'l}l.). 28. Matemaatik,k kelle

irjutis on ilmunud <«Matemaatika ja

20 N & & 24 2 kaasajas». 30. Paljudes matemaatilistes
26 7 28 26 moistetes eesliitena kasutatav séna. 32.

Matemaatilk ja astronoom (1784—1846). 34.
Arvu tidhis (kddndes). 35. 1963. a. Lenini

30 [ 32 33 precmia saanud matemaatiku initsiaalid.
36. Eelmisega samanimelise matemaatiku

34 35 initsiaalid. 37. M&&tkavata joonised.

56 37 Alla: 1. XIX saj. prantsuse matemaatik.

2. Binoomi astendamine. 3. Maét (lith.). 4.
Teatud mé&oteriistu. 5. XIX saj. matemaatik.
X 6. Aastail 1805—1865 eclanud tuntud mate-
maatiku rahvus. 7. Moiste integraalvdrrandite teooriast. 8. Mpiste korgemast
algebrast. 10. Funktsioon. 11. Arv (kddndes). 15. Paljude teoreemide tdestuses esinev sBna.
17. Funktsiooni tdhis. 21. Matemaatik (1839—1903). 23. Liiduvabariik, kelle vdistkond iile-
liidulisel matemaatika oliimpiaadil 1964. a. saavutas seitsmenda koha. 24. Arv. 25. Binoomi
astendamisel saadav tulemus. 26. Mootithik. 28. Kreeka tiht. 29. Viide. 31. Matemaatiline
lihend. 33. A. Borkvelli «Matemaatilise analiiiisi kursuse» viiljaandnud kirjastus.

{(Koostas H. Espenberg)



KALLE VAISALA JA TARTU ULIKOOL

0. Prinits, E. Tamme

Tartu on kiill juba sajandeid tuntud iilikoolilinnana, kuid eesti
rahvusliku iilikoolina eksisteerib Tartu iilikool siiski alles 50
aastat. Varasematel perioodidel oli iilikooli dppejoudude ja iili-
opilaste hulgas ainult iiksikuid eestlasi, 6ppejoudude-matemaati-
kute hulgas aga mitte iihtki.

Vene oppekeelega Jurjevi! iilikool 1opetas Saksa okupatsiooni-
vdoimude survel oma tegevuse 1918. a. mais. Enamik oppejoudu-
dest ja vene iliopilaskonnast evakueeriti VoroneZi ning nad jit-
kasid oppetodd 1918. a. seal avatud Voronezi iilikoolis. 1918. a.
septembris avasid Saksa voimud Tartus oma iilikooli. Enamik
eesti ja kohalejddnud vene iilipilastest boikoteeris seda saksa
oppekeelega iilikooli. Juba sama aasta novembris oli see iilikool
sunnitud oma té6 lopetama.

Kui 21. detsembril 1918. a. Punaarmee vabastas Tartu, siis
hakati kohe samme astuma iilikooli taasavamiseks. Urituse ette-
otsa asus kuraatori asetditjana matemaatik Jaan Sarv. Pohiliseks
oppekeeleks pidi esmakordselt Tartu {ilikooli ajaloos saama eesti
keel. Et oOppejoududeks saaks kutsuda teadlasi ka vélismaalt,
otsustati lubada oppetdd ldbiviimist siiski ka vene ja saksa kee-
les. Noukogude voim kestis sel perioodil Tartus aga vdhem kui
kuu aega. Eesti kodanlus jitkas ettevalmistusi iilikooli avamiseks
ja Ooppetdo algas 1919. a. oktoobris.

Matemaatika opetamiseks eraldati Tartu iilikoolis kaks profes-
sori kohta ja iiks dotsendi koht. Neile lisandus veel iiks mehhaa-
nika ja rakendusmatemaatika professuur. Kohtade tditmine polnud
aga sugugi lihtne, sest Eestis ei olnud sel ajal iihtki magistri-
kraadiga matemaatikut. Matemaatikaprofessori  kohustetditjaks
mddrati Jaan Sarv, dotsendiks Hermann Jaakson. J. Sarv ja
H. Jaakson olid matemaatiku kvalifikatsiooni omandanud tsaari-
aegses Tartu iilikoolis (vastavall aastatel 1907 ja 1913). Toota-
nud seejirel keskkooliopetajana, huvitusid nad ka matemaatika-
alasest teaduslikust uurimistddst. Teisele matemaatikaprofessori
kohale kutsuti Helsingist noor soome matemaatikadoktor Kalle
Vaisdld. Mehhaanika ja rakendusmatemaatika professori kohus-
tetditjaks nimetati 1920. a. suvel Venemaalt Eestisse opteerunud
Gerhard Rigo, kes on samuti Tartu {ilikooli kasvandik (lopeta-
nud 1913. a.).

Jurjev — rtu venekeelne ni s.
b Jurj Tart nekeelne nimetu
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Kauaaegsete ja teenekate matemaatikaprofessorite Jaan Sarve,
Hermann Jaaksoni ja Gerhard Rigo kohta on avaldatud mater-
jale «Matemaatika ja kaasaja» varasemates vihikutes 2. Jdrgne-
vas tutvustame pdgusalt Tartu eesti iilikooli esimest korralist
matemaatikaprofessorit Kalle Viisalét, kes kdesoleval aastal sai
75-aastaseks.

Tartu iilikooli soome professorid (1920). Tagareas vasakult: A. M. Tallgren

(Eesti ja pohjamaade muinasteadus), K. Terdsvuori (taimekasvatus ja sordi-

parandus), K. Viisald (matemaatika), A. R. Cederberg (Eesti ja pbhjamaade

ajalugu); esireas: L. E. Kettunen (lddnemere ja soome keeled), J. G. Grand
(geograafia).

KALLE VAISALA on siindinud 19. augustil 1893. a. Pdhja-
Karjalas (Kontiolahtis). Aastatel 1911—1914 6ppis ta matemaati-
kat Helsingi iilikoolis ja pérast 10petamist sai assistendikoha sama
itlikooli juures. 1915. a. avaldas ta koos V. J. Kallioga uurimuse
rontgenikiirte neeldumisest monedes puidu- ja kivimiliikides.

1916. a. kaitses K. Vdisdld Helsingis viitekirja teemal «Algeb-
raliselt lahenduvatest viienda astme vorranditest» (Uber die algeb-
raisch auflosbaren Gleichungen finften Grades), mille eest talle
omistati doktorikraad. Jargmisel aastal nimetati ta Helsingi {ili-
kooli matemaatikadotsendiks ning valiti Soome Teaduste Aka-
deemia abiliikmeks. Aastatel 1917—1920 ilmus Soome teaduslikes
véljaannetes neli K. Véisédld uurimust algebraliste ja diofantiliste
vorrandite teooria alalt.

Ik 82 \;[0 Matemaatika ja kaasaeg, III, k. 68—72, 1V, 1k. 3—8 ja 76—81; XIV,
. 87—90.
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1919. a. siigisel sai K. Viisala kutse Tartu iilikooli matemaati-
kaprofessori kohale. Kirjas iilikooli kuraatorile® ta mérkis, et ta
voiks esialgu lugeda loenguid saksa keeles ning avaldas lootust,
et suudab peatselt selgeks oppida ka eesti keele ning viia oppe-
t66d 14bi siis juba eesti keeles.

Kalle Viisdla kinnitati Tar-
tu iilikooli matemaatiprofes-
soriks 1. oktoobril 1919. a. Vas-
tavalt lubadusele hakkaski ta
juba 1920. a. algul Oppet6dd
18bi viima eesti keeles. Tartu
iilikoolis luges ta?® aasta jook-
sul mitmeid loengukursusi (kor-
gem algebra, funktsiooniteooria,
valitud peatiikid uuemast
funktsiooniteooriast ja analiiiiti-
lisest arvuteooriast, elliptilised
funktsioonid, diferentsiaalvor-
randid, elementaarmatemaatika
korgemalt vaatekohalt, espe-
ranto keele kursus). Tema juhen-
damisel valmis Albert Borkvelli
magistritéé ~ «Binoomvorrandi
z" —1 algebraline lahenda-
mine» (1922).

1920. a. suvel kidis K. Vii-
sdld ennast tdiendamas Saksa- K. Vaisdla (1920).
maal (Géttingenis ja Berliinis).

Tartu iilikooli toimetiste I koitest leiame ka K. Vdisdld 160
«Dirichlet’ ridade moiste iildistamine» (Verallgemeinerung des
Begriffes der Dirichletschen Reihen, 1921). Selles ta uurib Dirich-
let’ rea

) -, s
2 ane "
=1

absoluutse ja tingimisi koonduvuse piirkonda juhul, kui suurused
An on kompleksarvud ja
1im]l71! - +OO.
1922. a. avati Turus erateel kogutud ressurssidega esimene
Soome fiilikool 4, milles kogu oppetéo toimus soome keeles. Selle

3 RAKA, f. 2100, nim. 2, s.-ii. 1387.

4 Soomes téotab 3 iilikooli. Suurim ja vanim neist on Helsingi riiklik
itlikool, mis on asutatud 1640. a. Turus ja viidud 1828. a. iile Helsingisse. Kuigi
méddunud sajandi teisel poolel hakati selles iilikoolis pidama loenguid ka
soome keeles, toimus kuni 1924. a. enamus Oppetddd rootsi keeles. 1919. a.
avati Turus rootsi eraiilikool ja 1922. a. samas ka soome eraiilikool.
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tilikooli matemaatikaprofessori kohale kutsuti Kalle Vaiséld, kes
kutse ka vastu vottis ning siirdus 1922. a. suvel tagasi oma
kodumaale. Korvuti otsese oppetdoga taitis ta Turu (soome) iili-
koolis mitmesuguseid {ilesandeid, olles iiliopitaskonna inspektor
(1922—26), iilikooli valitsuse liige (1930—38) ja prorektor
(1934—38). 1924. a. valiti K. Vaisdld Soome Teaduste Akadee-
mia liikmeks.

1939. a. laheb K. Viisila
uuesti Helsingisse, kus to6tab
dotsendina iilikoolis (1939—57)
ja professorina tehnikaiilikoo-
lis (1939—60). Sellel perioodil
kirjutab ta ka rea soomekeel-
seid opikuid kesk- ja korgema-
tele koolidele: «Algebra oppe-
raamat» [—II (1945, 1946),
«Trigonomeetria» (1947), «Geo-
meetria» (1948), «Arvuteooria
ja korgema algebra alged»
(1950), «Vektoranaliiiis» (1954).

Matemaatikaprofessorina on
Kalle Vaisdld andnud kiillaltki
tohusa panuse nii Eesti kui ka
Soome rahvuslike tilikoolide val-
jakujundamiseks.

Kéesoleval ajal elab prof.
K. Viisdld Helsingis. «Mate-
maatika ja kaasaja» toimetusele
saalis ta siin avaldatud fotod
ning kirjutas muuhulgas: «Tar- K. Viisdla (1959).
tu aeg oli mulle viga roomu-
line, iiks koige rodomsamaist minu elus. Veelgi kolab minu korva-
des uliopilaste harilik laul: «Noorus ei tule iial tagasi...»»

Toimetuselt. Kdesoleva kogumiku ladumise ajal saabus Soomest
kurb teade, et prof. Kalle Viisald suri Helsingis 16. septembril
1968. a.
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JEAN LE ROND D’ALEMBERT — ENTSUKLOPEDIST,
MATEMAATIK, FILOSOOF

M. Tonnov

250 aastat tagasi iihel novembriodl leidis oma tavalist ring-
kdiku tegev linnavaht Pariisis Notre-Dame katedraali ldhedal
asuva viaikese Saint Jean le Rond kiriku trepilt hoolikalt sisse-
méhitud vastsiindinu. Leitud laps anti ldhikonnas eluneva klaas-
sepp Alembert’i perekonda {ileskasvatamiseks. Sellistel puhkudel
valitsenud tava jargi pandi lapsele leiukoha jdrgi nimeks Jean le
Rond. Kiriku meetrikaraamatu jargi on poisi siind registreeritud
16. novembril 1717. Hiljem selgusid ka toelised vanemad. Poja
hiiljanud ema oli korgema seltskonna daam madame de Tencin,
selleaegse Lyoni kardinali 6de. Isaks oli kahurvidekindral Destou-
ches. Monede allikate jdrgi olevat isa ise korraldanud poisi «leid-
mise», et niiviisi saada voimalust osa votta oma ebaseadusliku
poja kasvatamisest. Toelise emaga ei ole Jean le Rond kunagi
kohtunud, kuid kasuemasse suhtus ta alati vdga suure lugupida-
misega. Hiljem juba tuntud mehena vottis ta kasuema enda juurde
perekonda.

Jean le Rond oli itheksaaastane, kui suri tema toeline isa, kel-
lelt ta péris kiillalt suure aastasissetuleku. Tdnu sellele sai Jean
le Rond hea kasvatuse ja hariduse. 1735. a. lopetas nooruk Col-
lege des Quatre Nations bakalaureuse kraadiga ja hakkas siit-
peale oma nime kirjutama d’Alembert. Juba kolledzis &Gppides
ilmnesid tema suurepirased véimed matemaatikas ja mehhaani-
kas. Hiljem Gppis ta veel digusteadust ja meditsiini, kuid peatédhe-
lepanu pooras endiselt matemaatikale ja selle rakendustele. Tema
esimesed uurimused dratasid tdhelepanu ja nii valiti ta aastal 1741
Pariisi Teaduste Akadeemia liikmeks. 1772. a. sai d’Alembert’ist
akadeemia sekretdr. Ta oli valitud ka mitmete vilismaiste aka-
deemi?te, sealhulgas Peterburi Teaduste Akadeemia liikmeks
(1764).

Alates aastast 1751 vottis d’Alembert osa prantsuse «Entsiiklo-
peedia ehk teaduste, kunstide ja kidsito6de seletava sonaraamatu»
(Encyclopédie ou Dictionnaire raisonné des sciences, des arts et
des métiers) toimetamisest. D. Diderot’ (1713—1784) ja d’Alem-
bert’i toimetamisel avaldati «Entsiiklopeedia» esimesed 7 koidet.
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Alludes reaktsiooni survele loobus d’Alembert 1757. a. toimetamis-
toost. Uldse ilmus entsiiklopeedia 28-kditelisena ajavahemikul
1751—1772. Hiljem lisandus sellele veel aastatel 1776—1780 viis
lisakoidet ja kaks koidet registreid. «Entsiiklopeedia» kaast6olisi
hakati kutsuma «entsiiklopedistideks». Nende hulka kuulusid veel
sellised suured XVIII sajandi motlejad nagu J. J. Rousseau
{1712—1778), F. M. Voltaire (1694—1778), C. A. Helvétius
{17156—1771), P. H. Holbach (1723—1789) jt.

D’Alembert’i koostatud on «Entsiiklopeedias» matemaatika,
mehhaanika, astronoomia ja paljud filosoofia-alased artiklid. Eriti
huvipakkuv on tema poolt kirjutatud eessona «Entsiiklopeediale»
(Discours prémilina), milles ta annab teaduste klassifikatsiooni,
lahtudes peamiselt F. Baconi (1561-—1626) printsiipidest. Muu-
hulgas késitleb ta selles loogikat, ajalugu, digusteadust, majan-
dusteadust, poliitilisi teadusi, kirjandust ja kunsti teadustena ini-
mesest. Sellega ta annab tidnapdevani piisimajddnud humanitaar-
teaduse moiste.

Oma filosoofilisi vaateid on d’Alembert véljendanud «Entsiik-
lopeedia» artiklites ja koige enam teoses «Filosoofia elemendid»
(Essai sur les éléments de philosophie), mis ilmus 1759. a. Preisi
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kuninga Friedrich Suure tellimisel.! Filosoofina oli d’Alembert ini-
mene, kes tunnistas aistingud ainsaks tunnetuse allikaks. Sellest
hoolimata eksisteerib tema jaoks jumal kui loov substants. Mot-
lemist ei pea ta mateeria omaduseks, tema jargi on vaim ja matee-
ria lahutatud. D’Alembert’i arvates on asjade tunnetamisel piirid,
mida inimene ei ole voimeline iiletama. Just agnostitsistlike ele-
mentide t6ttu, mida ta omalt poolt lisab mehhanistlikule materia-
lismile, taandub ta materialistlikust gnoseoloogiast. D’Alembert’
inkonsekventseid vaateid on Diderot’ korduvalt kritiseerinud.

Teisest kiiljest voib d’Alembert’i iseloomustada kui inimest, kes
astus vélja seisusliku rohumise vastu ning kiriku vahelesegamise
vastu teaduse ja poliitika asjadesse. Poliitiliste vaadete poolest
seisis ta koige ldhemal C. L. Montesquieu’le (1689—1755). Olles
kodanliku eraomanduse kaitsja iitleb ta samal ajal, et inimene ei
ole digustatud kasutama rikkusi, kui paljud on koige héddavajali-
kumast ilma jietud.

D’Alembert kuulub XVIII sajandi suurimate matemaatikute
hulka. Eelmise sajandi lopul oli l. Newtoni (1643—1727) ja
G. W. Leibnizi (1646—1716) téodes loodud diferentsiaal- ja inte-
graalarvutus. XVIII sajandi matemaatika koige olulisemaks saa-
vutuseks on selle arvutuse arendamine ja rakendamine loodustea-
duse probleemide uurimisel. Matemaatilise analiiiisi aparaadi
arengu tulemusena kujunesid omaette distsipliinideks diferent-
siaalvorrandite teooria, variatsioonarvutus, kompleksmuutuja
funktsioonide teooria jt. Matemaatilise analiilisi meetodite raken-
damine loodusteadustes tdoi endaga kaasa teoreetilise mehhaanika,
geodeesia, optika jt. teadusharude kujunemise.

D’Alembert’i matemaatika-alane parand on ulatuslik ja mitme-
killgne. Talle kuuluvad siigavad uurimused matemaatilise ana-
litisi, algebra, kompleksmuutuja [unktsioonide teooria, teoreetilise
mehhaanika ja astronoomia valdkonnas.

Matemaatilise analiilisi alal on d’Alembert’i toodest tdhtsai-
maks 1746. a. avaldatud «Uurimusi integraali arvutamisest»
(Recherches sur le calcul integral), mis on pithendatud peamiselt
ratsionaalfunktsioonide 2 integreerirmisele. Koige tdhtsam ja t66-
mahukam iilesanne ratsionaalfunktsioonide integreerimisel on osa-
murdudeks lahutamine. Selleks et osamurdudeks lahutamist poh-
jendada, peab toestama, et iga reaalsete kordajatega poliinoom on
avaldatav esimese ja teise astme reaalsete kordajatega poliinoo-
mide korrutisena. Viimane vidide aga jdreldub algebra pohiteo-
reemist:

U Friedrich Suur (1712—1786) oli Preisi kuningaks 1740—1786. Ta oli
prantsuse kultuuri ja kommete austaja, kirjutas ise prantsuse keeles palju
ajaloolisi, poliitilisi ja filosoofilisi t6id (30 koidet teoseid). P )

n(x

Qm (%)

? Ratsionaalfunktsiooniks nimetatakse poliinoomide jagatist:
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igal n-astme vorrandil
x4t aoxn 2L 4 AptX 4 an =0,

kus a, (k=1, 2, ..., n) on reaal- voi kompleksarvud, on vihe-
malt iiks lahend kompleksarvude vallas.

Seetottu peab d’Alembert oma iilesande lahendamist alustama
selle pohiteoreemi toestamisest. Veendumust, et niisugune teoreem
kehtib ning et igal n-astme algebralisel vorrandil on parajasti n
lahendit kompleksarvude korpuses (kui lahendeid arvestada vas-
tavalt nende kordusele), oli esimesena véljendanud juba hollandi
matemaatik A. Girard (1595—1632). Teoreemi toestuskatseid voib
leida R. Descartes’i (1596—1650) ja L. Euleri (1707—1783) t60-
des.

D’Alembert alustab niisugustest vdga tdhtsatest véidetest,

nagu: ea=a-+bi ja a=a—>bi saavad reaalsete kordajatega
algebralise vorrandi lahenditeks olla ainult samaaegselt, voi: kui
«a on poliinoomi nullkoht, siis jagub poliinoom teguriga x — a.
Viimane vaide on E. Bezout (1730—1783) poolt hiljem tldistatud
praegu hésti tuntud lauseks jddgi kohta, mis tekib poliinoomi
jagamisel lineaarteguriga. Pohiteoreemi tGestuses etendab d’Alem-
bert’il tihtsat osa viide, mis tdnapieval on tuntud d’Alembert’i
lemma nime all: kui n-astme poliinoomi f(x) korral (kus n = 1)
on f(xy) 7= 0, siis leidub nullist erinev kompleksarv h, nii et

[F (%0 + )| < |F(*0) ],

s.t. [f(x)| ei voi saavutada nullist erinevat miinimumi.

Kahjuks ei saa d’Alembert’i tdestust lugeda rangeks. Alles
1799. a. annab C. F. Gauss (1777—1855) oma kuulsas doktorittds
tdiesti range toestuse algebra pohiteoreemile.

Samas 166s 1746. aastast on d’Alembert uurinud elliptilisi
integraale, viies neid sobivate asendustega varem tuntud kuju-
dele. Elliptilisteks nimetatakse jargmist tiiiipi integraale:

T T(x, Yaxt 4 bx3 4 cx2 + dx 4 e)dx,

kus f on mingi ratsionaalfunktsioon ning e v6i & on nullist eri-
nev. Ka mitmed teised XVIII sajandi silmapaistvaist matemaati-
kuist nagu L. Euler, A. M. Legendre (1752—1833), J. L. Lag-
range (1736--1813) jt. on pithendanud elliptilistele integraalidele
rohkesti tdhelepanu. Asi on selles, et niisugused integraalid iildi-
selt ei ole avaldatavad elementaarfunktsioonide abil.

Eriti silmapaistvaid tulemusi on d’Alembert saanud kompleks-
muutuja funkisioonide teooria valdkonnas. Nii on ta niiteks t6os
«Motisklused tuulte iildistest pohjustest» (Réflexions sur la cause
générale des vents, 1747) tdestanud, et iga algebraline funktsioon
n komplekssest argumendist on esitatav kujul
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w=u -+ iv,

kus # ja v on reaalsed funktsioonid. Euler, kellele oli teada see
d’Alembert’i to6, nditas 1777. a., et kui f(x +iy)=u(x, y) +
+io(x, y), siis f(x —iy)= u(x, y)—iv(x, y). Seda tulemust
kasutas Euler jargmise integraali reaal- ja imaginaarosa arvuta-
misel:

Ju+iv)yde=(fudx—vdy)+i(fvdx-+ udy).

Teda hdmmastas asjaolu, et seejuures oli voimalik valida ainult
niisuguseid funktsioone u(x, y) ja v(x, y), et

du ov ou du

ox Oy dy —  Ox (1)

Lahendades iiht hiidrodiinaamika iilesannet leidis d’Alembert
juba 1752. aastal, et kui « ja v on diferentseeruva kompleksmuu-
tuja funktsiooni vastavalt reaal- ja imaginaarosad, siis peavad
olema vorrandid (1) rahuldatud. Seetottu nimetatakse viimaseid
sageli Euler-d’Alembert’i vorrandeiks. Kompleksmuutuja funktsi-
oonide teooria aluskivideks said nad hiljem A. Cauchy ja B. Rie-
manni loomingus. D’Alembert méirkas ka, et iga diferentseeruva
funktsiooni reaal- ja imaginaarosa on harmoonilised funktsioonid,
s. t. rahuldavad vorrandit

02 02

ot o

Yy

mis hiljem etendas pohilist osa P. S. Laplace’i té6des ja mida
tdnapdeval tuntakse Laplace’i vorrandina.

XVIII sajandil toimub diferentsiaal- ja integraalarvutuse sisse-
viimine paljudesse loodusteadusharudesse, mis tingib omakorda
diferentsiaalvorrandite teooria itha pohjalikuma 1abito6tluse. Suu-
red teened diferentsiaalvorrandite teoorias on L. Euleri, J. L. Lag-
range’i, P. S. Laplace’i (1749—1827), A. C. Clairaut’ (1713—1765)
korval ka J. R. d’Alembert’il.

1748. a. leiab d’Alembert erilahendi diferentsiaalvorrandile

y=xp(y )+ (¥,
mis on praegu tuntud d’Alembert-Lagrange vorrandina ja kujutab
Clairaut’i vorrandi 3 iildistust.

D’Alembert andis 1747. a. iildise meetodi lineaarse mitteho-
mogeense diferentsiaalvorrandi lahendamiseks. Tema meetod sei-
sab selles, et n-jarku diferentsiaalvorrandi lahendamine taanda-
datakse n esimest jarku diferentsiaalvorrandi siisteemi lahendami-
sele. Niisugusele jdreldusele jouab d’Alembert juba aastal 1743
oma «Traktaadis diinaamikast» (Traite de dynamique).

Mehhaanika pohivorrandite kasutamine planeetide liikumise

=0,

3 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, VI. Trt, 1965, lk. 78.
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teoorias, s. t. kolme keha iilesande lahendamisel, viis diferentsiaal-
vorrandite ligikaudse lahendamise vajaduseni. Nii vaatleb d’Alem-
bert 1754. a. oma teoses taevamehhaanikast «Uurimusi maailma-
siisteemi moningatest olulistest kiisimustest» (Recherches sur dif-
ferens points importans du systeme du monde) planeedi liikumise
vorrandi ldhislahendina ringorbiiti, kuid hiljem parandab neid
lahendeid astmeridade abil. Olgu mérgitud, et samuti toimis Euler
oma «Kuu teoorias».

D’Alembert’i silmapaistvaks tooks diferentsiaalvorrandite alal
on veel Taylori poolt antud vonkuva keele litkumist vdikeste amp-
lituudide korral kirjeldava osatuletistega vorrandi

0%y 0%y

oz~ ox2
lahendamine. Ta sai iildlahendiks
y=p{l+x)+pu(t—x),
kus 9 ja u on mistahes kaks korda diferentseeruvad funktsioonid.
Mirkimisvddrsed on d’Alembert’i uurimused ridade teoorias.
Hastituntud on tema poolt saadud positiivsete liikmetega rea
a4+ a4+ ...+ an +... koonduvustunnus: kui teatud kohast alates

a .. . . Qn41 .. .
s < g <1, siis rida koondub, kui ot =q>1,siis rida

hajub.

Huvipakkuv on ka Taylori valemi tuletamie d’Alembert’i poolt.
Ta ldhtub vorrandist

P2+ =)+ y,
kus ¢ on nullile ldhedane suurus. Selleks et leida u, ta diferent-
seerib viimast vordust ¢ jargi:

¢ (z+=u"

n

Niiiid

ja
4
P (z4¢)= ¢’(2)+0f(p”(2+ $)de.
Selliselt korduvalt toimides saab ta Maclaurin’i rea osasumma:
4 S 4
p(z+¢)= 90(2)+0f¢’(2)d£+0fd§0fqo”(2)d§+

4 L 9 4
oAz fdz S [ (24 0)dE.

Viéga tdhtis on d’Alembert’i printsiip mehhaanikas. Selle esilas



la 1743. a. oma «Traktaadis diinaamikast». Selle printsiibi alusel
rakendatakse staatika seadusi diinaamikas. D’Alembert’i printsiipi
voib vidljendada valemina

V+ S+ H=0,

kus V on masspunktide siisteemile rakendatud vilistungide summa,

S — siisteemile rakendatud sisetungide summa ja H — inerts-
2

tung. Inertstung H=~Z’m% voimaldab liikumist vaadelda

kui tungide tasakaalu juhtu.

D’Alembert pidi mitmetesse «Entsiiklopeedia» koéidetesse kir-
jutama artikleid, mis sisaldasid tdendosusteooria elemente. Niisu-
gusteks artikliteks on nditeks 1754, a. triikitud koites «Croix on
pile» (Kull voi kiri) ja 1757. a. ilmunud koites artikkel «Gageures
(Kihlvedu).

Entsiiklopedistina on d’Alembert oma artiklites tdpne ja kau-
gelendgev. Vorreldes teiste tolle aja matemaatikute téddega olid
d’Alembert’i artiklid «Diferentsiaalne», «Logaritmy», «Negatiivne»,
«Pijirvadrtus» jt. viga korrektsed. Viimane neist on tdhelepanu-
vddrne ka selle poolest, et d’Alembert iihena esimestest rohutab
selles vajadust ehitada matemaatiline analiiiis {iles piirvddrtuse
moiste abil. D’Alembert’i matemaatiline looming on darmiselt
mitmekiilgne. Ta ei ole uurinud mitte iiksikuid kiisimusi, vaid
mitmekoitelistes teostes haaranud kogu ala. Kolmekéiteline teos
taevamehhaanikast «Recherches sur differens points impor-
tans du systeme du monde» jddb  d’Alembert’i viima-
seks matemaatika-alaseks uurimuseks. Edaspidine tegevus on
pithendatud teistele teadustele. Mitmekdileline teos «Mitmesugust
kirjandusest, ajaloost ja filosoofiast> (Mélanges de littérature,
d’histoire et de philosophie) niitab tema huvide ja voimete ham-
mastavat mitmekiilgsust. D’Alember{’i huvi {eaduse saavutuste
vastu (sealhulgas matemaatika vastu) piisis ka siis, kui ta haiguse
tottu enam ei olnud véimeline téotama.

Jean le Rond d’Alembert suri 29. oktoobril 1783. a. Ka elu
viimastel aastatel sdilitas ta huumorimeele ja optimismi. Kirjast
Lagrange’ile loeme: «Pea on mul muutunud téoks peaaegu kolb-
matuks, kuigi muidu tervisega pole asjad halvad. Kirjutage mulle
ometi, palun, midagi oma toddest ja oma tegudest. Minuga on
nagu vana nautlejaga, kes ise ei kannata enam midagi, kuid kel-
lele teeb siiski roomu néha teisi séomas.»
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KIRI «<MATEMAATIKA JA TEGELIKKUSE» AUTORILE"

Lugupeetud sm. Kisseljova.

Lugesin d&sja 1dbi Teie raamatu
«Matemaatika ja tegelikkus». Pean
aga tunnistama, et ma kohe mitte

pormugi ei ole Teiega (ja paljude Teie
mottekaaslastega) pari selles, et ma-
temaatika uurib tegelikkust, et vastu-
pidine seisukoht on tingimata idealist-
lik jms. Pealegi Te, nagu ma aru
sain, pooldate ka Leibnizi arvamust
sellest, et matemaatika uurib koike,
mida meie kujutluses on voimalik
tdpselt madératleda. (Imetlen Leibnizi
talenti juba ainuiiksi selle maéiratluse
eest!)

Kuidas seda. aga moista? Koik,
mida meil dnnestub tédpselt mairatleda
oma kujutluses, muutub auto-
maatselt «tegelikkuse kvantitatiivseteks
suheteks ja ruumilisteks vormideks»
(Engels). Kas see on siis materialism?
Minu arvates on Leibnizi ja Engelsi
poolt antud matemaatika maératlused
hoopiski erinevad, vasturddkivad
asjad.

Tegelike nadhtuste vahel wvalitsevad
ka tegelikud ja seega lopmatult mit-
mekesised suhted (mis omakorda jil-
legi osutuvad tegelikeks néhtusteks)
ja me voime konelda ainult kvantita-
tiivsetest aspcktidest (mida on lop-
matult palju) nendes suhetes. Kui
me aga motteliselt eraldame moned
nendest «aspektidest» kogu muust te-
gelikkusest, arendame nende alusel
keerulise puhtformaalloogilise teooria
(hoopiski unustades siinjuures sellised
moisted nagu «katse», «praktika» jms.,
millega matemaatika, nagu teada, ei
tegele), siis pole see mitte tegelikkuse,
vaid parimal juhul ainult tegelikkuse
matemaatilise mudeli uurimine. Ki-
simus sellest, kas uuritav mudel aga
ka vastab tegelikkusele — mis on
kesksel kohal legelikkust uurivates ja

I Jutt on raamatust:

H. A. Kuceuaesna.

siinjuures kiillaltki sageli ka mate-
maatikat kasutavates teadustes — po-
himotteliselt hoopiski ei huvita mate-
maatikut. Teda huvitab ainult saa-
dud tulemuste formaalloogiline vastu-
rddkimatus. (Kui uurime aga meie
kujutluses tdpselt méadratletavaid ob-
jekte, on selline vasturddkimatus
taiesti saavutatav.)

Niiteks, kui me mone kolmnurga
sisenurkade summa tegelikul mdotmi-
sel saaksime tulemuse, mis erineb s-st
tunduvalt rohkem, kui seda lubaks voi-
malik m&otmisviga, ei tooks see kaasa
mingeid muutusi Eukleidese geomeet-
rias. Saadud tulemus nditaks meile
ainult seda, et paralleelselt
Eukleidese geomeetriaga on nihtavas-
{i voimalik ka teistsuguste geomeet-
riate olemasolu (mis teatavasti ka nii
on). Igasugusele fiiiisikalisele teooria-
le niileks oleks aga selline katseand-
mete ja teoreetiliste jdrelduste vastu-
olu peaaegu et surmahoobiks. Vihe-

malt sunniks see teooria olulisele
muutmisele.
Matemaatika piirdub formaalloogi-

lise vasturdakimatusega, see ei ole
aga kaugeltki sama mis vastavus te-
gelikkusele. Seega on matemaatiline
tode ja «tegelik» (s.t. filosoofilises
molites) tode hoopiski erinevad mois-
ted. Ja kuidas voib siis iitelda, et tea-
dus, mis loppeks ei seagi oma ees-
mirgiks «tegeliku» toe véiljaselgita-
mist, uurib tegelikkust!

Tegelikkuse matemaatiline mudel ei
ole seesama mis tegelikkus. Kuidas
voib kiill patustada selle elementaarse

16e vastu ja — veel enam — nime-
tada seda (ja ainult seda) materia-
lismiks?! Tosi, tegelikkuse mudelite

uurimisega tegelevad koik tegelikkust
uurivad teadused, kuid nad ei piirdu
vaid asja selle iihe kiiljega.

MarematHka H AeACTBHTE.b-

noctb. Max. Mockosckoro ynusepcutera, 1967 (124 1k.). Jargnev tekst on eba-
olulisel méidral muudetud télge raamatu auntorile saadetud kirjast. Moningaid

siin arendatavatest motetest on varem avaldatud artiklites:
Matemaatika ja tegelikkus. — Matemaatika ja kaasaeg, VIII, lk.
. Caapuuitr [Ilpoussoactso —
Tpyas BLL TV, Ne 11, 1967, 1k. 3—20.

P. Myannapu,

R. Mullari.
3—11:
ynpasaedne — 2DBM.
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Matemaatikat voib ainult kasu-
tada tegelikkuse uurimisel, ja seda
tingimusel, et vastavad matemaatili-
sed mudelid on kiillalt «sarnased»
vastavatele tegelikkuse nihtustele. See
sarnasus ei ole aga hoopiski mitte
matemaatiline probleem.

Kuid matemaatika iseenesest ju
tildse ei ndua, et tema poolt uuri-
tavatel objektidel oleksid mingid pro-
totiitibid tegelikkuses. Et viimane aga
kiillaltki sageli tGesti nii on, siis selle
pohjused ei tulene matemaatikast
endast ja on matemaatika suhtes jare-
likult vélised, juhuslikud, mitteméaéira-
vad.

Nimetaksin moningaid sellistest pgh-
justest. Arvatavasti pidas Engels oma
matemaatika méaratluses silmas just
midagi sellist. Omal ajal tuli ju voi-
delda isegi selliste (kuigi matemaa-
tika suhtes viliste) matemaatika ja
tegelikkuse vaheliste suhete tunnusta-
mise eest. (Tuleb ikkagi arvestada
konkreetseid ajaloolisi tingimusi!)

1. Meie fantaasia toitub oma juur-
tega tegelikkusest. Me lihtsalt ei suuda
endale ette kujutada sellist maitset,
1ohna, virvi vms., mida me kunagi
ei ole tajunud (samuti, niiteks: sirge
— valguskiir, tasand — veepind).
Kuid sellest hoolimata suudab meie
fantaasia kombineerida juba tuntud
«elementidest» selliseid objekte, mille-
ga me ei ole kokku puutunud voi
milliseid iildse ei olegi voimalik tege-
likkuses kohata (niiteks kentaurid,
kuradid, inglid) (aga sellepédrast ta
ju ongi fantaasial).

Loomulikult kehtib see ka meie ku-
jutluses tidpselt méédratletavate objek-
tide kohta. Kuid 16ppeks ei ole see ju
matemaatika, vaid psiihholoogia
probleem.

2. Oleme elavad, iihiskondlikud
olendid. Elu seab igal sammul meie
ette hulga tegelikkuse probleeme. Ja

on tdiesti loomulik, et me suuname
(ja iildiselt isegi oleme sunnitud suu-
nama!) oma teaduslikke otsinguid just

nende  probleemide lahendamisele.
Matemaatikas avaldub see piiiides
moodustada uuritavad matemaatilised
objektid  voimalikult  «sarnastenas-

meid huvitavate tegelike objektidega.
Kuid see ei ole matemaatika prob-
leem.

3. Matemaatikas uuritavad objektid
on iipris sageli tegelikkuse objektidele
«sarnased» ka tdiesti juhuslikult.
On ju maailm 16pmatult mitmekesine
ja seesmiselt iihtne.

Nii et minu arvates ei saa kohe
mitte kuidagi iitelda, et kui matemaa-
tika ei uuri tegelikkust, siis tal jére-
likult ei ole viimasega mitte mingit
sidet, et siis ta on midagi tdiesti oma-
ette, iseseisvat, ainult «puhta» mois-
tuse looming jms. Ja kuna matemaa-
tiline tde mdiste erineb filosoofilisest,
ei ole siin ka selles mattes mingit
alust konelda Kanti aprioorsetest t6-
dedest (mida ma tGepoolest nimetak-
sin idealismiks).

Ma kirjutasin Teile selle kirja pdhi-
liselt sellepdrast, et pean Teie poolt
levitatavaid vaateid matemaatika ja
tegelikkuse wvastastikustest suhetest
kahjulikeks. Eriti teravalt annab see
end tunda matemaatika ja majandus-
teaduse piirialal. Siin sajad voi isegi
tuhanded teadlascd, raisates oma
annet ja riigi raha, koostavad ja uuri-
vad kohati selliseid majanduse mate-
maatilisi mudeleid, et oi-oi-0i! Kuid
kuna majandus on meie elu materiaal-
ne baas ja matemaalika uurimine on
(Teie ja paljude teiste arvates) tege-
likkuse uurimine, siis {ildiselt peetakse
seda koike vidga kasulikuks
asjaks. Vale!

Teie ideeline vastane
R. Mullari

SUMMEERUVUSTEOORIA-ALANE SUVEKOOL ZARETSNOIS
G. Kangro, A. Melentsov

Suvekooli tiiiipi  kokkutulekud on
voitnud teaduslike téotajate, eriti aga
korgemate koolide Oppejoudude seas
iildise poolehoiu. Esimene iileliiduline
summeeruvusteooria kiisimustele pii-
hendatud suvekool toimus 1965, a.
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analiiisi kateedri algatusel.! Uraali
iilikooli  funktsiooniteooria  kateedri

1 Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk.
101-—103.



poolt organiseeriti teine iileliiduline
summeeruvusteooria-alane suvekool
Sverdlovskist 60 km kaugusel asuvas
Zareténdi asulas  (Bebjarski raj.)
11.—21. juulini 1967. Suvekooli tdost
vottis osa 67 matemaatikut, neist 6
doktorit ja professorit (N. Davodov,
A. DizvarsSeisvili, M. Subhankulov, P.
Sujetin, M. Timan, G. Kangro) ning
16 teaduste kandidaati. Osavotjaid oli
11-st linnast, sealhulgas 36 Sverd-
lovskist, 12 Tartust, 8 Dnepropetrovs-
kist.

Suvekooli eesméirgiks oli osavétjate
tutvustamine summeeruvusteooria koi-
ge uuemate tulemuste ja aktuaalse-
mate suundadega. Suvekooli eftekan-
ded kandsid iildiselt iilevaateloengute
iseloomu. Kogusummas kuulati dra 18
ettekannet kestusega | kuni 4 tundi.
Neist 8 ettekannet késitlesid trigono-
meetriliste ja dldiste ortogonaalrida-
dega seotud kiisimusi, 7 ettekannet oli
plhendatud summeeruvusteooria ildis-
tele kiisimustele, 3 ettekannet aga
puudutasid summeeruvusteooria naa-
berala — funktsioonide ldhendamise
teooria kiisimusi. Tartu matemaatikud
esitasid suvekoolis 4 ettekannet:

1. Fourier’ kordajate omaduste uuri-
mine (van.-op. M. Tonnov).

2. Suunatud pered ja nende raken-
dusi summeeruvusteoorias (dots. E.
Reimers).

3. Summecrimismenetluste
sushulgad (dots. E. Jiirimée).

4. Harilike ja kahckordsete ridade
summeeruvustegurite  vahelisest  seo-
sest (van.-op. H. Espcnberg).

M. Tonnov andis oma citekandes
iildisec lahenduse kisimusele sellest,
missugusesse  klassi  kuulub  Fourier’
rida, mille kordajad on teatava klassi
summeeruvustegurid ~ voi  saadakse
mingi tuntud klassi Fourier’ rea kor-

perfeki-

dajatest nende korrutamisel vastavalt
teatava klassi summeeruvusteguritega.
M. Ténnovi teemaga ldhedalt seotud
oli Kabardiini ANSV iilikooli dotsendi
M. Skvortsova ettekanne «Fourier’ ri-
dade multiplikaatorid», mis andis hea
iilevaate Fourier’ ridade multiplikaato-
rite probleemist tervikuna. E. Reimersi
ettekandes oli peardhk pandud suuna-
tud perede rakendustele ettekandja
poolt  viljatéotatud  kontinuaalsete
summeerimismenetluste teooria kasit-
lemisel. Uraali iilikooli dotsent A. Me-

lentsov, kaisitledes oma ettekandes
«Summeeruvusteooria topoloogilised
alused» loomulikku topoloogiat alu-

miste kolmnurksete maatriksite ruu-
mis, vottis E. Reimersi ettekande mo-
jul aluseks jadade asemel suunatud
pered Banachi ruumis. Et E. Jirimae
ei saanud suvekooli t66st osa votta,
siis esitas tema ettekande dots. S.
Baron. Selles ettekandes anti tdielik
iilevaade maatriksmenetluste perfekt-
susega seotud kiisimustest koos E.
Jiirimde poolt saadud uute tulemus-
tega. H. Espenberg niitas, kuidas
summeeruvustegureid maéaravaist tin-
gimustest iihekordsete ridade Kkorral
saab leida vastavad tingimused kahe-
kordsete ridade jaoks, eriti Euler-
Knoppi menetluse puhul.

Ettekanded toimusid enamikus vaid
hommikupoolsetel tundidel, monedel
pdevadel aga peeti ka pdrastlouna-
seid ettekandeid kestusega kaks tundi.
Vaba aja veetmiseks oli kasutada
plaaZ, paadisadam jms. Huvitavad olid
ckskursioonid Sverdlovski geoloogia-
muuseumi ja Belojarski aatomielektri-

jaama.
Jérjekordne summeeruvusteooria-
alane suvekool otsustati korraldada

Kabardiini ANSV pealinnas Naltsikis
1968. a. septembris.

KULALISTENA LOBATSEVSKI PAIKADES

R. Kolde

Moodunud siigisel vottis rithm TRO
matemaatikuid osa III iifeliidulisest
geomeetria  konverentsist 14.—19.
septembrini Kaasani V. 1. Uljanov-
Lenini nimelises Riiklikus Ulikoolis.

Kaasani iilikooliga, mis on Tartu
iilikooliga peaaegu itheealine — raja-
tud 1804. a. — on seotud paljude kuul-
sate teadlaste ja kultuuritegelaste
opingute- ja to0aastad. Nimetagem
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siin matemaatikuid N. I. LobatSevskit
(kelle stinnist k.a. 1. detsembril méo-
dub 175 aastat), N. G. TSebotarjovi,
P. 1. Sirokovit; keemikut A. M. Butle-
rovi; meedikuid V. I. Behterevi ja
P. F. Lesgafti; kirjanikke G. R. Der-
Zavinit ja L. N. Tolstoid. Kaasani iili-
kooli Gigusteaduskonnas alustas 1887.
a. opinguid V. I. Lenin, kuid juba esi-
mese semestri 16pul heideti ta revo-
lutsioonilisest liikumisest osavotu pé-
rast {likoolist vdlja ja pagendati; dli-
kooli diplomi sai V. I. Lenin ekster-
nina Peterburi iilikoolist 1891. a.

Riihm Tartu matemaatikuid Kaasanis
N. I. LobatSeuski midlestussamba ees.

Vasakult: U. Lumiste, L. Tuulmets,
K. Riives, H. Kilp ja A. Parring
(R. Kolde foto).
Koigepealt kajastus see muidugi

konverentsi sisulises t66s. Paljud ette-
kanded, moned otseselt, enamus aga
kaudselt, tuginesid nendele ideedele,
mis on geomeetriasse toonud N. I. Lo-
batSevski ja tema t66 paljud jatkajad,
eriti just Kaasani geomeetria kooli
esindajad.
Juba

konverentsi avaettekandes
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«Geomeetria arengust Kaasanis 50

aasta  jooksul» rohutas professor
A. P. Norden: «Ei saa rdidkida geo-
meetria arengust Kaasanis, alusta-

mata N. I. LobatSevskist.» Seetottu on
arusaadav, et mitmed konverentsi firi-
tused olid tihedalt seotud N. I. Lo-
batSevski nimega. Konverentsi raames
toimus {ihine pérjapanek N. I. Lobat-
Sevski hauale, samuti ekskursioon iili-
kooli hoonetesse, mis on pohiliselt ehi-
tatud LobatSevski rektoriks olemise
ajal ja tema otsesel eestvedamisel.
Viaga populaarne oli fotografeerimine
tlikooli vastas oleva N. I. LobatSevski
méilestussamba ees.

Konverents, mis oli pithendatud
Suure Sotsialistliku Oktoobrirevolut-
siooni 50. aastapdevale, oli néukogude
geomeetria toeliseks foorumiks. Esin-
datud olid koik tdhtsamad geomeet-
ria  keskused nagu Moskva, Kiiev,
Harkov, Tbilisi, Tomsk, Vilnius jne.
Samuti oli arvukalt esindajaid véikse-
matest keskustest. Uldse vottis kon-
verentsi t66st osa 352 delegaati, nende
hulgas 16 kiilalist Euroopa rahvade-
mokraatiamaadest.

Hommikuti toimusid konverentsil
plenaaristungid, kus kuulati dra 33
ettekannet, sealhulgas ka dotsent Ulo
Lumiste ettekanne «Indutseeritud seos-
tustest tasandiparvede diferentsiaal-
geomeetrias.»

Ohtused istungid peeti kolmes sekt-
sioonis. Esimeses mneist — diferent-
siaalgeomeetria sekisioonis — esinesid
ka Tartu geomeelrid Leida Tuulmets,
Kaarin Riives ja Helgi Kilp. Teises
sektsioonis késitleti mitteeukleidiliste
geomeetriate kiisimusi ning kolman-
das relatiivsusteooria kilsimusi. Vii-
mase sektsiooni t&ost vottis osa ka
arvukalt fiilisikuid, mistottu see kong-
ress kujunes madrkimisvairseks iilelii-
duliseks irituseks ka relatiivsusteoo-
ria esindajatele.

Uldse kuulati kolmes sektsioonis ja
nende alasekisioonides ile 130 ette-
kande, millele lisandusid veel tilevaa-
teettekanded ligi 50 t66 kohta. See-
tottu oli konverentsi pdevakava viga
pingeline. Otsuses tehti ettepanek
jargmine IV iileliiduline geomeetria-
konverents kokku kutsuda 1969. a.
siigisel Tbilisis ja suurendada konve-
rentsipdevade arvu seniselt meljait
kuuele.



KOORIKUTE TEOORIA

SPETSIALISTID TARTUS

M. Kutser

Ohukeseseinalised  konstruktsioonid
leiavad tdnapieval laialdast kasuta-
mist, eriti lennuki- ja raketichituses.
Nende to6tingimusi iseloomustavad sa-
geli suured kiiresti muutuvad koor-
mised ning kérged temperatuurid. See-
pdrast on loomulik, et teadlaste tihe-
lepanu koidavad diinaamikaprobleemid.
Praktiline vajadus leida kriteeriumid
diinaamilise stabiilsuse ja purunema-
tuse tagamiseks nduab koorikute de-
formeerumist kirjeldavate matemaati-
liste mudelite pidevat tadpsustamist.
Tuleb arvestada faktoreid, mille mdju
lihtsamais {lesandeis vois hiiljata.
Selle tagajirjel komplitseerub {ilesanne
kiiresti, mis omakorda nouab uusi ar-
vutusmeetodeid. Mainitud probleemide
valdkonnas 166tab ka grupp eesti tead-
lasi akadeemik N. Alumde juhenda-
misel.

ENSV Teadusic Akadeemia, TRU ja
TPI initsiatiivil organiseeriti 28. juu-
nist kuni 3. juulini Tartus dleliiduline
stimpoosion  koorikute  diinaamiliste
ileminekuprotsesside alal. Viie pédeva
jooksul kuulali dra 31 teaduslikku
ettekannet, kusjuures igal pédeval ki-
sitleti iiht teemat. Arutlusel oli jarg-
nev temaatika:

1. Uleminekuprotsesside
elastsusteooria vorrandite
mise teel.

2. Ligikaudsete arvutusmeetodite
kasutusalad ja ligikaudsete arvutus-
mudelite loomine.

3. Uleminekuprotsesside analiiiis li-
gilkaudsete lineaarsete vorrandite baa-
sil.

4. Stabiilsuseprobleem ja iilemine-
kuprotsesside analiilis mittelineaarsete
vorrandite baasil.

5. Komplitseerivate faktorite arves-
tamine tleminekuprotsesside analiiiisil.

Teoreetiliste t66de korval esitati ka
vdga huvitavate eksperimentide tule-
musi.

Tartusse oli kogunenud koorikute ja
plaatide uurijaid kogu Noukogude Lii-
dust. Esindatud oli 16 linna. Arvuka-
mad delegatsioonid olid Moskvast,
Kiievist, Leningradist ja Tallinnast.
Ligemale saja osavotja hulgas oli 15
teaduste doktorit ja 40 kandidaati.
Huvi siimpoosioni tod vastu néitas ka

analiiiis
integreeri-

asjaolu, et sellest vottis osa rida nime-
kaid Noukogude Liidu selle ala eri-
teadlasi, kellest vGiks mainida Ukrai-
na NSV TA akadeemikut G. N. Savi-
nit Kiievist ja Usbeki NSV TA aka-
deemikut H. A. Rahmatulinit Mosk-
vast, koorikute teooria fundamentaal-
sete uurimuste autorit professor A. L.
Goldenveiserit, rahvusvaheliselt tun-
nustatud eriteadlasi koorikute stabiil-
suse alal professoreid A. S. Volmiri
ja V. V. Bolotinit.

Arvuliselt domineerisid siimpoosio-
nil siiski noorema generatsiooni tead-
lased. Enam kui pooled osavétjaist
olid nooremad kui 35 aastat. Teadus-
like uurimisasutuste koérval olid arvu-
kalt esindatud ka mitmed projekteeri-
misorganisatsioonid, kes on otseselt
huvitatud uurimist6é tulemuste raken-
damisest oma t606s.

Meie vabariigi teadlastest esinesid
ettekannetega Kiiberneetika Instituudi
tootajad fliisika-matemaatikadoktor
L. Ainola elastsete koorikute Timo3enko
tiiiipi vorrandeist ja tehnikadoktor
U. Nigul ligikaudsete teooriate ja mee-
todite kasutamisest; TPI  dotsent
L. Poverus kisitles elastsete lainete
levikut silindrilises koorikus mitteli-
neaarse teooria baasil ning Kiibernee-
tika Instiluudi noorem teaduslik t66-
taja N. Veksler iileminekuprotsesse
telgsitmmeetrilistes koorikutes.

Istungid toimusid TRU aulas ja
auditooriumes ning osalt ka Tora-
vere observatooriumis. Lisaks pédeva
esimesel poolel toimunud istungitele
organiseeriti mitmeid vaéljasoite (Pii-
hajiarvele, Kaédirikule, Piirissaarele).
Neil valitsenud sundimatu G&hkkond
16i soodsad voimalused isiklike side-
mete solmimiseks ning viljakaiks vaid-
lusiks viaiksemas ringis.

Siimpoosion andis iilevaate koori-
kute deformatsiooni iileminekuprotses-
side alal saavutatust, samuti selgusid
probleemid, mille lahendamine néuab
edasisi uuringuid.

Paljude siimpoosionist osavotnud
teadlaste sonavcttudest 16ppistungil
jdi kolama positiivne hinnang Tartus
toimunud simpoosioni  teaduslikule

kui ka organisatsioonilisele kiiljele.
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MATEMAATIKUD TULEVAD MATEMAATIKAKOOLIST

E. Toom

Matemaatika areneb iiha kiirenevas
tempos nagu iga teinegi teadus. Mate-
maatika moju- ja todpiirkond laieneb
jarjest mittematemaatilisematele ala-
dele, suureneb vajadus kvalifitseeri-
tud matemaatikute jdrele ning teiste
alade spetsialistid vajavad senisest
pohjalikumat matemaatikaalast ette-
valmistust. Seega peaksid tousma nii
tilikooli produktsiooni kvaliteet kui ka
kvantiteet. Aga kohustusliku (ja vaja-
liku) kvantiteedi tottu kipuvad sisse-
astumiskonkursid kujunema komplek-
teerimiseks ning kvaliteedi osas tuleb
iilikooli esimestel kursustel sageli koo-
litarkust iile rehitseda. Nimetatud kit
saskoha  kiiremale likvideerimiselc
pliiabki kaasa aidata Tartus loodud
kaugéppe matemaatikakool.

Suurim kaugdppe matemaatikakool
on loodud Vene NFSV-s ja tootab
M. V. Lomonossovi nimelise Moskva
Riikliku Ulikooli juures. Kool rajati
Vene NFSV haridusministri 20. juuni
1964. a. kiskkirjaga ja allutati vahe-
tult koolide peavalitsusele. Matemaa-
tikakooli kiimnelitkmelise administra-
tiivkoosseisu (direktor, Gppealajuhata-
ja, metoodikud jne.) t66 tasustatakse
haridusministeeriumi poolt nagu tava-
lises iildhariduslikus koolis.

Matemaatikakooli Opetatud Nou-
kogu t68d juhivad MRU professorid,
NSVL TA kirjavahetajaliige I. M.
Gelfand ja A. A. Kirillov.

Opilaste t66de parandamine, ret
senseerimine ja hindamine tehakse
peamiselt f{ihiskondlikus korras. See
on umbes viiesajale iiliopilasele alali-
seks komsomolifilesandeks.

Tartu matemaatikud hakkasid oma
kooli organiseerima 1965. a. siigisel
dots. U. Kaasiku ja J. Gabovitsi eest-
vottel. Kuulutati vidlja konkurss ning
1. jaanuaril 1966 alustas iihiskondlikel
alustel t66d Tartu Mittestatsionaarne
Matemaatikakool (MMK). Aasta 16-
puks leidis ENSV Haridusministee-
rium voimaluse eraldada koolile di-
rektori ja kahe kantseleitédtaja ame-
tikohad ning viikese eelarve, 6. veeb-
ruarist 1967. a. téotab MMK haridus-
ministeeriumi  koolivélise asutusena.
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Oppetdd juhendamine, t66de kontrol-
limine jne. on endiselt TRU 0Gppejou-
dude ja {dlidpilaste iihiskondlikuks
hooleks.

Tartu MMIC (hiskondliku ndukogu
koosseis 1967/68. Oppeaastal on jarg-
mine: esimees — J. Gabovit§ (NSVL
TA Majandusmatemaatika Keskinsti-
tuudi Eesti osakonna juhtiv insener);
esimehe asetditja — M. Kilp (TRU
algebra ja geomeetria kateedri va-
nemopetaja); liikmed — O. Prinits
(TRU matemaatika Opetamise metoo-
dika kateedri juhataja), K. Ariva
(TRU matemaatika Opetamise metoo-
dika kateedri vanemopetaja), R. Jir-
genson (TRU arvutusmatemaatika ka-
teedri dotsendi kohustetditja), R. Kol-
de (TRU algebra ja geomeetria ka-
teedri aspirant), E. Kolk, (TRU arvu-
tuskeskuse noorem teaduslik toéotaja),

K. Kruse (Tartu I Keskkooli mate-
maatikadpetaja) ja E. Toom (Tartu
Mittestatsionaarse ~ Matemaatikakooli
direktor).

Vene oppekeclega koolide osas too-
tab Tartu MMK Moskva filiaalina.
See tahendab, et t60st votavad osa
9.—10. klasside opilased, aluseks on
Moskva iilikooli MMK programm ja
nende oOppematerjalid, mida saadetak-
se meile tavaliselt piisavas koguses.
Kohapeal saadame materjalid laiali,
parandame opilaste kontrolltédd ja
esitame Moskvasse ainult tulemused.

Eesli koolide osas on Tartu MMK
iseseisev  koolivdline oOppeasutus, mis
haarab 9.—10. klasside matemaatika-
huvilisi. Eeskujuks on muidugi staazi-
kamate matemaatikakoolide kogemu-
sed, nende paremad oppematerjalid on
tolgitud ka eesti keelde, kuid tunduva
osa Dbrosiliire (seeria «Mittestatsio-
naarne Matemaatikakool», mida on
seni ilmunud juba 15 numbrit) on Kkir-
jutanud TRU G&ppejoud ja vabariigi
agaramad matemaatikadpetajad. Te-
maatika haarab keskkooli programmi
nii siigavuti — vorratused, absoluut-
vidrtused, funktsioonid ja graafikud
jne. kui ka laiuti ning véaljub moneti
tavalistest raamidest — loogiliste
keerdiilesannete lahendamine, tdendo-
susteooria, ekstreemumiilesanded jne.



MMK dpilased téotavad kas iseseis-
valt voi riihmades (igalihes 3—10 opi-
last). Seisuga 1. november 1967. a.
oli Tartu MMK nimekirjas 499 (647)
opilast (esimene arv nditab n.-6. ju-
riidilisi Gpilasi, sulgudes on antud
kooli iildine hdlmavus — iga rithm
arvestatakse mitte i{ihena, vaid fakti-
lise liikmete arvuga). Oppekeele ja
klasside jirgi oli jaotus jargmine:
eesti koolid — 9. kl. 147 (235); 10. kl.
68 (92); 11. kl. 74 (90); kokku 289
(417) opilast; vene koolid — 9. Kkl
1568 (178); 10. kl. 52 (52); kokku
210 (230) opilast.

1967. a. kevadel lopetas Tartu MMK
esimene lend — 63 eesti ja 31 vene
koolide oOpilast, kes samal kevadel
16petasid ka keskkooli. Neist enamus
jétkab oppimist TRU-s voi TPI-s, paar
opilast ka TPedl-s ning Leningradi
ja Moskva korgemates oppeasutustes.
MMK Iopelajad, praegused TRU Ma-
temaatikatcaduskonna [ kursuse iili-
oOpilased, on juba wuuesti lillitunud
MMK 1{66sse, kuid niiiid juba korge-
mal {lasemel — MMK uute opilaste
t66de kontrollijatena.

TRU Matemaatikateaduskonna nou-
kogus 13. oktoobril 1967 arutati ihe
kiisimusena ka MMK 166 praegust
olukorda ja selle arenguperspektiive.
Uksmeelselt kiideti heaks MMK pahi-
eesmérgid — é&ratada noortes huvi
matemaatika vastu, avastada andekaid
opilasi ja aidata neid iseseisval ene-
setdiendamisel, et sellega ette valmis-
tada matemaatikateaduskonna jirel-
kasvu. Kuid puhtalt matemaatikuteks
ldheb ikkagi vaid iiks osa paremaid.
Matemaatikakooli moju peab olema
ja ongi tunduvalt laiem — eesmairgiks
on tosta Gpilaste ildist matemaatilist
kultuuri ja arendada motlemisvoimet
(arvestades, et matemaatika osa teiste
oppeainete ja teaduste arengus jdrjest
suureneb), populariseerida matemaa-
tikat, aga iihtlasi ka aidata selektee-
rida — ndidata liigse populariseeri-
mise «ohvritele», et lihemal ja konk-
reetsemal kokkupuutel matemaatika

probleemidega voib nende huvi ja vai-
mustus peagi oma paleuselt dra poor-
duda. Ja siindigu see drkamine parem
juba keskkoolis kui alles iilikooli vii-
mastel kursustel!

9 Matemaalika ja kaasacg XV

DOTSENT 0. RUNGA
MALESTUSEKS

1968 suri ootamatult
54. eluaastal Tallinna Poliitehnilise
Instituudi  dotsent, tehnikateaduste
kandidaat Ott Rink.

Ott Jaani p. Riink siindis 23. juu-
lil 1914. aastal Tallinnas t&6lispere-
konnas. Pdérast Tallinna I reaalkooli
1opetamist jitkas ta oOpinguid Tartu
iilikoolis, mille matemaatikaosakonna
ta ldpetas 1938. aastal. Juba dliopi-
laspolves hakkas O. Riink endale ise
iilalpidamist teenima tunniandmisega.
Silmapaistva iilidpilasena voeti ta
1937. aastal t66le ajutise abijouna
Tartu Ulikooli Matemaatikainstituuti.

Pirast iilikooli 1dpetamist tootas
O. Riink kuni 1944. aastani opetajana
mitmes Tallinna keskkoolis. 1944. aas-
ta siigisel asus O. Riink téole TPI-
sse, kus algas ka tema pedagoogilise
ja teadusliku tegevuse kodige viljakam

19. jaanuaril
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pertood - Ta pidas loenguid kujutava
peomeetria alal, oli tegevuses opikute
viljaandmisega, tegeles intensiivselt
mitmete kujutava geomcetria problee-
mide uurimisega jne. 1947. aastal
usaldati talle graafika kateedri juha-
tamine. Sellel ametikohal oli ta kuni
1952. aastani, mil haigestus raskeku-
juliselt tuberkuloosi ning oli sunnitud
kateedri juhatamisest ja ajutiselt ka
oppetoost loobuma.

Piérast tervisliku seisukorra para-
nemist jitkas O. Riink teaduslikku ja
pedagoogilist t66d ning 1956. aastal
valmis tal prof. A. Humala juhenda-
misel  viitekiri  «Perspektiivaksono-
meetria fundamentaaliilesanne», mille
kaitsmise jdrele talle anti tehnikatea-
duste kandidaadi kraad. Koérgema
Atestatsiooni Komisjoni 3. mai 196l.
a. otsusega omistati talle ka dotsendi
kutse.

Dotsent O. Riink oli eeskujuks koi-
gepealt oma suure todkusega. Tema
triikis avaldatud t6ode nimekiri sisal-
dab 5 opikut, 2 ilesannete kogu ja
3 teaduslikku t66d kujutava geomeet-
ria, joonestamise ja matemaatika alal.
Peale selle on tema sulest ilmunud
ajakirjades ja ajalehtedes terve rida
artikleid, mis kisitlevad Gppet6od,
terminoloogiat ja muid  kiisimusi.
Suurem osa tema varajasemaid uuri-
musi kujutava geomeetria alal on
jaanud triikis avaldamata. Kahe opiku
viljaandmist ei lasknud aga lopule
viia varajane surm.

O. Riink vottis aktiivselt osa ka
iihiskondlikust elust. Ta oli Eesti NSV
Haridusministeeriumi vabariikliku ma-
temaatikakomisjoni ja TPI metoodika-
komisjoni kauaaegne liige.

Dots. O. Riinga isikus kaotasime
suurepidrase pedagoogi, kelle loengud
kujutava geomeetria alal toimusid
alati tdisauditooriumi ees. Temalt on
teadmisi saanud tuhanded iiliopilased,
kes on lopetanud TPI sojajdrgseil
aastail. Dots. O. Riinka tunneb tema
opikute jargi ka suurem osa Eesti
NSV matemaatika- ja joonestamisope-
tajatest.

Koigil neil, kes tundsid O. Riinka,
jddb temast helge mélestus kui t66-
kast, sobralikust ja alati abivalmis
inimesest.

N. Paluver
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VIKTOR ARAK

In memoriam

1967. aasta viimasel péeval lah-
kus surma tottu Tallinna Pedagoogi-
lise Instiuudi perest ootamatult fid-
sika-matemaatika kateedri vanemope-
taja Viktor Arak. Lahkunu siindis Tar-
tus 8. veebr. 1907 kantseleiametniku

pojana, lopetas 1925. a. Tartu Poeg-

laste Reaalgiimnaasiumi, astudes sa-
mal aastal Tartu iilikooli matemaa-
tika-loodusteaduskonda o6ppima ma-
lemaatika erialal. Lopetanud 1930. a.
tlikooli, omandas ta iihtlasi keskkooli
matemaatika, fiiisika ja kosmograafia
opetaja kutse.  Aastatel 1930—1942
tootas ta Opetajana Paldiski, Rapla
ja Tallinna keskkoolides. 1942. a. kuni
1948. a. oli ta Tallinna Tehnikumi
(praegune  Tallinna  Poliitehnikum)
fiiisika ja matemaatika oOpetaja ning
direktori asetditja Oppealal, seejarel
1948. a. kuni 1952. a. téotas Haridus-
ministeeriumis  koolide inspektorina
korgemate  ja  kesk-erioppeasutuste
alal.  Alates 1952. a. kuni surmani
tootas Viktor Arak Tallinna Pedagoo-
gilise Instituudi matemaatika kateedri
vanemopetajana, lugedes matemaatili-



se analiilisi, korgema algebra ja kor-
gema geomeetria kursusi. Viimastel
aastatel tegeles ta programmeeritud
oOpetamise kiisimustega.

Viktor Arak on koostanud jdrgmi-
sed metoodilised 166d:

1) Stereomeetrilised
iilesanded.

2) Analiiitilise geomecetria elemen-
did keskkoolis.

3) Integraalarvutuse rakendusi ste-
reomeetriakursuses.

Hoolast ja kohusetundlikku t66-
meest ning sobralikku kolleegi miéles-
tavad instituudi matemaalika eriala
iiliopilased ja kolieegid.

konstruktsioon-

A. Vihman

UUSI TEADUSTE KANDIDAATE

19. oktoobril 1967 kaitses oma vai-
tekirja «Okonoomsed iihe- ja kahe-
kordsete integraalide arvutamise algo-
ritmid ja programmid» Eesti NSV TA
Kiiberneetika Instituudi noorem tea-
duslik tootaja Reet Pukk. Viitekirjas

inlegreerimisalgoritme,

vaadeldakse
mis arvutavad integraali vddrtuse
etteantud tapsusega ja kasutavad sel-
leks voimalikult vdhe pdordumisi in-

9'

tegrandi poole. Té6d juhendas prof.
A. Kronrod, oponeerisid prof. J. Lan-
dis Moskvast ja dots. L. Vohandu.
Eesti NSV TA fiilisika-matemaatika
ja tehnikateaduste noéukogu otsustas
R. Pukile omistada fiiiisika-matemaa-
tikakandidaadi kraadi.

Reet Pukk on sindinud Tallinnas
7. detsembril 1934. Ta Iopetas 1959. a.
Moskva Riikliku Ulikooli matemaati-
kaosakonna. Aastail 1959—1960 t66-
tas R. Pukk ENSV TA Energeetika

Instituudis, alates 1960. aastast aga
ENSV TA Kiiberneetika Instituudis.
Aastail 1962—1965 oli R. Pukk siht-

aspirantuuris Moskva Teoreetilise ja
Eksperimentaalse Fiiiisika Instituudis,
kus nimetatud vditekiri valmiski.

*

23. novembril 1967 kaitses oma véi-
tekirja «Moningad ekstreemumiilesan-
nete lahendamise meetodid ja nende
kasutamine optimaalse juhtimise alal»
ENSV TA Kiiberneetika Instituudi
noorem teaduslik tédtaja Ernst Raik.
T66d juhendas prof. A. Ljotov NSVL
TA Automaatika ja Telemehhaanika
Instituudist, oponeerisid prof. G. Kang-
ro ja dots. U. Kaasik.
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Viitekirjas vaadeldakse iteratsiooni-
meetodeid mingi punkti leidmiseks
kumerate kinniste hulkade l5ikest ja
mittelineaarsete planeerimisiilesannete
lahendamiseks Hilberti ruumis. Uuri-
takse erinevate meetodite kasutamisel
saadud jadade koonduvust. Viitekirja
viimases osas on nédidatud, et toos
esitatud tulemusi saab kasutada opti-
maalse juhtimise iilesannete lahenda-
misel, kui sihifunktsionaal on antud
integraalina iile [6pliku ajavahemiku.

ENSV TA fiifisika-matemaatika ja
tehnikateaduste noukogu omistas
E. Raikile fiilisika-matemaatikakandi-
daadi kraadi.

Ernst Raik on siindinud Kingisse-
pas (Leningradi obl.) 24. veebruaril
1938. Ta lopetas 1956. a. Rakvere 1
Keskkooli, kus tema matemaatikacpe-
tajaks oli A. Paju. Hiljem jétkas
E. Raik opinguid Tallinna Poliitehni-
lises Instituudis ja Moskva Energee-
tika Instituudis, mille lopetas 1962.
aastal. Korgema matemaatilise hari-
duse omandas ta Moskva Riikliku Uli-
kooli  kaugoppeteaduskonnas, mille
lopetas 1966. aastal.

19. oktoobril 1967. a. kaitses Lenin-
gradis Herzeni-nimelise Pedagoogilisc
Instituudi Matemaatikateaduskonna
noukogu istungil oma vijtekirja «Jar-
jestatud poolrihmad» NSVL TA Ma-

jandusmatemaatika Keskinstituudi
Eesti osakonna juhtiv insener Jevgeni
Gabovits.  Ametlikeks oponentideks

olid Leningradi matemaatikud prof.
J. S. Ljapin ning dots. I. S. Poni-
sovski. Noukogu omistas J. Gabo-
vitsile fiiisika-matemaatikakandidaadi
teadusliku kraadi.

J. Gabovits siindis 30. augustil
1938 Tartus matemaatiku perekonnas,
lopetas 1956. a. Tartu IV Keskkooli
ning 1962. a. TRU matemaatikaosa-
konna. Ta t66tas iihe aasta TRU al-
gebra ja geomeetria kateedri assis-
tendina ning siirdus seejdrel Moskva

Riiklikku Ulikooli aspirantuuri, kus
tema teaduslikuks juhendajaks oli
prof. A, G. Kuros. Katkestanud
1965. a. algul aspirantuuri, asus

J. Gabovit§ toole Majandusmatemaa-
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tika

riumi,
seisuline Oppejoud. Vaitekiri «Jérjes-
tatud poolrihmad» valmis TRU dot-

Tartu laboratoo-
TRU mittekoos-

Keskinstituudi
olles iihtlasi

sendi J. Hioni teaduslikul

nisel.

juhenda-

23. novembril 1967 kaitses oma véi-
tekirja «Pdo6rdkoorikute telgsiimmeet-
rilise deformatsiooni iileminekuprot-
sessid» Eesti NSV TA Kiiberneetika
Instituudi noorem teaduslik t66taja
Naum Veksler. T66d juhendas tehni-
kateaduste doktor Uno Nigul, opo-
neerisid fiilisika-matemaatikateaduste
doktor K. T8ernoh (Leningrad) ja
flilisika-matemaatikateaduste kandi-
daat A. Tiimanok.

Viitekirjas vaadeldakse nn. Timo-
Senko tiiiipi koorikute teooria baasil
péordkoorikute mittestatsionaarseia
deformatsiooniprotsesse, mis tekivad
kiiresti kasvavate voi liihiajaliste
diinaamiliste koormiste rakendamise
tagajarjel. Uuritakse f{unktsioonide
katkevust lainefrontidel ja koorikute
kditumist lainefrontide iimbruses. T66s
on tehtud mitmesuguste podrdkoori-



kute deformatsiooni mittestatsionaar-
sete protsesside numbriline analiiiis.

Eesti NSV Fiiiisika-Tehnika- ja Ma-
temaatikateaduste osakonna noukogu
otsustas N. Vckslerile omistada tehni-
kateaduste kandidaadi kraadi.

Naum Veksler on siindinud Kiievis
28. septembril 1937. Ta l6petas 1955.
a. Kiievi 136. Keskkooli ja 1961. a.
Tallinna Poliilchnilise Instituudi lae-
vaehituse ja -remondi eriatal. Aastail
1961—1963 1ootas ta konstruktorina
samal erialal ja 1963—1966 oppis as-
pirantuuris TA Kiiberneetika Instituu-
dis, kus nimctatud véitekiri ka val-
mis.

ESIMENE LEND LOPETAJAID
TARTU RIIKLIKU ULIKOOLI
MATEMAATIKATEADUSKONNAST

Moddunud  aasla  detsembris andis
uus teaduskond csimese lennu 16pe-

tajaid. 22. ja 23. delsembril kaitsti
riigieksami  komisjoni ees jargmisi
diplomitéid:

1. Adremaa, Kuldev. Informat-

siooni otsimisc siistecemid generatiivse
grammatika Dbaasil. (Juhendaja dots.
I. Kull))

2. Ermus, Maie. Formaliseeritud
keelest oigusnormide kirjeldamiseks.
(Juhendaja dots. 1. Kull.)

3. Latt, Kaja. Veahinnangud fak-
toranaliiiisis.  (Juhendaja dots. kt.
E. Tiit.)

4. Midnnik, Asta. Uhest tasandi-
liste graafide leidmise meetodist. (Ju-
hendaja dots. L. Vohandu.)

5. Orlov, Viktor. Vektorviljad
Pfaffi siisteemide teoorias. (Juhenda-
ja dots. U. Lumiste.)

6. Pau, Reet. Vorkgraafiku kriiti-
lise tee pikkuse hindamine kvantiilide
meetodil. (Juhendaja asp. T. Veldre.)

7. Toding, Liina-Mai. Disper-
siooni moiste wldistamisest. (Juhenda-
ja vanemopetaja R. Tammeste.)

8. Laretei, Anne. Tauberi tiiiipt
tuumateoreemid. (Juhendaja  prof.
G. Kangro.)

9. Kranig, Anne. Uhest gradi-
entmeetodist mitme muutuja funkt-
siooni ekstreemumi leidmiseks. (Juhen-
daja dots. G. Vainikko.)

10. Metsar, Elsa.
«Minsk-2»  kasutamine
meetodite realiseerimiseks elastsus-
teooria diinaamikaiilesannetes.» (Ju-
hendaja fiiiis.-matem. dokt. L. Aino-

la.)

11. Mikli, Kiilli. Uhest klassifi-
katsioonimeetodist. (Juhendaja dots.
L. Vohandu.) -

12. Pedak, Maie. Lineaarplanee-
rimise {ilesande lahendi soltuvus tri-
viaalsetest kitsendustest, skaleerimisest
ja simpleksprogrammi parameetritest.
(ENSV TA Kiib. Inst. van. tead. to6t.
M. Tamm.)

13. Leiten, Arnold. Teede profi-
leerimise ilesanne. (Juhendaja dots.
kt. L. Kivistik.)

14. Varjas, Malle. Mittelineaarse
elliptilist tiilipi diferentsiaalvorrandi
rajaiilesande lahendamine. (Juhendaja
dots. E. Tamme.)

15. Veeber, Ellen. Universaalsete
algebrate mitmekohalised endomorfis-

Elektonarvuti
variatsioon-

mid ja m-poolrithmad. (Juhendaja
dots. J. Hion.)

16. Sikk, Leiki. Tuumasisalduvus.
ja -translatiivsus. (Juhendaja prof.
G. Kangro.)

17. Orlov, Ivan. (Lopetas kaug-
oppe teel.) UlpumeHnesne TeopuH HOD-

MHUPOBAHHLIX KOJIEL[ K H0Ka3aTeJhCTBY
CHEeKTPaJbHON TeopeMbl (Juhendaja
prof. G. Kangro.)

Koigile nimetatuile omistati mate-
maatiku kvalifikatsioon.
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Eesti NSV-s ilmunud matemaatika-

alase kirjanduse nimestik
Aprill—detsember 1967

(Koostanud M. Suurvili)
RAAMATUD

Absoluutviirtus, 2. tr. Trt., 1967.
19 1k. (Tartu Riikiik Ulikool. Mitte-
statsionaarne matemaatikakool. 13) —

Triikitud rotaprindil.

Bekker, M. Kontrolltéé nr. 8.
(Ekstreemumiilesanded.) Ulesannete
lahendused. Trt.,, 1967. 18 lk. (TRU.
Mittestatsionaarne = matemaatikakool.
15.) — Trikitud rotaprindil.

Etverk, E. Vektorarvutus ja ruu-
mi analiiiitiline geomeetria. Konspekt
kaugiiliopilastele. Tln., 1967. 51 Ik
(TPl matemaatika kateeder.) — Ro-
taprint.

Etverk, E, Garsnek, A,
Kass, A, Kass, P, Kruserg, H.
ja Teeddr, M. HarJutuS| ja iilesan-
deid keskkooli matemaatikakursuse
kordamiseks. Abimaterjal sisseastujai-
le. Tln., 1967. 64 lk. (TPI matemaa-
tika kateeder.) — Triikitud rotaprin-
dil.

Etverk, E, Garsnek, A,
Kass, A, Kass, P, Krusberg, H.
ja Teeddr, M. Materjale keskkooli
matemaatikakursuse kordamiseks. Tin.,
1967. (TPl matemaatika kateeder.) —
2. osa pealk. t.-1.: Opik keskkooli ma-
temaatikakursuse kordamiseks. — Trii-
kitud rotaprindil.

1. osa 112 lk.

2. osa. Geomeetria ja trigonomeet-
ria. 128 Ilk.

Hanko, P, Karu, O, Rei-
mand, J. ja Velsker, K. Tiien-
davaid teemasid koolimatemaatikale.
Tin., «Valgus», 1967. 199 Ik.

Kaasik, U. Arvutid ja program-
meerimine. 2. Trt., 1967. 156 lk.
(TRU arvutusmatemaatika kateeder.)
— Triikitud rotaprindil.

138

Kontrollté6 nr. 7. (Vorratused.)

Ulesannete vastused ja lahendused.
Trt, 1967. 16 lk. (TRU. Mittestatsio-
naarne matemaatikakool. 14.) — Trii-
kitud rotaprindil.

Kujutav geomeetria. Tln., 1967.
(TPIL.) Pealk. ees autorid: M. Kraa-
ving, N. Paluver, O. Riink,

E. Vallas. Paralleeltekst vene kee-
les. — Rotaprint.

Harjutusiilesanded. 66 1k.

Lisaharjutusiilesanded ehituslike
erialade jaoks. 20 Ik.
Lepamaa, A. Toendosusteooria

ja matemaatilise statistika pdhijooni.
Konspekt. Tln., 1967. 88 1lk. (TPI ar-
vutusmatemaatika kateeder.) — Rota-
print.

Lints, A. Matemaatika Gpetamisest
I klassis. Metoodilisi nouandeid ope-
tajaile. Tln.,, «Valgus», 1967. 80 lk.

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika oOpetajatele ja 6&ppi-
jatele. XII. Trt., 1967. 147 lk. (Tartu
Riiklik Ulikool.)

Sisu:  G. Kangro, U Lumiste,
O. Prinits, . Tiit. Integraal maa-
ilma Lkohal. -- NSVL Teaduste Akadeemia
presidendi M. V. Keldosi avasona kongres-
sil.  --  Noukogude akadcemikute motie-
avaldusi kongressi picvill. — Keeleprob-
leemid. — Kongressi pudemeid. —
U. Lumiste. Ruumi moisle geomeet-
rias. -- J. I ion. Naluraalarvude aksjo-
maatika. — J. Gaiduk, Taylori valemi
toestusest. — Bridziiilesanne. — 1. Kull,

M. Tombak. Algorittnid ja lahenduvad

hulgad ning nende rakendusi. — Opetlaste
arvamusi  kilsimuses «Kas masin voib
mbtelda?» — U. Kaasik, E. Tamme.
Laadimisiilesanded. -—- K. Ariva. Lobat-
Sevski geomeetria. — Hilja Oiglane.
Programmoppest. — P. Kees. Algklassi-
de matemaatika Opetamine vajab (imber-
korraldamist. — Levin, Moningaid
valemeid kolmnurga geomeetriast. — Veel

arvu m geomeetrilisest konstrueerimisest. —

J. Depman. Montucla — matemaatika
ajaloo pioneer. — J. Gaiduk. Thomas
Clausen ja tema matemaatika-alane loo-

ming. — Lumiste. Tédiendusi
Th. Clauseni blogradilale — V. Tinn.
Uleliiduline majandusmatemaatika-alane
konverents Eestis. — E. L asn. «Ural»-
tiiiipi arvutite kasutajad  Tartus. —

Hion. Oppeasutustevaheline algebra-
alane sdmpoosion. — Lenini preemia
laureaate: N. V. Jefimov. Jevgeni Gabo -



vits, Lenini preemia juhtimissiisteemide
slinteesi teooria eest. E. Tamme. Lenini
preemia mittekorrektsete iilesannete lahen-
dusmeetodite viljat6stamise eest. —
H. Oiglane. Dotsent U. Kaasik
40-aastane. — L. Ainola. Uusi teaduse
doktoreid. — Uusi teaduse kandidaate. —
Uus lend matemaatikuid Tartu Riiklikust
Ulikoolist. — Jirjekordsed lennud kesk-
haridusega matemaatikuid. -— Bibliograa-
fia. — Ulesandeid.

Matemaatika- ja mehhaanika-alaseid
téid. VI. Trt., 1966. 144 lk. (Tartu
Rijkliku Ulikooli toimetised 192.)

Sisu (vene k., resiimeed eesti, saksa ja
inglise k.): J. Hion. -ringoidid, Q-rin-
gid ja nende esitused. — U. Lumiste.
Eukleidilise  ruumi tasandimuutkondade
teooriastt — R. Mullari. Kéverusindi-
katrissid ja normaaltasandite mahispind
V,, puhul eukleidilises ruumis R,. 1. —
M. Tdnnov. Fouricr' kordajate T-tdiend-

ruumid. — M. Tonnov. Summeeruvus-
tegurid, Fourier’ kordajad ja multiplikaa-
torid. . — Sogomonova. Appelli

iildistatud klassi A(h)
integraalne esitus
funktsioonide abil. — Tammeste.
Jaotuse entroopia arvutamine momentide
abil .— U. Kaasik, E. Tamme. Eri-
kujuliste mittelineaarsete taisarvuliste pla-
neerimisiilesannete lahendamise algoritm. —
E. Jo6gi. Bimetallist sirge varda arvuta-
misest. — E. J&gi. DBimetallist lameda
sinusoidaalse riba stabiilsusest.

poliitnoomide jada
hiipergeomeetriliste

Matemaatilise analiiiisi praktikum. I.
Toimet. E. Reimers. Trt., 1967. 250
Ik. (TRU matemaatilise analiiisi ka-
teeder.) — Pealk. ees autorid: S. Ba -

ron. E. Jiirimde, E. Reimers,
T. Sormus, M. Tonnov. — Rota-
print.

Polya, G. Kuidas lahendada iiles-
annet. Tlk. U. Kaasik. Tln., «Valgus»,
1967. 188 k.

Roots, L. ja Soonets, K. Nii-
disiilesandeid teoreetilisest mehhaani-
kast. 1. Punkti mehhaanika. 2. tr. Trt,
19G7. 44 1k. (TRU teoreetilise mehhaa-

nika kateeder.) — Triikitud rotaprin-
dil.
Tamme, E. Arvutusmeetodid. 3.

Funktsioonide ldhendamine. Trt., 1967.
111 1k. (TRU arvutusmatemaatika ka-
teeder.) — Triikitud rotaprindil.

Tamme, E. Arvutusmeetodid. 4.
Lineaarsed vorrandisiisteemid. 2. tr.
Trt., 1967. 143 1k. (TRU arvutusmate-
maatika kateeder.) — Triikitud rota-
prindil.

- kaugdoppeiiliopilastele.

Teoreetiline mehhaanika. Programm,
metoodilised juhendid ja kontrolltood
Tin,, 1967.
(TPI teoreetilise mehhaanika katee-
der.) — Trikitud rotaprindil.

Keemilise tehnoloogia ja insener-

majanduse erialad. 56 lk.

Soojusenergeetika, maiemetallurgia
ja elektrotehnika erialad. 92 Ik.

Veiner, G. Metoodiline juhend
toendosusteooria iilesannete lahenda-
miseks. Tln., 1967. 40 lk. (TPI arvu-

tusmatemaatika kateeder.) — Triikitud
rotaprindil.

Viiekohalised kiimnendlogaritmide
tabelid. Trt., 1967. 68 1lk. (EPA) —
Rotaprint.

A#tnoaa, JI. S1. UurerpanbHbie Ba-
phauHOHHblE NPHHUMNBI M HX NpHMeHe-
HYe B AMHAMHKEe YNPYTrHX 0G6oJo4YeKk H
nAacTHHOK, ABTopedepaT IucC. Ha CO-
MCKaHMe YueH. cTeneHH A-pa Gu3.-MmaT.
nayk. Tannuw, 1967. 20 ¢. (AH 2CCP.

CoBer ¢ua.-mat. u Texu. Hayk) — Po-
TaNpPHHT.

Bexxep, M. Tpuronomerpuyeckue
ypasHenusn. Tanans, «Baaryc», 1967.

87 c. (Pecm. uH-T ycoBepLieHCTBOBaHHSA
yunteseit DCCP. M3 onbita paboTh
yunTeaeil 1 BocunTaresaei),

Muru, 3. A. Hekotopble 3apauu 06
yCTOMYHBOCTH YNPYrUX M yOpyromjia-
CTHYECKHX MOJOrMX apok. ABTopecdepar
JIHCC. 112 COHCKAHHE YYEeH. CTeTeHH KaHJ.
dus.-mar. nayk. Tapry, 1967, 8 c.
(TTY).

Mayep, H. B. Meroasl Heauneii-
HOFO nporpammupoBanus. Astopedepar
IUCC. Ha COMCKaHHe YueH. CTel. KaHI.
¢u3.-mat. Hayk. Tasmaun, 1967. 12 c.
(AH 3CCP. Orxn-uue ¢us.-maT. u TexXH.
HayK).

MMykxk, P. A, AaroputMbel u npo-
rpaMMbl ORHOKPATHOTO H JBYKPATHOro
HETErPUPOBAHHS, IJKOHOMSLIME YHCJIO
oGpamennii ¥ noauHTerpanbHoii GyHk-
uun. ABTopedepar mucC. Ha COMCKaHHe
yueH. CTeNeHM KaHl. ¢H3.-MaT. Hayk.
Tannuu, 1967. 14 ¢. (AH 3CCP. CoBer
¢us.-mat. U TexH. Hayk). — Pora-
TIPHHT,
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Pa#ik, 2. B. Hekoropbie metomnl
PeElleHHsl 3KCTPeMaJibHBIX 3ajad4 M HX
fIPHTIOKeHHe K NpobseMaM ONTHMAJb-
HOro ynpaBJjeHHs. ABTtopedepaT amce.
Ha COMCKaHMe YYeH. CTeNl. KaHA. QHa.-
matr. Hayk. Tammmn, 1967, 15 c. (AH
DCCP. Coser ¢us-mMat. u TexH. HayK).

Pe6ane, K-C, Ilaabm ¥. u
Poortc, JI. C6opHuk 3apay no dusuke,
XnMuM M Matematuke. ([as moctymaio-
mux B TI'Y). Tapry, 1967, 58 c.
(TT'Y.) — Poranpusrt.

Pooc, X. O. Hppaunonanbhoe umc-
JO B MKOJABHOM Kypce MaTeMaTHKH.
Tannun, 1967. 34 c. (TIIU. Kadenpa
MaTeMaTHKH). — Poranpusr.

Tpynst  BblYHCAMTENbHOIO  WEHTpa.
Bein. 10. Taprty, 1967, 85 c. (TTY). —
Potanpusr.

Comepx.: A-A. U. dreans. Haxoxnpe-
HHE KDHTHYECKHX NyTell MeTOZOM IHHAMHYe-
CKoro nporpaMMmupoBanus, — JI. P. [Ipuck.
O npumenenun DBM nns coctaBienust mia-
HOB HacTHJM2 H DALHOHAJILHOTO pacKpos TKa-
Hell Ha mBefiHbIX ¢pabpukax — A. K. JIocec -
™M aHH O NpUMeHeHHMH MeTONa HMCNPABJIEHUS
o6paTHOM MaTpULLl OpH aJroputMe [oMmo-
pu. — T. X.-®. Axkeasb O npubauxen-
HOM pelleHHH clNelHaJbHLIX 3aJau JHHelH-

HOTO TNpOrpaMMHpoBaHHA. (3amauH COCTAB-
JieHHd KOPMOBRIX palHoHoB). — M. X.
Buiitco. IlporpaMMnl CHMIJIEKCHOTO Me-

Tona aas 3BM «¥Ypaa-4». — A. K. Jlocc-
M a HH. IlporpamMma JIBOICTBEHNOrO CHMII-
JIEKCHOTO MeTOZa € JABYXCTODOHHHUMH orpa-
HHYEHHAMH a1 IOBM «¥Ypaa-4».

Tpyabt  BBIMHCANTENbHOrO  WEHTpPA.
Boin, 11. Tapry, 1967. 68 c. (TTY). —
Poranpusnr.

Comepx.: P. Myanmapu. U. Caap-
Hu T, IIpoMsBoACTBO — yNpaBieHHe —
BDBM. — P. Myvaanapu ¥. Iparu.

HmuTtnpopanue paGoTel Lexa Ha DBM.
ARTIKLID

Allik, K. Matemaatika Opetamise
iimberkorraldamisest Tallinna Poliiteh-
nilises Instituudis. — Oppemetoodika
kiisimusi, 2, 1967, 1k. 24—29.

Eesti NSV Teaduste Akadeemia toi-
nbeetised. Filiisika. Matemaatika. Tin.,,
1967.

Nr. 2. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti, inglise ja
saksa k.):
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L. Ainola. Variatsiooniprintsiip
Schrédingeri  vorrandi  jaoks. — J. Re-
bane. Uhetiiibiliste algebrate muutkon-
dadest. — S. Ulm. Uldistatud diferents-
suhetest. II. — V. Poll. Modnede mitme
muutuja funktsioonide statsionaarsete
punktide leidmise meetodite koonduvusest. —
I. Keis. Valentine’i meetodi kasutami-
sest maksimumprintsiibi iilesannete lahen-
damisel. — E. Raik. Trahvifunktsiooni
meetodist. — T. Tobias., Korduv otsus-
tusprobleem ruut-kaofunktsiooni puhul. —
I. Mauer. Duaalsusprintsiibist kumer-
programmeerimises

Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid
(vene ja inglise k., resiimeed eesti,
inglise ja saksa k.):

G, Kangro. Monedest uurimustest
summeeruvusteoorias. — B. Tamm. Prog-
rammeerimise automatiseerimise problee-
mid Eesti NSV-s. — . Raik. Fejéeri
tiitipi  meetodid  Hilberti  ruumis. -
I. Mauer. Optimaalsest unifitscerimise
iilesandest. — H. Aben. Livede teooria
ja diimaamiline programmeerimine linnade
planeerimisel. — [I. Keis. Uhe kinnis-
punktiga giirostaadi liikumisvorrandite eri
integraalidest. V. Poll. Statsionaarsete
punktide leidmise meetoditest.

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja inglise k.):

S. Ulm. Iteratsioonimeetodeist p&ord-
operaatori jarkjargulise aproksimeerimi-
sega. — . amme, I. Sormus.
Kiirguse {ilekandevorrandi lahendamisest
anisotroopse hajumise korral. -—
R. Pukk. Méningatest integreerimis-
protsessi kiirendavatest votetest.  —
V. Salum. TMR spektri konstantide mai-
ramine elektronarvutil.

Etverk, E. Naturaalarvud ja teh-

ted neudega. — «Nouk. Kool», 1967,
nr. 10, k. 747—754; nr. 12, lk. 909—
917.

Hiie, E. Kasvatav Opetamine alg-
klasside matemaatikatundides. —
«Nouk. Kool», 1967, nr. 12, lk. 934—
939.

Kuidas me loendame-arvutame. [Ar-
vusiisteemidest.] — «Horisont», 1967,
nr. 5, lk. 12—14.

Lints, A Esimesed matemaatika-
tunnid 1. klassis. [Uue programmi
metoodikast.] — «Nouk. Kool», 1967,
nr. 7, lk. 498—504.

Noor, E. Abstraktsiooniprotsess
matemaatikas. — «Nouk. Kool», 1967,
nr. 6, lk. 408—412.

Nurk kolmeks vordseks osaks. —
«Tehnika ja Tootmine», 1967, nr. 4,
1k, 187—188. '



Prinits, O. Matemaatika opeta-
mise reformimisest Lidne-Euroopas. —
«Nouk. Kool», 1967, nr. 8, lk. 634—
6309.

Rootamm, A. Veel kord ringskaa-
laga arvutusliikatist. «Tehnika ja Toot-
mine», 1967, nr. 7, lk. 333—334.

Toom, E. Tabelkontroll matemaa-
tikas. [Keskkoolis.] — Programmbope,
4, 1967, 1k. 30—33. — Kokkuvdte vene
lkeeles.

Usai, M. Rudolf Kalias matemaa-
tika metoodikuna. [1851—1913. Raama-
tust «Mboistlik rehkendaja.» 1874. a.]

—  «Nouk. Kool», 1967, nr. 10, Ik.
796—799.

Vohandu, L. Matemaatika. [Ma-
temaatiline méang Itaaliast.] — «Hori-

sont», 1967, nr. 8, lk. 76.

Afitcam, A, M. u Acrtok, B. K
O pacyeTHBIX WIYMax MPH BBIYHCJIEHUH
CTATHCTHYECKOT0 CReKTpa CMeLlaHHoi,
cOCTOAMIeH M3 TNEPHOAMYECKMX H Heme-
PHOAHYECKON COCTaBJSIOLIUX, CTaLHO-
HapHOH B WMPOKOM CMbICJe caydaiiHoil
dyukuun., — Tpyapl Tanaunckoro monu-
texH. uH-ta. Cepus A, Ne 247, 1967, c.
99--118.

du3nka, MareMaTHKa M TeopeTHYe-
chafg MexaHuka, COOpHHK cTaTeil. 2.
Tannun, 1967. 51 c¢. (Tpyrm Tanaus-

ckoro logutexd. uH-ta. Cepusi A,
N2 251).
CraTbn no MartematHke:; M. JieBHH,

O. O 5. DaeMeuTapHoe pelieHHe OIHOH 3a-
Nayr pa3aMelleHiss 00TLeKTOB OOCIYXHBAHHSA.
®. Buxmanu Hexkotopeie TeopeMbl o0
(opmMalbHOM YMHOXEHHH HECOGCTBEHHBIX MH-
TerpanoB. — ®. BuxmauH O dopmais-
HOM YMHOKEHHHM JIBOHHBIX HeCOGCTBEHHBIX
mirerpasoB. — X. Konmeab. Hekoropbe
TEOPEMbI O CXOAMMOCTH 0606IIeHHOrO MeTona
Creddencena.

Ulesandeid elementaarmatemaatikast

1. Toestada: kui

am 4 an=ar 4 a9

ja

a3m 4~ g3n = q3p -+ a3q

siis

(a0, a=+1),

mn = pq.

2. Millisel a viairtusel on ruutvorrand

dite ruutude summa vihim?

x?—(a—3)x +a-+3=0 lahen-

3. Leida koik sellised naturaalarvude paarid, mille summa moodustab

20% nende korrutisest.

4. Trapetsi ABCD diagonaalide ldikepunkt on O. Leida trapetsi pindala
S, kui on teada kolmnurkade AOB ja COD pindalad.

5. Leida cos(x - y), kui

sinx 4 siny = a,
cos x4 cosy=~>o.

KOGUMIKU KAHETEISTKUMNENDA VIHIKU ULESANNETE
LAHENDUSED

Ulesande nr. 1

lahendus. Et
-+ /0DC = 180°, siis saab nelinurga ODCE {imber

/CEO+ /0DC= /BDO +
joonestada ringjoone.

Selle ringjoone keskpunkt asub kiillgede £C ja DC keskristsirgete 18ikepunktis,
s. 0. 16igu DC keskpunktis. See ringjoon on iihtlasi AODC {mberringjooneks.
Seega /DOC ==90° kui diameetrile toetuv piirdenurk.
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Ulesande nr. 2 lahendus.

Snpzn![l+ (2 Dt (»+2)! +... ]—
plnl

lin! 2tn!

=[5+ (7)) () +---+("’£")] -

n n n—+41
Samasuse (k l)+ (k) =( b ) pohjal leiame, et nurksulgudes

)

olev summa on Seega

s _m(n+p—|—1) _(n+p+ D!
np — Il | _—— .

p (n+1)p!

Ulesande nr. 3 lahendus. Et teise vorrandi pohjal y > 3, siis
{y — 3| =y —3 ning siisteem vodtab kuju
{ xF1+y= 7,
Ix + ' —y=—3.
Vorrandeid liites saame
2lx +1}=4,
x4 1]=2
x1=—=—3, xy=1
Seega on siisteemi lahendid

{x1=—-3, {x2=1,
yr= 5, Y2 =1>5.

Ulesande nr. 4 lahendus. Kuna vaadeldava ruutvorrandi iiheks
lahendiks on x = 1, siis ruutvorrandi vasaku poole lahutamisel tegureiks saame

vorrandile anda kuju
(x — 1) (p2x — po) = 0.
Seega on vorrandi teiseks lahendiks xq == _Po_ Arvestades tingimust 0 <C xp << 1

P2
saame

0 < po < pa
Secga seose po -+ p| + po==1 pohjal
pit+2ps > 1.
Ulesande nr. 5 lahendus.
Olgu kolmnurga ABC kiilgede AB, c 70,
AC ja BC keskpunktid vastavalt F, E
ja D. Joonestame DG || O3F, GO || DF. Op f
Siis 0,0 = CD, ED = DG (sest ED = VI -
= BF = F03 DG) E02 == GOa (sest ! o~ A
EOy=CE=DF= GOa) / ODE = & f

|
= /CDG ja / DEOQ= ZDGO3 (kui |
ristuvate haaradega nurgad). Jireli- !
kult murdejooned O,DEO, ja CDGOj; G\Z
ithtivad, poorates iiht neist 90° vorra. 0,
Seega on nende murdjoonte sulgejad ’
0,0, ning CO; vordsed ning risti tei-
nete1sega Samuti saab ndidata, et
0,05 | 0,B,0,0,= 0,4, 0,05 | 0,A.
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Ulaltoestatust saame vahetult vilja lugeda vodimaluse kolmnurga tippude
A, B, C konstrueerimiseks punktide O;, O, O3 pdhjal.

Ulesande nr. 6 lahendus.! Et vektorid s;= (qa, b, ¢), so= (b, ¢, a),
s3= (¢, a, b) on risti iiksteisega ning vordsete moodulitega, siis |D| vordub

kuubi ruumalaga, mille kiilje pikkus on V a?-F b% + c2.
Ulesande nr. 7 lahendus.

Olgu ringjoone vorrand x2—+ y2=r?
ning parabooli vorrand y?=2p(x +

4
-+ a), kus p> 0. Ringjoone ja para-
booli puutumise korral /‘
p2—2pa—+r2=20. nH

o r x

Paraboolse segmendi pindala on

4 -
S= (r+a) V20 +a).

Asendades siin a seose (1) pdhjal, leilame

2 (P41

3 P

Tuletise s vorrutamisel nulliga saame
P

ja p=—.

.
=7

r or
Kui p=—§, siis a:—T ning seega otsitav parabool on

v x+5r)
J—r( )

Ulesande nr. 8 lahendus. Funktsiooni y=|x] (—x<{x<z) Fou-
rier’ rida on

T 4 o cos(2n-+1)x
2 =z (2n+ 1)2
n=0

millest x =0 puhul saame

0 7 4 o 1
9 g (2n + 1)2
n=0
Seega
;1 1 a?
— (n4+1)2 8
n=0

1 Loodame, et selle {ilesande sdnastuses esinenud ilmne triikiviga ei
seganud lahendamist.
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BRIDZIULESANDE LAHENDUS
(iillesanne vt. lk. 13)

S annab risti emandaga tihi lauda, kdib sealt ruutu dssa ja viskab sel-
lele drtu kuue. W on sunnitud trumpama (vastasel juhul votab S korra lauast
trumpi, trumpab pada kitte, votab veel kord trumpi ja kaks 4rtut) ning kdima
pada, artut voi ristit. Niiteks pada kdigu korral trumpab S selle risti sodu-
riga, annab risti kiimnega tihi lauda, tuleb sealt &rtuga kitte tagasi ning
annab risti kahega tihi O-le (visates lauast artut). O on niiild sunnitud kiima
ruutut, S viskab drtu ja W on sundviskes — tuleb &ra visata kas viimane
pada voi teine drtu. Kui W kdib kolmandaks kédiguks &rtut voi ristit, siis
kulgeb méng pohimotteliselt samuti, ainult kolmanda, neljanda ning viienda
kdigu jarjekord muutub.

IX RAHVUSVAHELINE MATEMAATIKAOLUMPIAAD.

Cetinjes (Jugoslaavias) toimus 3. kuni 12. juulini 1967 IX rahvusvaheline
matemaatikaolimpiaad. See oliimpiaad oli nii osavotjate-Gpilaste kui ka
osavotvate riikide arvu poolest rekordiline. Kui 1966. a. augustis Moskvas toi-
munud rahvusvahelisel matemaatikute kongressil iitles Inglismaa esindaja, et
ka nende maal on alustatud koolinoorte matemaatikaoliimpiaadidega ning nad
ei kavatse pealtvaatajaks jddda rahvusvaheliste matemaatikaoliimpiaadide suh-
tes, siis pidasid nad ka sdna ja saatsid oma esindajad Jugoslaaviasse. Viljast-
poolt sotsialismileeri maid olid seni matemaatikaoliimpiaadidest osa votnud
ainult Soome kooliopilased. Seekord liilitusid iilesannete lahendamise vaistlu-
sesse 13 riigi esindajad, nende hulgas 4 kapitalistliku riigi Opilased. Téisarvu-
liste vOistkondadega (8 Opilast) olid kohal Bulgaaria Rahvavabariik, T$ehho-
slovakkia Softsialistlik Vabariik, Saksa Demokraatlik Vabariik, Jugoslaavia
Sotsialistlik Féderatiivne Vabariik, Mongoolia Rahvavabariik, Poola Rahva-
vabariik, Rumeenia Sotsialistlik Vabariik, Noukogude Liit, Ungari Rahva-
vabariik, Inglismaa ja Rootsi. Itaalia voistkonnas oli 6 opilast ja hiline-
misega  kohalejoudnud  (lahendasid iilesandeid ainult teisel voistlus-
pdeval) Prantsusmaa voistkonnas 5 oOpilast. Seega oli osavotjaid kokku 99,
neist 1 tdtarlaps. Kdige noorem osavotja sakslane Wolfgang Burmeister oli
8. klassi opilane.

Osavotvate riikide arvu suurenemisest tingituna toimus Jugoslaavias oliim-
piaadi ajal noupidamine oliimpiaadi korraldamise kiisimustes, arvestades selle
iirituse populaarsuse suurt kasvu. Eelnevalt teatasid saabunud Belgia, Taani,
Norra, Soome ja Austria esindajad, et nad kavatsevad jargmisele, s. 0. X mate-
maatikaoliimpiaadile saata ka oma voistkonnad. Noukogude Liidu esindajatele
tehti iilesandeks vilja tootada rahvusvaheliste matemaatikaoliimpiaadide pohi-
maarus, mis tuleks arutusele X matemaatikaoliimpiaadil, mis korraldatakse
1968. a. suvel Moskvas.

Oliimpiaad Cetinjes toimus president Josip Broz Tito protektsiooni all.
Oliimpiaad avati ja lopetati linna raekojas ning Jugoslaavia haridusminister
korraldas koigile osavdtjaile piduliku vastuvotu. Ekskursioonidel nautisid opi-
lased Jugoslaavia ilusat loodust.

Ulesannete lahendamine toimus kahel pdeval 4 4 tundi. Kummalgi péeval
anti lahendamiseks kolm iilesannet. Ulesanded olid jargmised:

Esimene pdev :

1. (6 punkti). Roopkiilikus ABCD on kiilje AB pikkus a, kiilje AD pikkus
1 ning nurk DAB on a. Kolmnurk ABD on teravnurkne. Toestada: Ringid
K, Kg, K; ja Kp raadiusega [ ja keskpunktidega rodpkiiliku tippudes
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A, B, C ja D katavad roopkiiliku siis ja ainult siis, kui
a<cosa+7V3sina.

2. (7 punkti). Tetraeedris on ainult iiks serv, mis on pikem kui l. Ndidata,

et siis on tetraeedri ruumala V < %

3. (8 punkti). 2, m ja n on positiivsed tdisarvud, kusjuures m k41
on algarv, mis on suurem kui n- 1. Tdhistame ¢, =s(s+1). Toestada, et
korrutis

(Cmg1 —Cr) (Cmya—Ch)...(Cmgyn — Ci)

on jaguv korrutisega ¢ ¢ ... c,.
Teine piev

4. (6 punkti). On antud kaks teravnurkset kolmnurka AyB,C, ja A’B’C’.
Konstrueerida kolmnurk ABC, mis on sarnane kolmnurgaga A’B’C’ (sealjuu-
res vastavad punktidele A, B ja C punktid A’, B’ ja C’ antud jirjekorras) ja
mis on kolmnurgale A¢B¢C, imberjoonestatud kolmnurgaks (sealjuures ldbib
AB punkti Cy, BC punkti Ay ja CA punkti B,). Konstrueerida koéigist niisugus-
test kolmnurkadest see, millel on suurim pindala.

5. (7 punkti). Vaadelda jada {c,}:

¢ =a +a +...+a
2 2 2
€2 =0 +0a; +...+a
n n n
Cn=a; +ay +...4 as,

kusjuures a, as, ..., as on reaalarvud, millest vdhemalt iiks on nullist erinev.
On teada, et 'selles jadas {c,} on ISpmata palju liikmeid c,, mis on vordsed

nulliga. Teha kindlaks, missuguste n véirtuste korral on ¢, =0.

6. (8 punkti). Uhel spordivoistiusel jagati n pdeva jooksul (n>>1) m
medalit:

1. péeval jagati 1 medal ja % tilejdanud m — 1 medalist,

1
2. pideval 2 medalit ja r niiiid iilejddnud medalitest jne.

n-ndal pédeval jagati viimased n medalit.
Mitu péeva kestis vdistlus ja mitu medalit jagati neil voistlustel vélja?

Et IX oliimpiaadi iilesanded olid monevdrra raskemad kui eelmise oliim-
piaadi omad ning et osavotjate arv oli suurem, siis oli ka iilesannete lahen-
damnise protsent niiiid viiksem. Voimalikust maksimaalsest punktide kogusum-
mast saadi 53 protsenti (eelmisel aastal 75). Ainult 5 opilast said maksimaalse
arvu (42) punkte (eelmisel aastal 72 osavdtjast 11). Tabelis I (vt. lk. 146) on
toodud iga iilesande kohta selle eest saadud keskmine hinne absoluutselt ja
protsentides.

1 auhinna omandamiseks pidi voistleja saama vidhemalt 37 punkti, II au-
hinna saamiseks 30—36 punkti ja III auhinna saamiseks 22—29 punkti.

Parima tulemuse saavutasid oliimpiaadil Noukogude Liidu kooliopilased.
Nad voitsid 3 esimest, 3 teist ja 2 kolmandat auhinda ning saavutasid 81,8%
voimalikust maksimaalsest punktide arvust. Teise koha saavutasid Saksa Demo-
kraatliku Vabariigi voistkonna liikmed, kes voitsid 3 esimest, 3 teist ja 1 kol-
manda auhinna ning said 76,5% voimalikust maksimaalsest punktide arvust.
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Tabel 1

. ‘Saadud keskmine punktide arv
- Punktide
Ulesanne arv
’ absoluutselt protsentides

1 6 3,59 60

2 7 393 56

3 8 3,03 38

4 6 4,14 69

5 7 3,13 45

6 8 448 56

Kolmanda koha voitsid Ungari koolinoored 2 esimese, 3 teise ja 3 kolmanda
auhinnaga ning 74,7%-ga punktide kogusummast.

Hésti esinesid ka Inglismaa ja Rumeenia voistkonnad, kes said vastavalt
neljanda ja viienda koha. Ulevaate auhindade jagunemisest iiksikute voist-
kondade vahel ja vdistkondade paremusjérjestusest annab tabel 2.

Tabel 2

Saadud punktide

' Auhinnad Saadud ¢

= | aadu suhe punktide

Voistkond | pl)(unk’nde kogugrvusse

|' I 11 1901 | oguary protsentides
I. Noukogude Liit H 3 3 2 275 81,8
2. Saksa DV b3 3 1 257 76,5
3. Ungari RV 2 3 ! 3 . 251 74,7
4. Inglismaa o 2 4 | 9231 68,8
5. Rumeenia SV [ 1 4 i 214 63,7
6.—7. Bulgaaria RV ! 1 — 1 159 47,3
Tsehhoslovakkia SV = — 1 3 159 47,3
8. Jugoslaavia SFV | = — | 3 ; 136 40,5
9. Rootsi b= —_- 2 135 40,2
10. Poola RV b= — 1 ‘ 101 30,1
11. Mongoolia RV = = 1 87 25,9
Prantsusmaa — l — — ! 41 39,0
Itaalia — ’ 1 1 | 110 43,7
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