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GEOMEETRILISEST MEETOD1ST DIOFANTILISES 
ANALüüSIS I 

U. Kaljulaid 

II. ALGEBRALISED l(öVERAD 

Matemaatikud on justnagu prantsla
sed: mida Te neile ka ei ütleks, kohe 
tõlgivad nad selle oma keelde ja juba 
ongi selles ka hoopis midagi muud ... 

Goethe 

4. l(õverad ja nende aritmeetika. Vaatleme nüüd, kuidas tõl
gendada võrrandi lahendamist teatava geomeetrilise ülesandena. 
Tasandil me võime vaadelda väga mitmesuguseid punktihulki. 
Nende hulka kuuluvad ka kõverad. Mis on kõver? 

Olgu antud võrrand p (x, y) ~= 0, mille vasakul pool on reaal
arvuUste korda j atega polünoom, s. o. võrrand 

Am (x)ym + Am-1 (x)ym-i -i- ... + A1 (x)y + Ao(X) = 0, 

kus Ai (x) = a~;:);xk 1 + ... + a(~)x + a\~) on reaalarvuliste 

j atega polünoomid. Valime tasandil välja kõik sellised 
(x, y), mille koordinaadid rahuldavad seda võrrandit. 
punktihulk ongi kõver. Näiteks 
vorrandi x2 -+ y2 ·= 1 lahendeid 
võime tõlgitseda kui tasandi R2 

punkte P = (eos ·a, sina), kus 
o:s;;a<2n, (vt. joon. 4). Kõ
vera selline defineerimine on 
täiesti mõistlik, kuid ta pole 
täiuslik. Tõepoolest, vaadeldes 
võrrandit x2 + y 2 + 1 = 0, veen
dume üllatuseks, et leiduvad 
\'kõverad» ilma ühegi punktita. 
Sellest ebamugavusest vabane
miseks loeme «seaduslikuks» 
toiminguks otsida kõvera punk-
te mitte reaaltasandil, vaid Joonis 4. 

1 Artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, XIV, lk. 22-30. 

korda-

punktid 
Saadud 

X 
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komplekstasandil C2• Seega me loeme «lubatuiks» punktid 
(x, y), kus x ja y on kompleksarvud. Tekib nagu väike segadus: 
võrrandi kordajad on ühest arvuvallast, otsitavate punktide koor
dinaadid teisest arvuvallast Osutub aga, et leidub veel palju tei
sigi selliseid olukordi. Seda asjaolu arvestades laiendarne võr
randi geomeetrilist tõlgendust järgmisel viisil. Vaatleme võrran
deid p (x, y) ·= 0, kus vasakul on polünoom üle suvalise korpuse 
K, ja otsime seda võrrandit rahuldavaid punkte (x, y) E L2 , kus 
L/K on korpuse K suvaline laiend. Seega on varem antud tõlgen
dus erijuht K = L = R. 

Selleks et oleks võimalik tõlgendada geomeetriliselt diofanti
liste võrrandisüsteemide lahendamist, tuleb tutvuda afiinse muut
kanna mõistega. Olgu LI K korpuse K mingi laiend. Vaatleme võr
randisüsteemi 

f1 (Xt, ... , Xn) = 0, 
f2(x1, ... , Xn) = 0, 
. . . . . . 
fn (XI, ... , Xn) 1= 0, 

kus fi on n muutuja polünoomid üle korpuse K. Selle süsteemi 
lahendid annavad meile ruumis Ln punktihulga, mida nimetatakse 
afiinseks muutkonnaks. Selline geomeetriline tõlgendus sobib siis, 
kui diofantiline ülesanne seisneb täisarvutiste lahendite leidmi
ses. Kui aga nõutakse ratsionaalarvuliste koordinaatidega lahen
dite leidmist, siis on parem võrrandisüsteemiga siduda nn. pro
jektiivne muutkond. Tutvumegi nüüd selle uue mõistega. 

Olgu F (x0, ••• , X n) polünoom üle korpuse K, s. t. summa 

F( ) ""k aa ai a" Xo, ..•. , Xn = ..-;.; aXo Xt 0 0 0 X n , 
a 

kus ka E K ja ai on mittenegatiivsed täisarvud. Avaldisi 
kax~o .. X~n nimetame monoomideks, täisarvu a0 +- a 1 + ... +an 
nimetame monoomi astmeks. Polünoomi F astmeks (tähistame 
degF) loeme tema monoomidc suurimat astet. Kirjutame polü
noomi F kujul: 

F =Ha+ H1 -!- 0 •• + Hm, 

kus sümbolitega Hi ·=· Hi(x0, x1, ••• , Xn), i= 0, 1, ... , m, oleme 
tähistanud kõigi i-astmeliste monoomide summa polünoomis F. 
Igaüht neist polünoomidest Hi nimetame i-astme vormiks ehk i
astme homogeenseks polünoomiks. Seega vorm on polünoom, mis 
kujutab endast samaastmeUste monoomide summat. Täpsemalt, i
astme vorm on teatava hulga i-astmeliste monoomide summa. N äi
teks polünoom 

3 
2Xo2Xt5X2 +S XoX16X2 + 12Xo4Xt3X2 

on 8-astme vorm üle korpuse Q. 

4 



Vormi H loeme taandumatuks, kui ei leidu selliseid vorme P 
ja Q üle korpuse K, et H 1= P · Q. 

Projektiivne algebraline muutkond on punktihulk projektiivses 
ruumis Pn (K), mis määratakse teatava homogeensete võrrandite 
süsteemiga 

H m (xo, ... ,Xn) =· 0. 

Seega kõik polünoomid Hi on siin vormid üle korpuse K. Et iga 
punktihulk projektiivses ruumis Pn(K) on teatav hulk nullpunkti 
läbivaid sirgeid ruumis Kn+1, siis näeme, et projektiivset algebra
list muutkonda võime ruumis Kn+1 vaadelda kui teatud koonust. 

Joonis 5. 

Tutvume nüüd sellise muutkon
na tähtsa näitega (vt. joon. 5). 

Valime projektiivsel tasandil 
P2(K) mingi koordinaatsüstee
mi (xo, x1, x2) ja kirjutame min

P gi m-astme vormi üle korpu
se K, 

Olgu see vorm taandumatu. 
Olgu P E P2 (K). Me teame, et 
punktile P vastab teatav ekvi
valentsiklass hulgas (K3 ) *, 
s. o. teatav punkti (0, 0, 0) 
läbiv sirge ruumis K3. Kui nüüd 

selle sirge mõni punkt a = ( a0 , a 1, ai) rahuldab võrrandit F (x) = 
= 0, s. o. kui F ( a) _ 0, siis selle sirge P iga teine punkt, k · a, 
kEK*, rahuldab samuti võrrandit: 

F(ka) := kmF(a) = 0. 

Seega rahuldab võrrandit kogu ekvivalentsiklass, kuhu kuulub 
punkt a, s. o. vastav projektiivse tasandi punkt. Me võime seega 
kõnelda· projektiivse tasandi P2 (K) nende punktide hulgast, mis 
võrrandit F (x) = 0 rahuldavad. Seda punktihulka projektiivsel 
tasandil me nimetamegi m-järku taandumatuks algebraliseks 
kõveraks. Korpust K loeme kõvera defineerimiskorpuseks; võrrand 
F (x) '= 0 on kõvera võrrand valitud koordinaatsüsteemis. 

Iga vorm F üle korpuse K on lahutatav taandumatute vormide 
korrutiseks üle selle korpuse: 

p = pct.1 par 
1 • • . .,. . 

Igale vormile Fi vastab taandumatu algebraline kõver Fi. Seda 
kõverate süsteemi {Fi, ... , Fr} loemegi üldiseks algebraliseks 
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ldl\'l'l':d\s, kõveraid ri - tema komponentideks, mittenegatiivseid 
I ;'i is;t rvc ai komponentide Fi kordsusteks. 

Vaatleme näiteid. Olgu K = R. Lihtsaimaks näiteks taanduma
lust algebralisest kõverasi on sirge x 1 + x 2 - x 0 '= 0 (vt. joon .. 
6); 2-järku taandumatuks algebraliseks kõveraks on ringjoon x 1

2 + + X2 2 - Xo2 
e:.-: 0 (vt. joon. 6); 3-järku taandumatuks algebraliseks 

kõveraks aga x 1
3 -+ x 1x 0

2 - x 2x0
2 '==· 0 (vt. joon. 7), jne. 

y 

Joonis 6. 

Taanduv projektiivne kõver 
Tema komponenticieks on sirged 
- X2- Xo '=· 0, (vt. joon. 8). 
Märgime, et kui algebraline kõ-
ver r on antud üle kompleks
arvude korpuse e, siis on tema
ga seotud teatav pind. Tõepoo
lest, kui kõver r on antud võr
randiga 

P (X, Y) - Am (X) ym -f- ... 
+ A1 (x)y + A0 (x) = 0, 

kus polünoomide Ai korda j ad 

I 
Joonis 7. 

on Xt 2 - x22 - Xo2 - 2x2Xo =· 0. 
/1: X1 -j- X2 -j- Xo = 0 ja /2: X1 --

X 

on kompleksarvud, siis võime Joonis 8. 
vaadelda seda võrrandit rahul-
davaid algebralisi funktsioone y '=· f (x). Me teame, et iga sellise 
funktsiooniga on seotud Riemanni pind.2 Seda märkust me kasu
tame hiljem kõvera liigi mõistega tutvumisel. 

2 Vt. ü. Lumi st e. Riemann topoloogia ja üldise kõvera ruumi geo
meetria loojana. - Matemaatika ja kaasaeg, XI, lk. 65-76. Kui me piirdume 
vaid sidusate, kompaktsete Riemanni pindadega, siis on see algebralise geo
meetria seisukohalt taandurnatute ja ilma iseäraste punktideta kõverate uuri.
rnine. 
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Mis on kõvera aritmeetika? Tutvume esialgu ühe huvipakkuva 
erijuhuga. Vaatleme kuupkõveraid üle ratsionaalarvude korpuse 
Q. Iga selline kõver r on ühe kolmandat järku d i of antilise võr
randiga antud muutkond projektiivsel tasandil P2 (K), kus K/Q on 
mingi Q laiend (näiteks võime võtta korpuseks K mingi algebra
liste arvude korpuse). Ruumi K3 ratsionaalpunktideks loeme selli
seid punkte (x0 , x 1, x 2 ), mille koordinaadid x0, x1, x 2 on ratsionaal
arvud. Loogiliselt on võimalikud järgmised kolm olukorda: 

1. Kõvera! r puuduvad ratsionaalpunktid. 
2. Kõvera! r on lõplik arv ratsionaalpunkte. 
3. Kõvera! r on lõpmata palju ratsionaalpunkte. 

Järgmised kolm näidet kinnitavad, et kõik toodud kolm juhtu esi
nevad tegelikkuses. 

Näi d e 1. Kõver al x0
3 + p x1

3 + p2x2
3 

1= 0, kus p on algarv, 
puuduvad ratsionaalpunktid. 

Näi d e 2. Kõvera! x0
3 + x1

3 + x2
3 =· 0 on vaid kolm ratsionaal

punkti: 
(-1, 1, 0); (0, 1, -1) ja (1, 0, -1). 

Näi d e 3. Kõver al ax0
3 -1- bx 1

3 + cx2
3 =· 0 on ratsionaalpunkte 

lõpmata palju, kui (a, b) '= (a, e)= (b, e):= 1, (s. o. kui vasta
vad arvupaarid on lihtsad), kui a, b, e > 1 ja need kolm arvu 
ei j agu arvude ga, mis kujutavad endast mõne teise arvu ruutu 3. 

Seoses nende kolme olukorraga pakuvad huvi järgmised küsi
mused. 

1. Leida meetod, mis iga kuupkõvera korral otsustaks, kas tal 
on ratsionaalpunkte või mitte. 

2. Leida meetod, mis iga kuupkõvera korral otsustaks, kas tal 
ratsionaalpunktide olemasolu korral on neid punkte lõplik või lõp
matu arv. 

3. Kui kuupkõveral on ratsionaalpunkte lõpmata palju, kas ei 
saa siis kõiki neid leida lõpliku arvu teadaolevate ratsionaalpunk
tide kaudu? 

Vastused kahele esimesele küs.imusele pole teada. Kull on aga 
teada vastus kolmandale küsimusele ja see antakse Mordell-Weyli 
teoreemiga. Sellest teoreemist tuleb lähemalt juttu artikli kolman
das osas. 

Vaatleme nüüd üldjuhtu ning esitame järgmise ülesande. Olgu 
meil antud mingi algebraline muutkond V üle korpuse K projek
tiivses ruumis Pn (K). Kas muutkonnal V on K-ratsionaalseid 

3 N äi teks kõver 3x0
3 ·+ 5x 13 + 7 x23 = 0 või kõver 6xo3 + 35x 13 + Il x23 = 0. 

Näidetes toodud faktide tõestused on lihtsad ja lugeja leiab nad kergesti. 
On kerge kontrollida, et koos ratsionaalpunktiga (x0 , X1, x2) on selle kõvera 
ratsionaalpunktiks ka (x0 (bx1

3 -cx23}, x 1(cxi-ax0
3), x2(ax0

3 -bx1
3)). 
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punkte 4, s. o. punkte xdxj E K? Milline on nende punktide hulga 
struktuur ja omadused? Iga edusamm nende raskete küsimuste 
lahendamisel pakub otsest huvi diofantiliste võrrandisüsteemide 
teooria seisukohalt. Esitatud küsimuste uurimisel leiame mõndagi 
huvitavat juba ühedimensionaalsete muutkondade puhul, s. o. kui 
meil on tegemist algebraliste kõveratega. Edaspidi tegelemegi 
selle erijuhuga. 

Mõni sõna ajaloost. Diofantilise geomeetria loomine üle suva
liste korpuste toimus aastail 1930--1955 põhiliselt 0. Zariski, 
B. L. van der Waerdeni ja A. \Veyli töödes. See polnud üksnes 
püüe käsitluse suurema üldsuse poole, vaid oli ka püüdeks raken
dada diofantilises geomeetrias uusi tehnilisi vahendeid ja meeto
deid. Ainult neilt võis loota abi veetlevate, kuid raskete diofanti
liste probleemide lahendamisel. Selliseks lootuseks oli alust, kuna 
algebra on tihti andnud hoopis enam, kui temalt otseselt küsitakse. 

5. AJgebraliste kõverate biratsionaa)ne ekvivaJents. Mõni sõna 
selle punkti pealkirjaks toodud mõiste kohta. Kõigi algebraliste 
kõverate hulgal on võimalik läbi viia klassijaotus, mida nimeta
takse kõverate biratsionaalseks ekvivalentsiks. Selle mõistega on 
seotud biratsionaalne geomeetria, üks algebralise geomeetria klas-
sikalisi osi, mida saj andivahetusel viljelesid peamiselt itaalia 
matemaatikud. Suurt huvi pakuvad geomeetria seisukohalt sellised 
objektid, mis on ühised kõigile ühte klassi kuuluvaile kõveraile 
(või pindadele algebraliste pindade teoorias) - nn. biratsionaal
sed invariandid. Kõverate tähtsaimaks biratsionaalseks invarian
diks on liik e. zanr, mille tõi geomeetriasse B. Riemann. Liik annab 
võimaluse kõverate klassifikatsiooniks, mille tähtsusest vastavate· 
d i of antiliste ülesannete I ahendamisel oli j uttu s i sse juhatuses. Sel
lele klassifikatsioonile on pühendatud artikli kolmas osa. 

Olgu meil võrrandiga F (x0 , x 1, x 2 ) = 0 antud algebraline kõver 
r selline, et Xo '=' 0 pole tema komponent, s. 0. vorm F ei jagu; 
monoomiga Xo. Tähistanud xtfxo = x, x.Lfxo = y, saame 

0 = F(x) = xonF(I,x,y) = xonf(x,y). 

Et Xo = 0 pole kõvera r komponent, siis võrrand 

f(x, y) = 0 

annab meile kõvera r afiinses koordinaatsüsteemis (x, y). 
Olgu taandumatu algcbraline kõver T antud võrrandiga: 

a(x,y) 
f(x, y) = 0. Vaatleme ratsionaalfunktsioone rp(x, y) = 

13 
(x, y) , 

kus a ja /) on polünoomid üle korpuse K ja f3 ei jagu polünoomi
ga f. Funktsiooni ·rp loeme triviaalseks kõver al r ja kirjutame rp=, 
·= 0 (F), kui fia (s. o. kui a jagub polünoomiga f). 

4 Afiinsel rnuutkonnal on K-ratsionaalse punkti kõik koorclinaadid põhikor
puse K elemendid. 
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Meid huvitasid algebralise kõvera punktid koordinaatidega 
põhikorpusest K. Selliseid punkte me nimetasime K-ratsionaal
seiks. On aga otstarbekas vaadelda ka K-algebralisi punkte, s. o. 
selliseid punkte, mille koordinaadid on korpuse K mingist laien
dist Olgu nüüd (x.o, Yo) E r mingi punkt kõvera! (ükskõik, kas 
ratsionaalne või algebraline). Siis on ·rp (xo, y0 ) määratud, kui 
f3 (xo, Yo) =I= 0. Selliseid punkte (xo, Yo) E F, mille jaoks 
./3 (x0 , y0) '= 0, on vaid lõplik arv. Tõepoolest, et f3 ei j agu f-ga 
ja f on taandumatu (F on taanduma tu kõver), siis eliminatsiooni
teooria 5 kohaselt on süsteemil 

j3(x, y) = 0 
f(x, y) ·= 0 

lahendite arv ::::;;; ( deg /3) · ( deg f), kus deg f tähistab polünoomi 
f astet. Seega ep(x, y) on määratud kõvera! F peaaegu kõikjal, 
võib-olla lõplik arv punkte välja arvatud. 

Osutub, et ratsionaalfunktsiooni triviaalsus kõveral F on 
samaväärne tema triviaalsusega kõvera kõigis algebralistes punk
tides 6• Tõepoolest, kui ep= 0 (F), siis ep (x0, y0 ) = 0 leiab aset tänu 
sellele, et fia, sest f (xo, Yo) '= 0 kõigi punktide (x0 , Yo) E F jaoks. 
Vastupidi, kui kõigi F algebraliste punktide (x0, y0 ) korral ep (x0 , 

Yo)'= 0, aga ep =I= 0 (T), siis a ei jagu f-ga ja süsteemil 

f(x, y) = 0 
rp(x, y) = 0 

oleks vaid lõplik arv lahendeid. See on aga vastuolu, sest kõvera! 
on lõpmata palju algebralisi punkte. 

T ·· ·· d t · 1 f kt · ·d · ) a ( x' y) h 1 oome nuu ra swnaa un swom e ep (X, y = f3 (x, y) u -

gal sisse klassijaotuse. Selleks me loeme rai.sionaalfunktsioone 
rp(X, y) ja 7/J(X, y) VÕrdseiks kõvera[ F, kui funktsioon ·ep -1jJ on 
kõvera! triviaalne. Lugedes kõik kõvera! omavahel võrdsed funkt
sioonid ühte klassi, saame ratsionaalfunktsioonide hulgal klassi
jaotuse. Selle klassijaotuse iga klassi nimetame ratsionaalfunkt-

siooniks kõvera[ r. Olgu ~ ja -;p suvalised kaks klassi ja w E q;, 
rE 7/J suvalised rai.sionaalfunktsioonid neis klassides. Defineerime 
klasside liitmise ja korrutamise valemitega: 

I ep + 7/J = w + 7:' 

'(/J • 7/J = w . 7:· 

Teiste sõnadega: klasside suvaliste esindajate abil toome sisse 
tehted nende klassidega. On kerge kontrollida, et klasside hulk 
.moodustab nüüd korpuse, mida me tähistame K (x, y). Korpust 
K (x, y) nimetame ratsionaalfunktsioonide korpuseks kõver al r. 

5 Vt. G. Ka ng r o. Kõrgem algebra. Tallinn, 1962, lk. 280-285. 
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Niiiteks, sirgel y =, 1 on ratsionaalfunktsioonide korpuseks 

K (x, 1) ,= K (x). Korpuse K (x, y) iga elemendi q; saab ühesel vii
sil avaldada kujul: 

offJ = ao(x) + at(x) y + ... +am-i (x) ym-1, 

kus ai (x) on ratsionaalfunktsioonid ja m '= degy f (x, y) 7. Esialgu 
tundub, et korpuses K (x, y) on meil kaks funktsiooni x ja y «pri
vilegeeritud seisuses», sest nende kaudu saame avaldada kõik tei
sed funktsioonid. See on aga nii vaid näiliselt, sest iga mittekons
tantse funktsiooni x' E K (x, y) jaoks võib leida sellise y' E 

EK(x,y),et 

x = ep ( x', y') j a y = '1/J ( x', y') , 

kusjuures leidub selline polünoom g üle korpuse K, et g (x', y') ·= 
'= 0, s. o. K(x, y)- K(x', y'). 

Kui kahel algebralisel kõvera! on samad ratsionaalfunktsioo
nide korpused, siis nimetame neid biratsionaalselt ekvivalentseiks. 
Näiteid kõverate biratsionaalsest ekvivalentsist leiab lugeja punk
tis 7. 

Olgu antud kõver F: f (x, y) ~= 0 ja kõver F' : g (x', y') ·=, 0. 
Osutub, et kõverate F ja F' biratsionaalseks ekvivalentsiks on tar
vilik ja piisav, et leiduksid sellised ratsionaalfunktsioonid rp, 1/J, 
·ep', '1/J' et x',= cp'(x, y), y',='I/J'(x, y), x,=,cp(x', y'), y = '1/J(x', y'). 

Kui punkt (x0 , y0) E T on K-ratsionaalne, siis ilmselt on seda 
ka punkt (<p' (x0 , Yo), '1/J' (xo, Yo)) E F' ja vastupidi. Me eeldasime 
siin muidugi, et funktsioonid ep, '1/J, ep', 1/J' oleksid vaadeldavais 
punktides määratud. Kuid need neli funktsiooni pole määratud 
vaid lõplikus arvus kõvera J' punktides. Seega me jõudsime olu
I ise fakti ni: 

Teo re e m. Biratsionaalsclt ekvivalentsete kõverate K-ratsio
naalsete punktide vahel on üksühene vastavus, kui mõlemal kõve
ral vaatlusest välja jätta teatav lõplik arv punkte (kus funkt
sioonid ep', '1/J', '(/J, '1/J pole määratud). 

6. Kõvera iseärased punktid. Vaatleme algebralist kõverat F, 
mis on määratud võrrandiga f (x, y) ·= 0. Polünoomil f (x, y) kui 
kahe muutuja funktsiooni! eksisteerivad tuletised fx, [y, fxy. . . . . 
Punkti P nimetame kõvera T r-kordseks punktiks, kui selles punk
tis kõik polünoomi f tuletised kuni järguni r- 1 on võrdsed nul
liga, aga mingi r-j ärku tu letis on nullist erinev; r > 1 korral ni
metame r-kordset punkti iseäraseks punktiks. Selliste iseäraste 
punktide arv ja kordsus on tõkestatud: kui kordsete komponen-

6 Funktsiooni <p triviaalsus kõvera F punktis (xo, Yo) tähendab, et qJ (xo, Yo} 
on määratud ja ,qJ(Xo, y0) = 0. Ratsionaalpunktide jaoks analoogiline väide ei: 
kehti. 
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tideta n-järku algebralisel kõveral on punkte Pi kordsustega ri, 
i E /, siis kehtib võrratus 

2 r i( r i - I ) ~ n (n -' 1) . 
i El 

Kui kõver on taandumatu, siis kehtib isegi tugevam võrratus: 

.2ri(ri-l) ~ (n-1) (n-2). 
i Ef 

Näitena vaatleme iseäraste punktide küsimust kuupkõverail. 
Olgu r võrrandiga f (x, y) '= 0 määratud kuupkõver. Võtame kasu
tusele koordinaatsüsteemi, mille alguspunkt asub kõveral F. Siis 
ei ole polünoomil f vabaliiget ja me kirjutame ta 

f(x, y) = ax +by+ g(x,y), 

kus polünoom g sisaldab vaid teise ja kolmanda astme monoome. 
Siit leiame kergesti fx (0, 0) ja {y (0, 0): ' 

:~ I (0.0) = a, -ty I (0.0) = b. 

Kui a ·= b = 0, siis punkt (0, 0) on kuupkõvera r iseäraseks punk
tiks, kuna f x (0, 0) ~= 0 ja {y (0, 0) =· 0. 

Vaatleme sirge y = kx lõikepunkte kõveraga F: 

0 = f(x, kx) =X (a + hk) -t- g (x, kx) =X(a + bk) + x2[ (x), (*) 

kus l (x) on lineaarpolünoom, s. o. l (x) = cx +d. Saadud võrran
rlist võime x leida. Väärtus x = 0 rahuldab toodud võrrandit. Kui 
a + bk =1= 0, siis x ~= 0 on võrrandi (*) ühekordseks lahendiks ja 
sirget y =!?X nimetame sel juhul kõvera r lõikajaks. Kui a ·+ 
+ bk := 0, siis x = 0 on kahekordne lahend võrrandile (*) ja sir
get y = kx nimetame siis kõvera F puutujaks. Siit näe1ne, et 
juhul a '= b '= 0 on iga sirge y = kx kõvera r puutu j aks ja x '=· 0 
on võrrandi (*) kahekordne lahend. 

See võimaldab meil tõestada, et kuupkõveral pole üle· ühe ise
ärase punkti. Oletame, et punktid PI '= (xi, yJ) ja P2 '=' (x2, Y2) 
on t erinevad iseärased punktid. Valime koordinaatsüsteemi nii, 
et (0, 0) E r, ja ühikvektorite suuna nii, et XI= x2. Paneme 
läbi punktide PI ja P2 sirge l ning koostarne selle sirge 
ja r lõikepunktide leidmiseks võrrandi. Kuna P1 ja P2 on iseära
sed punktid, siis eeltoodu põhjal x '= x 1 ja x = x2 peavad mõle
mad olema selle võrrandi kahekordsed lahendid. Seega on koos
tatud võrrandil vähemalt 4 lahendit. See on aga vastuolu, sest 
võrrandi aste ~ 3 (kuupkõveral ja sirgel on kõige rohkem kolm 
lõikepunkti). Väide on tõestatud.8 

7 Siin degy f(x, y) tähistab polünoomi f(x, y) astet muutuja y suhtes. 
8 Edasisi näiteid 0. Lumist e. Diferentsiaalgeomeetria. Tallinn, 1963, 

lk. 35. 
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7. Näide kõverate biratsionaalsest ekvivalentsist. Terve hulga 
näiteid kõverate biratsionaalsest ekvivalentsist annab meile järg
mine tulemus. 

Teo re e m. Ilma iseärasusteta kuupkõver r, millel on vähe
malt üks ratsionaalpunkt Q, on biratsionaalselt ekvivalentne kõve
raga, mille võrrandiks on 

y2 := x 3 + Ax + B, kus 4A 3 + 2782 =F 0. 
Tõestuseks valime koordinaatsüsteemi nii, et selle alguspunkt 

langeks ühte ratsionaalpunktiga Q E r. Siis pole kõvera võrran
dis F 3 (x, y) '= 0 vabaliiget ja polünoom F 3 on avalduv vormide 
summana 

F3 (x, y) 1=' H 1 (x, y) + H 2 (x, y) + H3 (x, y). 

Sirge y '=1 tx lõikepunktid kõveraga r leiame võrrandist 
0 = F (x, tx) = Hi(x, tx) + H2(x, tx) + H 3 (x, tx) = 

=XH1(1,t) +x2fi2(1,t) +x3H3 (1,t). 

Me näeme, et x··= 0 on selle võrrandi üks lahend. ülejäänud 
Jahendid leiame ruutvõrrandist 

H I( 1 , t) + x H 2 ( I , t) -!- x2 H 3 ( I , t) = 0, ( * *) 
millest saame 

- H 2 (1 , t) + V H 2( I , t) 2 - 4 flt( I , t) · H 3 ( 1 , t) 
X = --------- ---- -------------------- ---- = 

2lf:l(I,t) 

-H2(I, t) ± z 

2H3(1, t) 
kus ruutjuure tähistasime sümbol i ga z. 

Kuna H1, H2, H3 on t suhtes polünoomid, siis näeme, et x aval
dub z ja t kaudu ratsionaalselt; kuna y = tx, siis avaldub ka y 
seega z ja t kaudu ratsionaalselt. 

Vastupidi, x avaldis n~itab, et z avaldub t ja x kaudu ratsio-

naalselt. Kuna aga t = }!_, siis näeme, et ka z ja t avalduvad 
X 

x ja y kaudu ratsionaalselt. Toodud arutlused tähendavad, et kõver 
r on biratsionaalselt ekvivalentne kõveraga 

-- -·--·-- -----------------------

z = -y H2(1, t) 2 -4H1(1, t)H3 (1, t), 
s. o. kõver aga 

z2 = H z ( I , t) 2 - 4 Hd 1 , t) H 3 ( 1 , t) = P 4 (t) . 
Leiame nüüd kõverale r puutuja läbi antud ratsionaalpunkti 

Q, mille me valisime ka koordinaatide alguspunktiks. Eelmises 
punktis me veendusime, et puutuja lõikab kõverat r ratsionaal
punktis 9 0. Selle punkti valime uueks koordinaatide alguspunk-

d . 
9 Tõepoolest võrrandist l (x) = cx +d= 0 saame x3 = - E K, mistõttu ka, 

e 
Y3 E K. 
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tiks. Seega, mingi t0 E K korral puutub sirge y = t0x kõverat 
r punktis Q ja läbib punkti o. Kuna Q on puutepunkt, siis 
t '= t0 korral on võrrandil (**) kordne lahend, mistõttu selle ruut
võrrandi diskriminant võrdub nulliga; seega P 4 (t0 ) ·= 0. 

Võttes r:'=·t-t0, arendame P4 (t) muutuja"; astmete järgi: 

P 4 (t) = S 4 (r) = ar: + br:2 + cr;3 + dr;4 = z2. 

Siit saame 

( ~) 
2 

= d + e_!_ + b -
1 + a __!___ . 

";2 T ";2 ";3 

T "h. t d . . 1 . z . -t d a Is anu siin --:;:- = v Ja -r~ ·= u Ja vo nu au·= a, av= {3, 

saame 

ja 
a2 = ,{33 + bf32 + acf3 + a2d. 

Nüüd aga lubab asendus y ~= (3 + ~ viia selle võrrandi nõutud 

kujule. Et kõik tehtud muutujate vahetused olid ratsionaalsed, 
siis on teoreemis toodud väide tõestatud. 

(Järgneb) 

BRID.ZiüLESAN N E 

• 7 6 

\) 5 3 2 

() )'\ K 

• Ji.K 

• 10 8 N • 3 
e:; E 10 9 w 0 v s 
/· 0 '/ 9 8 7 6 • G .5 4 3 s • 9 8 7 

• \) li. K 8 7 6 

0 

• E S 10 2 

Rist on trump. Toodud seisus peab S käigul olles vastaste igasuguse kaitse
mängu korral võtma vähemalt 7 tihi. (Lahendus on toodud leheküljel 144). 
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DIFER.ENTSIAALVõRRANDITE TEOORIA OLEMUSEST 
JA KUJUNEMISEST 

T. Sõrmus 

Põhilised meetodid kõrgema matemaatika rakendusteks loodus
teadustes annab teatavasti matemaatiline analüüs. Seetõttu on 
loodusteaduste ja matemaatika vaheline seos eriti tihe matemaa
tilise analüüsi puhul, kusjuures see seos on iseloomulik analüüsi 
nii klassikaUstele kui ka kaasaegsetele arvukatele harudele ja 
toimib mõlemas suunas - loodusteaduste areng mõjustab ja suu
nab nii analüüsi meetodite kui ka teooria täiustamist, samal ajal 
kui on täheldatav ka vastupidine protsess. 

Peatselt pärast matemaatilise analüüsi tekkimist 17. saj and il 
omandab selles kindlad piirjooned kõrgema matemaatika uus dist
sipliin - diferentsiaalvõrrandite teooria, mille uurimisobjektiks on 
diferentsiaalvõrrandid. Algebralistest võrranditest erinevad need 
eeskätt selle poolest, et otsitavaks on neis funktsioon, kusjuures 
võrrandid sisaldavad ka vähemalt ühte otsitava funktsiooni tule
tist. Kõne all olev teooria on tunduvalt tihedamini kui matemaa
tilise analüüsi mistahes teine haru seotud inimkonna praktilise 
tegevusega mitmel elualal. Põgusal tutvumisel teosega, mis käsit
leb diferentsiaalvõrrandeid ja nende ra ken d us i füüsikas, on sageli 
raske teha vahet, kas on tegemist mingi füüsikaprobleemi lahen
damisega või matemaatikaprobleemi lahenduse füüsikalise tõlgen
dusega. Aine erakordselt tihe seos räkendustega on seletatav sel
lega, et enamasti just diferentsiaalvõrrandid võimaldavad kirjel
dada loodusseadusi matemaatilistes sümbolites, mistõttu nad on 
kujunenud füüsikas, inseneriteadustes jm. esinevate probleemide 
lahendamise üheks põhivahendiks. Kinnituseks nendele väidetele 
toome kaugeltki mitte täieliku loetelu probleemidest, mis kõik 
kuuluvad diferentsiaalvõrrandite teooria rakendusvalda. Selle teoo
ria vahendite abil uuritakse rakettide ja Maa tehiskaasl aste liiku
misseadusi ja lennutrajektoore, pendli ja membraani võnkumisi, 
elektrotehnikat ja raadioasjandust, laevaehituse ja lennundusteh
nika probleeme, seismilisi võnkumisi ja valguse leviku seadusi, 
soojusjuhtivust ja sisepõlemismootorite teooriat, radioaktiivse aine 
kiirguse ja bakterite paljunemisseadusi, kandekonstruktsioonide ja 
toereaktsioonide tugevust, arvutatakse kosmoselendude esimesi, 
teisi ja kolmandaici kosmilisi kiirus i jne. 
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Diferentsiaalvõrrandite teooria niigi juba ulatuslik rakendus
aldkond avardub pidevalt. Käesoleval ajal tegeleb terve teadlaste 
a inseneride armee maailma paljudes ülikoolides, uurimisinstituu
ides, laboratooriumides ning konstruktsioonibüroodes loodussea
uste järjest sügavama uurimisega, nende seaduste esitamisega ja 

r kendamisega diferentsiaalvõrrandite abil. Edasine töö loodus
ähtuste tunnetamisel nõuab saadud võrran.dite uurimis- ja lahen
usmeetodite pidevat täiustamist, uute uurimismeetodite loo
ist jpm. 

Käesolev kirjutis avab meie kogumiku veergudel diferentsiaal
vjõrrandite teooria problemaatikat ja selle meetodeid valgustava 
artiklite sarja. 

1. Diferentsiaalvõrrandite teooria põhimõisted 

Alustame diferentsiaalvõrrandi mõistest. Diferentsiaalvõrrandi 
nimetust kannab võrrand, mis seob otsitavat funktsiooni tema 
tuletistega ja sõltumatute muutuj atega. 

Näiteks radioaktiivse aine lagunemisprotsessi kirjeldab dife
rentsiaalvõrrand 

(1) 

kus otsitavaks on funktsioon m (t), mis iseloomustab vaadeldava 
aine hulga m (t) sõltuvust ajast t; k on radioaktiivset ainet iseloo
mustav positiivne konstant. Võrrandi ( 1) tuletamisel lähtutakse 
radioaktiivse aine eksperimentaalselt kindlakstehtud lagunemis-

seadusest, mis ütleb, et vaadeldava aine lagunemiskiirus d;: aja

hetkel t on võrdeline selle aine hulgaga m samal hetkel. Seega 
võime kirjutada, et 

dm r--= -km 
dt ' 

mis annabki diferentsiaalvõrrandi ( 1). 
Diferentsiaalvõrrand on aluseks ka sputnikut orbiidile viiva 

mitmeastmelise kanderaketi liikumiskiiruse v (i) arvutamisel. Or
biidile viimise teelõigu lõpus liigub rakett niisugusel trajektooril, 
kus raketi liikumisel võib praktiliselt jätta arvestamata raskusjõu 
ja kiirusvektori sihi erinevustest tingitud kiiruskao. Nendes liht
sustatud tingimustes on raketi liikumiskiirus vaadeldaval teelõi
gul määratud võrrandiga 

G dv G 
---=P-X---ghsinfJ (2) 
go dt go ' 

mis on kiirusfunktsiooni v (t) diferentsiaalvõrrandiks. Selles esi
nevatest suurustest G (t) fikseerib raketi üldkaalu (koos kütusega) 
ajahetkel t, P (t) on reaktiivjõud, x(t) ja fJ(t) iseloomustavad vas-
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tavalt aerodünaamilist takistust ja kiirusvektori sihi kaldenurka 1 

horisondi suhtes, g0 ja gh aga tähistavad raskuskiirendust vasta~ 
vait Maa pinnal ja raketi poolt saavutatud kõrgusel h (t). 

Klaastoruke AOB (vt. joon. 1) pöörleb konstantse nurkkiir~ 
sega w vertikaalse telje CD ümber ja moodustab selle teljeg 
nurga CD, on 45°. Torukeses liigub kuulike M massiga . 
Kuulikese liikumisseadus, hõõrdumistakistust arvestamata, avai
dub järgmise diferentsiaalvõrrandiga 

(3) 

kus m on kuulikese M mass, x - kuulikese M keskpunkti koordi~ 
naat x-tel j el (vt. joon. 1), mw2 x cos2 45° - tsentrifugaaljõud j~ 
mg eos 45° - raskusjõu projektsioon x-teljele. 

1 

Joonis J. 

Võrrand (3) on saadud New
toni II liikumisseadus e põhjal. 
Selle kohaselt peab kuulikese M 

d2 
massi rn ja kiirenduse dt~ korru-

tis võrduma kõigi vaadeldavale 
massile rakendatud liikumise 
sihis mõjuvate jõudude (meie 
näites tsentrifugaal- ja raskus
jõu) resultandiga. 

Esitatud näidetes sõltub otsi
tav funktsioon ühest muutujast 
(vaadeldud juhtudel ajast). Nii
sugusel juhul räägitakse harili
kust diferentsiaalvõrrandist. 

Paljudel juhtudel on loodus-
nähtuse matemaatiliseks karak
teristikuks mitme muutuja 
funktsioon, mis sõltub nii ajast 
kui ka ruumi koordinaatidest. 
Sisuliselt uurime niisugusel 
juhul loodusnähtuse kulgu ajas 
ja ruumis. Märgime, et loodus-
nähtusi kirjeldavad mitme muu
tuja funktsioonid osutuvad 

lahenditeks võrranditele, mis seovad vaadeldavat funktsiooni tema 
teatud järku osatuletistega ja argumentidega. Niisugused võrran
did kannavad osatuletistega diferentsiaalvõrrandite nimetust. Vii
maste näiteks toome horisontaalselt pingule tõmmatud homo
geense keele väikesi vertikaalsihilisi omavõnkumisi kirjeidava dife
rentsiaalvõrrandi 

o2u (x, t) 1 o2u(x,t) 
az ot2 = 0. (4) 
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Siin on eeldatud, et keele otspunktid 0 ja A (vt. joon. 2) asuvad 
x~teljel; loetakse, et keele asend ajahetkel t on funktsiooni u (x, t) 
graafikuks (fikseeritud t korral). Suurus a, mis iseloomustab keele 
p nget lähteasendis, on konstant. 

Oletagem, et füüsik jõuab oma )J 

c~perimentide seeria ja uuri
m ste teatud etapil momendini, 
m 1 ta paneb kirja uuritavat näh
tu t iseloomustava protsessi min-
gi1 diferentsiaalvõrrandi abil. 
Kuid nii saadud ja matemaatili
sdlt väljendatud seadus on vaid 
tebduslik hüpotees ja jääb sel
leks seniks, kuni ta on kas prakti

0 A X 

Joonis 2. 

kas kinnitatud või ümber lükatud. Just nimelt ülalmärgitud uuri
muste etapil lülituvad vaadeldava nähtuse uurimistesse matemaati
lised, täpsemini küll diferentsiaalvõrrandite teooria meetodid. Nende 
vahendusel tuleb selgitada kirjapandud võrrandi lahendi kui näh
tust iseloomustava funktsiooni omadusi. Seega tuleb saadud võr
rand lahendada või siis osata võrrandi enda kuju ja liiki uurides 
sellest välja lugeda temaga määratud funktsiooni . omadusi. Me 
jõudsimegi oma arutelus diferentsiaalvõrrandite teooria põhiprob
leemide juurde - diferentslaalvõrrandite lahendamise ja lahendite 
omaduste uurimise juurde. Meetodid nende põhiprobleemide lahen
damiseks sõltuvad oluliselt uuritavate võrrandite liigist. Kaasajal 
on diferentsiaalvõrrandite teooria j agunenud rohkearvu listeks 
harudeks nii aine kui ka võrrandite liikide järgi. Eeskätt märgime, 
et temas on eraldunud kaks suurt haru: harilike diferentsiaalvõr
randite teooria ja osatuletistega diferentsiaalvõrrandite teooria. 
Edaspidi vaatleme ainult harilikke diferentsiaalvõrrandeid ja nime
tame neid lühidalt diferentsiaalvõrrandeiks. 

Diferentsiaalvõrrandite liigitamise üheks aluseks on võrrandi 
järgu mõiste. Viimane defineeritakse kui suurim diferentsiaalvõr
randis esinevatest otsitava funktsiooni tu letiste j ärkudest. Eespool 
esitatuist on võrrandid (1) ja (2) esimest, võrrandid (3) ja ( 4) 
aga teist järku diferentsiaalvõrrandid. üldkujul esitatud võrrand 

F(x, y, y', ... , y(n)) = 0 (5) 

on aga n-järku diferentsiaalvõrrand. 
N agu märgitud, on diferentsiaalvõrrandite teooria üheks pea

ülesandeks antud võrrandiga määratud funktsiooni leidmine, s. o. 
võrrandi lahendamine. Võrrandi (5) lahendiks vahemikus (a, b) 
on iga funktsioon y :=·rp (x), mis rahuldab antud võrrandit sarna
selt argumendi x suhtes vahemikus ( a, b). Nii on funktsioon 
y ,= sin x diferentsiaalvõrrandi 

y" -t- y = 0 ( 6) 
lahendiks kogu reaalteljel ( -<Xl, CXJ), sest valemi (sin x)" = 
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: ---sin x põhjal kehtib vahemikus (-oo, (X)) argumendi x suh/
tes samasus (sin x)" -+ sin x = 0. Kuid samas vahemikus rahul
davad võrrandit (6) ka kõik funktsioonid 

y = el sin X+ e2 eos X, (7) 

kus e1 ja e2 on suvalised konstandid. Seega on võrrandil (~) 
lõpmata palju lahendeid. Sealjuures saab näidata, et valem (V) 
sisaldab võrraneli (6) kõik lahendid. Ka eespool nimetat~d 
lahendi y '= sin x saame hulgast (7), valides e1 =· 1 ja e2 = 0. 

On lihtne kontrollida, et esimest järku diferentsiaalvõrran i 
( 1) lahendite hulga vahemikus ( --OCl, oo) moodustavad fun t
sioonid 

m (t) = ee-nt, (8) 

kus e on suvaline konstant. Konstandi e erinevatel väärtustel 
saame siit terve hulga võrraneli ( 1) erinevaid lahendeid. 

üldiselt määrabki iga difercntsiaalvõrrand terve hulga funkt
sioone, mis kõik on tema lahendiieks. Et nende seast ühte konk
reetset, antud probleemile vastavat lahendit leida, tuleb arves
tada teatud lisaandmeid ehk lisatingimusi. Viimased on sageli 
katsetulemused. Praktikas esineb lisatingimusi mitmel kujul. 
Vaatleme siin kahte sagedamini esinevat juhtu. Kui võrraneli 
(5) lahendit otsitakse lisatingimustel 

Y (xo) =Yo, y' (xo) = Y'o, ... , y<n-i) (xo) = Yo<n-1), (9) 

kus x 0 , y0 , y'0 , ••. , yo<n-l) on mingid kindlad arvud, siis räägi
takse algtingimustega ülesandest. Tingimused (9) kannavad 
sealjuures algtingimuste nimetust. Kui võrrandile (5) kaasnevad 
lisatingimused kujul 

Gi(y(a),y'(a), ... , y<n-i)(a); y(b),y'(b), ... , y<n-1)(b)) =0, 
i=1,2, ... ,n, (10) 

kus lisatingimused seovad otsitavat funktsiooni y (x) tema esi
mest, teist jne. järku tuletise väärtustega vaadeldava lõigu [a, b] 
otspunktides, siis öeldakse, et tegemist on rajatingimustega üles
andega ehk rajaülesandega. Tingimusi ( 1 0) nimetatakse vastavalt 
rajatingimusteks. 

Diferantsiaalvõrrandi (6) puhul näiteks vastab lahend y ·= 
= eos x algtingimustele y (0) =· 1, y' (0) = 0, kuna rajatingimus
tele y(O) - 1'= 0, y' (n)--- 2 ~=· 0 vastab lahend y = eos x
-2 sinx. 

Diferentsiaalvõrrandite teoorias eritletakse võrraneli üld- ja 
erilahendite mõisteid. Võrraneli (5) üldlahendiks nimetatakse nii
sugust n suvalisest konstandist sõltuvat lahendit y ·= f (x, e1, 
e2, ••• , en), mis sobival konstantide e1, e2, ••• , e,. valikul 
rahuldab algtingimusi (9). Lahendid, mis saadakse üldlahendist 
konstantide e1, ••• , en fikseeritud väärtuste korral, kannavad 
selle võrraneli erilahendite nimetust. Peale nende võib mõningate 
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vG>rrandite puhul esineda veel nn. iseäraseid ehk singulaarseid 
la endeid, millest lähemalt räägitakse sarja ühes järgnevas artik
li . üldiselt on algtingimustega ülesanded üheselt lahenduvad, 
s. . antud diferentsiaalvõrrandil on parajasti üks lahend, mis 
ra uldab juurdelisatud algtingimusi. Erinevalt sellest ei tarvitse 
ra atingimustega ülesanne olla üheselt lahenduv. Nii on raja
ül· sandel y" + n 2y ~=· 0, y (0) = 0, y (1 )·= 0 lõpmata palju lahen
de d Y 1=· esin nx. 

Diferentsiaalvõrrandite teooria valdkonda kuuluvad eespool 
sõnastatud küsimused alg- ja rajatingimustega ülesannete ühesest 
lahenduvusest, võrrandi üld- ja erilahendite leidmisest ning sageli 
ka küsimused sellest, kas üldJahend hõlmab võrrandi kõik Jahen
did või mitte. 

2. Diferentsiaalvõrrandi lahendamise 
geomeetriline interpretatsioon 

Diferentsiaalvõrrandi lahendamise geomeetrilisel interpretee
rimisel piirdume esimest ja teist järku võrranditega. 

Mistahes võrrandi 
y' = f(x, y) (11) 

Jahendi y I=· lp(x) kui funktsiooni graafikuks xy-tasandil on 
kõver, mida nimetatakse selle võrrandi integraalkõveraks. Eel
neva põhjal teame, et üldiselt määrab iga diferentsiaalvõrrand 
terve pere integraalkõveraid. Teatavasti määrab funktsiooni 
qJ (x) tuletis rp' (x) kõvera y =,rp (x) igas punktis (x, ep (x)) puu
tuj a tõusu. Et diferentsiaalvõrrandi ( 11) iga Jahendi y =ep (x) 
puhul kehtib samasus rp' (x)- f (x, rp (x)) =· 0 x-telje teatud vahe
mikus (a, b), siis määrab diferentsiaalvõrrand ( 11) integraal
kõvera y =·~rp (x) igas punktis (x, y) seose selle kõvera puutu ja 
tõusu y' ja vastava punkti koordinaatide x ja y vahel. 

Mida võib öelda diferentsiaalvõrrandi põhje:ll tema integraal
kõverate kohta, kui võrrand on veel lahendamata? Fikseerime 
xy-tasandil funktsiooni f (x, y) pidevuse piirkonn8 D ja kanname 
selle igasse punkti (x, y) tükikese sirgest tõusuga f(x, y). Saa
dud kujundit - punkti koos teda lähiva sirge tükikesega, mille 
määrab täielikult (x, y, f (x, y)), nimetatakse diferentsiaalvõrrandi 
joonelemendiks punktis (x, y). Joonelement näitab, et integraal
kõver y 1= ·rp (x) läbib punkti (x, y) tõusu f (x, y) sihis ja tema 
puutu j aks selles punktis on joonelementi (x, y, f (x, y)) kuuluv 
sirge. Kui täita kogu piirkond D joonelementidega, siis saame 
antud võrrandi joonelementide diagrammi ehk sihivälja. Geo
meetrilises tõlgenduses tähendab diferentsiaalvõrrandi lahenda
mine niisuguste joonte leidmist, mis piirkonna D punkte läbivad 
nendes punktides antud joonelementidega määratud sihtides. Joo-
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nisel 3 on kujutatud diferentsiaalvõr
randile y' '= x + y vastav joonelemen
tide diagramm. Piirkonnaks D on siin 
kogu xy-tasand. Samuti on joonisele 
kantud kaks integraalkõverat. Viimaste 
VÕrranditeks on y = ex- X- 1 ja 
Y·=-ex-x-1. 

Algtingimustega ülesande y' = 
= f (x, y) y (xo) =Yo lahendamise 
geomeetriliseks tõlgenduseks on niisu
guse integraalkõvera leidmine, mis lä
biks algtingimustega antud punkti 
(xo, Yo). 

Diferentsiaalvõrrandile kaasnevate 
rajatingimustega püstitatakse integraal
kõverate kohta teatud nõudmised antud 
lõigu otspunktides. Võrrandile (6) kaas

r 1 • Y 
/~ I I 

--/ 

Joonis 3. 

I f 

I j 

I 
~ 
I 

' I I 

-- , 

\ " 
\ \ 

nenud rajatingimustega y(O):= 1 ja y'(n)= 2 näiteks nõutakse, et 
integraalkõver läbiks lõigu alguspunkti x ·= 0 ordinaadiga 1, lõigu 
lõpp-punktis x =n aga oleks kõvera puutu ja tõusuks 2. 

Teist järku diferentsiaalvõrrandi 

y" = f(x, y, y') (12) 

lahendamist tõlgendatakse järgmiselt. Matemaatilisest analüüsist on teada, et 
kaks korda diferentseeruva funktsiooni y =rp (x) graafiku kõverus k on määra
tud valemiga I 

!!'' 

Sealjuures on kõvera kumerus (üles vöi ctlla) miüiratud y" märgiga antud punk
tis 2 . Seega on teist järku diferentsiaalvõrrandiga ( 12) antud iga tema inte
graalkõvera y = y(x) suvalises punktis (x, y) seos selle kõvera punkti koordi
naatide x, y, kõvera puutuja tõusu y' ja joone kõverust ning kumerust mää
rava suuruse y" vahel samas punktis. Intrgraalkõverateks on siin need antud 
punkti (x, y) sihis y' li:ibivad kõvcrad, mille kumerus ja kõverus antud punk
tis on määratud vastavalt funktsiooni f(x, y, y') märgiga ja arvuga 

f (x, y, y') 
1?~=----

[I -1- (y') 2]3i2 

Diferentsiaalvõrrandi y" = y' eos x- y sin x puhul on näiteks suvaliste 
1 

(x, y, y') väärtuste korral integraalkõvera kõverusraadius e =k määratud vale-

mi ga 

·(2==-------------
y' eos x- y sin x 

Algtingimuste y(O) = y'(O)= I puhul otsime siin niisugust integraalkõverat, 
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2 Samas, lk. 263. 
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mis punkti (0, I) läbiks puutuja 
tõusuga y' (0) = 1, asuks punkti (0, I) 
küllaldaselt väikses ümbruses ülal
pool puutujat, s. o. oleks kumer alla 
(sest y" (0, 1', I) > 0) ning mille kõve
rusraadiuseks oleks punktis (0,1) , , 

I , 
' ' \ \ 
' ' ' ... .._ __ _ 

Joonis 4. 

2lf2 
(}=--, 

1--0 
s. 0. (} = 2l' 2. 

Joonisel 4 on kujutatud selle võr
randi joonelement punktis (0, 1) ning
punktiiriga joonestatud ring, millel on 
sama joonelement, kumerus ja kõve
rus antud punktis. Pideva joonega on 
kujutatud algtingimustega ülesandele 
vastav integraalkõver y =esin .x. 

3. Diferentsiaalvõrrandite teooria tekkeloost 

17. sajandi esimene pool on matemaatilise analüüsi arengus 
iseloomustatav perioodina, mil toimub tema kahe meetodi -
diferentseerimise ja integreerimise intensiivne kujunemis protsess. 
Sellel perioodil ei tunnetata veel seost diferentseerimise ja inte
greerimise vahel, mistõttu need meetodid sisuliselt arenevadki esi
algu iseseisvalt. Alles 1670. aastal näitab J. Barrow, et integree
rimine ja diferentseerimine on teineteise pöördoperatsioonid. Väite 
põhjendamise! tugineb Barrow geomeetrilisele argumentatsioonile 
ja annab seega intuitiivse ettekujutuse matemaatilise analüüsi 
põhioperatsioonide vahelisest seosest. 

Täielikule arusaamisele sellest seosest jõuavad I. Newton ja 
G. W. Leibniz 17. sajandi lõpul. Leibnizi, Newtoni ja J. Bernoulli 
nimedega on seotud ka diferentsiaalvõrrandite valdkonda kuulu
vate esimeste ülesannete lahendamine. Kuid neid käsitletakse 
siiski veel matemaatilise analüüsi konkreetsete ülesannetena. See
pärast on 17. sajandil vara rääkida diferentsiaalvõrrandite teoo
riast kui niisugusest. 

Diferentsiaalvõrrandi üldine mõiste, nagu paljud teisedki 
matemaatilise analüüsi mõisted ja sümbolid, pärineb Leibnizi It. 
Matemaatika uue tärkava haru arengu algetapil lahendati prak
tikas üleskerkinud diferentsiaalvõrrandeid juhuslike meetoditega. 
Iga diferentsiaalvõrrandi lahendamine oli siis probleemiks oma
ette. Puudus veel ettekujutus diferentsiaalvõrrandite erinevatest 
klassidest, antud klassi võrrandite puhul rakendatavatest lahen
dusmeetoditest, üld- ja erilahendite mõistetest ja ülesande geo
meetrilisest tõlgendusestki. 

Iseseisvaks kujuneb diferentsiaalvõrrandite teooria alles 18~ 
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sajandi jooksul. See sajand on läinud loodusteaduste ajalukku 
tormilise arengu saj andina. Eriti intensiivselt arenesid 18. sa
j andi esimesel poolel taevamehhaanika, tehniline ning hüdrq
mehhaanika ja teised rakendusmatemaatika alad. Taevamehha*
nika probleemidest ootasid lahendamist probleemid, mida Newtot,ili 
gravitatsiooniseaduse alusel seni polnud õnnestunud lahendad~. 
Eriti pakiliseks kujunes probleem päikesesüsteemi kehade liik~
mise iseärasuste põhjendamisest Newtoni klassikaliste mehhaani
kaseaduste põhjal. Loomisel oli Kuu liikumist täielikult selgihiv 
teooria, mis oli tollal eriti vajalik navigatsioonis. Samasse uuri
misvaldkonda kuulus ka planeetide orbiitide stabiilsuse küsi
muse selgitamine ja sellest tulenev va j adus määrata orbiite pika 
ajavahemiku kohta. Viimase ülesande lahendamine nõudis täiesti 
uusi matemaatilisi meetodeid, mis loodigi koos analüütilise meh
haanika rangelt põhjendatud alustega L. Euleri, J. d'Alembert'i 
ja J. L. Lagrange'i töö viljana. On oluline märkida, et just meh
haanika teoreetiliste aluste loomisel l<mgeb otsustav osa harili
kele diferentsiaalvõrranditele. Punkti ja pLmktide süsteemi dünaa
mika seaduste tuletamisel üleskerkinud probleemid määrasid dife
rentsiaalvõrrandite teooria iseseisva arengu esimesel etapil terve 
arengusuuna. Selleks kujunes mitmesuguste teist järku mitte
lineaarsete 3 diferentsiaalvõrrandite ja võrrandisüsteemide lahen
dusmeetodite väljaarendamine. Niisuguste võrranditc lahendami
sega olid nimetatud perioodil seotud veel mitmed teised prob
leemid nagu geodeetiliste joonte määramine, punkti liikumine 
takistavas keskkonnas, mitmesugused mehhaanika, füüsika ja geo
meetria ekstremaalülesanclcd jmt. 

Teiselt poolt omandas 18. saj andi esimesel poolel väga suure 
tähtsuse materiaalsete punktide nii lõpliku kui ka lõpmatu vaba
dusastmeiega süsteemide väikeste võnkumiste teooria. Tõuke 
nende küsimuste uurimiseks andis ühelt poolt astronoomilisieks 
vaatlusteks vajalike täpsete pendelkellade ehitamine ja teiselt 
poolt täpsete vahendite konstrueerimine esimesteks gravimeetri
listeks mõõtmisteks. Seega tõusis päevakorda matemaatiliste ja 
füüsikaliste pendlite teooria loomine, see aga omakorda viis 
lineaarsete (peamiselt esimest ja teist järku) diferentsiaalvõr
randite teooria loomisele. Samal perioodil jõuti võnkuva keele 
ja hääle leviku seaduste uurimisel ka esimeste osatuletistega 
diferentsiaal võrr anditeni. 

Mitmesuguste taevamehhaanika probleemide lahendamine viis 
tol perioodil paradoksaalsena näiva olukorrani, et uuritavatele 
loodusseadustele vastavaid diferentsiaalvõrrandeid ei õnnestunud 
lahendada elementaarfunktsioonides. Järgides Newtonit otsiti siin 
esialgu väljapääsu võrrandite lahendamises astmeridade abil. 

3 Otsitava funktsiooni ja tema tuletiste suhtes lineaarne võrrand kannab 
lincaarse diferentsiaalvõrrandi nimetust. Kõik teised diferentsiaalvõrrandid on 
mii telineaarsed. 
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Kuid ei Newton ega tema kaasaegsed ei uurinud seejuures vaa
deldavate astmeridade koonduvuse küsimust ega selgitanud ast
meridadega teostatavate tehete lubatavust (tol perioodil puudus 
isegi rea koonduvuse mõiste). On loomulik, et niisuguse teoree
tiliselt põhjendamata lahendusme::etodiga kaasnesid ebakõlad 
rakendustes ja omad paradoksidki. Sellega jõuti ühelt poolt dife
rentsiaalvõrrandite lähislahendamise lähtekohtadeni, teiselt poolt 
hakati diferentsiaalvõrrandi lahendiks lugema iga funktsiooni, ka 
mitteelementaarset, mis rahuldab diferentsiaalvõrrandit ja mille 
avaidises esineb lõpiik arv integraale elementaarfunktsioonidest 
(teisiti öeldes - mis avaldub kvadratuurides). 

Nii kaasnes diferentsiaalvõrrandite teooriale esitatud problee
mide ja ülesannete kuhjumisega selle tärkava distsipliini harg
nemine kitsamatesse suundadesse. Peamiseks kujunes sel perioo
dil diferentsiaalvõrrandite klassifitseerimise ja suuremate võr
randiklasside üldiste lahendusmeetodite väljatöötamise tendents. 
Järjest suuremat tähtsust hakkasid omandama ka ligikaudse 
lahendamise meetodid. Juba selles staadiumis hargnesid need 
kaheks - analüütilisteks ja numbrilisteks meetoditeks. Esimeste 
puhul otsitakse lähislahendit funktsioonina, mis teatud punkti 
ümbruses vähe erineks täpsest lahendist (näit. astmeridade mee
tod), teiste puhul otsitakse ühe konkreetse lahendi numbrilisi 
väärtusi tahelina (näit. Euleri meetod). 

Oldtunnustatuks on kujunenud arvamus, et uue aine metoo
dilise käsitluse ja teooria aluste järjekindel väljaarendamine saab 
alguse ( 18. saj andi keskpaiku) esimeste sustemaatiliste uurimus
tega nn. Riccatl võrrandi kohta. Selle nime all tuntakse võrrandit 

y' + tp(X)Y,-i- 1jJ(x)y2 := x(x), 

kus 'f/J (x), 1fJ (x) ja x (x) on teatavas vahemikus a < x < b mää
ratud funktsioonid. Diferentsiaalvõrrandite teooria rajajatest tee
nekamateks loetakse L. Eulerit, J. d'Alembert'i, A. Clairaut'd ja 
J. L. Lagrange'i. Kuigi mõningate küsimuste (näit. lineaarsete 
diferentsiaalvõrrandite teooria) käsitlemisel jõuti 18. sajandil lõp
like tulemusteni, peab üldiselt siiski ütlema, et kirjeldataval 
perioodil loodud teoreetiline mater j ali käsitlus ei tugine veel ran
getele loogilistele al ustele. Alles 19. saj andi algul loodi, peam i
selt A. L. Cauchy uurimustega, diferentsiaalvõrrandite rangelt 
põhjendatud teooria, milles keskne koht kuulub mistahes vaadel
dava diferentsiaalvõrrandi lahendi olemasolule. Siin uuritakse 
küsimust, millised nõuded funktsiooni f(x, y) kohta tagavad võr
randi 

y' = f (x, y) ( 11) 

lahendi olemasolu iga algtingimuse y (xo)·= Yo korral, kui (x0 , Yo) 
on funktsiooni f (x, y) määramispiirkonna punkt. Niisugune prob
leem tulenes võrrandite ligikaudse lahendamise vajadustest. Jär
jest sagedamini jõuti olukorrani, kus diferentsiaalvõrrand ei ole 
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1ahendatav ei elementaarfunktsioonides ega kvadratuurides. 
Seega jääb ainsaks võimaluseks võrrandi ligikaudne lahenda
mine. Edasine töö lähislahendiga on sisuliselt mõeldav alles 
pärast seda, kui ollakse veendunud otsitava lahendi olemasolus. 
Koos lahendi olemasoluga kerkib peatselt esile ka küsimus lahendi 
ühesusest antud algtingimuste korral. Täpsemalt öeldes tuleb näi
teks võrrandi ( 11) puhul selgitada, missugused funktsiooni 
f (x, y) omadused tagavad selle, et algtingimust y (x0 ) =Yo mää
ravat punkti (x0 , y0 ) läbib parajasti üks võrrandi (11) integraal
kõver. 

Esimesed teoreemid diferentsiaalvõrrandi lahendi olemasolust 
ja ühesusest pärinevad 19. sajandi esimesest poolest ja kuuluvad 
Cauchyle. 

Seega kujunesid uues distsipliinis tema arengu kahe esimese 
saj andi jooksul välja teooria põhisuunad. 

4. Diferentsiaalvõrrandite teooria aine alajaotus 

Harilike diferentsiaalvõrrandite teooria areng on j aotatav 
kaheks perioodiks - diferentsiaalvõrrandite teooria arengu klas
sikaliseks ja kaasaegseks perioodiks. Esimene algab Newtoni ja 
Leibniziga, ulatudes 19. saj andi teise poolde, mil S. Li e' rühma
teooriale tuginevate töödega algab diferentsiaalvõrrandite teoo
ria kaasaegne arenguperiood. Esimese perioodi peaülesandeks oli 
võimalikult laiade diferentsiaalvõrrandite klasside lahendusmee
todite leidmine ja täiustamine. Diferentsiaalvõrrandiie üldise teoo
ria loomine lang·eb põhiliseli arengu kaasaegsesse perioodi. Käes
oleval ajal jaotatakse dil"erenisi<lalvõrrandite teooria järgmiseks 
neljaks põhisuunaks: 

A. Diferentsiaalvõrrandite lahcndusmeetodid. Neid meetodeid 
võib jaotada omakorda nelja klassi. 

1° Võrrandite klassifitseerimine elementaarfunktsioonides või 
kvadratuurides integreeruvateks klassideks ja nende lahendusmee
todite väljatöötamine. Kõige ulatuslikumaks ja täiuslikult läbi
uuritumaks kujuneb lineaarsete diferentsiaalvõrr andi te ja võrr an
disüsteemide klass. Teiste klasside puhul kasutatakse muutujate 
asendust (eesmärgiks on uue muutuja niisugune sidumine vanaga, 
et dif.erentsiaalvõrrand muutub uue muutuja suhtes võimalikult 
lihtsamini lahenduvaks), j ärgu alandamist (eesmärgiks on muu
tujate sobiva asendusega taandada võrrand madalamai järku 
diferentsiaalvõrrandiks), integTeeruvustegureid ( diferentsiaalvõr- . 
randi korrutamist niisuguse funktsiooniga, et teisendatud võr
randi mõlemal pool on mingite funktsioonide täisdiferentsiaa
lid), integraalteisenduste ja operaatormeetodeid. Märgime, et 
kvadratuurides lahenduvate diferentsiaalvõrrandite klass on kül
laltki piiratud. Seetõttu on vägagi olulised diferentsiaalvõrrandite 
lahendamise ligikaudsed meetodid, mis võimaldavad põhimõtteli-
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selt lahendada kõiki prakiikast kerkinud diferentsraalvõrrandeid. 
2·o Ligikaudse lahendamise analüütilised meetodid, mille puhut 

otsitakse niisugust funktsiooni, mis teatud piirkonnas (näit. 
punkti (x0 , y 0 ) ümbruses) küllalt vähe erineks lahendatava dife
rentsiaalvõrrandi lahendist. Kirjeldatud omadusega funktsioon on 
lähendiks diferentsiaalvõrrandi lahendile. Lähendite leidmiseks 
kasutatakse mitmesuguseid meetodeid nagu lahendi arendamine 
Taylori ritta või trigonomeetrilisse ritta, iteratsiooni ehk j ärkj är
gulise lähendamise meetod, antud diferentsiaalvõrrandi asenda
mine konkreetsetele nõuetele vastava lähendvõrrandiga (viimane 
peab olema suhteliselt lihtsalt lahenduv) ja mitmed teised mee
todid. 

3° Ligikaudse lahendamise numbrilised meetodid. Kaasajal,. 
mil on võimsad arvutid, leiavad numbrilised lahendusmeetodid 
eriti ulatuslikku rakendust. Nende puuduseks on üldreeglina kaas
nevad ulatuslikud arvutused, mida kroonib vaid ühe erilahendi 
arvuliste väärtuste saamine. Teise lahendi väärtuste leidmisel 
tuleb kõik arvutused teostada uuesti. 

Ligikaudsetele nii analüütilistele kui ka numbrilistele meeto
ditele on iseloomulik see, et geomeetriliselt toimub siin täpsete 
lahendite kui integraalkõverate asendamine lihtsamate kõveratega,. 
näiteks polügonaalsete, polünomiaalsete, sinusoidaalsete jt. kõve
ratega. Sealjuures on lähendused seda paremad, mida lähemale 
tulevad lähendavad kõverad integraalkõveratele. 

4° Ligikaudse lahendamise graafilised meetodid. Need on üld
reeglina rakendatavad siis, kui uuritavas probleemis pole eriti 
täpsed tulemused olulised ning vajatakse vaid lahendi kvalita
tiivsete omaduste üldpilti. 

Kõikide lähendosmeetodite üheks oluliseks küsimuseks on 
lähendite vea hindamismeetodite täiustamine. 

B. Diferentsiaalvõrrandite lahendite olemasolu ja ühes us. 
Lahendi olemasolu selgitamine on eriti oluline enne võrrandi 
ligikaudset lahendamist. Isegi siis, kui diferentsiaalvõrrand, mil
lele otsitakse ligikaudseid lahendeid, kajastab mingit loodusnäh
tust, ja seega lahend, mis seda nähtust kirjeldab, peab ilmselt 
eksisteerima, tuleb vaadeldava diferentsiaalvõrrandi lahendi ole
masalus eelnevalt veenduda. Nimelt ei tohi ju unustada, et mate
maatilistes sümbolites kirjapandud loodusseadus - uuritav dife
rentsiaalvõrrand, on siiski ainult reaalsuses esineva nähtuse 
idealiseering. 

C. Diferentsiaalvõrrandite kvalitatiivne teooria. Eelmiste 
harude kõrval langeb diferentsiaalvõrrandite teoori as ja selle 
rakendustes, eriti viimasel ajal, kaaluv osa nendele küsimustele, 
mis kajastavad võrrandite lahendite kvalitatiivseid omadusi vaa
deldava diferentsiaalvõrrandi määramispiirkonnas või selle osa
des. Käesoleval ajal ongi lahendite kvalitatiivse teooria problee-
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mid juhtprobleemideks diferentsiaalvõrrandite üldises teoorias. 
Lahendite kvalitatiivne teooria hargneb omakorda kitsamaid 

probleeme uurivateks harudeks. Sageli näiteks vajab selgitamist 
küsimus, kas võrrandi need lahendid, mis oma väärtusteit on 
lähedased antud punktis, jäävad lähedasteks ka argumendi mis
tahes väärtuste korral. Selliste küsimuste lahendamise teoreeti
lised alused ja meetodid kuuluvad diferentsiaalvõrrandi lahendite 
stabiilsuse teooria valdkonda. Pärast A. NL Ljapunovi ja A. Poin
care esimesi fundamentaalseid töid on nendes küsimustes eriti 
suuri teeneid nõukogude matemaatikute! I. G. Petrovskil, N. G. 
Tsetajevil, I. G. Malkinil jt. 

Küllaltki ulatuslikuks on kujunenud lahendite kvalitatiivse 
teooria see haru, mis tegeleb lahendite ostsilleeruvuse küsimus
tega. Siin selgitatakse lahendite nullkohtade esinemise sagedust 
antud lõigul. Seejuures öeldakse, et lahend on antud lõigul 
-ostsilleeruv, kui tal on enam kui üks nullkoht sellel lõigul. Samas 
hinnatakse lahendite nullkohtade võimalikku kaugust teineteisest, 
otsitakse tunnuseid, mis võimaldavad võrrelda erinevate võr
randite lahendite ostsilleeruvuse sagedust jm. 

Diferentsiaalvõrrandite kvalitatiivne teooria uurib peale selle 
lahendite sõltuvust algtingimustest, diferentsiaalvõrrandite iseära
seid punkte (s. t. punkte, kus võrrandi lahendi olemasolu ja 
ühesuse teoreemi tingimused pole täidetud), integraalkõverate 
kulgu nende ümber ja mitmeid teisi küsimusi. 

D. Diferentsiaalvõrrandite analüütiline teooria. Siin selgita
takse diferentsiaalvõrrandite teooria nii üldisi kui ka kvalitatiiv
seid küsimusi, tuginedes analüütiliste funktsioonide teooriale, ja 
vaadeldakse seega diferentsiaalvõrrandeid üldiselt komplckstasan
dil. Viimane võimaldab uurida võrrandite lahendeid maksimaalse 
suurusega piirkondades ja lõpmatuspunkti ümbruses, s. o. uurida 
lahendite asümptootilisi omadusi. 
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AHEL JA KEPP 

K.õrval olev joonis on jäänud 

lõpetamata. Joonise ülesandeks on 

kujutada ahelat, mille viit lüli läbib 

kepp. K.uidas lõpetada joonis? K.as 

saadav ahel osutub kinniseks või lah

tiseks või on koguni mõlemad tule

mused võimalikud? Mitu erinevat 

lahendit on sellel ülesandel? 



GRAAFID JA LAUSEöPETUS 

M. Koit 

Graafiteooria tähtsust matemaatikas on viimastel aastatel tõst
nud tema tulemuste kasutuselevõtt õig·e mitmes teadusharus. 
Muuhulgas leiame graafide huvitavaid rakendusi keelealastes uuri
mustes. Tutvumegi järgnevas graafiteooria kõige lihtsamate mõis
tete 1 rakendamisega lause struktuuri kirjeldamise!. 

Kui lausele või ka pikemale tekstile seada vastavusse graaf, 
siis võib selleg·a muuta näitlikuks nii sõnade (sõnarühmade) 
omavahelised sõltuvused kui ka paigutuse üksteise suhtes. See
juures jätame arvesse võtmata sõnade individuaalsed omadused 
ja vaatleme lauset lihtsalt kui lineaarselt järjestatud sõnahulka X. 

Koosnegu hulk X n sõnast. Moodustarne selle hulga mitte
tühjade alamhulkade Mk pere me nii, et on täidetud kaks tingi
must: 

1 o WC sisaldab hulka X ennast ja kõiki tema ühesõnalisi alam
hulki; 

2° kui p.ere 9Jc kaks alamhulka 1Wi ja Mj lõikuvad, siis sisal-
dub üks neist teises. 

Näiteks olgu antud lause 
Uhel pilves märtsihommikul istub 
puuladvas esimene kuldno!d?. ( 1) 
Vaatleme seda lineaarselt järjestatud hulgana X, elementi-

dega xi (i= 1, 2, ... , 7), kus xi tähistab lauses i-nd al kohal 
seisvat sõna. Koostarne pere ~W, millesse kuulugu järgmised 
hulgad: 

1) M1 =: {xJ, X2, ... , x,} ==='X, 
2) M2 ·= {xi, x2, X3, X4, xs}, 
3) Ma= {x6, X7}, 
4) M4={xi, x2, Xa}, 
5) Ms·= {x4, xs}, 
6) i\16 '= {x2, xa}, 
7) kõik hulga X ühesõnalised alamhulgad: 

M7 ={xi}, Ms·= {x2}, ... , M13 =• {x7}. 
Kerge on kontrollida, et pere WC rahuldab tingimusi 1 o ja 2°. 

1 Vt. Koit, ..M. Pilk graafiteooriasse. -- lvlatemaatika ja kaasaeg. 
XIV, lk. 31-46. 

27 



Niisugust peret võime kujutada orienteeritud graafina -
P.uuna, mille tippudele vastavad hulgad Mk E 9JI. Tipud Mi ja }\1i 
uhendame kaarega (Mi-+ Mi) parajasti siis, kui hulk Mt sisaldab 
hulka Mi ning ei leidu sellist hulka Mk E WC, mille korral kehtiks 
seos Mi ~ Nik ~Mi. Lausele ( 1) vastab siis puu joonisel I. 

M,J 
I 

M I 
7 I 

I I 
I 1 

I 1 

I I 
I I 
I I 

i * ~ * * ~ {ühel} {ptlves} { märtsihomm/kul} {Istub} {puuladvas} {esimene} {kuldnokk) 

Joonis J. 

Lihtne on näha, et ühest ja samast tipust Mk väljuvate orien
teeritud kaarte lõpp-punktidele on vastavusse seatud hulga X 
mittelõikuvad alamhulgad. Tõepoolest: kui kaks niisugust alam
hulka Mi ja Mi (Mi e Mk, Mi e Mk) lõikuksid, siis tingimuse 2c 
põhjal sisalduks üks neist teises, näiteks A1; e Mi, ning graafis 
ei tohiks olla kaart (Mk+ Mi). Järelikult esitavad tipust Mk väl
juvate kaarte otspunktid (tipud) hulga Mk tükelduse 2• Neid alam
hulki nimetame hulga Mk v a h e t u te k s m o o d u s t a j at eks. 
Muidugi võivad neil omakorda olla vahetud moodustajad - nende 
hulkade kohta ütleme, et nad on hulga Mk m oo d ust a j a d. 
Puu igale tipule vastab hulga X (lause) mingi moodustaja 
Mk E iJJl, sellepärast nimetame niiviisi konstrueeritud puud ka 
lause m oo du st a j at e p u uk s. 

Käesolevas artiklis vaatleme üksnes nn. b i n a ars e i d mo o
du st ajate süsteem e, kus igal moodustajal välja arva
tud need, mis koosnevad ühestainsast sõnast - on ainult kaks 
v~_9~-~~~oodustaj at. 

2 Hulga M tü k e 1 du sek s nimetatakse tema mittetühjade ühisosata 
alamhulkade niisugust hulka, mille ühend on M. 
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Lause (1) moodustajaks on iga hulk Mk (k = 2, 3, .... 13) 
perest WC. Vahetud moodustajad on hulgad M2 ja M3 - alus- ja 
öeldisrühm. Tippudele, millest ei välju ühtegi kaart (nn. ummik
tippudele) vastavad ühesõnalised moodusta j ad i\'h, Ms, ... , M 13 ~ 

Unustame nüüd hetkeks, missugustest hulkadest koosneb pere 
·wc. Lause (lineaarselt järjestatud hulga X) ja tema moodustajate 
puu põhjal, kus tippude juures ei tarviisegi olla vastavate hul
kade tähiseid, võime iga alamhulga Mk e X kohta öelda, kas ta 
kuulub moodustajate peresse Wc, s. t. kas moodustajate puus lei
dub temale vastav tipp. 

Tõepoolest, mingi alamhulk on hulga X moodustaja parajasti 
siis, kui moodustajate puus võib leida sellise tipu, millest väl
juvate maksimaalse pikkusega orienteeritud teede lõpp-punktidele 
vastavusse seatud elementide (sõnade) hulk osutub vaadeiciavaks 
alamhulgaks. Näiteks lause ( 1) moodustajaks on hulk {istub puu
ladvas} ·= M5, ei ole aga hulk {märtsihommikul istub puuladvas}, 
sest ei leidu moodustajate puu tippu, millest algavad orienteeri
tud teed lõpeksid kõik selle hulga elementidega ja iga element 
oleks seejuures mingi tee lõpp-punktiks. 

Mispärast on üldse mõtet rääkida lause moodustajatest ja 
moodustajate puust? Kujutleme, et lause saaq~ine toimub järgmi
selt. Olgu antud sõnastik ja terve rida binaarseid seoseid, nagu 
alus-öeldis (käändsõna ja verbi seos), täiend-alus (kahe käänd
sõna teatavat liiki seos) jms., kus ühtlasi on määratud kompo
nentide järjekord. Igas seoses teeme vahet põhi- ja laiendsõna 
vahel. Näiteks loeme seoses täiend-alus põhisõnaks alusena esi
neva käändsõna, seoses alus-öeldis samuti aluse jne. Lause saa
miseks fikseerime kõigepealt ühe sõna mingis vormis, olgu see 
kas või kuldnokk, ja seejärel mingisuguse binaarse seose, näiteks 
alus-öeldis, mille põhisõnaks sobib valitud sõna. Nüüd valime 
öeldise kohale mingi sõna (verbi), nagu vilistab. Kui lause peab 
koosnema ainult kahest liikmest, lõpetame valiku sellega. Kui 
aga on vaja laiendada näiteks alust, siis leiame veel ühe sellise 
seose (nagu täiend-alus), mille põhisõnaks saab olla laiendatav 
sõna. Valides seejärel täiendiks kasvõi sõna esimene, jõuame 
lauseni 

Esimene kuldnokk vilistab. (2) 

Seoste ja sõnade järjestikust valikut analoogilisel viisil jät
-kates võime saada ka pikemaid ning keerukama struktuuriga lau
seid. Kujutarne seda protsessi graafide abil. Iga binaarne seos 
valitakse vastavalt varasemal etapil fikseeritud sõnale. Seamegi 
mistahes ~eosele vastavusse kolmetipulise puu, mille juureks (s. o. 
tipp, millesse ei sisene ühtegi kaart) on see varem leitud sõna, 
ülejäänud kaks tippu aga vastavad seose põhi- ja laiendsõnale. 
Põhisõnani - selleks jääb sama sõna, mille alusel seose vali
sime - viigu puus jämedamalt joonistatud orienteeritud kaar. 
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Näiteks viimati saadud lauses (2) valisime seose täiend-alus 
sõna kuldnokk järgi. Vastav kolmetipuline puu on toodud jooni
sel 2. 

kuldnokk kuldnokk 

A A 
esimene l<uldnokk kuldnokk vilis/ah 

Joonis 2. Joonis 3. 

Lause moodustamine tähendab niisugust liiki graafide ühen
damist teataval viisil. Nii saame lause (2) graafi joonisel 2 kuju
tatud puu ühendamisel joonisel 3 esitatud puuga. 

Lepime kokku graafi konstrueerimise käigus täiendada tema 
tippudele vastavusse seatavate sõnade hulka järgmiselt: valinud 
mingi seose ja «kinnitanud» tema kolmetipulise puu juure konsl
rueeritava graafi sellesse tippu, millele vastava sõna järgi valik 
toimus, Iisame ka seose laiendsõna igale sellisele tipule vasta
vasse hulka, millest on võimalik orienteeritud teed mööda jõuda 

al 

b) 

C) 

ku!dnckk 
0 

kuldnokk vi}istab 

es1~~ >t!tSiob 

. ? ~ I 
es.tmene kula:,?ak !< 

1 

~ : I 
I 1 

-'""'*"""---~~--~~'<---·-----
esimene kuldnokk •-i{c;ta"b 

Joonis 4. 

valitud puu juureni (kaasa ar
vatud juur ise). Lause (2) 
graafi saame siis nii, nagu on 
näidatud joonisel 4. 

Kõik leitavad hulgad järjes
tarne li neaarseIt sel viisil, et 
lisatava sõna paigutame igas 
hulgas vahetult tema põhisõna 
ette või taha, olenevalt kompo
nentide järjekorrast valitud 
seoses. Lõpuks jõuame graafi
ni, milles kõige esmalt fiksee
ritud tipule vastab konstruee
ritud lause - täpsemini, hulk, 
mis sisaldab kõik lauses esine
vad sõnad õiges järjekorras -
igale ülejäänud tipule aga lau
se mingi moodustaja. Tipuga 
esialgselt vastavusse seatud 
sõna võib seega lugeda tipule 
vastava moodustaja e s i n d a
j ak s. Eespool vaadeldud 
lause (I) saamine on esitatud 
joonisel 5. 

Nii jõuame jälle lause X moodustajate puuni, mis nüüd lisaks 
moodustajate paigutusele ja vahekorrale määrab veel põhi- ja kõr·· 
valkomponendi igas vahekorras. Paneme tähele, et puu mistahes 
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aJ o {x7 } 

b) 
{x4 x, j 

f!) 
(x,x2 x 3 x~tr,) 

A 'rr7} 
{Iy} {x,; 

e) 
{x 3 .r"x7 } 

/ 
{r1] 

(xz} {IJ} 

{xJJ {1Lt} 
{I1I 2 X J X~ X 5I7} f) 

d) 
{-r1x3 r4 x 7} 

{ühel} {pt'lves) { märtsihommiku/j {istub} (puuladvas} {esimene} {kuldnokk} 

Joonis 5. 



tipule esialgu vastanud sõna (moodustaj a esindaja) leiame, kui 
liigume sellest tipust ainult jämedamalt joonistatud kaartest 
koosnevat orienteeritud teed mööda nii kaugele kui võimalik 
(ummiktippu). Kui puu tipule vastabki üksainus sõna, siis loeme 
seda moodustaja esindajaks. 

Saadud puud aluseks võttes võime konstrueerida ka lause X 
nn. s õ I t u v u st e p u u, mis kirjeldab otseselt sõnadevahelisi 
sõltuvusi. Selleks suuname hulgas X iga moodustaja esindajalt 
xi orienteeritud kaare (xi+ xj) selle moodustaja esinda j an i X j,. 

esimene kuldnokk vilistan 

Joonis 6. 

kuhu suundub vaadeldavast moodus
tajast algav kaar lause X moodusta
j at e puus. Kui me ei ühenda ühtki 
sõna iseendaga, saame sidusa silmus
teta graafi. 

Näiteks ühendame lause (2) vahetu moodustaja esimene kuld
nokk esindaja kuldnokk moodustaja esimene esindajaga (selleks 
on sõna esimene ise). Sõna kuldnokk, mis esindab ühtlasi kogu 
lauset, tuleb ühendada veel lause teise vahetu moodustajaga vilis
tab. Joonisel 6 ongi toodud nii saadud puu. Analoogiline sõltu
vuste puu joonisel 7 vastab lausele ( 1). 

~~-~ 
()hei ptlves mär!sthommikul t's!ub puulodvas es/mene kuldnokk 

Joonis 7 . 

. Muuhulgas paneme tähele, et sõltuvuste puu iga alampuu, mis 
on Hamiltoni tee, kujutab lauset, milles lausega X võrreldes puu
dub osa laiendeid. Näiteks lausest (1) võib niimoodi saada laused 

Märtsihommikul istub kuldnokk. 
J stub puuladvas kuldnokk. 
Esimene kuldnokk. 

jne. 
Lause sõltuvuste p·uu saame konstrueerida ka otse lause moo

dustamise käigus. Algul konkretiseerime ühe tipu. Valinud põhi
sõna järgi mingi binaarse seose ja fikseerinud selle laiendsõna, 
Iisame konstrueeritavale graafile kaare, mis algab laiendatavast 
sõnast ja suundub laiendini. Võtame näiteks lause 

Sinagi võiksid lugeda ajakirja. (3) 
Selle moodustamisel valitakse kolm järjestikust seost: 

sinagi võiksid, 
VõikSid lugeda, 
l_!!geda ajakirja 

( põhisõnad on alla kriipsutatud). Vastav sõltuvuste puu on kuju
tatud joonisel 8. 
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Muudarne nüüd lauses (3) sõnade järjekorda: 

Ajakirja võiksid lugeda sinagi. (3') 

Koos sellega muutub ka sõltuvuste puu (joonis 9). Märkame, et 
saadud puu erineb varem vaadeidutest selle poolest, et tema 
kaks kaart omavahel lõikuvad. Sellega seoses toome sisse sõltu
vuste puu projektiivsuse mõiste. 

~ 
sinag/ võiksid lugeda ajakirja ajakir/a võiksid lugeda smagt 

Joonis 8. Joonis 9. 

Nimetame tipu x rühm ak s hulka, mis sisaldab tipu x 
ja kõik sellised tipud, millesse viib tipust x orienteeritud tee. Sõl
tuvuste puud, kus iga tipu rühm on lineaarselt järjestatud h uiga 
X lõik 3, nimetame p r o j e k t i i v s e k s. 

Joonistel 6, 7 ja 8 esitatud sõltuvuste puud rahuldavad seda 
tingimust ja on järelikult projektiivsed. Lause (3') sõltuvuste puus 
seevastu ei ole tippude lugeda ja sinagi rühmad hulga (3') lõigud. 
Vastav sõltuvuste puu on seega mitteprojektiivne. Lause (:3') 
mood ustajate puus (joonis 1 0) ka j astub sõltuvuste puu mittepro-

f a;akirja võ/ksid lugeda sinag1] 

{a;alo"rja võtks/d lugeda} 

{a;ak/r;al 

ajaklr;'a 

{sinagt'} 

~ 

võiks/d lugeda smagt 

Joonis 10. 

jektiivsus selles, et moodustaja ajakirja lugeda ei ole lineaarselt 
järjestatud hulga (3') lõik, vaid temasse on kiilutud lause teine 
moodustaja võiksid. Joonisel 10 on seega tegemist nn. k atk e s
t at u d m oo d u st a j at e puuga. Kui aga iga moodustaja on 
hulga X lõik, öeldakse, et lause X moodustajate puu on mitt e
katk e st at u d. Niisugused ongi lausete (1), (2) ja (3) moo
dustajate puud. 

3 Hulga X= {Xt, x2, ••• , xn} I õ i gu all mõistame tema niisugust alam
hulka {xi, xi+!• ... , xk-l• xk}, 1 <; i<; k <; n, mis on lineaarselt järjestatud 
nagu hulk X isegi. 
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Mitteprojektiivsele sõltuvuste puule vastab tingimata katkes
tatud moodustajate puu, vastupidi aga mitte alati. Näiteks vahe
tades lauses (3') sõnad lugeda ja sinagi, saame lause 

Ajakirja võiksid sinagi lugeda, ( 3") 
mille moodustajate puu on katkestatud, sõltuvuste puu aga sel
lest hoolimata projektiivne (joonis 11). 

a) {ajaklr/o vÕiksid sinagt' lugeda j 

{aJakirja vo-iksid lugeda/ 

{ afokir;o lugeda) 

1 {luqedo J 

o;akir;o võ1ks/d s1nagi lugeda 

ajakirja võ/kstd smagt lugeda 

J ooni s 11. 

Lauses (3) võivad sõnad olla järjestatud üldse 4! =· 24 e1 ir;_e
val viisil. (Muide, niiviisi saadud laused on kõik eesti keelt aska
jale arusaadavad ja seega tähendusega.) Võib kontrollida, et vas
tavatest sõltuvuste puudest on 16 projektiivsed, moodustajate puu
dest aga ainult 8 mittekatkestatud. 

Paneme tähele, et kui lause moodustamisel eespool kirjeldatud 
viisil (binaarse seose arendamise kaudu) ei ole seatud lisatingi
musi sõnade järjestamisele, siis on saadava lause moodustajate 
puu mittekatkestatud ja sõltuvuste puu projektiivne, koosnedes 
seejuures ainult joonisel 12 näidatud tüüpi alamgraafidest. On 
olemas meetodid suvalise sõltuvuste puu taandamiseks niisugust 

tüüpi puude süsteemiks, selle-
.,---~ ~, pärast võime piirdudagi sel-

/ ~ ........ liste lausete vaatlemisega, mil
le moodustajate puu on mitte-

Joonis 12. katkestatud ja sõltuvuste puu 
projektiivne. 

Lõpuks juhime tähelepanu sellele, et lause (teksti) modelleeri
mine graafide abil võib olla teatavaks algetapiks keele matemaa
tilise! kirjeidarnisel ja seetõttu leida rakendamist masintõlke prob
leemide lahendamise juures. 

34 



RESERVEERIMINE JA TööKINDLUS 

E. Tiit 

1. Töökindluse teooria probleemidest. Sama vana kui tehni
liste seadmete eneste ajalugu on nende töökindluse probleem. Kui
tahes hästi ka ei oleks valmistatud mingi seade, kulub ta aja 
jooksul alati ning varem või hiljem tekib tõrge - seade on rik
nenud. Sageli on selle põhjuseks üheainsa suhteliselt lihtsa, kuid 
olulise detaili rivist väljalangemine. 

Suuremat tähelepanu hakati seadmete töökindluse probleemi
dele osutama käesoleva saj andi esimesel veerandi I seoses elekt
rienergia ülekandesüsteemide projekteerimisega, mille korral tek
kis va j adus võim alikult täielikult vältida liinide riketest põhjus
ta tud avariisid. Käesoleval ajal töötavad sellised süsteemid küll 
juba peaaegu 100%-lise töökindlusega; kuid ometi esineb neis 
siiski avariisid (meenutagem kasvõi suurt elektriavariid New Yor
gis 1965. aastal). 

Peale elektrienergia ülekandesüsteemide esineb väga palju 
teisigi seadmeid, mille riknemine on seotud üpris suurte kahjudeg-a 
(mitmesugused juhtimisseadmeel majanduses, transpordis või sõja
asjanduses; keerukad meditsiiniaparaadid; lennukid, kosmosera
ketid jne.). Reeglina koosnevad need seadmed väga paljudest 
üksikdetailidest Kuigi iga üksikdetail võib sealjuures olla suure 
töökindlusega, on nende tohutu hulga tõttu tõenäosusvähema 1 t 
ühe detaili riknemiseks küllaltki arvestatav; sageli võib sellega 
kaasneda aga l~ogu süsteemi avarii või selle töö osaline katke
mine. 

Eriti aktuaalseks on süsteemide töökindlusega seotud küsimu
sed muutunud alates käesoleva saj andi 40.-50. aastatest; praegu 
on süsteemide vähene töökindlus sageli just kõige olulisemaks 
takistuseks uute tehniliste ideede realiseerimise!. Tõepoolest ula
tub kaasaegsetes komplitseeritud süsteemides üksikdetailide arv 
j uba sadade tuhandeteni; kujutlegem, et 105 detailist koosneva 
seadme korral on tõenäosus iga üksikdetaili riknerujseks esimese 
tööpäeva jooksul kõigest 10-5, s. t., et iga 100 000 sellise detaili 
hulgast rikneb keskmiselt üks esimese tööpäeva vältel. Siis on 
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aga tõenäosus selleks, et vaadeldav seade püsiks töökorras esi
mese päeva jooksul, kõigest 1 

(0,99999) 100000 = 0,368, 

see aga tähendab, et keskmiselt iga kolme sellise seadme kohta 
lakkab kaks juba esimesel tööpäeval funktsioneerimast. 

Selletõttu ongi kaasajal ühe uue uurimissuunana tekkinud 
töökindluse teooria. Oma eesmärkide poolest kuulub töökindluse 
teooria kahtlemata inseneride huvideringi; kuid teooria meetodid 
on matemaatilise iseloomuga. Kasutamist leiab kõigepealt tõe
näosusteooria koos tema uuemate harudega (matemaatiline sta
tistika, juhuslike protsesside teooria, informatsiooniteooria, järje
korrateooria), samuti matemaatiline planeerimine. Kokkuvõttes 
loetakse töökindluse teooriat sageli tehnilise küberneetika vald
konda kuuluvaks. 

On huvitav märkida, et töökindluse probleemidega puutume 
me kokku ka elavas looduses: koosneb ju iga organism arvukatest 
spetsialiseeritud «detailidest», millest igaühe riknemine ohustab 
tõsiselt organismi kui terviku funktsioneerimist. Samal ajal on 
looduses see probleem sageli vägagi otstarbekalt lahendatud: 
nimelt suudavad organismi ühed osad paljudel juhtudel teisi 
nende funktsioneerimise lakkarnisel paremini või halvemini asen
dada (ühe silma kaotuse korral asendab seda teine silm; mõlema 
silma kaotuse puhul tuleb aga teistel meeleorganitel mingil viisil 
asendada silmade funktsioone). 

Lihtsaimaks võimaluseks süsteemide töökindluse suurenda
miseks on reserveerimine. Selle meetodi põhiideede tutvustamiseks 
ongi mõeldud käesolev lühiülevaade. 

Igas süsteemis leidub peaaegu alati niihästi detaile, mille 
pidev töötamine on hädavajalik, kui ka detaile, mille lühiajal ine 
tõrge süsteemi tööd oluliselt ei häiri, kuid mille pikemaajaline 
puudumine võib süsteemile saatuslikuks muutuda. Lõpuks on ka 
selliseid detaile, mille väljalangemine ei mõjus ta üldse süsteemi 
põhiliste funktsioonide kulgemist. Süsteemi kui terviku töökind
luse suurendamise üheks võimalikuks teeks ongi esimest liiki 
detailide dubleerimine, s. t. ühe detaili asendamine vastavalt 
kahe paralleelselt töötavaga (samal põhimõttel, nagu inimesel 
on kaks kõrva või kaks ninasõõret, paigaldatakse lennukile kaks 
või rohkem mootorit). Teist liiki detailide korrasolekut tuleks aga 
perioodiliselt kontrollida ning viimased tõrgete korral asendada 
uutega. Et kõik need operatsioonid kulgeksici vajaliku kindlusast
mega, on meil tarvis teada kõigi üksikdetailide rikoerniste tõe
näosusi mistahes ajavahernike jaoks, s. t. detailide riknemise jao-

1 Tõepoolest, tähistades (0,99999) 1000°0 = p, saame: 100000 I og 0,99999 = 
'= log p, kuid I og 0,99999 ~ 0,4343 In 0,99999 = 0,4343 In ( 1 - 0,00001) ~ 
~ 0,4343(-0,00001- 0,0000!2- ... ) = -0,000004343; seega log p = 

'= 100000(-0,000004343)= -0,4343= 1,5657 ja p ~ 0,368 
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iusseadusi nii töö- kui ka reservolukorras, detaili kontrollimise 
ning vahetamise jaoks vajalikku aega, ümberlülitite töökindlust 
jne. Võib esineda võimalusi detailide remontimiseks süsteemi 
töötamise vältel; sel juhul on meil olukorra kirjeldamiseks tarvis 
teada remondi jaoks vajalikku aega, samuti «remondibrigaadide» 
arvu. Peale selle on kahtlemata vaja teada iga liiki reservdetai-
lide koguseid. Kõiki neid lähteandmeid arvestades on võimalik 
arvutada mitmesuguseid süsteemi töökindlust iseloomustavaid 
näita j ai d: keskmist tõrgeteta töötamise aega, töökorras oleku 
tõenäosust igaks ajamomendiks, aga samuti planeerida tarvi
tiku töökindluse tagamiseks vajalike reservdetailide arvu, kont
rolli sagedust jm. 

2. Bloki töökindlus ja seda iseloomustavad suurused. Blokiks 
peame kas üksikdetaili või mitmest detailist koosnevat süsteemi, 
mida antud probleemi puhul vaatleme tervikuna. Oletame, et 
vaadeldav blokk töötab alates ajamomendist t ,= 0, kuid mingi
sugusel aj arnomendil t > 0 lakkab see blokk töötamast. Vaatleme 
mingit suvaliselt valitud konkreetset momenti t ja tähistame süm
boliga P (t) tõenäosuse 2 , et uuritav blokk momendil t veel töö
tab; suurust P (t) nimetame siis bloki töökindluseks. Sageli on 
otstarbekas kasutada bloki iseloomustamiseks ka tõenäosust, et 

.ta on kuni momendini t riknenud; tähistame selle tõenäosuse 
sümboliga Q (t). Ilmselt on P (t) t suhtes monotoonselt kahanev, 
Q (t) aga monotoonselt kasvav funktsioon (vt. joonised 1 ja 2), 
kusjuures fgal ajamomendil t kehtib võrdus: 

Q ( t) '= 1 - p ( t) . ( 1 ) 

8(tJ R 

01681- - - -- - - - : 
OL__------~-------

Joonis J. Joonis 2. 

Tähistame sümboliga X uuritava bloki «eluea», s. t. tema tõr
geteta töötamise kestuse. Siis on X juhuslik suurus, mille jaotus
funktsiooniks on Q {t): 

Q ( t) '= p (X < t) = F X ( t) . 

2 Vajalike tõenäosusteooria-alaste mõistetega tutvumiseks vt. näiteks 
E. Tiit. Mis on tõenäosus? - Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 74-90, X, 
lk. 70-88 ja XI, lk. 86-95. 
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(Tõepoolest, Q (t) oli meil defineeritud tõenäosusena, et blokk 
on kuni momendini t riknenud, s. t. tema eluiga on lühem kui 
ajavahemik pikkusega t.) Juhul kui bloki riknemine võib toimuda 
mistahes ajamomendil, on meil enamasti tegemist pideva ja dife
rentseeruva funktsiooniga F x (t) ning me võime leida ka bloki 
eluiga X iseloomustava tõenäosuse tiheduse 

" d rx (t) = -[Ü-- F X (t). 

üheks bloki töökindlust iseloomustavaks lihtsaks suuruseks. 
on selle bloki keskmine tööaeg EX, mida sageli tähistatakse ka 
sümboliga T ning mis on arvutatav seosest: 

oo 

T = EX = .f tfx (t) dt. (2) 
0 

Integreerimisrajade valikul pidasime silmas asjaolu, et blokk 
töötab alates momendist t = 0, mistõttu t negatiivseid väärtusi 
ei ole integreerimisel vaja arvestada Ux (t) __ 0, kui t < 0). 

Kasutades ositi integreerimist, saame valemit (2) mõnevõrra lihtsustada~
võtame fx(t)dt =du, t = v; siis u = Fx(t) = Q(t) = 1- P(t), dt =dv ja 

oo 

T=f·[I-P(t)] 1:- ![1-P(t)]dt=c-tP(t) 1: +J P(t)dt. 
0 

Juhul kui 
!im tP (t) = 0, (.3) 

t---+oo 

saame edaspidiseks kasutamiseks mugavama seose: 
oo 

T == .f P(t)dt. (4) 
0 

3. Eksponentsiaalne jaotusseadus. On selge, et erinevate-
detailide ja erinevate töötingimuste korr::ll on juhuslik suurus 
X ning vastavalt ka seda iseloolllttst:.IV<Icl k<Iraktcristikud erine
vad (vt. jooniseid 1-4, kus on esitatud mõned tüüpilisemad 
juhud). Joonisel I on kujutatud bloki töökindluse funktsioon, 
joonistel 2 ja 3 aga bloki elue<1 j aotusfunktsioon; ( joonistel 1 ja 
2 on esitatud ühesugusele jaotusele vastavad karakteristikud); 
joonis 4 kirjeldab bloki eluea tihed usf unktsiooni. Paneme tähele,_ 

f--- -----------
1 (T-M/ 

L 1 !"""2T o.s - - - o m = 1-6 m- e d r 
T 

I A {f} 

! 
/ 

I 

I I 

0 M 
a~- -I -)--- -iJ- -· -~----fiJ----

Joonis 3. Joonis 4. 
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·et joonistel 1 ja 2 esitatud juhuslik suurus muutub teatud mõttes 
ühtlaselt kogu aja t vältel; joonisel 3 esitatud jaotusega blokk i 
iseloomustab esialgu suur töökindlus (riknemise tõenäosus on 
kaunis pika perioodi vältel praktiliselt võrdne nulliga), millele 
järgneb kindel riknemine suhteliselt lühikese ajavahemiku väl
tel. Sageli esineb blokkide korral ka joonisel 4 esitatud olukord: 
tööperioodi alguses on bloki riknemise tõenäosus suhteliselt suur 
(varjatud defektide ilmnemise arvel), sellele järgneb teatud sta
biilsuseperiood, mille vältel bloki töökindlus on suur, seejärel 
algab bloki «vananemine», mil riknemise tõenäosus jälle suure
neb. 

Mõningatel juhtudel on aga varjatud vigade ning «vanane
mise» mõju bloki töökindlusele niivõrd väike, et me võime selle 
arvestamata jätta. 

Leiame näitena bloki töökindluse funktsiooni eeldusel, et selle bloki rikne
mine ajavahemiku [t,, t2 ) jooksul sõltub üksnes selle ajavahemiku pikkusest 
t2 - t1 ning ei sõltu bloki senise töö kestusest t 1• 

Vaatleme mingit kolme ajamomenti t,, t2, t3, kus 0 < t 1 < t2 < f3. Sünd
mus, et detail ei rikne ajavahemiku [t 1, t3 ) vältel, on (eelduse põhjal) kahe 
sõltumatu sündmuse korrutis; nendeks sündmusteks on detaili töökorras püsi
mine ajavahemike [t 1, t2) ja [t2, t3 ) jooksul. Tähistame sündmusele, et detail 
püsib töökorras ajavahemiku [ti, tj) vältel, vastava tõenäosuse sümboliga 
G(tj-t), seega 1-P(ti<X<tj)=G(tj-ti) (i, j=l, 2, 3; i<j). 
Tõenäosuste korrutamise teoreemi põhjal saame seose: 

G(t3 -tl) = G(t3 -t2 ) • G(t2-t1). (5) 

Pole raske näha, et seost (5) rahuldab ühe lihtsama funktsioonina funktsioon 
G (x) = e-l,x: 

kust leiame: 

G (t
3 

_ ti) =e -t..(ta-tl) == e-t..(ta-t2)-A.(t2-t 1) = 

= e->..(tö-tJ. e-t..(t~-t~) = G (t3- t2) G (t2- ti), 

P(t) = G(t -- 0) = e-,,t. 

Selleks, et funktsiooniga G (x) väljendatud suurus oleks tõenäosus, (s. t. 
0 < G (x) < I, kui x > 0), tuleb nõuela veel, et A. > 0. Siis 

' -At 
Q(t) = !-P(t) =!-e (t > 0) 

ning juhusliku suuruse X tõenäosuse tiheduseks on 
-At 

{ 
A.e , t > 0; 

f X (f) = 
0 ' t < 0. 

Niisugust juhusliku suuruse X jaotust nimetatakse eksponent
siaalseks jaotusseaduseks. Eksponentsiaaljaotusega bloki kesk-
mise eluea leiame valemist (4): · 

oo 1 
T = Je-Mdt =-; (6) 

o A, 

siit ilmneb, et bloki keskmine eluiga on pöördvõrdeline parameet
riga A,, mida nimetatakse bloki r i k n emis e i nt e n s i iv su
sek s. 
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4. Bloki kuum reserveerimine. Oletame, et meil on tegemist 
mingi süsteemi funktsioneerimise seisukohalt väga olulise ele
mendiga, mille riknemise tõenäosuse mingi fikseeritud aj avahe
miku vältel peame muutma küllaldaselt väikeseks. üheks kõige 
enam kasutatud võimaluseks selle eesmärgi saavutamisel on 
vaadeldava elemendiga paralleelselt mingi arvu n samasuguste 
elementide töösserakendamine (vt. joonis 5). Kui kõik need blo
kid töötavad ühesuguses reziimis, siis ütleme, et meil on tegemist 
kuuma reserviga. Vaadeldavast n + 1 blokist (ka elemendist) 
koosnevat süsteemi nimetatakse ka reservsõlmeks. Leiame reserv
sõlme töökindluse Pn+! (t) suvalise! ajamomendil t ning sõlme· 
keskmise eluea. 

Kuna üks blokk riknes aj amomendini t tõenäosusega Q (t), 
kõik blokid aga töötavad sõltumatult, siis tõenäosus selleks, et 
kuni momendini t rikneksid kõik bloki d, on [ Q (t) ]n+ I, ning tõenäo
sus selleks, et reservsõlm (s. t. vähemalt üks blokk) ajamomen
dil t veel töötaks, on 

Pn+! (t) = 1- [Q(t) ]n+l. 

Leiame Pn+! (t) väärtuse eksponentsiaalj ao
tusega blokkide korral: 

P n+i (t) = I- [I- e-'At] n+i 

ja kasutades valemit ( 4) arvutarne ka reserv
sõlme keskmise eluea: 

00 -'At n+1 
T n+i =J [ l- (l-e ) ]dt. 

0 

Joonis 5. 

Teostades muutuja vahetuse I- e -J..t = z; dz = A.e --Al dt; 
l dz 

dt = ---~ 
A. 1-z 

saame: 
1 1 

I J I-zn+l I J 
T n+I =-:;- dz=- (zn + zn-1 + ... + l)dz = 

'" 1-z A. 
0 0 (7). 

1 ( . 1 1 ) 
=- 1+-+ ... +-- . 

A. 2 n+I 

Näeme, et valemis (7) paremal asuv summa võib saada kui
tahes suureks piisava hulga liidetavate korral 3, seega saab 
kuuma reserveerimise abil muuta reservsõlme töökindlust kui
tahes suureks. Selleks on aga vaja suurt arvu paralleelselt töö
tavaid blokke, sest iga üksiku bloki lisamine (eriti nende suure 
arvu korral) muudab sõlme keskmist tööaega väga vähe (vt. 
joonis 6). Seetõttu on kuum reserveerimine küllaltki vähe öko
noomne ning leiab kasutamist eeskätt vaid sellistel juhtudel. 
kui bloki lühiajalinegi väljalangemine ei ole lubatud. 

3 Vt. E. Tiit. Arvridadest - Matemaatika ja kaasaeg, VII, lk. 58-68. 
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fJ fO 50 tOO 183 JOO 400 

Joonis 6. 

5. Bloki soe reserveerimine. Teine võimalus bloki töökind
luse suurendamiseks on tema nn. soe reserveerimine. Sel puhul 
,ei tööta reservelemendid täie intensiivsusega ning nende rikne
mise tõenäosus on sedavõrd väiksem ja keskmine eluiga pikem. 
Pärast põhibloki riknemist lülitub tema asemel töösse reserv
blokk, mis selleks läheb kergendatud koormuseit üle täiskoor
musega tööle. 

Leiame reservsõlme töökindluse n sooja reservbloki korral, kusjuures eel
dame, et ka reservblokkide eluiga F(t) on eksponentsiaaljaotusega 

F(t) = 1- e-vt 

ning sooja reservi töösselülitumine toimub absoluutselt kindlasti ning kaduvväi
'kese ajavahemiku jooksul. Tõenäosus reservsõlme riknemiseks kuni hetkeni 
t avaldub korrutisena: 

( 1 - e -'At ) ( 1 - e -vt ) n ' 

:kust leiame valemi (4) abil ka sõlme keskmise tööaja: 

-Tn+!= f[l-(1-e-'At)(l-e-vt)n] dt = j[l-(1-e-vt)n] dt+ 
0 0 

+ f(l-e-vt)ne-~t dt. 
0 

Esimese integraali saame leida valemist (7); teise liikme arvutame: 

f (l-e-vt) ne-'Atdt= .iJ (-l)kC~fe-(vk+'A)tdi= 
k=O 0 

n k k 1 
= ~ (-1) en vk+A- > 0, 

h=O 
:seega 

- 1( 1) n kk l 
Tn+1=- 1+ ... +- +~(-1) Cn--· 

v n vk+A-
k=O 

4l 



Võrdlus valemiga (7) näitab, et kui reservbloki riknemise inten
siivsus v on oluliselt väiksem kui tööbloki riknemise intensiivsus 
A,, siis on sooja reserviga sõlme keskmine eluiga küllalt palju 
suurem kuuma reserviga sõlme keskmisest elueast. Peamisek~ 
puuduseks sooja reservi rakendamisel on asjaolu, et detailide 
automaatseks vahetamiseks läheb tarvis lisaseadmeid, mille rik
nemisvõimalus vähendab reservsõlme töökindlust. ülalvaadel
dud mudelis eeldasime kontrollseadmete ja ümberlülitite absoluut
set töökindlust - see eeldus aga pole üldiselt õigustatud. 

6. Bloki külm reserveerimine. Erijuhu soojast reservist moo
dustab külm reserv, s. t. reservblokid, mida me vaatleme abso
luutselt töökindiatena kogu reservis viibimise aja vältel, nii et 
rikneda võib üksnes põhiline tööblokk Eeldades (nagu eelne
valgi juhul) ka kontrollseadmete ja ümberlüliti absoluutset 
töökindlust, saame n külma reservblokiga sõlme keskmise eluea 
leida lihtsalt keskväärtuste summana: 

n+l 
Tn+i = (n+ 1) T = . 

A, 

Kahtlemata on selline reserveerimise moodus keskmise töö
aja seisukohalt ökonoomseim; kahjuks ei ole aga tegelikult üldse· 
võimalik luua absoluutselt töökindlat reservi isegi mitte blokki
dest, mida üldse ei koormata. Pealegi pole külm reserveerimine 
mõeldav blokkide korral, mille rivist väljalangemine ei ole luba
tav, se:t ka hetkeline vahetus pole tegelikult realiseeritav. 

7. Reservide taastamine. N\õningate reservsõlmede puhul on 
võimalik sõlme töötamise aja vältel remontida riknenud blokk, 
taastada (enam või vähem täielikult) selle endised omadused 
ning lülitada ta uuesti töösse (harilikult esialgu reservblokina,, 
hiljem aga vastavalt vajadusele põhiblokina). Selliste reserv
susteemide töökindlus on kahtlemata suurem kui sama reserv
blokkide arvuga mittetaastatavate reservsõlmede töökindlus, kus 
reservi pideva kahanemise tagajärjel see varem või hiljem täie
likult ammendatakse ning siis blokkide riknemine põhjustab 
juba paratamatult sõlme avarii. Tuleb aga märkida, et taasta
tava reserviga süsteemide matemaatiline kirjeldamine on mõne
võrra keerukam, sest süsteemi töö sõltub veel blokkide remondi 
ajast (see on samuti juhuslik suurus; mõnikord sõltub remondi 
aeg veel täiendavalt bloki «järjekorras» ootamise ajast enne 
remondi algust jne.). Taastatava reserviga süsteemis tekib avarii 
ka siis, kui juhuslikult rikneb üksteise järel mitu blokki, nii 
et reserv ammendatakse, või viibivad reservblokid liiga kaua 
remondis. Selliste sõlmede töökindluse tõstmiseks on peale 
reservi arvukuse suurendamise võimalik kiirendada ka blokkide 
remonti, vajaduse korral suurendades «remondi brigaadide» arvu .. 
Mõningatel juhtudel (näiteks liikuvad objektid - lennukid, autod,.. 
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raketid) ei ole taastatav reserv aga praktiliselt rakendatav. 
Käesolevas ülevaates ei ole meil ruumi piiratuse tõttu sellele 
reservitüübile võimalik rohkem tähelepanu pühendada. 

t(i(iblok~ 

looblokk --- -1 § r·"blkk 
--- · ~kuum re serv 

00 0 

, kuun' rese1 v '--f//////X.;/.1---' j l1imberlt11im/sel 
-----+--------- (olev blokk 
umberlui!rrn,el j 
olev blokk sue reserv 

-~ I 
L ___ J 50<' reserv 

Joonis 7. 

8. Kombineeritud reserviga süsteem. Sageli kasutatakse süs
teeme, kus töötab paralleelselt p ühesugust blokki, kusjuures kõigi 
funktsioneerimine on süsteemi normaalse töö jaoks tarvilik. Sel 
juhul on otstarbekas luua kõigile neile blokkidele ühine reserv, 
kust üksiku tööbloki väljalangemise korral see (järjekorras esi
mese) reservblokiga asendatakse (vt. joonis 7). Tuleb jällegi eel
dada, et kontrollsüsteem ja ümberlüliti töötavad absoluutse kind
lusega (või arvestada süsteemi kirjeidarnisel ka nende riknemise 
võimalust). 

Vaatleme näitena süsteemi, mis koosneb k tööblokist, 1n blo
kist kuumas reservis ning n blokist soo j as reservis. Eeldame, et 
kontroll- ja lülitusseadmed on absoluutselt töökindlad. Olgu 
blokkide eluead eksponentsiaalj aotusega, kusjuures tööreziim is 
olgu riknemise intensiivsus It, reservreziimis v <It. Reservbloki 
üleminek soojast reziimist kuuma reziimi toimub mingi juhusliku 
aja Z vältel, mille jaotust me süsteemi täielikuks iseloomustami
seks peame teadma; samuti tuleb arvestada seda, et blokk võib 
ka ümberlülitamise vältel rikneda. Kui eeldada, et vahetus toi
mub üldiselt lõpliku pikkusega ajavahemiku vältel, tuleks arves
tada ka vahetuse ajal riknemise tõenäosust. Arvutuste lihtsusta
miseks eeldame siin aga, et vahetus toimub hetkeliselt. 

Süsteemis mingil ajamomendil t säilinud reservblokkide arvu 
iseloomustenne süsteemi teatava olekuna. Olukorda, et süsteem 
sisaldab (vaadeldava! momendil) q kuuma ja l sooja reserv
blokki, väljendame, öeldes, et süsteem on olekus Aqt· ülalkirjel
datud süsteemi jaoks on võimalikud järgmised olekud: 

Am,n (lähteolek), Am,n-1, ... ,Am,!, Am.o, Am-J,O, ... , 
... , A I,o, Ao,o, B ( avariiolek), 

kusjuures süsteem saab igast olekust minna üksnes järgneval 
kohal asuvasse olekusse ning läbib aja jooksul paratamatult kõik 
kirjeldatud olekud (hargnematu protsess). Siinjuures ei sõltu süs
teemi järgmine olek sellest, milline blokk rikneb järgmisel sam-
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mul: kas põhiline, kuuma vo1 sooja reservi kuuluv. Teisiti oleks. 
olukord siis, kui blokkide paigaldamine toimuks mingi lõpliku. 
pikkusega ajavahemiku vältel, siis on alati süsteemi jaoks mitu 
erinevat arenguvõimalust: esiteks on võimalik, et enne järjekordse· 
sooja reservi kuuluva bloki kuuma reservi reziimi lülitumist rik
neb järgmine põhiline või kuuma reservi blokk, teiseks on võima-
lik, et enne järjekordse bloki riknemist jõuab kuum reserv taas
tuda (vt. joon. 7). 

9. Kombineeritud reservsüsteemi töökindlus. Leiame vaadel-
dava süsteemi jaoks ühest olekust teise ülemineku tõenäosused .. 
Selleks arvutarne tingliku tõenäosuse bloki riknemiseks aj avahe
miku [t, t + Llt) vältel tingimusel, et see blokk töötas momen-
dil t. 

Tingliku tõenäosuse arvutamiseks kasutame valemit 4 

P(AB) 
P(A/B) =---

P(B) ' 

kus A on sündmus, et ajavahemikul [t, t + .1t) blokk riknes, B aga sünd-
mus, et hetkeni t oli blokk korras. Siis 

P(B) = I- P(X < t) = e-M; P(A) = P(AB) = P(t::::;;; X< t + L1t) = 
= e -'At _ e -'J..(t+8t). 

Seega 

e-'A.(t+8 t)_ e-'A.t -1 -1 
P(A/B) 

e -'At_ e-'A.(t+8t) 

-'At 
·--L1t ~ (e-Id) '·__;·L1f=.AL1t. 

.1 t e -'At e -'At e 

Samal viisil näeme, et soojas reservis oleva bloki ajavahemikul [t, t + 
+L1t) riknemise tõenäosus on v.L1f Et süsteem, mis viibib olekus Aql• sisaldab· 
q blokki kuumas reservis ja l blokki soojas reservis, saab olekusse Aq!-l 
minna kas ühe tööbloki, kuuma reservi bloki või ka ühe sooja reservi bloki 
riknemise tagajärjel, siis 

P(Aql-+Aq,l-1) = [ (q + k)1 + lv]L1t + o(Jt). 

Arvestame siin, et tõenäosus kahe bloki riimemiseks sama ajavahemiku 
[t, t+ .1t) vältel on ajavahemiku L1t suhtes kõrgemat järku lõpmata väike 
suurus. 

Saame leida ka tingliku tõenäosuse selleks, et süsteem oleks olekus Aqt 
ajamomendil t + L1t, kui ta on olnud selles olekus ajamomendil t: 

P(Aq1 ~Aql) = 1- P(Aqt+Aq,l-1). 

Tähistame tõenäosuse, et süsteem oleks ajamomendil t olekus Aql' sümboliga. 
Pqz(t). Siis saame: 

PqzU·+L1t)= Pqz(t)[l- P(Aqz+ Aq.t-1)] + Pq,l+1 (t) · P(Aql+1 +Aql), 

ning asendades üleminekute tõenäosused nende väärtustega, leiame: 

P qt (t + Llt)- P qz(t)= -P qz(t) [ (q + k)it+ lv]L1t + 
+Pq,t+r[(q+k)A-+ (l+ l)v]Jt+ o(Jt). (9} 

4 Vt. A. I her. Mõnda informatsiooniteooria põhimõistetest 
maatika ja kaasaeg, XIII, lk. 27-34. 
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Jaganud võrrandi (9) mõlemad pooled suurusega Llt ja teostanurl 
piirprotsessi Llt + 0, saame: 

Pq/(t) '= -Pqz(t) [ (q + k)A. +lv] -t- Pq, L+t[ (q + k)A. + 
+U·+ l)v]. (10) 

Analoogilise võrrandi saame leida iga süsteemi tööoleku Aqz tõe
näosuse kirjelduseks sõltuvalt ajast t. Ka süsteemi avariioleku 
tõenäosuse Q (t) momendil t võime leida: 

Q' (t) = Poo (t) kA.. (Il) 

Võrranditest (I 0) ja (Il) koosneva süsteemi integreerimisel 
leiame süsteemi iga oleku Aqz jaoks selle tõenäosuse aja t funkt
sioonina. On lihtne näha, et vastav tõenäosus avaldub kujul 

p (t) - a1 e-[(k+m)A.+nv]t + a2 ,e-[(k+m)A.+(n-i)v]t + 
ql ql ql ... 

. . . +asq
1
e-!<k+q)A.+lv]t + A, (s= m +n- (l + q)), 

kus aq/ ja A on reaalarvud, mis sõltuvad lv ja v konkreetsetest 
väärtustest. Samuti on pärast kõigi tõenäosus te P ql ( t) leidmist 
võimalik leida süsteemi töökindlus mistahes ajamomendil t: 

P (t) = I - Q (t) = bie-[(k+m)"-+nv]t + b2e-[(k+m)"-+kv]t + ... 
. . . + bm+ne-k"-t + B. 

Siinjuures tuleb võrrandisüsteemi lahendamisel kasutada loomu
likke algtingimusi: 

P(O) I=· I, 
s. t. süsteemi töölerakendamise momendil on tema töökindlus 1, ja 

IimP(t) =0, 
f--'>-00 

sest lõpmata pika ajavahemiku möödumisel rikneb süsteem kind
lasti. 

Praktiliseks kasutamiseks rakendatakse süsteemi töökindluse 
määramiseks mingi reservide kombinatsiooni jaoks arvutatud 
kordajate ai ja bi tabeleid. Näitena toome siin kordajate väärtu
sed juhul rn '=· 1, p ·= I, n·= 0, 1, 2, kusjuures on eeldatud, et 
bloki üleminek soojast reservist kuuma reservi toimub juhusliku 
aja vältel, mis allub eksponentsiaaljaotusele F(t) '=I- e-~-tt (vt. 
tabelid 1 ja 2). Sageli kasutatakse süsteemi töökindluse määrami
sel vastava arvutustöö komplitseerituse tõttu ka graafikuid nin~ 
nomogramme. 

Leidnud süsteemi töökindluse P (t), saame lahendada mitme
suguseid praktilisi ülesandeid. Näiteks võime valemist (4) leida 
süsteemi keskmise eluea; olgu meil teada, et süsteem peab funkt
sioneerima mingi ajavahemiku [0, T] vältel; meil on võimalik 
leida tõenäosus selleks, et see süsteem selle aja vältel tõrgeteta 
töötab. Võib ka esineda vastupidine ülesanne: süsteem peab töö~ 
tama töökindlusega, mis on suurem kui 1 -s; võime leida aja, 
mille jooksul süsteem on võimeline sellise töökindlusega funkt
sioneerimiseks. 
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Mõnevõrra komplitseeritumad probleemid tekivad seoses reser
vide planeerimise ja optimiseerimisega. Olgu näiteks antud aja
vahemik [0, T], mille vältel süsteem peab töötama töökindlusega 
P ( T) > 1 -E. ülesandeks on määrata reserv, mis tagaks vastava 
töökindluse, olles sealjuures teatud mõttes (kas hinna, kaalu vm. 
suhtes) optimaalne. Esitatud probleem kuulub täisarvulise planee
rimise valdkonda 5 ning selle lahendamine on sageli seotud tõsiste 
matemaatiliste raskustega; seetõttu kasutatakse sageli ligikaud
seid (intuitiivselt või graafilisel teel leitud) lahendeid. 

Töökindluse, sealhulgas ka reserveerimisprobleemide suure 
rakendusliku tähtsuse tõttu toimub praegu selles valdkonnas 
intensiivne uurimistöö, kusjuures rakendatakse laialdaselt kaas
aegse matemaatika mitmesuguste harude tulemusi ning moodsai
mat arvutustehnikat 

Tabelis 1 vaatleme juhtu, kus bloki üleminek soojast reservist kuumreservi 
toimub juhusliku aja vältel, mis olgu eksponentsiaaljaotusega pe-J.Lt; m on 
tööblokkide arv, p - kuuma reservi ja n - sooja reservi blokkide arv. 

Tabel l. 
m = I, p = 1, n= 0. 

m=l,p=1,n=l. 

Q(t) = Bole-(2/...+v)t + Bwe-C"-+J.L+v)t + Bue-2J.t+ B2oe -t...t + l; 
2pA2 2pA2 

But = - ---- B10 = 
v (p-A) (A + v) Cu- A) (.u + v) (A. -tt- v) 

[ 2ftA - V ( A - ft - V) ] 
Bti=-------

v(-1-ft-v) 

2 ( f.IA + (A + v) (.u + V) ] 
Bzo = ------------ . 

(.1 + v) (.u -+ v) 

m = 2, p = I, 11 = 0. 

m = 2, p = 1, 11 = 1. 

Q , t) __ e -(3"-+,·)t + e , -(3Ä-I-Il+,·)t + e , -3t...t + e -2"-t -1- 1. 
1. - Ole we 11e zoe • 

-6p.1 2 , -6,u.1 2 

eal= elO e_,-,-----------
v(p- A) (A + v) (p- .1) (p + v) (A.- ft- v) 

-2[3p.1- v(A.- ,u- v)] -3[2p.1 + (.1 + v) (p + v)] e Il =--= e za = -- --- -- . 
v(A.-p-v) (A+v)(p+v) 

Tabelis 2 vaatleme külma reservi juhtu: blokid riknevacl üksnes tööole
kus või kuumas reservis viibides. Oleminek külmast reservist kuuma toimub 
samuti kui tabelis 1 vaadeldud juhulgi. 

Ta beI 2. 
m = 3, p =I, 11 = 0. 

Q (t) = 3e - 2/...t- 2e - 3"-t. 

5 Vt. ü. Kaas i k, E. Tamm e. Laadimisülesanclect. - Matemaatika ja 
kaasaeg, XII, lk. 64-72. 
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m=3, p =-= 1, n= l. 
-3/..t -(2/..+!-,t)t -2/..t 

Q (t) = -[A 0 + A 1t]e - D0e + Ge ; 

2(4fl2 - 8/,fl + ,1,2) 6tlfl 6tl2 

A1=--; Do--- ---
(~L-IIV ~L- ?, (.u- ?,) 2 

A G = 9. 

m = 3, p = 1, n = 2. 

Q(t)= -[Ao +A1t + A2i2 ]e-:3t..t -[D 0 + D 1t]e-(2A+!--t)t +· Gc-2
/..t; 

2(13~L4 - 52A.,u3 + 75tl2,u2 - 10,1,3/l + /\,4) 
Ao = ---------

(.u-/\,)4 

6?o,il ( 4fl2
- 1 l?.!t + V) 

A,==-----
(.u-/\,)3 

_ 6/t2 (fl 2- 14tl,u + 4tl2) 
Da == ------------_-4 ____ ; 

(,u --- ;t) 

91t2u2 
A 2 "= ----'- -- ; 

(,u-tl) 2 

18/t3,u 
D, = ---.3 ; G ~"' 27. 

(.u-;,) 

INIMENE .--~ ARVUTI 

Siin toodud skitsirl on võetud ajakirjast «Life», kus arvuti töö põhietappe 
kirjeidaeles võrreldakse neid inimaju tegevusega (etappide nimetused on skit
sidel jäetud tõikimata selle kurva asjaolu rõhutamiseks, et eesti keeles pole 
vastavari - ja paljud teised - terminid veel välja kujunenud). 

PROCESSING 

I. Samuti nagu inimesele, tuleb ka arvutile kõigepealt anda ülesann" 
ning selle lahendamiseks vajalik informatsioon (input - sisseviiminc, sisen
damine?). 2. Kogu vajalik informatsioon salvestatakse sobivalt korrastatud 
kujul vastavas seadmes (memory - mälu, salvesti?). 3. ülesande lahenda
mine toimub informatsiooni töötlemise teel; siin erinebki arvuti ja inimaju 
tegevus kõige rohkem: arvuti töötleb informatsiooni vaid programmeerija 
poolt antud loogika kohaselt (processing - töötlemine, .......... ?) . 
4. Olles ülesande lahendanud, teatab arvuti tulemused kas trükkimise, perfo
reerimise vms. teel (output - väljaandmine, väljundamine?). 
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KAKS PÄHKLIT MAJANDUSKüBERNEETIKALE 
KATKIHAMMUSTAMISEKS 

R. Mullari 

Umbes veerand sajandit tagasi, kui olin veel vaid mom vers
sok üle meetri pikk, oli mul üks suur probleem - «tünniprob
leem». Ma ei suutnud kuidagi mõista, kuidas on küll võimalik 
suhteliselt lihtsate tehniliste vahenditega teha tünne ehk teiste 
sõnadega sobitada kõveraid lauajuppe peaaegu absoluutse täp
susega teineteisega kokku, nii et vesi vahelt läbi ei tule? Tea
tavasti imbub vesi läbi ju pisimastki praost, tünne tehakse aga 
juba ammust ajast ja sugugi mitte ainult kõige arenenuma teh
nikaga maades. Kui ma seda asia mõne «suure» inimese käest 
küsisin, kehitas see tavaliselt arusaamatuses õlgu ja ütles, et 
«selleks on olemas vastavad riistad». 

Läks hulk aega ja mõttetööd enne, kui ma aru sain, et tegeli
kult on asi päris lihtne ja mingit «peaaegu absoluutset täpsust» 
pole siin vaja. Olin oma kogenematuses jätnud kahe silma vahele 
ühe olulise teguri - puu paisumise niiskumisel, mis iseenesest 
pressib kinni kõik mitte enti suured praod tünnilaudade vahel. 
«Suurtele» inimestele oli see paisumine aga niivõrd loomulik näh
tus, et nad ei suutnud lihtsalt kujutleda, nagu võiks see kellelegi 
märkamatuks jääda. 

See lugu on õpetlik selle poolest, et analoogilisse olukorda võib 
sattuda iga teoreetik, kui ta hakkab lahendama otsese praktilise 
tähtsusega ülesandeid. Tarvitseb teoreetikul jätta vaid üks prak
tikas oluline tegur arvestamata või arvestada seda mitte küllal
daselt, ebaõigesti, kui kogu tema poolt loodud teooria (olgu see 
kuitahes teravmeeine ja seesmiselt range) jääb antud küsimuses 
- mille jaoks ta õieti loodud oligi - praktiliselt peaaegu väär
tusetuks, võib-olla isegi naeruväärseks. Ja harva suudab siin mõni 
igipõline praktik, kes oma igapäevases töös-tegevuses ilma süga
vamalt järele mõtlemata, sageli lihtsalt pärandatud kogemusi 
kasutades mitteteadlikult arvestab enam-vähem vastuvõetavalt 
kõiki olulisi tegureid, teoreetikule kätte näidata, mida see just on 
kahe silma vahele jätnud. Praktik ei suuda mõista, et keegi võib 
temale nii ilmseid või harjumusepäraseid asju mitte märgata. Ja 
üldse on talle väga võõrastav teoreetiku kogu ülesandeseade, 
lähenemisviis ning terminoloogia. Võib ütelda, et nad kõnelevad 
erinevaid keeli. 
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Kujutleme korraks, et ma oleksin poisikesepõlvest alates asu
nud looma vastavat «tünnitootmise teooriat» (puu paisumist, elast
sust jms. arvestamata) ning sellest lähtudes konstrueerinud ka 
vastavad kallid ja keerulised tehnilised seadmed. Kas see teooria, 
- kui ta oleks tulnud ka seesmiselt väga range ja vasturääki
vusteta - oleks võinud pretendeerida nimetusele «teaduslik tün
nitootmise teooria»? Ja millist kasu oleks üldse olnud kogu sel
lest teooriast ning tehnikast? 

Aiaks, kus minu arvates võib-olla kõige rohkem puututakse 
kokku mitmesuguste seda laadi <dünniprobleemidega», on mate
maatiliste meetodite rakendamine majanduse, üksikute ettevõtete 
töö jms. juhtimisel. Siin on tegemist väga mitmetahuliste nähtus
tega, mis sõltuvad üpris paljudest asjaoludest. Kes oskaks küll 
ära näidata, missugused neist on just olulised ja kuivõrd nad 
seda on ning kuidas tuleks neid matemaatilises vormis prakti
kale vastuvõetaval kujul kirja panna! Liiatigi on majanduse juh
timine praegu veel peaaegu täielikult praktikute pärusmaa, teadus
like meetodite poolt söötis. 

üpris sageli on asi nii, et teoreetik, võttes aluseks oma kül
laltki üldise ja ebatäieliku ettekujutuse majanduse juhtimise 
tegelikest ülesannetest, koostab vastava matemaatilise mudeli, 
uurib seda, tõestab mõne teoreemi ja avaldab oma töö teadusliku 
artiklina. Võib olla kaunikesti kindel, et ta oma mudeli koosta
misel kõike olulist vajalikul määral arvestada ei osanud või 
midagi hoopiski kahe silma vahele jättis, mille tulemusena tehtud 
töö osutub järjekordseks «tünniteooriaks». Tõelist väärtust saab 
sellel tööl olla vaid puhtmatemaatilisest küljest, ning sedagi 
ainult siis, kui vastava matemaatilise mudeli uurimisel on kasu
tatud uut lähenemist või uusi teravmeelseid võtteid. Tavaliselt 
aga saavad niisugused tööd tunduvat hinnaalandust just selles 
osas, tänu oma «suurele praktilisele väärtusele» (!). 

Kuidas siiski jõuda selgusele, kas me mõnda ülesannet lahen
dades tegeleme «tünniteooria» loomisega või mitte? Selguse saab 
anda ainult kontroll praktikas, ja mitte niivõrd tagantjärele, kui 
just töö enda käigus. On ju nii, et kui «tünniteooria» on juba 
valmis, siis ei piisa asja parandamiseks ainult mõnede täien
duste sisseviimisest, vaid . üldiselt tuleb kõik uuesti teha. Seega 
on majanduse juhtimise matemaatiliste meetodite rakendamine 
praktikas ühtlasi ka nendesamade meetodite teoreetilise välj atöö
tamise eelduseks. Et pääseda siin tekkivast «surnud ringist», 
tuleb kogu töö nende meetodite väljatöötamisel jaotada etappi
desse. Esimestesse etappidesse on tarvis koondada lihtsamate, 
tagasihoidlikumate, vähemale pretendeerivate, enamasti vaid 
puhtinformatiivset laadi ülesannete lahendamine, hilisematesse 
etappidesse aga tõsisemad «pähklid», mille katkipuremine nõuab 
juba sügavamai asjatundmist, eelnevast tööst saadud kogemusi. 
Siinjuures on mõtet järgmise etapi tööde üksikas j alikule teos ta-
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misele asuda vaid pärast eelmise etapi tööde tegelikku rakenda
mist praktikasse - alles siis, kui oleme veendunud, et vähemalt 
siiamaani ei ole meil tegemist «tünniteooriaga». 

Põhimõttelisest küljest on see kõik muidugi väga lihtne, kui 
me aga hakkame siin visandatud programmi ellu viima, muutub 
olukord vastupidiseks. Sellel on mitmeid põhjusi. Kõige olulise
maks ja määravamaks on raskused, mis tekivad pärast iga etapi 
ülesannete teoreetilist lahendamist saadud tulemuste rakendami
sel tegelikku praktikasse. Kui näiteks füüsik ja keemik saavad 
üldiselt ning suhteliselt kerge vaevaga ise luua endale käepärase 
«miniatuurse praktika» laboratoorsetes tingimustes, siis majan
dusküberneetiku pr aktikaks saab olla põhiliselt ikkagi ainult maj an
dus ise. Vaese maj andusküberneetiku osaks langeb kõndida mööda 
ettevõtteid ja asutusi, veendes pr aktikuid oma ettevõtmiste õig
suses, näha (üldreeglina) kurja vaeva mitte küllalt korras olevate 
algandmete massiividega ja. ka mitte küllalt töökindlate või mitte 
küllalt võimsate elektronarvutitega, jääda lisaks sellele hõlmapidi 
kinni nii mõnegi paragrahvi konksu otsa, komistaela mitmesugus
tele määrustele, stimuleerimissüsteemidele jne. 

Kõige hullem on aga see, et sellistes toimetustes on kerge kao
tada puude tagant metsa pilt hoopiski silmist ja lõpeks hakata 
pidama just <<tünniteooriate» loomist selleks õigeks teadusetege
miseks. Kehtib ju selline oma lihtsuses otse kütkestav valem: 
pliiats + paber -1- matemaatika -f- majandusalane terminoloogia = 
majanduslik «tünniteooria» (optimaalne). Lisame siia juurde veel 
matemaatiliste arutel uclc r anguse, ilu, nende v a s t u r ~i ü k i m a -
tu s e ja - mis eriti oluline - laiali levinud ning nii mitrnegi 
autoriteedi poolt toetatava ;trv;mJise, d matcm;utiik;t uurib tege
likkust, et matemaatiline tõde on s;tm <l<tcgscli k;t «p~i ris» tõde 1• Ja 
lõppeks, kellele ei meeldiks s i is ha k;d a ots cm a id koos i am a opti
maalseid, s. t. parimaist parimaid plaane ja :trvttL!Ilt<t välja seda 
tohutut majanduslikku efekti, mis S<l<tclaksc sellisel juhul, kui ... 
(Selle kõrval tundub Saaty küll üsna armdun;t oma v~itega 2 , et 
operatsioonianalüüsi abil püütakse te!J;t halv;tst: seda, mida muidu 
tehakse veelgi halvemini!). 

Samaaegselt on aga üpris raske mõista, miks liiiiieks kosmose
uurijad küll otsekohe optimaalset kosmoselaeva piki optimaalset 
trajektoori Kuule ja tagasi ei saada, vaid sooritavad enne suurel 
hulgal p r akt i 1 i s i katseid, läkitades välja rakette küll ini
mestega, küll ilma, küll ümber Kuu, küll ümber Maa, küll kõva, 
küll pehme kuundumisega. Ei tahaks kuidagi uskuda, et maj an
duse kui tohutult suure ja komplitseeritud süsteemi kõigiti har
moonilise ning efektiivse töö tagamine oleks põhimõtteliselt liht
sam kui kosmoselaeva läkitamine Kuule ja tagasi. 

1 Vt. «Kiri «Matemaatika ja tegelikkuse» autorile» käesolevas kogumikus 
(lk. 127). 

2 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, Il, lk. 46. 
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* * 
* 

Meenub aeg, kui me põllumajandus oli veel suhteliselt nige-
1al järjel ning päevakorras seisis organiseerimisvõimeliste majan
dusjuhtide ja üldse mitmesuguste tublide spetsialistide suuna
mine mahajäänud kolhoosidesse. Tollal oli küllaltki sageli käibel 
peaaegu üldmõisteks kujunenud väljend «kõige mahajäänuma 
rajooni kõige mahajäänum kolhoos» (edaspidi lühendatult 
.kmrkmk). Sellega taheti rõhutada kolhoosi äärmist mahajäämust, 
allakäimist, laostumist. Kui sagedased olid siis filmid, kus pea
kangelane - noor võimekas kõrgema õppeasutuse lõpetanud spet
sialist palub end määrata tööle mitte pealinna, vaid suunata 
«kmrkmk-sse». Need filmid panid mind tollal pisut muigama. 
Arvasin, et «terve mõistuse» seisukohalt oleks olnud hoopiski 
mõjusam (igal juhul mitte vähem mõjus) ütelda kmrkmk asemel 
hoopis lihtsamalt - «kõige mahajäänum kolhoos» (edaspidi 
kmk). 

Kas aga ilmselt ebaratsionaalse väljendi lunrkmk kasutamist 
saab põhjendada ainult tavalise inimliku loogikaahtrusega või 
·On sel nähtuse} hoopiski sügavamad juured? Ja kas ta üldse ongi 
ebaratsionaalne? 

Nendele küsimustele vastamiseks tuleks kõigepealt analüüsida, 
kuidas kolhoosidevahelist paremusjärjestust (ja seega ka maha
jäämust) tegelikult üldse määratakse. Kui on iegemist üpris pal
jude objektide (näiteks vabariigi kolhooside) järjestamisega, 
tehakse seda üldiselt ikka mingi kindla, kvantitatiivselt hõlpsasti 
avaldatava kriteeriumi järgi. Kolhooside puhul võetakse aluseks 
näiteks normipäevatasu. Kus viimane on kõige väiksem, see kol
hoos on kõige mahajäänum. Lihtne! 

Suhteliselt väikese hulga objektide (näiteks vabariigi rajoonide 
või antud rajooni kolhooside) «paremusjärjestuse» määramisel 
hinnatakse neid aga juba mitte enam niivõrd formaalselt kui 
sisu I i s e 1 t, ja järelikult õigemini, arvestatakse oluliselt roh
kem asjaolusid. On ju välksemast hulgast hõlpsam saada iga
külgset ülevaadet. 

Ja nii ei ole midagi imestada, kui võib tekkida näiteks selline 
paradoksaalne olukord, et kmk on kmk just sellepärast, et seal 
teostati ulatuslikke maaparandustöid vms. Normipäevatasu sel 
puhul muidugi vähenes oluliselt, kuid selle vähenemise põhjused 
ots e s e 1 t antud formaaise kriteeriumi korral arvesse ei läinud. 
Niisugune kolhoos tegelikult ei pruugi sugugi olla eriti maha jää
nud, ta võib koguni olla oma rajoonis isegi esirinnas. 

Nii siis võib - vastupidi «tervele mõistusele» - välja tulla, 
et kmrkmk on üldiselt rääkides siiski maha j äünum kui kmk. Ja, 
järelikult, väljend «kmrkmk» ei olegi nii ebaratsionaalne, loogika
aher. 
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Majandusküberneetika üldisemaie küsimustega on see lugu 
seotud selles mõttes, et just siin on tegemist näiteks plaanide jär
jestarnisega mitmesuguste formaalsete optimaalsusekriteerimide 
järgi. Maj andust ennast huvitavad aga tegelikult, s. t. sisuliselt 
parimad plaanid. Plaanide sisulist (kui kõikvõimalikke asjaolu
sid arvestavat) paremust ei osata ega suudeta aga kaugeltki 
mitte otsekohe formaalsete kriteeriumidega küllalt hästi hinnata. 
Pealegi võib igasugune praktiline eksperimenteerimine siin üpris 
kalliks maksma minna. Ja kes annaks üldse piisavalt võimalusi 
sellisteks eksperimentideks? Ainult sisuline lähenemine võib siin 
lõpuks viia küllalt heade formaalsete kriteeriumideni. 

Seega, kui me ei taha luua «tünniteooriaid», kui tahame, et 
teadus tõesti oleks tootiik jõud - aga maj andusküberneetika: 
nagu pretendeeriks sellele -, peame pahatihti tooma oma rangu
ses ja ilus suurepärased formaalloogilised arutelud ohvriks sisu
Hstele aruteludele, ei tohi jäägitult usaldada isegi kõige lihtsa
maid loogilisi mõttekäike, peame kõigesse suhtuma kriitiliselt. 

Kahtlen, järelikult olen olemas, nagu ütles Descartes. 

RÜNNO 
MULLA Rl 

7. XII 1931.-2. XII 1968. 

«Matemaatika ja kaasaja» käesolev number oli juba laotud, kui 
saabus kurb sõnum artikli autori surma kohta. Oksikasjalikuma 
ülevaate R. Mullati elust ja tööst avaldame <d\1atemaatika ja kaas
aja» järgmises numbris. 



KES-ON-KES TüüPI üLESANDED 
(Kuidas lahendada keerdülesandeid /) 

ü. Kaasik 

üsna paljude ajakirjade ja muude väljaannete veergudel paku
takse sageli lahendamiseks mitmesuguseid keerdülesandeid. Neid 
lahendavad meeleldi (või vähemalt püüavad lahendada) nii noo
red kui vanad, nii matemaatikahuvilised kui ka matemaatikaga 
hoopis vaenujalal seis j ad. Ja ega niisuguste ülesannete lahenda
miseks vajalik nuputamine pole ainult ajaviide. Koos raske üles
ande lahendamisel saadava rahuldustundega on lahendaj a ena
masti alati ka midagi õppinud. Eriti käib see just nn. loogiliste 
keerdülesannete kohta, mille lahendamine aitab harjutada ranget 
järjekindlust mõtlemisel, annab vilumusi keerulises olukorras 
orienteerumiseks, varustab kogemustega as j ad e omavaheliste 
seoste leidmiseks ja ... ühe sõnaga, õpetab loogiliselt mõtlema. 
Juba üksnes seetõttu on ka täiesti mittematemaatilistel keerdüles
annetel siiski tihe side matemaatikaga. 

Keerdülesannete lahendamine õpetab seega meile mõndagi,. 
kuid nende ülesannete lahendamist ennast kahjuks kuskil ei õpe
tata ja ega seda sõna otseses mõttes ei saagi õpetada. Ei saa 
nimelt anda üldisi reegleid, mille abil võiks kohe mistahes keerd
ülesande lahendamisele asuda. Kuid veidi järele mõteldes näeme, 
et selliste reeglite puudumine polegi nii halb! Tõepoolest, kui iga 
keerdülesande lahendamiseks tarvitseks vaid vastav reegel meelde· 
tuletada (või käsiraamatust järele vaadata), siis poleks nende 
lahendamine enam sugugi nii huvitav. 

Kuigi keerdülesannete lahendamise täpsed eeskirjad puudu
vad, saab siiski anda väga mitmesuguseid kasulikke näpunäiteid. 
Selliseid näpunäiteid on aga eestikeelses trükisõnas seni üsna 
napilt ilmunud. 1 Sellepärast alustamegi käesolevaga veidi ula
tuslikumate artiklite sarja, mis seab oma eesmärgiks vähemalt 

1 Mõningaid niisuguseid näpunäiteid võib leida näiteks raamatus: B. K. o r
d e ms k i. Matemaatilisi pähkleid. Tln., 1960 ja artiklites: 0. K. aa sik. Loogi· 
Jised keerdülesanded. - «Noorus» 1963, nr. 5, lk. 49-52; 0. K. aa sik. Loo
giliste keerdülesannete lahendamisest. - Mittestatsionaarne matemaatikakool,. 
1966, nr. 6 ja 7. 
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kcerdülesannete mõningate levinumate liikide puhul kasutatavate 
iüüpilisemate lahendusvõtete tutvustamise. Erilisi matemaatilisi 
teooriaid nendes artiklites küll esitada ei kavatseta, kuid mate
maatikaga vahete-vahel ikka kokku puutuda tuleb. 

* * 
* 

«Kes-on-kes» tüüpi ülesanded moodustavad nähtavasti keerd
ülesannete ühe levinuma liigi. Nendes ülesannetes tuleb mõnin
gate näiliselt väheütlevate ning üsna laialipaisatud andmete järgi 
leida isikute ametid. elukohad, suguiussidemed või midagi muud 
taolist. Lahendamise kogu raskus seisneb sealjuures enamasti 
just andmetevaheliste seoste lahtimõtestamises ning ülesande 
n.-ö. «nõrga koha» ülesleidmises (viimane osutub küll tegelikult 
keerdülesannete peaaegu kõikide liikide puhul kõige olulisemaks). 
Eriti raskeks teeb aga lahendamise see, et nii andmeid kui ka otsi
tavaid on reeglina väga palju - kipub kaduma igasugune üle
vaade. 

ülevaate kadumise oht viitab vajadusele leida sobiv meetod 
andmete ja otsitava te vaheliste seoste süstematiseerimiseks. Tava
liselt kasutatakse selleks otstarbeks mitmesuguseid graafilisi mee
todeid, eeskätt tabeleid, skeeme või jooniseid. Suhteliselt kõige 
tuntumaks nendest meetoditest on ülesandes esinevate näitajate 
vaheliste vastavuste tabeli koostamine. Alustamegi sellest. 

Eriti lihtsaks osutub vastavuste tabeli koostamine selliste üles
annete korral, milles vastavusse seatavaid näitajaid on ainult 
kaks, näiteks nimed ja elukutsed. Sel juhul omandab tabel näi
teks joonisel 1 esitatud kuju, kus iga 
lahter vastab ühele nime ja elukutse 
paarile. Kui vahetult andmetest või 
lahenduse edasises käigus selgub, et 
mingi paar pole võimalik (s. t. vas- .:Põl!d... 
tava nimega isikul ei saa vastavat ~ 
elukutset olla), siis kriipsutame sel
le !ahtri läbi. Kui aga mingi paar on 

a.. 

kindlaks tehtud (s. t. ühe isiku elukutse ~ 

~ 

Cl..,. 

on selgitatud), siis märgime vastava 
lahtri näiteks ringikesega. Niipea kui Joonis J. 

mingisse lahtrisse on kantud ringike, 

. 

' ' 

võib vastava rea ja veeru kõik ülejäänud lahtrid kohe läbi kriipsu
tada. Kui mõnes reas või veerus on jäänud veel vaid üks läbikriip
sutamata lahter, siis tuleb see varustada ringikesega. 

Ainult tabeli sellise j ärkj ärgulise puhtmehhaanilise täitmise 
teel saab lahendada vaid üsna lihtsaid ülesandeid. Tavaliselt aga 
jõuame ikka olukorrani, kus vähemalt teatud hulgas ridades ja 
veergudes on veel kaks või enam vaba lahtrit ning mingit vahe-
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tut võimalust ühegi lahtri täitmiseks enam ei õnnestu leida. Sel 
juhul tuleb hakata hüpoteese püstitama ja selgitama, kas nendest 
tuleneb mingi vastuolu lähteandmetega. Ka selles faasis on tabe
list tavaliselt palju kasu, sest ta aitab hüpoteese süstematisee
rida ning kiirendab kas vastuolu avastamist või selle puudumise 
põhjendamist. 

Et ka.he näitajate rühma korral võib vastavuste tabeli kasuta
mist vist enam-vähem üldtuntuks lugeda, siis piirdume siin vaid 
näiteülesande esitamisega, jättes lahendamise (s. t. joonisel 1 
oleva tabeli täitmise) täielikult lugeja hooleks. 

ü I e sa n n e 1. Põld, Raba, Soo ja Tänav on neli meest, kelle elukutsed 
(mingis järjekorras) on praaker, rätsep, sepp ja tisler. Leida igaühe elukutse., 
kui on teada, et: · 

I) Soo ja Raba on naabrid ning sõielavad alati koos tööle; 
2) Soo saab rohkem palka kui Tänav; 
3} peaaegu alati, kui Põld ja Raba malet mängivad, on viimane võidukas; 
4) praaker läheb tavaliselt jalgsi tööle: 
5) sepp ja rätsep elavad teine teises linna ~iäres; 
6) tisler ja rätsep on ainult ühe korra teineteist n~~inud; 
7) rätsep saab nii tislerist kui ka sepast rohkem palka. 

Kui ülesandes esinevaid näita i ate rühmi on rohkem, siis tuleb 
juba koostada enam kui kahe sisendiga vastavuste tabel. Selliste 
tabelite kasutamise meetoditega tutvumiseks vaatlemegi kõige
pealt üht üpris lihtsat näidet. 

ü I e sa n n e 2. Neli endist koolivenda - A-lets, Jõgi, Oja ja Põld elavad 
nüüd neljas erinevas linnas ning neil on erinevad elukutsed. Leida nende 
meesie elukohad ja elukutsed, kui on teada. et: 

I) rätsep on küll Pärnus sündinud, aga praegu elab seal hoopis aednik; 
2) s3mal ajal kui Jõgi sõitis oma Tartus ja Viljandis elavaid koolivendi 

külastama, tulid talle en ela le külla aednik ja treia I; 
3) sepa nimi ei ole Mtls ja ta ei ela Narvas; 
4) Põld ei ole treial ega sepp; 
5) Oja ei ela Viljandis. 

ülesande lahendamiseks val
mistame joonisel 2 kujutatud 
kolme sisendiga «tabeli» ja 
kanname sinna vahetud järel
dused andmetest. Nimelt kriip
sutame läbi (joonisel mustad) 
lahtrid, mis vastavad komb i
natsioonidele Jõgi- Tartu, Jõgi
Viljandi, Jõgi-aednik, Jõgi-treiaL 
sepp-/\1ets, sepp- N arva, Põld
treial, Põld-sepp ja Oja-Vil-
jandi. Samuti aga kanname Joonis 2. 
ringikese lahtrisse aednik- P är-
nu ning kriipsutame muidugi läbi kõik teised aednikule ja Pärnule· 
vastavad lahtrid tabeli osas elukutse-elukoht. Nende sissekannete 
tulemus ongi kujutatud joonisel 2. 
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Kui andmete vahetud järeldused on niimoodi tabelisse kantud, 
vaatame, kas tabelis leidub joonisel 3 esitatud konfiguratsioöne, 
s. t. kolmnurki, mille ühes tipus paikneb ringike, teine tipp on 
täitmata ja kolmas tipp kas läbi kriipsutatud (joonis 3, a) või 
varustatud ringikesega (joo
nis 3, b). Kui selliseid kolm
nurki leidub, siis võib ilmselt 
kohe täita ka nende kolman
dad tipud vastavalt kas läbi
kriipsutamisega (juht a) või 
ringikesega (juht b). Nimetame 
tabeli niisugust täitmist t a a n -
<i am i sek s.2 

a) 

Joonis 3. 

Antud juhul leidub tabelis ainult üks taandatav kolmnurk 
(tüüpi a), selle moodustavad read aednik-Jõgi-Pärnu. Seega võib 
lahtri Jõgi-Pärnu läbi kriipsutada (seda pani vähegi hoolikas 
lugeja muidugi tähele juba ülesandega tutvumisel, kuid tuleb 
arvestada, et me ei kirjelda siin mitte lihtsaimat viisi antu d 
ülesande lahendamiseks, vaid üldist meetodit). Nüüd on aga 
tabeli osas nimi-elukoht jäänud ritta Jõgi ainult üks vaba lahter. 

Kanname sinna ringikese (s. t. 
Jõgi elab Narvas) ja kriipsu
tame ühtlasi selles tabeli osas 
läbi kõik teised N arva le vasta
vad lahtrid. 

Uue ringikese lisamisega 
tekkis äga kohe uus tüüpi a 
kolmnurk (mille moodustavad 
read N arva-sepp-Jõgi) ja 
t<1and<1dcs võib lahtri sepp-Jõgi 
seega läbi kriipsutada. Ohtla
si saame lahtrisse Jõgi-rätsep 
nüüd kanda ringikese ning 

Joonis 4. tabel omandab joonisel 4 näida
tud kuju. 

Ka edasi kulgeb lahendamine täiesti automaatselt. Joonisel 4 
leiame kohe tüüpi b kolmnurga Jõgi-rätsep-N arva ja järelikult 
rätsep elab N arvas. Samuti võib otsekohe kanda ringikese laht
risse Põld-aednik, seejärel I ahtritesse Mets-treial ja Oja-sepp. 
Ta andades võib nüüd ilma mingi vaevata täita ka kõik ülejäänud 

2 Juhime tähelepanu sellele, et kui tabelis esineb kolmnurk, mille kahes 
tipus paiknevad ringikesed, kolmas on aga läbi kriipsutatud, siis peab kas 
lahendamisel olema tehtud viga või osutuvad ülesande tingimused ise vastu
olulisteks. Samuti tuleb tähele panna, et kui kolmnurga kaks tippu on läbi 
kriipsutatud, siis sellest ei järeidu veel kolmanda tipu läbikriipsutatus. 
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lahtrid, min'ega tabel omandab 
joonisel 5 esitatud lõppkuju. 
Vastuse väljakirjutamine täi
detud tabeli järgi ei tohiks. 
aga kellelegi enam raskusi val
mistada. 

Vaadeldud lihtsa ülesande 
lahendamine poleks ka ilma 
vastavuste tabeli koostamiseta 

~ _ nähtavasti erilisi raskusi pakku
nud, kuid tabel aitas meil siiski 

Joonis 5. tööd lihtsustada ja süstemati-
seerida. Eriti oluline oli aga 

tutvumine tabeli täitmise põhivõtetega. Neid võtteid saab nimelt 
edukalt ära kasutada ka hoopis raskemate ülesannete lahendami
sel, kuigi seal lahendamine ei tarvitse enam piirduda tabeli nii
suguse automaatse täitmisega. Toomegi nüüd ühe veidi keeruli
sema näite. 

0 1 e sa n n e 3. Kiirrongi kupees istuvad kuus teadlast: Kask, Lepp, Mänd. 
Paju, Saar ja Tamm. Kõik nad sõidavad Teaduste Akadeemia üldkoosolekule, 
kus neil tuleb esineda ettekannetega oma teaduslikust tööst. Igaüks andis oma 
ettekande teksti tutvumiseks ühele kaasreisijaist Leida nende teadlaste erialad, 
kui on teada, et: 

1) Pa ju on küll füüsiku parim sõber, kuid istub hoopis bioloogi ja aja-
loolase vahel; · 

2) Lepp istub nurgas ja võttis talle algul pakutud matemaatilise ettekande· 
asemel tutvumiseks hoopis bioloogia-alase ettekande; 

3) Mänd oli jõudnud keemiku ettekandega juba varem tutvuda ja võttis 
nüüd ühe teise ettekande; 

4) Saar istub geoloogi kõrval ja loeb ajaloolase ettekannet; 
5) Tamm istub füüsiku vastas ja loeb geoloogi ettekannet: 
6) Kask loeb enda vastas istuja ettekannet; 
7) bioloog istub matemaatiku vastas. 

Selle ülesande lahendamiseks tuleb koostada juba nelja sisen
diga tabel, sest tegemist on nelja näitajaga: nimed, erialad, iste
kohad ja lugemiseks võetud ettekanded. 
Istekohtade eristamiseks nummerdame 
nad näiteks joonisel 6 esitatud skeemi 
järgi. Kohtade sümmeetriat arves
tades võime ühtlasi kokku leppida, et 
bioloog istugu kohal 1, Pa ju kohal 
2, ajaloalane kohal 3 ja matemaatik 
seega kohal 4. Joonisel 7 toodud tabelis 
ongi seda juba arvestatud (jooniste liht- Joonis 6. 
sustamiseks on seal nimed ning erialad 
asendatud esitähtedega). ühtlasi on tabelisse kantud aga ka kõik 
teised ülesande andmetest enam-vähem vahetult j ärelduvad asja-
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olud: kolme nime puhul on teada, mtda nad lugemiseks võtsid, 
samuti tuleneb andmetest terve rida võimatuid kombinatsioone. 

Olles need ilmsed järeldused 
tabelisse kandnud, jätame and
med ajutiselt kõrvale ja uurime 
saadud joonist 7 veidi lähemalt. 
Võtame nimelt vaatlusele kõik 
neli selles tabelis sisalduvat 
kolme sisendiga alamtabelit ja 
teostame neis kõik võimalikud 

Joonis 7. 

Joonis 8. 



taandamised. Nende alamtabelite läbivaatamist tuleb korrata seni,. 
kuni enam pole võimalik teostada ühtki taandamist. Nii saame
lõpuks joonisel 8 kujutatud tabeli. 

Pöördume nüüd jälle ülesande andmete poole ja eraldame 
sealt kõik veel tabelisse kandmata seosed. Neid on kokku kolm: 

1 o Saar istub geoloogi kõrval; 
2° Tamm istub füüsiku vastas; 
3° Kask loeb enda vastas istuj a ettekannet. 
Seoseid 1 o ja 3° esialgu veel arvestada ei õnnestu (nii Saare, 

geoloogi kui ka Kase istekohtade osas on tabelis usna suur 
vabadus), küll aga seost 2°. Tabelist nimelt näeme, et füüsik peab 
istuma kas kohal 5 või 6, seega Tamm vastavalt kohal 2· või 3 .. 
Neist on Tamme jaoks lubatav veel vaid koht 3 ning järelikult 
füüsik istub kohal 6. Kandes need ringikesed tabelisse saame taan
damist ja ainsa vabaks jäänud 
lahtri täitmist kasutades otse
kohe teha veel terve rea sisse
kandeid (näiteks selguvad· Le
pa ja Tamme elukutsed ning 
istekohad). Kõigi nende sisse
kannete tulemus on esitatud 
joonisel 9. 

Joonis 9. 

Võttes nüüd uuesti va atl usele veel arv est am ata seosed 1° ja 
3° näeme, et geoloog saab istuda vaid kas kohal 2 või 5, Saar 
aga vaid kohal 1, 4 või 5. Vi im an e variant langeb seose 1° tõttu 
küll välja (selle !ahtri võib läbi kriipsutada), kuid järele jääb 
siiski kaks võimalust: 

kas geoloog istub kohal 2 ja Saar kohal 1 
või geoloog istub kohal 5 ja Saar kohal 4. 
Kui neid võimalusi arvestades teha hüpotees, et geoloog istub 

kohal 2 ja Saar kohal 1, siis peab Kask istuma kas kohal 4 või 5. 
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Vastasistmeks on seega 1 või 2, kus oleiuse kohaselt istub kas 
Saar (kes sel juhul osutub bioloogiks) või geoloog. Kuid tabeli 
järgi saab Kask lugeda vaid kas füüsiku, maiemaatiku või kee
miku ettekannet, mis on vastuolus seosega 3°. Järelikult ei pea 
püstitatud hüpotees paika ning geoloog peab istuma hoopis 
kohal 5 ja Saar kohal 4. Neid 
tulemusi tabelisse kandes näe
me, et Kask peab lugema kee
miku ettekannet, keemik (Pa
ju) istub aga kohal 2. Seega is
tub Kask kohal 5 ning tabeli 
saab täita joonisel 10 näidatud 
viisil. 

Joonis 10. 

Lahenduse leidmine tabelist jäägu j ällc lugeja hooleks. 
Juhime ainult tähelepanu asjaolule, d täitmata jäänud lahtrid 
tabelis tähendavad ülesande andmete ebapiisavust selle selgita
miseks, kuida:s on maiemaatiku ja füüsiku ettekanded Paju ja 
Männi vahel jaotatud. 

Viie sisendiga vastavuste tabelit on otstarbekohane kasutada 
näiteks järgmise ülesande lahendamisel. 

Ü 1 e sa n n e 4. Ratsavõistlusele registrcerus kuus võistlejat ja nende vahel 
loositi välja numbrid ühest kuueni. Viimasel minutil aga üks neist loobus ning 
võistlusest võtsid seega osa vaid Kask, Paju, Palm, Pärn ja Tamm. Selgitada 
iga võistleja number, tema hobuse nimi, saavutatud koht ja võistlusrada (raja
numbrid ühest viieni), kui on teada, et: 

1) Pärna number langes kokku tema rajanumbriga; 
2) ainult Tornaada sai koha, mis võrdus tema rajanumbriga; 
3) Orkaani ratsaniku number võrdus saavutatud kohaga ning oli ühe võrra 

suurem Paju kohast; 
4) Orkaani rajanumber oli sama suur nagu koht, mille saavutas Keeris; 
5) Keerise ratsaniku number oli ühe võrra suurem saavutatud kohast; 
6) Mistraal jooksis rajal, mille number oli ühe võrra väiksem saavutatud 

kohast; 
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7) Pööris jooksis rajal, mille number oli ühe võrra suurem saavutatud 
kohast; 

8) vähima numbriga võistleja tuli kolmandaks, võistleja nr. 6 aga nel-
jandaks; . . -· . . . 

9) teiseks tuli see am us votstleJ a, kelle mm1 algab sama tähega mis 
tema hobuse nimi; 

10) Tamm tuli esimeseks ja Kask jäi viimaseks. 

Lootes, et vastavuste tabe
liga opereerimine nüüd enam 
erilisi raskusi ei valmista, jä
tame selle ülesande lahenda
mise täielikult lugeja hooleks 
(vastava tabeli skeem on esi
tatud joonisel 11). Tuleb ainult 
tähele panna seda, et erinevalt 
eelmistest ülesannetest on siin 
sisendi «number» puhul tege
mist ühe ülearuse reaga, s. t. 
lõpptulemuses peavad mingi 

Joonis JJ. ühe rea kõik lahtrid olema läbi 
kriipsutatud. 

Enam-vähem samasuguste kõrvalekaldumistega kirjeldatud 
üldisest skeemist puutume kokku üsna mitmetes keerdülesannetes. 
Vahel on aga veel tegemist ka teist laadi kõrvalekaldumistega, 
mis seisnevad selles, et mõnedes (või kõikides) ridades peab esi
nema enam kui üks ringike. Sellise olukorraga on tegemist näi
teks järgmises ülesandes, mille kahe sisendiga vastavuste tabeli 
igas reas (mis vastavad nimedele) peab paiknema täpselt kaks 
ringikest, ühes veergudest (mis vastavad keeltele) kolm ringi
kest, teistes veergudes aga mitte enam kui kaks. 

0 I e sa n n e 5. Moskva ülikooli tuli neli uut üliõpilast: Ahmed, Bruno, 
Carl ja David. Et nad on kõik erinevatest riikidest, siis on neil raskusi keel
tega. Igaüks neist kõneleb täpselt kaht keelt järgmisest neljast: inglise, prant
suse, saksa ja vene. ühtki nendest keeltest ei räägi nad kõik, on aga siiski 
üks keel, mida räägivad kolm nendest. Leida, milliseid keeli igaüks nendest 
neljast üliõpilasest kõneleb, kui on teada, et: 

1) keegi neist ei kõnele korraga saksa ja prantsuse keelt; 
2) kuigi Ahmed ei räägi inglise keelt, on ta tavaliselt tõlgiks, kui Bruno 

ja Carl tahavad omavahel rääkida; 
3) Bruno kõneleb saksa keelt ja saab rääkida ka saksa keelt mitte askava 

Davidiga; 
4) Ahmed, Carl ja David ei saa korraga ühes keeles juttu ajada. 

Jätame ka selle (üsna lihtsa) ülesande lahendamise lugejatele. 

Enam kui viie sisendiga vastavuste tabeleid on juba üsna tüli-
kas joonistada, pealegi kipub neis kaduma tabelite peamine eelis 
- ülevaatlikkus. Seetõttu kasutatakse niisuguste (vahel aga ka 
väiksema sisendite arvuga vastavuste tabelit nõudvate) ülesannete 
lahendamisel mitmesuguseid koondtabeleid. Demonstreerime sel-
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list moodust ja sellega kaasnevaid täiendavaid võtteid näiteks 
järgmise ülesande korral, mille lahendamisel ülalkirjeldatud 
metoodika järgi tuleks vaatlusele võtta kuue sisendiga vasta
vuste tabel. 

0 I e sa n n e 6. ühe tänava viies eri värvi, aga järjestikku paiknevas. 
majas elavad erinevate nimedega isikucl. Igaüks neist kasvatab erinevat kodu
looma, suitsetab erinevaid sigarette ja joob erinevat jooki. Leida, kes kasva
tab siili ja kes joob vett, kui on teada, et: 

1) Kask elab punases majas; 
2) Lepp kasvatab koera; 
3) rohelises majas juuakse kohvi; 
4) Mänd joob õlut; 

·5) valge maja paikneb rohelisest vahetult vasakul; 
6) sigarette «Tallinn» suitsetatakse selles majas, kus kasvatatakse lehma; 
7) kollases majas suitsetatakse sigarette «Priima»; 
8) keskmises majas juuakse piima; 
9) Tamm elab kõige vasakpoolsemas majas; 
10) rebast kasvatatakse selle maja kõrval, kus suitsetatakse sigareUe

«Astra»; 
11) selles majas, kus suitsetatakse sigarette «Vana Toomas», juuakse teed; 
12) sigarette «Priima» suitsetatakse selle maja kõrval, kus kasvatatakse 

hobust; 
13) Paju suitsetab sigarette «Leek»; 
14) Tamm elab sinise maja kõrval. 

Selle ülesande lahendamiseks varustarne majad, alates vasa
kult, järjekorranumbritega 1 kuni 5 ja asume täitma joonisel 12 
esitatud tabelit, kus iga rea 
kõrvale (tabelist parem al e) 
on kirjutatud sellesse ritta 
paigutatavate sõnade csitä
hed, veergude kohale aga ma
j ad e numbrid. J ooni sek~ 12 on 
juba kantud enam-vähem V~lhc
tud järeldused ülesande tin
gimustest (et tingimuste 1 ja 
9 kohaselt ei saa esimene maja 
olla punane ning tingimuste 
5 ja 14 järgi ei saa ta olla 
ka roheline ega valge, siis on 
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Joonis 12. 

esimene maja kollane ja tingimuse 7 tõttu suitsetatakse seal siga
rette «Priima»). 

Tingimuse 5 kohaselt saab punane maja olla kas kolmas või 
viies. Proovime kõigepealt teist võimalust. Sellest oletusest järel
dub otsekohe, et: Kask elab viiendas maj as (tingimus 1), kolmas 
maja on valge ja neljas roheline (tingimus 5), kohvi juuakse nel
janda s maj as (tingimus 3), õlut juuakse teises maj as ja seal 
elab Mänd (tingimus 4), viiendas majas juuakse teed ja suitseta
takse sigarette «Vana Toomas» (tingimus 11). Kõiki neid tul_e
musi tabelisse kandes omandab see joonisel 13 esitatud kuju. 
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Joonis 13. Joonis 14. 

Jooniselt 13 näeme, et Paju ja Lepp peavad elama kolmandas 
ja neljandas maj as. Seega kasvatatakse ühes nendest maj ad est 
koera (tingimus 2), teises aga suitsetatakse sigarette «Leek» (tin
gimus 13). See aga tähendab, et enam pole võimalik rahuldada 
tingimust 6, sest ei leidu veergu, kus sigarettide ja kodulooma 
lahtrid oleksid mõlemad täitmata. Järelikult ei saa viies maja olla 
punane ja kõik selle hüpoteesi alusel tehtud sissekanded tuleb 
kustutada (koondtabelite kasutamisel lisandub seega kustutamise 
«operatsioon»). Pöördudes tagasi joonisel 12 esitatud tabeli juurde 
võime sinna nüüd märkida, et kolmas maja on punane. Siis on 
aga neljas maja valge ja viies roheline (tingimus 5), Kask elab 
kolmandas maj as (tingimus 1) ning viiendas maj as juuakse kohvi 
(tingimus 3). Seega omandab tabel joonisel 14 näidatud kuju. 

Mänd saab elada kas teises või neljanda s maj as. Proovime 
kõigepealt teist võimalust. Sellest oletusest järeldub, et: neljanda s 
majas juuakse õlut (tingimus 4), teises majas juuakse teed ja 
suitsetatakse sigarette «Vana Toom as» (tingimus 11), viiendas 
majas elab Lepp, kes kasvatab koera (tingimus 2). Tabel oman
dab seega joonisel 15 toodud kuju, mille kohaselt teises majas 
peab elama Paju. Siis ei ole aga võimalik täita tingimust 13, 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 
-~ninu- r J< ./1. ~ ~~ J .Pt. J,! cr J' 
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Joonis 15. Joonis 16. 

sest sigarettide lahter on teises veerus juba täidetud. Järelikult 
ei saa Mänd elada neljandas majas. 

Et Mänd elab teises majas, siis saab tabelisse 14 juba päris 
lihtsalt terve rea uusi sissekandeid teha, mille tulemusel jõuame 
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lõpuks joonisel 16 esitatud tabelini, kus kaks vaba lahtrit tähen
davadki, et siili kasvatab Paju ja vett joob Tamm. 

Peale mitmesuguste tabelite (nende kõikide võimalike eri
kujude juures pole siin kahjuks võimalik peatuda) kasutatakse 
kes-on-kes tüüpi ülesannete lahendamisel sageli ka muid abiva
hendeid, eeskätt skeeme ja graafe. Nii on see näiteks sellistes 
ülesannetes, kus olulist osa etendavad mingid sugulussidemed. 
Illustreerimegi üht niisugust võtet järgmise ülesande lahendamise 
käigus. 

U I e sa n n e 7. Turismigrupi moodustavad üheksa erinevate elukutsetega 
meest. Imelikul kombel on neil kokkuvõttes samad perekonnanimed mis elu
kutsedki, ainult teisiti jaotatud. Koos puhkust veetma ajendas neid nähtavasti 
asjaolu, et nende üheksa hulgas leidub ühtlasi ka igaühe õemees. 

Grupi liikmete suguiusvahekordade täpsustarnisel selgus, et Treiali naise
vend on tuuker, kelle naine on aga Treiali õemehe õde. Edasi selgus veel. 
et Kingsepp on tisleri õemees, kuid tisleri naine ei ole Kingsepa õemehe õde,. 
vaid hoopis Kangru õde, Kangru naisevend treial on aga abielus Tisleri õega. 
Telgid jaotati Möldri ja koka ettepanekul loosimise teel. Loosimisest ei võtnud 
osa Müürsepp, kes otsustas magada autos. Esimese telgi said tema «nime
kaimu» (s. t. müürsepa) naisevend ja õemees, teise Kangru naisevend ja õe
mees, kolmanda kingsepp ja maaler ning neljanda Maaler ja Mölder. Huvitav 
on veel märkida, et koka perekonnanimi langeb kokku Koka elukutsega sama
nimelise mehe elukutsega. Samasugune seos leiab aset ka tisleri ja Tisleri 
vahel. 

Leida iga mehe elukutse ning selgitada, kes on tema õemees. 

Selle ülesande võiks lahendada kas kolme või nelja sisen
diga vastavuste tabeli abil (jätame niisuguse lähenemisviisi proo
vimise lugejaile harjutamiseks, kuigi tegemist on üsna raske 
«pähkliga»), aga hoopis lihtsamaks osutub antud juhul kahe 
sisendiga vastavuste tabeli kasutamine, kui sellele lisada sobiv 
suguiussidemete skeem. 

J ärjestame mehed kõigepealt nii, et iga järgmine oleks eelmise 
naisevend. Selline järjestamine peab andma kas ühe või mitu 
kinnist ringi ehk tsüklit, kusjuures iga tsükkel sisaldab muidugi 

vähemalt kaks meest (keeg~ 
· """ ei saa olla iseenda naisevend) . 

.. Q7"'1.Si..L 'J;;:..ev,(~~w ..... ~ Esimesest tingimusest näeme, 
et ühe niisuguse tsükli moo-
dustavad Treial, tuuker ning 
viimase naisevend (tähistame 
teda ajutiselt x-ga), kes on 

Joonis 17. ju ühtlasi Treiali õemees. 
Teist tsüklit alustab Kingsepp, 

kellele järgneb tisler, siis Kangur, treial ja Tisler. Et üle on jää
nud veel vaid üks mees (tähistame teda y), siis peab ka tema siia 
tsüklisse kuuluma, s. t. olema Tisleri naisevend ning ühtlasi King
sepa õemees. Nii saamegi kaks joonisel 17 kujutatud tsüklit, kus 
igaühe naisevend on märgitud temast kellaasuti liikumise suunas. 
järgmisena. 
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Jooniselt näeme, et teises telgis elavad treial ja tisler. Nel
janda telgi elanikud Maaler ja Mölder ning autos magav Müür
sepp peavad seega olema x, y ja tuuker (mingis järjekorras). 
Teise telgi elanike nimed on siis aga järelikult Kokk ja Tuuker. 
Esimese ning kolmanda telgi elanikeks jäävad nüüd Treial, King
sepp, Kangur ja Tisler. Neist ainult Kingsepp ja Tisler saavad 
olla vastavalt müürsepa naisevend ja õemees -- seega y elukutse 
on müürsepp ning Kangur ja 
Treial on kingsepp ja maaler 
(või maaler ja kingsepp). Järe
likult Kingsepa, Tisleri ja x elu
kutseteks saame mölder, kan
gur ja kokk (mingis järjekor
ras). 

Kanname nimede ning elu-
kutsete vahel leitud seosed joo
nisel 18 kujutatud vastavuste 
tabelisse, kus lisaks saadud tu
lemustele on vahetult ülesande 
tingimustest arvestatud veel 
seda, et Mölder ei saa olla kokk 
ning Müürsepp ei saa olla 
müürsepp. 

Joonis 18. 

Arvestame nüüd asjaolu, et koka perekonnanimi langeb kokku 
Koka elukutsega samanimelise mehe elukutsega ning et tisleri 
perekonnanimi langeb kokku Tisleri elukutsega samanimelise 
mehe elukutsega. Et Tisler saab tabeli kohaselt olla kas kokk, 
kangur või mölder ja tisler saab olla kas Kokk või Tuuker, siis 
seega peab Koka, Kangru ja Möldri hulgast üks olema kas kokk 
või tuuker. Tabelist näeme, et ainsa võimalusena neist saab vaid 
Mölder olla tuuker. Järelikult on Tisler mölder, Nlölder on tuuker 
ja Tuuker on tisler. Tabelit nende tulemustega täiendades näeme 
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Joonis 19. 

nüüd kohe, et Kokk on treial 
ja .i\llaaler on müürsepp. 

Et Treiali elukutse (mis 
tabeli järgi saab olla kas king
sepp või maaler) peab nüüd 
kokku langema koka perekonna
nimega (mis saab olla kas 
Kingsepp või Müürsepp), siis 
järelikult on Treial kingsepp ja 

Kingsepp kokk. Lõpuks on lihtne näha, et Müürsepp saab olla 
vaid kangur ja Kangur maaler. 

Kõigi suguiussidemete esiletoomiseks täiendame joonisel 17 
toodud skeemi leitud tulemustega, millega see omandab joonisel 
19 esitatud kuju. 
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Toodutega ei ole kes-on-kes tüüpi ülesannete lahendamise võt
ted muidugi kaugeltki ammendatud, kuigi suurema osa ülesannete 
puhul saab ka juba nende võtetega (kas hästi või halvasti) hak
kama. Arvestagem aga, et igaühe võtete arsenal suureneb eeskätt 
ikka vastavaid ülesandeid võimalikult sagedamini lahendades. Ja 
seejuures mitte ainult lahendades, vaid otsides ühtlasi lihtsaimat 
või ilusaimat teed lahenduse juurde jõudmiseks. Toomegi lõpuks 
veel paar veidi raskemat ülesannet harjutamiseks, mis pakuvad 
ka mõningat mater j ali uute võtete või nende kombinatsioonide 
vaatlusele võtmiseks. 

0 I e sa n n e 8. Rahvusvahelises organisatsioonis töötab kokku seitse 
tõlki - hispaanlane, inglane, jaapanlane, prantslane, rootslane, sakslane ja 
venelane. Igaüks neist kõneleb peale oma emakeele veel täpselt kaht keelt. 
Viie puhul on mõlemad need keeled äsjanimetatute hulgast, üks räägib lisaks 
itaalia keelt ja üks soome keelt. Selgitada, milliseid keeli iga tõlk kõneleb, kui 
on teada, et: 

1) ükski tõlkidest ei räägi kaht sellist keelt, mille nimed algavad ühe
suguse tähega; 

2) kaht keeltest räägivad ainult vastavast rahvusest tõlgid; 
3) sakslane ja rootslane tulid selle organisatsiooni tenniseesivõistlustel sega-

paarismängus võitjateks; . 
4) naistõlgid räägivad kõik vene keelt, kuid ükski neist ei räägi jaapani 

keelt; 
5) vene keelt räägivad kokku neli tõlki (sealhulgas inglane ja rootslane), 

samuti neli tõlki räägivad inglise keelt; 
6) ainult üks nendest tõlkidest, kes räägib hispaania keelt, räägib üht

lasi ka vene keelt; 
7) kolm tõlki on vallalised ja ükski abielus tõlkiciest ei kõnele hispaania 

keelt; 
8) tõlkide hulgas on üks abielupaar, kusjuures nad saavad omavahel kahes 

keeles kõnelda; 
9) tõlkide hulgas on ka üks kihlatute paar, nad mõlemad kõnelevad prant

suse keelt, peigmees räägib pruudi emakeelt, kuid pruut peigmehe emakeelt 
mitte; 

10) venelase naine kõneleb hispaania keelt; 
11) prantslase poeg on kihlatud sakslase tütrega ja prantslase tütar on 

kihlatud jaapanlase pojaga. 

0 le sa n n e 9. Malemeeskonda kuulub üheksa võistlejat - Aednik, Kokk, 
Lukksepp, Maaler, Pagar, Rätsep, Sepp, Treial ja Velsker. Nende meeste elu
kutsed on kokkuvõttes samad mis perekonnanimeclki, ainult teisiti jaotatud. 
Leida iga võistleja elukutse, kui on teada, et: 

1) Kokal ja veel ühel võistlejal on kummalgi üks tütar, teistel tütreid ei 
ole; 

2) velsker on maalri äi; 
3) Velsker on kihlatud lukksepa tütrega, kes varem lükkas tagasi aedniku 

ja pagari abieluettepanekud; 
4) Aednik on vallaline ja oma elukutsega samanimelise mehe tavaline 

treeningu partner; 
5) Sepa treeningupartneriks on tema väimees; 
6) Aedniku isa on Pagari naise vend; 
7) treial ja kokk on teineteise õemehed; 
8) treiali perekonnanimi langeb kokku Koka elukutsega samanimelise 

mehe elukutsega ja koka perekonnanimi langeb kokku Sepa elukutsega sama
nimelise mehe elukutsega. 
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LOBATSEVSKI GEOMEETRIA 

K. Ariva 

11. Sirgete teooria LobatSevski geomeetrias 

Selle artikli eelnevates osades 1 püüdsime lugejas tekitada 
kahtluse kooligeomeetria ühe kõige iundamentaalsema lause -
paralleelsirgete aksioomi suhtes. N äitasime, et see aksioom on 
vaid oletus, seni tõestamata teaduslik hüpotees. N agu märkisime, 
põhineb veendumus, et tegemist on tõese lausega, suurelt osalt 
dogmaatiliseks eelarvamuseks kujunenud harjumusel, mida tingib 
meie kogemuste piiratus. Kool, vaikides täielikult maha Lobat
sevski ideed, loob vankumatu aluse sellele veendumusele ja pii
rab õpilase kujutluse aegade hämaruses avastatud Eukleidese 
maailmaga. 

Muidugi, milleski kahelda ei tähenda veel seda eitada, lause 
hüpoteetilisus ei ole samaväärne selle mittetõesusega. Kuid kaht
lus sunnib uurima ka muid mõeldavaid hüpoteese. Seda teed läkski 
LobatSevski. Ta asendas paralleelsirgete aksioomi tema päevil 
ainukese mõeldava alternatiivse hüpoteesiga - lausega, mida me 
nüüd nimetame LobatSevski aksioomiks. Tehes sellest üha uusi 
loogilisi järeldusi ehitas ta uue geomeetria, mis oma sisulise rik
kuse, s. o. geomeetriliste detailide rohkuse poolest ületab tundu
valt Eukleidese süsteemi. 

Esimesel tutvumisel Lobatsevski geomeetriaga tuleb endas 
·ületada mitte ainult üks eelarvamus, vaid terve eelarvamuste, har
jumuste, tõekspidamiste ja kujutluste müriaad, mis pärineb iga
päevastest kogemustest ja kooliõpetusest. Selleks, et kergendada 
I ugej al niisugust «enesevõitmisb>, soovitame edasiste mõttekäi
kude j älgimisel silmas pidada järgmisi asjaolusid: 

( 1) Tegemist ei ole lihtsalt seniste, koolis õpitud tõdede eita
misega ja uute ainukehtivate tõdede püstitamisega. Jutt on ainult 
teise võimaluse, te i s e h ü p o te e s i uurimisest. Asetarne küsi:. 
muse nii: 0 n võ im aI i k, et ruum ei ole täpselt 2 selline, nagu 
õpetas Eukleides; oI et am e, et ta ei ole selline, missugune ta 
võ ib siis olla? 

1 Vt. Matemaatika kaasaeg, XII, lk. 73-90, XII, lk. 71-87, XIV, 
lk. 78-83. 

2 Rõhutame, et Lobatsevski ei heitnud kõrvale mitte kogu Eukleidese õpe
tust, vaid ainult ühe põhilause ja loogilised järeldused sellest. 
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(2) Lobatsevski geomeetria on loogiline konstruktsioon, nagu 
seda on iga geomeetria, ka Eukleidese oma. Eksperiment ja 
kujutlus ei ole siin tõestamisvahendeiks 3 . Kui aluseks võetud 
LobatSevski hüpotees on tõene, siis on tõene ka iga sellest loo
giliselt tehtud järeldus. Huvitav on märkida, et Eukleidese ja 
LobatSevski geomeetriad osutuvad loogiliselt samaväärseiks, s. t. 
kui üks neist ei sisalda mingit loogilist vasturääkivust, siis ei 
saa seda olla ka teises, ja vastupidi, kui ühes süsteemis leidub 
loogiline viga, siis peab olema loogiliselt defektne ka teine. Puht
loogilisest aspektist ei ole seega võimalik eelistada üht süsteemi 
teisele - lugeda üht tõeseks ja teist vääraks. Küsimusele, kumb 
süsteemidest vastab paremini ruumi tegelikule struktuurile, ei saa 
aga geomeetria vahendite abil vastata. Seda probleemi on põhi
mõtteliselt võimalik lahendada ainult vaatluse, s. t. füüsikalise 
eksperimendi abil. 

(3) LobatSevski süsteemi lausete kõige iseloomulikumaks joo
neks on nende terav vastuolu harjumuspäraste geomeetriliste 
kujutlustega. Kuid veidi järele mõeldes saab iga lause puhul 
veenduda, et see vastuolu ei ületa lubatavat piiri: L o ba ts ev sk i 
g eo me et r i a e i o 1 e vastu o 1 us k o g e must ega. Sel
leks, et lämmatada proteste, mida esitab kujutlus, on kasulik alati 
meeles pidada paralleelsirgete probleemi puhul sooritatud arut
lusi. Selle probleemi kogu raskus seisneb ju vaieldamatus tõsi
asjas, et me ei tea, kuidas sirged «käituvad» väga suurtes kau
gustes, ehk üldisemalt - milline on ruumi struktuur väga kau
getes piirkondades. Lobatsevski geomeetria efektid, kõrvalekal
ded kooligeomeetriast ilmnevad nimelt sellistes kaugustes, kuhu 
kogemus ei ulatu ja kus kujuiluse põhjal otsustada ei ole lubatav. 
Nagu edaspidi näeme, saab neid kaugusi hinnata arvestades mõõt
miste tänapäevast täpsuse astet. 

( 4) LobatSevski ideede tunnust am ine ei tähenda mingil mää
ral Eukleidese geomeetria tarbetuks kuulutamist. Eukleidese õpe
tus ei kao kunagi kooli õppcpb1anist, sest selle pr akt i I i st osa 
meid ümbritseva 1 ä h ema ruum i tunnetamisel ei saa millegagi 
asendada. Tänapäevase teaduse seisukohalt ei sisalda Eukleidese 
geomeetria absoluutset tõde ruumi struktuuri kohta. Iga teadus
lik teooria on suhtelise kehlivusega; suhteliselt tõene on ka Euk
leidese süsteem. Ta on tõene I i g i kaudse 1 t, kusjuures tema 
täpsus on küllaldane igapäevase elu, tootmise ja tehnika vaja
duste jaoks - inimkonna arengu praegusel etapil. Eukleidese 
geomeetria on reaalse ruumi esimene loogiliselt täiuslik l ä h e n d -
mu d e I. Ajalooliselt teiseks, suurema täpsusega mudeliks on 
LobatSevski ge0meetria. Alles viimase tundmine võimaldab selgi
tada Eukleidese õpetuse olemuse ja piirid. 

3 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 80. 
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Need juhtmõtted, mille võtame kaasa järgnevale ekskursioo
nile Lobatsevski maailma, kõlavad siin mitmeti põhjendamatult. 
Me pöördume nende juurde aga tagasi pärast tutvumist Lobat
sevski geomeetriaga. 

Oletame, et õpik eksib 

J ah, oletame, et Eukleidese paralleelsirgete aksioom ei ole 
tõene i ga sirge ja i g a sellest väljas pool asetseva punkti kor
ral. Seega loeme tõeseks järgmise lause: 

Leidub selline sirge a ja temast väljaspool asetsev punkt A, et 
nendega määratud tasandil saab läbi punkti A tõmmata vähe
malt kaks sirget, mis ei lõika sirget a. 
See lause ongi Lobatsevski aksioom. 
Kahtlemata saab läbi punkti A tõmmata ü h e sirget a mitte

lõikava sirge 4, nimelt sirge e, mis on risti sirge a ristsirgega e 
(joon. 1). Vastavalt Lobatsevski aksioomile läbib punkti A veel 
vähemalt üks sirget a mittelõikav sirge. b 

Olgu selliseks sirge b. Muidugi, jooni- e ~~~~fE~~~~ 
sel 1 kujutatud sirge b pikendamine viib d 
silmaga nähtavalt lõikumiseni sirgega 
a. Selleks, et joonis oleks «usutav», tu
leks sirgete b ja e vahelist nurka kuju
tada õige väiksena. Joonise väikese ula
tuse tõttu osutub sellise olukorra kuju
tamine ag·a praktiliselt võimatuks ~ 

e 

J ooni s J. 

sirged b ja e sulaks id ühte. Sellepärast esitame aksioomi tingimuse 
tublisti liialdatult. 

Teeme LobatSevski aksioomist rea vahetuid järeldusi: 
(1) Läbi punkti A saab tasandil tõmmata 

I õ p m a t a p a l j u s i r g e i d, m i s e i I õ i k a s i r g e t a. 
Kolmandaks mittelõikajaks on sirge d, mis on sümmeetriline 
sirgega b sirge e suhtes. Sirget a ei lõika ükski sirge, mis läbib 
punkti A ja asetseb joonisel 1 viirutatud tasandi osas, mida pii
ravad sirged b ja d. (Viimase asjaolu päris range tõestus vajab 
veel mõningaid lisaarutlusi, kuivõrd me ei tohi seda välja lugeda 
jooniselt. Need arutlused eeldavad aga aksioomide süsteemi põh
jalikumat tundmist.) 

(2) L o b a t s ev s k i a k s i o o m k e h t ib i ga sirge 
j a s e Il e I m it te as u v a p u n k t i k o r r a l. Tõepoolest, kui 
oletada, et leidub mingi sirge a' ja punkt A', mille puhul nendega 
määratud tasandil kehtib Eukleidese paralleelsuse aksioom, siis 
peab sirge a' mistahes kahe punkti B ja C abil tekitatud kolm
nurga A' BC sisenurkade summa olema n 5. Legendre'i II ja III 

4 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 82. 
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teoreemist tuleneb siis omakorda, et paralleelsuse aksioom peab 
kehtima iga sirge ja punkti paari korral, muuseas ka aja A puhul. 
Tekib vasturääkivus LobatSevski aksioomiga, seepärast on tehtud 
oletus väär. 

(3) E i I e i du s a r n a s e i d k u j un d e i d. Selles veen
dumiseks tarvitseb vaid meenutada, et sarnaste kujundite olemas
olu on samaväärne paralleelsuse aksioomi kehtivusega (Wallise 
ekvivalent!). Kuid LobatSevski aksioom eitab paralleelsuse aksi
oomi, sellepärast ka selle iga ekvivalenti. 

Sarnasuse puudumist on oluline silmas pidada maonutuste 
mõistmiseks, mis esinevad LobatSevski geomeetriat illustreerivail 
joonisteL N agu märkisime, avalduvad LobatSevski geomeetria 
kõrvalekalded harj umusep ärasest kooligeomeetri ast märgatavalt 
tasandi ja ruumi väga suurtes piirkondades. Kujutada suuri piir
kondi joonistel ilma moonutusteta on aga võimatu, sest sarnasuse 
puudumise tõttu tingib kujundite vähendamine paratamatult nende 
omaduste muutumise. 

(4) Erinevatel kolmnurkadel on erinev sise
n u r k a d e s u m m a. Selle väite saab kergesti tõestada, kui 
meenutada artikli esimese osa esimeses harjutusülesandes esita
tud väärarutlust. Viimases eeldati vaikides, et kõigil kolmnurkadel 
on ühesugune sisenurkade summa (2~ = const) ja siit tulenes 
vahetult, et 2~ = JC. 

(5) Paarikaupa kongruentsete nurkarlega 
koI mn u r ga d on k o n gr u e nt s e d. See lause järeldub 
kahest eelnevast. Et koolis õpitud kongruentsuse tunnused kehti
vad ka siin, sest nad ei sõltu paralleelsuse aksioomist (meenu
tada nende tõestuskäike!), siis esineb LobatSevski geomeetrias 
neli kolmnurkade kongruentsuse tunnust. 

(6) I ga k o 1m nurga s i s e nurka d e summa on 
väiksem kui sirgnurk. See on vahetu järeldus kolmnurga 
nurkade summa seesest paralleelsuse 
aksioomiga. Huvitav on ühtlasi mär- d 

kida, et see lause on LobatSevski b ---__::;:;.~::::::---
aksioomi ekvivalent, s. t. tema tõesusest 
järeldub omakorda LobatSevski ak-
sioomi kehtivus. Selles veendumiseks 
vaatleme tasandil sirgeid a ja b, millel 
on ühine ristsirge e ja mis seetõttu ei a 

saa lõikuda (joon. 2). Et 2ABC <n, siis 
B 

a + f3 <;, seepärast sirge d, mis läbib Joonis 2. 

e 

punkti A ja moodustab sirgega AC nurga a, erineb sirgest b. 
Samal ajal ei saa sirge d kolmnurga välisnurga lause põhjal lõi
gata sirget a. Järelikult leidub kaks sirget b ja d, mis ei lõika 
sirget a. 

5 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 79. 
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(7) T a s a n d i 1 s i r ges t ü h e 1 p oo 1 j a te m as t 
võrdsetel kaugustel olevate punktide hulk ei 
m o o d u st a s i r g et. Selle väite tõestamiseks meenutame 
paralleelsuse aksioomi Prokiose ekvivalenti: Kahe paralleelsirge 
vaheline kaugus on tõkestatud suurus. Et Lobatsevski aksioom 
eitab ka Prokiose ekvivalenti, siis ei saa sirgete a ja b (joon. 2) 
vaheline kaugus olla tõkestatud, ammugi siis konstantne. See
pärast ei saa punktid, mis on sirgest a ühel ja samal kaugusel, 
kuuluda ühele sirgele - järelikult peavad nad asuma mingil 
kõverjooneL Viimase iseloomu selgitame edaspidi. 

(8) E i I e i du rist k ü 1 i kui d. Teisiti saab selle lause 
sõnastada ka nii, et kahel sirgel ei saa olla kaht ühist ristsirget. 
Et lugu on nõnda, see tuleneb vahetult lausest (6). Ristkülikute 
puudumisest järeldub aga omakorda, et Saccheri ja Lamberti neli
nurkades kehtib teravnurga hüpotees. Vastupidi, teravnurga hüpo
teesi tõesusest järeldub (6) abil LobatSevski aksioom. Seega on 
Saccheri ja Lamberti teravnurga hüpoteesici samaväärsed Lobat
sevski aksioomiga, mis tähendab seda, et Saccheri ja Lambert 
arendasid oma töödes - endale sellest aru andmata - uut geo
meetriat, mis nüüd kannab Lobatsevski nime. 

Paralleelsus, millest koolis ei räägita 

Ei ole otstarbekas iga kaht ühel tasandil olevat sirget, mis 
omavahel ei lõiku, nimetada paralleelseteks. Osutub, et üht punkti 
läbivail sirgeil, mis ei lõika antud sirget, on erinevad omadused. 
Sellepärast eraldas Lobatsevski selliste sirgete lõpmatust hulgast 
ainult kaks sirget, mida ta nimetas antud sirgega paralleelseiks. 
Esitame vastava mõttekäigu lihtsustatud kujul. 

d d' Vaatleme sirgeid a ja b, millel on 
---- ühine ristsirge e, ja punktist A nurka 

b --o-~~~~==----:::-- BA C tõmmatud poolsirgeid (joon. 3). 

e: 

Jooni<; 3. 

Et b ei ole ainus sirge, mis ei lõika sir
get a, siis leidub nende poolsirgete 
hulgas selliseid, mis samuti ei lõika 
sirget a (täpsemalt: niisuguseid pool
sirgeid peab leiduma vähemalt ühes 
täisnurkadest BAC ja BAD; oletame 
arutluse üldsust kahandamata, et neid 

on nimelt nurgas BAC). Muidugi leidub seal ka selliseid poolsir
geid, mis lõikavad sirget a. Järjestarne kõik nurgas BAC asuvad 
poolsirged, s. t. vaatleme neid ümber punkti A näiteks kellaasu
tile vastupidises suunas pöörieva poolsirge järjestikuste asendi
tena ja räägime nende puhul vastavalt läbimise järjekorrale eel
nevaist ja järgnevaist poolsirgeist. 
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Kerge on mõista, et kui mingi poolsirge sellest hulgast lõikab 
sirget a, siis teeb seda ka iga temale eelnev poolsirge; vastupidi, 
iga mittelõikavale poolsirgele järgnev poolsirge peab samuti ole
ma mittelõika ja. Kõik lõika j ad eelnevad igale mittelõikajal e, kõik 
mittelõikajad järgnevad igale lõikajale. ütleme, et need poolsirged 
jagunevad kahte klassi. Et pöörlev poolsirge liigub pidevalt, s. t. 
läbib iga vahepealse asendi, siis peab leiduma selline poolsirge, 
millest ühele poole jäävad ainult lõika j ad ja teisele poole mitte
lõikajad. Muidugi peab ta ise kuuluma ühte klassidest, s. t. olema 
kas viimane lõikaja või esimene mittelõikaj a. Kuid viimast lõika
jat olla ei saa, sest kui oletada, et mingi poolsirge, näteks AE on 
viimane lõikaja, siis satume vasturääkivusele: ka iga parempool
set punkti F läbiv poolsirge lõikab sirget a, samal ajal aga järg
neb ta poolsirgele AE. Järelikult peab leiduma esimene mittelõi
kav poolsirge. Nimelt selle poolsirgega määratud sirget nimetaski 
Lobatsevski paralleelseks sirgega a. 

Paneme tähele üht harjumusele võõrast asjaolu: sooritatud 
arutluse põhjal on paralleelsus seotud kindla suunaga - sirge 
paralleelsuse määrab üks tema poolsirgetest Arvestades seda defi
neerime paralleelsuse järgmiselt: Sirge t d n im eta ta k s e 
paralleelseks sirgega a oma poolsirge AGsuu
n a s, k u i on t ä i d et u d k a k s t i n g im ust: 

1) s i r g e d a j a d e i 1 õ i k u, 
2) i ga p oo 1 sirge, mi s on t õ mm at u d p u n k t i st 

A nurka BA G (mille määrab lõik AB _i a), I õ i ka b sir
g et a. 

Paralleelsust märgime sirgele lisatud noolega, mis osutab üht
lasi paralleelsuse suunda.6 

Ilmselt rahuldab ka koolis õpitud, s. t. eukleidiline sirgete 
paralleelsuse mõiste seda definitsiooni. Kuid mittelõikava sirge 
ainsuse tõttu (paralleelsuse aksioom!) on tingimus 2) seal tar
betu, samuti pole seal vaja rääkida, millises suunas esineb paral
leelsus. Siin, vastupidi, on paralleelsuse mõiste lahutamatult seo
tud suunaga: vastassuunas sirge d e i oI e pa ra I 1 e e I n e 
sirgega a. Hiljem näeme, et selline kõiki harjumusi eitav aru
saam on põhjendatud, nimelt «käitub» sirge d sirge a suhtes eri
nevais suundades erineval viisil. 

Soaritarne nüüd peegelduse a ja b ühise ristsirge e suhtes. 
Sellejuures jääb peegelduse telg e muutumatuks, sirgete a ja b 
poolsirged vahetuvad, need sirged ise aga jäävad paigale, kuid 
sirge d teiseneb sümmeetriliselt sirgeks d' (joon. 3). Samal vii-

6 Olgu täpsuslavalt lisatud, et küsimusele päris range! lähenemisel tuleks: 
ütelda, et eelneva arutluse põhjal on sirge d paralleelsus sirgega a seotud veel 
nurgaga BAG ja eriti selle tipuga A. Sellepärast tuleks definitsioonis lisada, 
et tingimused 1-2 määravad sirge d paralleelsuse tema punktis A. Kuid sel
lest kitsendusest on võimalik vabaneda: saab tõestada, et sirge d on paral
leelne sirgega a märgitud suunas igas oma punktis. 
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sil peegelduvad kõik nurka BAC tõmmatud poolsirged poolsir
geiks nurgas BAD ja d' osutub seal esimeseks mittelõikaj aks. 
Järelikult on sirge d' samuti paralleelne sirgega a, nimelt jooni
sel 3 noolega näidatud suunas. Rohkem paralleelsirgeid, s. t. 
sirgeid, mis rahuldaksid antud definitsiooni, sirgele a läbi punkti 
A tõmmata ei saa. Sirge a seisukohalt on d ja d' temaga paral
leelsed vastassuundades. Näeme, et antud suunas saab sirgele 
läbi antud punkti tõmmata ainult ühe paralleelsirge. 

Ristlõigu AB ja paralleelsirge d vahelist nurka BA G, mis 
sisaldab ainult lõikavaid poolsirgeid, nimetatakse pa ra 11 e e I
su s e nurga k s; ristlõiku AB nimetatakse p a r a 1 I e e 1 s us e -
1 õ i gu k s. Nende mõistetega puutume korduvalt kokku edas
pidi. Paneme siinkohal vaid tähele, et paralleelsusenurk on alati 
terav. 

Kerge on märgata, et paralleelsuse definitsioon sisaldab üht 
ebaolulist kitsendust: võib loobuda nõudest, et sirge AB on sir
gega a risti. Tõepoolest, kui teine tingimus on täidetud ristsirge 
suhtes, siis on ta täidetud ka iga lõikaja suhtes, ja vastupidi -
kui ta kehtib iga lõikaja puhul, siis muidugi ka ristsirge korral. 
Peame seda märkust edaspidi silmas. 

Pöörame nüüd tähelepanu veel ühele mitteharjumuspärasele 
asjaolule. P aralleelsuse definitsiooni s on sirgetel a ja d erinevad 
osad; definitsioon ei ole, nagu öeldakse, sümmeetriline nende 
sirgete suhtes. Teisiti: defineeritud on tingimused, mille korral 
d on paralleelne sirgega a, kuid ei ole selge, kas sel juhul ka 
a on paralleelne sirgega d. Tõepoolest, ehkki tingimus 1) on rahul
datud ka a puhul (see tingimus on sümmeetriline sirgete suhtes), 
ei ole ometi veel teada, kas on rahuldatud ka tingimus 2), s. t. 
kas iga poolsirge nurgas ABE lõikab sirget d. Näitame, et see 

9 

f 

Joonis 4. 

= y. Siis a + y = ~ ja 

f3 <a. 

on nii. 
T e o r e e m 1. Kui sirge d on 

paralleelne sirgega a mingis suunas, 
siis on ka sirge a paralleelne sirgega 
d samas suunas. 

Tõe st us. Vaatleme mingit sirget 
e, mis on tõmmatud läbi punkti B 
nurga ABE sisepiirkonda nii, et nurk 
a, mille ta moodustab sirgega a, on 
väiksem kui nurk BAD (joon. 4). Olgu 

AC _Le. Tähistame BAC = f3 ja ABC= 

f3 + y < ~ (sest .2Acn <n), seepärast 

Et AC< AB (kaatet on väiksem hüpotenuusist), siis leidub A 
ja B vahel punkt F nii, et AF =AC. Tõmbame läbi punkti F 
sirge f j_ e; f ei lõika sirget a. 
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Tõmbame läbi punkti A sirge g nii, et ta moodustab sirgega 
d nurga f3. Sirge g suundub nurga BAD sisepiirkonda, sest 

A 

fi < a < BAD. Et d on paralleelne sirgega a vaadeldavas suunas, 
siis lõikab sirge g sirget a mingis punktis G. 

Sirge f lõikab kolmnurga ABG üht külge AB, ei läbi aga selle 
kolmnurga tippe, seepärast peab ta lähima veel teise külje sise
punkti 7. Et ta ei saa lõigata külge B G, siis peab ta lõikama külge 
A G mingis punktis H. 

Valime sirgel d paralleelsuse suunas punkti K nii, et AK'= AH 
ja ühendame punktid e ja K sirglõigu abil. 

Konstruktsiooni põhjal on kolmnurgad ACK ja AFH kong-
/'- A 

ruentsed (AC'= AF, AK,= AH, CAK = FAH), seetõttu on ka 
/~, 

kolmnurk ACK täisnurkne, s. o. ACK =T· Niisiis asub lõik CK 

sirgel e, mis näitabki, et e lõikab sirget d. 
/'-. /'-. 

Meenutame sirge e valiku tingimust: a '= (a, e) <BAD. Seda 
tingimust rahuldab iga sirge, mis suundub läbi B nurka GBC, 
s. t. iga selline sirge lõikab sirget d. Muidugi lõikab siis sirget 
d ka iga sirge, mis suundub nurka ABC. 

Nüüd on selge, et sirge a korral on täidetud ka paralleelsuse 
teine tingimus sirge d suhtes, seega on a tõepoolest paralleelne 
sirgega d. N agu näeme, on nende paralleelsusel ühine suund. 

Arvestades paralleelsuse äsja tõestatud sümmeetriat kasutame 
tema märkimiseks harilikku sümbolit a \\ d. 

Näitame, et sirgete paralleelsusel on veel teine kooligeomeet
riast tuntud omadus: kui kaks sirget on paralleclsed kolman
daga, siis on nad seda ka omavahel ···~ ting-imusel, et jutt on 
ühesugusest suunast. Seda omadust nimd<ltakse paralleelsuse 
transitiivsuseks. 

Teo re e m 2. Kui a \\ b ja b !\ e ühes ja samas suunas, siis ka 
a Il e sellessamas suunas. 

Tõe st us. Paneme esmalt tähele, et sirgetc a ja e korral 
on rahuldatud paralleelsuse tingimus 1). Tõepoolest, vastasel 
juhul saaks läbi nende lõikepunkti tõmmata kaks sirget, mis on 
ühes ja samas suunas paralleelsed sirgega b; nagu teame, on see 
võimatu. 

Niisiis ei ole kolmel sirgel ühiseid punkte, s. o. üks neist aset
seb kahe ülejäänu vahel. Uurime kaht võimalikku oluliselt eri
nevat juhtu. 

1) Olgu b ja e teine teisel pool sirget a (joon. 5). Valime 
sirgetel b ja e mingid punktid B ja C. Need punktid on teine tei
sel pool sirget a, seepärast lõikab sirge BC sirget a mingis punk-

7 See lause on sõltumatu paralleelsuse aksioomist ja võetakse sageli tões
tamata algtõeks, s. o. aksioomiks. 
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tis A. Olgu D sirge e mingi punkt paralleelsuse suunas. Et e Il b, 
siis lõikab iga nurka BCD tõmmatud sirge e sirget b mingis 
punktis E. Punktid e ja E on teine teisel pool sirget a, seepärast 
lõikab sirge e ka sirget a. Seega lõikab iga nurka AeD tõmma
tud sirge sirget a: ka teine paralleelsuse tingimus on täidetud. 
Järelikult on e paralleelne sirgega a vaadeldavas suunas ja teo
reerni 1 põhjal on ka a paralleelne sirgega e selles suunas: a Il e. 

e 
e 

• 
Joonis 5. Joonis 6. 

2) Olgu b ja e mõlemad ühel pool sirget a, näiteks olg·u b 
sirgete a ja e vahel (joon. 6). Fikseerime sirgetel a ja e mingid 
punktid A ja e ning sirgel a veel teise punkti D paralleelsuse 
suunas. Sirge A e lõikab sirget b mingis punktis B. Vaatleme 
suvalist sirget e, mis on tõmmatud nurka DAe. Et a Il b, siis lõi
kab e sirget b mingis punktis E. Olgu F sirge b mingi punkt 
paralleelsuse suunas. Et b 11 e, siis lõikab nurka FEC suunduv 
sirge e ka sirget e. Nüüd võime kinnitada, et a il e. 

Edaspidi osutub kasulikuks veel järgmine teoreem: 
Teo re e m 3. Kui a ja b on teatud suunas paralleelsed sirged, 

siis on iga nende vahel asuv sirge nendega paralleelne selles suu
nas. 

Tõestus (joon. 7). 

Cl 

Joonis 7. 

Eelduse kohaselt ei lõika e ei sirget 
a ega b - paralleelsuse tingimus 1) on 
täidetud. Lõikame sirgeid a ja b mingi 
sirgega AB. See sirge lõikab ka sirget 
e mingis punktis e. On tarvis näidata, 
et iga sirge, mis on tõmmatud nurka 
DeA, lõikab sirget a. Oletame vastu
väiteliselt, et see pole nii; siis leidub 
nende sirgete hulgas selline sirge d, et 
d Ila. Transihivsuse tõttu siis ka d Il b. 
Paralleelsuse definitsiooni põhjal peab 

siis iga sirge, mis on tõmmatud nurka FeB, lõikama sirget 
b. Järelikult peab ka e lõikama sirget b, mis on vastuolus eeldu
sega. Niisiis on tehtud oletus väär, ja iga sirge, mis on tõmmatud 
nurka DeA, lõikab sirget a. Seega e 11 a ja transitiivsuse tõttu 
ka e Il b. 
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a 

Ehkki tõestatud laused on oma sisult sellevõrra harjumus
pärased, et tuleb ennast pingutada nende tõestamise vajaduse 
mõistmiseks, ei ole paralleelsus LobatSevski mõttes siiski päris 
kooskõlas koolis omandatud kujutlusega. Toome mõned näited 
erinevuste kohta. 

1) Kaks sirget, mis on paralleelsed kolmanda ga, ei ole alati 
paralleelsed omavahel. Näiteks joonisel 3 on d ii a ja d' 11 a, kuid 
d ja d' lõikuvad punktis A. Lugeja muidugi märkab, et transiiiiv
sus läheb kaotsi, kui paralleelsused ei ole samasuunalised. 

2) Sirge, mis lõikab üht paralleelsirgetest, ei lõika alati teist. 
Näiteks joonisel 3 lõikab sirge b küll sirget d ja ehkki d 11 a, ei 
lõika b sirget a. 

J 00/liS 8. Joonis 9. 

3) Sirge, mis lõikab kaht paralleelsirget, ei lõika alati kol
mandat. Näiteks sirge d joonisel 8 lõikab sirget b. Ta peab lõi
kama ka sirget a, sest vastasel juhul saaks punktist A tõmmata 
samas suunas veel teise paralleelsirge sirgele a. Kuid sirge d ei 
lõika sirget e. 

Tasandit tuleb kujutleda kõverana 

Eelnevaist mõttekäikudest tuleneb, et kahel erineval sirgel 
võib tasandil esineda kolm erinevat vastastikust asendit: 

1) sirged lõikuvad, s. t. neil on üks ühine punkt (Eukleidese 
aksioom, et kaht punkti läbib parajasti üks sirge, kehtib ka siin; 
seega kahel erineval sirgel ei saa olla kaht ühist punkti); 

2) sirged on teatud suunas paralleelsed; 
3) sirged ei lõiku ega ole paralleelsed; sellisteks sirgeteks on 

näiteks b ja a joonisel 3 (paralleelsirged koolikäsitluse järgi!) 
ja samuti kõik sirged, mis asuvad koos sirgega b samades sir
getega d ja d' määratud tippnurkades. 

Lisanduval kolmandal juhul nimetatakse sirgeid teineteise suh-
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tes h ajuvai k s. Nende asendite lähemaks uurimiseks tõestarne 
esmalt ühe abilause. 

Le mm a 1. Kui punkt eemaldub teravnurga tipust mööda 
haara, siis kasvab tema kaugus teisest haarast Lobatsevski geo
meetrias kiiremini kui Eukleidese geomeetrias. 

Tõe st us. Vaatleme mingit teravnurka a (joon. 9). Moodus
tarne selle ühel haara! kongruentsete lõikude jada AA 1 '= A 1A2 t= 

= A2A3 = ... ja langetarne nende lõikude otspunktidest ristlõi
gud AB, A1B 1, A2B2, ... teisele haarale. Määrarne lõikudel A 1B 1, 

A2B2, A3B3, ... punktid el, C2, C3, ... nii, et CIBI =AB, C2B2 = 
= AtBt, C3B3 = A2B2, jne. Nüüd võime öelda, et kui haara punkt 
liigub asendist A asendisse A 1, siis kasvab tema kaugus teisest 
haarast lõigu A 1B 1 -AB '=·A 1C1 võrra, lõigu A 1A2 lähimisel 
A2B2- A1B1 •= A2C2 võrra, jne. 

Eukleidese geomeetrias on need juurdekasvud võrdsed: A1C1 === 
·=·A 2C2 = A3C3·= ... '= AC1 tan a. Näitame, et LobatSevski geo
meetrias A 1 C1 < A2C2, A2C2 < A3C3, jne. Piisav on tõestada üks 
selline võrratus, näiteks esimene. 

Pikendame lõiku B 1A 1 ja valime pikendil punkti D nii, et 
A 1D = A 1C1. ühendame D ja A2 sirglõiguga. Kolmnurgad AIC1A 
ja A 1DA 2 on kongruentsed (tunnus KN K). Määrarne lõigu B 1A 1 

pikendil veel punkti E nii, et EB 1 = A2B2. Eukleidese geomeetria s 
A 2C2 ,=·A 1C1 ·= A 1D ning punktid D ja E ühtivad. LobatSevski 
geomeetrias ilmneb aga, et D ja E ei ühti, vaid D on A 1 ja E 
vahel. 

/".. /'o., 

Tõepoolest,A 1DA 2 = A 1C1A >~'sest ABB 1C1 on Saccheri neli-
A /".. /".. 

nurk, seega AC1B 1 <=:J-, kuid AC1B 1 ja AC1A1 on kõrvunurgad. 
/".. 

Samal ajal A 1EA 2 <~, sest B 1EA 2B2 on Saccheri nelinurk. Niisiis 
A /".. 

on A 1EA 2 terav- ja A 1DA 2 nürinurk See on võimalik ainult siis, 
kui D on A 1 ja E vahel, s. t. EA 1 > DA 1 ehk A2C2 > A 1C1• 

Seda arutlust saab korrata iga järgmise juurdekasvu korral. 
Ilmnebki, et punkti eemaldudes nurga tipust mööda haara vasta
vad võrdseile läbitud lõikudele haara! üha suuremad punkti kau
guse juurdekasvud teisest haarast. 

Paneme nüüd tähele, et me ei kasutanud tõestuskäigus kusa
gil nurga tippu, s. o. asjaolu, et haaradega määratud sirged 
lõikuvad. Seepärast saab tõestatud lemma sõnastada veidi üldise
mai kujul: kui sirge a suualisest punktist mingile teisele sirgele 
b tõmmatud ristlõik moodustab sirgega a mittevõrdsed nurgad, 
siis kasvab nürinurga haaraks oleva poolsirge punkti kaugus sir
gest b punkti eemaldumisel nurga tipust Lobatsevski geomeetrias 
kiiremini kui Eukleidese geomeetrias. 
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Kasutame tõestatud lemmat sirgete vastastikuste asendite ise
loomustamiseks. 

Teo re e m 4. Lobatsevski geomeetrias eemalduvad lõikuvad 
sirged lõikepunktist kaugenedes teineteisest kiiremini kui Euklei
dese geomeetrias. 

Teoreem on lemma 1 vahetu järeldus. 
Väärib märkimist, et meil on oma harjumuste tõttu väga raske 

kujutleda, kuidas selline eemaldumine on võimalik. Tundub, et see 
ei «mahu» tasandile, et tasandil on selleks liialt «vähe ruumi» . 

... , Toimuvat ei õnnestu kujutada ka joo-
nisel. Kui katsuda sirgete «kiiremat 
eemaldumist» kujutada näiteks nii, 
nagu seda on tehtud joonisel 10 viiru
tatud tippnurkade haarade puhul punk
tiirjoonte abil, siis tekib vastuolu vii
rutamata tippnurkades, kus punktiir
jooned eemalduvad nüüd «aeglasemalt», 

Joonis JO. 

ehkki see ka siin peaks toimuma pidevaist haaradest «kiiremini». 
Tuleb arvata, et me ei suuda tasandit tervikuna õieti ette kuju

tada: me püüame kujutlust, mille oleme omandanud lõikepunkti 
suhteliselt väikese ümbruse uurimisest, kus «punktiirsirgete» käi
tumine võib erineda märgatamatult vähe pidevate omast, üle 
kanda tasandi kaugetele piirkondadele, kuhu meie kogemus ei 
ulatu. Raskus on ületatav ainult ühel teel, nimelt kujutledes, et 
tasand on teatud viisil kõver pind, kusjuures tema kõverus on 
sellevõrra väike, et meile nähtavas osas me seda ei märka. 

Teo re e m 5. Lobatsevsl?i geomeetrias lähenevad paralleelsir
ged paralleelsuse suunas teineteisele tõ!wstanwtult, vastassuunas 
aga eemalduvad teineteisest - samuti iõlwsiamatult. 

Tõe st us. Vaatleme sirgeid a ja b, mis on teatud suunas 
paralleelsed (joon. 11, 1). Langetamc sirge {J ming·ist punktist 

B b 

b~ b' B' "---._ 

0 =r=:i= -----
_a A A' p ~ 

J) 

/'-.. 

2) 
Joonis 11. 

a 

3) 

B ristlõigu BA sirgele a. ABC on siis paralleelsusenurk, seepärast 
terav. Tema kõrvunurk on nüri, seega eemaldub sirge b sirgest 
a paralleelsusele vastassuunas tõkestamatult (lemma 1 teise 
sõnastuse põhjal). Lemmast tuleneb koguni, et see eemaldumine 
on kiirem kui lõikuvate sirgete puhul Eukleidese geomeetrias. 
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On \selge, et paralleelsuse suunas peavad sirged a ja b -
vähema1~t esialgu - lähenema teineteisele. Kas see lähenemine 
toimub }\ogu ulatuses ja kas ta on tõkestamatu, see lemmast vahe-

Teoree i tõestamiseks pöörame tähelepanu mingile kolman-
tult ei jä'~ldu. 

dale sirge e a' (joon. 11, 2). Tõmbame tema mingist punktist P' 
ristlõigu PfQ', mis on väiksem kui AB. Asetarne läbi punkti Q' 
paralleelsir~e b'. Asja tõesta tu põhjal kasvab sirge b' punkti kau
gus sirgest ~\ a' paralleelsusele vastassuunas tõkestamatult, see
pärast leidub sirge! b' selline punkt B', et sellest tõmmatud sirge 
a' ristlõik B'A' on kongruentne lõiguga BA. 

Asetarne nüüd sirge a' sirgele a nii, et ühtivad punktid A' 
ja A ning samuti nooltega näidatud suunad. Siis peavad ühtirna 
ka lõigu d A 'B' ja AB ning sirged b' ja b (antud suunas tõmma
tud paralleelsirge ühesuse tõttu). See aga tähendab, et sirge! b 
peab leiduma selline punkt Q, et sellest sirgele a langetatud rist
lõigu QP puhul QP = Q' P'. Et lõiguks Q' P' võib valida kuitahes 
lühikese lõigu, siis nähtub siit, et sirge b punkti kaugus sirgest 
a kahaneb tõkestamatult, kui punkt liigub mööda sirget b paral
leelsuse suunas. 

Hoolimata sirgete a ja b piiramatust lähenemisest teineteisele 
ei saa nad paralleelsuse definitsiooni kohaselt lõikuda. Niisugust 
ühe joone lähenemist teisele nimetavad matemaatikud as ü m p
too t i 1 i sek s. Sirgete a ja b käitumist on püütud kujutada 
joonisel 11 '· 3). Soovitame lugejal siinkohal meenutada vastavaid 
arutlusi artikli esimeses osas.8 

Teo re e m 6. H ajuvatel sirgetel on parajasti üks ühine rist
sirge) millest kaugenedes sirged eemalduvad teineteisest tõkesta
matult. 

Tõe st us. Teame juba, et kahel sirgel ei saa olla üle ühe 
ühise ristsirge. Tuleb näidata, et hajuvail sirgeil selline sirge 
tõepoolest leidub. 
· Olgu sirged a ja b hajuvad. Kujutluse paremaks juhtimiseks 
esitame need sirged joonisel 12 kõverjoontena. Langetarne a min
gist punktist A ristlõigu AB sirgele b. Kui see lõik on risti ka 
sirgega a, on ühine ristlõik leitud. Eeldame sellepärast, et juhus
likult tõmmatud lõik AB ei ole risti sirgega a. Siis tekivad punkti 
A juures mittevõrdsed kõrvunurga d. d 

Nürinurga suunas E-emalduvad sirged 
a ja b teineteisest tõkestamatult; vas
tassuunas peavad nad siis - vähe
malt esialgu -- teineteisele lähenema. 

Et a ja b hajuvad, siis saab nurka 
BAP tõmmata sirge e, mis on paralleelne 

8 Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 83-84. Joonis 12. 
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sirgega b. Langetarne a mingist punktist P ristlõigud P~ ja PR 
vastavalt sirgeile e ja b. Sirge PR lõikab sirget e ming·s punk
tis S, mis peab olema punktide P ja R vahel. Kolmnurk PQS on 
täisnurkne. Seega PQ <PS< PR. Lemma 1 põhjal on PQ 
tõkestamatult kasvav suurus, seepärast peab PR, mis/ punkti P 
eemaldudes punktist A küll esmalt kahaneb, hakkama Uasvama ja 
edaspidi suurenema tõkestamatult. Järelikult läbib pu~kt P liiku
des paremale kord sellise asendi A', et sellest langetatud rist-
lõik A' B' on kongruentne lõiguga AB. I 

Sel viisil tekib Saccheri nelinurk ABB' A'. N agu teame, on 
selle ülemised nurgad võrdsed. Tõmbame aluse keskpunktist T 
ristsirge d. Nelinurk on sümmeetriline sirge d suhfes, sest TB = 

/', /'... /'... /'... 

·=· T B', ABT = A' B'T, AB = A' B' ja BAP = B' A'P. Niisiis moo
dustab sirge d sirgega a võrdsed kõrvunurgad, s. t. on sellega 
risti. Oleme leidnud sirgete a ja b ühise ristsirge. 

Ohtlasi selgus siit, et kehtib järgmine lause: Saccheri neli
nurga alwnise külje keskristsirge on ka vastaskülje keskristsir
geks. 

Lisame mõned harjuiusülesanded artikli käesolevas osas käsitletud mater
jali kohta: 

I) Tõestada, et paralleelsusenurk kasvab paralleelsuselõigu liikumisel 
paralleelsuse suunas. 

2) Tõestada, et ühe punkti suhtes sümmeetrilised sirged on hajuvad. 
3) Tõestada, et kui kahe sirge lõikarnisel kolmandaga tekkinud põiknur

gacl on võrdsed, siis sirged hajuvad. 
4) Milline on kolmnurga kahe külje keskpunkte läbiva sirge asend kol

manda küljega määratud sirge suh1C:'s? 
(Järgneb) 

1\ÖII\ 1\0LMNURGAD ON VORDHAARSED 

T. Roosinupp 

A Olgu 0 kolmnurga ABC külje 
BC keskristsirge OD lõikepunkt li
pust A tõmmatud nurgapoolitajaga 
AO. Tõmbame lõigu OE risti küljega 
AB ja lõigu OF risti küljega AC. 
ühendame punktid B ja C punktiga 
0. Kolmnurgad AEO ja AFO on 
kongruentsed, sest nad on täisnurk
sed kolmnurgad, millel on hüpotenuus 
ühine ja teravnurgad tipu A juures 
konstruktsiooni põhjal võrdsed. Sa
muti on kongruentsed kolmnurgad 
OBD ja OCD kui täisnurksed kolm
nurgad, millel uks kaatet on ühine ja 
teised kaatetid on konstruktsiooni põhjal võrdsed. Nendest kongruentsustest 
järeldub, et OE =OF ja OB = OC. Siis on aga täisnurk.~ed kolmnurg~d OEB 
ja OFC kongruentsed. Et seega AE = AF ja BE = CF, sus AB= AC Ja seega 
kolmnurk ABC on võrdhaarne. Et kolmnurga külgede ja samuti n.yrkade kohta 
ei ole mingit tingimust seatud, siis kehtib tõestus iga kolmnurgA kohta ning 
seega 

k õ i k k o l m n u r g a d o n v õ r d h a a r s e d. 
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LOOGILISELT SAMAVÄÄRSED LAUSED 

0. Prinits 

üheks olu,liseks lõiguks matemaatilises loogikas 1 on teema 
«Loogiliselt s~maväärsed laused». Oskus eristada antud lausete 
hulgast loogil\selt samaväärseid on kaheldamatult hea loogilise 
mõtlemisvõime, tunnuseks. Sageli ollakse arvamisel, et koolimate
maatika arendab küllaldaselt õpilaste loogilise mõtlemise võimet. 
Nagu aga näitavad W. Walschi ja H. Bocki katsed Saksa Demo
kraatlikus Vabariigis 2, ei aita koolimatemaatika kaasa loogiliselt 
samaväärsete lausete äratundmisele. Käesolevas artiklis käsitle
takse lühidalt loogiliselt samaväärsete lausete mõistet nii lause
kui ka predikaatarvutuses. Samuti tutvustatakse W. Walschi ja 
H. Bocki katse metoodikat ning tulemusi. 

1. Lausearvutuse põhimõistetest 

Uute lausete moodustamine antutest toimub lausearvutuses 
nn. loogiliste operatsioonide teostamise teel. Põhilisemaieks nen
dest on eitus, konjunktsioon, disjunktsioon ja ekvivalents, samu 
nimetusi kasutatakse aga ka vastavate operatsioonide tulemuste 
puhul. Et järgnevas on implikatsioonil ja ekvivalentsil teistest 
operatsioonidest suurem tähtsus, meenutame, et im p 1 i kat
s i oo n on liitlause, mis moodustatakse antud lausetest sõnade 
«Kui ... , siis ... » abil ühendamise teel. Näiteks lausetest 

«Päike paistab» ja «Väljas on valge» 

saame implikatsiooni 
«Kui päike paistab, siis väljas on valge». 

Kui antud lauseid tähistada vastavalt tähtedega p ja q, siis 
nende implikatsiooni tähistatakse sümboliga 

p+q. 

1 Matemaatilise loogika elemente on eesti lugejaskonnale tutvustatud 
näiteks õpikutes I. K u 11. Matemaatiline loogika. Tln., 1964. P. Ha n k o. 
Täiendavaid teemasid koolimatemaatikale. Tln., 1967, lk. 133-176 ja artiklis 
A. Tauts. Matemaatilise loogika põhimõisteid. - Matemaatika ja kaasaeg, 
Il, lk. 3-7. 

2 Vt. H. B o e k, W. W a 1 s e h. Möglichkeiten zur logischen Schulung 
im Mathematikunterricht. - Mathematik in der Schule, Nr. 6, 1964, lk. 416-
428 ja Nr. 8, 1964, lk. 594-599. 
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E kV i Va I e nt sik s nimetatakse liitlauset, mis on mrdusta
tud antud lausetest väljendi «siis ja ainult siis» vahelel·· itamise 
abil. Implikatsiooni juures näidetena toodud lausetes saame 
moodustada ekvivalentsi: 

«Päike paistab siis ja ainult siis, kui väljas on valfje» 

ning kasutades lausete märkimiseks ka. samu tähti,/ tähistame 
ekvivalentsi sümboliga 

p ~~ q. 

Kordamata siin eituse (1), konjunktsiooni (A) 'ja disjunkt
siooni (V) definitsioone, esitame kõigi viie operatsicponi tulemuste 
tõeväärtused tabelis 1, kus t tähendab tõene ja v L väär. 3 

Ta b e 1 

p q p+q p~~q pAq pVq lp lq 

t t t t t V V 

t V V V V t V t 
V t t V V t t V 

V V t t V V t t 

Ka matemaatilised teoreemid kujutavad endast sageli liitlau
seid, koosnedes kahest osalausest - eeldusest ja väitest. Me 
ütleme, et teoreem on tõene, või et eeldusest j ä re I du b väide, 
kui väiteks olev lause on tõene kõigil neil juhtudel, mil eelduseks 
olev lause osutub tõeseks. 

Olgu näiteks antud kaks lauset p ~? q ja p + q, kus esimest 
loeme eelduslauseks ja teist väiteks. Meid huvitab küsimus, mis
sugusel juhul võime öelda, et eeldusest järeldub väide. Vaatleme 
lausete p ja q tõeväärtuste kõikvõimalikke kombinatsioone ja esi
tame antud lausete vastavad tõeväärtused tabelis 2. Sellest näeme, 
et lause 

Ta b e 1 2 

p q p~?q p+q 

t t t t 
t V V V 

V t V t 
V V t t 

p + q on tõene kõigil neil juhtudel, mil lause p ~-> q on tõene. 
Seega lausest p ~? q järeldub lause p + q. 

3 Lähemalt vt. näiteks raamatust K e M e H II )IJK. H .rr.p. BBe,LI.eHIIe n KO

Het.IHYIO MaTeMaTHKY. M., 1963. 
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Lau est p + q aga ei järeidu lause p ~+ q, sest lause p ~~ q 
pole tõe e kõigil neil juhtudel, kui lause p + q on tõene. Luge
jale jääö näidata, et lausest 1 pA q järeldub lause 1 p +~ q ja et 
lausest 1 ~~ q järeldub lause p V q. 

Lauset nimetatakse 1 oogi 1 i s e 1 t t õe s eks, kui ta on 
tõene kõig· loogiliste võimaluste korral. Tabelis 3 on esitatud 
lause (p *~ ) + (p + q) puhul esineda saavad loogilised võima
lused. Näeme, et see lause on loogiliselt tõene. 

Tabel 3 

p I q P*~q p+q (p *~q) + (p+q) 

t 
I 

t t t 
t V V V t 

V I t V t t 
V I V t t t 

Olenevalt lausete sisust võib osutuda, et mõni tõeväärtuste 
kombinatsioon ei kuulu loogiliste võimaluste hulka. Kui näiteks 
implikatsiooni korral juht (t, v) ei kuulu loogiliste võimaluste 
hulka, siis selle kitsendusega osutub implikatsioon loogiliselt 
tõeseks lauseks. Vahe tegemiseks nimetatakse lauset niisugusel 
juhul mitte loogiliselt, vaid fakt i I i s e 1 t tõe sek s. 

Lauset nimetatakse l o o g i l i s e I t v ä ära k s, kui ta on 
väär kõigi loogiliste võimaluste korral. Loogiliselt väär on näi
teks lause (pA 1 q) A (p + q), mille tõeväärtused kõigi loogi
liste võimaluste korral on esitatud tabelis 4. 

Ta b e 1 4 

i! 
(pA 1q) A (p+q) p q li pA lq p+q 

li 
I! V V 

V il t V V 

V t 
li 

V t V 

V V ,I V t V 

Järeldus (väite j äreldumine eeldusest), kui kahe lause vahe
line suhe on esitatav samade sõnade abil, mille abil moodustati 
implikatsioon. Näiteks «Kui p +~ q, siis p + q». 

Teo re e m. Lausest r järeldub lause s siis ja ainult siis, kui 
implikatsioon r +s on faktiliselt tõene. 

Tõe st u's. Eeldades, et lausest r järeldub lause s, tähendab 
see, et lause s on tõene kõigil neil juhtudel, kui r on tõene. Tabe
list 5 näeme, et sel juhul ei saa kuuluda loogiliste võimaluste 
hulka juht (t, v). 

6* R3 



Tabel 5 

r s li r+s 

t t 
li 

t 
V t t 
V V Il t 

ning implikatsioon r +.s osutub faktiliselt tõeseks Jauseks. 
Eeldades vastupidi, et implikatsioon r +s on loogiliselt tõene 

lause, tähendab see jällegi, et juht (t, v) ei saa kuuluda loogiliste 
võimaluste hulka ning seega lausest r järeldub lause s, mida 
oligi tarvis tõestada. 

2. Loogiline samaväärsus 

üheks lihtsamaks lausetevaheliseks suhteks järeldussuhte kõr
val on loogiline samaväärsus. Kaht lauset nimetatakse loo g i
I i s e It s a m a v ä ä r s e k s, kui iga loogilise võimaluse korral 
on neil lauseil samad tõeväärtused. 

Näide 1. Laused pA(qVr) ja (pAq)V(pAr) on loogi
liselt samav'äärsed. 

Tabel 6 

84 



Tõ~oolest, tabelist 6 näeme, et laused pA (q V r) ja 
(pA q) V (pA r) on mõlemad tõesed kolmel esimesel loogiliselt 
võimali ul juhul ja ülejäänud viiel juhul väärad. Kasutades lau
sete loogilise samaväärsuse tähisena sümbolit -, võime seega 
kirjutada\ et 

pA (qVr)- (pAq) V (pAr). 

Sageli hinnatakse lausete loogilist samaväärsust sisu järgL 
Andes viimases näites kasutatud formaalsetele lausetele p, q ja r 
järgmised tähendused: 

p - «kolmnurk on täisnurkne», 
q - «kolmnurk on võrdhaarne», 
r - «kolmnurk on isekülgne», 

saame loogiliselt samaväärsed laused: 

pA (q V r) «Kolmnurk on täisnurkne ja ühtlasi võrd
haarne või isekülgne», 

(pA q) V (pA r) «Koltnnurk on täisnurkne ja võrdhaarne 
või ta on täisnurkne fa isekülgne». 

Näi d e 2. Olgu antud laused: 
p - «liidetavad jaguvad 3-gw>, 
q - «summa jagub 3-ga». 

Sümbol p + q tähendab siis liitlauset 
«Kui liidetavad jaguvad 3-ga, siis summa jagub 3-ga». 

Selle liitlausega on loogiliselt samaväärne liitlause: 
«Ei ole võimalik, et liidetavad jaguvad 3-ga ja summa ei 
jagu 3-ga». 

Sümbolites võib selle samaväärsuse kirjutada valemina 

p + q 1 (pA 1 q), 

mille kehtivust saab jällegi kontrollida tõeväärtuste tabeli abil. 
Kogemused näitavad, et ekslikult loetakse liitlauseid p + q 

ning q + p sageli loogiliselt samaväärseiks. Tõeväärtuste tabe
list 7 näeme aga, et need laused pole loogiliselt samaväärsed. 

Ta beI 7 

p q p+q 
I 

q+p 

t t t 
t V V t 
V t t V 

V V t t 

Liitlauset q + p nimetatakse implikatsiooni p + q k on v e r
s i oo n i k s ehk p öö r d eks. Moodustarne veel laused 1 q + 1 p 
ja 1 p + 1 q ning leiame nende tõeväärtused (vt. tabel 8). 
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Tabel 8 

p q 1q+1p 1p+1q 

t t 
t V V t 
V t t V 

V V t t 

Tabelist 7 ja 8 näeme, et 

p+q-1q+1p 
ja 

q+p-1p+ 1 q. 

Teoreem on alati esitatav implikatsioonina. Sageli aga tões
tatakse antud teoreemiga loogiliselt samaväärne teoreem. 

Näi d e 3. Tõestada Pythagorase teoreemi pöördteoreem: kui 
kolmnurgas kahe külje ruutude summa on võrdne kolmanda külje 
ruuduga, siis on see kolmnurk täisnurkne. 

Tõestarne selle lausega loogiliselt samaväärse teoreemi: kui 
kolmnurk ei ole täisnurkne, siis ei ole tema kahe külje ruutude 
summa võrdne kolmanda külje ruuduga. 

Pythagorase teoreemi põhjal on täisnurkse kolmnurga kaate
tite ruutude summa võrdne hüpotenuusi ruuduga, s. t. a2 + b2 ·= 
'='c2. Jätame nüüd kaatetite pikkused endisteks ja suurendarne 
täisnurga nürinurgaks. Siis suureneb ka külg e ja järelikult sel 
juhul a2 + b2 < c2. Vähendades täisnurga teravnurgaks saame, 
et a2 + b2 > c2 , millega teoreem ongi tõestatud. 

Näi d e 4. Teoreemile «Arv jagub 3-ga, kui tema ristsumma 
jagub 3-ga» järgneb õpikutes vahel näide: «Kas arv 5743 jagub 
3-ga? Vastus: Ei, sest ristsumma 19 ei jagu 3-ga». Esitatud teo
re~m ei võimalda aga sellist järeldust. Tõepoolest, kui tähistame 

p - «arvu ristsumma jagub 3-ga», 
q - «arv jagub 3-ga», 

siis toodud lause on implikatsioon p + q, kuid järelduse tegemi
seks kasutatakse tegelikult liitlauset 1 p + 1 q. Laused p + q ja 
1 p + 1 q pole aga loogiliselt samaväärsed: lauses p + q on p pii
sav tingimus q jaoks ja p mittekehtimisest ei j äreldu veel q 
mittekehtimine. 

Näide 5. Laused p+q ja 1q+1p, aga samuti p+q ja 
1 (pA 1 q) ning 1 (pA q) ja 1 p V 1 q on loogiliselt samaväär
sed. Viimasest samaväärsusest järeldub, et 

1 (pA 1 q) = 1 p V q. 
Seega 

p + q -1 q + 1 p = 1 (pA 1 q) 1 p V q. 
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Andes lausetele p ja q mingi sisulise tähenduse, näiteks 
p - «punkt P asub sirge! s», 
q - «punkti P kaugused sirge s suhtes sümmeetrilistest 

punktidest A ja B on võrdsed», 
saame koostada järgmised loogiliselt samaväärsed laused: 

p+q 

1q+1p 

1 (pA 1 q) 

lp V q 

- «Kui punkt P asub sirge! s, siis on punkti P kau· 
gused sirge s suhtes sümmeetrilistest punktidest A 
ja B võrdsed». 
«Kui punkti P kaugused sirge s suhtes sümmeetri
listest punktidest A ja B ei ole võrdsed, siis punkt 
P ei asu sirge! s». 
«Ei ole õige, et punkt P asub sirge! s ja punkti P 
kaugused sirge s suhtes sümmeetrilistest punktidest 
A ja B ei ole võrdsed». 

- «Punkt P ei asu sirge! s või tema kaugused sirge 
s suhtes sümmeetriliste punktideni A ja B on võrd
sed». 

3. Loogiliselt samaväärsed laused predikaatarvutuses 

Tähistame sümboliga G (6) tõsiasja, et 6 on paaris arv, seega 
sümbol G ( ) tähistab väljendit «on paaris arv» ja sümbol G (x) 
väljendit «X on paarisarv». Viimasel juhul peab olema antud 
piirkond, kuhu x kuulub, näiteks naturaalarvude hulk. Kui asen
dame x mingi naturaalarvuga, siis saame lause, mis on kas tõene 
või väär. Nii on G (5) väär, G ( 10) aga tõene lause. 

Väljendit G (x) võime tõlgendada funktsioonina, sest tähe x 
igale väärtusele etteantud piirkonnast vastab kindel tõeväärtus, 
kas t või v. Niisugust funktsiooni G (x) nimetataksegi pr e d i
ka ad i k s, suurust x aga i n d iv i i d i k s. Tähistame piirkonda, 
kuhu x kuulub, tähega U ja nimetame seda i n d iv i i d i d e 
hu Igaks. 

Lauset, mis sisaldab predikaati, nimetatakse p re d i kat i iv
sek s I au sek s. Erilist huvi pakuvad kaks predikatiivset liit
lauset: «Iga x puhul kehtib G(x))) ning «Leidub vähemalt üks 
x, mille puhul kehtib G(x))). Need laused võivad sõltuvalt predi
kaadist G (x) ja etteantud piirkonnast osutuda kas tõesteks või 
vääradeks. Näiteks lause «I ga naturaalarv on paaris arv)) on väär, 
seevastu aga lause «Leidub vähemalt üks naturaalarv, mis on 
paarisarv» on tõene. Sellise kujuga predikatiivsete lausete sage
dat esinerni1st arvestades on nende lühemaks kirjutamiseks võetud 
kasutusele erisümbolid ja erinimetused: 

V on nn. un iv e r s a a I su s e ehk ü I d i s u s e kv a n t o r 
ja asendab sõnu «iga ... puhul kehtib)); 

3 on nn. e k s i s t e n t s i ehk o I e m a s o I u k v a n t o r, mis 
asendab sõnu «leidub vähetnalt üks ... , mille puhul keh
tib)). 
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üldisuse kvantoriga algav lause V x G (x) väidab, et predi
kaat on tõene indiviidi x iga väärtuse korral, mis kuulub hulka 
U, s. t. et predikaat G (x) on tõene iga loogilise võimaluse kor
ral. Olemasolu kvantoriga algav lause 3 x G (x) aga väidab, et 
hulgas V leidub vähemalt üks niisugune indiviid, mille korral 
predikaat G (x) on tõene. 

Tähistagu sümbol G (x) näiteks väljendit «f (x) = g (x) », siis 
3 x G (x) tähendab lauset 

«Hulgas V leidub vähemalt üks niisugune indiviid x, mille 
korral f(x) = g(x)». 

ja 1 3 x G (x) tähendab lauset 
«Ei ole õige, et hulgas V leidub vähemalt üks niisugune indi
viid x, mille korral f(x) = g(x)». 
Teisiti võime viimase lause sõnastada aga järgmiselt: «I ga 

hulka V kuuluva indiviidi x korral f (x) =F g (x) », mis on esita
tav sümboliga V x 1 G (x). 

Seega laused 13 x G (x) ja V x 1 G (x) on loogiliselt samaväär
sed, s. t. 

13xG(x) -vx1G(x). 

Olgu sümbol il G (x) endine tähendus, siis V x G (x) tähendab 
lauset: 

«Iga hulka V kuuluva indiviidi x korral on f(x) = g(x)» ja 
«Iga hulka V kuuluva indiviidi x korral on f(x) = g(x)» 

ja 1 V x G (x) tähendab lauset: 
«Ei ole õige, et iga hulka V kuuluva indiviidi x !?orral on 
f(x) ,= g(x)». 
Viimase lause võime aga sõnastada ka nii: <<Hulgas V leidub 

vähemalt üks niisugune indiviid x, et f(x) =F g(x)». Selle 
lause sümboolseks esituseks on 3 x l G (x). Seega 

1 V x G (x) =--- 3 x l G (x). 

Lugeja ülesandeks jääb järgmiste loogiliste samaväärsuste 
kehtivuse selgitamine: 

3 x G (x) - 1 V x lG (x), 
V x G (x) -13 x 1 G (x). 

Näidetena nende juhtude kohta olgu siinkohal esitatud järg
mised lausepaarid: 

ja 
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«Leidub vähemalt üks reaalarv x, mis rahuldab võrrandit 

x3 - 1 Ox2 - x - 10 = 0» 

<(Ei ole õige, et iga reaalarvulise x korral 

x 3 - 1 Ox2 - x - 10 =F 0» 



«I ga reaalarvu x korral) kui x > 1, siis x 2 )> 1 » 
ja 

«Ei ole õige) et leidub vähemalt üks reaalarv x) mille korral" 
kui x > 1, siis x2 :s; 1 ». 
Igapäevases kõnepruugis kuuleme sageli lauseid, mis pole 

loogiliselt samaväärsed, kuid mida siiski loetakse samaväärseiks. 
Näiteks lausega «Ei ole õige) et kõigil ruutvõrrandeil on reaal
sed lahendid>> loetakse mõnikord samaväärseks lause «Kõigil 
ruutvõrrandeil ei ole reaalseid lahendeid». Samuti lause <<Ei ole 

Laus2 

1. a) Ei ole õige, et iga ruutarv on paarisarv. 

b) Leidub ruutarvc, mis ei ole paarisarvud. 

2. a) Ei ole õige, et iga ruutarv on paarisarv. 

b) Leidub ruutarve, mis on paarisarvud. 

3. a) Ei leidu kolmnurka, mis on võrdkülgne ja 
täisnurkne. 

b) Iga kolmnurga puhul, kui ta on võrdkülgne, 
siis ta ei ole täisnurkne. 

4. a) Ei leidu kolmnurka, mis. on võrdkülgne ja 
täisnurkne. 

b) Leidub kolmnurki, mis ei ole võrdkülgsed 
ega täisnurksed. 

5. a) Kui naturaalarvu ristsumma jagub 3-ga, 
siis jagub ka arv ise 3-ga. 

b) Kui naturaalarv jagub 3-ga, siis jagub ka 
tema ristsumma 3-ga. 

6. a) Kui naturaalarvu ristsumma jagub 3-ga, 
siis jagub ka arv ise 3-ga. 

b) Kui üks naturaalarv ei jagu 3-ga, siis ka 
tema ristsumma ei jagu 3-ga. 

7. a) Kui naturaalarvu ristsumma jagub 3-ga, siis 
jagub ka arv ise 3-ga. 

b) Kui naturaalarvu ristsumma ei jagu 3-ga, 
siis ei jagu ka arv ise 3-ga. 

8. a) Kui punkt P asub sirge! g, siis on tema 
kaugused sirge g suhtes sümmeetriliste 
punktideni A ja B võrdsed. 

b) Ei ole võimalik, et punkt P sirgcl g aset
seb ja tema kauguseel sirge g suhtes süm
meetriliste punkticleni A ja B ei ole võrd
sed. 

Tabel 9 

Loogiline struktuur 

1VaH(a) 
3a1H(a) 

1VaH(a) 
3 aH (a) 

13x[H1 (x) AH2(x)] 

V x[H1 (x) + 1 H2(x) l 

13x[HJ(x) AH2(x)] 

3 x[1 HJ(x) A 1 H2(x) 1 

p+q 

q+p 

p+q 

1q+1p 

p+q 

1p-*1q 

r+s 

1 (rA 1 s) 
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ozge} et ·kõik abituriendid ·saoritasid eksami>> loetakse samaväär
seks lausega «Kõik abituriendid ei sooritanud eksamit». 

Nende lausete loogilist samaväärsust püütakse esile tuua 
rõhkude paigutamisega vastavatele sõnadele. Kirjas aga rõhku
sid ei näidata ja seetõttu ei saa toodud lauseid lugeda loogiliselt 
samaväärseiks, sest 

lVxH(x) =i=VxlH(x). 

4. ühest k;atsest 

Et kindlaks teha, kuidas tulevad 8-10 kl. õpilased toime loo
giliselt samaväärsete matemaatiliste lausete äratundmisega, teos
tati Saksa Demokraatliku Vabariigi mõnedes koolides katse, kus 
õpilastele anti võrdlemiseks tabelis 9 (vt. eelmine lk.) toodud lau
sete paarid. Nende kaheksa paari hulgast tuli leida loogiliselt 
sam-aväärsete lausete paarid. 

Seega oli valik tehtud nii, et neli lausete paari osutusid loo
giliselt samaväärseteks. Lugeja proovi gu need paarid leida (enne 
tabeli 10 vaatamist). Iga lausepaari kohta tuli vastata kas «ja», 
«ei» või «ei tea». 123 õpilase vastuste põhjal on koostatud 4 tabel 
10, kus on toodud ka õigete ja valede vastuste suhe (0: V), 

õigete va·stuste protsent ( 0 %) ning tu:lemuse hindamiseks 5 on 

Ta b e 1 10 

Nr. I «ja» I «ei tea» 11 «ei» õ:V 0% x2 I Hinnang 

1 102 5 lG I 102: !G 83 62,5 + 
2 53 5 65 

i 

G5: 55 53 1,22 + 
3 lOO 6 17 100: 17 81 59,5 ·+ 
4 41 11 71 71 : 41 58 8,0 ·+ 
5 89 20 14 14: d9 11 55,0 0 
6 54 25 44 54: 44 44 1,02 0 
7 44 21 58 58:44 47 1,92 0 
8 82 22 19 82: 19 67 39.5 -

arvutatud x2• Viimase arvutamisel on lähtutud hüpoteesist, et 
huupi vastarnisel on suhe 0 : V =· 1. Hinnangu !ahtris ongi mär
gitud, kas tulemus on sellest hüpoteesist märkimisväärselt kõr
vale kaldunud ja kas + või - suunas. 

4 Tabelid 10 ja järgnevad on võetud raamatust H. B o e k, W. W aI s e h, 
Logik und Mathematikunterrieht. - Wissenschaftliehe Beiträge. Martin-Luther
Universität, Halle-Wittenberg, 1966/6. 

5 Vajalike matemaatilise statistika alaste mõistetega tutvustame lugejat 
lähemalt ühes järgmistest «Matemaatika ja kaasaja» numbritest. 
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Teostatud katse tulemusi võrreldi tunnistuse hinnetega. Sel
gus, et hinnete ja õigete vastuste arvu vahel pole sõltuvust (kor
relatsioonikordaja r =• -0,06). Siit võib teha järelduse, et hinda
mise aluseks on ikkagi formaalsed teadmised ja oskused, mitte 
aga loogiline mõtlemisvõime. 

Et kindlaks teha, kas õpilaste vead loogiliselt samaväärsete 
lausete määramisel on põhjustatud lausete loogilisest struktuu
rist või lause sisust, selleks korraldati täiendav katse uute õpi
latega. Tabelis 11 on toodud teises katses esitatud lausepaarid~ 
mille hulgast tuli jälle leida loogiliselt samaväärsed. 

Lause 

1. a) Ei ole õige, et iga ruutarv on paarisarv. 

b) Leidub ruutarve, mis ei ole paarisarvud. 

2. a) Kui naturaalarvu ristsumma jagub 3-ga, siis 
jagub ka arv ise 3-ga. 

b) Kui naturaalarv jagub 3-ga, siis jagub ka 
tema ristsumma 3-ga. 

3. a) Kui naturaalarvu ristsumma jagub 3-ga, 
siis jagub ka arv ise 3-ga. 

Tabel 11 

Loogiline struktuur 

1VaH(a) 
3a1H(a) 

p+q 

q+p 

p+q 
b) Kui naturaalarvu ristsumma ei jagu 3-ga, 

siis ei jagu ka arv ise 3-ga. 1 P + 1 q 

4. a) Ei leidu kolmnurka, mis on võrdkülgne ja 
täisnurkne. 13 x[HI (x) A H2(x)] 

b) Iga kolmnurga puhul, kui ta on võrdkülgne, 
siis ta ei ole Uiisnurknc. V x[HI (x) +1 H2(x)] 

5. a) Kui kolmnurgas on kaks võrdset külge, siis 
on tal ka kaks võrdset nurka. 

b) Kui kolmnurgas on kaks võrdset nurka, siis 
on tal kaks võrdset külge. 

6. a) Kui kolmnurgas on kaks võrdset külge, siis 
on ta I ka kaks võrdset unrka. 

b) Kui kolmnurgas ei ole kaht võrdset külge, 
siis ei ole tal ka kaht võrdset nurka. 

7. a) Ei leidu naturaalarvu mis on paaritu ja 
jagub 6-ga. 

b) Iga naturaalarvu korral, kui ta on paaritu, 
siis ei jagu ta 6-ga. 

8. a) Ei ole mitte nii, et kõik nelinurgad on süm
meetrilised. 

b) Leidub nelinurki, mis ei ole sümmeetrilised. 
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Lugeja võib tähele panna, et tabelis 11 on iga loogilise struk
tuuri kohta toodud kaks lausepaari: lausete 5.-8. hulgast leiame 
igale neljast esimesest paarist vastava sama loogilise struktuu
riga lausepaar~. 

Teise katse tegid kaasa 224 õpilast (ainult 3. ülesande vastu
sed pärinevad 168 õpilaselt). Tulemused on toodud tabelis 12, kus 
esitatakse samad näita j ad mis tabelis I 0. 

Tabel 12 

Nr. «ja» I «ei tea» I «ei» il O:V 0% ;c2 H 

1 207 2 166 il 207 : 15 92,5 15 + 
2 183 4 96,81' 37: 183 16,5 37 
3 46 14 36 i 108:46 64,5 108 + 
4 182 5 96,4 i 182:37 81 37 ·+ 
5 210 0 171 il 14:210 6,5 14 + 
6 70 15 22,8 il 139:70 62 139 + 
7 192 6 126 rl 192:26 85,5 26 ·+ 
8 I 199 2 135 I 199: 23 89 23 

Esimese katse tulemuste kontrollimiseks sisaldas teine katse 
samu lausepaare, mis esinesid ka esimeses katses. Nende lause
paaride kohta antud vastuste võrdlemiseks esitame tabeli 13, kus 
on välja toodud samadele lausepaaridele antud õigete vastuste 
suhtelised sagedused. Selleks et kindlaks teha, kas nende sage
duste kui keskmiste erinevus on märkimisväärne, on arvutatud 
vastavad t väärtused. 2. juhul on suhtelised sagedused võrdsed, 
3. juhul ei ole erinevus märkimisväärne, 1. ja 4. juhul on suhte
liste sageduste erinevus märkimisväarne. Siit järeldub, et 1. ja 
4. juhul määrati nende lausepaaride loogilist sämaväärsust teises 
katses paremini. Sellele vaatamata on mõlema katse tulemuste 
vahel hea kooskõla. 1. ja 2. juhul domineerib suurelt õigete vas
tuste arv, 3. juhul valede vastusie arv ning n el j and al juhul on 
mõlemas katses õigete ja valede vastuste suhe suurem kui 1. 

Tabel 13 

N1 = 123 N 2 == 224 (N2* = 168) 

Jrk. I Olesande 
nr. r..r. 0 

I) I, I; II, 1 102 
2) I, 3; II. 4 100 
.~) I, 5; Il, 2 14 
4) I I, 7; II, 3 * 58 

I 

8:~T ig~ I g:~isl ~,68 
0.11 37 I 0,165 . 1.39 
0,47 108 0,645 2,96 

92 



Et selgitada, kas loogilise samavaarsuse määramisel on alu
seks loogiline struktuur või lause sisu, selleks on tabelis 14 
võrreldud sisult erinevate, loogiliselt struktuurilt aga samaväär
sete lausete kohta antud vastuseid. Tabelis 14 on näidatud sama
suguse loogilise struktuuriga lausete paarid, kui palju anti mõle
ma lause kohta ühtivaid õigeid, ühtivaid vääraid ja mitteühtivaid 
vastuseid. Seejärel on toodud ühtiva te ja mitieühtivate vastuste 
suhe ning ühtivate vastuste protsent kõigi vastuste hulgas .. Eel
dades hüpoteetiliselt, et ühtivate ja mitteühtivate vastuste suhe 
on 1, on x2 abil määratud tegeliku suhte erinevuse märkimisväär
sus selle hüpoteetilise suhtega võrreldes. N agu tabelist näha, on 
see erinevus kõigil juhtudel märkimisväärne. 

Ta b e 1 14 

N=224 (N*= 168) 

Paar Ohtivad Uhtivad Mitte- U:MU U% x2 H 
õiged vale1 ühtivdd 

I; 8 189 7 28 196:28 87 126 + 
2; 5 4 176 44 180: 44 80 82,5 + 
:3; 6'~ 7ö 38 54 114: 54 68 21,5 _L 

I 

4; 7 lfi3 10 51 137: 51 77 66,5 + 

Siit järeldub, et esitatud lausepaaride ekvivalentsuse üle 
otsustamisel tugineb enamik õpilasi lausete loogilisele struktuu
rile ja vähem sisule. 

Ka teise katse tulemuste puhul osutus korrelatsioon hinnete ja 
õigete tulemuste vahel väga väikeseks (r = -0,11). Huvitav on 
märkida, et korrelatsioon hinnete ja loogiliste struktuuride järgi 
antud õigete vastuste vahel on samuti suhteliselt väike (r = 
= -0,28). Korrelatsiooni negatiivsus on tingitud sellest, et Saksa 
Demokraatlikus Vabariigis on hinnete skaala vastupidine meie 
omale. 

Märku s. Artikli autor, samuti «Matemaatika ja kaasaja» toimetus on 
huvitatud analoogiliste katsete tulemustest meie koolides. Palume lugupeetud 
õpetajaid, kes sellise katse oma õpilastega teevad, selle tulemustest asjast 
huvitatuid informeerida. 
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ALGKLASSIDE MATEMAATIKA öPETAMISEST 
L. V. ZANKOVI UUE ALGöPETUSE SüSTEEMI PÖHJAL 

P. Kees 

Kogu maailmas katsetatakse innukalt algklasside matemaa
tika õpetamise uusi meetodeid ning võtteid ja uuritakse programmi 
sisu muutmise võimalusi. Juhtiv koht on sel alal Nõukogude Lii
dul, kus algõpetus oli senigi suhteliselt kõrgel tasemel. Juba 
mitmeid aastaid tegelevad algklasside matemaatika õpetamise 
probleemiga mitmed tuntud pedagoogikateadlased nagu L. V. Zan
kov, D. E. Elkonin, V. V. Davõdov jt. 

Käesolevas lühiülevaates refereerime kokkuvõtlikult akadeemik 
L. V. Zankovi seisukohti nimetatud küsimuses. Me ei kõnele siin 
niivõrd Zankovi üldistest didaktika printsiipidest ja tema katsete 
teoreetilistest kaalutlustest 1, kuivõrd just matemaatika õpetamise 
konkreetsest sisust ja selle praktilisest lahtimõtestamisest. 

Esitame kõigepealt Zankovi süsteemis ettenähtud a 1 g k 1 as
s i d e programmid klasside kaupa 2 (selle süsteemi järgi on alg
õpetus kolme aasta peale jaotatud). 

I klass 

Arvude nimetused (l-9) ja nende kirjutamine. 
Võrdus. Võrdusmärk. Mõisted «rohkr:rn», «vähem». Märgid «>» ja «<»
Mõisted «rohkem», «vähem». Märgid «:->» ja «<». 
Transitiivsussuhted (näiteks: kui a > b ja b >e, siis a >e). 
Võrratus. Märk «=/=». 
Naturaalarvude loendamine edaspidi ja tagurpidi. 
Vastastikused suhted üksteisele järgnevate arvude vahel. 
Sentimeeter. 
Sirgjoon. Kiir. Sirglõik. 
Liitmise mõiste ja vajalikud oskussõnad. Liitmine 9 piires. 
Arvu koostis esimese kümne piires (1 0 välja arvatud). Liitmise tabel. 
Sirglõikude liitmine. 
Liitmise vahetuvusseadus, selle ülesmärkimine üldkujul (a + b =e, b + 

I+ a = e, a + b '= b + a). 
Kilogramm. 
Lahutamise mõiste ja vajalikud oskussõnad. Lahutamise seos liitmisega. 

selle esitamine üldkujul (a ,+ b =e; a =e- b). 

1 Vt. ka artiklit P. Kees. Algklasside matemaatika vajab ümberkorral
damist. - Matemaatika ja kaasaeg XII, lk. 97-101. 

2 Lähemalt võib nendega tutvuda järgmiste algallikate kaudu: 
OporpaMMbi cpe.z:weü: IIIKOJibi (rrpoeKT), HalJaJihHhie KJiaccbi. M., 1965; HosaH cH
CTeMa HaiiaJibHOro o6ylJeHHH, I KJiacc (rro.rr.. pe.rr.. Jl. B. 3aHKOBa). M., 1965. 
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Sirglõikude lahutamine. 
Tekstülesanne. Andmed ja otsitav. ülesande tingimus ja küsimusülesande 

lahendamise mõiste. Nimetus. 
Kahekohalised arvud. Arv 10, selle saamine ja koostis. üheliste ja küm-

neliste järk. 
Tundmatu, selle tähistamine tähega x ( 4 + x = 9). 
Nulli liitmine. Selle ülesmärkimine üldkujul (a + 0 = a; 0 + a = a). 
Detsimeeter ja meeter. 
Korrutamise mõiste ja vajalikud oskussõnad. Korrutamise vahetuvussea

dus ja selle ülesmärkimine üldkujui (a · b =e; b · a =e; a · b '= b · a). 
Täis-, terav-, nürinurk Ristkülik. Jagamise mõiste ja vajalikud oskussõnad. 
Arv 20. Selle moodustamine ühe ühelise lisamisega 19-le. Kahekohalised 

arvud 20-st kuni 99-ni (viimane kaasa arvatud). Kahekohatiste arvude liitmine 
ja lahutamine. ühe- ja kahekohalise arvu lahutamine kahekohatisest arvust. 

Liiter. 
Korrutamistabel. 
Suuline arvutamine kogu õppeaasta kestel. 

II klass 

Võrdlemine vahe abil. Vastavate tekstülesannete lahendamine. 
Sirglõikude võrdlemine nende vahe abil. 
Korrutamine ja jagamine (100 piires tabeli abita). Kirjalik korrutamine ja 

jagamine. Osa leidmine arvust ja arvu leidmine tema osa järgi. 
Ajamõõdud: ööpäev, tund, minut, sekund; aasta, kuu. Aja määramine 

kella järgi. Ringjoon. R.aadius. Kaar. 
Võrdlemine korrutise abil. Vahe ja korrutise abil võrdlemise kõrvu ta mine. 
Kolmekohalised arvud. Nende kirjalik liitmine ja lahutamine. 
Vene arvelaud. Numeratsioon arvelauaL 
Kahe- ja kolmekohalise arvu korrutamine ja jagamine ühekohalisega. 
Jäägiga jagamine. 
Nurgad. Nurga tipp ja haarad. Nurga tähistamine tähtedega. 
Nurgakraad. Terav- ja nürinurkade suuruse võrdlemine täisnurga suuru

sega. 
Monotoonsuse omadus. Selle ülesmärkimine tähtedega (kui a = b, e< d, 

siis a + e < b + d). 
Vahe omadused. Summa lahutamine. Täisarv ja murd (algtehted). 

Pikkusmõõdud (tabel). Aritmeetiline keskmine. Diagrammi mõiste. 
Neli tehet tuhande piires (ülevaade ja üldistus). 
Suuline arvutamine kogu õppeaasta kestel. 

III klass 

Arvud miljoni piires. Järgud ja klassid. 
Liitmine ja lahutamine miljoni piires. Liitmise ühenduvusseadus. 
ümardamise teel saadud ligikaudsed arvud. 
Meetermõõdustik (üldistamine). 
Nimega arvude teisendamise mõiste. 
Mitmenimeliste arvude liitmine ja lahutamine. 
Korrutamise ühenduvusseadus. 
Mitmenimeliste arvude korrutamine ja jagamine. 
Ruut. R.uutmõõdud. Ruutu tõstmine. 
Tehete järjekord ja sulud. 
Arvud miljardini. 
Ristküliku diagonaal. 
Kolmnurk: selle elemendid ja pindala . 
.Suuline arvutamine kogu õppeaasta kestel. 
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Igas klassis on ette nähtud väga palju praktilisi töid. Tuleb 
teostada kõik praktilised harjutused, mis on vähegi mõeldavad: 
niidi, raamatu jne. pikkuse mõõtmine; võrdsete ja mittevõrdsete 
sirglõikude joonestamine; sirglõikude liitmine ja lahutamine; kaa
lumine; detsimeetri, meetri valmistamine papist ja selle abil mõõt
mine; osa leidmine antud sirgiõigust ja sirglõigu leidmine tema 
osa järgi jne. Praktiliste tööde nõudmine on hästi arusaadav, sest 
ainult loov aktiivsus suudab õpilasi maksimaalselt rakendada ja 
samaaegselt tagada neile kindlaid teadmisi. 

Igasuguse õppesüsteemi efektiivsus on määratud põhiliselt 
kolme teguriga: didaktiliste printsiipidega, programmiga ja õpe
tamise metoodikaga. ükskõik kui ideaalsed poleks ka kaks esi
mest, ei anna nad halva rakendamise korral soovitud efekti. Võiks 
ütelda, et programm on seadusandlikuks võimuks, metoodika aga 
täidesaatvaks. Seepärast vaatlemegi mõningaid kõige iseloomu
likumaid metoodilisi põhimõtteid ja võtteid matemaatika õpeta
misel uue süsteemi järgi. 

Punase niidina läbib metoodikat teadlikkuse, vastastikuste sõl
tuvuste ning seoste taipamise ja võrdlemise põhimõte. Juba sügi
sel I klassis, kui tutvutakse esimese kümnega, tuleb laste tead
vusse viia see fakt, et igale arvule järgneb temast ühe võrra suu
rem arv, samal ajal aga igale arvule eelneb temast ühe võrra 
väiksem arv. Võrraiuse mõistega tutvutakse enne kui võrduse 
mõistega, sest viimane tuleneb eelmisest. Antakse ka vastavad 
märgid. Võrduse ja võrraiuse mõistet süvendatakse praktilises 
töös sirglõikudega. Liitmine ja lahutamine käsitletakse koos: nad 
seatakse teineteisega. Niisugune lähenemisviis võimaldab juba 
I veerandi! sisse tuua tundmatu x ja lahendada selle abil kõige 
lihtsamaid võrrandeid nagu 8- x = 3; 2 -+ x = 5 jne. 

Ka arvutusoperatsioonide harjutamisel peab mõte töötama. 
Näiteks laseb õpetaja klassi] sooritada tehted: 4 + 2, 6 + 2, 
2 + 2, 5 + 2, 7 + 2 ja küsib pärast arvutamist: Kuidas muutub 
summa neis näiteis, alates esimesest? Millest sõltub summa suu
renemine või vähenemine? Seejärel laseb õpetaja need vastused 
kinnistamiseks nii ümber kirjutada, et esimeses reas oleks kõrge 
väiksem summa ja et see kord-korralt suureneks. Analoogilisi 
ülesandeid lahendatakse konutamise ja j agamise käsitlemisel. 

Zankovi süsteemi järgi vaadeldakse esimese kümne käsitlemi
sel esialgu vaid arvusid 1-st kuni 9-ni; kümme tuleb alles siis, 
kui arvude rida 1, ... , 9 on igati läbi töötatud. Põhjus peitub sel
les, et 10 on eelmistest mitmeti erinev arv: lapsed leiavad, et 
kümmet kirjutatakse juba kahe numbriga. Edasi selgitab õpetaja 
näiteks, et 10 pulka moodustavad ühe kimbu, ühe terviku, ühe 
kümneliste järgu, kuid et samaaegselt koosneb see tervik 10-st 
ühelisest. 

Tekstülesannete lahendamise alustamisega ei soovita Zankov 
kiirustada. Seda võib teha alles I veerandi lõpul. Mõttelaiskuse 
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ärahoidmiseks ei tule sealjuures lahendada järjest palju analoogi
lisi ülesandeid. Lihtsaid või otseseid ülesandeid on soovitav anda 
ainult kas nn. pöördkujul või kaudses vormis, sest esimene liik 
ei arenda peaaegu üldse õpilasi. Selle asemel, et anda näiteks 
ülesanne: «Ühel riiulii oli 5 raamatut, teisel riiuiil 4 raamatut; 
mitu raamatut oli kahel riiulii kokku?» - antagu seesama sisu 
näiteks kujul: «Kui riiulilt võeti ära 5 raamatut, j äi sinna alles 
4 raamatut; mitu raamatut oli riiulil?» Selliste pöördülesannete 
arendav osa on nii ilmne, et see autori arvates ei vaja tõesta
mist. Otseseid ülesandeid soovitab ta kasutada ainult kõrvutami
seks pöördülesannetega. 

Väga kasulik on võrdlevalt lahendada ka niisuguseid ülesan
deid, mis erinevad ainult konkreetse probleemiseade poolest. Kui 
jätta isikud, tegevused ja objektid samaks, siis tuleb selgemini 
esile see asjaolu, kuidas ülesande lahendamise käik sõltub üles
andes sisalduvast situatsioonist. Näiteks ülesanne nr. 1: «Poiss 
lõikas mõned kepid. Kui ta 3 keppi õele andis, jäi talle endale 
15 keppi. Mitu keppi lõikas poiss?»; ülesanne nr. 2: «Poiss lõikas 
7 keppi, kuid kokku oli tal vaja lõigata 12 keppi. Mitu keppi j äi 
tal veel lõigata?»; ülesanne nr. 3: «Üks poiss lõikas 6 keppi, teine 
poiss lõikas 9 keppi, kuid 2 keppi läks tal nendest katki. Mitu ter
vet keppi jäi kahele poisile?» 

Märgime, et katseklasside jaoks on koostatud ka spetsiaalsed 
õpikud, kuid matemaatika õpikutest on senini ilmunud ainult 1. ja 
2. klassi õpikud 3. 

Kui Zankovi süsteemile läheneda kriitiliselt; siis selgub, et ena
mus on sealt vastuvõetav ja teenib isiksuse maksimaalse arenda
mise ülesannet. Ainult tühine osa soovitustest ei näi olevat vastu
võetav. üheks niisuguseks on Zankovi eitav suhtumine ülesannete 
koostarnisse õpilaste poolt. Zankov nimelt väidab, et õpilased 
koostavad ebareaalseid ülesandeid ja toob näitena 4 sellise: «Mi sa 
kohtas metsas 9 karu. Ta tappis viis karu. Mitu karu jäi alles?» 
Kuid küsigem, kus on siis õpetaja, kes ei juhi tähelepanu selliste 
ülesannete ebareaalsusele! Pole kahtlust, et õpetaja õige suuna
mise korral on ülesannete koostamine õpilaste poolt loova iseloo
muga mõttetöö. 

Lõpetuseks tahaks ütelda, et õpilaste teadmistes peegeldub 
õpetaja metoodika. Eriti kujukalt peegeldub õpilaste teadmistes 
aga praeguse algõpetuse metoodika ühekülgsus. Nii näiteks õpi
takse teise kümne piirides ainult ühekohalise arvu lahutamist 
kahekohalisest. Et selline kitsarinnaline ja ühekülgne lähenemine 
ei tule kasuks ei õpilaste arengule ega ka teadmistele, on tões
tatud fakt. 

3 JJ. B. 3 a 11 K on. Y 1Ie6HHK MaTeMaTHKH ,r~.n5f nepnoro K.nacca. J\!1." 1965; 
11. H. Apr 11 11 e KaH. Y'le6mm MaTeMaTIIKH AMt BToporo K.nacca. M., 1966. 

4 JJ. B. 3 a II I< o B. Honot' B oõy 1Iemm apiicpMeTIIKe 13 I K.nacce. M., 1964, 
~k. 61. 
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MATEMAATIKA- JA FüüSIKAOPETAJATE 
KAADRIST 1965. AASTAL 

J. Reimand, R. Ruut 

Olukorra selgitamiseks meie matemaatika- ja füüsikaõpetajate 
hariduse, vanuse, koormuse, töötasu jms. küsimustes organiseeriti 
vajalike andmete kagumine ning läbi töötamine. Vastav perfokaart 
koostati Tartu Riikliku Olikooli ja ENSV Haridusministeeriumi 
koostööna, la_sti täita HM korraldusel haridusosakondade vahen
dusel ja töödeidi 1 TRü-s. 

Perfokaardi pidid täitma 2 kõik isikud, kes 1965. a. märtsis 
õpetasid vabariigi eesti õppekeelega üldhariduslikes koolides 
matemaatikat või füüsikat V -XI klassis. Perfokaardid laekusid 96 
direktorilt, 79 õppealajuhatajalt ja 1025 õpeta j alt. Nii moodustus 
statistiline kollektiiv 3, kelle algandmeid 4 kasutati järgnenud ana
lüüsimisel. Analüüsimise eesmärgiks oli olukorra hindamine eel
kõige j aotumisseaduspärasuste osas, kusjuures lähteaspektideks 
valiti vanus, sugu, haridus, koormus ja töötasu. Allpool esitatak
segi mõningad tulemused sellest tööst. 

1. Vanus ja sugu 

Andmed vanuse järgi j aotumisest on esitatud tabelis 1. Selles 
vaadeldakse kogu kollektiivi (veerg 1 ;3) ja ta mitmete osahul
kade 5 vastavat jaotumist. Selgus, et vanuserühmade erikaal oli 
küllaltki ebaühtlane (veerg 14). Nii· sisaldas kõige arvukam vanu
serühm (30-34) 32,4% kogu kaadrist, kuid pensioniea-eelsetest 
kõige väiksearvulisem (45-49), vaid 2,7%. Seda seaduspärasust 
(vt. joon. 1) peab edaspidi jälgima kaadri ettevalmistamisel, kuid 
kaugemaks eesmärgiks peaks siiski olema asenduskontingendi 
stabiilse suuruse leidmine 6 . Siis oleks kaadri ettevalmistamine 
kvaliteetsem ja odavam, kõrgematesse koolidesse vastuvõtu täit
mine lihtsam jne. 

1 Töötlemine toimus käsitsi, mistõttu on võimalikud mõningad loendamis
vead (mõni kaart ei kukkunud välja vms.). 

2 Et puuduvad andmed selle korralduse täitmise täpsuse kohta, siis ei 
taotle järgnev kokkuvõte täielikkust 

3 Umbes üks kümnendik ENSV kogu õpetajaskonnast. 
4 Nende õigsust kinnitasid perfokaartide täitjad oma allkirjaga. 
5 Haridust ja eriala tähistavaid lühendeid tutvustatakse järgmises osas. 
6 Asenduskontingendi abil tuleks vähendada ka nn. amatöörmatemaatikute 

ja -füüsikute erikaalu (vt. lk. J 05). 
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Vanus 

Naised Mehed 

200 tOO 0 tOO 

Joonis J. 

Vaadeldavas statistilises kollektiivis oli naisi 658 ja mehi 515, 
protsentides 56,9 ja 43, 1. Suhteliselt rohkem oli mehi eakamate 
pedagoogide hulgas. N ad moodustasid vanuse viieaastastes vahe
mikes (20-60 aastani) kõigist vastavasse vahemikku kuuluvatest 
isikutest 35, 35, 33, 41, 67, 55, 59 ja 80 protsenti. Mehi rakendati 
rohkem koolide ja õppetöö juhtimiseks. 

Selgus, et 1975. aastaks jõuavad pensioniikka 40 nais- ja 85 
mees pedagoogi, s. o. ll ,4% kaadrist. Kõrgema haridusega peda
googe on viimases kontingendis suhteliselt vähe (21,6%; keskmine 
53,8%), kuid mehi palju (68%; keskmine 43%). Et tööleasujate 
hulgas on mehi suhteliselt vähem, siis kahaneb lähematel aasta
tel nende osatähtsus reaalainete õpetamisel veelgi. On aga nih
keid, mis viitavad vajadusele uurida niisuguse tendentsi mõju 
hariduse ja ühiskonna arengule. 

2. Haridus 

Vaadeldava kollektiivi haridusliku taseme (loomulikult formaalse) hinda
mine tekitas raskusi üldkehtiva skaala puudumise tõttu. Seepärast lepiti 
kokku eristada kuut hariduslikku nivood (liiki). Tavalises tähenduses vaadeidi 
kõrgemat haridust (K). Teiseks liigiks võeti mittestatsionaarne õppimine kõr
gemas koolis ( õ). Kolmanda liigi defineerijaks võeti suhteliselt formaalne näi
taja, nimelt õpingute katkestamine kõrgemas õppeasutuses (KK). Neljanda 
liigi moodustas lõpetatud pedagoogiline, kuid mittekõrgem haridus (MK), 
mille andsid õpetajate instituudid ja seminarid, pedagoogilised koolid, klassid 
ja tehnikumid, pedagoogiumid jt. Viienda liigina eristati veel katkestatud mitte
kõrgemat (KMK) ja kuuendana mittepedagoogilist keskharidust (H). 

Esitatud jaotuse korral pole ühene KK ja MK hariduse järjestus. K.õrge
mas koulis õppimine võis ju katkeda sealt enamuse või ei millegi omandamisega. 
~ eevastu MK paikneb stabiilselt keskhariduse ja kõrgema hariduse vahepeal. 
Oeldu laieneb ka õ ja MK vahekorrale. Nende asjaolude tõttu kasutati eri-
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nevaid järjestusi, seejuures kanti liikide ühisosa kõrgemale tasemele. Nii võeti 
tabelis 1 need edasiõppijad ja katkestanud, kellel oli eelnevalt MK haridus, 
MK hulka. Tabelis 2 on aga kõik edasiõppijad ja katkestanud oma liigi juures. 
Arvude erinevus lahtrites õ ja KK (nendes tabelites) näitab, mitmel isikul 
oli eelnevalt MK haridus. 

Kõrgema hariduse, selle taotlemise või katkestamise korral eristati veel 
eriala. Vaadeidi iseseisvalt maiemaatiku või matemaatikaõpetaja (M), füüsiku 
või füüsikaõpetaja (F) ja mõlema aine õpetaja (M + F) eriala. K.õik ülejää
nud erialad kui üldjuhul mittevastavad, jäeti üksteisest eraldamata ( 0). Eri
alade M + F ja U jaotust kasutati ka MK hariduse korral, kusjuures M ·+ F 
eriala omandati ainult õpetajate instituudi vastava osakonna !õpetamisega. 

Hariduse omandamise viis võis olla statsionaarne (st.) ja mittestatsio
naarne (mst.). ühtlasi on antud jaotus soo järgi (m ja n). 

Vaadeldavas statistilises kollektiivis oli kõrg ema h a r i
du sega pedagooge 54,1 %, kõrgemas koolis edasiõppijaid 9,7

1
%, 

katkestatud kõrgema haridusega 8,3%, mittekõrgema haridusega 
22,6%, katkestatud mittekõrgema haridusega 0,9% ja eriharidu
seta pedagooge 4,5% (tabel 2, vt. lk. 102-1 03). 

Füüsika ja matemaatika õpetamiseks sobivate erialadega (M, 
M + F, F) ja kõrgema haridusega pedagoogid moodustasid kogu 
kollektiivist alla poole, nimelt 48,4·%; omandamise viisilt jagunes 
see veel statsionaarseks ja mittestatsionaarseks (vastavalt 
26,4% + 22%). Vaadeldavast (kõrgem sobiva erialaga) haridu
sest pärines 11,2% TRü statsionaarsest ja 1,5% mittestatsionaar
sest osakonnast ning 14,3% TPedi statsionaarsest ja 19,7·% mitte
statsionaarsest osakonnast. Katkestanute ja lõpetanute suhe oli 
vaadeldava statsistilise kollektiivi andmetel TRü mittestatsio
naarses osakonnas 31 : 18 ja TPedi juures 12: 237 (statsionaaris 
vastavalt 20 : 135 ja 0 : 172). 

Statsionaarselt ja mittestatsionaarselt õppinud kõrgema hari
dusega matemaatikute ja füüsikute j aotumist maale ja linna lõpe
tatud õppeasutuste kaupa näitab järgnev tabel protsentides (iga 
rida moodustab terviku). Selgus, et TRü ja TPedi statsionaarselt 
lõpetanud olid j aotunud koolidesse üsna samas proportsioonis. 
Sellest tabelist ilmnes veel, et mittestatsionaarne õppimine TRü-s 
oli rohkem jõukohane linnade keskkoolide õpetajatele (neid ju ei 
suunatud tööle). 

~--------------~--------~--------

/ Maal Il Linnas 

TRü 

TPedi 

l 8-kl. I Kk. 8-kl. ' Kk. 

st. i 20 1 24 1 3 1 53 

-rn-st.-l-1-1 1-6 l-1-1 1--n-
I st 

1 mst. 

1 27 1 20 1 2 1 51 

1 31 1 22 1 9 1--;-
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Tabel 2 

t'V 

I I 
Haridus Töökoht (hariduse omandamise viis) 

I 
Kokku 

Maal Linnas I Kokku % 
----

Liik Oppis Eriala 8-kl. Kk. 8-kl. Kk. Kõik 

st. mst. Liigi 
1200-st 

I ms!. I ms!. I mst. I ms!. 
. 2-st 

st. st. st. st. 
I 

2 3 1 4 1 s 1 6 1 1 1 s 1 9 1 10 1 u 1 12 1 13 1 14 11 1s 1 16 

K TRü-s M 21 2 19 1 3 2 41 12 84 17 
I 

101 1 16 8,4 
M+F 3 3 6 6 I 1 0,5 

F 3 13 1 . 28 1 45 1 46 7 3,8 
0 6 8 6 2 1 2 1 14 12 26 4 2,2 

TPedi-s M 5 40 8 23 12 14 43 27 118 145 22 12,1 
M+F 39 28 24 23 3 8 61 45 127 104 231 35 19,3 

F 3 5 2 6 1 1 12 3 18 15 33 I 5 2,8 
0 4 10 1 3 2 2 1 7 16 23 

I 
3 1,9 

Mujal M 2 1 1 3 4 3 7 1 0,6 
M+F 4 6 4 6 10 2 0,8 

F 

I 

2 2 2 

I 

0 0,1 
0 6 1 3 2 1 5 16 2 18 3 1,5 

I 

I 
I 

I 58 I 
I 

I I I I I li I 
Kokku 90 94 

I 
78 13 27 173 115 354 294 648 100 54,1 

I I 

0 I I 62 I I __ 91 I 20 I I 25 I I 116 I 116 
I 100 I 9,7 

I 

I I I I I I I I I I 
---~-

I I 



1 1 2 3 14151617 8 I 9 I 10 I Il I 12 I 13 I 14 li 15 I ~ 1?. 

KK TRü-s M 
F 
u 

TPedi-s M 
M+F 

u 
Mujal M 

M+F 
u 

1 22 
5 

7 
2 
2 
1 

2 
3 8 

1 5 
2 
1 

2 
2 

Il 4 13 31 44 
7 7 

5 6 7 13 
1 1 6 6 

2 6 G 
1 1 1 3 4 
1 2 3 3 

I 2 I J 5 I g I~ 

44 ,,;~~~ 3,7 

7 0,6 
13 f·; 1,1 
6 0,5 
6 0,5 
4 0,3 
3 0,2 
3 0,2 

14 1,2 

_ ____,__-_,~lr_;t:r_~,)~~-~~;_:< K_o_kk_u __ -;-1-9---;-1--4-4-'----1 _s---,-~-~ o-----7-l ____ l __ 3 ____ .,.1 ____ ~8_------':-1 __ 11 __ 1 _32-~-~~~~~~ 100 1 8.3 

MK 

Kokku 

H 

Kokku 

M--f--F 
u 

57 19 9 2 12 15 
14 

4 93 26 119 44 
83 28 14 11 2 122 30 152 56 

1 242 1 253 1 1 06 79 36 1 51 1 221 1 158 1 605 1 541 11146 11 1 oo 
-:-------'------;------'--------:-----

1 495 1 185 87 1 379 1 1146 11146 lOO 

1 43 1 s 1 s 1 54 1 54 100 

1 538 1 190 88 1 384 1 1200 11200 

1 45 1 16 7 1 32 1 1 oo 1 

9,9 
12,7 

95,5 

4,5 

lOO 



-0 Tabel 3 
~ 

Haridus K K.K MK I KMK I Kokku I H 11 Kokku 

~ Eriala IM,M+FI F I u I - IM, M +FI F I u IM+FI u I -I -
1-

st. 
I 

12,6 
I 1,1 I 3,0 1 o 1 0,2 

I 
0,9 i o,6 110,6115,41 0,6 I 45,0 

M 8,0 538 
õ 

mst. 
I 

13,0 I 0.91 3,5 111,61 5,2 
I 

0 1 3.0 1 3.51 5,21 1.1 1 47,0 0 
...::.:: 

32 

I 1 2,3 1 4,6 1 o I I I 0 1 13,61 12.51 o I ch st. 8,0 0 0 41,0 

L 

I 1 1.1 1 4.6 1 22.7 1 I 0 I 1.1 I 1.1 1 o 1 o I 
1,1 11 

88 
mst. 25,0 2,3 57,9 

---

I 1 7.9 1 5.3 1 o 1 1 1.0 1 1,0 1 4,81 7,41 o I st. 27,9 0,5 55,8 

M 

I 1 3.2 t 2.6 f 4,8 1 I I 0 1 1.0 1 o 1 o I 
2,6 190 

õ mst. 24,8 5,3 0 41,6 0 
...::.:: 
...::.:: ----

U) 

I st. I 111 .o 1 1.8 \ o 1 I 1 1.8 1 3.9 1 3.6 1 0.3 1 
Cl) 

32,4 2,9 0 57,7 
1,3 

~ 

L 383 

/ mst. I 28,5 I 1.0 I 0,5 6,61 2,4 I 0 1 0,5 1 1 .o 1 0,5 1 o I 41,0 I 
8-kl. kool kokku 26,7 1 2.2 1 6,9 13,1 1 5.0 1 o.s 1 3.2 114,2119.51 1,4 1 93.0 1 7.0 11 626 

Kk. kokku 58.2 111.7 1 4.2 5.91 5.4 1 0.4 1 1.9 1 5.21 5.21 0.2 1 98.3 1 1,711 573 



Vaadeldes olemasoleva kaadri j aotumist töökohtade järgi maa 
ja linna ning 8-klassiliste ja keskkoolide vahel, saadi tabel 3 
(protsentides; iga terviku arvuline suurus on antud viimases vee

rus). Sellest ilmnes, et matemaatika ning füüsika õpetamiseks 
kõrgema haridusega sobivat e eri a l a d ega kaadri osatäht
sus (nende ainete õpetamisel) koolides suuresti erineb. Keskkoo
lides moodustasid nad maal kogu vaadeldavast kaadrist 63,8% 
(st. 35,8% ja mst. 28%

1
) ning linnas 72,9% (st. 43,4:% ja mst. 

29,5%), kaheksaklassilistes koolides maal aga 27,6% (st. 13,7% 
ja mst. 13,9%) ning linnas 36,4% (st. 10,3% ja mst. 26,1%). 
Väärib märkimist, et 8-kl. koolid, võrreldes kohalike keskkooli
dega, olid varustatud nõuetekohase kaadriga umbes kaks korda 
halvemini või rakendasid vähem sobivat kaadrit muudel põhjus
tel. Maa kaheksaklassilistes koolides moodustas domineeriva 
kvaliteedi ikkagi mittekõrgem haridus (MK+ KK), mille osa
määr oli 44,6% (linnas 30,6%). Seda olukorda ei suutnud muuta 
ka edasiõppij ad, kes moodustasid maal 11,6% 8-kl. koolide kaad
rist (linnas 22,7%). Pealegi õppisid sobivaid erialasid ainult 
pooled. üldiselt võib oletada, et kontingendid KK ja MK hari
dusega ei sisalda enam palju reaalteadustes potentsiaalseid edasi
õppijaid (keskmised vanused vastavalt 36 ja 40 aastat). Suhte
liselt väike edasiõppij at e osa keskkoolis ( 5,9%) näib väitvat 
sedasama. (Kõrgema hariduse puudumisega olid rahuldunud kesk
koolis 20% ja 8-kl. koolis 51,1% (!) sealsest kaadrist.) Võrdluseks 
olgu lisatud, et Soome koolides rakendati 1955. a. 41,5% formaal
selt mittekompetentseid õpetajaid. Seejuures olid suuremad puudu
j äägid võõrkeelte ja matemaatika õpetajate osas. 

Iseseisva probleemi tõstatasid n.-ö. amatöörmatemaatikud ja 
-füüsikud, s. o. isikud mittesobivate erialadega ( 0), erihariduseta 
ja katkestatud mittekõrgema haridusega. N ad moodustasid kesk
koolides 13,2% ja 8-kl. koolides 38% (!) sealsest (vaadeldavast) 
kaadrist. Oks küsimuste tsükkel oleks tutvumine nende teadmis
tega matemaatikas ja füüsikas, siis sobiv täiendamisprogramm, 
selle elluviimine ning asjakohane atesteerimine.7 Teise tsükli 
moodustaksid aga kõrgema kooli !õpetajate tööl e suu nam i s e 
printsiibi d. Selgunud olukord ühest küljest ja mõnede lõpe
tanute ekslemised töökoha leidmisel juhtisid arvamusele, et suu
namisel tuleks. kaadrit jaotada mitte direktori te nõudmiste, vaid 
linnade, rajoonide ja koolide asjakohase koondnäitaja 8 alusel. 

ühiskonna huvid, näiteks vajadus konkurentsi järele mate
maatika sisseastumiseksamitega erialadel kõrgemates koolides 
jne., vist ei luba, et matemaatika õpetamine võiks olla koolidirek
tori otsuse alusel «äraelamise» vahendiks suvalise haridusega ja 

7 Vt. viide 6. 
8 Eelkõige peaks see sõltuma erialasest koormusest ja olemasoleva kaadri 

arvust, kvalifikatsioonist ning senistest töötulemustest (õpilaste edukus õpeta
taval alal jne.). 
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suvalise erialaga inimestele. Peame ju loomulikuks, et lennun
duse arenemise käigus otsustaks seda mitte lokaalne ülemus, vaid 
erialane (perspektiivne ning vajadusi tundev) meditsiiniline 
komisjon, kes lenduritest sobib reaktiivlennukitele. Esitatud võrd
lusnäide on ilmselt rangem, kuid mitte absurdne. Nimelt võib 
muutuda matemaatilise hariduse puudumine või selle küündima
tus matemaatika õpetajate suurel osal piduriks ka koolimatemaa
tika sisu reformimisel. Koolimatemaatika sisu arengu vajadus 
tuleneb aga lõppkokkuvõttes ajastu va j adustest (mitte üksikisi
kute ja komisjonide tegevusest), eelkõige tootmise ja kõrgema 
hariduse nõudmistest Tootmise ja kõrgema hariduse areng kan
dub ka koolimatemaatikasse, kuid ühtlasi sõltub ka sellest. 

* * 
* 

Vaadeldes statistilise kollektiivi jaotumist hariduse järgi vaba
riikliku alluvusega 1 i n nad e s ja ra joo n i d e s (tabel 4). 
selgus kõrgema haridusega kaadri osamäära suur kõikumine: 
31 %-It kuni 78%-ni. Suhteliselt kõige rohkem kõrgema haridu
sega kaadrit rakendati Tallinnas (78%), Tartus (68%), Pärnus 
(63%), Harju rajoonis (59%) jne.; suhteliselt kõige vähem aga 

Tabel 4 

Linn, 
Haridus % 

Arv rajoon 
K I 

Kl( I 0 I MK(U) IKMKI H 

I I I Tallinn 
I 

138 78 4 7 10(6) . - 1 
Tartu 38 68 5 3 24 (18) - i -
Kohtla-Järve 30 57 7 13 23(7) - -
Pärnu 43 63 5 21 9(2) .I - 2 
Narva 5 100 - - -

i 

- -

Haapsalu raj. 46 50 4 9 26( 17) - Il 
Harju raj. 78 59 8 13 18(8) I I 
Hiiumaa raj. 12 42 17 8 33(17) I - -i Jõgeva raj. 56 34 18 16 30 (13) 

! 
- 2 

Kingissepa raj. 53 53 6 6 22 (Il) I - 13 
Kohtla-Järve raj. 37 57 16 3 16(5) 

i 

- 8 
Paide raj. 63 51 14 6 18(13) - 11 
Põlva raj. 52 52 13 12 21(10) 2 -
Pärnu raj. 79 48 6 14 22 (19) I 5 5 
Rakvere raj. IIl 49 7 7 28 (20) I 

! 
8 

Rapla raj. 64 51 3 Il 30(20) - 5 
Tartu raj. 45 31 18 15 27 (16) 2 7 
Valga raj. 60 48 10 7 30 ( 12) 3 2 

V 
Viljandi raj. 50 56 8 14 20(12) 2 -

õru raj. 86 41 7 10 29(15) I 12" 
Kaugõppe- ja 
e rikoolid 56 59 7 4 30(27) - -
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Tartu (31'%), Jõgeva (34%) ja Võru (41%) rajoonis ning Hiiu
maal (42%). Kõrgema haridusega kaadri osas suhteliselt hästi 
komplekteeritud linnades ja rajoonides räkendati matemaatika ja 
füüsika õpetamisel võrdlemisi vähe mittesobiva kvalifikatsiooniga 
õpetajaid 9, näiteks Pärnus, Tallinnas, Harju ja Põlva rajooniS
(4%-12·%). Kõige rohkem rakendati neid aga Pärnu, Rakvere, 
Võru, Haapsalu, Rapla, Tartu, Paide ja Kingissepa rajoonis 
(.24%-29o/c). Arvatavasti tuleks edaspidi eelistada neid ra joone 
kõrgema haridusega kaadri suunamisel. 

Katse korras püüti võrrelda kaadri m at ema at i ka-aIa s e 
ettevalmistuse taset rajoonide ja koolide kaupa. Selleks võeti 
kasutusele vastav indeks (õpetajate matemaatikaalase hariduse 
punktide aritmeetiline keskmine). Eelnevalt hinnati kõigi õpe
tajat e vastavat (formaalset) ettevalmistust I 0-punktilises süstee
mis järgneva kokkuleppe kohaselt. 

I ; 

I Haridus 
I 

K jO, KK, MK H 
! I 

I jM+FI I iM+Fi I 

Eriala 
I 

M F I u 0 
I 

-
I 

I I I I I 
I 

I Punkte 10 9 8 4 
! 

6 I 2,5 2 
i I i i 

Saadud indeksi alusel j ärjestati linnad ja raj ooni d, samuti 
koolid linnades ja raj ooni des. Niisuguse järjestuse etteotsa sat
tusid Tallinn, Kohti a-J ärve, Pärnu, Harju rajoon, Tartu jt. J är
jestuse lõppu aga rajoonidest Tartu, Pärnu, Võru, Haapsalu, 
Paide jt. 

3. Koormus ja töötasu 

Käesolevas kokkuvõttes ei esitata andmeid kaadri ja koormuse 
kohta koolide kaupa. Piirdume vaid andmetega matemaatika ja 
füüsika nädala tunnikoormuse korrelatsioonitabelist Koondand
mete väljatoomiseks kasutati kokkulepet, et isikud, kelle koormus 
matemaatika õpetamisest oli suurem või võrdne 18 nädalatun
niga või kelle koormus matemaatikas oli küll väiksem 18 tunnist,. 
kuid kes ei õpetanud üle 3 tunni füüsikat, said oma koormuse 
matemaatika (m) õpetamisest. Samade kokkulepetega määrati ka 
koormus füüsika (f) õpetamisest. Kõikide ülejäänute koormus 
loeti moodustuvaks mõlema aine (m + f) õpetamisest. Selliste 
kokkulepete korral näitab koormuse päritolu järgnev tabel. 

9 Lugedes siia MK eriala 0, KM!( ja H (arvestamata jäi veel eriala U 
haridusliikide 0, KK ja K korral). 
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Kollektiiv I Koormuse päritolu % 

Haridus I Eriala I m I m+f I f 
I 

i I K M I . 83,5 11,8 4,7 
M+F 

I 

60,2 

I 
22,3 17,5 

F 8,8 24 I 67,2 

Kõik eelmistest ülejäänud! 61 I 19,5 
I 

19,5 

Kõik koos 
I 

62 I 
18,5 I 19,5 

Selgus, et 60%-le kogu kollektiivist andis koormuse matemaa
tika õpetamine, 20%-le füüsika ja 20%-le mõlema aine õpetamine. 
Nendest arvudest aga järeldub, et vaatiusmomendil kehtinud õppe
plaani tingimustes peaks olema matemaatika- ja füüsikaõpetajate 
ettevalmistamise suhe ( eeldamata eelnevat defitsiiti ühel alal) 
umbes 3 : 2. Edasi selgub, et vaadeldavates tingimustes piisab 
matemaatikaõpetajatel üldiselt põhierialast (see võimaldab eri
alal põhjalikuma ettevalmistuse). Füüsikaõpetajad aga peaksid 
saama ettevalmistuse ka matemaatika õpetamiseks vähemalt 8-kl. 
kooli ulatuses. Selline va j adus tuleneb asjaolust, et isegi füüsika
·Õpetajate tunnustatud puudujäägi tingimustes õpetas umbes üks 
kolmandik nendest siiski ka matemaatikat. 

Opetajate töökoormust otseselt ei vaadeldud. Kaudselt selgus 
see küll töötasu suurusest, kuigi töötasu oleneb veet tööstaazist 
jm. 

Tööta su d e vaatlemisel piirduli vaid keskmiste 10 töötasu
dega, süvenemata nende tekkimise komponentidesse (koormus, 
staaz, kohakaaslus, lisatasu erikoolides jm.). Selgus,_ et kõrgema 
haridusega õpetajate keskmine töötasu oli 135 rbl. (maal 134, 
linnas 136, 8-klassilises koolis 128, keskkoolis 138). Kõrgema 
hariduseta õpetajate keskmine töötasu oli 119 rbl. (maal 118, 
linnas 123, 8-kl. koolis 116, keskkoolis 129). Nende arvude võrd
lemisel selgub näiteks, et kõrgema hariduseta 8-kl. kooli õpetajal 
on materiaalselt kasulikum taotleda töökohta keskkoolis (129 rbl.) 
kui kõrgemat haridust koos kohapeale jäämisega (128 rbl.). Ope
tajate (K +MK) jaoturuine töötasu suuruse järgi on esitatud joo
nisel 2 (vt. lk. 109). 

Olejäänud keskmised töötasud võivad sisaldada rohkem juhus
likkust vaadeldavate kollektiivide väiksuse, täitmisvigade jm. 
tõttu. Võrreldes siiski kõrgema haridusega õpetajate keskmis i töö
tasusid erialade kaupa, näeme töötasude kasvamist matemaati-

10 Algul leiti kollektiivi jaotumine kuutöötasu põhjal 5-rublaste vahedega 
ja siis nende vahemikkude kaalutud keskmine. 

108 



50 75 100 125 150 175 200 225 

Joonis 2. 

kutelt füüsikutele. Arvatavasti peegeldub selles suurem koormus, 
mis tuleneb füüsikaõpetajate vähesusest. Kõrvutades aga üle jää
nud erialadega õpetajaid ( 0) eelmistega selgus, et nemad olid 
tasustatud veel kõrgemini. Kui põhjuseks pole suurem koormus 
või staaz, tähendaks selline olukord sobimatu kvalifikatsiooniga 
õpetajate eelistamist matemaatika ja füüsika õpetamisel. Olukorra 
põhjuste selgitamine peaks huvitama juhtivaid organeid. 

Maakoolides äratas tähelepanu keskmise töötasu küllalt suur 
-erinevus 8-klassilises koolis ja keskkoolis: kõrgema haridusega 
õpetajate puhul 16 rbl., kõrgema hariduseta õpetajate puhul aga 
15 rbl. (linnas vastavalt 3 rbl. ja 11 rbl.). Jääb mulje, et maa
keskkool kompenseerib puudujääke sotsiaalsetes ja moraalsetes 
tingimustes suurema koormuse võimaldamisega. 

. * 
* * 

Sooritatud töö ja käesoleva artikli põhieesmärgiks oli fiksee
rida kaadri olukord, kes tegeles füüsika ja matemaatika õpeta
misega 1965. a. Analoogiline töö tuleks korrata 11 mõne aasta 
pärast (ka vene õppekeelega koolides). Siis tekiks võimalus muu
tuste ja arengusuundade selgitamiseks ning mõõtmiseks. Selli
sed andmed on aga eelkõige vajalikud kaadri ettevalmistamise ja 
paigutamise p Ianeer im i s e 1. 

11 Töö peaks olema põhjalikum, hõlmates muu hulgas ka andmeid pere
konnaseisu, laste arvu, vanuse jm. kohta. Viimaseid on vaja teada kvalifikat
siooni taastamise, säilitamise ja täiendamise kursuste organiseerimisel. 
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Mitmekülgsete andmete kogumise ja läbitöötamise kaudu tekib 
edaspidi võimalus suunduda tea du s I i k u 1 e j u h tim i s e 1 e 12 

ka pedagoogilises töös. Sellelt seisukohalt I ähtudes peaks järg
nema hoopis mahukaru töö õpetajate töötulemuste (kõige täht
sam!) as j alikul, põhj alikui ja pikaajalisel analüüsimisel. Näiteks 
matemaatika õpetamise alal tähendaks see vähemalt klassipäe
viku, tunnistuste, sisseastumise ja edasiõppimise vastavate hin
nete fikseerimist ja läbitöötamist, ankeete õpilastele aine meeldi
vuse kohta, õpilaste elukutsevalikuL Teiselt poolt tuleks mõõta ka 
töötingimusi, s. o. <dööobjekti» parameetreid ja häälestust, näi
teks õpilaste võimeid (ka geneetika alusel), nende endi, nende 
vanemate ja ümbruskonna suhtumist edasiõppimisse 13 jm. Alles 
sellise põhjaliku uurimisega võiks saada usal d atavaid andmeid 
õpetaja töötulemuste kohta. Ja alles siis tekivad võimalused 
õpetajate töö põhjendatud võrdlemiseks, j ärjestamiseks, järkude 
andmiseks, kvalifikatsioonitasu määramiseks, edutamiseks jm. 

Teaduslikult põhjendatud järeldusteni jõudmiseks tuleb kulu
tada senisest rohkem tööd. Tavaliselt antakse suur osa sellest 
arvutile. Kuid eelnevalt tuleb vajalikke andmeid koguda ja sobi
valt ette valmistada. Muutmist vajaks aruandiuse vorm (vähe
malt perfokaartidel!). Keskkoolide ja kõrgemate koolide ühe osa 
aruandiuse muutmisega oleks võimalik juba praegugi avastada 
küllalt üldisi ja olulisi seaduspärasusi, võrrelda linnu, ra joone 
jm.I4 

Senised tavad anda resoluutseici hinnanguid ja kindlaid j är
jestusi üksikute ·koolide ning üksikute õpetajate tööle inspektori 
subjektiivse arvamuse, ühekordse kontrolltöö, kõrgemate koolide 
vastuvõtukomisjoni muljete jms. põhjal kuuluvad arengu tõttu 
juba varsti kõrvaleheitmisele kui küberneetikale eelnenud intui
tiivse (juhtimis-) perioodi puudulikud hindamisvahendid. 

Lõpuks meenutame, et arengu soodustajaid ja temaga kaasa
minejaid ootab kord preemia, mis tavaliselt moodustub maha
jäänute trahvidest. 

12 Näib, et juba praegu tuleks luua HM juures teadusliku uurimise töö
rühm või laboratoorium. 

13 Praegu ignoreeritakse neid jt. objektiivseid erinevusi õpetajate töötin
gimustes vist eelkõige mugavusest. Mahajäämus objektiivsete tegurite mõju 
uurimisel aga säilitab õpetaja ebaõiglase ülekoormamise, sealhulgas ka moraal
sel vastutamisel. Näiteks resultaatide eest, mis tulenevad programmi mitte
vastavusest õpilase võimetele, sõnalise mõjustamise küündimatusest mõne sot
siaalse teguri vastu jm. 

14 Olgu nimetatud, et ENSV Põllumajandusministeerium kasutab juba 
mitu aastat TRü Arvutuskeskuse teeneid vabariigi lehmade kohta käivate and
mete läbitöötamisel. 
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AKADEEMIK ARNOLD HUMAL 

Käesoleval aastal tähistati Eesti NSV Teaduste Akadeemia 
akadeemiku, Tallinna Polütehnilise Instituudi matemaatika kateedri 
juhataja professor Arnold Humala 60. sünnipäeva. Arnold Kons
tantini p. Humal (kuni 1936. a. Tudeberg) sündis 10. märtsil 
1908 Tallinnas töölisperekonnas. Ta lõpetas 1925. a. Tallinna 
Linna Poeglaste Humanitaargümnaasiumi (praeguse Tallinna I 
Keskkooli), kusjuures küpsustunnistusel esinevad vaid kõrgeimad 
hinded. Opinguid jätkas ta Tartu ülikooli matemaatika-loodustea
duskonnas, mille matemaatikaosakonna lõpetas 1929. a. Ka üli
koolis on kõigis õppeainetes tema teadmised tunnistatud maksi
maalse hinde vääriliseks. 1930. a. anti talle Tartu ülikooli juures 
magistrikraad töö eest «Lisandusi ja meetodikriitilisi ääremärkusi 
mõnele matemaatilisele mõttekäigule». 

Aastatel 1928-1931 töötas Arnold Humal ka abijõuna Tartu 
ülikooli matemaatika instituudis. 1932. a. suunati ta Tartu ülikooli 
teadusliku stipendiaadina ennast täiendama Göttingeni, kus ta 
õppis R. Couranti, H. Weyli jt. juures. Pärast neljakuulist viibi
mist kodumaal 1933. a. suvel siirdus ta uuesti välismaale, seda
puhku Viini, kust naasis 1934. a. algul. 

17. veebruaril 1934. a. kaitses 25-aastane Arnold Humal Tartus 
doktoritöö «Kvadratuurridade teooriast ja rakendusmeetoditest» 
( Uber die Theorie und die Anwendungsmethoden der Quadratur
reihen, 1933) ning ta tunnistati doctor philosophiae naturalis 
kraadi vääriliseks. 

Järgnevatel aastatel töötas Arnold Humal õppejõuna Tartu üli
koolis, algul vanemassistendina, seejärel eradotsendina ( 1936), 
dotsendina ( 1937), praktilise matemaatika adjunktprofessorina 
( 1937) ning matemaatika kateedrijuhatajana ja professori kohus
tetäitjana (1940). Tartus luges ta matemaatikaosakonna üliõpi
lastele matemaatilise analüüsi põhijooni, kõrgemat algebrat, mate
maatika aluseid, matemaatika klassikalisi probleeme ja meetodeid, 
elementaarmatemaatikat kõrgemalt vaatekohalt. Majandusteadus
konna üliõpilastele õpetas ta finantsmatemaatikat, matemaatilise 
statistika elemente ja kaubandusaritmeetikat. 

Saksa okupatsiooni ajal ei võimaldatud Arnold Humalal enam 
töötada Tartu ülikoolis. Ta töötas matemaatikaõpetajana Tallin
nas (praeguses II keskkoolis). 
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Kohe pärast nõukogude võimu taaskehtestamist Tallinnas, ala
tes sügissemestrist 1944, asus juubilar tööle Tallinna Polütehni
lise Instituudi matemaatika ja teoreetilise mehhaanika kateedri 
juhataj ana. Professorikutse kinnitati 1945. a. ja füüsika-matem aa
tikadoktori kraad 1946. a. 

Kõrvuti õppetööga TPI-s töötas prof. A. Humal aastatel 1947-
1950 ka Eesti NSV Teaduste Akadeemia Füüsika, Matemaatika ja 
Mehhaanika Instituudi direktorina. 1951. a. valiti ta vabariigi TA 
tegevliikmeks ja 1953. a. ENSV TA asepresidendiks. Viimasel vas
tutusrikkal ametikohal töötas juubilar Il aastat. 

1953. a. andis prof. A. Humal TPI matemaatika kateedri juha
tamise üle dots. A. Särevile, kuid jätkas töötamist kateedri pro
fessorina. 1966. a. valiti prof. A. Humal uuesti TPI matemaatika 
kateedri juhatajaks. 

Juubilari teaduslikud uurimused kuuluvad õige mitmesse mate
maatika valdkonda. 

A. Humal on pidevalt huvi tundnud arvutusmatemaatika prob
leemide vastu. Doktoritöös ( 1933) käsitleb ta diferentse sisalda
vaid kvadratuurvalemeid võrdsete vahemike tagant paiknevate 
sõlmedega. Töös on tuletatud seosed kvadratuurvalemite korda
jate vahel ja jääkliikmete avaldised ning vaadeldud nende kasuta
mist. Doktoritööga on seotud ka teine ulatuslik uurimus 1 ( 1935), 
milles vaadeldakse ortogonaalseid polünoome ja nende kasutamist 
interpoleerimisel. Arvutusmatemaatika graafHistele meetoditele on 
pühendatud A. Humala tööd «Funktsioonide vahe graafiline inte
greerimine ( 194 7), «Ruutvõrrandi geomeetriline lahendamine»· 
( 1947) ja «Algebraliste võrrandite nomograafilisest lahendami-
sest» (1954). 

Geomeetria aluste alal on A. Humal käsitlenud mõiste «vahel» 
kohta käivaid aksioome (1934) ning koos J. Sarvega ja E. Siida
miga kahes artiklis (mõlemad 1943) voltimisl.<onstruktsioonide 
võimsuse küsimust. Esimeses suunas ta jätkas J. Nuudi ja J. Sarve 
varasemaid töid ning pärast väga põhjalikku ja peent analüüsi 
taandas «vahel» kohta käivate aksioomide süsteemi maksimaal
selt lihtsasse kujju. Märkimist väärib, et A. Humal rakendab sel 
puhul süstemaatiliselt teatavat sümboolikat, mis ainult tähistuste 
poolest erineb praegu laialt levinud matemaatilise loogika süm
boolikast. Teises suunas õnnestus autoritel tõestada, et voltimis
konstruktsioonide abil saab lahendada nii tavalisi sirkli- ja joon
lauaülesandeid kui ka kõiki selliseid ülesandeid, mis taanduvad 
kuupvõrrandeile või neljanda astme võrrandeile. 

1 Arnold Humala teaduslike tööde loetelu (kuni 1963. a-ni) vt. MmeMaTHKa 
B CCCP 3a TPHJI.U,aTb JieT, MocKBa-JieHHHfpaJI., 1948, lk 1032-1034 ja TRü 
Toimetised, 150, 1964, lk. 51. 

112 



A. Humala tööd kujutavas geomeetrias panid aluse TPI juu
res sellel alal tegutseva uurimisrühma kujunemisele. Koos 
0. Rünga ja A. Garsnekiga kirjutas ta esimese kujutava geo
meetria õpiku eesti keeles (Kujutav geomeetria 1-111, 1946-
1949), mis sisaldab ka originaalkäsitlusi. Kahes artiklis ( 1960,. 
1961) uurib A. Humal Pohlke ülesannet (pea as j alikult paralleel
projekteerimise korral), rakendades ka analüütilist meetodit. Nii 
on näiteks lahendatud järgmine ülesanne: teades sfäär i kolme 
vastastikku ristuva raadiuse paralleelprojektsioonide ja nende 
vaheliste nurkade suurusi, määrata sfääri projektsiooni ääristav 
ellips. Koordinaatide vahendusel on A. Humal tõestanud ka Pom
peiu teoreemi üldistuse ( 1958): kui u, v, w on punkti kaugused 
võrdkülgse kolmnurga tippudest n-mõõtmelises eukleidilises ruu
mis (D. Pompeiu piirdus juhuga n= 2), siis Ju- vJ ~ w ~ u + + v. Võrdusmärgid esinevad siin ainult juhul, kui punkt on kolm
nurga ümberringjoonel (sel puhul on tegemist van Schooteni 
teoreemiga). 

Viimasel ajal on juubilar tähelepanu pööranud matemaatilise 
statistika küsimustele. Nii analüüsis ta (1962) juhuslike suuruste 
korrutise jaotuse põhjal tegurite jaotust (kusjuures viimaste kohta 
ei eeldatud sõltumatust). Ta on esitanud meetodi empiirilise funkt
siooni tuletisi sisaldavate avaidiste väärtuste arvutamiseks ( 1966) ~ 

A. Humal on avaldanud ka uurimusi füüsikalise keemia (koos. 
A. Partsiga, 1933) ja füüsika (1936) alalt. Samuti on ilmunud 
tema sulest ülevaateid matemaatika arengust Eestis ning metoo
dilisi ja populaarteaduslikke artikleid. 

A. Humala teaduslikku loomingut iseloomustab teoreetiliste 
probleemide järjekindel sidumine praktikaga, põhjalik süvenemine· 
ja täpsus nende käsitlemisel. 

Oma põhiliseks kutsuruuseks on akadeemik A. Humal kogu 
oma pika tööaja vältel pidanud siiski pedagoogilist tegevust kõr
gemas koolis. Isegi oma vahepealset sunnitud tegevust keskkooli
õpetajana luges juubilar õpetlikuks ja vajalikuks enesetäienduseks 
põhitööle. 

Tallinna Polütehnilises Instituudis töötades on Arnold Humal 
enam kui 20 aasta vältel lugenud kõrgema matemaatika kursusi 
tulevastele inseneridele. Kuigi loetav materjal kuulub valdavalt 
matemaatika «klassikalisse» ossa, leiab juubilar sageli ka selle 
esitamiseks oma originaalse käsitluse, mida iseloomustab prak
tika va j adus te tunnetamine ja matemaatika elegants. Hinnatav 
on ka professor Humala püüe pidevalt arvestada arenevate tehni
liste teaduste poolt esitatavaid uusi nõudeid matemaatika põhi
kursustele. Tema loengud avaldavad kuulajale mõju mitte üksnes 
matemaatilise esituse ranguse, vaid ka sõnastuse täpsuse, lakoo
nilisuse ja viimistluse poolest. 

Akadeemik Humal on oma töödega andnud mõningat lisa ka 
eestikeelsele originaalsele matemaatika-alasele õppekirjandusele. 
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Prof. A. Humal loengu! TPI-s (1952). 

Peale ülalmainitud «Kujutava geomeetria» tuleks siin märkida ka 
1940. aastal ilmunud õpikut «Finantsmatemaatika», mis on mõel
dud majandusteaduskonna üliõpilastele ning seetõttu sisaldab 
materjali eriti elementaarses ja rohkete näidetega selgitahtd esi
tuses. TPI üliõpilastele peetud kõrgema matemaatika loengud vor
mistas juubilar esialgsel kujul loengukonspektidena (I ja II osa 
paljundati rotaatoril, üks vihik konspekti I osast ilmus 1959. aas
tal TPI rotaprindi väljaandena pealkirja all «Kõrgem mate
maatika III»). 1966/67. õppeaastal paljundati rotaatoril metoodi
line abimaterjal kõrgema matemaatika õppejõududele kõrgemates 
tehnilistes õppeasutustes. 

Juubilarile on alati olnud südamelähoclased ka matemaatika 
terminoloogia alased probleemid, mille korraldamisega on ta 
olnud ühel või teisel viisil seotud juba ligemale nelja aasta
kümne vältel (käesoleval ajal töötab ta ametkondadevahelises 
terminoloogiakomisjonis liikmena). 

Range õppejõuna tuntud akadeemik on alati abivalmis ega 
keela kunagi näpunäiteid ei oma noorematele kolleegidele (nende 
seast mitmele on ta olnud teaduslikuks juhendajaks) ega ka üli
õpilastele. 

Oma aastatele mittevastava erksuse ja nooruslikkuse säilita
mise eest võlgneb juubilar kahtlemata suurelt osalt tänu ka innu
kale tennisemängule, mida ta praegugi jätkab talle omase enese
distsipliini ja regulaarsusega. 
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A. Humal doktoridissertatsiooni 
kaitsmas ( 1984) 



Vastutusrikaste otseste ametikohustuste kõrval on sm. Humal 
al at i viljakalt tegelnud ka ühiskondliku töö rindel. 1940/41. õ.-a. 
Dli ta TRü ametiühingukomitee sekretär; ta on olnud ühingu 
«Teadus» liige selle asutamisest saadik ( 1947) ning sama ühingu 
vabariikliku juhatuse esimees (aastail 1953-60), teisel vaba
riiklikul rahupooldajate konverentsil (1951) valiti ta Eesti NSV 
Rahukaitsekomitee koosseisu; ta on ENSV TA Toimetiste füüsika
matemaatika ja tehnikateaduste seeria toimetuskolleegiumi esi
mees, kuulub NSV Liidu teaduslik-metoodilise nõukogu komitee 
presiidiumisse jpm. Teda on autasustatud medalitega «Töö vap
ruse eest Suures Isamaasõjas» ja kahel korral Eesti NSV ülem
nõukogu Presiidiumi aukirjaga. Oktoobrirevolutsiooni 50. aasta 
juubeli puhul autasustati akad. A. Humalat NSV Liidu Kõrgema
ja Keskerihariduse Ministeeriumi aukirjaga. 

Soovides juubilarile edaspidiseks raudset tervist ja raugema
tut tööindu, loodame temalt ühtlasi veel paljude matemaatiliste 
probleemide lahendamisel kõige sirgemate teede käimist, s. t. kõige 
ieravmeelsemate ideede leidmist. 
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Paremale: I. Kreeka täht. 5. Matemaa
tika-alase tegusõna põhivorm. 9. Funktsioon. 
12. Fotomeetri lciutaja. 13. Geomeetriline 
kujund. 14. Arv (inglise keeles). 16. 
Funktsiooni Uihis. 17. Tõenäosusteooria üles
annetes esinev mõiste (käändes). 18. Va
jalik üles<tnde lahendamiseks. 19. XIX saj. 
tuntud maiemaatiku eesnimi. 20. Sageli 
kasutatav märk. 22. Arv (hispaania keeles). 
23. Arv (saksa keeles). 26. Mõõtühik (lüh.). 
27. Mõõde (lüh.). 28. Matemaatik, kelle 
kirjutis on ilmunud «Matemaatika ja 
kaasajas». 30. Paljudes matemaatilistes 
mõistetes eesliitena kasutatav sõna. 32. 
Maiemaatik ja astronoom (1784-1846). 34. 
Arvu tähis (käändes). 35. 1963. a. Lenini 
preemia saanud maiemaatiku initsiaalid. 
36. Eelmisega samanimelise maiemaatiku 
initsiaalid. 37. Mõõtkavata joonised . 

Alla: I. XIX saj. prantsuse matemaatik. 
2. Einoomi astendamine. 3. Mõõt (lüh.). 4. 
Teatud niõõteriistu. 5. XIX saj. matemaatik. 
6. AClstail 1805-1865 elanud tuntud mate

maCltiku rClhvus. 7. Mõiste integraalvõrrandite teooriast. 8. Mõiste kõrgemast 
algebrast. 10. Funktsioon. Il. Arv (käändes). 15. Paljude teoreemide tõestuses esinev sõna. 
17. Funktsiooni tähis. 21. Matemaatik (1839-1903). 23. Liiduvabariik, kelle võistkond üle
liidulisel matemaatika olümpiaadi! 1964. a. saavutas seitsmenda koha. 24. Arv. 25. Einoomi 
astendamisel saadav tulemus. 26. Mõõtühik. 28. Kreeka täht. 29. Väide. 31. Matemaatiline 
lühend. :n. A. Eorkvelli «Matemaatilise analüüsi kursuse» väljaandnud kirjastus. 

(Koostas H. Espenberg) 



KALLE VÄISÄLÄ JA TARTU üLIKOOL 

0. Prinits, E. Tamme 

Tartu on küll juba saj andeid tuntud ülikoolilinnana, kuid eesti 
rahvusliku ülikoolina eksisteerib Tartu ülikool siiski alles 50 
aastat. Varasematel perioodidel oli ülikooli õppejõudude ja üli
õpilaste hulgas ainult üksikuid eestlasi, õppejõudude-matemaati
kute hulgas aga mitte ühtki. 

Vene õppekeelega Jurjevi 1 ülikool lõpetas Saksa okupatsiooni
võimude survel oma tegevuse 1918. a. mais. Enamik õppejõudu
dest ja vene üliõpilaskonnast evakoeeriti Voronezi ning nad j ät
kasid õppetööd 1918. a. seal avatud Voronezi ülikoolis. 1918. a. 
septembris avasid Saksa võimud Tartus oma ülikooli. Enamik 
eesti ja kohalejäänud vene üliõpilastest boikoteeris seda saksa 
õppekeelega ülikooli. Juba sama aasta novembris oli see ülikool 
sunnitud oma töö lõpetama. 

Kui 21. detsembril 1918. a. Punaarmee vabastas Tartu, siis 
hakati kohe samme astuma ülikooli taasavamiseks. ürituse ette
otsa asus kuraatori asetäitjana matemaatik J aa n Sarv. Põhiliseks 
õppekeeleks pidi esmakordselt Tartu ülikooli ajaloos saama eesti 
keel. Et õppejõududeks saaks kutsuda teadlasi ka välismaalt, 
otsustati lubada õppetöö läbiviimist siiski ka vene ja saksa kee
les. Nõukogude võim kestis sel perioodil Tartus aga vähem kui 
kuu aega. Eesti kodanlus jätkas ettevalmistusi ülikooli avamiseks 
ja õppetöö algas 1919. a. oktoobris. 

Matemaatika õpetamiseks eraldati Tartu ülikoolis kaks profes
sori kohta ja üks dotsendi koht. Neile lisandus veel üks mehhaa
nika ja rakendusmatemaatika professuur. Kohtade täitmine polnud 
aga sugugi lihtne, sest Eestis ei olnud sel ajal ühtki magistri
kraadiga matemaatikut. Matemaatikaprofessori kohustetäitj aks 
määrati J aa n Sarv, dotsendiks Hermann J aakson. J. Sarv ja 
H. Jaaksan olid matemaatiku kvalifikatsiooni omandanud tsaari
aegses Tartu ülikoolis (vastavalt aastatel 1907 ja 1913). Tööta
nud seejärel keskkooliõpetaj ana, huvitusid nad ka matemaatika
alasest teaduslikust uurimistööst Teisele matemaatikaprofessori 
kohale kutsuti Helsingist noor soome matemaatikadoktor Kalle 
Väisälä. Mehhaanika ja rakendusmatemaatika professori kohus
tetäitjaks nimetati 1920. a. suvel Venemaalt Eestisse opteerunud 
Gerhard Rägo, kes on samuti Tartu ülikooli kasvandik (lõpeta
nud 1913. a.). 

1 Jurjev - Tartu venekeelne nimetus. 
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Kauaaegsete ja teenekate matemaatikaprofessorite Jaan Sarve, 
Hermann J aaksoni ja Gerhard Rägo kohta on avaldatud mater
j al e «Matemaatika ja kaasaja» varasemates vihikutes 2• Järgne
vas tutvustame põgusalt Tartu eesti ülikooli esimest korralist 
matemaatikaprofessorit Kalle Väisälät, kes käesoleval aastal sai 
75-aastaseks. 

Tartu ülikooli soome professorid (1920). Tagareas vasakult: A. M. Tallgren 
(Eesti ja põhjamaade muinasteadus), K. Teräsvuori (taimekasvatus ja sordi
parandus), K. Väisälä (matemaatika), A. R. Cederberg (Eesti ja põhjamaade 
ajalugu); esireas: L. E. Kettunen (läänemere ja soome keeled), J. G. Granö 

(geograafia). 

KALLE VAISALA on sündinud 19. augustil 1893. a. Põhja
Karjal as (Kontiolahtis). Aastatel 1911-1914 õppis ta matemaati
kat Helsingi ülikoolis ja pärast lõpetamist sai assistendikoha sama 
ülikooli juures. 1915. a. avaldas ta koos V. J. Kallioga uurimuse 
röntgenikiirte neeldumisest mõnedes puidu- ja kivimiliikides. 

1916. a. kaitses K. Väisälä Helsingis väitekirja teemal «Algeb
raliselt lahenduvatest viienda astme võrranditest» (Uber die algeb
raisch auflösbaren Gleichungen fünften Grades), mille eest talle 
omistati doktorikraad. Järgmisel aastal nimetati ta Helsingi üli
kooli matemaatikadotsendiks ning valiti Soome Teaduste Aka
deemia abi liikmeks. Aastatel 1917-1920 ilmus Soome teaduslikes 
väljaannetes neli K. Väisälä uurimust algebraliste ja d i of antiliste 
võrrandite teooria alalt. 

2 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, III, lk. 68-72, IV, lk. 3-8 ja 76-81; XIV, 
lk. 87-90. 
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1919. a. sügisel sai K. Väisälä kutse Tartu ülikooli matemaati
kaprofessori kohale. Kirjas ülikooli kuraatorile 3 ta märkis, et ta 
võiks esialgu lugeda loenguid saksa keeles ning avaldas lootust, 
et suudab peatselt selgeks õppida ka eesti keele ning viia õppe
tööd läbi siis juba eesti keeles. 

Kalle Väisälä kinnitati Tar
tu ülikooli matemaatiprofes
soriks 1. oktoobril 1919. a. Vas
tavalt lubadusele hakkaski ta 
juba 1920. a. algul õppetööd 
läbi viima eesti keeles. Tartu 
ülikoolis luges ta 3 aasta jook
sul mitmeid loengukursusi (kõr
gem algebra, funktsiooniteooria, 
valitud peatükid uuemast 
funktsiooniteooriast ja analüüti
lisest arvuteooriast, elliptilised 
funktsioonid, diferentsiaalvõr
randid, elementaarmatemaatika 
kõrgemalt vaatekohalt, espe
ranto keele kursus). Tema juhen
damisel valmis Albert Borkvelli 
magistritöö «Binoomvõrrandi 
zn- 1 algebraline lahenda-
mine» (1922). -

1920. a. suvel käis K. Väi-
sälä ennast täiendamas Saksa- K Väisälä ( 1920). 
maal (Göttingenis ja Berliinis). 

Tartu ülikooli toimetiste I köitest leiame ka K. Väisälä töö 
«Dirichlet' ridade mõiste üldistamine» ( Verallgemeinerung des 
Begriffes der Dirichletschen Reihen, 1921). Selles ta uurib Dirich
let' rea 

~ -1. s 
~ane n 

n=1 

absoluutse ja tingimisi koonduvuse piirkonda juhul, kui suurused 
An on kompleksarvud ja 

lim JA-nl= +oo. 
n-+oo 

1922. a. avati Turus erateel kogutud ressurssidega esimene 
Soome ülikool 4, milles kogu õppetöö toimus soome keeles. Selle 

3 RAI<A, f. 2100, nim. 2, s.-ü. 1387. 
4 Soomes töötab 3 ülikooli. Suurim ja vanim neist on Helsingi riiklik 

ülikool, mis on asutatud 1640. a. Turus ja viidud 1828. a. üle Helsingisse. 1\uigi 
möödunud sajandi teisel poolel hakati selles ülikoolis pidama loenguid ka 
soome keeles, toimus kuni 1924. a. enamus õppetööd rootsi keeles. 1919. a. 
avati Turus rootsi eraülikool ja 1922. a. samas ka soome eraülikooL 

118 



ülikooli matemaatikaprofessori kohale kutsuti Kalle Väisälä, kes 
kutse ka vastu võttis ning siirdus 1922. a. suvel tagasi oma 
kodumaale. Kõrvuti otsese õppetööga täitis ta Turu (soome) üli
koolis mitmesuguseid ülesandeid, olles üliõpi-laskonna inspektor 
(1922-26), ülikooli valitsuse liige ( 1930-38) ja prorektor 
( 1934-38). 1924. a. valiti K. Väisälä Soome Teaduste Akadee
mia liikmeks. 

1939. a. läheb K. V äisälä 
uuesti Helsingisse, kus töötab 
dotsendina ülikoolis ( 1939-57) 
ja professorina tehnikaülikoo
lis ( 1939-60). Sellel perioodil 
kirjutab ta ka rea soomekeel
seid õpikuid kesk- ja kõrgema
tele koolidele: «Algebra õppe
raamat» I-II (1945, 1946), 
«Trigonomeetria» ( 1947), «Geo
meetria» ( 1948), «Arvu teooria 
ja kõrgema algebra alged» 
(1950), «Vektoranalüüs» (1954). 

MatemaatikaprofessoriDa on 
Kalle Väisälä andnud küllaltki 
tõhusa panuse nii Eesti kui ka 
Soome rahvuslike ülikoolide väl
j akujundamiseks. 

Käesoleval ajal elab prof. 
K. Väisälä Helsingis. «Mate
maatika ja kaasaja» toimetusele 
saatis ta siin avaldatud fotod 
ning kirjut as muuhulgas: «Tar- K. Väisälä (1959). 
tu aeg oli mulle väga rõõmu-
line, üks kõige rõõmsämaist minu elus. Veelgi kõlab minu kõrva
des üliõpilaste harilik laul: «Noorus ei tule iial tagasi ... »» 

Toimetuselt. Käesoleva kogumiku ladumise ajal saabus Soomest 
kurb teade) et prof. Kalle V äisälä suri Helsingis 16. septembril 
1968. a. 
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JEAN LE ROND D'ALEMBERT - ENTSüKLOPEDIST, 
MATEMAATIK, FILOSOOF 

M. Tõnnov 

250 aastat tagasi ühel novembriööl leidis oma tavalist ring
käiku tegev linnavaht Pariisis Notre-Darne katedraali lähedal 
asuva väikese Saint Jean le Rond kiriku trepilt hoolikalt sisse
mähitud vastsündinu. Leitud laps anti lähikonnas eluneva klaas
sepp Alembert'i perekonda üleskasvatamiseks. Sellistel puhkudel 
valitsenud tava järgi pandi lapsele leiukoha järgi nimeks Jean le 
Ron d. Kiriku meetrikaraamatu järgi on poisi sünd registreeritud 
16. novembril 1717. Hiljem selgusid ka tõelised vanemad. Poja 
hüljanud ema oli kõrgema seltskonna daam madame de Tencin, 
selleaegse Lyoni kardinali õde. Isaks oli kahurväekindral Destou
ches. Mõnede allikate järgi olevat isa ise korr aidanud poisi «leid
mise», et niiviisi saada võimalust osa võtta oma ebaseadusliku 
poja kasvatamisest Tõelise emaga ei ole Jean le Rond kunagi 
kohtunud, kuid kasuemasse suhtus ta alati väga suure lugupida
misega. Hiljem juba tuntud mehena võttis ta kasuema enda juurde 
perekonda. 

Jean le Rond oli üheksaaastane, kui suri tema tõeline isa, kel
lelt ta päris küllalt suure aastasissetuleku. Tänu sellele sai J e an 
le Ron d hea kasvatuse ja hariduse. 1735. a. lõpetas nooruk Col
lege des Quatre Nations bakalaureuse kraadiga ja hakkas siit
peale oma nime kirjutama d'Alembert. Juba kolledzis õppides 
ilmnesid tema suurepärased võimed matemaatikas ja mehhaani
kas. Hiljem õppis ta veel õigusteadust ja meditsiini, kuid peatähe
lepanu pööras endiselt matemaatikale ja selle rakendustele. Tema 
esimesed uurimused äratasid tähelepanu ja nii valiti ta aastal 1741 
Pariisi Teaduste Akadeemia liikmeks. 1772. a. sai d'Alembert'ist 
akadeemia sekretär. Ta oli valitud ka mitmete välismaiste aka
deemiate, sealhulgas Peterburi Teaduste Akadeemia liikmeks 
( 1764). 

Alates aastast 1751 võttis d'Alembert osa prantsuse «Entsüklo
peedia ehk teaduste, kunstide ja käsitööde seletava sõnaraamatu» 
( Encyclopedie ou Dictionnaire raisonne des sciences, des arts et 
des metiers) toimetamisest D. Diderot' (1713-1784) ja d'Alem
bert'i toimetamisel avaldati «Entsüklopeedia» esimesed 7 köidet. 
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Alludes reaktsiooni survele loobus d'Alembert 1757. a. toimetamis
tööst üldse ilmus entsüklopeedia 28-köitelisena ajavahemikul 
1751-1772. Hiljem lisandus sellele veel aastatel 1776-1780 viis 
lisaköidet ja kaks köidet registreid. «Entsüklopeedia» kaastöölisi 
hakati kutsuma «entsüklopedistideks». Nende hulka kuulusid veel 
sellised suured XVIII sajandi mõtlejad nagu J. J. Rousseau 
·(1712-1778), F. M. Voltaire (1694-1778), C. A. Helvetius 
(1715-1771), P. H. Halbach (1723-1789) jt. 

D'Alembert'i koostatud on «Entsüklopeedias» matemaatika, 
mehhaanika, astronoomia ja paljud filosoofia-alased artiklid. Eriti 
huvipakkuv on tema poolt kirjutatud eessõna «Entsüklopeediale» 
(Discours premilina), milles ta annab teaduste klassifikatsiooni, 
lähtudes peamiselt F. Baconi (1561--1626) printsiipidest. Muu
hulgas käsitleb ta selles loogikat, ajalugu, õigustead ust, maj an
dusteadust, poliitilisi teadusi, kirjandust ja kunsti teadustena ini
mesest. Sellega ta annab tänapäevani püsimajäänud humanitaar
teaduse mõiste. 

Oma filosoofilisi vaateid on d'Alembert väljendanud «Entsük
lopeedia» artiklites ja kõige enam teoses «Filosoofia elemendid» 
(Ess ai sur le s elements de philosophie), mis ilmus 1759. a. Preisi 
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kuninga Friedrich Suure tellimisel.l Filosoofina oli d'Alembert ini
mene, kes tunnistas aistingud ainsaks tunnetuse allikaks. Sellest 
hoolimata eksisteerib tema jaoks jumal kui loov substants. Mõt
lemist ei pea ta mateeria omaduseks, tema järgi on vaim ja matee
ria lahutatud. D'Alembert'i arvates on asjade tunnetamisel piirid,. 
mida inimene ei ole võimeline ületama. Just agnostitsistlike ele
mentide tõttu, mida ta omalt poolt lisab mehhanistlikule materia
lismile, taandub ta materialistlikust gnoseoloogiast. D'Alembert'i 
inkonsekventseid vaateid on Diderot' korduvalt kritiseerinud. 

Teisest küljest võib d'Alembert'i iseloomustada kui inimest, kes 
astus välja seisusliku rõhumise vastu ning kiriku vahelesegamise· 
vastu teaduse ja poliitika asjadesse. Poliitiliste vaadete poolest 
seisis ta kõige lähemal C. L. Montesquieu'le (1689-1755). Olles. 
kodanliku eraomanduse kaitsja ütleb ta samal ajal, et inimene ei 
ole õigustatud kasutama rikkusi, kui paljud on kõige hädavajali
kumast ilma jäetud. 

D'Alembert kuulub XVIII sajandi suurimate matemaatikute 
hulka. Eelmise saj andi lõpul oli I. Newtoni (1643-1727) ja 
G. W. Leibnizi (1646-1716) töödes loodud diferentsiaal- ja inte
graalarvutus. XVIII sajandi matemaatika kõige olulisemaks saa
vutuseks on selle arvutuse arendamine ja rakendamine loodustea
duse probleemide uurimisel. Matemaatilise analüüsi aparaadi 
arengu tulemusena kujunesid omaette distsipliinideks diferent
siaalvõrrandite teooria, variatsioonarvutus, kompleksmuutuja 
funktsioonide teooria jt. Matemaatilise analüüsi meetodite raken
damine loodusteadustes tõi endaga kaasa teoreetilise mehhaanika, 
geodeesia, optika jt. teadusharude kujunemise. 

D'Alembert'i matemaatika-alane pärand on ulatuslik ja mitme
külgne. Talle kuuluvad sügavad uurimused matemaatilise ana
lüüsi, algebra, kompleksmuutuja funktsioonide teooria, teoreetilise 
mehhaanika ja astronoomia valdkonnas. 

Matemaatilise analüüsi alal on d'Alembert'i töödest tähtsai
maks 1746. a. avaldatud «Uurimusi integraali arvutamisesb> 
(Recherches sur le calcul integral), mis on pühendatud peamiselt 
ratsionaalfunktsioonide 2 integreerirhisele. Kõige tähtsam ja töö
mahukam ülesanne ratsionaalfunktsioonide integreerimisel on osa
murdudeks lahutamine. Selleks et osamurdudeks lahutamist põh
jendada, peab tõestama, et iga reaalsete kordajatega polünoom on 
avaldatav esimese ja teise astme reaalsete korda j atega polünoo
mide korrutisena. Viimane väide aga järeldub algebra põhiteo
reemist: 

1 Friedrich Suur (1712-1786) oli Preisi kuningaks 1740-1786. Ta oli 
prantsuse kultuuri ja kommete austaja, kirjutas ise prantsuse keeles palju 
ajaloolisi, poliitilisi ja filosoofilisi töid (30 köidet teoseid). 
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Pn (x) 
2 Ratsionaalfunktsiooniks nimetatakse polünoomide jagatist: --

Qm(x) 



.igal n-astme võrrandit 

xn + aixn-i + a2xn-2 + ... +an-iX+ an= 0, 

kus ak (k = 1, 2, ... , n) on reaal- või kompleksarvud, on vähe
malt üks lahend kompleksarvude vallas. 

Seetõttu peab d'Alembert oma ülesande lahendamist alustama 
selle põhiteoreemi tõestamisest Veendumust, et niisugune teoreem 
kehtib ning et igal n-astme algebralisel võrrandil on parajasti n 
lahendit kompleksarvude korpuses (kui lahendeid arvestada vas
tavalt nende kordusele), oli esimesena väljendanud juba hollandi 
matemaatik A. Girard ( 1595-1632). Teoreemi tõestuskatseid võib 
leida R. Descartes'i (1596-1650) ja L. Euleri (1707-1783) töö
des. 

D'Alembert alustab niisugustest väga tähtsatest väidetest, 

nagu: a = a + bi ja a = a- bi saavad reaalsete korda j atega 
algebralise võrrandi lahenditeks olla ainult samaaegselt, või: kui 
a on polünoomi nullkoht, siis jagub polünoom teguriga x- a. 
Viimane väide on E. Bezout ( 1730-1783) poolt hiljem üldistatud 
praegu hästi tuntud lauseks jäägi kohta, mis tekib polünoomi 
jagamisel lineaarteguriga. Põhiteoreemi tõestuses etendab d'Alem
bert'il tähtsat osa väide, mis tänapäeval on tuntud d'Alembert'i 
lemma nime all: kui n-astme polünoomi f (x) korral (kus n ;;:::: 1) 
on f ( x0) =I= 0, siis leidub nulli st erinev kompleksarv h, nii et 

lf(xo+-h)i < lf(xo)l, 

s. t. lf (x) I ei või saavutada nullist erinevat miinimumi. 
Kahjuks ei saa d'Alembert'i tõestust lugeda rangeks. Alles 

1799. a. annab C. F. Gauss (1777-1855) oma kuulsas doktoritöös 
täiesti range tõestuse algebra põhiteoreemile. 

Samas töös 1746. aastast on d'Alembert uurinud elliptilisi 
integraale, viies neid sobivate asendustega varem tuntud kuju
dele. E lii piili~üeks nimetatakse järgmist tüüpi integraale: 

J f(x, l"ax4 + bx3 + cxz + dx + e)dx, 

kus f on mingi ratsionaalfunktsioon ning a või b on nullist eri
nev. Kä mitmed teised XVIII sajandi silmapaistvaist matemaati
kuist nagu L. Euler, A. M. Legendre ( 1752-1833), J. L. Lag
range (1736---1813) jt. on pühendanud elliptilistele integraalidele 
rohkesti tähelepanu. Asi on selles, et niisugused integraalid üldi
selt ei ole avaldatavad elementaarfunktsioonide abil. 

Eriti silmapaistvaid tulemusi on d'Alembert saanud kompleks
muutuja funktsioonide teooria valdkonnas. Nii on ta näiteks töös 
«Mõtisklused tuulte üldistest põhjustest» (Reflexions sur la cause 
generale des vents, 1747) tõestanud, et iga algebraline funktsioon 
n komplekssest argumendist on esitatav kujul 
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W'=u+iv, 

kus u ja v on reaalsed funktsioonid. Euler, kellele oli teada see 
d'Alembert'i töö, näitas 1777. a., et kui f (x + iy}=· u (x, y) + 
+iv (x, y), siis f (x- iy) = u (x, y)- iv (x, y). Seda tulemust 
kasutas Euler järgmise integraali reaal- ja imaginaarosa arvuta
misel: 

J (u +iv) dz= (Ju dx- v dy) +i (J v dx + u dy). 

Teda hämmastas asjaolu, et seejuures oli võimalik valida ainult 
niisuguseid funktsioone u (x, y) ja v (x, y), et 

au 
ax 

av 
ay 

au 
ay 

av 
ax . ( 1) 

Lahendades üht hüdrodünaamika ülesannet leidis d'Alembert 
juba 1752. aastal, et kui u ja v on diferentseeruva kompleksmuu
tuja funktsiooni vastavalt rea al- ja imaginaarosad, siis peavad 
olema võrrandid ( 1) rahuldatud. Seetõttu nimetatakse viimaseid 
sageli Euler-d'Alembert'i võrrandeiks. Kompleksmuutuja funktsi
oonide teooria aluskivideks said nad hiljem A. Cauchy ja B. Rie
manni loomingus. D'Alembert märkas ka, et iga diferentseeruva 
funktsiooni reaal- ja imaginaarosa on harmoonilised funktsioonid •. 
s. t. rahuldavad võrrandit 

azcp azcp 
axz + ayz = Q, 

mis hiljem etendas põhilist osa P. S. Laplace'i töödes ja mida 
tänapäeval tuntakse Laplace'i võrrandina. 

XVIII sajandil toimub diferentsiaal- ja integraalarvutuse sisse
viimine paljudesse loodusteadusharudesse, mis tingib omakorda 
diferentsiaalvõrrandite teooria üha põhjalikuma läbitöötluse. Suu
red teened diferentsiaalvõrrandite teoorias on L. Euleri, J. L. Lag
range'i, P. S. Laplace'i (1749-1827), A. C. Clairaut' (1713-1765) 
kõrval ka J. R. d'Alembert'il. 

1748. a. leiab d'Alembert erilahendi diferentsiaalvõrrandile 

y '=JO(/) (y') + '1/J (y'), 

mis on praegu tuntud d'Alembert-Lagrange võrrandina ja kujutab 
Clairaut'i võrrandi 3 üldistust 

D'Alembert andis 1747. a. üldise meetodi lineaarse mitteho
mogeense diferentsiaalvõrrandi lahendamiseks. Tema meetod sei
sab selles, et n-järku diferentsiaalvõrrandi lahendamine taanda
datakse n esimest järku diferentsiaalvõrrandi süsteemi lahendami
sele. Niisugusele järeldusele jõuab d'Alembert juba aastal 1743: 
oma «Traktaadis dünaamikast» (Traite de dynamique). 

Mehhaanika põhivõrrandite kasutamine planeetide liikumise 

3 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, VI. Trt., 1965, lk. 78. 
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teoorias, s. t. kolme keha ülesande lahendamisel, viis diferentsiaal
võrrandite ligikaudse lahendamise vajaduseni. Nii vaatleb d'Alem
bert 1754. a. oma teoses taevamehhaanikast «Uurimusi maailma
süsteemi mõningatest olulistest küsimustest» (Recherches sur dif
ferens points importans du systeme du monde) planeedi liikumise 
võrrandi lähislahendina ringorbiiti, kuid hiljem parandab neid 
lähendeid astmeridade abil. Olgu märgitud, et samuti toimis Euler 
,oma «Kuu teoorias». 

D'Alembert'i silmapaistvaks tööks diferentsiaalvõrrandite alal 
{)n veel Taylori poolt antud võnkuva keele liikumist väikeste amp
lituudide korral kirjeidava osatuletistega võrrandi 

iJ2y iJ2y 
~----

iJt2 iJx2 

lahendamine. Ta sai üldlahendiks 

y = 'ljJ (t + x) +Il (t- x), 

kus 'ljJ ja Il on mistahes kaks korda diferentseeruvad funktsioonid. 
Märkimisväärsed on d'Alembert'i uurimused ridade teoorias. 

Hästituntud on tema poolt saadud positiivsete liikmetega rea 
.a1 + a2 + ... +an + . . . koonduvustunnus: kui teatud kohast alates 

an+i 1 . . 'd k d b k . an+i > 1 . . 'd --:::;;; q < , sus n a oon u , ut -- ~ q , sus n a 
an an 

.hajub. 
Huvipakkuv on ka Taylori valemi tuletamie d'Alembert'i poolt. 

Ta lähtub võrrandist 
rp(z -f--- 0 = rp(z) + u, 

kus ~ on nullile lähedane suurus. Selleks et leida u, ta diferent
seerib viimast võrdust ~ järgi: 

rp' (z -f--- ~) = u'. 
Nüüd 

~ 

u = J rp' (.z + ~)d~, 
0 

ja 
~ 

rp' (z + ~) = rp' (z) +J q/' (z +~)d~. 
0 

Selliselt korduvalt toimides saab ta Maclaurin'i rea osasumma: 
1; ~ 6 

rp (z +~)=rp (z) +J ep' (z) d~+ J d~ J rp" (z) d~+ ... 
0 0 0 

6 ~ 6 6 
... +J d~ J d~ J .. . J rp( n) ( Z +~)d~. 

0 0 0 0 

Väga tähtis on d'Alembert'i printsiip mehhaanikas. Selle esit;ts 



ta 1743. a. oma «Traktaadis dünaamikast». Selle printsiibi alusel 
rakendatakse staatika seadusi dünaamikas. D'Alembert'i printsiipi 
võib väljendada valemina 

V+S+H 1=0, 

kus V on masspunktide süsteemile rakendatud välistungide summa, 
S - süsteemile rakendatud sisetungide summa ja H - inerts

d2v 
tung. Inertstung H = -2m dt

2 
võimaldab liikumist vaadelda 

kui tungide tasakaalu juhtu. 
D'Alembert pidi mitmetesse «Entsüklopeedia» köidetesse kir

jutama artikleid, mis sisaldasid tõenäosusteooria elemente. Niisu
gusteks artikliteks on näiteks 1754. a. trükitud köites «Croix on 
pile» (Kull või kiri) ja 1757. a. ilmunud köites artikkel «Gageure» 
(Kihlvedu). 

Entsüklopedistina on d'Alembert oma artiklites täpne ja kau
gelenägev. Võrreldes teiste tolle aja matemaatikute töödega olid 
d'Alembert'i artiklid «Diferentsiaalne», «Logaritm», «Negatiivne», 
«Piirväärtus» jt. väga korrektsed. Viimane neist on tähelepanu
väärne ka selle poolest, et d'Alembert ühena esimestest rõhutab 
selles vajadust ehitada matemaatiline analüüs üles piirväärtuse 
mõiste abil. D'Alembert'.i matemaatiline looming on äärmiselt 
mitmekülgne. Ta ei ole uurinud mitte üksikuid küsimusi, vaid 
mitmeköitelistes teostes haaranud kogu ala. Kolmeköiteline teos 
taevamehhaanikast «Recherches sur difterens points irnpor
tans du systeme du monde» jääb d'Alembert'i viima
seks matemaatika-alaseks uurimuseks. Edaspidine tegevus on 
pühendatud teistele teadustele. Mitmeköiteline teos «Mitmesugust 
kirjandusest, ajaloost ja filosoofiast» (MClanges de litterature, 
d'histoire et de philosophie) näitab tema huvide ja võimete häm
mastavat mitmekülgsust. D'Alemberi'i huvi teaduse saavutuste 
vastu (sealhulgas matemaatika vastu) püsis ka siis, kui ta haiguse 
tõttu enam ei olnud võimeline töötama. 

Jean le Rond d'Alembert suri 29. oktoobril 1783. a. Ka elu 
viimastel aastatel säilitas ta huumorimeele ja optimismi. Kirjast 
Lagrange'ile loeme: «Pea on mul muutunud tööks peaaegu kõlb
matuks, kuigi muidu tervisega pole as j ad halvad. Kirjutage mulle 
ometi, palun, midagi oma töödest ja oma tegudest. Minuga on 
nagu vana nautlejaga, kes ise ei kannata enam midagi, kuid kel
lele teeb siiski rõõmu näha teisi söömas.» 
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KIRI «MATEMAATIKA JA TEGELIKKUSE» AUTORILE' 

Lugupeetud sm. l(isseljova. 
Lugesin äsja läbi Teie raamatu 

-<<Matemaatika ja tegelikkus». Pean 
aga tunnistama, et ma kohe mitte 
põrmugi ei ole Teiega (ja paljude Teie 
mõttekaaslastega) päri selles, et ma
temaatika uurib tegelikkust, et vastu
pidine seisukoht on tingimata idealist
lik jms. Pealegi Te, nagu ma aru 
sain, pooldate ka Leibnizi arvamust 
sellest, et matemaatika uurib kõik e, 
mida meie kujutluses on võimalik 
täpselt määratleda. (Imetlen Leibnizi 
talenti juba ainuüksi selle määratluse 
eest!) 

Kuidas seda. aga mõista? Kõik, 
mida meil õnnestub täpselt määratleda 
oma k u j ut lu s e s, muutub auto
maatselt «tegelikkuse kvantitatiivseteks 
suheteks ja ruumilisteks vormideks» 
(Engels). Kas see on siis materialism? 
Minu arvates on Leibnizi ja EngeLsi 
poolt antud matemaatika määratluseel 
hoopiski erinevad, vasturääkivad 
asjad. 

Tegelike nähtuste vahel valitsevad 
ka tegelikud ja seega lõpmatult mit
mekesised suhted (mis omakorda j äl
legi osutuvad tegelikeks nähtusteks) 
ja me võime kõnelda ainult kvantita
tiivsetest aspektidest (mida on lõp
matult pa I ju) nendes suhetes. l(ui 
me aga mõtteliselt eraldam~ mõned 
nendest «aspektidest» kogu muust te
gelikkusest, arendame nende alusel 
keerulise puhtformaalloogilise teooria 
(hoopiski unustades siinjuures sellised 
mõisted nagu «katse», «praktika» jms., 
millega matemaatika, nagu teada, ei 
tegele), siis pole see mitte tegelikkuse, 
vaid parimal juhul ainult tegelikkuse 
matemaatilise mu d e 1 i uurimine. Kü
simus sellest, kas uuritav mudel aga 
ka v a s t a b tegelikkusele - mis on 
kesksel kohal tegelikkust uurivates ja 

siinjuures küllaltki sageli ka mate
maatikat kasutavates teadustes - põ
himõtteliselt hoopiski ei huvita mate
maatikut. Teda huvitab ainult saa
dud tulemuste formaalloogiline vastu
rääkimatus. (Kui uurime aga meie 
kujuiluses täpselt määratietavaid ob
jekte, on selline vasturääkimaius 
täiesti saavutatav.) 

Näiteks, kui me mõne kolmnurga 
sisenurkade summa tegeliku! mõõtmi
sel saaksime tulemuse, mis erineb .n-st 
tunduvalt rohkem, kui seda lubaks või
malik mõõtmisviga, ei tooks see kaasa 
mingeid muutusi Eukleidese geomeet
rias. Saadud tulemus näitaks meile 
ainult seda, et pa ra 11 e e 1 sel t 
Eukleidese geomeetriaga on nähtavas
ti võimalik ka teistsuguste geomeet
riate olemasolu (mis teatavasti ka nii 
on). Igasugusele füüsikalisele teooria
le näiteks oleks aga selline katseand
mete ja teoreetiliste järelduste vastu
olu peaaegu et surmahoobiks. Vähe
malt sunniks see teooria olulisele 
muutmisele. 

1V1atemaatika piirdub formaalloogi
lise vasturääkimatusega, see ei ole 
aga kaugeltki sama mis vastavus te
gl'likkusele. Seega on matemaatiline 
tõde ja «teg;elik» (s. t. filosoofiiises 
mõttes) tõele hoopiski erinevad mõis
teeL Ja kuidas võib siis ütelda, et tea
dus, mis lõppeks ei seagi oma ees
märgiks «tegelikLt» tõe väljaselgita
mist, uurib tegelikkust! 

Tegelikkuse matemaatiline mudel ei 
ole seesama mis tegelikkus. Kuidas 
võib küll patustada selle elementaarse 
tõe vastu ja - veel enam - nime
tada seda (ja ainult seda) materia
lismiks?! Tõsi, tegelikkuse mudelite 
uurimisega tegelevad kõik tegelikkust 
uurivad teadused, kuid nad ei piirdu 
vaid asja selle ühe küljega. 

1 Jutt on raamatust: H. A. I( H e e JI eBa. MaTeMaTHKa u JJ.ei1CTBIITe.'lb
HOCTb. Yl3JJ.. MocKOBCKoro ymrsepcHTeTa, 1967 (124 lk.). Järgnev tekst on eba
·olulisel määral muudetud tõlge raamatu autorile saadetud kirjast. Mõningaid 
siin arendatavatest mõtetest on varem avaldatud artiklites: R. Mu 11 a r i. 
Matemaatika ja tegelikkus. - Matemaatika ja kaasaeg, VIII, lk. 3-11: 
P. My JI JI ap 11., 11. ea ap H H ~[ T. flpoH3BO)l.CTBO - ynpaBJieHHe - 3BM. 
TpyJJ.bi BU TfY. N~ Il, 1967, lk. 3-20. 
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Matemaatikat võib ainult k a s u -
tada tegelikkuse uurimisel, ja seda 
tingimusel, et vastavad matemaatili
sed mudelid on küllalt «sarnased» 
vastavatele tegelikkuse nähtustele. See 
sarnasus ei ole aga hoopiski mitte 
matemaatiline probleem. 

Kuid matemaatika iseenesest ju 
ü 1 d s e ei nõua, et tema poolt uuri
tavatel objektidel oleksid mingid pro
totüübid tegelikkuses. Et viimane aga 
küllaltki sageli tõesti nii on, siis selle 
põhjused ei tulene matemaatikast 
endast ja on matemaatika suhtes järe
likult välised, juhuslikud, mittemäära
vad. 

Nimetaksin mõningaid sellistest põh
justest. Arvatavasti pidas Engels oma 
matemaatika määratluses silmas just 
midagi sellist. Omal ajal tuli ju või
delda isegi selliste (kuigi matemaa
tika suhtes väliste) matemaatika ja 
tegelikkuse vaheliste suhete tunnusta
mise eest. (Tuleb ikkagi arvestada 
konkreetseid ajaloolisi tingimusi!) 

1. Meie fantaasia toitub oma juur
tega tegelikkusest. Me lihtsalt ei suuda 
endale ette kujutada sellist maitset, 
lõhna, värvi vms., mida me kunagi 
ei ole tajunud (samuti, näiteks: sirge 
- valguskiir, tasand - veepind). 
Kuid sellest hoolimata suudab meie 
fantaasia kombineerida juba tuntud 
«elementidest» selliseid objekte, mille
ga me ei ole kokku puutunud või 
milliseid üldse ei olegi võimalik tege
likkuses kohata (näiteks kentaurid, 
kuradid, inglid) (aga sellepärast ta 
ju ongi f antaasi a!). 

Loomulikult kehtib see ka meie ku
jutluses täpselt määratletavate objek
tide kohta. Kuid lõppeks ei ole see ju 
matemaatika, vaid ps ü h h o 1 oogi a 
probleem. 

2. Oleme elavad, ühiskondlikud 
olendid. Elu seab igal sammul meie 
ette hulga tegelikkuse probleeme. Ja 

on täiesti loomulik, et me suuname 
(ja üldiselt isegi oleme sunnitud suu
nama!) oma teaduslikke otsinguid just 
nende probleemide lahendamisele. 
Matemaatikas avaldub see püüdes
moodustada uuritavad matemaatilised 
objektid võimalikult «sarnastena»
meid huvitavate tegelike objektidega. 
Kuid see ei ole matemaatika prob
leem. 

3. Matemaatikas uuritavad objektid 
on üpris sageli tegelikkuse objektidele 
«sarnased» ka täiesti j u hu s I i k u I t. 
On ju maailm lõpmatult mitmekesine 
ja seesmiselt ühtne. 

Nii et minu arvates ei saa kohe 
mitte kuidagi ütelda, et kui matemaa
tika ei uuri tegelikkust, siis tal järe
Iilmit ei ole viimasega mitte mingit 
sidet, et siis ta on midagi täiesti oma
ette, iseseisvat, ainult «puhta» mõis
tuse looming jms. Ja kuna matemaa
tiline tõe mõiste erineb filosoofilisest, 
ei ole siin ka selles mõttes mingit 
alust kõnelda Kanti aprioorsetest tõ
dedest (mida ma tõepoolest nimetak
sin idealismiks). 

Ma kirjutasin Teile selle kirja põhi
liselt sellepärast, et pean Teie poolt 
levitatavaid vaateid matemaatika ja 
tegelikkuse vastastikustest suhetest 
kahjulikeks. Eriti teravalt annab see 
end tunda matemaatika ja majandus
teaduse piirialaL Siin sajad või isegi 
tuhanded teadlased, raisates oma 
annet ja riigi raha, koostavad ja uuri
vad kohati selliseid majanduse mate
maaiilisi mudeleicl, et oi-oi-oi! Kuid 
kuna majandus on meie elu materiaal
ne baas ja matemaatika uurimine on 
(Teie ja paljude teiste arvates) tege
likkuse uurimine, siis üldiselt peetakse· 
seda k õ i k e v ä g a k a s u 1 i k u k s 
asjaks. Vale! 

Teie ideeline vastane 
R. Mullari 

SUMMEERUVUSTEOORIA-ALANE SUVEKOOL ZARETSNöiS 

G. Kangro, A. Melentsov 

Suvekooli tüüpi kokkutulekud on 
võitnud teaduslike töötajate, eriti aga 
kõrgemate koolide õppejõudude seas 
üldise poolehoiu. Esimene üleliiduline 
summeeruvusteooria küsimustele pü
hendatud suvekool toimus 1965. a. 
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augustis Käärikul TRü matemaatilise 
analüüsi kateedri algatusel. 1 Uraali 
ülikooli funktsiooniteooria kateedri 

1 Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk~ 
101--103. 



poolt organiseeriti teine üleliiduline 
summeeruvusteooria-alane suvekool 
Sverdlovskist 60 km kaugusel asuvas 
Zaretsnõi asulas (Bebjarski raj.) 
1 1.-21. juulini 1967. Suvekooli tööst 
võttis osa 67 matemaatikut, neist 6 
doldorit ja professorit (N. Davõdov, 
A. DzvarseiSvili, M. Subhan'kulov, P. 
Sujetin, M. Timan, G. Kangro) ning 
16 teaduste kandidaati. Osavõtjaid oli 
11-st linnast, sealhulg~s 36 Sverd
lovskist, 12 Tartust, 8 Dnepropetrovs
kist. 

Suvekooli eesmärgiks oli osavõtjate 
tutvustamine summeeruvusteooria kõi
ge uuemate tulemuste ja aktuaalse
mate suundadega. Suvekooli ettekan
ded kandsid üldiselt ülevaateloengute 
iseloomu. Kogusummas kuulati ära 18 
ettekannet kestusega 1 kuni 4 tundi. 
Neist 8 ettekannet käsitlesid trigono
meetriliste ja üldiste ortogonaalrida
dega seotud küsimusi, 7 ettekannet oli 
pühendatud summeeruvusteooria üldis
tele küsimustele, 3 r.ttekannet aga 
puudutasid summeeruvusteooria naa
berala - funktsioonide lähendamise 
teooria küsimusi. Tartu matemaatikud 
esitasid suvekoolis 4 ettekannet: 

1'. Fourier' kordajate omaduste uuri
mine (van.-õp. M. Tõnnov). 

2. Suunatud pered ja nende raken
dusi summeeruvusteoorias (d ots. E. 
Reimers). 

3. Summeerimismenetluste perfekt
sushulgad (d ots. E. Jlirimüe). 

4. Harilike ja kahekordsete ridade 
summeeruvusiegurile vahelisest seo
sest (van.-õp. H. Espenberg). 

M. Tõnnov andis oma eilekandes 
üldise lahenduse küsimusele sellest, 
missugusesse klassi kuulub Fourier' 
rida, mille kordajad on teatava klassi 
summeeruvustegurid vo1 saadakse 
mingi tuntud klassi Fourier' rea kor-

dajatest nende korrutamisel vastavalt 
teatava klassi summeeruvusteguritega. 
M. Tõnnovi teemaga lähedalt seotud 
oli Kabardiini ANSV ülikooli dotsendi 
M. Skvortsova ettekanne «Fourier' ri
dade multiplikaatorid», mis andis hea 
ülevaate Fourier' ridade multiplikaato
rite probleemist tervikuna. E. Reimersi 
ettekandes oli pearõhk pandud suuna
tud perede rakendustele ettekandja 
poolt väljatöötatud kontinuaalsete 
summeerimismenetluste teooria käsit
lemisel. Uraali ülikooli dotsent A. Me
lentsov, käsitledes oma ettekandes 
«Summeeruvusteooria topoloogilised 
alused» loomulikku topoloogiat aJu
miste kolmnurksete maatriksite ruu
mis, võttis E. Reimersi ettekande mõ
jul aluseks jadade asemel suunat'ud 
pered Banachi ruumis. Et E. Jürimäe 
ei saanud suvekooli tööst osa võtta, 
siis esitas tema ettekande dots. S. 
Baron. Selles ettekandes anti täielik 
ülevaade maatriksmenetluste perfekt
susega seotud küsimustest koos E. 
Jürimäe poolt saadud uute tulemus
tega. H. Espenberg näitas, kuidas 
summeeruvustegureid määravaist tin
gimustest ühekordsete ridade korral 
saab leida vastavad tingimused kahe
kordsete ridade jaoks, eriti Euler
Knoppi menetluse puhul. 

Ettekanded toimusid enamikus vaid 
hommikupoolsetel tundide!, mõnedel 
päevadel aga peeti ka pärastlõuna
seid ettekandeid kestusega kaks tundi. 
Vaba aja veetmiseks oli kasutada 
plaaz, paadisadam jms. Huvitavad olid 
ekskursioonici Sverdlovski geoloogia
muuseumi ja Belojarski aatomielektti
jaama. 

J ärjekorclne summeeruvusteooria-
alane suvekool otsustati korraldada 
Kabardiini ANSV pealinnas NaltSikis 
1968. a. septembris. 

KüLALISTENA LOBATSEVSKI PAIKADES 

R. Kolde 

Möödunud sügisel võttis rühm TRü 
matemäatikuicl osa III üleliidulisest 
geomeetria konverentsist 14.-19. 
septembrini Kaasani V. I. Uljanov
Lenini nimelises Riiklikus ülikoolis. 

Kaasani ülikooliga, mis on Tartu 
ülikooliga peaaegu üheealine - raja
tud 1804. a. - on seotud paljude kuul
sate teadlaste ja kultuuritegelaste 
õpingute- ja tööaastad. Nimetagem 
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siin matemaatikuid N. I. Lobatsevskit 
(kelle sünnist k. a. I. detsembril möö
dub 175 aastat), N. G. Tsebotarjovi, 
P. I. Sirokovit; keemikut A. M. Butle
rovi; meedikuid V. I. Behterevi ja 
P. F. Lesgafti; kirjanikke G. R. Der
zavinit ja L. N. Tolstoid. Kaasani üli
kooli õigusteaduskonnas alustas 1887. 
a. õpinguid V. I. Lenin, kuid juba esi
mese semestri lõpul heideti ta revo
lutsioonilisest liikumisest osavõtu pä
rast ülikoolist välja ja pagendati; üli
kooli diplomi sai V. I. Lenin ekster
nina Peterburi ülikoolist 1891. a. 

Rühm Tartu matemaatikuid Kaasanis 
N. I. LobatSevski mälestussamba ees. 
Vasakult: U. Lumiste, L. Tuulmets, 
K. Riives, H. Kilp ja A. Parring 

(R. Kolde foto). 

Kõigepealt kajastus see muidugi 
konverentsi sisulises töös. Paljud ette
kanded, mõned otseselt, enamus aga 
kaudselt, tuginesid nendele ideedele, 
mis on geomeetriasse toonud N. I. Lo
batsevski ja tema töö paljud jätkajad, 
eriti just Kaasani geomeetria kooli 
esindajad. 

Juba konverentsi avaettekandes 
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«Geomeetria arengust Kaasanis 50 
aasta jooksul» rõhutas professor 
A. P. Norden: «Ei saa rääkida geo
meetria arengust Kaasanis, alusta
mata N. I. LobatSevskist.» Seetõttu on 
arusaadav, et mitmed konverentsi üri
tused olid tihedalt seotud N. I. Lo
batsevski nimega. Konverentsi raames 
toimus ühine pärjapanek N. I. Lobat
sevski hauale, samuti ekskursioon üli
kooli hoonetesse, mis on põhiliselt ehi
tatud Lobatsevski rektoriks olemise 
ajal ja tema otsesel eestvedamisel. 
Väga populaarne oli fotografeerimine 
ülikooli vastas oleva N. I. Lobatsevski 
mälestussamba ees. 

Konverents, mis oli pühendatud 
Suure Sotsialistliku Oktoobrirevolut
siooni 50. aastapäevale, oli nõukogude 
geomeetria tõe! i seks foorumiks. Esin
datud olid kõik tähtsamad geomeet
ria keskused nagu Moskva, Kiiev, 
Harkov, Tbilisi, Tomsk, Vilnius jne. 
Samuti oli arvukalt esindajaid väikse
matest keskustest üldse võttis kon
verentsi tööst osa 352 delegaati, nende 
hulgas 16 külalist Euroopa rahvade
mokraatiamaadest 

Hommikuti toimusid konverentsil 
plenaaristungid, kus kuulati ära 33 
ettekannet, sealhulgas ka dotsent ülo 
Lumiste ettekanne «Indutseeritud seos· 
tustest tasandiparvede difere;üsiaal
geomeetrias.» 

Ohtused istung·id peeti kolmes sekt
sioonis. Esimeses neist - diferent
siaalgeomeetria sektsioonis - esinesid 
ka Tartu geomcctrid Leida Tuulmets, 
Kaarin Riives ja Helgi Kilp. Teises 
sektsioonis käsitleti mitteeukleidiliste 
geomeetriate küsimusi ning kolman
das relatiivsusteooria küsimusi. Vii
mase sektsiooni tööst võttis osa ka 
arvukalt füüsikuid, mistõttu see kong
ress kujunes märkimisväärseks ülelii
duliseks ürituseks ka relatiivsusteoo
ria esindajatele. 

üldse kuulati kolmes sektsioonis ja 
nende alasektsioonides üle 130 ette
kande, millele Iisandusid veel ülevaa
teettekanded ligi 50 töö kohta. See
tõttu oli konverentsi päevakava väga 
pingeline. Otsuses tehti ettepanek 
järgmir~:e IV üleliiduline geomeetria
konverents kokku kutsuda 1969. a. 
sügisel Tbilisis ja suurendada konve
rentsipäevade arvu seniselt neljalt 
kuuele. 



KOORIKUTE TEOORIA SPETSIALISTID TARTUS 

M. Kutser 

Ohukeseseinalised konstruktsioonid 
leiavad tänapäeval laialdast kasuta
mist, eriti lennuki- ja raketiehituses. 
Nende töötingimusi iseloomustavad sa
geli suured kiiresti muutuvad koor
mised ning kõrged temperatuurid. See
pärast on loomulik, et teadlaste tähe
lepanu köidavad dünaamikaprobleemid. 
Praktiline vajadus leida kriteeriumid 
dünaamilise stabiilsuse ja purunema
tuse tagamiseks nõuab koorikute de
formeerumist kirjeldavate matemaati
liste mudelite pidevat täpsustamist. 
Tuleb arvestada faktoreid, mille mõju 
lihtsamais ülesandeis võis hüljata. 
Selle tagajärjel komplitseerub ülesanne 
kiiresti, mis omakorda nõuab uusi ar
vutusmeetodeid. Mainitud probleemide 
valdkonnas tööto b ka grupp eesti tead
lasi akadeemik N. Alumäe juhenda
misel. 

ENSV Teaduste Akadeemia. TRü ja 
TPI initsiatiivi] organiseeriti 28. juu
nist kuni 3. juulini Tartus üleliiduline 
sümpoosion koorikute dünaamiliste 
üleminekuprotsesside ala I. Viie päeva 
jooksul kuulati üra 31 teaduslikku 
ettekannet, kusjuures igal päeval kä
sitleti üht teemat. Arutlusel oli järg
nev temaatika: 

I. üleminekuprotsesside analüüs 
elasisusteooria võrrandite integreeri
mise teel. 

2. Ligikaudsete arvutusmeetodite 
kasutusalad ja ligikaudsete arvutus
mudelite loomine. 

3. üleminekuprotsesside analüüs li
gikauclsete lineaarsete võrrandite baa
sil. 

4. Stabiilsuseprobleem ja ülemine
kuprotsesside analüüs mittelineaarsete 
võrrandite baasil. 

5. Komplitseerivate faktorite arves
tamine üleminekuprotsesside analüüsil. 

Teoreetiliste tööde kõrval esitati ka 
väga huvitavate eksperimentide tule
musi. 

Tartusse oli kogunenud koorikute ja 
plaatide uurijaid kogu Nõukogude Lii
dust. Esindatud oli 16 linna. Arvuka
mad delegatsioonid olid Moskvast, 
Kiievist, Leningradist ja Tallinnast. 
Ligemale saja osavõtja hulgas oli 15 
teaduste doktorit ja 40 kandidaati. 
Huvi sümpoosioni töö vastu näitas ka 

asjaolu, et sellest võttis osa rida nime
kaid Nõukogude Liidu selle ala eri
teadlasi, kellest võiks mainida Ukrai
na NSV TA akadeemikut G. N. Savi
nit Kiievist ja Usbeki NSV TA aka
deemikut H. A. Rahmatulinit Mosk
vast, koorikute teooria fundamentaal
sete uurimuste autorit professor A. L. 
Goldenveiserit, rahvusvaheliselt tun
nustatud eriteadlasi koorikute stabiil
suse alal professoreid A. S. Volmiri 
ja V. V. Bolotinit. 

Arvuliselt domineerisid sümpoosio
nil siiski noorema generatsiooni tead
lased. Enam kui pooled osavõtjaist 
olid nooremad kui 35 aastat. Teadus
like uurimisasutuste kõrval olid arvu
kalt esindatud ka mitmed projekteeri
misorganisatsioonid, kes on otseselt 
huvitatud uurimistöö tulemuste raken
damisest oma töös. 

Meie vabariigi teadlastest esinesid 
ettekannetega Küberneetika Instituudi 
töötajad füüsika-matemaatikadoktor 
L. AinoJa elastsete koorikute Timosenko 
tüüpi võrrandeist ja tehnikadoktor 
U. Nigul ligikaudsete teooriate ja mee
todite kasutamisest; TPI dotsent 
L. Poverus käsitles elastsete lainete 
levikut silindrilises koorikus mitteli
neaarse teooria baasil ning Kübernee
tika Instituudi noorem teaduslik töö
taja N. Veksler üleminekuprotsesse 
telgsümmeetrilistes koorikutes. 

Istungid toimusid TRü aulas ja 
auditooriumes ning osalt ka Tõra
vere observatooriumis. Lisaks päeva 
esimesel poolel toimunud istungitele 
organiseeriti mitmeid väljasõite (Pü
hajärvele, Käärikule, Piirissaarele). 
Neil valitsenud sundimatu õhkkond 
lõi soodsad võimalused isiklike side
mete sõlmimiseks ning viljakaiks vaid
lusiks väiksemas ringis. 

Sümpoosion andis ülevaate koori
kute deformatsiooni üleminekuprotses
side alal saavutatust, samuti selgusid 
probleemid, mille lahendamine nõuab 
edasisi uuringuid. 

Paljude sümpoosionist osavõtnud 
teadlaste sõnavõttudest lõppistungil 
jäi kõlama positiivne hinnang Tartus 
toimunud sümpoosioni teaduslikule 
kui ka organisatsioönilisele küljele. 
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MATEMAATIKUD TULEVAD MATEMAATIKAKOOLIST 

E. Toom 

Matemaatika areneb üha kiirenevas 
tempos nagu iga teinegi teadus. Mate
maatika mõju- ja töõpiirkond laieneb 
järjest mittematemaatilisematele ala· 
dele, suureneb vajadus kvalifitseeri· 
tud matemaatikute järele ning teiste 
alade spetsialistid vajavad senisest 
põhjalikumat matemaatikaalast ette
valmistust. Seega peaksid tõusma nii 
ülikooli produktsiooni kvaliteet kui ka 
kvantiteet. Aga kohustusliku (ja vaja· 
liku) kvantiteedi tõttu kipuvad sisse· 
astumiskonkursid kujunema komplek· 
teefirniseks ning kvaliteedi osas tuleb 
ülikooli esimestel kursustel sageli koo
litarkust üle rehitseda. Nimetatud kit· 
saskoha kiiremale likvideerimiselc 
püüabki kaasa aidata Tartus loodud 
kaugõppe matemaatikakooL 

Suurim kaugõppe matemaatikakool 
on loodud Vene NFSV-s ja töötab 
M. V. Lomonossovi nimelise Moskva 
Riikliku Olikooli juures. Kool rajati 
Vene NFSV haridusministri 20. juuni 
1964. a. käskkirjaga ja allutati vahe
tult koolide peavalitsusele. Matemaa
tikakooli kümneliikmelise administra· 
hivkoosseisu (direktor, õppealajuhata· 
ja, metoodikud jne.) töö tasustatakse 
haridusministeeriumi poolt nagu tava· 
lises üldhariduslikus koolis. 

Matemaatikakooli Opetatud Nõu-
kogu tööd juhivad MRO professorid, 
NSVL TA kirjavahetajaliige I. M, 
Gelfand ja A. A. Kirillov. 

Opilaste tööde parandamine, ret· 
senseerimine ja hindamine tehakse 
peamiselt ühiskondlikus korras. See 
oh umbes viiesajale üliõpilasele alali
seks komsomoliülesandeks. 

Tartu matemaatikud hakkasid oma 
kooli organiseerima 1965. a. sügisel 
dots. 0. Kaasiku ja J. GabovitSi eest
võttel. Kuulutati välja konkurss ning 
1. jaanuaril 1966 alustas ühiskondlike! 
alustel tööd Tartu Mittestatsionaarne 
Matemaatikakool (MMK). Aasta lõ
puks leidis ENSV Haridusministee· 
rium võimaluse eraldada koolile di
rektori ja kahe kantseleitöötaja ame
tikohad ning väikese eelarve, 6. veeb
ruarist 1967. a. töötab MMK haridus
ministeeriumi koolivälise asutusena. 
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Oppetöö juhendamine, tööde kontrol
limine jne. on endiselt TRü õppejõu
dude ja üliõpilaste ühiskondlikuks 
hooleks. 

Tartu MMi( ühiskondliku nõukogu 
koosseis 1967/68. õppeaastal on järg
mine: esimees - J. Gabovits (NSVL 
TA Majandusmatemaatika Keskinsti
tuudi Eesti osakonna juhtiv insener); 
esimehe asetäitja - M. Kilp (TRü 
algebra ja geomeetria kateedri va
nemõpetaja): liikmed - 0. Prinits 
(TRü matemaatika õpetamise metoo
dika kateedri juhataja), K. Ariva 
(TRü matemaatika õpetamise metoo
dika kateedri vanemõpetaja), R. Jür
gensan (TRü arvutusmatemaatika ka
teedri dotsendi kohustetäitja), R. Kol
de (TRü algebra ja geomeetria ka
teedri aspirant), E. Kolk, (TRü arvu
tuskeskuse noorem teaduslik töötaja), 
K. Kruse (Tartu I Keskkooli mate
maatikaõpetaja) ja E. Toom (Tartu 
lvlittes ta ts ionaarse Matemaatikakool i 
direktor). 

Vene õppekeelega koolide osas töc)
tab Tartu MMK Moskva filiaalina. 
See tähendab, et tööst võtavad osa 
9.-10. klasside õpilased, aluseks on 
Moskva ülikooli MiV\K programm ja 
nende õppematerjalid, mida saadetak
se meile tavaliselt piisavas koguses. 
Kohapeal saadame materjalid laiali, 
parandame õpilaste kontrolltööd ja 
esitame Moskvasse ainult tulemused. 

Eesti koolide osas on Tartu .MMK 
iseseisev kooliväline õppeasutus, mis 
haarab 9.-10. klasside matemaatika
huvilisi. Eeskujuks on muidugi staazi
kamate matemaatikakoolide kogemu
sed, nende paremad õppematerjalid on 
tõlgitud ka eesti keelde, kuid tunduva 
osa brosüüre (seeria «Mittestatsio
naarne }'v\atemaaiikakool», mida on 
seni ilmunud juba 15 numbrit) on kir
jutanud TRü õppejõud ja vabariigi 
agaramad matemaatikaõpetajad. Te
maatika haarab keskkooli programmi 
nii sügavuti - võrratused, absoluut
väärtused, funktsioonid ja graafikud 
jne. kui ka laiuti ning väljub mõneti 
tavalistest raamidest loogiliste 
keerdülesannete lahendamine, tõenäo
susteooria, ekstreemumülesanded jne. 



MMK õpilased töötavad kas iseseis
valt või rühmades (igaühes 3-10 õpi-
1ast). Seisuga l. november 1967. a. 
oli Tartu MMK nimekirjas 499 (647) 
õpilast (esimene arv näitab n.-ö. ju
riidilisi õpilasi, sulgudes on antud 
kooli üldine hõlmavus - iga rühm 
arvestatakse mitte ühena, vaid fakti
lise liikmete arvuga). Oppekeele ja 
klasside järgi oli jaotus järgmine: 
eesti koolid - 9. kl. 147 (235); 10. kl. 
68 (92); Il. Id. 74 (90); kokku 289 
(41'7) õpilast; vene koolid - 9. kl. 
158 (178); 10. kl. 52 (52); kokku 
210 (230) õpilast. 

1967. a. kevadel lõpetas Tartu MMK 
esimene lend - 63 eesti ja 31 vene 
koolide õpilast, kes samal kevadel 
lõpetasid ka keskkooli. Neist enamus 
jätkab õppimist TRü-s või TPI-s, paar 
õpilast ka TPcd 1-s ning Leningradi 
ja Moskva kõrgemates õppeasutustes. 
MMK lõpetajad, praegused TRü Ma
temaatikatcaduskonna I kursuse üli
õpilased, on juba uuesti lülitunud 
MMK töösse, kuid nüüd juba kõrge
mal tasemel - MMK uute õpilaste 
tööde kontrollijatena. 

9 Matemilnlil\a j:1 baSill'IZ XV 

TRü Matemaatikateaduskonna nõu
kogus 13. oktoobril 1967 arutati ühe 
küsimusena ka MMK töö praegust 
olukorda ja selle arenguperspektiive. 
üksmeelselt kiideti heaks MMK põhi
eesmärgid - äratada noortes huvi 
matemaatika vastu, avastada andekaid 
õpilasi ja aidata neid iseseisval ene
setäiendamise!, et sellega ette valmis
tada matemaatikateaduskonna järel
kasvu. Kuid puhtalt matemaatikuteks 
läheb ikkagi vaid üks osa paremaid. 
Matemaatikakooli mõju peab olema 
ja ongi tunduvalt laiem - eesmärgiks 
on tõsta õpilaste üldist matemaatilist 
kultuuri ja arendada mõtlemisvõimet 
(arvestades, et matemaatika osa teiste 
õppeainete ja teaduste arengus järjest 
suureneb), populariseerida matemaa
tikat, aga ühtlasi ka aidata selektee
rida - näidata liigse populariseeri
mise «ohvritele», et lähemal ja konk
reetsemai kokkupuutel matemaatika 
probleemidega võib nende huvi ja vai
mustus peagi oma paleuselt ära pöör
duda. Ja sündigu see ärkamine parem 
juba keskkoolis kui alles ülikooli vii
mastel kursustel! 

DOTSENT 0. RüNGA 
MÄLESTUSEKS 

19. jaanuaril 1968 suri ootamatult 
54. eluaastal Tallinna Polütehnilise 
Instituudi dotsent, tehnikateaduste 
kandidaat Ott Rünk. 

Ott Jaani p. Rünk sündis 23. juu
lil 1914. aastal Tallinnas töölispere
konnas. Pärast Tallinna I reaalkooli 
lõpetamist jätkas ta õpinguid Tartu 
ülikoolis, mille matemaatikaosakonna 
ta lõpetas 1938. aastal. Juba üliõpi
laspõlves hakkas 0. Rünk ~ndale ise 
ülalpidamist teenima tunniandmisega. 
Silmapaistva üliõpilasena võeti ta 
1937. aastal tööle ajutise abijõuna 
Tartu ülikooli Matemaatikainstituuti. 

Pärast ülikooli lõpetamist töötas 
0. Rünk kuni 1944. aastani õpetajana 
mitmes Tallinna keskkoolis. 1944. aas
ta sügisel asus 0. Rünk tööle TPI
sse, kus algas ka tema pedagoogilise 
ja teadusliku tegevuse kõige viljakam 
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l~~"''"ncl l;r pid;rs loenguid kujutava 
~!t'lllllt'l'iria alal, oli tegevuses õpikute 
viiljaandmisega, tegeles Intensiivselt 
Jllitmelc kujutava geomeetria problee
mide uurimisega jne. 1947. aastal 
usalelati talle graafika kateedri juha
tamine. Sellel ametikohal oli ta kuni 
1952. aastani, mil haigestus raskeku
juliselt tuberkuloosi ning oli sunnitud 
kateedri juhatamisest ja ajutiselt ka 
õppetööst loobuma. 

Pärast tervisliku seisukorra para
nemist jätkas 0. Rünk teaduslikku ja 
pedagoogilist tööd ning 1956. aastal 
valmis tal prof. A. Humala juhenda
misel väitekiri «Perspektiivaksono
meetria fundamentaa !ülesanne», mille 
kaitsmise järele talle anti tehnikatea
duste kandidaadi kraad . Kõrgema 
Atestatsiooni Komisjoni 3. mai 1961. 
a. otsusega omistati talle ka dotsendi 
kutse. 

Dotsent 0. Rünk oli eeskujuks kõi
gepealt oma suure töökusega. Tema 
trükis avaldatud tööde nimekiri sisal
dab 5 õpikut, 2 ülesannete kogu ja 
3 teaduslikku tööd kujutava geomeet
ria, joonestamise ja matemaatika alal. 
Peale selle on tema sulest ilmunud 
ajakirjades ja ajalehtedes terve rida 
artikleid, mis käsitlevad õppetööd, 
ierminoloogiat ja muid ldisimusi. 
Suurem osa tema varajasemaid uuri
musi kujutava geomeetria alal on 
jäänud trükis avaldamata. Kahe õpiku 
väljaandmist ei lasknud aga lõpule 
viia varajane surm. 

0. Rünk võttis aktiivselt osa ka 
ühiskondlikust elust. Ta oli Eesti NSV 
Haridusministeeriumi vabariikliku ma
temaatikakomisjoni ja TPI metoodika
komisjoni kauaaegne liige. 

Dots. 0. Rünga isikus kaotasime 
suurepärase pedagoogi, kelle loengud 
kujutava geomeetria alal toimusid 
alati täisauditooriumi ees. Temalt on 
teadmisi saanud tuhanded üliõpilased,. 
kes on lõpetanud TPI sõjajärgseil 
aastail. Dots. 0. Rünka tunneb tema 
õpikute järgi ka suurem osa Eesti 
NSV matemaatika- ja joonestamisõpe
tajatest. 

Kõigil neil, kes tundsid 0. Rünka, 
jääb temast helge mälestus kui töö
kast, sõbralikust ja alati abivalmis 
inimesest. 

N. Paluver 
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VIKTOR ARAK 

In memoriam 

1967. aasta viimasel päeval lah
kus surma tõttu Tallinna Pedagoogi
lise Instiuudi perest ootamatult füü
sika-matemaatika kateedri vanemõpe
taja Viktor Arak. Lahkunu sündis Tar
tus 8. veebr. 1907 kantseleiametniku 
pojana, lõpetas 1925. a. Tartu Poeg-

laste Reaalgümnaasiumi, astudes sa
mal aastal Tartu ülikooli matemaa
tika-loodusteaduskonda õppima ma
temaatika erialal. Lõpetanud 1930. a. 
ülikooli, omandas ta ühtlasi keskkooli 
matemaatika, füüsika ja kosmograafia 
õpetaja kutse. Aastatel 1930-1942 
töötas ta õpetajana Paldiski, Rapla 
ja Tallinna keskkoolides. 1942. a. kuni 
1948. a. oli ta Tallinna Tehnikumi 
(praegune Tallinna Polütehnikum) 
füüsika ja matemaatika õpetaja ning
direktori asetäitja õppeala!, seejärel 
1948. a. kuni 1952. a. töötas Haridus-
ministeeriumis koolide in spektorina 
kõrgemate ja kesk-eriõppeasutuste 
alal. Alates 1952. a. kuni surmani 
töötas Viktor Arak Tallinna Pedagoo
gilise Instituudi matemaatika kateedri 
vanemõpetajana, lugedes matemaatili-



se analüüsi, korgema algebra ja kor
gema geomeetria kursusi. Viimastel 
;astatel tegeles ta programmeeritud 
õpetamise küsimustega. 

Viktor Arak on koostanud järgmi
sed metoodilised tööd: 

1) Stereomeetrilised konstruktsioon
ülesanded. 

2) Analüütilise geomeetria elemen
did keskkoolis. 

3) Integraalarvutuse rakendusi ste
reomeetriakurs us es. 

Hoolast ja kohusetundlikku töö
meest ning sõbralikku kolleegi mäles
tavad instituudi matemaatika eriala 
üliõpilased ja kolleegid. 

A. Vihman 

UUSI TEADUSTE KANDIDAATE 

19. oktoobril 1967 kaitses oma väi
tekirja «Ökonoomsed ühe- ja kahe
kordsete integraalidc arvutamise algo
ritmid ja programmid» Eesti NSV TA 
Küberneetika Instituudi noorem tea
duslik töötaja Reet Pukk. Väitekirjas 

vaadeldakse i nlegreerimisalgoritme, 
mis arvutavad integraali väärtuse 
etteantud täpsusega ja kasutavad sel
leks võimalikult vähe pöördumisi in-

9* 

tegrandi poole. Tööd j uhenclas pr of. 
A. Kronrod, oponeerisicl prof. J. Lan
dis Moskvast ja dots. L. Võhandu. 
Eesti NSV TA füüsika-matemaatika 
ja tehnikateaduste nõukogu otsustas 
R. Pukile omistada füüsika-matemaa
tikakandidaadi kraadi. 

Reet Pukk on sündinud Tallinnas 
7. detsembril 1934. Ta lõpetas 1959. a. 
Moskva Riikliku Olikooli matemaati
kaosakonna. Aastail 1959-1960 töö
tas R. Pukk ENSV TA Energeetika 
Instituudis, alates 1960. aastast aga 
ENSV TA Küberneetika Instituudis. 
Aastail 1962-1965 oli R. Pukk siht
aspirantuuris Moskva Teoreetilise ja 
Eksperimentaalse Füüsika Instituudis, 
kus nimetatud väitekiri valmiski. 

* 
23. novembril 1967 kaitses oma val

tekirja «Mõningad ekstreemumülesan
nete lahendamise meetodid ja nende 
kasutamine optimaalse juhtimise alal» 
ENSV TA Küberneetika Instituudi 
noorem teaduslik töötaja Ernst Raik. 
Tööd juhendas prof. A. Ljotov NSVL 
TA Automaatika ja Telemehhaanika 
Instituudist, oponeerisid prof. G. Kang
ro ja dots. 0. Kaasik. 
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Väitekirjas vaadeldakse iteratsiooni
meetodeid mingi punkti leidmiseks 
kumerate kinniste hulkade lõikest ja 
mittelineaarsete planeerimisülesannete 
lahendamiseks Hilberti ruumis. Uuri
takse erinevate meetodite kasutamisel 
saadud jadade koonduvust. Väitekirja 
viimases osas on näidatud, et töös 
esitatud tulemusi saab kasutada opti
maalse juhtimise ülesannete lahenda
misel, kui sihifunktsionaal on antud 
integraalina üle lõpliku ajavahemiku. 

ENSV TA füüsika-matemaatika ja 
tehnikateaduste nõukogu omistas 
E. Raikile füüsika-matemaatikakandi
daadi kraadi. 

Ernst Raik on sündinud 'Kingisse
pas (Leningradi obl.) 24. veebruaril 
1938. Ta lõpetas 1956. a. Rakvere I 
Keskkooli, kus tema matemaatikaõpe
tajaks oli A. Paju. Hiljem jätkas 
E. Raik õpinguid Tallinna Polütehni
lises Instituudis ja Moskva Energee
tika Instituudis, mille lõpetas 1962. 
aastal. Kõrgema matemaatilise hari
duse omandas ta Moskva Riikliku üli
kooli kaugõppeteaduskonnas, mille 
lõpetas 1966. aastal. 

* 

19. oktoobril 1967. a. kaitses Lenin
gradis Herzeni-nimelise Pedagoogilise 
Instituudi Matemaatikateaduskonna 
nõukogu istungil oma väitekirja «Jär
jestatud poolrühmad» NSVL TA Ma: 
j andusm a temaa tika Keskinsti tuud1 
Eesti osakonna juhtiv insener Jevgeni 
Gabovits. Ametlikeks oponentideks 
olid Leningradi matemaatikud prof. 
J. S. Ljapin ning dots. I. S. Poni
sovski. Nõukogu omistas J. Gabo
vitsile füüsika-matemaatikakandidaadi 
teadusliku kraadi. 

J. Gabovits sündis 30. augustil 
1938 Tartus matemaatiku perekonnas, 
lõpetas 1956. a. Tartu IV 'Keskkooli 
ning 1962. a. TRü matemaatikaosa
konna. Ta töötas ühe aasta TRü al
gebra ja geomeetria kateedri assis
tendina ning siirdus seejärel Moskva 
Riiklikku ülikooli aspirantuuri, kus 
tema teaduslikuks juhendajaks oli 
prof. A. G. l(uros. Katkestanud 
1965. a. algul aspirantuuri, asus 
J. Gabovits tööle Majandusmatemaa-
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tika 'Keskinstituudi Tartu laboratoo
riumi, olles ühtlasi TRü mittekoos
seisuline õppejõud. Väitekiri «Järjes
tatud poolrühmad» valmis TRü dot
sendi J. Hioni teaduslikul juhenda
IliiseL 

* 

23. novembril 1967 kaitses oma vat
tekirja «Pöördkoorikute telgsümmeet
rilise deformatsiooni üleminekuprot
sessid» Eesti NSV TA Küberneetika 
Instituudi noorem teaduslik töötaja 
Naum Veksler. Tööd juhendas tehni
kateaduste doktor Uno Nigul, opo
neerisid füüsika-matemaatikateaduste 
doktor l(. Tsernõh (Leningrad) ja 
füüsika-matemaatikateaduste kandi· 
daat A. Tümanok. 

Väitekirjas vaadeldakse nn. Tima
senko tüüpi koorikute teooria baasi) 
pöördkoorikute mittestatsionaarseiö. 
deformatsiooniprotsesse, mis tekivaJ 
kiiresti kasvavate või lühiajaliste 
dünaamiliste koormiste rakendamise 
tagajärjel. Uuritakse funktsioonide 
katkevust lainefrontidel ja koorikute 
käitumist lainefrontide ümbruses. Töös 
on tehtud mitmesuguste pöördkoori-



kute deformatsiooni mittestatsionaar·· 
sete protsesside numbriline analüüs. 

Eesti NSV Füüsika-Tehnika- ja Ma
temaatikateadustc osakonna nõukogu 
otsustas N. Vckslerile omistada tehni
kateaduste kandidaadi kraadi. 

Naum Veksler on s ündinud Kiievis 
28. septembril I 937. Ta lõpetas I955. 
a. Kiievi 13G. Keskkooli ja I961. a. 
Tallinna Pollitehnilise Instituudi lae
vaehituse ja -remondi erialal. Aastail 
196I-I963 töötas ta konstruktorina 
samal erialal ja 1963-1966 õppis as
pirantuuris T 1\. Küberneetika Instituu
dis, kus nimeiatud väitekiri ka val
mis. 

ESIMENE LEND LöPETAJAID 
TARTU RIIKLIKU üLIKOOLI 

MATEMAATIKATEADUSKONNAST 

Möödunud aasta detsembris andis 
uus teaduskond ('simese lennu lõpe
tajaid. 22. ja 23. detsembril kaitsti 
riigieksami komisjoni ees järgmisi 
diplomitöid: 

I. Äär e 111 a a, Kuldev. Informat
siooni otsimise siistccmid generatiivse 
grammatika baasil. (Juhendaja dots. 
I. Kull.) 

2. Erm us, Maie. Formaliseeritud 
keelest õigusnormide kirjeldamiseks. 
(Juhendaja dots. I. Kull.) 

3. L ä t t, Kaja. Veahinnangud fak-
toranalüüsis. (Juhendaja dots. kt. 
E. Tiit.) 

4. Männi k, Asta. ühest tasandi
liste graafide leidmise meetodist. (Ju
hendaja dots. L. Võhandu.) 

5. 0 rl o v, Viktor. Vektorväljad 
Pfaffi süsteemide teoorias. (Juhenda
ja dots. ü. Lumiste.) 

6. Pau, Reet. Võrkgraafiku kriiti
lise tee pikkuse hindamine kvantiilide 
meetodil. (Juhendaja asp. T. Veldre.) 

7. To d i ng, Liina-Mai. Disper-
siooni mõiste üldistamisest. (Juhenda
ja vanemõpetaja R. Tammeste.) 

8. La ret e i, Anne. Tauberi tüüpi 
tuumateoreemid. (Juhendaja prof. 
G. Kangro.) 

9. Kr an i g, Anne. ühest gradi
entmeetodist mitme muutuja funkt
siooni ekstreemumi leidmiseks. (Juhen
daja dots . G. Vainikko.) 

I 0. Mets a r, Elsa. Elektonarvuti 
<<J'Ylinsk-2» kasutamine variatsioon-
meetodite realiseerimiseks elastsus-
teooria dünaamikaülesannetes.» (Ju
hendaja füüs.-matem. dokt. L. Aino
la.) 

Il. Mi k 1 i, Külli. ühest klassifi
katsioonimeetodist. (Juhendaja dots. 
L. Võhandu.) · 

I2. Pedak, Maie. Lineaarplanee
rimise ülesande Jahendi sõltuvus tri
viaalsetest kitsendustest, skaleerimisest 
ja simpleksprogrammi parameetritest. 
(ENSV TA Küb. Inst. van. tead. tööt. 
M. Tamm.) 

13. Le it e n, Arnold. Teede profi
leerimise ülesanne. (Juhendaja dots. 
kt. L. Kivistik.) 

I4. Varja s, Malle. Mittelineaarse 
elliptilist tüüpi diferentsiaalvõrrandi 
rajaülesande lahendamine. (Juhendaja 
dots. E. Tamme.) 

15. V e ebe r, Ellen. Universaalsete 
algebrate mitmekohalised endomorfis
mid ja m-poolrühmad. (Juhendaja 
dots. J. Hion.) 

16. Sik k, Leiki. Tuumasisalduvus 
ja -translatiivsus. (Juhendaja prof. 
G. Kangro .) 

17. 0 rIo v, Ivan. (Lõpetas kaug
õppe teel.) DpMMeHeHHe TeopMH Hop
MHpoBaHHbiX KOJJeU K .llOK33aTeJJI,CTBY 
cneKTpaJJbHOH TeopeMbi (Juhendaja 
prof. G. Kangro.) 

Kõigile nimetatuile omistati roate
maatiku kvalifikatsioon. 
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Eesti NSV-s ilmunud matemaatika
alase kirja,nduse nimestik 

Aprill-detsember 1967 

(Koostanud M. Suurväli) 

RAAMATUD 

Absoluutväärtus. 2. tr. Trt., 1967. 
19 lk. (Tartu Riiklik ülikool. Mitte
statsionaarne matemaatikakooL 13) 
Trükitud rotaprindil. 

B e k k e r, M. Kontrolltöö nr. 8. 
(Ekstreemumülesanded.) ülesannete 
lahendused. Trt., 1967. 18 lk. (TRü. 
Mittesta tsionaarne matem aa tikakool. 
15.) - Trükitud rotaprindil. 

Etv erk, E. Vektorarvutus ja ruu
mi analüütiline geomeetria. Konspekt 
kaugüliõpilastele. Tln., 1967. 51 lk. 
(TPI matemaatika kateeder.) - R.o
taprint. 

E tv e rk, E., G a r s n e k, A., 
Ka s s, A., Ka s s, P., Kr us b e r g, I-I. 
ja Te e äär, lV\. Harjutusi ja ülesan
deid keskkooli matemaatikakursuse 
kordamiseks. Abimaterjal sisseastujai
le. Tln., 1967. 64 lk. (TPI matemaa
tika kateeder.) - Trükitud rotaprin
dil. 

E t v e r k, E., G a r s n e k, A., 
Ka s s, A., Ka s s, P., Kr us b e r g, H. 
ja Te e äär, M. Materjale keskkooli 
matemaatikakursuse kordamiseks. Tln., 
1967. (TPI matemaatika kateeder.) -
2. osa pealk. t.-1.: Opik keskkooli ma
temaatikakursuse kordamiseks. - Trü
kitud rotaprindil. 

1. osa 112 lk. 
2. osa. Geomeetria ja trigonomcet

ria. 128 lk. 

Ha n k o, P., Karu, 0., Re i
ma n d, J. ja V e I sk e r, K.. Täien
davaid teemasid koolimatemaatikale. 
Tln., «Valgus», 1967. 199 lk. 

Kaas i k, ü. Arvutid ja program
meerimine. 2. Trt., 1967. 156 lk. 
(TRü arvutusmatemaatika kateeder.) 
- Trükitud rotaprindil. 
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Kontrolltöö nr. 7. (Võrratused.) 
ülesannete vastused ja lahendused. 
Trt., 1967. 16 lk. (TRü. Mittestatsio
naarne matemaatikakooL 14.) - Trü
kitud rotaprindil. 

Kujutav geomeetria. Tln., 1967. 
(TPI.) Pealk. ees autorid: M. Kr aa
vi ng, N. Pa I u v e r, 0. R ü n k, 
E. Va Ila s. Paralleeltekst vene kee
les. - R.otaprint. 

Harjutusülesanded. 66 lk. 
Lisaharjutusülesanded ehitusiike 

erialade jaoks. 20 lk. 

L e p a m a a, A. Tõenäosusteooria 
ja matemaatilise statistika põhijooni. 
Konspekt. Tln., 1967. 88 lk. (TPI ar
vutusmatemaatika kateeder.) - Rota
print. 

L i n t s, A. Matemaatika õpetamisest 
I klassis. Metoodilisi nõuandeid õpe
tajaile. Tln., «Valgus», 1967. 80 lk. 

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater
jale matemaatika õpetajatele ja õppi
jatele. XII. Trt., 1967. 147 lk. (Tartu 
Hiiklik ülikool.) 

Sisu: G. K :1 ng r o, ü. Lumist e, 
0. Prinils, E. Tiit. Integraal maa
ilma kohal. -- NSVL Teaduste Akadeemia 
presidendi M. \'. KelrEisi aYasõna kongres
sil. Nõukogude akadeemikute mõtle
avaldusi kongressi piievill. - Keeleprob-
leemid. Kongressi pudemeid. 
ü. L u mi st e. H.uumi mõiste geomeet
rias. -- J. II i on. Naluraalarvude aksio· 
maatika. - J. Ga i du k. Taylori valemi 
tõestusesl. - Bridziülesanne. - I. K u 11. 
M.. Tom ba k. Algoritmid ja lallenduvad 
hulgad ning nende rakendusi. - Opetlaste 
arvamusi küsimuses «Kas masin võib 
mõtelda?» - ü. Kaas i k, E. Tamm e. 
Laadimisülesanded. -- K. A riva. Lobat
scvski geomeetria. - I-1 i l j <J 0 i g I a n e. 
Programmõppest. -- P. Kees. Algklassi
de matemaatika õpetamine vajab ümber
korraldamist. - M. Lev i n. Mõningaid 
valemeid kolmnurga geomeetriast. - Veel 
arvu :rt geomeetrilisest konstrueerimisest. -
J. D ep ma n. Montttela - matemaatika 
ajaloo pioneer. - J. Ga i d LI k. Thomas 
Clausen ja tema matemaatika-alane loo
ming. ü. L LI m i st e. Täiendusi 
Th. Clauseni biograafialc. - V. T i n n. 
üleliiduline majandusmatemaatika-alane 
konverents Eestis. - E. L a s n. «Ural:.-
tüüpi arvutite kasutajad Tartus. 
J. I-1 i on. Oppeasutustevaheline algebra
alane sümpoosion. Lenini preemia 
laureaate: N. V. Jefimov. Jevgeni Ga b o-



vi ts. Lenini preemia juhtimissüsteemide 
sünteesi teooria eest. E. Tamm e. Lenini 
preemia mittekorrektsete ülesannete lahen-
dusmeetodite väljatöötamise eest. 
H. 0 i g I a n e. Dotsent ü. I<:aasik 
40-aastane. - L. A i no I a. Uusi teaduse 
doktoreid. - Uusi teaduse kandidaate. -
Uus lend matemaatikuid Tartu Riiklikust 
ülikoolist. - Järjekordsed lennud kesk
haridusega matemaatikuid. - Bibliograa
fia. - ülesandeid. 

Matemaatika- ja mehhaanika-alaseid 
töid. VI. Trt., 1966. 144 lk. (Tartu 
Riikliku Olikooli toimetised 192.) 

Sisu (vene k., resümeed eesti, saksa ja 
inglise k.): J. H i on. Q-ringoidid, [~-rin
gid ja nende esitused. - ü. L u m i st e. 
Eukleidilise ruumi tasandimuutkondacle 
teooriast. - R. M u I I a r i. I<:õverusindi
katrissid ja normaaltasandite mähispind 
Vm puhul eukleidilises ruumis R1l" J. -
M. Tõnn o v. Fourier' kordajate T-täiend
ruumid. - M. Tö n nov. Summeeruvus
tegurid, Fourier' kordajad ja multiplikaa
torid. . G. So g o mo nov a. Appelli 

üldistatud klassi A (k) polünoomide jada 
integraalne esitus hüpergeomeetriliste 
funktsioonide abil. R. Tamm e st e. 
Jaoiuse entroopia e~rvutamine momentide 
abil .- ü. I<: a a s i k, E. T a mm e. Eri
kujuUste mittelineaarsete täisarvuUste pla
neerimisülesannete lahendamise algoritm. -
E. Jõgi. Bimetallisl sirge Yarda ar\'uta
misest. - E. J õ g i. Bimetallist lameda 
sinusoidaalse riba stabiilsusest 

Matemaatilise analüüsi praktikum. I. 
Toimet. E. R e i m e r s. Trt., 1967. 250 
lk. (TRü matemaatilise analüüsi ka
teeder.) - Pealk. ees autorid: S. Ba -
ron. E. Jüri mäe, E. Re im e r s, 
T. Sõrmus, Nl. Tõnn o v. - Rata
print 

P o I y a, G. Kuidas lahendada üles
annet. Tlk. 0. 1\aasik. Tln., «Valgus», 
1967. 188 lk. 

Root s, L. ja Soo net s, K Näi
disülesandeid teoreetilisest mehhaani
kast. I. Punkti mehhaanika. 2. tr. Trt., 
1967. 44 lk. (TRü teoreetilise mehhaa
nika kateeder.) - Trükitud rotaprin
dil. 

Tamm e, E. Arvutusmeetodid. 3. 
Funktsioonide lähendamine. Trt., 1967. 
111 lk. (TRü arvutusmatemaatika ka
teeder.) - Trükitud rotaprindil. 

T a m m e, E. Arvutusmeetodid. 4. 
Lineaarsed võrrandisüsteemid. 2. tr. 
Trt., 1967. 143 lk. (TRü arvutusmate
maatika kateeder.) - Trükitud rota
prindil. 

Teoreetiline mehhaanika. Programm~ 
metoodilised juhendid ja kontrolltööd 

. kaugõppeüliõpilastele. Tln., 1967. 
(TPI teoreetilise mehhaanika katee
der.) - Trükitud rotaprindil. 

Keemilise tehnoloogia ja insener
majanduse erialad. 56 lk. 

Soojusenergeetika, mäemetallurgia 
ja elektrotehnika erialad. 92 lk. 

V e i n e r, G. Metoodiline juhend 
tõenäosusteooria ülesannete lahenda
miseks. Tln., 1967. 40 lk. (TPI arvu
tusmatemaatika kateeder.) - Trükitud 
rotaprindil. 

Viiekohalised kümnendlogaritmide 
tabelid. Trt., 1967. 68 lk. (EPA) 
Rotaprint. 

A i1 H o JJ a, JJ. 5!. 11HTerpaJibHbie sa
phaQHOHHWe npHHQHOW H HX npHMeHe
HHe 8 ,li,HHaMHKe ynpyrHX OÕOJIOlJeK H 
nJiaCTHHOK, ABTopecpepaT .ZUiee. Ha eo
HeKaHHe yqeH. CTeneHH ,li.-pa cpH3.-MaT. 
nayK. TaJIJIIIH, 1967. 20 e. (AH 3CCP. 
CoBeT cpH3.-MaT. H TeXH. HayK) - Po
TJnpHHT. 

E e I< I\ e p, .l\1. TpuroHOMeTpuqecKHe 
ypasHeHHSJ. TaJIJIHH, «BaJirye», 1967. 
87 e. (Peen. HH-T yeoBepilleHeTBOBaHHH 
yqJHeJieü 3CCP. 113 onb:Ta pa60Tbi 
y•-mTe.nei1 11 BOCIJI!TaTe.nei1). 

Yf bi r 11, 3. A. HeKOTOpbie 3a,ll,aqu o6 
ycTOÜlJJHIOCTH ynpyrHx H ynpyronJia
CTHlJeCKHX no~orux apoK. ABTopecpepaT 
)I,HCC. 113 COHCK3HHe yqeH. CTene~IH KaH,ll. 
cpH3.-MaT. HayK. TapTy, 1967, 8 e. 
(TfY). 

M a y e p, H. B. MeTO,ll,bi HeJIHHeÜ
Horo nporpaMMHposaHHSJ. ABTopecpepaT 
,llHCC. Ha COHCKaHHe yqeH. CTen. K3H,ll. 
cpu3.-MaT. HayK. · Ta.nJIHH, 1967. 12 e. 
(AH 3CCP. ÜT,ll-HHe cpH3.-MaT. H TeXH. 
HayK). 

ny KK, P. A. AJiropHTMbl H npo
rpaMMbl O,li,HOKpaTHOfO H ,li,ByKpaTHOfO 
IHHerpHpOBaHHB, 3KOHOMSILQHe I.JHCJIO 
OÕpaJ.QeHHÜ H nO,li,HHTerpaJibHOÜ ~YHK
QHH. ABTOpecpepaT ,llHeC. Ha eOHeKaHHe 
y1leH. eTeneHH K3H.ll. cpH3.-MaT. HayK. 
TaJIJIHH, 1967. 14 e. (AH 3CCP. CoueT 
cpm.-MaT. H TeXH. HayK). - PoTa
npHHT. 

139 



Pa i1 K, 3. B. HeKOTOpbte MeTO.Jl.bi 
pemeHHJI 3KCTpeMaJibHbiX 3a)l,all H HX 
D(liHJIOJK.eHHe K npOÕJieMaM OUTHMaJib
HOfO ynpasJieHHJI. AsTope<PepaT .LI.Hee. 
Ha eOHeKaHHe yqeH. eTen. KaH)l.. <l>H3.
M3T. HayK. TaJIJIHH, 1967. 15 e. (AH 
3CCP. CoseT <PH3-MaT. H TexH. HayK). 

p e 6 aH e, K.-C., n a JI b M, Y. H 

P oo Te, JT. CõopHuK aa)l,all no lJ>naHKe, 
XI1MHH H MaTeMaTHKe. (,llJI51 noeTynaiO
l.l.I,HX s TfY). TapTy, 1967, 58 e. 
(TfY.) - PoTanpHHT. 

P o o e, X. 0. Hppau.noHaJibHOe quc
JIO B WKOJibHOM Kypce MaTeMaTHKH. 
TaJIJIHH, 1967. 34 e. (TDI1. Ka<Pe.LI.pa 
MaTeMaTHKH). - PoTanpHHT. 

Tpy.Jl.bl BblliHCJIHTeJibHOro u.eHTpa. 
Bbm. 10. TapTy, 1967, 85 e. (TfY). -
PoTanpHHT. 

Co.u.ep}l{.: A.-A. I1. 5I re JI b. Haxo}l{.U.e· 
Hl:le KpHTlf'IeeKHX riyTetf M€TO,li.OM .lJ.HHaMH"'l€· 
CKoro nporpaMMHpoBaHHH. - JJ. P. n pH e K. 
Ü ripHMeHeHHH 3BM ,li.JIH eoeTaB.'l€HH5! TIJia
HOB HaeTHJia 1:1 paUHOHaJibHOrO paeKpOH TKa
Hetf Ha maeti:HbiX <jla6pHKax - A. K. Jl o e e -
M a H H. 0 ripHMeHeHHH MeTO.U.a HenpaaJieHHH 
o6paTHOti MaTpHUbl ripH aJiropHTMe fOMO· 
pH. - T. X.-<1>. AK K e JI b. 0 npH6JmJKeH
HOM peiiieHHH erieUHaJibHbL< 3a.U.atJ: J1HHei'!· 
HOrO nporpaMMHpOBaHHH. (3a.u.a'IH eoeTaB
JJeHHH KOPMOBbiX pauuoHos). - M. X. 
B H it Te 0. TiporpaMMbl eHMTIJieKeHoro MC· 
--ro.u.a .U.JIH 3BM «YpaJI-4». - A. K. Jl o e e -
Ma H H. nporpaMMa ,li.BOiieTBCllllOfO CHMil· 
JJeKeHOro M€TO,ll.a e .U.ByXeTopOI!HHMH orpa· 
RHlleHHHMH ,li..'IH 3BM «YpaJI-4». 

Tpy.Jl.bt BbiliHCJIHTeJibHoro u.eHTpa. 
Bbm. 11. TapTy, 1967. 68 e. (TfY). -
PoTanpHHT. 

Co.u.eplK.: P. My JI JI ap H. I1. C a ap -
H H tf T. npo1:13BO,ll.eTBO - ynpaBJieHH€ -
3BM. - p. M y JJ JJ a p H. Y. n p a r IL 
l1MHTHpoBaHHe pa60Tbl UeXa Ha 3BM. 

ARTIKLID 

A Il i k, K. Matemaatika õpetamise 
ümberkorraldamisest Tallinna Polüteh
nilises Instituudis. - Oppemetoodika 
küsimusi, 2, 1967, lk. 24-29. 

Eesti NSV Teaduste Akadeemia toi
metised. Füüsika. Matemaatika. Tln., 
1967. 

Nr. 2. Matemaatika-alased artiklid 
(vene k., resümeed eesti, inglise ja 
saksa k): 
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L. Ai no la. Variatsiooniprintsii·p 
Sehrödingeri võrrandi jaoks. - J. Re· 
ba n e. ühetüübiliste algebrate muutkon
dadest. - S. U 1m. üldistatud diferents
suhetest. II. - V. P o 1 I. Mõnede mitme 
muutuja funktsiooni.de statsionaarsete 
punktide leidmise meetodite koonduvusest. -
I. K e i s. Valentine'i meetodi kasutami· 
sest maksimumprintsiibi ülesannete lahen· 
damisel. - E. R a i k. Trahvifunktsiooni 
meetodist. - T. To b i a s. Korduv otsus
tusprobleem ruut-kaofunktsiooni puhul. 
I. Ma u e r. Duaalsusprintsiibist kumer-
programmeerimises 

Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid 
(vene ja ing-lise k., resümeed eesti, 
inglise ja saksa k.) : 

G. Ka ng r o. Mõnedest uurimustest 
summeeruvusteoorias. - B. T a m m. Prog· 
rammeenm1se automatiseerimise problee· 
mid Eesti NSV-8. E. Ra i k. Fejeri 
tüüpi meetodid Hilberti ruumis. 
I. Ma u e r. Optimaalsest unifitseerimise 
ülesandest. - H. Ab e n. Lävede teooria 
ja dünaamiline programmeerimine linnade 
planeerimisel. - I. K e i s. ühe kinnis· 
punktiga gürostaadi liikumisvõrrandite eri 
integra.alidest. V. P o 1 I. Statsionaarsete 
punktide leidmise meetoditest. 

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid 
(vene k., resümeed eesti ja inglise k.): 

S. U Im. Iteratsioonimeetodeist pöörd· 
operaa tori j ärkj ä rgulise aproks~meerim i· 
sega. E. T a m m e. I. S o r m u s. 
Kiirguse ülekandevõrrandi lahendamisest 
anisotroopse hajumise korral. 
R. P uk k. ,'\'1õningnlcst integreerimis-
protsessi kiirendavalest võtetest. 
V. S a I u m. TMR spektri konstantide mäü
raminc elektronarvuti!. 

Etv erk, E. Naturaalarvud ja teh
ted ne~1deg·a. - «Nõuk. Kool», 1967, 
nr. 10, lk. 747-754; nr. 12, lk. 909-
917. 

H i i e, E. l(asvatav õpetamine alg-
klasside matemaatikatundides. 
«Nõuk. Kool», 1967, nr. 12, lk. 934-
939. 

l(uidas me loendame-arvutame. [Ar
vusüsteemidest.] - «Horisont», 1967, 
nr. 5, lk. 12-14. 

L i nt s, A. Esimesed matemaatika
tunnid 1. klassis. [Uue programmi 
metoodikast.] - «Nõuk. Kool», 1967, 
nr. 7, lk. 498-504. 

Noor, E. Abstraktsiooniprotsess 
matemaatikas. - «Nõuk. Kool», 1967, 
nr. · 6, lk. 408-412. 

Nurk kolmeks võrdseks osaks. 
«Tehnika ja Tootmine», 1967, nr. 4, 
lk. 187-188. 



P r i n i t s, 0. Matemaatika õpeta
mise reformimisest Lääne-Euroopas. -
«Nõuk. Kool», 1967, nr. 8, lk. 634-
639. 

Root am m. A. Veel kord ringskaa
laga arvutuslükatist. «Tehnika ja Toot
mine», 1967, nr. 7, lk. 333-334. 

T o o m, E. Tabelkontroll matemaa
tikas. [Keskkoolis.] - Programmõpe, 
4, 1967, lk. 30-33. - Kokkuvõte vene 
keeles. 

U s a i, M. Rudolf Kallas matemaa
tika metoodikuna. [ 1851-1913. Raama
tust «Mõistlik rehkendaja.» 1874. a.] 
- «Nõuk. Kool», 1967, nr. 10, lk. 
i'96-799. 

Võhandu, L. Matemaatika. [Ma
temaatiline mäng Itaaliast.] - «Hori
sont», 1967, nr. H, lk. 76. 

A i1 T e a M. A. Al. 11 A e To K, B. K. 
Ü pacLJeTHbiX rnyMaX npH BbllJHCJleHHH 
CTaTHCTH'.JeCKOfO cneKTpa CMeWaHHOH, 
COCTOSill.{eH H3 nepHO)J.HlJeCKHX H Hene
pliO,Jl.HlJeCKOH COCTaBJISIIOll.{HX1 CTaU,HO
HapHOH B IUHpOKOM CMbiCJie CJiyLJaHHOH 
ciJYHKU.HH. - Tpy,n:bl TaJIJIHHeKoro rro.nH
TC:XH. 1-lH-Ta. CepHH A, N2 247, 1967, e. 
99--118. 

~H3HKa, MaTeMaTHKa H TeOpeTHlJe
Ch.aH Mexam-tKa. C6opHHK eTaTeiL 2. 
Ta.n.nHH, 1967. 51 e. (Tpy.I!.hi Ta.n.nHH
CI\Oro IIO.nHTexH. HH-Ta. Ceprm A. 
.1\":! 251). 

CTaThH no MaTcMaTHKe: M. JI e B 11 H, 

0. 0 H. 9JlCMCHTapHOe peWCHHe O,ll,HOll 38-
J(a'lH ]J83Mell~l'llll!l OÕl,e!<TOH OÕCJ1V)!{HB3HHH. 

<!>. B H X Ma H H. I-leKOTOpble TeopeMbl 0 
<lJopM8JibHOM YMHO)!{CIIHH HCCOÕCTBeHHbiX HH

Terpa,TJOB. - <!>. B H X M a H H. 0 Q:JopMaJib

HOM YMHOR<CHHH ,ll,BOHHbiX HCCOÕCTBCHHbiX 

HIITerpa.rwa. - X. K o n n e JJ b. HeKOTOOhie 

TCOpeMbl 0 CXO,ll,HMOCTH OÕOÕil.\CHHOro MeTO,ZJ,a 
CwcjJ~JeHcena. 

ülesandeid elementaarmatemaatikast 

1. Tõestada: kui 
am + an = aP + aQ 

ja 
a3m + a3n = a3P + a3q (a=/=0, a=!=-±1), 

siis 
mn= pq. 

2. Millisel a väärtuse! on ruutvõrrand x2 - (a- 3) x + a + 3 = 0 Iahen
dite ruutude summa vähim? 

3. Leida kõik sellised naturaalarvude paarid, mille summa moodustab 
20% nende korrutisest 

4. Trapetsi ABCD diagonaalide lõikepunkt on 0. Leida trapetsi pindala 
S, kui on teada kolmnurkade AOB ja COD pindalad. 

5. Leida eos (x + y), kui 
sin x + sin y = a, 
eos x + eos y = b. 

KOGUMIKU KAHETEISTKüMNENDA VIHIKU üLESANNETE 
LAHENDUSED 

ülesande nr. lahendus. Et L_CEO+L_ODC=L_BDO+ 
+ L. ODC = 180°, siis saab nelinurga ODCE ümber joonestada ringjoone. 
Selle ringjoone keskpunkt asub külgede EC ja DC keskristsirgete lõikepunktis, 
s. o. lõigu DC keskpunktis. See ringjoon on ühtlasi C:,ODC ümberringjooneks. 
Seega L. DOC = 90° kui diameetrile toetuv piirdenurk. 
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{J I e s a 11 d e nr. 2 1 ah e n du s. 

[ 
(n+ 1)! (n+2)! (n+p)! ] _ 

Snp=n! 1+ + + ... + -
l!n! 2!n! p!n! 

= n! [ ( n ; 1 ) + ( n 7 1 ) + ( n ; 2 ) + ... + ( n ; p ) ] 

(k-n 1)+ (nk) __ (n+k 1) Samasuse põhjal leiame, et nurksulgudes 

olev summa (
n+p+l) 

on p . Seega 

(
n+p+l) 

Snp=n!. P 
(n+p+ 1)! 

(n+ l)p! 

0 1 e sa n d e nr. 3 I ah e n du s. Et teise võrrandi põhjal y ;;> 3, siis 
'ly- 31 = y- 3 ning süsteem võtab kuju 

{
i X+ lj + y = 7, 

'ix+ 11
1

-Y=-3. 

Võrrandeid liites saame 
2lx+ 11:=4, 

lx+ 11·=2, 
Xt = -3, X2 = 1. 

Seega on süsteemi Jahendid 

{ 

Xt = --3, 

Yt = 5, {

X2= l, 

Y2 = 5. 

0 I e sa n d e nr. 4 I ah e n elu s. Kuna vaadeldava ruutvõrrandi üheks 
lahendiks on x = l, siis ruutvõrrandi vasaku poole lahutamisel tegureiks saame 
võrrandile anda kuju 

(x- l) (p2x- Po) = 0. 

Seega on võrrandi teiseks lahendiks x0 =~ !!..':!_. Arvestades tingimust 0 < x0 < l 
P2 

saame 
0 < Po < P2· 

Seega seose Po + Pt + P2 = l põhjal 

Pt + 2p2 > l. 
0 I e s a n d e nr. 5 1 a h e n d u s. 

Olgu kolmnurga ABC külgede AB, 
AC ja BC keskpunktid vastavalt f, E 
ja D. Joonestarne DG 11 03f, G03 11 DF. 
Siis 0 1D =CD, ED= DG (sest ED= 
= BF = F03 =-""0: DG), E02 = G03 (sest 
E02 = CE= DF= G03), L OtDE = 
= L CDG ja L DE02 = L_DG03 (kui 
ristuva te haaradega nurgad). Järeli
kult murdejooned 0 1DE02 ja CDG03 
ühtivad, pöörates üht neist 90° võrra. 
Seega on nende murdjoonte sulgejad 
0102 ning co3 võrdsed ning risti tei-
neteisega. Samuti saab näidata, et 
0 103 j_ 0 2B, 0 203 = OtA, 0203 j_ OtA. 
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ülaltõestatust saame vahetult välja lugeda võimaluse kolmnurga tippude 
A, B, C konstrueerimiseks punktide 0~, 0 2, 0 3 põhjal. 

ülesande nr. 6 lahendus. 1 Et vektorid s 1 = (a, b, e), s2= (b, e, a), 
Sg = (e, a, b) on risti üksteisega ning võrdsete moodulitega, siis IDI võrdub 

kuubi ruumalaga, mille külje pikkus on V a2 + b2Tc2• 

0 I e s an d e nr. 7 I a h e n du s. 
Olgu ringjoone võrrand x 2 ·+ y2 = r2 
ning parabooli võrra n d y 2 = 2p (x + + a), kus p > 0. Ringjoone ja para
bool i puutumise korral 

p2 - 2pa + r2 = 0. 

Paraboolse scgmendi pindala on 

4 
S =- (r + a) "Jf2p (r + a). 

3 

(I .l 

Asendades siin a seose (I) põhjal, letame 

-0 

2 (p + rr1 
S=----. 

3 p 

d S 
Tuletise - võrrutamisel nulliga saame 

dp 

r 
p =- ja p = -r. 

2 

r 5r 

y 

Kui p = 2", siis a =- 4 ning seega otsitav parabool on 

X 

0 I e sa n d e nr. 8 I ah e n d LI s. Funktsiooni y = lx I (-.n< x <.n) Fou
rier' rida on 

.n 4 oo cos(2n + I)x 
lXI :=e ~ ·--- -;; .2 (2n + I )2 

n=O 

millest x = 0 puhul saame 

Seega 
oo 

2----
(2n-f-I)2 8 

n=O 

1 Loodame, et selle ülesande sõnastuses esinenud ilmne trükiviga ei 
seganud lahendamist. 
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BRIDZiüLESANDE LAHENDUS 

(ülesanne vt. lk. 13) 

S annab risti emandaga tihi lauda, käib sealt ruutu ässa ja viskab sel
lele ärtu kuue. W on sunnitud trumpama (vastasel juhul võtab S korra lauast 
trumpi, trumpab pada kätte, võtab veel kord trumpi ja kaks ärtut) ning käima 
-pada, ärtut või ristit. Näiteks pada käigu korral trumpab S selle risti sõdu
riga, annab risti kümnega tihi lauda, tuleb sealt ärtuga kätte tagasi ning 
annab risti kahega tihi O-le (visates lauast ärtut). 0 on nüüd sunnitud käima 
ruutut, S viskab ärtu ja W on sundviskes - tuleb ära visata kas viimane 
-pada või teine ärtu. Kui W käib kolmandaks käiguks ärtut või ristit, siis 
kulgeb mäng põhimõtteliselt samuti, ainult kolmanda, neljanda ning viienda 
käigu järjekord muutub. 

IX RAHVUSVAHELINE MATEMAATIKAOLüMPIAAD. 

Cetinjes (Jugoslaavias) toimus 3. kuni 12. juulini 1967 IX rahvusvaheline 
matemaatikaolümpiaad. See olümpiaad oli nii osavõtjate-õpilaste kui ka 
osavõtvate riikide arvu poolest rekordiline. Kui 1966. a. augustis Moskvas toi
munud rahvusvahelisel matemaatikute kongressil ütles Inglismaa esindaja, et 
ka nende maal on alustatud koolinoorte matemaatikaolümpiaadidega ning nad 
·ei kavatse pealtvaatajaks jääda rahvusvaheliste matemaatikaolümpiaadide suh
tes, siis pidasid nad ka sõna ja saatsid oma esindajad Jugoslaaviasse. Väljast
poolt sotsialismileeri maid olid seni matemaatikaolümpiaadidest osa võtnud 
ainult Soome kooliõpilased. Seekord lülitusid ülesannete lahendamise võistlu
sesse 13 riigi esindajad, nende hulgas 4 kapitalistliku riigi õpilased. Täisarvu
liste võistkondadega (8 õpilast) olid kohal Bulgaaria Rahvavabariik, Tsehho
slovakkia Sotsialistlik Vabariik, Saksa Demokraatlik Vabariik, Jugoslaavia 
Sotsialistlik Föderatiivne Vabariik, Mongoolia Rahvavabariik, Poola Rahva
vabariik, Rumeenia Sotsialistlik Vabariik, Nõukogude Liit, Ungari Rahva
vabariik, Inglismaa ja Rootsi. Itaalia võistkonnas oli 6 õpilast ja hiline
misega kohalejõudnud (lahendasid ülesandeid ainult teisel võistlus
päeval) Prantsusmaa võistkonnas 5 õpilast. Seega oli osavõtjaid kokku 99, 
neist 1 tütarlaps. Kõige noorem osavõtja sakslane Wolfgang Eurmeister oli 
8. klassi õpilane. 

Osavõtvate riikide arvu suurenemisest tingituna toimus Jugoslaavias olüm
piaadi ajal nõupidamine olümpiaadi korraldamise küsimustes, arvestades selle 
ürituse populaarsuse suurt kasvu. Eelnevalt teatasid saabunud Belgia, Taani, 
Norra, Soome ja Austria esindajad, et nad kavatsevad järgmisele, s. o. X mate
maatikaolümpiaadile saata ka oma võistkonnad. Nõukogude Liidu esindajatele 
tehti ülesandeks välja töötada rahvusvaheliste matemaatikaolümpiaadide põhi
määrus, mis tuleks arutusele X matemaatikaolümpiaadil, mis korraldatakse 
1968. a. suvel Moskvas. 

Olümpiaad Cetinjes toimus president Josip Broz Tito protektsiooni all. 
Olümpiaad avati ja lõpetati linna raekojas ning Jugoslaavia haridusminister 
korraldas kõigile osavõtjaile piduliku vastuvõtu. Ekskursioonidel nautisid õpi
lased Jugoslaavia ilusat loodust. 

ülesannete lahendamine toimus kahel päeval ä 4 tundi. Kummalgi päeval 
anti lahendamiseks kolm ülesannet. ülesanded olid järgmised: 
Esimene päev 

l. (6 punkti). Rööpkülikus ABCD on külje AB pikkus a, külje AD pikkus 
1 ning nurk DAB on a. Kolmnurk ABD on teravnurkne. Tõestada: Ringid 
KA, K8 , Kc ja KD raadiusega J ja keskpunktidega rööpküliku tippudes 

144 



A, B, C ja D katavad rööpküliku siis ja ainult siis, kui 

a ~ eos a + -y 3 sina. 

2. (7 punkti). Tetraeedris on ainult üks serv, mis on pikem kui l. N äi d ata, 
1 

et siis on tetraeedri ruumala V ~ S. 

3. (8 punkti). k, m ja n on positiivsed täisarvud, kusjuures m + k + 1 
Dn algarv, mis on suurem kui n+ l. Tähistame c

8 
= s(s + 1). Tõestada, et 

korrutis 
(Cm+!- Ck) (Cm+2 -- C!i) ... (Cm+ n- C1t) 

-on jaguv korrutisega c1 c2 ... en. 

Teine päev 
4. (6 punkti). On antud kaks teravnurkset kolmnurka A0B0C0 ja A'B'C'. 

Konstrueerida kolmnurk ABC, mis on sarnane kolmnurgaga A' B'C' (sealjuu
res vastavad punktidele A, B ja C punktid A', B' ja C' antud järjekorras) ja 
mis on kolmnurgale A 0B0C0 ümberjoonestatud kolmnurgaks (sealjuures läbib 
AB punkti C0, BC punkti Ao ja CA punkti B0 ). Konstrueerida kõigist niisugus
test kolmnurkadest see, millel on suurim pindala. 

5. (7 punkti). Vaadelda jada {en}: 

c1 = a1 + a2 + ... + as 
2 2 2 

c2 = a1 + a2 + ... + as 

kusjuures a1, a2, ••• , a3 on reaalarvud, millest vähemalt üks on nullist erinev. 
On teada, et ·selles jadas {en} on lõpmata palju liikmeid en, mis on võrdsed 
nulliga. Teha kindlaks, missuguste n väärtuste korral on en= 0. 

6. (8 punkti). ühel spordivõistlusel jagati n päeva jooksul (n> 1) m 
medalit: 

l. päeval jagati 1 medal ja ~ ülejäänud m- 1 medalist, 

1 
2. päeval 2 medalit ja b nüüd ülejäänud medalitest jne. 

n-ndal päeval jagati viimased n medalit. 
Mitu päeva kestis võistlus ja mitu medalit jagati neil võistlustel välja? 

Et IX olümpiaadi ülesanded olid mõnevõrra raskemad kui eelmise olüm-
piaadi omad ning et osavõtja te arv oli suurem, siis oli ka ülesannete lahen
damise protsent nüüd väiksem. Võimalikust maksimaalsest punktide kogusum
mast saadi 53 protsenti (eelmisel aastal 75). Ainult 5 õpilast said maksimaalse 
arvu (42) punkte (eelmisel aastal 72 osavõtjast 11). Tabelis 1 (vt. lk. 146) on 
toodud iga ülesande kohta selle eest saadud keskmine hinne absoluutselt ja 
protsenti des. 

I auhinna omandamiseks pidi võistleja saama vähemalt 37 punkti, II au
hinna saamiseks 30-36 punkti ja III auhinna saamiseks 22-29 punkti. 

Parima tulemuse saavutasid olümpiaadi! Nõukogude Liidu kooliõpilased. 
Nad võitsid 3 esimest, 3 teist ja 2 kolmandat auhinda ning saavutasid SU~% 
võimalikust maksimaalsest punktide arvust. Teise koha saavutasid Saksa Demo
kraatliku Vabariigi võistkonna liikmed, kes võitsid 3 esimest, 3 teist ja 1 kol
manda auhinna ning said 76,5% võimalikust maksimaalsest punktide arvust. 
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Ta beI 1 

Punktide 
J Saadud keskmine punktide arv 

ülesanne arv 
absoluutselt protsenti des 

1 6 3,59 60 
2 7 3,93 56 
3 8 3,03 38 
4 6 4,14 69 
5 7 3,13 45 
6 8 4,48 56 

Kolmanda koha võitsid Ungari koolinoored 2 esimese, 3 teise ja 3 kolmanda 
auhinnaga ning 74,7·%-ga punktide kogusummast. 

Hästi esinesid ka Inglismaa ja Rumeenia võistkonnad, kes said vastavalt 
neljanda ja viienda koha. ülevaate auhindade jagunemisest üksikute võist
kondade vahel ja võistkondade paremusjärjestusest annab tabel 2. 

Ta b e 1 2 

Auhinnad I Saadud 
Saadud punktide 

Võistkond punktide suhe punktide 
koguarvusse 

II III 
1 

koguarv protsentides 
I 

1. Nõukogude Liit 3 3 2 275 81,8 
2. Saksa DV 3 3 1 257 76,5 
3. Ungari RV 2 3 3 251 74,7 
4. Inglismaa 1 2 4 231 68,8 
5. I~umeenia sv I 1 4 214 63,7 
6.-7. Bulgaaria RV I 1 159 47,3 

Tsehhoslovakkia sv 3 !59 47,3 
8. Jugoslaavia SFV 3 13G 40,5 
9. Rootsi 2 135 40,2 

10. Poola RV 101 30,1 
Il. Mongoolia RV 87 25,9 

Prantsusmaa 41 39,0 
Itaalia I 10 43,7 
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