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Toimetuselt

Kuigi «Matemaatika ja kaasaeg» on aperioodiline vdiljaanne,
on ta ilmunud sagedusega kaks numbrit aastas. Kahjuks ei olnud
1969. aastal toimetusest soltumatutel tehnilistel péhjustel voi-
malik kahte vihikut vdilja anda ning laekunud materjal tuli
koondada iihte numbrisse, mille maht kasvas ligemale kahekord-
seks. Sellepirast ongi kdesolev vihik varasematest mahukam ning
seetottu ka vastavalt kallim.

Loodame, et edaspidi on meil voimalik anda kogumikku vilja
jille kaks numbrit aastas.



MONDA FUNKTSIONAALANALUGUSIST 1

G. Vainikko

Funktsionaalanaliiiis kujunes vdlja matemaatilisest analiifi-
sist kdesoleva sajandi algul. Pioneerideks uuel alal olid D. Hilbert,
F. Riesz ja S. Banach. Peagi muutus funkisionaalanaliiiis mood-
saks matemaatiliseks distsipliiniks ja k&esoleval ajal on juba
vaga raske loetleda kdigi nende uurijate nimesid, kes seda dist-
sipliini oma téddega on rikastanud.

Funktsionaalanaliiiis on {iiles ehitatud mairksa siijgavamatele
matemaatilistele abstraktsioonidele kui klassikaline analiiiis. See
voimaldab iihtsest seisukohast vaadelda mitmeid probleeme, mida
varem kdsitleti eraldi, ja 1dbi funktsionaalanaliiiisi prisma vaa-
datuna omandavad need probleemid enneolematu selguse ja liht-
suse. Uhtlasi on funktsionaalanaliiiis baasiks, alusmiiiiriks palju-
dele teistele matemaatilistele distsipliinidele. Naiteks oleksid
tanapdeva diferentsiaalvorrandite teooria ja arvutusmatemaatika
moeldamatud ilma funktsionaalanaliiiisita.

Funktsionaalanaliifisi pohimoisteks on operaatori moiste. See
on funktsiooni modiste {ildistus. Operaatori argumendiks ja kuju-
tiseks on punktid (elemendid) mingitest abstraktsetest ruumi-
dest. Just viimaste kisitlemisest algamegi.

Meetrilised ruumid ja koondumine nendes

Vaatleme algul tasandit, millel oleme sisse toonud ristkoordi-
naadistiku. Tasandi punkte tdhistame x, y, z jne., nende koordi-
naate vastavate kreeka tdhtedega, kasutades indekseid. Naiteks
punkti x koordinaatideks on & ja &, punkti ¥ koordinaatideks
7m ja 72, punkti z koordinaatideks &; ja .. Olgu o(x,y) kaugus
punktist x punktini y (vt. joon. 1):

o(x, ) =V(&1—m)®+ (&2 —n2)2
limselt on kaugus p(x, y) alati mittenegatiivne, kusjuures vordus
o(x,y) = 0 on samavaidrne viitega, et punktid x ja y ihtivad.
Edasi, kehtib vordus g(x, y) = g(y, x), mis tdhendab, et kaugus
punktist x punktini y on vordne kaugusega punktist y punktini x
(kauguse siimmeetria). Fakti, et kolmnurga kiilje pikkus on
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véiksem kahe iilejdinud kolmnurga kiilje pikkuste summast, vél-
jendab vorratus (vt. joon. 2):

e(x, )< o(x,2)+ (3 Y).

Analoogilised omadused on kaugusel kolmemootmelises ruumis,
milles on sisse toodud ristkoordinaadistik.

Meetriline ruum on reaalse ruumi matemaatiline abstrakt-
sioon. Meetriliseks ruumiks vdib olla mistahes hulk, kui vaid

M2 N =0 Y
Quﬁ
1&,-7,
&
X
i'51‘771‘
&, My
Joonis 1. Joonis 2.

selle hulga punktide (elementide) vahel on defineeritud kaugus
eespool mirgitud omadustega. Hulga punktideks voivad seal-
juures olla mistahes objektid.

Esitame niiiid tdpse definitsiooni.

Meectriliseks ruumiks nimetatakse hulka E, mille igale elemen-
tide paarile x, y on iihesel viisil vastavusse seatud mittenegatiiv-
ne reaalarv (mida tdhistame o(x,y) ja nimetame punktide x ja
y vaheliseks kauguseks), nii et on tdidetud jargmised tingi-

mused:

1° o(x,4)==0 siis ja ainult siis, kui x=uy;

2° o(x,y)=0(y,%);

3 o(x y) < 0(x,2)+ 0(2,4) mistahes x, y, ze E korral.

Tingimusi 1°, 2° ja 3° nimetatakse vastavalt samasuse, stim-
meetria ja kolmnurga aksioomideks.

Meetrilisele ruumile on lihtsalt iilekantav matemaatilise ana-
lillisi iiks pohilisemaid moisteid — piirvddrtuse moiste. Teata-
vasti on arvjada £, piirvddrtuseks arv £ (seda mirgitakse liihi-
dalt & — & voi limé&, =§), kui iga (kuitahes véiikese) arvu
¢ >0 jaoks leidub selline naturaalarv N. et n > N. korral

Me iitleme, et elementide ]ada xneE (n=1,2, ..) koondub
n — oo korral meetrilises ruumis E elemendiks x = E kui ‘kaugus
elementide x, ja x vahel ldheneb nullile, s. t. kui arvjada
0(%n, ¥) koondub nulliks:

o(xn, x)—0.

Jada x, = E koondumist elemendiks xe E mérgime lithidalt
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Xn—x VOi lim xn,=x. Seega voime piirvddrtuse deflinitsiooni
esitada lithidalt nii:
Xp— X%, kui o(xn,x)—0.
Ehk:
Xn— X, kui iga &€ > 0 jaoks leidub selline N,
et n> N, korral g(xn,x)<<e.

Viimane formuleering on saadud eelnevast, asendades noude
o(xn, x)— 0 vastavalt arvjada piirvdédrtuse definitsioonile.

Nimetame jirgnevalt moned piirvddrtuse omadused, mis on
tdiesti analoogilised vastavate omadustega arvjadade puhul.

1. Koonduval jadal ei saa olla mitut piirviartust. Toepoolest,
kui xn—x ja xn—x’, s. t. kui g(xs,x)—0 ja g(xn, x')—>0, siis
kolmnurga aksioomi tottu

Q(x,x,)<Q(x,xn)—'-g(xn,x,)-*oA
Et aga vorratuse vasak pool {ildse ei soltu indeksist n ja on
mittenegatiivne, siis o(x, x’)==0 ehk x=x’, mis tdestabki piir-
véidrtuse ithesuse.

2. Olgu ny <ny << ... << ng << ... mistahes kasvav natu-
raalarvude jada. Jada x,, (k=1, 2, ...) nimetatakse jada xu
(n=1, 2, ...) osajadaks. Kui x, — x, siis ka x,, —x. See vdide
jdreldub arvjadade analoogilisest omadusest: kui o(%n, x)—0,
siis ka g(xn, . ¥)—0.

3. Iga koonduva jada x,—> x ja suvalise elemendi ye=E

korral
o(xn, Y)—>o0(x,y) (kauguse pidevus).
Toepoolest, ﬁolmnurga vorratust kasutades leiame
. g(xm Y<o(n )+ o0(xY), 0% Y)< o(X, Xn) + 0(%n, y),
us

Q(x”' y)_e(xv y)< Q(xn, X), Q(X, y)—g(x’ﬂyy)< Q(x’x‘n)'
Kaks viimast vorratust saab . absoluutvddrtuse mirgi abil iihen-
dada: )

o (Xn, ¥) =0 (%, )| < 0(%n, X).

Et aga o(xn, x)—0, siis ka o(%n,¥)—o0(x,y)—0 ehk o(xn,y)—
-~ p(x,y), mis toestabki meie viite.

Ulesanne 1. Olgu xn —x ja ya—y mistahes koonduvad jadad meet-
rilises ruumis E. Niidata, et

o(xn, ya) >0 (% y).

Vektorruumid

Vaatieme taas tasandit, millel on sisse toodud ristkoordinaa-
distik. Kui punkti x koordinaatideks on & ja &, siis nimetatakse
vektorit x = (&, &) punkti x kohavektoriks (joon. 3). Ilmselt
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vastab igale punktile tasandil parajasti itks kohavektor ja vastu-
pidi; koordinaatide alguse 'O kohavektoriks on nullvektor 0<=
= (0, 0). See vastavuse {iks-iihesus voimaldab edaspidi punkti x
asemel konelda vektorist x=(£&, &), tasandi enda asemel aga
kSigi kahekomponendiliste vektorite hulgast. Viimast hulka tahis-

£ X

Jounis 3.

tame R, Hulga R, elementide (kahekomponendiliste vektorite}
vahel on defineeritud liitmise, lahutamise ja skalaariga korruta-
mise tehted, mis ei vii hulgast R, vélja. Naiteks kahe wvektori
X=(&1, &) ja y={(m,n:) summaks on vektor x -} y=(& -+ n.
& -+ n2), vektori x ja skalaari A korrutiseks vektor Ax=
=‘(l§1,ﬂ,§2); (Vt jOOH. 4)

Liitmise ja skalaariga korrutamise tehted (koos nendega iiht-
lasi lahutamistehte) voib sisse tuua ka paljudes sellistes hulka-
des, mille elementideks pole vektorid. Kui need tehted on samade
omadustega nagu vektorite korral. nimetatakse vastavat hulka
vektorruumiks. Esitame tdpse definitsiooni.

{A=3)

0

Joonis 4.

Hulka E nimetatakse vekiorruumiks, kui tema elementide
vahel on defineeritud liitmise ja (reaalarvulise) skalaariga kor-
rutamise tehted, mis ei vii hulgast E vilja (s. t. vektorite summa
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ning vektori ja skalaari korrutis peavad samuti kuuluma hulka E)
nii et on tdidetud jirgmised nouded: :
1° x+y=y+ x (liitmise kommutatiivsus);

2 (x+y)tz=x+4(y-+2) (liitmise as:.otsmtuvsus)

3° hulgas E leidub selline element 0, et iga x ='E korral

0.x=0;

4° (A4 pu)x=2ax + ux, } (skalaariga korrutamise distributiiv-

5 A(x+y)=ix+ Ay sus);

6° (Au)x=A(ux) (skalaariga korrutamise assotsiatiivsus);

?1-x=x.

Elementi 0, mille olemasolu postuleeriti aksioomis 3° nime-
tatakse nullelemendiks. Tal on analoogilised omadused nagu nul-
lil arvude vallas. Niiteks iga x = E korral x 4 0= x, sest aksioo-
mide 3°, 4° ja 7° pohjal x4+0=1-x+40-x=(14+0)x=1:-x=
= X.

Elementi (—1)- x nimetatakse x vastandelemendiks ning téhis-
tatakse liihidalt —x. Mistahes elemendi ja tema vastandelemendi
summaks on nullelement:

X4 (—1)x=1- Jc-l-(—l)x~ (1+(—1))x=0-x=0,
Elementi z=x-- (—1)y=x —y nimetatakse x ja y vaheks.
Ulesanne 2 Niidata, et:

a) x=y siis ja ainult siis, kui x—y=20;

b) A{x —y)=ix—1y,

(A — p)x = Ax — px;

c) 4-0=0;

d) 2x=0 siis ja ainult siis, kui A=0 v6i x=0.

Rohutame, et toestustes voib kasutada ainult aksioome 1°--7° ja viiteid, mis
on eelnevalt juba toestatud nende aksioomide abil.

Joonis 5.

Normeeritud ruumid

Péordume tagasi vektorruumi R, juurde. Olgu [x| vektori x =
= (&, &) pikkus (vt. joon. 5):
K| = V& &2

limselt on nullvektor 0 =(0,0) ainus selline vektor ruumis Rp,
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mille pikkuseks on 0. Mistahes vektori korrutamisel skalaariga 4
suureneb vektori pikkus |4] korda: |Ax]= [A}Ix]. Mistahes vektori-
te x ja y korral kehtib vorratus Ix+y] < |x! - |y|, mis taas vil-
jendab fakti, et kolmnurga killg ei ileta ilejddnud kahe ku];p
summat (vt. joon. 6).

Ixi

Joonis 6.

Vektori pikkuse moiste iildistuseks mistahes vektorruumile
on vektorruumi elemendi normi moiste. Noutakse, et elemendi
normil oleksid samasugused omadused, mis olid vektori pikku-
sel vektorruumi R, korral. Vektorruumi, mille igale elemendile
on seatud vastavusse tema norm, nimetatakse normeeritud vek-
torruumiks voi lihtsalt normeeritud ruumiks. Jirgneb tidpne defi-
nitsioon.

Vektorruumi E nimetatakse normeeritud ruumiks, kui igale
elemendile x e E on iihesel viisil vastavusse seatud mittenega-

tiivne reaalarv ||x|] — elemendi x norm, nii et on rahuldatud
jargmised nouded (normi aksioomid):
1° ||x]| = 0 siis ja ainult siis, kui x==0 (samasuse aksioom);
2° {lax)| = 1Al ||x]] (normi homogeensuse aksioom);

3° llx-L gyl < ||%|] + |ly]] (kolmnurga aksioom).

Normeeritud ruum on iihtlasi ka meetriliseks ruumiks, kui de-
fineerida kaugus elementide x ja y vahel jargmiselt:

o(x,9)=llx—yl.

Toestuseks veendume normi aksioome 1°—3° kasutades, et selli-
selt defineeritud kaugus p(x, y) rahuldab meetrilise ruumi aksioo-
me 1°—3°

1° o(x,y)=0 siis ja ainult siis, kui |x —yl|=0, s.t. x —y=0
ehk x =y,

2°0(%,y) = lx—yl = =D (F—x)I = {(=Dlly—x|| =
=lly—xll=p(y, x);

3° o(x, ) =lx —yl=l(x — &) + (z— p) I<Ux—2||+|lz2—yl}=
= 9(x> 2)+o(zy).
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Vastavalt kauguse definitsioonile omandab piirvdartuse moiste
normeeritud ruumides jargmise kuju. Elementide jada x. = E
koondub (ruumi E normi jirgi) elemendiks x = E, kui arvjada
0(Xn, x) =||x, — x|| koondub nulliks. Liihidalt,

xn—x, kui lx,—x] >0
ehk:

Xn— X, kui iga £ >0 jaoks leidub selline N, et n >N,

~ korral ||xp —x|| < &.

Nagu juba ¢eldud, on iga normeeritud ruum iihtlasi ka meet-
riline ruum: Vastupidine vaide pole oige — mitte iga meetriline
ruum pole normeeritud ruum kas voi sel pohjusel, et normee-
ritud ruum peab olema vektorruum, meetriline ruum aga ei
pruugi vektorruur® olla.

Ulesanne 3. Olgu E normeeritud ruum. Niidata, et kaugus o(x, y)=:

I — yll rahuldab. jdrgmisi tingimusi:

4 o (A%, 2y) = 2o (x, v);

5 o(x+2,y+2)=g(x,y).

Ulesanne 4. Olgu E vektorruum ja ihtiasi ka meetriline ruum, milies
kaugus o(x,y) rahuldab peale meetrilise ruumi aksioomide 1°— 3° veel lisa-
tingimusi 4° ‘ja 5° celmisest iilesandest. N#idata, et £ on siis ka normeeritud
suum, kui defineerida

Pl == 0(x, 0).

Niiteid normeeritud ruumidest (ruum R,)

Defineerimne koigi n-komponendiliste vektorite hulgas liitmise
ja skalaariga korrutamise tehted: kui

. x'=(§lv§2v EERICI E'l)’ !/:{"’1’ YIZ‘ U] 77'")9
5iis
x+y={¢&+mnm L+ gp ... S+ 1n),
Ax —‘Zi(l(,&], /152, e, l§n). ,
Lihtne on kontrollida, et need tehted rahuldavad vektorruumi
aksioome 1°—7° kusjuures nullelemendiks on 0=(0,0, ..., 0).

Sellega oleme muuthud n-komponendiliste vektorite hulga vektor-
ruumiks. Veendume, et ta on normeeritud ruum, kui votta normiks

n
et = See

h=1
seda normeeritud ruumi nimetatakse eukleidiliseks ruumiks ja
tihistatakse R,. On vaja kontrollida normi aksioomide 1°—3°
taidetust. Ilmselt on ||x||=0 siis ja ainult siis, kui & =0,
E=0, ..., &, =0, s. t. kui x=20. Seega on samasuse aksioom
tdidetud. Normi homogeensuse aksioomi kontroll:



Monevorra keerulisem on kolmnurga aksioomi kontroll. Selleks
tuleb eelnevalt naidata, et mistahes reaalarvude &, &, ..., & ja
M, N2 ..., fyn korral kehtib nn. Cauchy vorratus.

n n 7
Somi<) e ) Sne
R=1 R=1 R=1
Iga reaalse A korral kehtib vorratus

3 (Re—m)?=0

k=]

ehk
2, (42812 — 24&nmn + M%) = Os
k=

Korraldades liikmed A astmete jargi, saame
(Eﬁhz)lz —2 (éé’nnh)ﬂ + (,é;m‘z) = 0.

Kuna see vorratus kehtib iga 4 korral, on ruutkolmliikme diskri-
minant mittepositiivne:

(3 Enmn)?— (3 62) (3 742) < 0
h=1 R=1 h=1

Kandes teise liikme vorratuse paremale poolele, saamegi juu-
rimisel Cauchy voérratuse.

Kontrollime niiiid kolmnurga aksioomi kehtivust. Vorratus
“x+y]|<||x”—}—|[y|| mille kehtivust on vaja kontrollida, on
antud juhul

O n n
V3 et <y Zae+} Sme.
h=1 h=1 h=1
Tostame vorratuse mdlemad pooled ruutu

f:' (Zr2 + 2&mn + m?) < anéhz + 2 V i’é’hz V an”)kz + :?ﬂhz-
h=% h=1 h=1 =t h=1

Koondanud vorratuse mdlemal poolel esinevad liikmed ﬁ]&;ﬂ ja
k=1

> m? ning jaganud saadava vérratuse 2-ga, jouame Cauchy
k=1

vorratuseni

n YA
3 & < V 202l Zmd,
k=1 h=1 h=1
mille kehtivuses me eespool juba veendusime. Jérelikult kehtivad
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ia eelnevad kaks vorratust ning kolmnurga aksioom on rahulda-
tud.

Vaatame, mida tdhendab koondumine ruumis R,. Koondugu
vektorite jada xwm=(&'™), &™), ..., &™) m — oo korral vekto-
riks x==(&,&, ..., &n): iga e >0 jaoks leidub selline N, et
m > N, puhul

n
b5l = | Zam— a0z <e

Siis m = N, korral ka
1M — Ept < € (k suvaline, | < k< n),

5. t. arvjada ™ koondub piirvdartuseks &. Me veendusime, et
koondumisest ruumis R, jareldub komponenditi koondumine —
koonduva jada xm k-ndatest komponentidest moodustatud arvjada
koondub piirvektori x k-ndaks komponendiks. Ei valmista raskusi
ka vastupidise niditamine (iiksikasjaliku toestuse jdtame lugeja
hooleks): kui jada xm, koondub komponenditi vektoriks x, siis xm
koondub x-ks ka normi jargi.

Seega tahendab koondumine ruumis R, komponenditi koondu-
mist.

Vektorruumi R; voib geomeetriliseit kujutada kolmemootmelise
ruumina, milles on sisse toodud ristkoordinaadistik, elemente
x=(&, &, &) aga selle ruumi punktidena voi nende punktide
kohavektoritena. Vektorruum R. kujutab endast tasandit rist-
koordinaadistikuga, elemendid x=(&. &) tasandi punkte voi
nende kohavektoreid. Ruumist R, on eespool mitu korda juttu
olnud. Ruum R, kujutab endast arvtelge ja tema elemendid —
reaalarve (vbi nende kohavektoreid). Elemendi norm (vektori
pikkus) ja elementide (punktide)-vaheline kaugus mainitud kol-
mes ruumis on:

%,y & Ry korral |5 =], o(x, 1) =lx—y]
¥ =(&1&), ¥ = (m,m) € Ry korral x| = VE& + &2
o(x.9) =V(E— )2 +(E—m)?
= (&, & &), § = (ne 72 1) € Ry korral lxll = V& + &2 +E,

0(%,9) = V(& — 1) 4 (& — 72+ (Ea— 7a)2.

Toodud kauguse valemid on geomeetrias hasti tuntud. Ruumi Ry,
mis on saadud ruumide R,, R, ja R; vahetu iildistusena, on vdima-
lik iile kanda enamik geomeetria moisteid, valemeid ja teoreeme.
Ruum R, kannab eukleidilise ruumi nime suure antiikgeomeetri
Eukleidese auks.

Mairgime, et n-komponendilise vektori normi voib defineerida
ka teisiti ja selliselt jouame uute normeeritud ruumideni.
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Ulesanne 5. Ndiidata, et n-komponendiliste vektorite hulk on normece-
ritud ruum, kui vektori x == (&, &, ..., £€x) normiks votta suurim komponen-
tide absoluutviirtustest:

llfl = max |&n].
L R

Selliselt normeeritud vektorruumi tidhistatakse m,.
Ulesanne 6 Niidata, et n-komponendiliste vektorite hulk on normee-
ritud ruum, kui vektori x = (& &, ..., §n) norm defineerida:

llx)l = S’ |En].
k-—

Selliselt normeeritud vekltorruumi tdhistatakse /. -
Niditeid normeeritud ruumidest (ruum Cla, b])

Olgu CJa, b] koigi loigul a <<t << b pidevate funktsioonide
hulk. Defineerime hulgas C[ea, ] liitmise ja skalaariga korruta-
mise tehted: kui x =x(!) ja y=y({) on pidevad funktsioonid
(seega hulga Cla, b] elemendid), siis elementideks x -+ y ja
Ax on funktsioonid

(x+y) (&) = x(1) +y(1), (Ax)(t) = Ax(?).
Vektorruumi aksioomide 1°— 7° kontroll ei valmista raskusi. Null-
elemendiks vektorruumis C[a, ] on nullfunktsioon, s. t. funkt-
sioon, mis vordub samaselt nulliga.

Pideva funktsiooni normi defineerime kui funktsiooni abso-
lunutvédédrtuse suurima vairtuse 16igul [a, b]:

|13]] = max |x (£)].
aSiI<h
Normi aksioomide kontroll on seekord péris lihtne. Ilmselt om
|||} =0 parajasti siis, kui x(¢) on nullfunktsioon — vektorruumi
C[a, b] nullelement. Seega on aksioom 1° rahuldatud. Aksioom 2°
on kontrollitav vahetu arvutusega:
IAxl] = max |Ax ()| = 2] max |x(#)|= A ]|¥]|.
alts b aLigh
Kolmnurga aksioomi (aksioomi 3°) kontrolliks paneme algul
tihele, et iga fikseeritud ¢ korral
() +y )] < Ix ()] ly (1) < max|x(?)]+ max ly ()1,
asl

1< aLtgh
Et see vorratus kehtib-iga ¢ korral, siis ka
max |x (1) + y(t)] < max |x(f)] —|— max ly (1)1.
at<<h aligy
See ongi kolmnurga vérratus ||lx 4 y|| << |[x|| —|— ||y||.
Niisiis on C[a, b] normeeritud ruum. Vaatleme, mida tdhen-
dab koondumine ruumis C[e,b]. Koondugu jada x,=x,({}
normi jargi elemendiks x = x(¢):

]*n — x}] -» 0, ehk  max |xa(f) — x(¢)| >0, kui n—> oo..
atLO
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l.ugeja, kes on kokku puutunud funktsioonide jada iihtlase koon-
dumise moistega, paneb tdhele, et viimane tingimus tdhendabki
funktsioonide jada x,(¢) ithtlast koondumist piirfunktsiooniks
x({). Lugeja, kes selle moistega kokku pole puutunud, voib vii-
mast tingimust vaadelda kui dhtlase koondumise definitsiooni.
Sona «iihtlane» rohutab siin asjaolu, et vahe ix,(f)— x(¢)| saab
(kiillalt suurte n vdidrtuste korral) kuitahes viikeseks koigi ¢
vadrtuste puhul korraga — koondumine x,(?)— x(f) on idhtlane
! suhtes.

Ulesanne 7. Nididata, et pidevate funktsioonide hulk on normeeritud
runm, kui defineerida

! =af|x(t)| dt.

Sceda normeeritud ruumi tdhistame [[a,b].

Tiielikud meetrilised ruumid. Banachi ruum

Olgu E meetriline ruum. Jada x, = £ (n =1, 2, ...) nimeta-
takse Cauchy jadaks, kui m, n - co korral o(xm, Xz} — 0. Teisiti
Heldes, jada x, & E on Cauchy jada, kui iga (kuitahes viikese)
arvu ¢ >0 jaoks leidub selline N., et m, n > N, korral

0 (Xm, Xxn) < e.

Olgu x, koonduv jada, x, — x. Piirvadrtuse definitsiooni koha-
selt leidub iga £ > 0 jaoks selline N, et n > N, korral

Q(xﬂr x) < T:)_'

Kui ka m > N, siis muidugi ka

Q(xm, x) << ’g’-

Kolmnurga vorratust kasutades leiame niliid aga, et m, n >N
korral

0 (. ) < 0 (¥, X)F 0 (. 20) < 5+ 5 =&,

s. 1. jada x, on Cauchy jada.

Toodud arutlus naitab, et iga koonduv jada on Cauchy jada.
Kui kehtib ka vastupidine, s. t. kui iga Cauchy jada koondub
ruumi E mingiks elemendiks, siis deldakse, et meetriline ruum E
on fdielik. Téielikku normeeritud ruumi nimetatakse lithidalt
Banachi ruumiks. Selgituseks meenutame, et iga normeeritud
ruum on iihtlasi ka meetriliseks ruumiks kauguse o(x, y)=:||x — yl|
suhtes. Jada x, on Cauchy jadaks normeeritud ruumis E, kui
m, 1 — oo korral |lx, — x,|| — 0.

Matemaatilise analiiiisi kursuses tGestatakse Bolzano-Cauchy
teoreem. mille kohaselt arvjada &, koondub mingiks reaalarvuks

13



& siis ja ainult siis, kui jada & on Cauchy jada, s. t. kui m, n — o
korral |&m — En] = 0. Funktsionaalanaliilisi seisukohalt tdhendab
see teoreem, et meetriline ruum R, on téielik. (Meenutame, et
elementide (reaalarvude) & ja n vaheliseks kauguseks ruumls Ry
on parajasti o(& n)=[&—nl|)

Ruum R, on tdielik ja seega. Banachi ruum. Selles veendu-
miseks tuleb tdhele panna, et Cauchy jada xn, = R, (m=1,2,..))
korral moodustavad selle jada k-ndad (1 << k& << n) komponendid
Cauchy arvjada, mis Bolzano-Cauchy teoreemi pohjal on koon-
duv. Seega koondub vektorite jada x, komponenditi mingiks
vektoriks x = R,. Et aga koondumine ruumis R, tdhendaski
komponenditi koondumist, siis x, — x normi jargi, m. o. t. t.

Ulesanne 8 Niidata, et ruumid m, ja [, (vt flesandeid 5 ja 6) on
taielikud.

Ruum CJa, b] on samuti tdielik ja seega Banachi ruum. Toes-
tus on esitatud jargmises punktis.

Esitame niite mittetdielikust meetrilisest ruumist. Olgu R,
koigi ratsionaalarvude hulk, milles kaugus on defineeritud samal
viisil nagu ruumis R;:

o(& n)=I|&—nl.

Sellega muutsime R, meetriliseks ruumiks. Vaatleme jada
tne= R, kus £, on arvu z kiimnendmurruline lihend n kohaga
parast koma:

& =31, & =314, &=3,141; &= 3,1415 jne.
Arvjada &, koondub arvuks sz Siit jdreldame, et & on Cauchy
jada ruumis R,, sest m, n— oo korral

|Em — &n| < Em — @] 4+ lw — &n| — 0.
Kuid ruumis R, jada &, ei koondu — irratsionaalarv s pole

ruumi R, element! Jirelikult ei ole meetriline ruum R, téielik.

Iga meetrilist ruumi on vdimalik muuta tiielikuks (ehk, nagu
oeldakse, tidielikustada), tuues sellesse ruumi juurde uusi ele-
mente, nii et iga Cauchy jada muutuks koonduvaks. Naiteks,
ratsionaalarvude ruumi R, tdielikustamisel tuleb R;-le lisada
koik irratsionaalarvud ja saadav tdielik ruum ei ole midagi muud
kui reaalarvude ruum R;.

Teiseks néiteks mittetdielikust ruumist on ruum La, &], mille
defineerisime iilesandes 7. Selles veendumiseks- tuleb lahendada
jdrgmine iilesanne.

Ulesanne 9. Niidata, et jada

0, kui —1 << 0.

nlf) = 4 7t fi 0<ts —(n=1,2,.

1, kui —l—stsl
L n
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on Cauchy jada ruumis L{—1,1], kuid ei koondu ruumi L[—I, 1] elemendiks.
Konstrueerida analoogiline ndide ruumis [[a,b] mistahes a, & korral.

Ruumi L[a, b] téielikustamisel jouame ruumini Lfa, b], mis
koosneb Lebesgue’i mottes integreeruvatest funktsioonidest (dige-
mini teatavatest funktsioonide klassidest). Norm ruumis L[a, b]
on taas defineeritud integraalina

Il =f o) at,

ainult et seda integraali tuleb niiiid moista Lebesgue’i mdttes.
Meil ei ole voimalust siin anda ldhemaid seletusi Lebesgue'i
mottes integreeruvate funktsioonide ja Lebesgue’i integraali kohta.
Mirgime vaid, et neid kisitletakse reaalmuutuja funktsioonide
teoorias. '

Toodud ndide ruumist L[a, b] illustreerib fakti, et kuigi iga
meetrilist ruumi on voimalik tiielikustada, voivad juurdevoetud
elemendid igal konkreetsel juhul olla hoopis keerulisema ehitu-
sega kui ruumi enda elemendid.

Ruumi Cla, b] tdielikkus

Normeeritud ruumi C[a, b] elementideks olid loigul a <t << b
pidevad funktsioonid ning funktsiooni x = x(f) normiks oli

||x]| = max |x(#)].
agi<d
Vaatleme suvalist Cauchy jada xp=2x.(f)(n=1,2,...) ruumis
C[a, b] ja naitame, et see koondub ruumi C[a, b] elemendiks,

s. t. pidevaks funktsiooniks. Et jada xn(?#) on Cauchy jada, siis
leidub iga € > 0 jaoks selline N,., et m,n > N, korral

[|¥m — %a|] = max |xm (£) — x.(t)] < e.
agigh
Siit ndeme, et iga fikseeritud ¢ korral on arvjada x.(f) Cauchy
jada ja jarelikult koondub mingiks piirvddrtuseks. Et see piir-

vairtus voib erinevate ¢ vdidrtuste korral olla erinev, siis on piir-
viirtuseks mingi funktsioon x(#):

Xn(t)—>x(t) iga t (a <<t << b) korral.

Me ei tea veel, kas esineb ka normi jargi koondumine (s. t. kas
koondumine on iihtlane) ja kas piirfunktsioon kuulub ruumi
Cla, b] (s. t. kas x(f) on pidev). Kui m,n > N,, siis

(D) — xa ()] < &

iga ¢ (a <<t << b) korral. Vaadeldes viimast vorratust iga fiksee-
ritud ¢ korral eraldi, vdoime temas minna iile piirile m — oco. Tule-
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museks saame, et n > N, ja iga { (a <<t << b) korral
x($)—xa ()] < &
ehk teisiti oeldes, n > N, korral
max [x(t)— xn (t)| < ¢, (*)
A sl h
s. t. kopndumine x,({)— x(f) on iihtlane.

Néditame niiiid, et piirfunktsioon x(¢#) on pidev igas punktis
1y (a << tp << b). Vordusest
x(8) — x(to) =[x (6) — xn (§) 14-[ %0 (t) — 2 ({0) -1 20 (f0) — % (t0) ]
leiame, et
() —x (to)| < 1% (8) — X (D] - |¥n (1) —Xn (L) | - [%n (fo) — ¥ (fo) .
Kui n> N, siis on esimene ja kolmas liidetav viimase vorra-
tuse paremal poolel tingimuse (*) tottu << e. Fikseerimegi n
nii, et n > N,. Teise liidetava vorratuse paremal poolel saame
teha viiksemaks kui e tanu funktsiooni Xxn (%) pidevusele, kui
votame ¢ kiillalt ldhedal fp-le, s. t. kui |{ —fo| << &, kus 6 >0
on kiillalt vaike arv (ta voib séltuda e-st). Kokkuvdttes,
It —ty| << & korral

() —x(to)| < &- &+ e==3e.
Arv ¢ > 0 oli meie arutlustes kuitahes véike ning viimane voi-
ratus tdhendabki, et funktsioon x(#) on pidev punktis #. Et aga
fy (a << {p << b) oli suvaline, siis on funktsioon x(f) pidev kogu
1oigul a <<t < b.

Sellega oleme ndidanud, et iga Cauchy jada x,(#) ruumis
Cfa, b] koondub normi jirgi ruumi CJa, b] mingiks elemendiks
x(%). Jdrelikult on ruum Cla. b] téielik, s. t. Cla, b] on Banachi
ruum.

Hulgad meetrilises ruumis

Olgu E meetriline ruum. Lahtiseks keraks keskpunktiga
Xo = E ja raadiusega r nimetatakse selliste elementide x = E
hulka, mille korral p(x, xo) << r. Kinniseks keraks keskpunktiga
xo e £ ja raadiusega r nimetatakse selliste elementide hulka,
mille korral g(x, xo) << r. Neid hulki (kerasid) tdhistame vastavalt
S(xo,7) ja S(xo r). Esitatud definitsioonid v6ib lidhidalt kirja
panna:

S(x, r)={x= E : p(x, x0) < r},

S, r)={x=E:o(x, x0) < r}.
Juhul kui E on normeeritud ruum,

Sxo, r)y={x = E : ||x — xo|]| < r},

S(XO, r):{xe E . ”x——XO ” S r}.

Poordume néidete juurde. Ruumi R, lahtiseks keraks kesk-
punktiga xo = R, ja raadiusega r on vahemik (xo—r, xo-47r),
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.. t. nende reaalarvude x hulk, mille puhul jx — x4) << r. Kinniseks
keraks sama keskpunkti ja raadiusega on 16ik [xo—r, xo--r].
t. nende reaalarvude hulk, mille puhul [x — x| < r.

Xo

&;

Joonis ‘7.

Kerad S(xo,r) ja S(x,r) ruumis R, on ri»ngid keskpunktiga
Xo=(&°, &) ja raadiusega r (vt. joon. 7), kusjuures seda ringi
{imbritsev ringjoon kerasse S(xo,r) ei kuulu, killl aga kuulub

kerasse S (o, ).

Ruumi R; korral on S(xy, r) ja S(x,r) kerad selle sdna geo-
meetrilises mottes. Kera keskpunktiks on xp=(&°, &9, &°) ja raa-
diuseks r, kusjuures kera dmbritsev kerapind (sfddr) kerasse

S(%,7) ei kuulu, kiill aga kuulub kerasse S (xo, ).

Ulesan ne 10. Niidata, et ruumide mp, ja [l keradeks keskpunktiga
xo=(&° &P ja raadiusega r on vastavalt joonistel 8 ja 9 kujutatud ruudud.

g2 B £ m

& £

Joonis 8. Joonis 9.

Ulesanne It. Keraks ruumis m; on kuup, ruumis /3 aga korrapérane
pktaeeder. Teha joonised!

Anname geomeetrilise tolgenduse keradele S(xo, 7) ja S (%0, 7)
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ka ruumis C[a, b]. Kera keskpunktiks xo on funktsioon xo= xo(¢),
kera ise aga koosneb sellistest funktsioonidest x = x(t), et
S (%o, r) korral max |x(f)— xo(¥)| < r,
agig
S(xo, r) korral max |x(t)— xo(t)] < r.
agi<h
Joonistame funktsiooni xo(f) graafiku ja nihutame seda graafikut
x-telje suunas files ja alla r iihiku vorra. Nihutatud graafikud
koos sirgetega t =a ja t= b moodustavad vootme, mis joonisel
10 on viirutatud. Kera S(xo, r) koosneb sellistest pidevatest funkt-

¢
Joonis 10.

sioonidest, mille graafikud paiknevad viirutatud vé6tmes rangeit
koverate x = xo(¢)—r ja x =xo(t)-}+ r vahel. Kera S(xo, r) koos-
neb sellistest pidevatest funktsioonidest, mille graafikud paikne-
vad samuti viirutatud vé6tmes, kuid voivad omada ihiseid punkte
koveratega x=x,(t)—r ja x=xo(¢)-}r. _

Defineerime kinniste ja lahtiste hulkade moisted mistahes
meetrilises ruumis E ja nditame, et kinnine kera on kinnine hulk,
lahtine kera aga lahtine hulk.

Hulka F — E nimetatakse kinniseks, kui iga koonduva jada
ineF (n=1,2...) piirvadrtus kuulub ka hulka F. Hulka
G < E nimetatakse lahtiseks, kui ta koos iga oma punktiga
x € G sisaldab ka teatava (kiillalt vdikese) kera S(x, 8); kera
raadius 6 > 0 voib sbltuda x-st. Saab nididata (iGestusel me ei
peatu), et hulk F on kinnine siis ja ainult siis, kui tema tdiend-
hulk G = E\F on lahtine. Leidub hulki, mis pole ei kinnised
ega lahtised.

Veendume, et S(xq, r) on kinnine hulk. Olgu jada x, & S(x,, r}
koonduv: x, — x. Kauguse pidevuse -tottu

Q(xn, xO)'_» Q_(xs xO),
et aga o(xn, xo)<<r (sest xpne=S(x,7r)!), siis ka o(x, x)<<r.
s. t. x & S(x,, r), mis toestabki hulga S(x,, r) kinnisuse.
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Veendume, et S(xo, ) on lahtine hulk. Vétame mistahes punkti
x e S(xy, 7). Siis o(x, xo) << r. Tdhistame d =r—p(x, xo) ja nii-
tame, et S(x, d)= S(xo,7). Toepoolest, kui y = S(x,d), s. t. kui
o(y, x) << 4, siis kolmnurga vorratuse tottu
oW X)) <oy, )t eo(x, %) < I+ (r—d)=r
shk y & S(x, r). Niisiis sisaldab hulk S(xo,r) koos iga oma

Joonis 1.

punktiga xe S(x,7r) kera S(x,6), kus d=r—p(x, x)>0,
s. t. S(x,r) on lahtine hulk, m. o. t. t. Kera S(x,d) konstrukt-
sioon ruumi R, puhul on illustreeritud joonisel I1.

(Jargneb)

VIGURIGA ULESANDEID

Jirgnevad iilesanded (vt. samuti lk. 26, 35, 46, 95, 109) on kiill enam voi
vihem matemaatilised, kuld kdik vidikese viguriga, mis tavaliselt seisneb selles,
et lahendamine osutub isna lihtsaks.
{Ulesanded périnevad M. Gardne-
rilt, alakirja  Scientific =~ American
1968, a. augustinumbrist.) Lahendu-
sed vt lk. 140.

I. Korval oleval joonisel on kuju-
tatud kaks paberist konstruktsiooni,
milles molemad rdngad on sama
pikkusega ning ihelaiused. Teine
konstruktsioon erineb esimesest vaid
selle poolest, et iihel rongal on pool
keerdu sees. Kui esimene konstrukt-
sioon piki punktiirjoont katki 1Gigata,
siis osutub tulemuseks joonist iimbrit-
sev ruut. Mis me saame teise konst-
ru}(ts{ooni analoogllisel katkildikami- i
sel? i

z i9

i__‘




GEOMEETRILISEST MEETODIST .DIOFANTILISES
ANALUUSIS!

U. Kaljulaid
1. ALGEBRALISTE KOVERATE KLASSIFIKATSIOON

Opilane: «Ma ei saa fleist pdris
. hdsti aru.»

Mefistofeles: «See liheb teil vars-
ti tunduvalt paremini, kui opite koike
redutseerima ja klassifitseerima, nagu
peab.»

Goethe «Fausts.

8. Algebralise kovera liik. Olgu antud mingi taandumatu
algebraline kover I'. Kovera iga punktiga P; =TI me sidusime
naturaalarvu ri > 1 (vt. punkt 6), selle punkti kordsuse. Kui
kovera I' jark on n, siis nagime, et kehtib vorratus

2 (ri—ri<(n—1)(n—2).

P,-el"

Iga algebralise k6veraga on seotud teatav mittenegatiivne
tdisarv g — kovera liik e. Zanr, mille lihtsamail juhtudel voime
leida valemist?

2 ri(ri— 1)
_(n=N(m=2 Fsr
£= 5 2

Eespool nédgime, et juhul K= C on iga projektiivse algebra-
lise koveraga seotud kompaktne Riemanni pind. Iga selline pind
on aga topoloogiliselt samavidrne «sangadega sfddriga» ja seega
méédrab sellise pinna topoloogilise ehituse ainus tdisarvuline in-
variant — «sangade arvs, s. o. pinna liik e. Zanr. Algebralise
kovera liik erijubul K= C (s. o. kui kovera defineerimiskorpu-
seks on kompleksarvude vald C) polegi midagi muud kui talle
vastava Riemanni pinna liik.3

L ! Artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, XIV, 1k 22.-30 ja XV,
lk. 3—13.

? Iga projektiivse algebralise kdvera saab biratsionaalse teisendusega viia
tasandiliseks koveraks, mille]l on vaid tavalised 2-kordsed isedrasused (ilma
kordsete puutuiateta neis punktides), ja kuna liik g on biratsionaalne invariant,
siis on antud arvutusvalem universaalne (sest me saame igas biratsionaalse
ekvivalentsi klassis mingi kovera liigi g leida selle valemi jargi).

30. Lumiste. Riemann topoloogia ja iildise kdvera ruumi geomeetrm
loojana. — Matemaatika ja kaasaeg, XI, lk. 65—76.
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Kui vaatleme algebralisi koveraid iile arvude korpuste, siis
ei madra kovera liik mitte ainult koigi algebraliste punktide
hulga struktuuri koveral, vaid mairab suuresti ka tema Q-punk-
tide ja z-punktide hulga struktuuri (vt. edaspidi Mordell-Weyli
teoreemi). Diofantiliste iilesannete seisukohalt on seepédrast tdhe-
lepanuvdidrt asjaolu, et kovera liik g osutub biratsionaalseks
invariandiks, olles vordne samasse biratsionaalsuse klassi kuu-
luvail koverail. See annab voimaluse koverate klassifikatsiooniks
ja seega ka vastavate diofantiliste iilesannete klassifikatsiooniks.

9. Klassifikatsioonist. Koveraid liiki g =0 nimetame ratsio-
naalseiks. Et ilma isedraste punktideta n-jarku tasandilise kovera
litk g leitakse valemist

siis nédeme, et esimest jarku koverad (s. o. sirged) ja teist jarku
koverad on ratsionaalsed. Teiselt poolt — D. Hilbert ja A. Hur-
witz nditasid 1890. aastal, et iga ratsionaalne kdver on isomorfne
tasandilise teist jarku koveraga apxo® + a1x;® - ao.x,?2 = 0. Vastav
isomorfism saavutatakse muuiujate biratsionaalse asendusega,
kusjuures seda asendust médravad kordajad kuuluvad selle
kovera defmeerlmlskorpusesse K. Lihemalt tutvume sellxste kove-
ratega jargmises punktis.

Koveraid liiki g = 1 nimetatakse elliptilisteks koverateks; nad
on biratsionaalselt ekvivalentsed ilma isedraste punktideta kuup-
koveratega. Me ndeme siit4, et kui elliptilisel koveral on ratsio-
naalpunkt, siis on ta biratsionaalselt ekvivalentne koveraga,
mille vorrandiks on y? = x® 4+ Ax 4- B. Oma nimetuse on ellipti-
lised koverad saanud sellest, et juhul K= C on neid véimalik
efliptiliste funktsioonidega parametriseerida.’

Pohikorpuse K= C korral vastab elliptilisele koverale kom-
paktne Riemanni pind liiki g==1, s. o. rongaspind e. toor. Et
rongaspind topoloogiliselt on kahe ringjoone otsekorrutis, siis
saab temal defineerida kommutatiivse kompaktse Lie’ riilhma
struktuuri. Kui elliptilisel koveral on ratsionaalpunkt, siis saab
selle punkti vastaval Riemanni pinnal votta sellise Lie’ rithma
struktuuri nullelemendiks, mille kompositsioon avaldub algebra-
liste funktsioonidena punktide koordinaatidest. Kompaktne kom-
pleksne Lie’ riithm, mis on samal ajal ka algebraline muutkond
ja mille kompositsioon antakse algebraliste funktsioonidega, kan-
nab Abeli muutkonna nime. Seega: kui elliptilisel koveral leidub
ratsiongalpunkt, siis on see kover ithedimensionaalne Abeli muut-
kond. Rea fundamentaalsete tulemuste pohjal joudis A. Weyl

4 Vi teoreemi punktist 7. (Matemaatika ja kaasacg, XV).

5 Vi, A, KapTaH 3aeMmedTapHasl TeOpHS 2HaJNTHUECKHX GYHKUOHH OJAHOrO
U HEeCKOJLKHX KOMMJCKCHMX nepemennuix. M. 1963, 1k. 261,
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arvamusele, et iga edusamm elliptiliste koverate valdkonnas {oob
kaasa suure edasimineku f{ildiste Abeli muutkondade teoorias.
Seepirast on selge, miks sellele koverate klassile omistatakse
algebralises geomeetrias kodige rohkem tdhelepanu.

Koveraid, mille lilk g>1, nimetame mitteelliptilisteks ®.
Kiesoleva sajandi algul piistitati diofantilises geomeetrias hiipo-
tees: mitteelliptilistel koveratel on iile arvude korpuste vaid 16plik
arv ratsionaalpunkte. Vaatamata paljude matemaatikute joupin-
gutustele pole vastavat teoreemi siiani oOnnestunud toestada.
J. I. Manin niitas, et selle kiisimuse lahendamisele taandub ka
iildistatud Mordelli hiipoteesi toestus.” Lihem tutvumine selliste
koveratega pole siin voimalik, sest see valdkond on seni {ipris
raskesti uuritav ja siin puudub rahuldav teooria.

10. Ratsionaalsed koverad. Koveraid, mille liik g =0, nime-
tasime ratsionaalseiks. Et n-jarku kovera I' liik avaldub valemiga
2 ri(ri—1)
. (n——l)(n—2) P«El‘
g —_— '2*_ = 2 T T

siis on n-jarku kovera ratsionaalsuse kriteeriumiks vordus

2 I'i(l'i»— ])’:(ﬂ—- l)'(n—2)
Pierl

Lihtsaimaks koveraks on sirge y = 1. Ratsionaalfunktsioonide
korpuseks sellel koveral on korpus K(x, )= K(x). Eelmises punk-
tis me nagime, et sirged on ratsionaalsed koverad. See annab
meile otsekohe jdrgmise ratsionaalsuse tarviliku tingimuse.

Et mingi Lkover ratsionaalfunktsioonide korpusega K(x,y)
oleks ratsionaalne, peab leiduma selline funktsioon @ & K(x,y).
mille kaudu x ja y avalduvad ratsionaalselt iile korpuse® K.

Et illustreerida selle tingimuse rakendamist, toestame, et
komplekssel projektiivsel tasandil P, (C) on kover

xo’/s + xl’ls + Xy =10 (l)
ratsionaalne.

6 Nilteks on koverad p(x)y?-+¢q(x) =0, kus degp(x) = g, deggq(x) ==

g +2 ja vorrandil p(x)-q(x) =0 pole kordseid lahendeid. Selline kover
on (g-+2)-jirku ja tema ainsa isedrase punkti kordsus on g. Seepirasi
punktis 8 toodud valemi kohaselt

) 2—1 2—2
(kdvera liik) = €+ ) e+ ) —
2

glg—1) g+l gle—-1

2 2 2
7 Vt. ka Matemaatika ja kaasaeg, XIV, lk. 108—110.
8 See tingimus osutub ka piisavaks.
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Selleks margime, et vadrtustus xo =i, x; = sinde, X2 = cos’a

] —
rahuldab vorrandit (1). Vottes ¢=tg3 =-————- lciame
1 2 2 l—cosea L 2 y _
+ = = 1, millest
N T il — )
sing = —op—, cosa = -"——".
: . (1423 - . B(1—)3
Leiame, et xo =1, x; = =g
seega voime votita
cxg=—8E, cxi=i(l - £)%, cr= (1), )

kus 0% c= C.
. 3¢
Teiselt poolt, kuna —icxy 4 cxp = 2 4 6t ja 64 — e (883) =

3t
=7 (cxo), saame

. 4i(x1) 4()62) 8i (x, JCz) .
3 3\ % +3 0 3CEC % 1) ceC. (3)

Seosed (2) ja (3) lubavad rakendada toodud ratsionaalsuse-
tingimust, millest ndeme, et kover (1) on ratsionaalne.

Anname niiiid vastuse punktis 4 esitatud kiisimusele ruutko-
verate puhul.

Teoreem. Kui teist jarku koveral on ratsionaalpunkt, siis on
tal selliseid punkte (lopmatu korpuse K korral) lopmata palju.

Olgu meil antud teist jarku kover I' vorrandiga f(x,y) =0
ning olgu tal ratsionaalpunkt Q = (x,, yo) = I'. Vaatleme sirgeid
1dbi selle punkti:

X —Xg =t(Y — Yo)-

Leiame kdovera I' loikepunktid sellise sirgega. Selleks on meil
vaja lahendada jdrgmine ruutvorrand y suhtes:

f(*o+t(y —uo), y) =0.

Selle vorrandi iiks lahend y==y, on aga meile teada. Teine
lahend y avaldub Viéta valemite pohjal yo ja ruutpoliinoomi f
kordajate kaudu, s. o. ta avaldub ratsionaalselt x,, £, yo ja kor-
puse K elementide kaudu. Teiste sonadega, et xo, yo = K, siis y
avaldub ratsionaalselt ¢ kaudu. Siis aga x==xo-}+ {(y —yo) aval-
dub samuti ratsionaalselt ¢ kaudu. Toodud arutlused niitavad, et
punkti Q ldbivate «ratsionaalsetes sirgete (f{ = K) 16ikepunktid
koveraga I' osutuvad ratsionaalpunktideks. Teoreem on toestatud.

Kui K= Q, siis on ratsionaalpunkti olemasolu teist jarku
koveral kontrollitav efektiivse arvutusprotsessiga (selle annab
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Minkowski-Hasse teoreem). Seega on ruutkoverate aritmeetika
kiisimus lahendatud.

11. Elliptilised koverad. Tutvume algul elliptiliste koverate
biratsionaalse klassifikatsiooniga.

Kui pohikorpus K on algebraliselt kinnine, siis on iga ellipti-
line kover iile K biratsionaalselt ekvivalentne koveraga nn,
«Weierstrassi normaalkujul»:

yr=x3-ax-+{ 0, a,be K

Kaks koverat selliste vorranditega on omakorda biratsionaalselt
ekvivalentsed parajasti siis, kui tihtivad nende absoluutsed inva-

riandid j, kusjuures absoluutne invariant j leitakse valemist
. 4a® .
=3
Juhul kui pohikorpus K pole algebraliselt kinnine, noduab
klassifikatsioon keerulise tehnilise aparaadi kasutamist. Kui ellip-

tilisel koveral I' leidub K-ratsionaalne punkt?®, siis saame tema
ratsionaalpunktide hulgale. mida me tdhistame G(I', K)=G,

ek

f-p=-0

Joonis 9. Joonis 10.

seada vastavusse aditiivse Abeli rithma struktuuri nullelemendiga
punktis O. Teeme seda jargnevalt (vt. joonis 9). Riihma G nulliks
loeme punkti O. Antud punkti P vastandpunktiks loeme punkte O
ja P ladbiva sirge ning kovera I’ kolmandat 16ikepunkti — P.
Olgu niiiid koveral antud kaks ratsionaalpunkti P, ja P, (vt
joon. 10). Paneme ldbi nende punktide 16ikaja ning leiame saadud
kolmanda 1oikepunkti Q jaoks vastandpunkti —@Q. Defineerime

9 Juhul kui K on Ioplik korpus, on selline punkt alati olemas (F. K.

Schmidti teoreem). Uldjuhul voib sellise punkti olemasolu kiisimus osutuda
kiillalt tosiseks iilesandeks.
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Q= Py4- Py Kui Py = P,, siis votame loikaja asemel kovera
I puutuja punktis P, = P,. On voimalik toestada, et sel viisil
defineeritud punktide liitmise suhtes moodustab ratsionaalpunk-
tide hulk G== G(I', K) aditiivse Abeli rithma.!® See rithm osutub
biratsionaalseks invariandiks, s. t. iihte biratsionaalsuse klassi
kuuluvate elliptiliste koverate ratsionaalpunktide riihmad on iso-
morfsed. See asjaolu voimaldab meil anda rithmast G hoopis
parema ettekujutuse. Toepoolest, et rithm G(I’, K) on biratsio-
naalne invariant, siis lubab kdesoleva punkti algul toodud tule-
mus meil elliptilise kovera I asendada koveraga 77 normaalkujul:

I oy?r=x®--ax - b.
Minnes iile homogeenseile koordinaatidele =% =y

00 =(0,0, 1) saame kovera [ vorrandiks
Lo =&+ a- && 1 béo®.

limselt co & I”. Loeme oo = 0, s. o. lopmatusepunkii oo votame
rithma G (I, K) nullelemendiks. Et G(I”, K)= G (I, K) (riihmad
on isomorfsed), siis saame rithma G(I, K) jaoks jiargmised
struktuurivalemid.

Kui P=(x,y), siis —P =(x, —y).
Kui P1=(X1.y1) ja Py=(xy,45), siis Py + Py= P3==(x3, Y3) =

(e (BB BT )

X3 — Xo X4

Vaatleme elliptilisi koveraid iile ratsionaalarvude korpuse, s. t.
erijuhtu K= Q. H. Poincaré piistitas 1901. a. hiipoteesi, et sellel
rithmal on I16plik arv moodustajaid. Viide leidis kinnitust —
1922, a. andis L. J. Mordell sellele toestuse. Kuus aastat hiljem
onnestus A. Weylil seda teoreemi iildistada juhule, kus korpuseks
on suvaline algebraliste arvude korpus.!' Sellel teoreemil, mida
nimetatakse Mordell-Weyli teoreemiks, on rida tdhtsaid raken-
dusi diofantilises geomeetrias. Talle on leitud mitmeid toestusi,
kuid koik nad on mitteefektiivsed, s. o. annavad vaid rithma G

1 Hulgal G voib defineerida binaarse algebralise operatsiooni «O» vale-
miga P, OP;=1Q. See kompositsioon pole assotsiatiivne, kuid rahuldab-
samasusi

P,OP;=P,OP, ja PO (PO Py)=P,
R. H. Bruck ja V. D. Beloussov nimetavad seda siisteemi 7S-kvaasiriih-
maks. See algebraline objekt voimaldas hiljuti J. I. Maninil realiseerida huvi-
tava geomeetrilise idee ja leida olulise iildistuse klassikalise diofantilise geo-
meetria vastavatele tulemustele. Vi. art. 10. H. Mauun. Kybuuyeckue runep-
nosepxnocty 1, Mas. AH CCCP (cep. Mart.), T. 32, Ne 6, 1968.

. ja analoogiline teoreem tdestada ka mitmemdotmeliste Abeli muut-
kondade jaoks.
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moodustajate arvu jaoks mingi illemise tokke ega anna mee-

todit moodustajate tegelikuks leidmiseks. Seepirast jadb enami-

kul juhtudel riihma G(I', K) ehitus meile teadmata. Siiski, rithma

G(I', Q) Ioplikku jirku elementide (s. o. punktide P,nP =0,

n e Z) leidmiseks andis T. Nagell 1935. aastal jargmise meetodi.
Elliptiline kover I' tuleb esitada normaalkujul

y?= x* —Ax—B, A, BeZ.

Siis peavad kovera [I' loplikku jarku ratsionaalpunktidel (s. o:
16plikku jarku Q-punktid) olema tdisarvulised koordinaadid x ja
y; sealjuures, kas y?> =0 vGi y2 on arvu 442 — 27B? tiisarvuliseks
jagajaks.

Nagelli tulemus néditab, et koik l6plikku jdrku Q-punktid on
leitavad nende koikvéimalike viirtuste hulgast, mille maéaédrab
koordinaat y, kontrollides selle hulga kdik punktid. Inglise mate-
maatikud B. J. Birch ja H. P. F. Swinnerton-Dyer leidsid hiljuti
terve hulga suure toeviddrsusega hiipoteese elliptilise kovera
lopmatut jarku Q-punktide hulga ehituse kohta.!® Need hiipoteesid
pohinevad empiirilisel materjalil, mille saamiseks nad kasutasid
oluliselt elektronarvutite abi, sest vididete tdevédirsuse kontrolliks
tuli teha hulk suuremahulisi arvutusi.

Vaatamata esitatud materjali fragmentaarsusele julgeb autor
loota, et lugeja sai siiski moningat uut kinnitust Lagrange'i
sonadele:

«Kuni algebra ja geomeetria arenesid omaette, oli nende
edasiminek aeglane ja rakendused piiratud. Sobrunedes said nad
teineteiselt uut elujoudu ja liiguvad niifid hoopis kiiremalt eda-
sise tdiustumise suunas».

10Vt art. I1. Ceuuneprou-JIlaiiep Tunoresw Bapra u CBHHHEPTOH-
Hatiepa u runoresni Taiira, Matematrika 13: 5, 1969.

VIGURIGA ULESANDEID

2. Ringjoonele on punktist € tommatud kaks puutujat, mille 1digud CX ja
€Y on muidugi vordsed. Olgu nende 16ikude pikkused 10 iihikut (vt. joonis).
Ringjoonel on X ja Y vahel juhuslikult valitud punkt P, libi mille on see-
jdrel tommatud puutuja AB. Leida kolmnurga ABC {imbermdot.
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LIIGSETE KITSENDUSTEGA LINEAARSED
PLANEERIMISULESANDED

M. Pedak

Paljud praktikast périnevad planeerimisiilesanded taanduvad
nn. lineaarsetele planeerimisiilesannetele !, milles noutakse sihi-
funktsiooni

2= O0X —+ CoXg —= ... -} CnXxn (1y
maksimiseerimist kitsendustel
agn X —%—amx‘g 'I" e + An1Xn < b],
an Xy -+ @yXy ... = @naxn < by, @)
amlxl—{— AmoXy —i“ c "\L AmnXn < bm,
ja
X1>=0,%x>=0..., x,=0. (3)

Kitsendusi (2) ja (3) rahuldavaid vektoreid (x;, Xz, ..., Xn)
nimetatakse planeerimisiilesande lubatavateks lahendi-
teks, koigi niisuguste vektorite hulka aga lubatavate lahendite
piirkonnaks (voi lihtsalt lubatavaks piirkonnaks).

Planeerimisiilesande formuleerimisel voetakse mudelisse sageli
palju kitsendusi. Moned nendest kitsendustest vdivad aga osu-
tuda mittevajalikeks ja nende mudelisse votmine suurendab
asjatult arvutusté6de mahtu iilesande lahendamisel. Seega oleks
lahenduskdigu lihtsustamiseks moistlik kbdigepealt korvaldada
liigsed kitsendused.

Liigseid kitsendusi on pohimotteliselt kahte tiiiipi. Esiteks
voib juhtuda, et moni kitsendus tegelikult ei kitsendagi lubata-
vate lahendite piirkonda, s. t. selle kitsenduse é&rajdtmisel ei
muutu lubatav piirkond. Selliseid kitsendusi nimetatakse tri-
viaalseteks. Teiseks voib illesandes esineda kitsendusi, mis
kiill kitsendavad lubatavat piirkonda, kuid ei muuda optimaalset
lahendit. Molemat tiiiipi liigsete kitsenduste &ratundmiseks on
esitatud mitmeid nii tdpseid kui ka ligikaudseid meetodeid, kuid
kahjuks osutub enamus neist {isna t6omahukaiks.

I Vi ndit. U, Kaasik. Lineaarsed planeerimisiilesanded. — Matemaatika
ja kaasaeg, II, lk. 31—-46 voi raamatut U. Kaasik Matemaatiline planeeri-
mine. Tallinn, 1967.
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Kui liigsete Kkitsenduste korvaldamiseks kasulatakse mingit
ligikaudset meetodit ja on leitud viiksema kitsendustie arvuga
iillesande optimaalne lahend, siis tuleb veel kontrollida, kas iiles-
andest korvaldatud kitsendused on rahuldatud. Jaataval juhul
osutub saadud lahend ka ldhteiilesande optimaalseks lahendiks,
eitaval juhul tuleb aga vastav kitsendus iilesandesse tagasi tuua
ja lahendamist uuesti alustada.

Planeerimisiilesannete mootmete vihendamise meetodeid saab
ithendada ka nende iilesannete pohilise lahendusmeetodiga —
simpleksmeetodiga.! See voib toimuda niditeks nii, et pidrast iga
51mplekssammu kontrollitakse Kkitsendusi ja kui mdni neist osutub
liigseks, siis korvaldatakse ta iilesandest.

Jirgnevas kirjeldame iihte tipset meetodit (Booti meetod) ja
ihte ligikaudset meetodit (Radzikowski meetod) liigsete kitsen-
duste korvaldamiseks.

Triviaalsed kitsendused
Téahistame vektorid

X= (X1, Xg, ..., Xn), C=(Cy, Cy ..., Cn),
ai = (A, Az, ..., Qin), b=(by, by, ..., bm)
ja vektorite skalaarkorrutise -
CX = C Xy -+ CoXy -1 .. - CpXp.

Siis voime sihifunktsiooni (1), kitsendused (2) ning mittenega-
tiivsuse nouded (3) kirjutada kujul
2 = (X, ¢

Ilmselt osutub planeerimisiilesande kitsendus liigseks siis,
kui koigi iilejadnud kitsenduste tdidetuse korral on see kitsendus
ammugi tdidetud. Seda mdtet saab formuleerida jargmise defmlt-
sioonina.

Kitsendust

lllx bl (4)
nimetatakse triviaalseks, kui iga x = 0, mis rahuldab iilesande
iilejadnud kitsendusi

a;x < bi (

rahuldab ka kitsendust (4).

Kitsenduste triviaalsust on lihtne selgitada, kui tundmatute
arv n=2 ning lubatava piirkonna esitamisel kasutada graa-
filist meetodit2 Olgu néiteks lubatavate lahendite piirkon-
naks joonisel 1 viirutatud piirkond. Siis on mittetriviaalseteks
kitsendusteks kitsendused 1 ja 4, triviaalseteks osutuvad aga kit-

I\D

, M), (5)

2 Vi ndit. P. Hanko jt. Tidiendavaid teemasid koolimatemaatikale. Tal-
linn, 1967, 1k. 58—132.
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sendused 2 ja 3, sest nende drajdtmine ei muuda lubatavate
lahendite piirkonda.

Triviaalsete kitsenduste kindlakstegemisel saab kasutada
jargmist tulemust.

Lemma 1. Kitsendus (4) on triviaalne parajasti siis, kui ei

leidu iihtki vektorit x = 0 nii, et kehtiksid vorratused
qmx > by ja aix < b; (i=2, ..., m). (6)

Lemma téestus on piris. lihtne. Oletame, et kitsendus (4) on triviaalne.
Siis rahuldab vorrandisiisteemi (5) iga mittenegatiivne lahend x ka vbrratust
(4) ning seega ei rahulda vorratust a,x > b,. Jirelikult puuduvad védrratuste
siisteemil (6) mittenegatiivsed lahendid.

Vastupidi, kui sdsteemil (6) puuduvad mittenegatiivsed lahendid, siis
rahuldab vorratuste siisteemi (5) iga mittcnegatiivne lahend ka vorratust (4),
mistottu kitsendus (4) osutub triviaalseks. Sellega on lemma toestatud.

AN\

N 2\

Joonis 1.

Mirgime kahte {isna ilmset triviaalsete kitsenduste juhtu,
mida saab vaadelda ka kui jdreldusi dsja toestatud lemmast.

1) Kahest ekvivalentsest kitsendusest ® on iiks alati triviaalne.

2) Kitsendus (4) on alati triviaalne, kui vorratuste siisteemil
(5) puuduvad mittenegatiivsed lahendid (siis puuduvad mitte-
negatiivsed lahendid ka siisteemil (6)). Sellisel juhul pole pla-
neerimisiilesandel lubatavaid lahendeid.

Lemma tingimusi voib formuleerida ka veidi teisiti. Nimelt:
vorratuste siisteemil (6) puuduvad mittenegatiivsed lahendid
parajasti siis, kui siisteemil

111XI=b1-|—e, aix < b; (i'=2,3,...,m)

pole mittenegatiivseid lahendeid mitte {ihegi positiivse ¢ korral.
Kitsendus (4) osutub aga triviaalseks ka siis, kui viimasel siis-
teemil puuduvad mittenegatiivsed lahendid ainult koigi kiillalt
viikeste positiivsete suuruste ¢ korral.

3 Kitsendusi nimetatakse ekvivalentseteks, kui neile vastavate
lahendite hulgad iihtivad.
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Votame kasutusele tédhistuse
bl+ == bl _]_ €,
kus ¢ on mistahes kiillalt vdike positiivne suurus. J. C. G. Boot
on toestanud jargmise teoreemi.*
Teoreem 1. Kitsendus (4) on triviaalne parajasti siis, kui ef
leidu {ihtki vektorit x = 0 nii, et kehtiksid vorratused

ax="bt, ax<<b; (=2, ..., m}. (7)

Triviaalsete kitsenduste korvaldamine Booti meetodil

Vaatleme planeerimisiilesannet (1)—(3). Juhul kuj vorratuste
siisteemil (5) pole mittenegatiivseid lahendeid, siis puuduvad
vaadeldaval planeerimisiilesandel lubatavad ja seega ka opti-
maalsed lahendid. Seetottu jirgnevas eeldame, et vorratustel (5)
on mittenegatiivseid lahendeid. Piiliame selgitada, kas kitsendus
(4) on triviaalne.

Et vektori a; kdoik koordinaadid pole nullid (muidu poleks
kitsendusel (4) mdétet), siis voib iildsust kitsendamata oletada,
et a;; %= 0 (selle saavutamiseks voib vajaduse korral muutujaid.
x; imber nummerdada). Siis saab vorrandist a,x= b;* ehk

anXy -+ QXs + ... + QaXn = by
avaldada otsitava x;:

1
Xy = —a— [b1+ —(012)62 + [ + amxn) ]
11
Elimineerides suuruse x,'selle seose abil vorratustest (7), saame
au

— (b1+ - Ea“)ﬁ + z’auxj

Kui ai; > 0 siis vdib selle vorratuse teisendada kujule

disxy + "l" d-mxn << ¢4 ('— =2, , m), (8‘1
kus
N au ay; | C__jan bt
dij = lan az; o’ b = an b;

Suuruse x;, mittenegatiivsuse noude
anx;=bit —(apxs+ ...+ a1axn) =0
saab niilid esitada kujul
Q19X2 + . + QinXa << bl+- (9)

Teoreemist 1 jdreldub jédrgmine triviaalsuse kriteerium.

Teoreem 2. Olgu a,, > 0. Siis on kitsendus (4) f{riviaalne
parajasti siis, kui vorratuste siisteemil (8)—(9) pole mittenega-
tiivseid lahendeid.

Mirkus. Selle teoreemi saab kergesti sonastada ka juhu
an <0 jaoks, asendades vaid tingimustes (8)—(9) vorratuse
méirgid vastupidistega.

4+ Vi. J. C. G. Boot. On Trivial and Binding Constraints in Programming:
Problem. -— Management Science, 1962, vol. 8, No. 4.
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Siisteemi (8)—(9) koostamine on suhteliselt lihtne: tuleb
arvutada n(m — 1) teist jirku determinanti. Selle siisteemi lahen-
duvuse uurimisel voib kasutada jargmisi teoreeme.® Nende teo-
reemide sonastamisel kasutame vektoreid

Xx=(xX, %2, ..., Xn), Y=Yz ---, Ym),
c=(C,Cs ..., Cm)
ja maatrikseid

dl[ d]2 PR dln d[[ d2[ PR dml
D=(d21 do ... dzn), D,:(d..2 s d,‘,,z)
dml dmz cee dmn‘ din d2n e dmn )
{teine maatriks on saadud esimesest transponeerimise, s. t. ridade
ja veergude iimbervahetamise teel), mis voimaldab néiteks siis-

teemi
duxy 4 digs + ... +dinxn < ¢; (i=1, 2, ..., m)
tihidalt kirjutada kujul
Dx << c.
Teoreem 3. Kahest vérratuste siisteemist
Dx<<e, x=0
ning
Dy=0, cy <0, y=0

on tks ja ainult iks lahenduv.

Teoreem 4. Kahest siisteemist

Dx<lec, x=0
ning
Dy=0, cy <0, y=0
on iiks ja ainult iks lahenduv.

Eriti lihtne on vorratuste siisteemi "lahenduvust selgitada
jargmiste jdrelduste abil neist teoreemidest (muide, nende véi-
dete oigsuses pole raske ka vahetult veenduda).

Jareldus 1. Kui ¢ = 0, siis siisteemil

Dx<<c, x=0
leidub lahend.

Toepoolest, juhul ¢ = 0 ei leidu vektorit ¥ = 0, nii et oleks
cy << 0; mistottu sonastatud vdide jareldub teoreemist 3.

Jareldus 2. Kui maatriksi D mingi veeru kbik elemendid on
negatiivsed, siis siisteemil

Dx<e, x=0
leidub lahend.

Toepoolest, seoseid D’y =0 rahuldab siis ainult y =0, mis-
tottu siisteemil

D'y=0, cy<<0, y=0
puudub lahend.

6 Nende teoreemide toestused voib leida raamatust J. C. G. Boot.
Quadratic Programming. Amsterdam, 1964.
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Vaatleme arvulist ndidet. Olgu planeerimisiilesande kitsendu-
sed antud kujul
Xy 4 X 4 x5+ X, < 5/3,
5x; + 10x3 < 2,
4xy + 5x, << 3,
X =0 (i'z'],...,4).

Uheks lubatavaks lahendiks on x= 0. Et rakendada triviaal-
suse kriteeriumi, koostame siisteemi (8)—(9):

—Biy - 5y — 5x, < — (19/3),
4% 54 <3,
o xab x, < (5/3)7, (10)
>0, x>0 x=0.

Vastavalt teoreemlle 3 on lahend kas siisteemil (]0) v01 sustee
mil: L

—5y1 4y + ys =
5y +ys = 0,
—bY1 + 5Y2 + Y3 = 0, (1)
—(19/3)tys - 3y2 - (5/3)tys < 0,
m=>0 (k1,2 3).

Lihtne on kontrollida, et vektor y=(1,1,1) rahuldab seoseid
(11}). Jarelikult puudub siisteemil (10) lahend, mistottu teoreemi
2 pdhjal on esimene kitsendus triviaalne. Et ta ei kitsenda luba-
tavate lahendite piirkonda, siis voib selle kitsenduse iildse iiles-
andest valja jatta.

Kontrollime ka teist kitsendust. Et juba esimese tingimuse
jatsime iilesandest vélja, siis avalduvad vorratused (8)—(9)
kujul:

20x, -+ 25%, << 15,
]0X3 < 2+,
X3=0 %3=20, x; = 0.

Siin on koik vabaliikmed positiivsed ja seega on jirelduse 1 poh-
jal teine kitsendus mittetriviaalne.
Kolmanda kitsenduse kontrollimisel saame siisteemi

20x; -+ 40x; < 8,
5x4 < 3+:
=0 x=0 x=0,

kust jallegi analooglhselt eelmise ]uhuga jareldub kitsenduse
mittetriviaalsus.

Kirjeldatud meetod triviaalsete kitsenduste leidmiseks kan-
nabki Booti meetodi nime. Meetod nouab kiillaltki suurt
arvutust6od, eriti siis, kui ei saa kasutada teoreemidest 3 ja 4
tehtud ]areldu51 Seega pole Booti meetod triviaalsete kltsenduste
praktiliseks leidmiseks eriti mugav.

32



3 Radzikowski meetod

Uheks efektiivsemaks meetodiks planeerimisiilesande dimen-
sioonide vdhendamiseks on Radzikowski meetod.f Sece
meetod on vahetult rakendatav vaid siis, kui kitsendustes koik
ai; == 0 ja b; > 0. Jirgnevas oletame, et need nouded on rahul-
datud. (Kui moned kitsendused ei rahulda noudeid, voib meetodi
rakendamisel vastavad kitsendused korvale jitta ning péarast
iilesande vdhendamist uuesti lisada.)

Radzikowski meetod jdtab kitsendustest alles ainult tugevaima
tokke iga muutuja x; jaoks ja iihe kitsenduse, mis on tugevaim
toke koigi muutujate x; jaoks. Vastavate kitsenduste leidmiseks
toimime jargmiselt.

Jagades iga kitsenduse (2) vabaliikmega b;, saame need tei-
sendada kujule

d“x]—l—.dmxg—’— I —'—dian < 1 (l=l, 2, ey m),
kus
a :
dij —— —B?-- .
Et koik di; = 0 ja x; = 0, siis
dijx; <1 ehk x;<< ! .
dij

Vastavalt sellele leitakse iga j korral
dvjj == m;ax dij,

millest ndhtub, et kitsendus indeksiga v; annab minimaalse tékke
muutujale x;j.
Edasi arvutatakse suurused
n
e; = Z‘;dij
J=
nende kitsenduste jaoks, milles esineb rohkem kui iiks tundmatu
ning leitakse
Cyp — lTl.aX €;.
Kitsendus indeksiga w annab tugevaima tokke koigile muutujaile.
Radzikowski meetodi korral moodustatakse ldhteiilesandest
uus vdiksem planeerimisiilesanne, sdilitades ainult kitsendused,
mille indeks i = v; v0i i = w. J44b jirele iilesanne, milles on fili-
malt n-4 1 kitsendust, sest moned indeksid v; ja w voivad ka
iihtida. Vahendatud iilesande optimaalne lahend aga iildiselt
enam ei iihti ldhteiilesande optimaalse lahendiga, sest koos liig-
sete kitsendustega voivad korvale jddda ka olulised.

6 vt. ndit. H. J. Tischer. Erfahryngen mit der Auswendung eines
Niherungsfahrens zur Reduzierung des Ausmasse linearer Optimierungsauf-
gaben. Wirtschaftswissenschaft, 1966, Nr. 9, 1520—1530.
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Pirast vidhendatud iilesande optimaalse lahendi leidmist tuleb
kontrollida, kas iilesandest viljajdetud kitsendused on tididetud.
Kui moéni neist osutub rikutuks, tuleb see lisada vdhendatud
itlesandele ja uuesti leida optimaalne lahend.

Niitena maksimiseerime z = x; -} x» kitsendustel

Xy -+ 5x; << 15,
2xy + 5x, << 20,
5x; - 9x, << 45,
Xy < 7,
) X < 4,
X1 > O, Xo > 0.
Esitame arvutused tabelina

I
i di) dis e;
i 0,07 0,33 0,40
2 0,10 . 0,25 0,35
3 ol i 020 0,31
2 o o | =
5 0 | 0,25 —

Tabelist leiame, et
max dil = d-ﬂ == Ovl4v
max d{2 = d12 == 0,33,
max e; = e, = 0,40,
s. t. vy =4, v=1, w=1,

X2

7

/ /

Joonis 2.

N

3////‘“

Vahendatud iilesandeks saame:
maksimiseerida 2= x, + x, kitsendustel
X1 + 5X2 < 15,
n<< 7,
=0 x= 0



Joonisel 2 on viirutatud lubatavate lahendite piirkond alg-
iilesande korral, joonisel 3 aga vdhendatud iilesande korral. Lahte-
tilesande optimaalne lahend vastab tipule B, vihendatud iiles-
ande optimaalne lahend aga tipule B’. Need optimaalsed lahendid
ei iihti, sest korvale jdeti ka olulised kitsendused 2 ja 3. Siiski
on vahendatud iilesande optimaalne lahend teatav (kuigi mitte-
lubatav) ldhend lahteiilesande optimaalsele lahendile. Seetottu
voime Radzikowski meetodit vaadelda kui ligikaudset meetodit
planeerimisiilesande lahendamiseks.

X,

Zopt 4

7 4

Joonis 3.

1

H. J. Tischer vididab,® et Radzikowski meetodit iilesande
vahendamiseks on kasutatud suure eduga praktilistes arvutustes.
Paljudes iilesannetes leiti, et meetod annab tdpse optimaalse
lahendi, real juhtudel aga ei osutunud kitsenduste rikkumine
oluliseks ning loobuti isegi rikutud kitsenduste lisamisest redut-
seeritud iilesandele ja uuest optimiseerimisest. Tdpseks on osu-
tunud meetod enamasti seal, kus esinevad moned viga tugevad
kitsendused. Meetodi rakendamisega on saavutatud iilesande
kitsenduste arvu vahendamine 60-—80% vorra.

VIGURIGA ULESANDEID

3. Vordkillgne kolinnurk ja korraparane kuusnurk on vordsete iimbermod-
tudega. Kuidas suhtuvad nende kujundite pindalad?

4. Arvude jadas
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 20, 22, 24, 31, 100, —, 16000, J1ItLL1E120E1111E
on iiks arv asendatud kriipsuga. Leida see puuduv arv, kui on teada, et ta
peab olema kirjutatud kolmendsiisteemis.

5. Korraparase hulktahuka masskese paikneb keskpunktis ja seetdottu on
niisugune hulktahukas iitkskoik millisele tahule asetatult stabiilses tasakaalus.
Lihtne on seevastu konstrueerida ebakorrapidraseid hulktahukaid, mis monele
tahule asetatult ei ole stabiilsed. Kas on vodimalik valmistada niisuguse korra-
paratu hulktahuka mudelit, mis on igale tahule asetatult ebastabiilne?
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TAISARVULISED PLANEERIMISULESANDED !

A. Leiten, M. Viitso

Majandustegevuse juhtimise matematiseerimise kdigus on tek-
kinud uus hoogsasti arenev matemaatikaharu — matemaatiline
planeerimine. Viimasel ajal aga kerkib praktikas jéarjest rohkem
probleeme (majanduse valdkonnas, sodjaasjanduses jm.), mis
taanduvad kiill matemaatilise planeerimise iilesannetele, kuid
milles lisaks tavalistele kitsendustele noutakse veel kas koigi
voi viahemalt monede tundmatute tdisarvulisust. Viimane noue
on enamasti tingitud iilesande tundmatute konkreetsest majan-
duslikust sisust. Kuigi esimesed uurimused selles valdkonnas
ilmusid vihem kui 15 aastat tagasi, v6ib kdesoleval ajal konelda
juba matemaatilise planeerimise iseseisvast harust — téisarvu-
lisest (ehk diskreetsest) planeerimisest.

Tédisarvulisuse noue iilesande tundmatutele piistitatakse ees-
katt sel juhul, kui tundmatud tdhendavad juba oma olemuse tottu
vaid tédisarvulises koguses esinevate objektide arvu. Jagamatute
objektidega on tegemist néditeks nn. laadimisiilesannete? puhul,
kus antud objektidest tuleb valida mingis mottes sobivaim (néi-
teks voimalikult suure maksumusega) laadung, eeldades mui-
dugi, et koiki olemasolevaid objekte pole voimalik laadida.
Samuti ei ole voimalik suunata mingile toéle 20,7 inimest, saata
veoste tegemiseks 1,1 autot voi lennuliinile 10,5 lennukit.

Suur hutk planeerimisega sectud probleeme taandub iiles-
annetele, milles on tegemist nn. Boole’i muutujatega, s .t. muu-
tujatega, mis voivad omandada ainult védirtusi 1 ja 0. Boole'i
muutujatega lineaarne planeerimisiilesanne tekib néiteks rind-
kaupmehe iilesande ® matemaatilise! sonastamisel. Mistahes kahe

! Kiesoleva iilevaate kirjutamisel on kasutatud artiklit: A. A. Kop-
6vTt, 0. 10 dunkenbmreitn JHcKpeTHble 3a7au¥ MaTeMaTHYECKOTO IL1a-
nuposanusa. Wrtorn Hayku. Teopust reposTHOCTei, MaTeMaTHdYecKas CTaTHCTHKA.
TeopeTtnueckan xubepnernka, 1966, 1k. 59—108.

2 Laadimisiilesannetest v&ib 1dhemalt lugeda artiklis: U. Kaasik,
E. Taimme. Laadimisiilesanded. — Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 64—72.

3 Ulesanne sonastatakse tavaliselt jdrgmiselt: rdndkaupmees, soites vilja
mingist punktist (linnast), peab kiilastama vahemalt dks kord igaiiht n -eri-
nevast punktist ja tulema ldhteounkti tagasi nii, et kogu libitud tee iildpikkus
oleks minimaalne (vt. Matemaatika ja kaasaeg, V, 1k. 48).
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linna i ja j puhul tdhendab tundmatu x;; vddrtus 1 sel juhul
seda, et rdndkaupmees liigub linnast i otse linna j, védartus 0
tdhendab aga niisuguse liikumistee puudumist.

Tuleb mérkida, et tédisarvulisi planeerimisiilesandeid ei saa
iildiselt lahendada sel teel, et «unustades» algul tundmatutele
piistitatud tdisarvulisuse noude lahendame iilesande matemaati-
lise planeerimise tavaliste lahendusmeetoditega ja seejdrel iimar-
dame saadud mittetdisarvulise optimaalse lahendi komponendid
lihemateks tdisarvudeks. Va&ib nimelt juhtuda, et selline lihtne
iimardamine annab mitte ainult optimaalsest kaugel asuva, vaid
isegi mittelubatava lahendi. Lahendades niiteks iilesande, milles
noutakse maksimiseerida sihifunktsioon

2= X —I—- 6x,
kitsendustel
—20 -+ x << 1,
X+ X, <113
simpleksmeetodil 4 voi lihtsalt graafilisel teel, saame optimaalseks
lahendiks '
x1=3%, Xy = 8.
Noudes niiiid tdiendavalt tundmatute x; ja x, tdisarvulisust, pote
eespool vaadeldud iilesande optimaalse lahendi Gimardamise teel
saadavad lahendid
X1=23, x—=8 Vvoi x1—4, x;,=28
iildse enam lubatavad lahendid, kuna iilesande kitsendused pole
kummalgi juhul rahuldatud. Lubatava tdisarvulise lahendi saa-
miseks peab seega muutma ka tundmatu x, viirtust.

Umardamise teel saadud tédisarvuline lahend on suhteliselt
kaugel tegelikust ootimumist néiteks jadrgmise {ilesande korral:
maksimiseerida sihifunktsioon

2= X, -} 6x,
kitsendustel

X —l— IQXQ < 24,

Xy < 2$
kusjuures x; ja x, peavad olema mittenegatiivsed tdisarvud.
Lahendades iilesande kasvdi graafiliselt (joonis 1), saame mitte-
tdisarvulise optimaalse lahendi
5
.
mis annab sihifunktsioonile vairtuse z=13. Selle iilesande opti-
maalne tdisarvuline lahend on aga

X1 —’_—“0, Xo = 2
sihifunktsiooni vairtusega z = 12.

x1=2. )C2=l

+ Simpleksmeetodi kirielduse, s»muti lineaarsete planeerimisiilesannetega
seotud . pohimdistete definitsioonid: vaib leida niiteks artiklis: O. Kaasik.
Lineaarsed planeermisiilesanded. — Matemaatika ja kaasaeg, II, lk. 31—46.
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Taisarvuliste planeerimisiilesannete  niisugune ligikaudne Ia-
hendamine annab vordlemisi rahuldavaid tulemusi. peamiselt vaid
siis, kui tundmatud voivad omandada. kiillalt suuri vdartusi. Kui
aga (teise darmusena) on tegemist hoopis Boole’i muutujatega:
iilesannetega, siis ei osutu selline lahendusmeetod peaaegu kunagi:
sobivaks. Seda koike arvestades ongi otstarbekas niisuguseid:
planeerimisiilesandeid, kus noutakse tundmatute taisarvulisust,.
vaadelda omaetle iilesannete klassina. Lahendi tdisarvulisuse:
noue muudab planeerimisiilesanded matemaatiliselt suhteliselt
raskesti kisitletavateks, sest tlilesande lahendiks voivad niiiid olla:
ainult kitsendustega mdairatud piirkonna tdisarvulised punktid:,
seega ei ole lubatavate lahendite hulk enam sidus ega kumer.

Meetodite liigitamisest .
w"'w}w

Lahenemisviisi poolest voib tdisarvuliste planeerimisiilesan--
nete lahendusmeetodid jaotada koime suurde rithma:

1) loigete meetodid;

2) kombinatoorsed meetodid;

3) ligikaudsed meetodid.
Et mittelineaarsetest iilesannetest on seni uuritud vaid moénin--
gaid erikujulisi tdisarvulisi planeerimisillesandeid, siis edaspidi--
ses vaatleme iiksnes tdisarvulisi lineaarseid planeerimisiilesan-
deid, mis iildkujul sonastatakse jargmiselt: maksimiseerida li-
neaarvorm

n
z2 = ZC;;X:; ‘])'
=t
kitsendustel
i’aiix_;gai(), i = |, L., my (2)
j=1
=20, j==1 ..., n 3y
x; on tdisarv iga je= T korral, (4)
kus T tahistab iilesande tundmatuid nummerdava indeksite hulga
N = {1, ..., n} teatavat etteantud alamhulka. Kui T=N (s. t.

taisarvulisust noutakse koigilt tundmatutelt x;), siis nimetatakse
iilesannet (1)—(4) pubttdisarvuliseks (ehk lihtsalt tdisarvuli-
seks); kui aga T == N, siis koneldakse osaliselt tdisarvulisest
iilesandest (s. t. taisarvulisust noutakse vaid osalt tundmatu-
test x;).

Loigete meetodite puhul kahandatakse tdiendavate
kitsenduste juurdetoomisega iilesande (1)— (3) lubatavate lahen-
dite hulka ilma taisarvulise iilesande (1)—(4) lubatavaid lahen-
deid korvale heitmata. Tidiendavaid kitsendusi lisatakse niikaua,
kuni filesande (1)—(3) optimaalne lahend osutub téisarvuliseks
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{kusjuures lisaks kitsendustele (2)—(3) arvestatakse ka tdienda-
vaid kitsendusi). Seega taandatakse iilesande (1)—(4) lahenda-
mine teatava hulga tavaliste lineaarsete planeerimisiilesannete
lahendamisele (mis juba toimub niiteks simpleksmeetodil).

Joonis 1.

Tdiendavad kitsendused on tavaliselt sellise omadusega, et
iillesande (1)—(3) (mittetdisarvuline) optimaalne lahend ei
rahulda, aga tdisarvulise iilesande (1)—(4) optimaaine lahend
rahuldab lisatavat kitsendust. Kui iilesande (1)—(3) optimaal-
seks lahendiks on vektor

X= (X1, ..., Xm, 0, ..., 0),

mille koik komponendid pole tdisarvud, siis voib tdiendavaks
kitsenduseks votta nditeks vorratuse

Xmat + Xmie + ... X0 = L (5)

Toéepoolest, seda kitsendust ei rahulda esitatud optimaalne lahend,
rahuldab aga mistahes tdisarvuline lahend. Geomeetriliselt tihen-
dab tidiendavate lineaarsete kitsenduste lisamine hiipertasandite
konstrueerimist, mis 16ikavad iilesande (1)—(3) lahendite hulk-
tahukast valja mingi osa, mis sisaldab optimaalse mittetdisarvu-
lise lahendi, ei sisalda aga iihtki selle hulktahuka tdisarvulist
punkti (seetottu saidki niisugused l0ikamise ideele toetuvad
meetodid 10igete meetodite nimetuse).

Loigete meetodite puhul tuleb kokku puutuda kahe problee-
miga: 1) universaalse reegli leidmine tdiendavate kitsenduste
saamiseks; 2) algoritmi 10plikkuse toestus. Ainult nende kahe
probleemi lahendamine viib universaalsele ja arvutuslikus mottes
realiseeritavale algoritmile. Esimesena tegi seda oma meetodite
puhul R. E. Gomory (1958. a.).
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Gomory tootas vilja kaks algoritmi puhttdisarvuliste lineaar-
sete planeerimisiilesanncte lahendamiseks. Gomory esimest algo-
ritmi vaatleme ldhemall allpool® Teises algoritmis teostatakse
arvutamise kaigus tehted ainult tdisarvudega, millega véldi-
takse iimardamisvigade kuhjumist. Peale selle esitas Gomory
veel meetodi osaliselt tdisarvuliste ilesannete lahendamiseks.
Oluline on markida, ct onnestus téestada koigi kolme algoritmi
1oplikkus (kolmanda algoritmi puhul tuleb eeldada veel, et ¢; =

=0 koigi je T puhul, s. t. sihifunktsioonis vodivad nullist eri-
neda vaid kordajad, mis vaslavad tdisarvulistele tundmatutele).
Mis puutub aga niiteks G. B. Danzigi poolt soovitatud kitsen-
duste (5) sissetoomisse, siis see algoritm on 16plik vaid {isna
kitsa tilesannete klassi puhul.®

Paljud autorid (G. T. Martin jt.) on esitanud Gomory mee-
todi modifikatsioone, mille tulemusena saadakse algoritmi suu-
rem koondumiskiirus. Loigetle meetodite ideid on edasi arenda-
tud mitmes suunas. Nii on esitatud algoritme Boole’i muu-
tujatega lineaarsete  planeerimisiilesannete lahendamiseks
(J. Finkel8tein), peale lineaarsete kitsenduste on tidiendavate
kitsendustena kasutatud «paraboolseid» kitsendusi kujul

ago— Lo(X) — by (Ly (X))2 — ... — ba(La(X))2 =0,

kus Ls(X) =asx, -+ ... -+ @snxn on lineaarselt soltumatud homo-
geensed lineaarvormid, s=20, 1, ..., & (V. C. Witzgall) jne.

Kombinatoorsetes meetodites kasutatakse suure-
mal voi vdhemal méiral iilesande lubatavate lahendite 1dbivaata-
mist kindlas jarjekorras mingi kindla eeskirja pohjal, mis voi-
maldab otsustada, millised punktidest voib edasisest vaatlusest
vilja jatta kui ilmselt mitteoptimaalsed, kuni joutakse optimaalse
lahendini (piltlikult 6eldes, analoogiliselt méngule «kiilm —
kuum — poletab»). Et lineaarsetel tdisarvulistel planeerimisiiles-
annetel on tavaliselt lubatavaid lahendeid iildse vaid Ioplik arv,
siis ilmselt ei saa niisugune lahendusprotsess olla 16pmatu. Konk-
reetse meetodi efektiivsus soltub seega kasutatava vilistamis-
eeskirja tohususest.

Esimestena esitasid sellist tiiiipi meetodi A. H. Land ja
A. G. Doig 1960. a. (selle meetodi tdpsema kirjelduse anname-
edaspidi). Lahedast ideed kasutasid J. D. C. Little, K. G. Murty,
D. W. Sweeney ja C. Karel, nimetades oma meetodit ka «harude
ja tokete» meetodiks. Boole'i muutujatega ii'esannete jaoks on
kombinatoorseid meetodeid esitanud R. Faure, Y. Malgrange,

5 Gomory esimese algoritmi kirjelduse voib leida ka U. Kaasiku
opikus «Matemaatiline planeerimine» (TIn. 1967).

8 Selle algoritmi teatava tdpsustuse toodtasid vidlja TRU matemaatikud.
V. Allsalu ja R. Mullari (vt Tpyaw BLL TI'Y Ne 14, lk. 46—59).
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A. le Garfi, E. Balas jt. Kombinatoorse iseloomuga on ka mee-
todid laadimisiilesannete lahendamiseks.

Kuigi kombinatoorsete meetodite loplikkust ja optimaalse
lahendini joudmist ei ole tavaliselt raske ndha, tuleb maérkida,
et sellised meetodid ,on suurema dimensiooniga iilesannete puhul
kiillaltki toomahukad.

Ligikaudsete meetodite teket stimuleerisid jirgmised
asjaolud: 1) olemasolevad tdpsed meetodid polnud kiillalt taius-
likud, mistottu suure dimensiooniga iilesannete lahendamine oli
seotud suurte raskustega; 2) sageli tuli lahendada kiireloomu-
lisi iilesandeid, mille jaoks ligikaudse lahendi suhteliselt kiire
leidmine oli tdhtsam kui tunduva ajakuluga seotud tdpne lahen-
damine.

S. Reiteri ja G. Shermani esitatud meetodi idee seisneb kahe
etapi korduvas rakendamises: 1) lubatava lahendi juhuslik valik;
2) saadud lubatava lahendi parandamine «lokaalse» optimumini.
Teistest uurimustest ligikaudsete meetodite vallas v6ib mainida
I. Pjatetski-Sapiro, V. Volkonski, S. Levina ja A. Pomanski esi-
tatud iteratiivset meetodit Boole’i muutujatega lineaarse planee-
rimisiilesande lahendamiseks. Ka nende meetodite tdpsema kir-
jelduse anname edaspidises.

Viimastel aastatel ilmunud uurimustest tuleb veel mérkida
R. A. Cook’i algoritmi. See toetub lineaarsete diofantiliste vorra-
tusesiisteemide 7 lahendusmeetodile, mis annab siisteemi mingi
lahendi voi nditab selle puudumist.

Jargnevalt kirjeldame tdpsemalt Gomory meetodit, Landi ja
Doigi meetodit, ligikaudseid meetodeid ning I6puks toome and-
meid meetodite realiseerimisest’ elektronarvutitel.

Gomory meetod

Vaatleme niilid ldhemalt Gomory meetodit puhttdisarvuliste
filesannete lahendamiseks. _
Olgu tarvis leida vorratusesiisteemi (2) mittenegatiivsete
taisarvuliste lahendite hulgast see, mis maksimiseerib funktsiooni
2=0qep + an(—x1) + ... + am(—xz), (6)
kusjuures eeldatakse, et nii vorratusesiisteemi kui ka sihifunkt-
siooni kordajad ning vabaliikmed on kbik tdisarvud (meetodi
praktilise rakendatavuse sfddri see eeldus ei ahenda, sest ldhte-
andmed maéiratakse ju ikka mingi etteantud tédpsusega ega saa
seega olla 16pmatud kiimnendmurrud). Samuti eeldatakse veel, et
siisteemi (1) vabaliikmed ai on koik positiivsed.

7 Diofantiliste vorratuste siisteemiks nimetatakse ratsionaalarvuliste kor-
dahiatega algebraliste vorratuste siisteemi, mille jaoks otsitakse tdisarvulisi
lahendeid.
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Lineaarses planeerimises tavalise votte abil — uute tdienda-

vate tundmatute juurdetoomisega — muudetakse vorratusesiis-
teem (2) vorrandisiisteemiks: '

Xnp1 = Qg - Qi (—x1) -+ ... 4 G (—xn)

Xpgy = Quy - A1 (—X1) + ... -} Qon(—%n) (7)

Xn4m = Qmg *{" aml(_xl) + +anzn(“‘xn)

Lisades sellele siisteemile vorrandi (6), saab vaadeldava pla-
neerimisiilesande sonastada jdrgmiselt: leida vorrandisiisteemi
(6)—(7) selline lahend, milles tundmatud x; (i=1, 2, ..., n+
-+m) on mittenegatiivsed tdisarvud ning z omandab maksi-
maalse voimaliku viddrtuse. Ulesande selline piistitus osutub
kasulikuks seetottu, et ta vdimaldab kohe vilja kirjutada iihe
lubatava erilahendi

Z2=0Qy, Xy==Xyp= ... 7 Xy == 0. Xnt1 =0aA10, ..., Xngm = Qmg.

Matemaatilises planeerimises nimetatakse tavaliselt tundma-
tuid Xu41, ..., Xnym baasi kuuluvaiks (ehk baasitundmatuiks)
ning tundmatuid x,, ..., x, baasi mittekuuluvaiks. Seejuures on
baasitundmatud ja =z vorranditega (7)—(6) avaldatud baasi
mittekuuluvate tundmatute lineaarkombinatsioonidena. Vastavate
kordajate maatriksi (simplekstabeli) voib anda kujul

1 —X; ... —Xn

Z | ap Qo ... Qn |
Xn41 Ay Qg ... Ap |
Xn+m Amo Qmi ... Amn '

Oeldakse, et simplekstabelil on lubatav kuju, kui maatriksi
esimese veeru koik elemendid on mittenegatiivsed, s. o. kui iga
i=1, ..., m puhul ay = 0. Kui maatriksi esimese rea koik ele-
mendid on mittenegatiivsed (iga j=1, ..., n korral ag; = 0),
siis Oeldakse, et simplekstabelil on duaalselt lubatav kuju. Kui
aga -simplekstabelil on samaaegselt nii lubatav kui ka duaalselt
lubatav kuju, siis deldakse, et tal on optimaalne kuju.

Gomory meetod pohineb simpleksmeetodi ja nn. duaalse simp-
leksmeetodi kasutamisel: optimaalse kuju leidmiseks rakenda-
takse simpleksmeetodit sel juhul, kui Ildhtetabelil on lubatav
kuju, ning duaalset simpleksmeetodit sel juhul, kui tabelil on
algul duaalselt lubatav kuju (duaalne simpleksmeetod® erineb
simpleksmeetodist tegelikult ainult juhtelemendi valiku reeglite
poolest, koik filejddnud operatsioonid on modlema meetodi korral
samad).

Ulesande (6)—{(7) lahendamine Gomory meetodil algab sel-
lega, et tdisarvulisuse nouet ignoreerides saadakse harilik

8 Vt. viites 5 nimetatud raamat, lk. 72—74.
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lineaarne planeerimisiilesanne, mis lahendatakse simpleksmeeto-
diga. Lopptulemusena saadud optimaalne tabel .olgu jargmine:

1 ——xl| eo. —X'n
z X00 Xo1 Xon |
Xny1 X Xn Xin
x,n—l-r Xro X Xpn 17
xl'n-l-m Xmo Xl .. Xmn l
Selles tabelis tdhistavad x'n4i, ..., X'nem ja X, ..., &', vasta-

valt baasitundmatuid ja baasi mittekuuluvaid tundmatuid; suu-
rusteks x;; on simpleksprotsessis teisenenud kordajad a;;. Tabe-
list vahetult valjakirjutatav erilahend
Z2=Xp0, ¥'nt1=X10, ..., Xnsr==Xr0, ..., X'ngm=
= Xmo, X1 =...=x"p, =0 (8)

ongi vaadeldud {ilesande optimaalne lahend. Kui see lahend osu-
tub tédisarvuliseks, siis on ka ldhtelilesande, lahendamine |Ope-
tatud. Vastasel ]uhul tuuakse sisse itks uus tundmatu ning
moodustatakse niisugune lisakitsendus, mis on tédidetud iga luba-
tava tidisarvulise lahendi korral, kuid pole tididetud olema<oleva
lahendi (8) puhul.

Uue kitsenduse konstrueerimise kirjeldamiseks tuleb votta
kasutusele jargmised tdhistused. Stimboliga [x;;] tdhistame arvu
x;; tdisosa, s. t. suurimat tdisarvu, mis ei iileta arvu x;; (néi-
teks [6, 7] =6 ja [—1, 2] = —-2). Siimboliga »;; tdhistame arvu
x;; murdosa, s. t. vahet x;;— [x;;] (paneme tdhele, et murdosa
on alati mittenegatiivne ja viiksem {ihest: 0 <C p;; << 1). Seega
voib iga arvu esitada tema tdisosa ja murdosa summana: x;; —
= [x:5] + »is.

Olgu lahendis (8) murdarvulise viirtusega tundmatuks
x'nar. Kirjutades vilja talle vorrandisiisteemis vastava vorrandi

X gy = Koo+ Xr (—X"1) 2= ... A X (—Xn)

ning esitades selles vorrandis koik kordajad tdisosa ja murdosa
summana, saadakse vorrand

(14 0) Xy = [¥r0] - pry+ (L] 4 pr) (—#) - .
‘e + ([xrm] - }’rm) (—‘x’n).
Kui kanda murruliste kordajatega tundmatud vérrandi vasakule

poole ja tdisarvuliste kordajatega tundmatud paremale poole,
.omandab vorrand kuju:

—pri(—=x") — o = prm(—Xn) =+ {[%00] — #'nsr -+
[ (—5) 4 o ] (X)), (9)

Et koik tundmatud peavad olema mittenegatiivsed tdisarvud,
siis on viimase vorrandi vasak poo! kindlasti mittenegatiivne
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ja parem pool vordub suurusega yr pluss mingi mittenegatiivne
tdisarv g (vorrandis loogelistes sulgudes). Jattes vorrand1 (9)
paremalt poolelt dra selle tdisarvu ¢, saadakse vorratus

—pri(—%1) — ... —pm(—X'n) = pro,
mis kehtib iga lubatava tédisarvulise lahendi korral. Uue lisa-

tundmatu Xnim41 sissetoomisega muudetakse saadud vorratus
vorduseks

Xn4mi1 = —Pro — Pr1 (—‘x/l)— cee T Prm (_x'n)- (10)
Vottes arvesse, et ka vordus (9) kehtib iga lubatava tidisarvu-
lise lahendi korral, on ilmne, et tundmatu x,ym+1 voib omandada
ainult mittenegatiivseid tdisarvulisi vaartusi.

Vérdus (10) sobibki uueks kitsenduseks, mis on rahuldatud
iga tdisarvulise lubatava lahendi korral, kuid ei ole rahaldatud
lahendi (8) puhul, sest uue tundmatu vidartus on selles lahendis
negatiivne murdarv:

Xn4m+1 = —Pro-

Lisades kitsenduse (10) kordajad iilesande optimaalsele tabe-
lile, saadakse tabel

| —-x’, N —x’,.,
2 | Xoo X01 Xon
X nt1 ] X10 Xn X1n
+r { Xro Xr Xrn

Il
X pam P Xmo Xmy ... Xmn
x’n+m+l L —%Pr0 —¥n1 e TP

Et saadud tabelil on duaalselt lubatav kuju, siis viiakse see
tabel duaalset simpleksmeetodit kasutades optimaalsele kujule.
Niiiid korratakse protseduuri (s. o. uue kitsenduse juurdetoomist
ja ‘duaalse simpleksmeetodi rakendamist) seni, kuni optimaalne
tdisarvuline lahend on leitud.

Gomory meetodi praktilise rakenduse demonstreerimiseks
lahendame jdrgmise niite: maksimiseerida sihifunktsioon

2= 2x| —!— Xo
kitsendustel
4%, 4 3%, << 12,
X —2x, << 2,
kusjuures x; ja x, peavad olema mittenegatiivsed tidisarvud.
Tuues juurde tdiendavad tundmatud x; ja x4 saab iilesande
viia kujule:
2= O——2(——x1)— 1 (—-XQ)
X3 =124 4(—x1)+ 3(—x2) (1)
X =2+ 1(—x)—2(—x.).
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Siisteemist (11) kohe véaljakirjutatavaks lubatavaks alglahendiks
on

2=0, X, =X3=0, X3=12, x4=2.
Sellele iilesandele vastav simplekstabel (tabel 1) viiakse simp-
leksmeetodi abil optimaalsele kujule (vt. tabelid 2—3; tabelis
raamiga iimbritsetud element on vastaval simplekssammul juht-

elemendiks):
= —x, I —x; —xy 1 —X, —X3
z 11(2) —2 ——31 l z |4 2 —5 z ":;u' Zn 5411
X3 .4 | . _ . Xp n —*n 1
2. 1] —2 | |4 4 l “" —X 30/ 31y 2
B I P e B e T
X5 —¥n —3u —n
Tabel 1. Tabel 2. Tabel 3.

Et tabelis 3 on tundmatud x, ja x, molemad mittetdisarvulised,
voib iikskoik kumma neist valida juhttundmatuks x,. Kahjuks
puudub- iildine reegel juhttundmatu niisuguseks valikuks, mille
korral oleks tagatud optimaalse tdisarvulise lahendi leidmine
lilhimal viisil (s. o. vdhima tehete arvuga). Vaadeldava niite
lahendamisel valime koigepealt juhttundmatuks x; (tabelis 3
noolekesega mirgistatud). Kasutades eeskirja (10) ning tabeli 3
eelviimast rida, moodustatakse uus kitsendus

x5 =—(®/u—[*/n])—Cln— B/ (—x)— Clu—
— [¥/u]) (—x3)=—8/1y — 3/ 11 (—x4) — /11 (—=%3), (12)

mis ongi juba kantud tabeli 3 viimasesse ritta. Et tabelil on niiiid
duaalselt lubatav kuju, siis viiakse ta duaalset simpleksmeelodit
kasutades optimaalsele kujule. Nii saadud tabelis 4 voetakse
niiiid juhttundmatuks x, ning moodustatakse uus kitsendus, mis
kantakse jille tabeli viimasesse ritta. Rakendades veel kord
duaalset simpleksmeetodit, saadakse tabel 5, millest tulenev eri-
lahend
Z—"=‘5, xl=2, Xg = l, X3‘——=‘l, X, =2

ongi optimaalne tdisarvuline lahend.

1 —Xs —X3 1 —x5 —x4
2 16/3 2/ s z |5 0 1
—> Xg 4/s —4/3 A X2 1 -2 1
X\ 2 0 Xy 2 1 0
x4 8/4 "/3 25 | X, |2 —5 2
x5 | —s —? —Ys X3 1 2 =3
Tabel 4 Tabel 5.

Siin on néiteks voetud kahe pohitundmatuga {ilesanne selleks,
et lahendusprotsessi oleks voimalik kujutada tasandil. Joonisel 2
tusevalt esile tostetud punktid on vaadeldud iilesande lubatavad
tiisarvulised lahendid ia kumer hulknurk OABC koigi (ka mitte-
tiisarvuliste) lubatavate lahendite piirkond. Selle iilesande mitte-
tdisarvuline optimaalne lahend asub punktis B(®/y, 4/1;), mille
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puhul sihifunktsiooni vaidrtus z=6/;,. Eespool sissetoodud esi-
mene lisatundmatu x; on xx,-tasandil muidugi vérdne nulliga
ning kitsendus (12) vordusi (11) arvestades seega viidav kujule
. Xs = —8/1) + 3/11(2 — X1+ 2x3) 4 211 (12 — 4x), — 3x;) =0

34

X5 = 2 — X =0.

Seega loikab kitsendus (12) hulknurgast OABC vilja horison-
taalselt viirutatud ala, mille tulemusena saadakse uueks lubata-

Xy ~

\

Joonis 2.

vate lahendite piirkonnaks hulknurk OADC. Analoogiliselt viiakse
tabelisse 4 kantud lisakitsendus x,x,-tasandil kujule
Xg=—2x%1 — xs+ 5=0.
See kitsendus 16ikab hulknurgast OADC vilja vertikaalselt viiru-
tatud ala, kusjuures saadav taisarvuliste koordinaatidega punkt
F(2, 1) on hulknurga OAEFC tipuks ja iihtlasi ka iilesande opti-
maalseks lahendiks.
(Jargneb)

VIGURIGA ULESANDEID

6. Uhes Aalrika kiilas elab 800 naist. Kolm protsenti nendest kannab
iiht kdrvardngast, filejdanud 97 protsendi hulgast pooled kannavad kaht korva-
rongast ja pooled mitte {ihtegi. Mitut korvarongast kokku need naised kan-
navad?
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MAJANDUSMATEMAATIKA-ALASEST ETTEVALMISTUSEST
TSEHHOSLOVAKKIA SV-s

V. Tinn

Rahvamajanduse juhtimine kaasaja tasemel nouab elektron-
arvutite ja matemaatiliste meetodite laialdast kasutamist, samuti
uusimate juhtimismeetodite tundmist. Spetsialistide ettevalmis-
tamine nendes valdkondades on tédhtis iilesanne nii meie vaba-
riigis kui ka mujal. Kéesolevas arktiklis ! piiiitaksegi tutvustada
majandusmatemaatikute ja majandusinseneride ettevalmistamist
T3ehhoslovakkia SV-s ja anda moningane iilevaade olemasoleva-
test erialadest, oppeplaanidest ja véljadppe liikidest, pretendeeri-
mata kaadri ettevalmistamise probleemi iiksikasjalisele késit-
lemisele.

Koikide erialade matemaatikuid valmistatakse ette Prahas,
Karli Ulikooli (T3ehhoslovakkia vanim iilikool, asutatud 1348. a.)
Matemaatika-Fiiiisikateaduskonnas jargmistel erialadel:

a) matemaatika Gpetamine, lisaspetsiaalsustega: kujutav geo-

meetria, fiiiisika, filosoofia voi kehaline kasvatus;

b) matemaatiline analiiiis;

c) algebra ja geomeetria;

d) rakendusmatemaatika;

e) arvutusmatemaatika;

f) matemaatiline statistika;

g) matemaatilise statistika majanduslikud suunad.

Koikide nende erialade iiliopilased tutvuvad ka program-
meerimisega, kuid kiillaltki vdikeses mahus (4 niddalatundi dhe
semestri jooksul). Programmeerimise praktika on rakendus- ja
arvutusmatemaatika ning statistika erialadel. Taielikuma ette-
valmistuse majandusmatemaatiliste meetodite ja elektronarvutite
alal saavad vaid matemaatilise statistika majandussuundade iili-
opilased, kellele loetakse selliseid kursusi nagu maatriksarvutus,
toendosusteooria, matemaatiline statistika, Markovi protsessid,
matemaatiline planeerimine, arvutusmeetodid, elektronarvutid ja
programmeerimine, matemaatiline Gkonoomika, rahvamajanduse
planeerimine, minguteooria ja otsustusfunktsioonid jne.

! Artikli autor tootas 1967/68. ©.-a. viltel teaduslikus komandeeringus.
viibides Praha Korgema Majanduskooli juures, kuid tutvus ka teiste T3ehhos-
lovakkia SV korgemate oppeasutustega.

47



Ulikooli 16petanud matemaatikud to6tavad enamuses vaid
teoreetilise kallakuga teaduslikes uurimisinstituutides. Suurema-
tes rakendusliku kallakuga arvutuskeskustes on ainult 2—3 mate-
maatikut, kes ka seal tootavad teoreetiliste probleemide kallal.

Pohilisteks kohtadeks, kus valmistatakse ette programmeeri-
jaid ja majandusmatemaatika ala spetsialiste, on kérgemad
majanduskoolid Prahas ja Bratislavas.

Tutvustamegi jdrgnevalt Praha Korgemas Majanduskoolis
opetatavaid erialasid. -

1. Poliitilise Okonoomia erialal valmistatakse ette selliseid
insener-6konomiste, kes oleksid voimelised to6tama majandus-
teooria ja rahvamajanduse juhtimise ning planeerimise vald-
konnas. '

Pohikursusteks on sellel erialal teoreetilised iihiskonnateadused (poliitoko-
noomia, filosoofia, teaduslik kommunism, sotsioloogia) ja iildained nagu
juhtimisteooria, matemaatika, statistika, arveldus ning raamatupidamine, teh-
noloogia alused jne. Kitsamat eriala andvateks kursustecks on kaasaegne
sotsialism ja kapitalism, majandustcooriate ajalugu, rahvamajanduse ajalugu,
finantskiisimused, Gkonomeetrika, kiiberneetika jne.

Selle suuna lopetajad asuvad todle teaduslike tootajatena
majandusinstituutidesse, 6ppejoududena korgematesse koolidesse
ja spetsialistidena riigiorganeisse.

2. Rahvamajanduse juhtimise ja planeerimise erialal valmis-
tatakse ette spetsialiste rahvamajanduse komplekssete kiisimuste,
rahvamajanduse bilansi, rajoonide planeerimise ja investeerin-
gute majandusliku efektiivsuse alal.

Pohikursusteks on siin teoreetilised {ihiskonnateadused, matemaatika, juh-
timisteooria, tehnoloogia alused jne. Profileerivate kursuste hulka kuuluvad
investeerimiste, tehnika, kaadri jne. perspekiiivide viljatodtamine, hindade

kiisimused, samuti rahvamajanduse ajalugu, majandusstatistika, majandus-

piirkondade planeerimine, matemaatiliste meetodite rakendamine planeeri-

misel jne. !

Lopetajad asuvad toole ettevotete plaaniosakondades, ehitus-
ja projekteerimisorganisatsioonides, ithiskondliku tarbimise juhti-
misorganeis, plaanikomiteedes ja uurimisinstituutides.

3. Rahanduse eriala valmistab ette spetsialiste rahandusor-
ganeile, pankadele, suurte ettevtete finantsosakondadele jne.
Korvuti pohikursustega ja rahandusalaste erikursustega késithe-
takse siin ka arvutus- ja organisatsioonitehnikat, matemaatilisi
meetodeid rahanduses jne.

4. Juhtimistoode mehhaniseerimise ja automatiseerimise eri-
alal valmistatakse ette tootajaid, kes tunnevad informatsiooni
tootlemise siisteemide projekteerimist, ettevotte arvestuste metoo-
dikat, organisatsiooni, tehnikat ja vorme, informatsioonimassiivide
tootlemist elektronarvuteil ning perfokaartarvuteil, raamatupida-
mise iiksikute loikude mehhaniseerimist ja selle juhtimist.
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Peale teoreetiliste iihiskonnateaduste ja pohikursuste (juhtimisteooria,
matemaatika, statistika jne.) loetakse matemaatiiist planeerimist, iiksikute
toostusharude arvestust ja kalkulatsiooni, majandusliku informatsiooni tootle-
mise mehhaniseerimist ja automatiseerimist, kiiberneetikat, informatsiooni-
teooriat ja ©6konomeetrikat. Lisakursustena (vastavalt tulevasele tédkohale)
kisitletakse iiksikasjaliselt juhtimisteooriat, ettevdtte organiseerimist ja &ko-
noomikat, finantseerimist, seadusandlust, majanduslikku analiliisi v6i program-
meerimise automatiseerimist, algoritmilisi keeli, masinaarvutusjaamade ja arvu-
tuskeskuste t60 organiseerimist jne.

Lopetanud ldhevad todle eelkdoige arvelduse mehhaniseeri-
mise ja automatiseerimise valdkonda: organisaatoritena, projek-
teerijatena, arvutusjaamade voi -keskuste juhtivate toctajatena
ettevotetesse ja ministeeriumidesse.

5. Majandusmatemaatiliste arvutuste erialal valmistatakse
ette tootajaid matemaatiliste meetodite rakendamiseks prakti-
kasse. Lopetajad on voimelised matemaatiliselt sonastama tege-
likkuses esilekerkivaid {ilesandeid, organiseerima vajalike alg-
andmete kogumist ja teostama sellega seotud statistilist analiiiisi.

Peale pohikursuste (iihiskonnateadused, matemaatika, statislika jmne.)
kasitletakse sellel erialal veel pohjalikult matemaatilise planeerimise kursusi,
majandusliku informatsiooni automatiseeritud td6tiemist, informatsiooniteoo-
riat, kiiberneetikat, 6konomeetrikat. Vastavalt praktika vajadustele siivenda-
takse kuuiajate teadmisi matemaatikast, statistikast voi informatsiooni tootle-
mise automatiseerimisest ja mehhaniseerimisest. Need teadmised antakse sel-
liste valikkursuste n#ol, nagu lineaarsete mudelite teooria, minguteooria,
mittelineaarne planeerimine, diinaamiline planeerimine, massilise teenindamise
teooria, sotsiomeetrias graafide teooria jne. Lopetajad on vdimelised konstruee-
rima majandusprotsesside mitmesuguseid matemaatilisi mudeleid ning t66t-
lema neid elektronarvutil. Samuti on nad voimelised teostama vajalikku sta-
tistilist analiidsi.

Selle eriala Iopetajaid kasutatakse suurte ettevotete operat-
sioonanaliiiisi osakondades, ministeeriumide ja noukogude orga-

nite majandusosakondades.

6. Majandusainete Gpetamise erialal valmistatakse ette peda-
googe majanduskeskkoolidele.

Oppeprogrammi aluseks on siin teoreetilised (ihiskonnateadused, poliitéko-
noomia, rahvamajanduse planeerimine, juhtimistodde voi arvelduse mehhani-
seerimine ja automatiseerimine, sotsioloogia, matemaatika, statistika jne.

Peale nende opetatakse veel teisi majandusalaseid distsipliine, aga ka
pedagoogikat ja psithholoogiat. .

7. Tobstuse okonoomika ja juhtimise erialal valmistatakse
ette insener-6konomiste, kes on vdimelised to6tama ettevotete ja
trustide majandusliku tegevuse juhtimisel, aga ka kohalike ndu-
kogude organites, kus on tegemist tootmisplaanide koostamisega
vastavalt turuhindade, palkade, finants-, investeerimis- ja varus-
tuspoliitikale, turustamisega kodu- ja vélismaale. Omandanud
praktika, voivad nad téotada ka té6ostusministeeriumides, keskor-
ganites, uurimisinstituutides ja korgemates koolides.

Pohikursusteks on sel ‘erialal teoreetilised {ihiskonnateadused, juhtimis-
teooria, matemaatika, statistika, arveldus. Peale selle kasitletakse arvutus-
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Tabel 1

Majandusmatemaatiliste arvutuste eriala

Juhtimistodde aulomatiseerimise ja
mehhaniseerimise eriala

7

Toodlisklassi ja TS3KP ajalugu
Marksistlik filosoofia
Teaduslik kommunism
Poliitiline &konoomia
Matemaatika

!3!4

2,‘2

! 6

|
|
|
|

| 2/—

4/2

1/2

Statistika

Loogika

Arvutustehnika tehnoloogip
Kehaline kasvatus
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1 o2 3 4 5 6 ‘ 7
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Ettevotete dxrekto-! 3 : ! niddal kahe kuu ;Rahvamajanduse uus juhlimissiisteem 8 Kursus [doeb kir-
rite kursus i < jérel Rahvamajanduse arengu analiiiis ja perspektiivid 16 A jaliku 16putdoga
i Rahvusvaheline t66jaotus — TSehhoslovakkia suhted maa-
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i ‘ Kursus 1dpeb kir-
| i jaliku 18putddga



ja organiseerimistehnikat, teaduslikku- planeerimist, rahvamajanduse planeeri-
mist, rahvamajandusdigust, majandusgeograafiat jne.

8. P6llumajanduse Okonoomika ja juhtimise erialal valmis-
tatakse ette insener-okonomiste pollumajandusettevotetele. Selle
ala spetsialistid peavad oskama teha jooksvat ja pikaajalist
majanduslikku analiiiisi, kooskodlastada tootmisplaane {inants-
investeerimis- ja t6oplaanidega, juhtida ettevotte finantstegevust,
kaasa arvatud materiaalne huvitatus ning sidemed panga, telli-
jate ja varustajatega.

Oppeprogrammi aluseks on korvuti iihiskonnateaduste, juhtimisteooria,
matemaatika ja arveldusega ka arvutus- ja organisecrimistehnika, teaduslik
planeerimine, rahvamajanduse planeerimine, rahandus, majandusbdigus, majan-
dusgeograafia, keeled jne.

Lopetajaid rakendatakse suurtes pollumajandusettevitetes voi
neid juhtivais organeis ning pirast praktika omandamist ka
ministeeriumides, teadusliku uurimise instituutides ja mujal.

9. Transpordi ning side dkonoomika ja juhtimise erialal val-
mistatakse ette spetsialiste vastava ala ettevotetele.

Pohikursustes kisitletakse ithiskonnateadusi, juhtimisteooriat, matemaa-
tikat, statistikat, arveldust, arvutus- ja organiseerimistehnikat, malemaatilist
plancerimist, rahvamajandusc planeerimist, rahandust, majandusGigust, majan-
dusgeograafiat, keeli jne. Erialastest ainetest saadakse ettevalmistus transpordi
ja sideorganisatsioonide 6konoomika, kommerts- ja kaubandustegevuses, side
ja transpordi organiseerimises, selle tegevuse analiiiisis, mehhaniseerimises
ja automatiseerimises.

10. Sisekaubanduse ékonoomika ja juhtimise erialal saadakse
teadmisi toctamiseks sisekaubanduse juhtivatel kohtadel. Lope-
tajaid rakendatakse kaubandusorganisatsioonides, tootmisette-
votete turustusorganeis, hotellides, reisibiiroodes jne.

11. Viliskaubanduse 6konoomika ja juhtimise erialal valmis-
tatakse ette spetsialiste véliskaubanduseks kodu- ja véilismaal.
Lopetajaid rakendatakse viliskaubandusettevotete referentidena,
delegaatidena vilismaal, samuti ka konjunktuuri uurimisel, hin-
dade moodustamisel, kontrolli alal jne. Lopetajad leiavad to6d
ka firmade turustusorganeis, kes otse ekspordivad oma kaupa.

Et anda ettekujutust iiksikute ainete mahust, nende onetamise
ajast ja tliopilaste koormusest semestri viltel, on tabelis 1 too-
dud kahe eriala tdielikud GOppeprogrammid 1967/68. 6ppeaastal.
Tabelis on esitatud loengute ja praktikumide (L/P) arv nidalas
iiheksal Gppesemestril. Kiimnes semester on ette ndhtud diplomi-
tooks ja riigieksameiks. Plaanidest on vilja jdetud tootmisprak-
tika neljandatel kursustel. Riigieksamid on poliitskonoomias ja
erialal. Peale selle on kolmandatel kursustel 3 niddalat ja nel-
jandatel kursustel 6 nddalat sojalist Gpetust.

Korvuti statsionaarse osakonnaga to6tab Korgemates Majan-
duskoolides ka mittestatsionaarne osakond, kus valmistatakse
ette spetsialiste jargmistel erialadel: poliitokonoomia, majandus-
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like ainete Opetamine, rahvamajanduse juhtimine ja planeeri-
mine, t66 Okonoomika, rahandus, majandusmatemaatilised arvu-
tused, juhtimistéode mehhaniseerimine ja automatiseerimine,
administratiivto6de mehhaniseerimine, arveldus ja majandustege-
vuse analiiiis, t6ostuse 6konoomika ja juhtimine, materiaal-teh-
niline varustamine, pollumajanduse juhtimine ja o6konoomika,
side ja transpordi juhtimine ja 6konoomika, sisekaubanduse &ko-
noomika ja juhtimine, védliskaubanduse okonoomika ja juhtimine.

Oppeplaanid iihtivad voi on sarnased statsionaarse osakonna
vastavate voi analoogiliste erialade plaanidega.

Mittestatsionaarses osakonnas on oppetéd samuti 5 aastat ja
lonetajad saavad statsionaarse osakonna lopetajatega vordvaidrse
diplomi.

Korvuti statsionaarse ja mittestatsionaarse osakonnaga toota-
vad veel kursused nendele spetsialistidele, kes on omandanud
kdorgema hariduse varem ja pole kursis tdnapdeva teaduse saa-
vutustega. Sellised kursused toimuvad tavaliselt mitme semestri
jooksul ja lopevad arvestuste, eksamite ja diplomitééle analoo-
gilise tdoga (tavaliselt tehakse loputddd just nende eltevotete
baasil, kus kursuslased téotavad).

Tabelis 2 on esitatud moningate selliste kursuste &ppepro-
grammid.

Peale tabelis 2 toodute toimuvad veel jidrgmised kursused: t60 organisee-
rimine ja 6konoomika, tootmise juhtimine ja organiseerimine t8ostusettevottes,
majanduspiirkonna 6konoomika, uurimisté6de juhtimise organiseerimine ja
6konoomika ning uue tehnika juurutamine, pollumajanduse juhtimine, teadus-
lik-tehnilise arengu ja kapitaalmahutuste efektiivsus, rahandus, arenevate

maade majandus, majandusdistsipliinid &petajatele, materjalimajandus, turus-
tamine, transpordi ja side ©konoomika, sisekaubanduse Okonoomika.

Nende kursuste kuulajatelt on iildreeglina noutud korgemat
haridust. Tdnapédeval té6tab aga juhtivatel kohtadel ka prakti-
kuid, kel puudub erialane korgem haridus. Nende jaoks on kor-
raldatud erakorralised kursused.

Analoogiliste oppeplaanide jdrgi ja sarnastel aladel valmista-
takse spetsialiste ette ka Bratislava korgemas majanduskoolis.
Teatud kontingendi (20 inimest aastas) juhtimisala spetsialiste
laseb vilja ka TSehhoslovakkia kdorgem tehnikakool.

Kérvuti iihiskonnateaduste ja teiste pohiainetega saavad selle ala iiliopi-
lased ettevalmistuse operatsmonanaluusl statistika, automatiseerimise aluste,
kaasaja arvutustehnika, lineaarse ja mittelineaarse planeerimise, ménguteooria,
jarjekordade teooria, matemaatilise varustamise, uuendamise ja hoolduse
teooria, programmeerimise, informatsiooni massilise to6tlemise jne alal.

Lopetajad ldhevad toodle juhtivatele kohtadele masinaehitus-
ettevotetes.

Samas valdkonnas on avatud kursused praktikutele; need
1opetab aastas 50—80 inimest. Majandusmatemaatiliste meetodite
ja arvutustehnika kasutamist praktikutele tutvustatakse ka minis-
teeriumide ja keskasutuste uurimisinstituutide poolt korraldatud
kursustel.
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Tabel 2 (jarg}

1 ] | 4 | 6 | 7
H 1 1
Tehnikute kursus 5 | Kolmepievased ] Kapitalismi poliitékonoomia 86 - EE | Kursused on mael-
: L oppeperioodid Rahvamajanduse ajalugu 22 E  !dud tehnilise eri-
i ‘ko]me nidala jirel.| Filosoofia 56 E ! alaga ja kérgema
: neli kahenadalast | Arvutustelinika kasutamine 18 A | haridusega t86ta-
‘ja kiimme thenida-| Arveldustosd 72 E2X ‘Jate teadmiste
. last Gppekogune- | Sotsialismi poliitékonoomia 68 E ! tidjendamiseks ma-
" mist ! Teaduslik hommunism 48 E ,janduse alal.
i ! Majandusdigus 30 E | Kursus 16peb kir-
: ' Voarkeel 12 A3X, E | jaliku todga
i Hindade moodusliamine ja planeerimine 42 E
| Matemaatilise statistika meetodid 12 E
i Rahvamajanduse planeerimine 116 E
{ Rahandus 0 E
" Tehnilise arengu juhtimine ja efektiivsus 32 E
| Todstusharu ja ettevotte dkonoomika 62 E
Juhtimisteovria 15
. " Valikseminar 15 |
i | z : s
Teadusliku juhfi- 2 | Kolm pideva kahe i Teaduslik juhtimine 5 ! I Kuulajateks on
mise kursus "kuu jérel Teadusliku juhtimise arengu iilevaade 3 ' rahvamajanduse
: _ Kitberneetika alused 15 | keskorganite juhti-
: Ohiskondlike siisteemide ja sots. iithiskonna juhtlimine 13 | vad tédtajad.
i Organiseerimise leooria alused 14 -Kursus 16peb kir-
g Juhtimise tsiilli analiiiis 17 Jaliku t6dga
! Majanduse juhtimise tehnilised vahendid 20
. Juhtivad kaadrid ja nende 86 20
- Juhtimist66 erinevail juhtimisastmeil 13
} Juhtimisc efektilvsuse tdstmise pohisuunadl T
Majandussotsioloo- 2 | pdev nidalas “Valitud kisimusi hlosoohas( 12 Kursus on ette nih
gia ja psiihholoo- ! , Rahvamajanduse juhtimise teooria 24 tud ministeerin-
gia i . Sotsioloogia alused 30 E mide ja eltevoteic
i i Sotsioloogia uurimismeetocid 24 E tédtajatele, 16peb
! i Majanduspsiihholoogia 30 L kirjaliku t65ga
i Sotsioloogia ja pstibholoogia aktuaalseid kiisimusi 30
. 1
! i 7 '
Matemaatiliste {4 ; Pool paeva'l kord | Lineaarsete mudelite tecoria ja rakendamine 12 A, Kursus on efte nah-
meetodite kasuta- ! nidalas Harudevaheliste suhete probleemid 14 A tud kdikidele juh-
mine majanduses Programmeerimine elektronarvutitel 42 A tivatele todtajatele.
; . Elekironarvutitel programmeerimise kasutamine 14 E 15peb kirjaliku
i Tden#dosuslike mudelite kasutamine 42 E 186ga




Tabel 2 (j4rg)

1 2 | 3 4 5 6 | 7
a) Sotslalistlikud 4 Sissejuhatus rahvusvahelistesse suhetesse 10 Kursus on ette nih-
rahvusvahelised | Valitud kiisimusi filosooflast 30 E  tud keskasutuste
maiandussuhted i Valitud probleeme poliitékonoomiast 34 E itdotajatele, 1opeb
b) Rahvusvahelised Majandusliku analiiiisi metoodika 4n A ‘kirjaliku td6ga
suhted ‘ Kaasaja maailmamajandus 40 E
| Kaasaja poliitiline maailm 40 E |
Riigidigus 20 E i
Rahvusvahelised majandussuhted 40 E |
Rahvusvahelised poliitilised suhted 44 E
Pahvusvaheline digus 30 E |
T3ehhoslovakkia majanduse vilissuhted 20 E |
TZehhoslovakkia valispollitika 30 E |
Valikkursus 40 A

Mirkus: Kiesolevas labelis on kasutatud lithendeid:

A — arvestus,

E — eksam,

S — seminaritdo, .

A2y — tuleb soorilada 2 arvestust.




KOOLIMATEMAATIKA JA KAASAEG!
0. Prinits

Sissejuhatuseks

Elame teaduste tormilise arengu ajastul, mil tdppisteaduste
osa on domineeriv. Matemaatika areng toimub peamiselt laie-
nenud rakenduste baasil. See protsess kajastub ka koolimatemaa-
tikas. Kui lugeda matemaatika opetamise eesméirkideks koolis:

1) igale haritud inimesele vajaliku teadmiste miinimumi
andmist;

2) mistahes liiki praktilisele tegevusele ettevalmistamist
a

3) eelduste loomist opingute jatkamiseks korgemas koolis,
siis need eesmirgid on monevorra iiksteisele vasturddkivad ja see
muudab programmide koostamise, eriti kaasajal, keerukaks.

Matemaatika opetamise moderniseerimine on suurel miéral
seotud konkreetsete, loetletud eesmirkidest tulenevate noudmiste
muutumisega. Muutub niiteks moiste «haritud inimenes. Mo66du-
nud sajandi haritud inimene ei ole haritud inimene tdnapdeva
mottes. Matemaatika osas on see muutus eriti tunnetatav. Voib
oletada, et lihemas tulevikus peaksid haritud inimese teadmiste
hulka kuuluma ka moisted nagu «informatsioon» ja «strateegia».
Juba praegu on kaheldav, kas inimene, kes ei tee vahet moistete
«juhuslik» ja «seaduspdrane» vahel, on haritud. Seepirast ongi
praegu Koolimatemaatika moderniseerimisel koigis maades prob-
leemiks toendosusteooria ja matemaatilise statistika elementide
opetamine. Analoogiline on probleem matemaatilise loogika
moistetega.

Oppeplaanide sagedased muutmised korgemates koolides, mille
tagaidrjel ikka enam liilitatakse matemaatilisi distsipliine seniste
traditsiooniliste nii matemaatilise kui ka mittematemaatilise suu-
naga teaduskondade oOppeplaanidesse, viitab faktile, et on muu-
tunud ja muutumas kérgema matemaatika sisu. Kaasaegne mate-
maatika revolutsioon on seotud iihelt poolt elektronarvutite ja

! Ettekanne Eesti NSV matemaatikute ja fiilisikute konverentsil «Tippis-
teadused ja haridus» 1968. a. mais Tartus.
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kiiberneetikaga, teiselt poolt kogu matemaatika algebraseerumi-
sega. Seetottu nouavadki teaduslikud asutused korgematelt koo-
lidelt kaasaegsemal tasemel ettevalmistatud spetsialiste, korgem
kool nouab keskkoolilt kaasaegsema ettevalmistusega iiliopilas-
kandidaate, keskkoolide oOpetajad ja metoodikud nouavad alg-
klasside oOpilaste ettevalmistamise tohustamist ja algopetuse
metoodikud on oma sihikule votnud lasteaiad. Teame, et mate-
maatika opetamise osas on see protsess eriti silmatorkav ja selle
pohjustest on korduvalt koneldud ja kirjutatud. Niisiis, on tek-
kinud olukord, et teaduste arengu pidurdajaks on saanud kool,
tipsemalt kiill koolidele kinnitatud programmid. Sellest pidurist
vabanemiseks on koikjal maailmas hakatud otsima vahendeid.

Kui 17. sajandil toodi matemaatikasse muutuv suurus koos
tuletise ja integraali moistega, siis koputasid need moisted kaua
kooli ukse taga, enne kui nad sisse lasti. Kaasaegne matemaa--
tika areng on tormilisem, tema rakendusalad tohutu laiad ja
seetottu tousis koolimatemaatika kaasajastamise probleem pdeva-
korda juba umbes 15 aastat pidrast esimese elektronarvuti loo-
mist. Suure rahvusvahelise tdhtsusega oli 1959. a. Prantsusmaal
Royaumont'i linnakeses toimunud seminar teemal «Uus mbdtle-
mine matemaatikas», millest votsid osa paljude, peamiselt Liine-
Euroopa maade esindajad. Seal piistitati esimesed laiaulatusliku-
mad noduded koolimatemaatika iimberkorraldamiseks, millest
koige revolutsioonilisem oli nimeka prantsuse matemaatiku Dieu-
donné ettepanek: «Eukleides peab lahkuma!»

Juba enne Royaumont’i seminari olid mitmete Ameerika iili-
koolide juures loodud matemaatikute rithmitused koolimatemaa-
tika reformimiseks. Neist tunnustatumaks on saanud professor
Begle’i juhtimisel té6tanud rithm («School Mathematics Study
Group») esialgu Yale'i, hiljem Stanfordi iilikooli juures. On mir-
kimisvddrne, et selle rithmituse t66d finantseeris féderaalvalitsus.
Ameerika Uhendriikides laialt levinud liikumine koolimatemaatika
reformimiseks kandus peatselt iile ka Kanadasse.

Lddne-Euroopa maade esindajate kokkutulekud koolimatemaa-
tika reformimise kiisimustes jdtkusid pédrast Royaumont’i _semi-
nari Jugoslaavias Dubrovniku linnakeses 1960. a. ja seejirel
1963. a. Ateenas. Dubrovnikus kohtusid paljude maade esindajad
koolimatemaatika reformi pohiideede viljatéotamiseks ning Atee-
nas voidi juba kiisimusi detailselt arutada.

Royaumont’i seminaril kutsuti iiles koikjal alustama t66d kooli-
matemaatika reformimiseks. Selle iileskutse tulemusena loodigi
paljudes riikides oma komisjonid. Kui kdesoleva sajandi algul
haarasid koolimatemaatika reformitaotlused peamiselt vanemaid
klasse, siis niiiid ulatusid reforminduded kuni esimeste matemaa-
tikatundideni I klassis. Seega on kaasaja nouded palju ulatus-
likumad, mis muudab nende realiseerimise hoopis raskemaks ja,
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mis viga tahtis, palju kulukamaks. Seetottu liitusid mitmed riigid
koolimatemaatika reformimiseks. Tihedas koostéds todtavad nai-
teks Hollandi ja Belgia matemaatikud, kuid, mis meile eriti
huvitav, Taani, Norra, Rootsi ja Soome asutasid 1960. a. Kooli-
matemaatika Moderniseerimise P6hja Komitee. Selle komitee t66s
on initsiatiiv kindlalt rootslaste ja taanlaste kdes. Rootsis ilmu-
nud uued matemaatika kooliraamatud on kaasaegse oOpiku tore-
dateks néideteks.

Koolimatemaatika reformimisega on aktiivselt tegeldud ka
sotsialismimaades. Jugoslaavia matemaatikud votsid osa Lédéne-
Euroopa riikide poolt organiseeritud seminaridest. TSehhide ette-
panek sotsialismimaadele iihinemiseks uute reformitaotluste ellu-
viimisel ei ole veel vastu vdetud. Vidga energiliselt téélatakse
Saksa Demokraatlikus Vabariigis ja eriti Berliini {ilikooli juures
avatud Koolimatemaatika Instituudis noore professori K. Hartigi
juhtimisel.

Koolimatemaatika kaasajastamisest Belgias

Kaasaegse koolimatemaatika kursuse valjato6tamisel on belg-
laste ettepanekud koige radikaalsemad. Belgia nimekad entusias-
tid professor Servais’ juhtimisel on vilja t66tanud keskkooli mate-
maatika uue programmi ja eriti huvipakkuvad on professor Papy
opikud, mis oluliselt erinevad traditsioonilistest kooliraamatutest.
Olgu mainitud, et Belgia koolides on keskkooli nooremas astmes
(12—15 aastased opilased) matemaatikat 4 tundi néadalas. Pro-
fessor Servais’ koostatud programmi jédrgi, mida ta tutvustas
Ateenas 1963. a.. tuleb sellel astmel kasitleda muuhulgas jérg-
misi kiisimusi.

Hulgad (kusjuures tutvustatakse ka alamhulkade hulka), ope-
ratsioonid hulkadega, kaasa arvatud siimmeetriline vahe A A B,
kvantorid ja korrutishulk A B.

Relatsioonid ja funktsioonid, kusjuures joutakse hulkade vord-
voimsuse ning homomorfismi ja isomorfismi md&isteteni.

Keskkooli vanem aste (klassid 1I1I-—I, 16—18 aastased &pila-
sed) jaguneb Belgias kahte suunda: klassikaline ja moodne.
Kummaski neist figureerivad matemaatika kallakuga klassid, kus
matemaatikat Opetatakse 7 tundi nddalas. Majanduskallakuga
klassides ja vanade keelte klassides on matemaatikat 3 tundi
nddalas ning nn. teaduste B harus ja ladina keele ning téppis-
teaduste harus 5 tundi nddalas. Matemaatika kallakuga klasside
matemaatika programmi on planeeritud jdrgmised teemad:

ITIT klassi kavas on:

Naturaalarvude hulk koos Peano aksiomaatikaga. Sirge ja
tasand kui punktide hulgad. Siin tutvutakse ka rithma mois-
tega ja isomorfsete riihmadega, tdisarvude jérjestatud ringiga
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ning kommutatiivse ja tdielikult jarjestatud reaalarvude korpu-
sega. Edasi on selle klassi kavas numbrilise arvutamise kilsimused,
kus antakse ka absoluutse ja relatiivse vea méiste; logaritmid,
progressioonid, ithe ja mitme muutujaga poliinoomide ring ile
korpuse, iile ringi; ruutvorrandid. Siis veel vektorite kommuta-
tiivne rithm tasandil, vektorite ja punktide koordinaadid, sirge
vorrandid, kahe tundmatuga lineaarne vorrandisiisteem, nelja
elemendiga maatriksid ja determinandid, kahe tundmatuga esi-
mese astme vorratused ja vorratusesiisteemid, lineaarse planee-
rimise kiisimusi, {ildised afiinsed teisendused, meetriline eukleidi-
line geomeetria tasandil, kirjeldav statistika, mis holmab kiisi-
musi kuni lineaarse korrelatsioonini.

It klassi kavas on:

Kompleksarvude korpus, kaasa arvatud kompleksarvu n-es
juur, veel kord rithmad, ringid, korpused (teema on kordava
iseloomuga); vektorruumid, afiinne ruum, eukleidiline geomeetria
ruumis, 16plikud toendosuse ruumid (kéasitluses joutakse kuni
suurte arvude seaduseni), meetriline ruum ja topoloogia, pidevad
funktsioonid. -

I klassi kavas on:

Diferentsiaalarvutus kuni Taylori ja Maclaurini valemini,
integraalarvutus koos asendusvotte ja ositi integreerimise vottega
ja toendosusteooria aksiomaatika.

Juba nimetatud Papy raamatud on koostatud sellele program-
mile vastavalt. Papy alustas oma Opikute katsetamist tiitarlaste
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giimnaasiumis, kus valmistati ette lasteaia kasvatajaid. On
moistetav, et selle kooli opilastel puudus eriline huvi matemaa-
tika vastu. Papy piiiidis neile esitada ainet _méanguldhedasena,
tuginedes kodige tavalisematele igapdevastele moistetele nagu isa,
ema, vend jne. Oige pogusalt peatume Papy esimese raamatu
juures. See Opik on moeldud 12—13 a. lastele (meie VI kl.).
Siin puudub jaotus algebraks ja geomeetriaks. Autor ldheb taiesti
vabalt iile puhtloogilistelt voi -algebralistelt teemadelt geomeet-
rilistele ja vastupidi ja seda isegi ithe teema ulatuses. Papy on
arvamisel, et kool peab andma oOpilastele ettekujutuse matemaati-
kast kui tervikust. Opik sisaldab kiillaldase hulga iilesandeid.
Raamatut voib lugeda tdnapieva poliigraafia parimate saavutuste
hulka. Siin kasutatakse kuni seitset eri varvi, mis peab Opilastes
esile kutsuma «isu» seal késitletava aine vastu. Raamat tervikuna
sisaldab jargmisi teemasid:

I. Hulkade algebra elemendid (hulgad, alamhul-
gad, tihisosa, iihend, vahe, hulkade algebra).

lllustratsioone Papy Opikutest.

II. Algteadmised geomeetriast (geomeetria alg-
med, teisendused tasapinnal, paralleelprojektsioon ja jarjestus,
ekvivalentsed punktipaarid (vektorid), paralleelliike, tsentraal-
siimmeetria).

IIl. Binaarsed suhted ja funktsioonid (suhted,
moned suhete klassid, suhete kompositsioon, ekvivalentsus, funkt-
sioonid).

Hlustratsioone Papy Gpikutest.



IV. Teoreetilise aritmeetika elemendid (kar-
dinaalarvud, liitmine, korrutamine, kahendsiisteem, tidisarvud).

V. Abstraktse algebra elemendid (permutatsioo-
nid, riihmad). Raamatus on aga teemade jirjestus teine. I tee-
male jargnevad néditeks geomeetria algmed, edasi 11l teema, see-
jarel permutatsioonid, siis teisendused tasandil jne. Aine kisit-
lus on raamatus kohati véga abstraktne. Juba 4. lehekiiljel leiame
néditeks vorduse omadused (reflektiivsus, siimmeetria ja transi-
tiivsus). 22. lehekiiljel tutvustatakse antud hulga alamhulkade
hulka.

Raamatust leiame iiheainsa traditsioonilise teema — geomeet-
ria algmed, kuid selle késitlus on tavalisest taiesti erinev. Tasan-
dilisi kujundeid vaadeldakse punktihulkadena; vaadeldakse néit.
ruutu ja ringi juhul, kui ringjoon kuulub sellesse punktide hulka,
ja juhul, kui ei kuulu. Vaadeldakse geomeetriliste kujundite
tihendeid ja iihisosi. Nait. An B, kus A ja B on sirged, voib olla
tithi hulk & (sirged on ||), ithest punktist koosnev hulk (16iku-
vad) voi A = B (iihtivad). Seejdrel esitatakse aksioomide siis-
teem, millega tehakse katset tutvustada matemaatika deduktiiv-
set késitlust. Esimesed aksioomid on: Tasand m on Ilopmatu
punktide hulk ja sirge on tasandi lopmatu pdrisalamhulk, samuti
5. aksioom: igale srihile vastab iiksainus teine siht, mida nimeta-
takse esimese ristsihiks, kusjuures ristumise moiste on vastasti-
kune. mistahes kaks sirget, mis vastavad vastastikku ristuvatele
sihtidele, Ioikuvad. Hiliem tulevad aksioomid, mis on seotud
sirge ja tasandi orientatsiooniga. Aksioomide loetelu IGpetavad
9. aksioom rddpkiiliku diagonaalid l6ikuvad teineteisega (seda
kasutatakse Paschi teoreemi toestamiseks: iga sirge, mis 16ikab
kolmnurga iiht kiilge. 16ikab ka selle kolmnurga iiht teist kiilge);
ja 10. aksioom, milles védidetakse vektorite vordsuse transi-
tiivsust.

Viga karakteerne Papy opikule on kolmanda teema — relat-
sioonide késitlus. Alustatakse kahest mangust: eesnimi — pere-
konnanimi, eesnimi — eesnimi. Esimeses neist tuleb igal opilasel
leida koik need oOpilased, kelle perekonnanimi algab sama tdhega,
millega algab tema eesnimi, ja teises need, kelle eesnimi algab
sama tdhega. Nende niidete juures tutvustatakse relatsiooni oma-
dustega ja selgitatakse, kuidas kirjutada relatsioone graafide
abil. Edasi vaadeldakse mitmesuguseid relatsioone, nagu «on
ode», «on tegur», «on suurems jne. ning joutakse ka relatsiooni
iildiste omadusteni (refleksiivsus (A=">A), antirefleksiivsus,
siimmeetrilisus (kui A= > B, siis B=>>A4), antisiimmeetrili-
sus, transitiivsus (kui A =>>B ja B= > C, siis A=> C)).

Raamatu teoreetilise osa korgpunkt saavutatakse Cantor-
Bernsteini teoreemi toestamisega (Kui hulk A kujutatakse {iiks-
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itheselt hulga B osale ja hulk B hulga A osale, siis on hulkadei
A ja B sama vdimsus). Papy’l on lause sonastatud kujus «Suhe:
<< on kardinaalarvude hulgas antisiimmeetriline». Raamatu
abstraktsusest annavad tunnistust veel kahe kardinaalarvu
summa ja korrutise defineerimine hulkade AU B ja 4 X B vodim-
suste kaudu. Lihtudes neist definitsioonidest tdestatakse liitmise
ja korrutamise kommutatiivsuse, assotsiatiivsuse ja ka distribu-
tiivsuse omadused.

Papy on jiatkanud opikute véljaandmist vanematele Kklassi-
dele. Mcile on seni kdttesaadavaiks osutunud 1., 2., 5. ja 6. raa-
mat. On selge, et to6tamine Belgia koolides nende raamatute
jdrgi ei ldhe raskusteta. On tekkinud tugev opositsioon. Papy
oma temperamentse esinemisega on tuttav mitte ainull Belgias,
vaid ka paljudes teistes riikides. Ta on korduvalt esinenud oma
ideede propageerijana ka Noukogude Liidus. On maérkimisvédarne,
et Papy raamatuid on juba tdlgitud mitmesse keelde. Nii on Papy
raamatud tehtud kéattesaadavaks hollandlastele, sakslastele,
rumeenlastele, inglastele ja ameeriklastele. Ajakirjas «MatemaTtuka
B wkoyge» on esitatud mote tolkida Papy opikud vene keelde.

Koolimatemaatika Moderniseerimise Pohja Komitee

Analiifisides paljude maade koolipoliitikat ja selle korval
koolimatemaatika programme, v6éime veenduda, et on erinevusi
materjali paigutuses lounapoolsete riikide ja pohjapoolsete rii-
kide vahel. See on seotud laste kiirema arenguga l6unamaades.
Geograafilisest asendist tingituna pakub meile seega peamist
huvi koolimatemaatika moderniseerimine P&hja- Euroopa riikides.
1959. a. Royaumont’is Euroopa Majandusiihenduse ja Arengu
Organisatsiooni poolt korraldatud seminaris teemal «Uus mbtle-
mine koolimatemaatikas» soovitati asutada regionaalseid iihen-
dusi koolimatemaatika moderniseerimise organiseerimiseks. Pohja-
maade delegaadid otsustasidki iihineda, pidades silmas paremat
ekspertide kasutamise voimalust, majanduslikku efeklii ning
arvestades kehtivate koolisiisteemide kiillalf suurt sarnasust.
1960. a. juunis loodigi Pohja Kultuurikomisioni juures 2. sekt-
sioon, kus nii Taani, Soome, Norra kui ka Rootsi olid
esindatud 4 delegaadi-matemaatikuga (Taani: Agnete Bund-
gaard, Bent Christiansen, Erik Kristensen, Ole Rindung; Soome:
Harkko Helvelahti, Yrjo Juve, Paavo Malinen, Inkeri Simola;
Norra: Karsten Kjelberg, Ingebrigt Johansson, Kay Piene, Rag-
nar Solvang; Rootsi: Géran Holmstrom, Lennart Sandgren (esi-
mees), Sixten Thornqvist, Matts Hastand (sekretdr)). Esimene
selle sektsiooni kokkutulek oli 1960. a. oktoobris, kui komisjonile
anti nimetus «Koolimatemaatika Moderniseerimise Pohja Komi--
tee», sekretariaadi asukohaga Stokholmis.
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1967. a. avaldati selle komisjoni t66 tulemused 290-lehekiilje-
lises rootsikeelses kogumikus. Selles anti filevaade kehtivast
haridussiisteemist koigis pohjamaades, diskuteeriti matemaatika
opetamise eesmairkide iile, toodi dra komisjoni poolt organiseeri-
tud eksperimentide tekstid ja juhised ning ettepanekud Oopeta-
tava aine kohta. Selle kogumiku liihendatud véljaanne avaldati
ka soome ja inglise keeles.

Pohjamaades ollakse veendunud, et kaasaegse haridus-
siisteemi ebastabiilsus on tingitud koolides kauem oppivate Gpi-
laste arvu suurenemisest, mis omakorda pdhjustab opetuse sisu
muutumise. Ollakse samuti veendunud, et matemaatikast on saa-
nud vajalik instrument nii loodusteadlasele kui ka insenerile ja
et matemaatilised mudelid ja meetodid vGetakse iiha enam kasu-
tusele aladel, kus seda varem pole tehtud. Ollakse veendunud,
et iihiskond, kus kasvab kiirelt urbaniseerimine ja automatiseeri-
mine, ndouab senisest méirgatavalt enam matemaatika rakenda-
mist igapdevases elus. Sellest jareldub, et peab suurenema kooli-
matemaatika osatihtsus. See ei saa aga toimuda ainult mate-
maatika programmi suurendamise teel, vaid ka monede oma
tahtsuse minetanud osade viljajitmise voi vadhendamise teel.
Erilise tdhelepanu objektiks peavad aga saama kaalutlused
matemaatika Opetamise eesmirkide kohta.

63



Matemaatlika opetamise vajadust on- seni, nagu margitakse
komitee iilevaates, pohjendatud aine suure haridusliku véartusega,
sest see arendab otsustusvoimet ja viljenduse selgust, ning sot-
siaalse tdhtsusega, sest ta on aluseks teaduslikule tédle ja vajalik
igapdevases elus. Kui varem oli esimesel momendil peatdhtsus,
siis kaasajal kaldub see enam teisele momeéndile.

Pohjamaades rohutatakse eriti jargmisi matemaatika Opeta-
mise eesmarke:

1) opilased peavad tundma ré6omu matemaatikaga tegelemi-
sest ja

2) opilased peavad olema voimelised oma matemaatikaala-
seid teadmisi rakendama praktikas.

Esimese eesmargi saavutamine soltub materjali doseerimi-
sest, opitud materjali seostamisest uuega, maéngulise elemendi
rakendamisest ja, mis kdige tdhtsam, tema arusaadavusest. Vii-
masele peavadki kaasa aitama hulgateooria elemendid ja siim-
boolika, relatsiooni ja funktsioont moisted ning vektorid. Teise
eesméirgi saavutamiseks ei loeta oigeks eraldada omaette osadeks
rakenduslikke kiisimusi, nagu kiiruse arvutamine, ariprobleemiad
jne. Peetakse vidga oluliseks harjutada opilasi haarama prob-
leeme ilma spetsiaalse ettevalmistuseta. Peetakse vajalikuks kiil-
laldase tdhelepanu osutamist ligikaudsele arvutamisele, kuid
samuti peab tulema arutluse alla matemaatilise mudeli ja selle
realiseerimise moiste. Seda rakendatakse siis ka teistes Oppe-
ainetes.

Opetamismeetodite osas loetakse digeks aktiivsemate meeto-
dite kasutamist. Opilasele on suureks auks avastada ja luua
matemaatikat ise. Tavaline klassit36, kus opetaja annab tead-
misi ja opilased kordavad seda ja kus o6pikuid kasutatakse pea-
miselt ainult iilesannete kogudena, tuleb asendada mitmesuouste
oppevahendite abil antava informatsiooniga ja suurel méiral
opilaste iseseisva tooga. Opetaja omandab rohkem konsultandi
osa. Nagu teada, on monedes maades selleks vilja té6tatud tea-
tud spetsiaalsed strukturaalsed materjalid.

Matemaatika opetamisel peetakse parimaks viisiks spiraalset,
mitte lineaarset printsiipi. See printsiip vomaldab opilasel sama
kiisimuse juurde uuesti tagasi tulla ja vajaduse korral kiisimuse
omandamist edasi liikata.

Komisjon to6tas vilja ka matemaatika -uue programmi. See
jaguneb pohikursuseks, mis omandatakse kohustusliku 9 esimese
6ppkeaasta jooksul, ja giimnaasiumi kursuseks 10.—12. dppeaasta
jaoks.

Pohikursus holmab jargmised peamised teemad:

1. Arvud.
Koik opilased peavad arvutama naturaalarvudega, tidisarvu-
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dega, kiimnendmurdudega ja ratsionaalarvudega. Nad peavad
saama tuttavaks arvu omadustega ja olema voimelised raken-
dama nelja pohitehet praktiliste probleemide lahendamisel.

2. Geomeetria.

Koéik opilased peavad tundma Ilihtsamaid tasapinnalisi ja
3-dimensionaalseid kujundeid. Nad peavad tutvuma geomeetria-
alase terminoloogiaga ja t66tama konkreetsete kujunditega.
Samuti peavad opilased tutvuma libtsamate kongruentsuse ja
sarnasuse teisenduste ning siimmeetriaga.

3. Moodud.
Koik opilased peavad kokku puutuma printsiipidega, mis on
seotud. mootmisega. Nad peavad oskama moota pikkust, pindala,

ruumala, aega, raskust, temperatuuri, tundma rahaiithikuid ja
mootithikute teisendamist.

4, Toendosus.

Koik opilased peavad tegema katseid, millest ilmneb relatiivse
sageduse stabiilsus, ja tutvuma tdeniosuse moistega.

5. Tabelid ja diagrammid.

Koik opilased peavad valmistama tabeleid ja diagramme nii
statistiliste kui ka funktsionaalsete andmete jidrgi. Tegelda tuleb
nii tabelite ja diagrammide koostamise kui ka nende tolgendami-
sega.

6. Probleemide lahendamine.

Koik opilased peavad kokku puutuma matemaatilise mudeli
moistega ja selle mudeli kasutamisega antud probleemi analiiiisi-
misest kuni mudeli konstrueerimiseni, samuti tegema mudelist
jareldusi ja kandma need iile tegelikkusesse.

7. Matemaatika olemus.

Ko6ik opilased peavad saama teatud iilevaate matemaatika
olemusest. Erilist tihelepanu tuleb osutada muutuja mbistele.

Et see programm realiseeruks edukalt, selleks peetakse vaja-
likuks, et matemaatikat esitataks moodsas vaimus. See tdhendab,
et rakendataks teatud pohimdisteid hulkadest, nagu {ihend, iihis-
osa, alamhulk ja korrutishulk, arvtelg, relatsiooni ja funktsiooni
moisted (sisaldab ka geomeetrilisi teisendusi) ja koordinaatide
siisteem pluss teatud hulk elementaarseid loogika mbisteid.

Niitena olgu esitatud 9. klassi programm.

Ratsionaalsed funktsioonid.

Poliinoomide liitmine, lahutamine ja korrutamine. Valemid
(a+b)2, (a—b)(a+b). Lihtsamad teguriteks Ilahutamised.
Neli pGhioperatsiooni ratsionaalfunktsioonidega.
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Rihma moiste.

Seni algebras ja geomeetrias tundmadpitud struktuurid, mis
on rithmad. Néiiteid loplikest hulkadest. Liihidalt matemaatika
aksiomaatilisest {ilesehitusest.

Ruutjuur.
Ruutvérrand.
Toendosus.
Kui kaugele minnakse, see soltub opilaste huvist. Koik pea-
vad tutvuma siindmuste iihendi ja iihisosaga, voimatu siindmu-
sega, aga samuti tdiendiga ja nende toendosuse arvutamisega.

Sissejuhatav tuletise kasitlus.

Kiirus ja puutuja. Opilastele selgub vajadus piirvdartuse ja
tuletise moistete jarele.

Ruumiline geomeetria.

Ruumala arvutamine. Moned opilased voivad tutvuda ka vek-

torite ja koordinaatide siisteemiga ruumis.
Glimnaasiumi matemaatika programmis on jargmised teemad:

X kl.: Arvutamise pohiseadused. Jérjestus. Arvutamine vorra-
tustega. Vektorid tasandil. Sirge vorrandid. Poordfunkt-
sioon. Liitfunktsioon. Monotoonne funktsioon. Logarit-
mid. Liikati. Trigonomeetrilised funktsioonid. Kahe tund-
matuga lineaarfunktsioonid. Teise ja korgema astme polii-
noomid. Korgema astme vorrandite graafiline lahenda-
mine. Ratsionaalfunktsioonid. Tuletis. Ligikaudne arvu-
tamine.

XI kl.: Pidevus. Piirvdédrtus. Diferentseeruvus. Reaalmuutuja
vektorfunktsioon. Vektori tuletis. Keskvdartuse teoreem.
Algfunktsioon. Korgemat jarku tuletised. Integreerimis-
valemid ja votted. Logaritmfunktsioon ja eksponent-
funktsioon. Parabool, ellips, hiiperbool. Jadad ja read.
Kombinatoorika. Binoomlause.

XII kl.: Toendosusteooria kuni normaalse jaotuseni. Algebra
pohimoisted. Kompleksarvud. I jirku lineaarsed diferent-
siaalvorrandid. II jarku lineaarsed konstantsete kordaja-
tega diferentsiaalvéorrandid. Vektor ruumis. Vektorkorru-
tis. Sirged ja tasandid. Sfdari voérrand. Lihtsamate
kehade pindala ja ruumala.

Giimnaasium on Pohjamaades ette ndhtud kaheharuline; siin
toodud programm kuulub nn.:.teaduslikule harule. Mitteteadusli-
kus harus on matemaatika programm ulatuselt vdiksem, sisaldab
aga peaaegu koik need moisted, mida tutvustatakse teaduslikus
harus.
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Uus matemaatika programm Noukogude Liidus

Piérast pikemaid vaidlusi ja arutlusi on kinnitatud uus mate-
maatika programm ka Noukogude Liidu koolidele. Selle
programmi kohaselt on matemaatika Opetamise eesmirgiks kesk-
koolis jouda piisivate ja teaduslikult omandatud teadmiste ja
oskuseni, mis

a) on vajalikud igapédevases elus ja tdos igale tédnapideva
ithiskonna liikmele;

b) moodustavad vajaliku aluse teiste teaduste oppimiseks
koolis;

c) on kiillaldased iseseisvaks hariduse jitkamiseks pérast
kooli, populaarteadusliku ja tehnilise kirjanduse lugemi-
seks jne.

Matemaatika opetamisel on suur tdhtsus ka vaimsete voimete
arendamisel, loogilise motlemise harjumuse ja kujutlusvoime
kujundamiseks.

Eraldi tuleks peatuda siin teisena nimetatud eesméirgil, sest
programmi koostajad on eriti silmas pidanud kontakti vajalikkust
flilisika Opetamisega. Selleks voetaksegi IV—V klassi matemaa-
tika kursuses kasutusele tdheline siimboolika ja valemid, V klas-
sis negatiivsed arvud ja kui fiiiisikaopetaja asub mehhaanika-
kiisimuste kisitlemisele, on opilased juba tuttavad iihtlase lii-
kumise vorrandiga s = ot ja oskavad graafiliselt lahendada lii-
kumise tilesandeid. VIII klassis tunnevad opilased aga vajalikul
méaral vektoreid ja tehteid vektoritega, sest need on kavas
VII klassi matemaatika kursuses. Matemaatika oOpetamisel kasu-
tatakse omakorda fiilisikas omandatud teadmisi. Nii késitletakse
fiilisikas liikumise kiiruse moistet enne kui matemaatikas tuletist;
harmoonilist vonkumist késitletakse matemaatika tundides parast
seda, kui fiiiisikas on omandatud teema «Vonkumised ja laineds.
Ligikaudse arvutamise osatdhtsuse suurendamine VII klassis ja
arvutusmeetodite kisitlemine VIII klassis aitavad omakorda
kaasa matemaatika ja teiste kooliainete vaheliste seoste tugev-
damisele.

Mootmistodd on programmi kohaselt ette ndhtud ainult
VII klassis, kuid neid soovitatakse teha ka teistes klassides ala-
tes TV oppeaastast. On rohutatud lihtsate harjutuste ja {ilesannete
suurt tdhtsust piisivate oskuste kujundamisel. Valemite pdhe&ppi-
mise asemel soovitatakse oOpetada kasutama valemite kogusid
(spravot3nikke).

Et matemaatikale reserveeritud aja maht ei suurene, kiill aga
aine maht, siis loetakse sellega kaasnev ajapuuduse probleem
lahendatuks algebra ja geomeetria elementide toomisega 1IV—
V klassi. Seda sammu oigustavad suur hulk ldbiviidud eksperi-
mente. Algebra ja geomeetria elementidega varasem tutvumine
peab aga voimaldama aine kidsitlemise tempo kiirendamist vane-
mais klassides. Mdningat -ajavoitu loodetakse saada ka diferent-
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siaal- ja integraalarvutuse elementide rakendamisest traditsioo-
niliste teemade késitlemisel (funktsioonide uurimine, ruumalade
valemite tuletamine). Senise kavaga vorreldes on uues program-
mis tehtud ka moningaid kédrpeid, nii on nditeks kompleks-
arvud koolimatemaatika pohikursusest téielikult vilja jdetud.

Jargnevalt lithidalt uue programmi teemadest. _

Aritmeetika ja algebra algmed — IV—V klass.

Siin on kavas:

Naturaalarvud. Kiimnendmurrud. Positiivsed ja negatiivsed
arvud. Harilikud murrud. .

Nendes klassides siivendatakse algklassides omandatud arit-
meetiliste tehete sooritamise oskust. Voetakse kasutusele hulga
moiste ja moisted «hulga element», «kuuluvus», «hulkade {ihend»,
«<hulkade iihisosa», «tiihi hulk», «alamhulk». Neid moisteid raken-
datakse jaguvuse kiisimuste késitlemisel, vorrandite ja vorratuste
lahendamisel ja lihtsamate graafikute joonestamisel. Vorrandeid
lahendatakse esialgu tuginedes aritmeetiliste tehete omadustele,
hiljem sonastatakse ka vastavad reeglid. Tekstiilesannete lahen-
damisel kasutatakse aga vorrandite koostamist.

Algebra — VI—VIII klass.

Siin on kavas:

Pohimoisted. Vordelisus ja podrdvordelisus. Ukslitkmed. Téis-
avaldised. Vorrandid ja vorrandisiisteemid.

Ratsionaalavaldised. Vorratused. Juured. Ruutvorrandid.

Aritmeetiline ja geomeetriline progressioon. Murrulise asten-
dajaga aste. Eksponentfunktsioon ja logaritmid. Arvutuste orga-
niseerimine ja arvutustehnika.

Sellel astmel tostetakse aine késitlemise loogilist taset, tugi-
nedes loogika elementide ja vastava siimboolika kasutamisele.
Kogu kursuse viltel esineb sageli funktsioonide kisitlemist ja
vastavate graafikute ehitamist. Ruutkolmliikmete uurimine on
viidud iilesannete hulka. Seoses vorrandite ja vorratustega voe-
takse kasutusele moisted «lause», «predikaats ning kasutatakse
jdrelduse ja samavidrsuse siimboleid.

Geomeetria — IV—VIII klass.

Siin on kavas:

Peamised geomeetria moisted.

Geomeetrilised konstruktsioonid.

Tasandiliste kujundite vordsus. Geomeetria loogiline iilesehi-
tus. Hulknurgad.

Stereomeetria algmoisted. Geomeetrilised suurused. Sarnasus.
Liikumisteisendused ja sarnasused.

Meetrilised seosed kolmnurgas. Trigonomeetrilised funktsioo-
nid. Ringjoon. Sise- ja iimberringjoon.

[V klassis tutvustatakse esimest toestust (tipunurkade vord-
sus). V klassis suureneb tdestuste arv (rist- ja kaldloigu pik-
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kus, kolmnurga nurkade summa jne.). Geomeetria iilesehitamine
antud aksioomidele algab VI klassis. Vilja jédetakse aga Kkiill
jarjestus- ja pidevusaksioomid. Geomeetria kursust on lihtsustatud
mitmete teoreemide viljajdtmise voi nende iilesannete hulka pai-
gutamise teel (ndit. meetrilised seosed ringis, kolmnurga korguste
ja kolmnurga mediaanide ldoikumine, Heroni valem). Stereomeet-
ria osas siistematiseeritakse joonestamistundides saadud tead-
misi. Vottes tdestuseta kasutusele teoreemi ruumala vordelisuse
kohta sarnasusteguri kuubiga, saab sellele tuginedes tuletada
pliramiidi ruumala valemi. Geomeelrilisi teisendusi késitletakse
V—VII klassis. V klassis tutvutakse poorde, litkkke ja teljelise
siimmeetriaga. VII klassis joutakse homoteetsuseni, mis seosta-
takse vektori ja arvu korrutamisega.

Algebra ja analiiiisi algmed — IX—X klass.

Siin on kavas:

Matemaatilise induktsiooni printsiip. Kombinatoorika elemen-
did.

Lopmatud jadad ja piirvddrtused.

Tuletis ja selle rakendusi.

Trigonomeetrilised funktsioonid, nende graafikud ja tuletised.

Eksponentfunktsiooni ja logaritmi tuletis.

Integraal.

Vorrandisiisteemid ja vorratusesiisteemid, elektronarvutid.

Matemaatilise induktsiooni késitlemise eesméirgiks on siiven-
dada opilaste ettekujutust naturaalarvude siisteemi ehitusest. Siin
luuakse tiielik ettekujutus reaalarvude hulgast. Ka siin on jirje-
kindlalt arvestatud fiilisika kursust. VIII klassis on fiiitsikas
kasitletud kiiruse ja kiirenduse moisteid, niiiid antakse neile
moistetele matemaatiline vorm. IX klassis tutvutakse trigono-
meetriliste funktsioonide tuletistega ja neid on voimalik raken-
dada X Klassis fiiiisika kursuses teema «Vonkumine ja lained»
kisitlemisel; eksponentfunktsiooni tuletist aga teema «Summuta-
tud vonkumised» késitlemisel.

Diferentsiaalvorrandite y’ = ky ja y” = —k2y abil antakse Gpi-
lastele ettekujutus diferentsiaalvorrandite osast reaalsete néah-
tuste uurimisel. Kavas on ka tutvumine integraali moistega, las-
kumata integreerimisvotete tutvustamisele. Peetakse aga loomu-
likuks, et selle kaudu tépsustatakse pindala moistet ja et
integraali rakendatakse ruumala valemite tuletamisel.

Geomeetria — IX—X klass.

Siin on kavas:

Sirged ja tasapinnad; koordinaadid ja vektorid ruumis.

Hulktahukad ja p&6rdkehad.

Programm ei lahenda kiisimust, kas vektoritega sooritatavate
operatsioonide omadused formuleeritakse néitlikule kujutlusele
tuginedes voi kasutatakse selleks vastavat aksiomaatikat..
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Programm on tiielikull avaldatud ajakirja «MartemaTnka B
wkoae» 1968. aasta 2. numbris.

Kui vordleme Noukogude koolidele kinnitatud programmi
eespool toodud Belgia ja Pohjamaade keskkoolt matemaatika.
programmidega, siis nideme, et-neis on monedki uuendustaotlu-
sed erinevad. Voime tdheldada, et Noukogude Liidu programmis
on hoopis vdhem tdlielepanu osutatud kaasaja algebra kiisimus-
tele ning seevastu on suurem osatdhtsus antud matemaatilise
analiilisi teemadele. Ka tdendosustecoria ja matemaatilise statis-
tika elemendid on siin ainult fakultatiivse kursuse programmis.
On kaheldammatult selge, et raskusi kerkib koigi kone ail olnud
programmide realiseerimisel. Eespool oli nimetatud tuntud prant-
suse matemaatiku Dieudonné arvarusi koolimatemaatika kohta.
Uldtuntuks on saanud ka mnimeka soome matemaatiku prof. Rolf
Nevanlinna arvamused koolimatemaatika moderniseerimise kohta,
mis on kohati vdga vastukdivad Dieudonné arvamustega. Tema
terava kriitika alla langeb muuhulgas siin tutvustatud Pohja
Komitee poolt koostatud matemaatika programm. Samuti riiva-
vad tema mirkused oige tugevasti belglaste ja pranislaste piiii-
deid koolimatemaatika uuendamisel. On selge, et alles pikema-
ajalisem kogemus saab siin oma 16pliku séna o6elda.

Koclimatemaatika reform Eesti NSV-s

~

Lopuks tuleks lithidalt peatuda koolimatemaatika uuendamis-
katsete juures meie vabariigi koolides. On méddunud juba iile
kiimne aasta, kui haridusministeeriumi matemaatikakomisjon
sm. E. Etvergi juhtimisel asus sisse viima uuendusi meie kooli-
matemaatikasse. Vabariikliku Opetajate Taiendusinstituudi laia-
ulatuslikud matemaatikadpetajate suvekursused ja Opetajate-
entusiastide, nagu oOp. Meidla Viljandist, op. Kork Kehrast,
op-d Kraubner ja Palm Tailinnast, 6p. Lepland Abjast, op. Nurk
Vindrast jt. leidumine on vdimaldanud meil olla koolimatemaa-
tika kiisimuste lahendamisel Noukogude Liidus mitte sabassorki-
jate kohal. Teostatud uuendused ei viinud meid aga oluliselt
kaugemale kdesoleva sajandi alguse reformitaotlustest. Sellele
vaatamata vOime heameelega méirkida, et monedki meie piiiid-
lused on leidnud niiiid fikseerimist uues iileliidulises program-
mis. Nimetagem néiteks kas koolimatemaatika eridistsipliinide
vihendamise tendentsi voi tuletise ja integraali késitlemist.

Kaasaegne koolimatemaatika reform, .on samuti leidnud juba
tee meie koolidesse. Seda tdnu sm. A. Lintsi entusiastlikule
téole algklasside matemaatika uuendamisel ja sellele suurele
aigklasside Opetajate hulgale, kes on aru saanud koolimatemaa-
tika reformimise vajalikkusest. Haridusministeeriumi opikute ja
metoodika osakond (H. Reinop ja M. Kirner), aga samuti mate-
maatikakomisjon sm. - A. Telgmaa juhtimisel on asunud innukalt
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keskkooli matemaatika uue programmi realiseerimise ettevalmis-
tamisele. Uus matemaatikakomisjoni  poolt viljatosctatud
programm saab koigile kadttesaadavaks ldhemal ajal. Tuleb ainult
markida, et see viga oluliselt ei erine praegu kehtivast program-
mist ja et seepdrast on meil mirksa paremad eeldused oma uue
programmi realiseerimiseks kui nditeks Belgias voi Rootsis voi
teistes liiduvabariikides. On isegi tosiselt karta (tuginedes aja-
loolisele kogemusele), et Noukogude Liidus tervikuna voib esile
kerkida kiillalt suuri raskusi uue programmi kehtestamisel. Seda
enam peame me tdhelepanu osutama seni saavutatu kindlusta-
misele ja moistlikule edasiarendamisele.

Ei tohi unustada, et tegelik téotegija on opetaja. Toovihikute
ja kontrolltoode kogum1'<e, samuti lisaiilesannete kogude ja kaar-
tide ning mitmesuguse muu metoodilise materjaliga tuleb O6pe-
tajaid varustada. Eriti tuleb aga oOpetajaid aidata uue aine
omandamisel. Teatavasti sisaldab uus programm nii hulgateooria
kui’ ka matemaatilise loogika elemente, Iakultatiivkursustesse
soovitame toeniosusteooriat ja statistikat, lineaarset planeeri-
mist, aga veel néditeks minguteooriat, vektorruume jne. Tege-
mist on ainetega, mida enamik meie matemaatikadpetajaid pole
ise Oppinud. Seepérast tunneme moéddapddsmatut vajadust vas-
tava eestikeelse kirjanduse jirele, aga samuti kindla eesméirgiga
sihipdraste kursuste jirele matemaatikaopetajatele. Haridusminis-
teerium peaks veel kord kaaluma voéimalusi dpetajate tasustami-
seks 166 sisulise killje jdrgi, et sellega anda ka opetajate kur-
sustele senisest suuremat autoriteeti. Opetaja kvalifikatsiooni
tousuga peaks kaasnema ka palga tous.

Meie senine t66 koolimatemaatika reformimisel on tuginenud
monede inimeste entusiasmile ja haridusministeeriumi juhtivate
to6tajate heatahtlikule suhtumisele nendesse entusiastidesse. Me
hindaksime oma entusiaste aga liiga korgelt, kui loodaksime, et
neil jatkub energiat ka kédesoleva reformi. ldbiviimiseks, mis on
mahult siiski marksa ulatuslikum kui eelmine ja mis tahetakse
ellu viia lithema ajavahemiku jooksul kui eelmine. Arvestagem,
et iildreeglina juhivad kaasajal koolimatemaatika reformimist
spetsiaalsed instituudid iilikoolide juures, kus on rakendatud
toole ka kiillaldane arv inimesi. Haridusministeerium on vérva-
nud uusi inimesi opikute ja tédvihikute koostamise juurde, kuid
sellest on kaheldamatult vidhe. Et spetsiaalse tooriihma asuta-
mine Tartu Riikliku Ulikooli juures on olnud juba haridus-
ministri ja iilikooli rektori vahel kdneaineks, siis jddb loota, et
meilgi suudetakse kogu koolimatemaatika reformimine viia vaja-
likule kindlamale tasemele. Uue reformi ettevalmistamisest ja
labiviimisest on seni suhteliselt korvale jadnud opetajaskond.
Loodame, et olukord ka selles osas paraneb ja seniste entusiast-
like Opetajate korvale astuvad uued, kes tdie energiaga on ndus
kaasa aitama koolimatemaatika kaasajastamisele.
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LOBATSEVSKI GEOMEETRIA

K. Ariva
HI LobatSevski funktsioon

Artikli eelmises osas' selgitasime, milline saab olla kahe
sirge vastastikune asend LobatSevski tasandil? Seame niiiid
eesmirgiks iseloomustada kdige lihtsamaid tasandilisi kujundeid,
peamiselt kolm- ja nelinurki. Samuti nagu sirgete puhul ilmneb
ka siin terve rida asjaolusid ja omadusi, mis erinevad kooligeo-
meetrias tundmaodpitud vahekordadest vo6i lisanduvad nendele.
Selleks, et neid uudseid momente kirjeldada, osutub vajalikuks
eelnevalt uurida huvitavat sirgloikude ja nurkade vahelist funkt-
sionaalset soltuvust, mis tuleneb sirgete paralleelsuse uuest defi-
nitsioonist ja millel on eriline tdhtsus kogu LobatSevski geo-
meetria jaoks.

Paralleelsust iseloomustavad muutuvad suurused

Vaatleme kaht omavahel paralleelset sirget a ja b (joon. I;
paralleelsuse suunda nditavad nooled). Sirge a vabalt valitud

L
S~ E

\
\
\/
A D
Joonis 1.

punktis A iseloomustavad sirge a paralleelsust sirgega b vii-
masele tommatud ristloik AB ja selle 16igu ning sirge a paral-
leelsusesuunalise poolsirge vaheline nurk BAC. Nagu eespool

! Matemaatika ja kaasaeg, XV, lk. 67.
2 s. t. tasandil, mille puhul kehtib LobatSevski aktsioom.
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markisime, nimetatakse esimest paralleelsuseloiguks
ja teist paralleelsusenurgaks. Vastavalt sirgete paral-
leelsuse definitsioonile on paralleelsusenurk . terav.

Sirgete paralleelsus on nende vastastikune omadus (teoreem
1): sirge b igas punktis saab tema paralleelsust sirgega a ise-
loomustada samal viisil — loigu ja teravnurga abil. Kerge on
méirgata, et paralleelsuseldigud ja -nurgad sirgete a ja b punk-

N\ A
tides A ja B on erinevad: AB > BC ja BAC << CBB’. Esimene
vorratus véljendab absoluutsesse geomeetriasse kuuluvat tosiasja,
et punktist sirgele tommatud kaldloik on pikem samast punktist
A
tommatud ristldigust. Teine vorratus jareldub vordsusest ABC -|-
A A LA

+ CBB’" = 77 ja vorratusest ABC 4~ BAC < 7;— ; viimane tuleneb
omakorda asjaolust, et > apc < .

Esimesel pilgul ndib paralleelsusenurkade BAC ja CBB’ erine-
vus olevat vastuolus kujutlusega, et sirged votavad paralleelsu-
sest osa iihel ja samal viisil. Kas toesti tuleb sirge b paralleelsust
sirgega a lugeda erinevaks sirge a paralleelsusest sirge b suhtes?

Nii kummalist olukorda siiski ei esine. Vastuolu kaob, kui
tihele panna, et paralleelsusenurk muutub tema tipu liikumise!
moddda sirget, mille paralleelsust ta kirjeldab. Selles veendumi-
seks vaatleme uuesti joonist 1. Olgu A’ sirge a mingi punkt, mis
asub punktist A paralleelsuse suunas, ja olgu A’B’ vastav paral-
leelsuseloik. Et > <<x ja 3 . <, siis on nelinurga

A

ABB’A’ sisenurkade summa vidiksem kui 2z, jirelikult BAC -
N AS /N

-1 B’A’C" << s. Teiselt pOOlt B’A’D —)— B’A’C = 7 korvunurkade

/N A\
summa on sirgnurk. Siis aga BAC << B’A’D, s. t. sirge a paral-
leelsust iseloomustav nurk kasvab, kui tema tipp liigub mééda
sirget a paralleelsuse suunas.

Et paralleelsuseloik on muutuv suurus, sellega tuli meil nous-
tuda juba eespool: paralleelsuseldik moodab sirge punkti kaugust
paralleelsirgest, see kaugus aga kahaneb punkti liikumisel paral-
leelsuse suunas (teoreem 5). Niiiid oleme sunnitud loobuma ka
kujutlusest, et paralleelsusenurk on konstantne suurus. Ilmneb,
et sirgete paralleelsus on tunduvalt keerukam néhtus, kui lubab
arvata koolis omandatud tarkus.

Kooligeomeetrias on kahe sirge paralleelsus oige jdik ja
«iithetooniline» vahekord, mida iseloomustavad iiksnes muutuma-
tud suurused. Kaugus kahe antud paralleelsirge vahel on siin
konstantne ja maédrab nende sirgete vastastikuse asendi téieli-
kult. Erinevate kaugustega médratud paralleelsirgete paare ei
saa ithtimisele viia liikumise teel, s. o. kaugusi séilitades. Paral-
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leelsusenurk on tiks ja seesama koigi paralleelsirgete koigi punic-
tide juures, seepirast puudub koolis tarvidus selle moiste jarele.
Iga sirge, mis on risti ithe paralleelsirgega, “on risti ka teisega.
Uhiseid ristsirgeid on paralleelsirgetel lopmata palju ja need
koik on omavalicl niisama «iiksiuiselt» paralleelsed.

Pilt, mis avanch me pilgu ees, kui loeme toeseks LobatSevski
aksioomi, on palju vaheldusrikkam. Paralleelsete sirgete vaheline
kaugus muutub punktist punkti. Ainult kauguse abil sirge a paral-
leelsirget méddrata ei saa; tuleb lisaks ndidata sirge a punkt,
millest seda kaugust arvestatakse, ja paralleelsuse suund (mui-
dugi tuleb veel valida {iks sirgega a ddrnevaist pooltasandeist,
nagu kooligeomeetriaski). Et iga kahe paralleelsirge korral saa-
vutab nendevaheline kaugus iga etteantud védirtuse (teoreem 5),
siis on voimalik iga kaht paralleelsirgete paari viia iihtimisele
liikumise abil. Antud paralleelsusenurk iseloomustab kahe sirge
paralleelsust ainult {ihes punktis kummalgi sirgel. Uhiseid rist-
sirgeid paralleelsirgetel ei leidu. Sirge, mis on risti thega paral-
leelsirgetest, moodustab teisega mittevordsed korvunurgad; kérvu-
nurkade paarid, mille middravad mistahes kaks sellist sirget, on
erinevad, need sirged ise aga hajuvad.

Nende tdhelepanekute pohjal peame iitlema, et LobatSevski
geomeetrias on sirge paralleelsus teise sirgega punktist punkti
muutuv vahekord. Paralleelsuse suunas paralleelsuselik kahaneb
ja paralleelsusenurk kasvab. Esimest asjaolu ongi pitiitud kuju-
tada joonisel 1. Naditlikkuse huvides on siin sirgete a ja b lihe-
nemisega liialdatud — nende pikendamine voimaldab kergesti
konstrucerida 1oikepunkti, mille puudumist me eeldame. Selleks,
et joonisel «nihtavalt» esitada paralleelsusenurga muutumist,
tuleks talitada veelgi «ebatipsemalt», nimelt kujutada paralleel-
sirgeid koverjoontena, mis ldhenevad teineteisele asiimptootili-
selt.®

Rohutame veel kord, et iga joonis on siin vaid ligikaudne
mudel, mis kajastab ainult monda kiilge uuritavatest vahekorda-
dest. Oma arutlustes loeme tdeseks koéike, mis jdreldub loogi-
liselt juba tdestatud voi toeseks peetud lausetest. Kiisimus, kas
sel viisil tehtud otsustused on kooskélas kujutlusega ja kas neid
on voimalik koigis iiksikasjades «tGetruults esitada joonistel, on
teisejarguline ega saa kuidagi mojutada meie mottekiike.

Nurga saab konstrueerida iiheainsa sirgloigu abil

Valime tasandil mingi sirgloigu AB ja moodustame selle abil
neli paralleelsusenurka (joon. 2). Selleks tombame ldbi otspunk-
tide A ja B kuus sirget: sirged @ ja b, mis on 16iguga AB risti,
ning sirged BC, BD, AE ja AF, millest kaks esimest on sirgega a,
kaks viimast aga sirgega b vastassuundades paralleelsed. Loik

3 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XV, lk. 78, joon. Il (3).
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AB on neid paralleelsusi iseloomustav paralleelsuseloik vasta-
valt punktis B ja punktis A.
Ehitatud paralleelsusenurgad on omavahel kongruentsed:

P RS N N\
ABC = ABD =: BAF = BAE. Esimene ja viimane vordus jareldub
peegeldusest sirge AB suhtes, keskmine peegeldusest 16igu AB
keskristsirge ¢ suhtes. Et igast punktist saab antud sirgele antud
suunas tommata iihe ja ainult the paralleelsirge, siis on sel vii-
sil konstrueeritud koik 10iguga AB seotud paralleelsusenurgad.

—_ T
— 0 c -
A
______ ——
F ! c
a g I/
A
Joonis 2.

Siit nadhtub, et sirgete paralleelsuse moiste voi-
maldab igale sirgloigule vastavusse seada
teravnurga, mille suurus on selle l6iguga iihe-
selt mddratud.
Uldistame niiiid seda moéttekdiku. Vaatleme mingit teist 16iku
A’B’, mis on ldiguga AB kongruentne. Ehitame 1digule A’B’
N\

vastava paralleelsusenurga A’B’C’, tommates 14bi punkti A’ sirge
a’ risti 16iguga A’B’ ja l4bi punkti B’ sirge B’C’ paralleelselt
sirgega a’. Asetame tekkinud kujundi joonise! 2 ndidatud kujun-
dile nii, et sirge a’ satub sirgele a ja punkt A’ punkti A. Seejuu-
res asetub 16ik A’B’ ldigule AB ja nende kongruentsuse tottu
ithtib punkt B’ oma uues asendis punktiga B. Antud suunas tom-
matud paralleelsirge iihesuse t6ttu peab sirge B’C’ sattuma kas

N N
sirgele BC voi sirgele BD. Mélemal juhul A’B’C’ = ABC.

See tihelepanek voimaldab tdpsemalt iseloomustada paral-
leelsuse moiste abil korraldatud vastavust sirgloikude ja nurkade
vahel: kongruentsetele 16ikudele vastavad kong-
ruentsed teravnurgad.

Olgu niiiid A”B” mingi 16ik, mis ei ole kongruentne 16iguga
AB. Kordame temaga 16igu A’B’ puhul sooritatud protsessi: ehi-

A
tame loigule A”B” vastava paralleelsusenurga A”B”C” sirgete
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a” ja B”C” abil (a” ldbib punkti A”, a”7] A”B” ja B”C”||a”)
ning asetame saadud kujundi joonisel 2 esitatud kujundile nii,
et sirged a” ja o, samuti punktid A” ja A dhtivad. Punkt B” ei
satu niitid punkti B. Olgu A”B” > AB (arutlus vastupidisel juhul
ei erine oluliselt jdrgnevast), siis asetub B” ldigu AB pikendile
ja sirge B”C” osutub oma uues asendis paralleelseks sirgega a.

Joonis 3.

Vajadusé puhui peegeldame veel sirget B”C” sirge AB suhtes, nii
et sirgete a ja B”C” paralleelsus osutub samasuunaliseks sirgete
a ja BC paralleelsusega. Tekib joonisel 3 kujutatud olukord.

A N\

Ilmneb, et A”B”C” < ABC. Siin esinevate vahekordade mitme-
kiillgsema selgitamise eesmirgil pohjendame seda vorratust kol-
mel erineval viisil:

1) Et B”’C” || a ja BC|| a, siis ka B”C” || BC (teoreem 2). Ole-
tusest, et sirgete BC ja B”C” l16ikamisel sirgega AB tekkinud
tihepoolsete nurkade summa on sirgnurk, jireldub Eukleidese
V postulaat, mis on LobatSevski geomeetrias vair lause. See
summa ei saa olla ka suurem sirgnurgast, sest vastupidisel juhul
saaks 14dbi punkti B” témmata sirge, mis moodustab koos sirge-
tega BB” ja BC kolmnurga, mille sisenurkade summa on suurerm

A
ktti slrgnurk Jarehkult B”BCJ— BB”C”<n Kuid B”BC -+

-l ABC = 71, seega BB”C” < ABC s. t. A”B”C” < ABC
2) Tombame Idigu BB” keskpunktist D rlstlmgud DE ja DF

sirgetele BC ja B”C”. Kui oletada, et A”B”C” ABC s. t.
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N N
D?B"F:DBE, siis osutuksid tdisnurksed kolmnurgad DFB” ja

/N /N
DEB kongruentseteks, mistottu B”DF — BDE, s. o. punktid E, D
ja F asuksid iihel sirgel, mis peaks olema risti nii sirgega BC
kui ka sirgega B”C”; paralleelsirgetel aga iihiseid ristsirgeid ei

AN A
leidu. Oletus A”B”C” > ABC tekitab samuti vastuolu: siis saaks
nurka BB”C” 14bi selle tipu tdmmata sirge, millel on sirgega BC
iihine ristsirge ja mis seetGttu oleks BC suhtes hajuv. Niisiis

N\ AN
A”B”"C" < ABC.

3) Nihutame sirget a” mddda sirget a paralleelsusele vastas-
suunas, kuni ristldigu A”B” otspunkt B” satub sirgele BC teatud

asendisse B”’’; teoreemi pdhjal on seda voimalik saavutada kui-
tahes pika 101gu A”B” korral. Slrge B”C” peab nihke ’(aga]ar]el

asetuma sirgele BC, seega A”B”C” A”’B”’C Kuid A”’B”’C <

< ABC, nagu veendusime eespool.

Niiiid saame uuritava vastavuse iseloomustusse lisada uue
tosiasja: mittekongruentsetele loikudele vasta-
vad mittekongruentsed teravnurgad, kusjuures
16igu kasvamisel vastav nurk kahaneb.

Kongruentsetel: 16ikudel on iihine pikkus, kongruentsetel nur-
kadel iihine suurus. Kasutame 16igu pikkuse ja nurga suuruse
markimiseks vastavalt tdhistusi ¥ ja a. Kui vaadelda koiki voi-
malikke 16ike ja teravnurki, siis osutuvad x ja a muutuvateks

suurusteks, kusjuures 0 << x << 400 ja 0 << a << % Eelnevad

féhelepanekud niitavad, et nende suuruste vahel esineb teatud
funktsionaalne soltuvus. Votame need tdhelepanekud kokku iihe
lausena.

Teoreem 7. Teravnurga suurus ¢ on sirgloigu
pikkuse x iihene kahanev funktsioon?* mis on
madratud argumendi x koigil vddrtustel

Senised arutlused ei voimalda veel esitada seda funktsiooni
analiifitiliselt, s. o. valemi abil. Eespool ilmnes aga kindel ees-
kiri, mis lubab leida igale antud 16igule vastava teravnurga: tuleb
tolgendada 16iku paralleelsuseléiguna ja konstrueerida selle juurde

4 Funktsiooni nimetatakse iiheseks, kui argumendi igale viirtusele maii-
ramispiirkonnast vastab parajasti itks funktsiooni v&irtus. Funktsiooni y = f(x)
nimetatakse kahanevaks, kui argumendi kasvades funktsioon kahaneb, s. t. kui
mistahes x; < x, korral midramispiirkonnast f(x,)> f(x;). Kahanev on niiteks
eksponentfunkisioon y==a%, kui 0<Ca < 1. Kasvavat funktsiooni iseloomusta-
vad vorratused x; < x,, f(xx)<f(x2)
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kuuluv paralleelsusenurk.” Selles mottes osutub vaadeldav sol-
tuvus taiel méddral teadaolevaks. Réidgime s®l puhul Loba-
tSevski funktsioonist ja kasutame tdhistust a =z (x).

Eukleidese geomeetrias LobatSevski funktsiooni taolist soltu-
vust 8 sirgloikude ja nurkade vahel ei leidu. Kiill saab siin vas-
tavuse korraldada l6ikude paaride ja teravnurkade vahel. Selline
vastavus on histi tuntud koolimatemaatikast. Voib talitada nditeks
nii: ehitada tdisnurkne kolmnurk, mille kaatetiteks on antud Ioi-
kude paar ja lugeda sellele paarile vastavaks iiks kolmnurga
teravnurkadest. Et siin alati Y] =, siis pole tarvidust oelda,
et kahele loigule vastab kaks teravnurka, sest tdisnurkse kolm:
nurga teravnurgad méiiravad teineteise tdielikult ja {iht voib
lugeda teise funktsiooniks.

LobatSevski funktsiooni puhul méiravad iithe ja sellesama
nurga koik iihise pikkusega sirgloigud; oeldakse ka, et nurga
defineerib siin omavahel kongruentsete 16ikude klass. Eukleidese
geomeetrias ei ole 16igu pikkus nurga ehitamisel oluline, sest
muutes molema antud 16igu pikkust nii, et nende suhe sailib,
saame esialgsega sarnase tdisnurkse kolmnurga, seega sama
teravnurga. Niisiis tdidavad siin kongruentsete 16ikude osa iihise
suhtega 16ikude paarid. Kui nimetada selliseid paare ekvivalent-
seteks, siis voib 6elda, et Eukleidese geomeetrias méiarab terav-
nurga ekvivalentsete l6igupaaride klass.

Ka Eukleidese geomeetrias on voimalik korraldada teravnur-
kade {ihene vastavus sirgloikudele: kui fikseerida tdisnurkse
kolmnurga f{iks kaatet, siis vastab muutuva teise kaateti igale
pikkusele kindla suurusega nurk. Kuid 16ikude suhte, s. o. kahe
16igu kasutamise vajadusest siiski vabaneda ei saa, sest fik-
seeritud kaatetil on soltuvuse defineerimisel oluline osa. Sisuli-
selt tdhendab tehtud kokkulepe seda, et igast ekvivalentsete 16igu-
paaride klassist wvalitakse parajasti iiks esindaja. konkreetne
paar. mille {iheks komponendiks on fikseeritud 16ik.

Autor on siinkohal sunnitud lugejalt vabandust paluma eel-
neva alapealkiria péirast, mille monevorra intrigeeriv. sdonastus
on valitud peamiselt tdhelepanu koitmiseks. On ju selge, et ainult
iiks sirgloik nurka ei moodusta, ka LobatSevski geomeetrias mitte;
nagu nigime, on Idigule vastava paralleelsusenurga ehitamiseks
tarvis témmata kaks lisasirget. See pealkiri ei ole siiski vdar

5 Muidugi on see konstruktsioonieeskiri puhtteoreetiline. Nimelt selline
«konstrueerimine» ongi geomeetriale iseloomulik. Utleme, et teatud geomeet-
riline objekt on antud, kui on teada tingimused, mis. miiravad tema olemasolu
ja iseloomu. Objekti tegehk ehitamine joonlaua, sirkli jne. abil ei kuulu ongu
poolest geomeetriasse, vaid selle rakendustesse.

6 Kasutame siin oppekirjanduses levinud terminoloogiat: funktsmomks
nimetame nii sdltuvat muutujat kul ka soltuvust ennast (nait. ruutfunktsioon,
eksponentfunktsioon, jne.).
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oma sisult, sest antud 16ik jdtab abisirgete valimiseks nii viikese
vabaduse, et konstrueeritava nurga suurus sellest ei soltu. Ja
oigupoolest ei ole maérgitud pealkirjas midagi ootamatut, sest
nurga konstrueerimine ithe sirgléigu abil on voimalik ka Euklei-
dese geomeetrias. Kui lubada antud loigu kasutamist kiillalt
suure arvu eksemplaridena, s. o. lugeda fikseerituks ainult 18igu
pikkus, siis méarab 10ik etteantud kiilgede arvuga korrapirase
‘hulknurga ja loigule vastab viimase sisenurk. Mingit funktsio-
naalset soltuvust sel kombel siiski ei teki, sest iihelt poolt saab
antud 16igu abil ehitada lopmata palju erinimelisi korrapéraseid
n-nurki (n=23, 4, ...), s. t. Idigule vastab Iopmata palju erine-
vaid nurki, teisest kiiljest saab need nurgad samal viisil ehitada
mistahes teise 10igu abil, sest koik samanimelised korrapérased
hulknurgad on sarnased.

Soltuvus, mis takistas uue geomeetria tunnustamist

Eriti oluline on tédhele panna, et ehkki Eukleidese geomeetrias
saab 16igu abil médédrata teatud nurga, ei ole vastupidine kuidagi
voimalik. Ainult iihe voi ka mitme nurga abil ei saa siin mingil
viisil konstrueerida 16iku. Pohimotteliseks takistuseks on asjaolu,
et Eukleidese geomeetrias leiduvad sarnased kujundid, mistSttu
antud nurgale, nditeks vordkiilgse kolmnurga sisenurgale, ei
vasta selle kolmnurga kiiljena kindla pikkusega 16iku.

Me oleme niisuguse olukorraga sedavord harjunud, et peame
seda iseendastmoistetavaks. Nimelt see dogmaks muutunud ise-
endastmoistetavus osutuski iiheks koige suuremaks komistus-
kiviks matemaatikutele nende esimesel sammul iile LobatSevski
maailma ldve. LobatSevski geomeetrias ju puudub mirgitud takis-
tus loigu konstrueerimisele nurga abil: siin ei ole sarnaseid
kujundeid. Erinevate kiilgedega samanimelised korrapérased
hulknurgad on mittesarnased ja —— nagu voib arvata kolmnur-
kade puhul tehtud tdhelepanekute pohjal — nende nurgad on
erinevad. Seepirast on loomulik oletada, et antud nurk maaérab
teatud kindla korrapédrase n-nurga ja iihtlasi ka selle kiilje: nurk
mdiérab Icigu.

Jatame niiiid korvale oletused ja néitame, et paralleelsuse-
nurgaks voib olla iga teravnurk ja igale paralleelsusenurgale
vastab kindla pikkusega paralleelsuseldik. Sel eesmirgil toestame
esmalt iithe abilause, mis on teravas vastuolus koolis omandatud
toekspidamistega.

Teoreem 8 Teravnurga haarale tommatud
ristsirged lakkavad teatud kaugusel nurga
tipust Ioikamast teist haara.

Oletame vastuvditeliselt, et iihe haara igast punktist tomma-
tud ristsirged l16ikavad teist haara. Valime esimese ristldigu
aluseks vabalt punkti A,, teise aluseks punkti A, nii, et 414, =
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=AA,, kolmandaks aluspunktiks A; nii, gt A,ds==AA,, jhe.
(joon. 4). Hindame sel viisil moodustatud kolmnurkade defekte
kasutades asjaolu, et kolmnurga defekt vordub osakolmnurkade
defektide summaga.’

Olgu ()‘AAH,L = do;, LobatSevski aksioomi pohjal gy > 0. Et ¢1 =
- wam ()‘A.-Lh': + JA[A,B. + O‘B,Ang = 200 + +‘6B|A2U3
ja 0, 45 =0, siis

-(jl > 2(50
Samal viisil saame jérjestikku vorratused
02 = 0aa4,B, = 220,
03 = 0aa,B, > 2300,
jne.

iildiselt .
On =044 ,,.8, > 2"0.

Tehtud oletuse kohaselt saab sooritatud konstruktsiooni piira-
matult jatkata: iga jargmine ristloik 16ikab nurga teist haara ja

BZ

8,

A 4 A
Joonis 4.

tekitab kolmnurga. Seega voib arv n olla kuitahes suur. Et aga
8o > 0, siis muutub n-nda kolmnurga defekt juhul, kui n kasvab,
tokestamatult suureks, mis on vastuolus defekti definitsiooniga:
d=um0— 3 < am s.o. defekt on tokestatud suurus. Oletus koigi
ristloikude 16ikumisest teise haaraga tekitab loogilise vasturdaki-
vuse, seepdrast peab see oletus olema viidr ja teoreemi védide
omakorda tGene.

Toestatud teoreemist jdreldub, et teravnurga haarale tomma-
tud ristsirged jaguinevad kahte klassi. Uhte klassi kuuluvad sir-
ged, mis 10ikavad teist haara, teise klassi need, mis ei I6ika.
IImselt on iga l6ikaja nurga tipule ldhemal kui mistahes mitte-
16ikaja. Sellest jareldame, et vaadeldavate ristsirgete hulgas lei-
dub selline sirge PQ, millest nurga tipu poole jddvad ainult 10i-

7 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XIII, lk. 78.
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kajad, teisele poole aga ainult mitteldikajad (joon. 5).8 Seega on
PQ kas viimane loikaja vOi esimene mitteloikaja.

A MM SP

Joonis 5.

Kuid viimast loikajat ristsirget oila ei saa. Toepoolest, iga
16ikava ristsirge MN korral saab teise haara punktist N’, mis
on valitud nii, et AN’ > AN, tommata ristsirge M’N’, mis on
nurga tipust kaugemal kui MN. Niisiis peab sirge PQ olema esi-
mene mitteloikav ristsirge.

Niitid on kerge méirgata, et sirge PQ peab olema paralleelne
nurga teise haaraga AN. Kui oletada, et see nii ei ole, siis peaks

A\

saama ldbi punkti P tommata nurga APQ sisepiirkonda sellise
sirge PR, mis ei loika sirget AN. Sellisel juhul osutuks sirge PR
punktist R haarale AM tommatud ristsirge RS haara AN mitte-
loikavaks ja oleks iihtlasi ldhemal nurga tipule kui sirge PQ.
Et PQ on tipule koige ldhem mitteloikaja, siis on see vdoimatu.

Muide, sirgete PQ ja AN paralleelsuse saab toestada veelgi
lihtsamalt, kui kasutada lauset, mida sageli loetakse absoluutse
geomeetria aksioomiks: sirge, mis loikab kolmnurga iiht kiilge,
kuid ei 1dbi kolmnurga iihtki tippu, 16ikab veel teist kiilge.
Jatame selle otsese toestuse leidmise lugeja iseseisvaks iiles-
andeks.

A
Niisiis AN || PQ, vabalt valitud nurk NAM on paralleelsuse-
nurk ja AP on vastav paralleelsuseldik. Oleme leidnud meetodi,
mis voimaldab iga antud teravnurga jaoks ehitada vastava sirg-
l1oigu, mille pikkus on selle nurgaga {iiheselt méaaratud.
Jéreldus, mille niiiid oleme sunnitud tegema, on kdige hdm-
mastavam: LobatSevski geomeetrias e¢i ole pikkus-
te mootmisel tarvis fiilisikalist etaloni. Pikkus-
ithiku saab siin fikseerida puhtgeomeetriliselt. Uhikuks voib lu-
geda nditeks kiilje sellises vordkiilgses kolmnurgas, mille koik
nurgad on 45°. Voib kasutada ka LobatSevski funktsiooni (kui

8 Selle sisult korrektse jirelduse range pohjendus tugineb pidevuse mdis-
tel ja vastaval aksioomil, mida kdesoelvas iilevaates ei kisitleta.
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selle valem on teada) vottes ithikuks loigu x, mille puhul P(x) =
=45° jne. Seega on pikkuste mootmine LobatSevski geomeetrias
absoluutne samas mottes, nagu seda on nurkade méotmine.®

Nimelt see asjaolu, mis hdmmeldas juba Lambertit, osutus
oige tosiseks takistuseks uuele geomeetriale eludiguse andmisel.
Naiteks Legendre luges absoluutse pikkusiihiku olemasolu selle-
vorra veidraks ja ebatOenédoseks, et ta arvas siin olevat leidnud
koige tdhtsama ajendi Eukleidese geomeetria ja selle V postu-
laadi ainukehtivuse ja ainuvoimalikkuse tunnustamiseks. Gauss
aga suutis vabaneda vastavast kahtlustest alles pérast pikka
vOitlust iseendaga. '

Ka tdnapéeval, terve sajand pdrast LobatSevski ideede voidu-
kaigu algust, kasutatakse pikkuste mootmisel nii igapdevases
elus kui ka teaduses ainult Iifisikaliselt miédratud moodupuid —
ja LobatSevski absoluut on senini leidmata. Ometi tunnustab
niiiid Lobat3evski Opetust iga matemaatik. Eitada LobatSevski
geomeetriat on samavidirne Koperniku oOpetuse eitamisega ja
tagasip6ordumisega Ptolemaiose ajastusse. LobatSevski ideed
voitsid — aga ka Eukleidese siisteem ei osutunud pormugi kao-
tajaks pooleks! Tode osutus keerukamaks, kui seda veel sajandit
poolteist tagasi osati aimata.

(Jdrgneb)

9 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XIII, lk. 83.

BRIDZIULESANNE

Artu on trump ning pérast kolmandat tihi (selle vottis S) kujunes jirg-
mine seis:

& AES53
Q 32
o AKG63
&
& K106 N & 987
< E7 ¢ Ks865¢4
; W )
7 854 % 2
* 5y S L
& S42
Q AS109
O 7
® E0

Kuidas peab S niilid mingima, et O—W igasuguse kaitsemidngu korral
votta veel vahemalt 8 tihi? (Et tegemist on iisna komplitseeritud iilesandega,
siis esitame lahenduse alles «Matemaatika ja kaasaja» jargmises numbris).

82



MONINGAID VALEMEID KOLMNURKADE KOHTA
M. Levin, R. Troskov

Olgu kolmnurga ABC (AC = AB > BC) kiilgedel AB ja AC
voetud vastavalt punktid M ja K nii, et BM = CK = BC.

S. L. Zeteli raamatus «3anaun HA MaKCUMyM H MHHHUMYM»
(Moskva, 1948) ja M. Levini artiklis «Moningaid valemeid kolm-
nurga geomeetriasts (Matemaatika ja kaasaeg, 1967, XII)
uuritakse kolmnurga omadusi seoses loiguga MK. Kédesolev artik-
kel on lihedane nende sisuliselt seotud téédega.

Votame kasutusele tahistused: BC=a, AC=0b, AB=c¢,
/ ABC =g, S — kolmnurga ABC pindala, p — pool iimber-
mootu; ra, r», ro —— vastavate kiilgejoonestatud ringjoonte raadiu-
sed (naiteks r, on kiilje BC ning kiilgede AB ja AC pikendusi
puutuva ringjoone raadius).

Joonis 1.

Olgu N léikude BK ja CM I6ikepunkt, n,, ny, n, — kaugused
punktist N kolmnurga ABC kiilgedeni CB, CA, AB.
Teoreem 1. Kehtivad valemid

ny . c—a

w T (1)
N b—a

EAAraa (2)

Toestus: Olgu NL | AC, ND | CB, NI | AB (vt. joo-
nis 1). Pikendame 16iku /N 16igu ND pikkuse vorra ja {ihendame
saadud punkti F punktidega C ning L. T&histame l6ikude AC ja
IF 16ikepunkti tdhega P.
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Vordhaarsest kolmnurgast CBM jareldub, et / BCM =5 —

—%, kuid siis kolmnurgast CDN saame: / CND :—g;. Et
/ DNF=g (/ DNF= / CBA kui vastavalt ristuvate haaradega

Joonis 2.

nurgad), siis / CNF:%, jarelikult (arvestame, et NF = ND)
A CDN = A CNF. Seega  CFN—=-3-. Sellest jéreldub, et

/A CFP on sarnane A PLN, s. .

cP _ PN
'PF— PL -

Viimasest vordusest saame, et kolmnurgad NCP ja FLP on
sarnased ja seega / MCA = / NFL. Et / MAC-= / FNL
(nagu vastavalt ristuvate haaradega nurgad), siis on kolmnurgad
CMA ja FNL sarnased. Siit tdnu vordusele NF= ND (konst-
ruktsiooni jargi) jdreldub valem (1).

Analoogiliselt tdestatakse valem (2). Teoreem on toestatud.

Teoreem 2. Kehtib valem
S=(p —a)-n,. (3)

Toestus. Kirjutame vordused (1) ja (2) kujul b.np=

=(¢—a)ng, c-n.=(b—a)n, Liites need vordused, saame
a-net+b-ny+c-ne=(c+ b—a)n,

Selle vorduse vasak pool on kolmnurkade CNB, CNA, BNA kahe-
kordistatud pindalade summa (vt. joonis 1), s. t. 25. Seega on
teoreem toestatud, sest ¢+ b-—a=2(p—a).

Teoreem 3. Kehtib valem i

Fo = Ng. (4)
Toestus: Kiljele BC kiilgejoonestatud ringjoone keskpunkt
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Q asetseb A ABC vilisnurkade B ja C nurgapoolitajate 10ike-
punktis.

Joonis 3.

Kuna A CBM on vordhaarne, siis kolmnurga vilisnurga kohta

kédiva teoreemi pohjal saame, et / QBC -=%(L BCM +

+ / CMB)= / BCN. Analoogiliselt / QCB= / CBN. Siit
A BQC = A CBN, s. t. neil on kérgused vordsed. Sellega on
teoreem toestatud.

Mirkus 1. Valemite (3) ja (4) vordlemisest saame tun-
tud valemi: S = (p — a)r..

Mairkus 2. Analoogiliselt iilaltoodud omadustele saame ka
jargmised A ABC omadused.

Olgu punktid K’ ja M’ vastavalt kiiljel AC ja kiilje BC piken-
dusel (iile punkti C) nii, et AK'=BM’ =AB. Olgu N’, sirgete
BK’ ja AM’ l16ikepunkt ja n’e, n’s, n’; — punkti N’ kaugused
vastavalt kiilgedest CB, CA, AB. Siis kehtivad valemid:

n'y c—a n'a b—c¢ , ,

i L i S=((p—c)n., rc=r..

Kui punktid K” ja M” asetsevad vastavalt kiilgede AB ja CB
pikendustel, nii et AK”=CM”=AC ja punktis N” Ioikuvad
sirged CK” ja AM”, siis kehtivad valemid

n’, b—c¢ n”, b—a ” ”

n”h - a ’ 71”1, - - > S —(p b)n b o = n’e,
kus n”., n”p, n”. on kaugused punktist N” kolmnurga ABC kiil-
gedeni CB, CA ja AB.

Toimetuselt. Artikli {iks autoreist, R. Tro8kov — TPl Il kursuse iili-
opilane, kes lisaks kiesolevas artiklis esitatud tulemustele on andnud wveel
M. Levini teoreemile 1 (Matemaatika ja kaasaeg XII, lk. 102—105) iildistuse
(juhule, kus BM == CK == 2BC), on nende saavutuste eest -autasustatud vaba-
riiklikul noorte iiliopilaste t68de konkursil 1 preemiaga. ‘
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MILLISED CON MATEMAATIKU OMADUSED
W. W. Sawyer

Koigile matemaatikutele on omane métte julgus. Matemaati-
kule ei meeldi, kui temale midagi millestki raidgitakse, ta tahab
selleni ise jouda. Saades teada mingist suurest avastusest, huvi-
tub kiips matemaatik loomulikult, milles see seisneb, raiskamata
aega sama taasavastamiseks. Siin aga pean ma silmas noori
matemaatikuid, kellel motte julgus avaldub eriti tugevalt. Kui
niditeks 9—10-aastastele poistele geomeetriat Opetades oelda, et
keegi ei ole siiani suutnud jaotada nurka joonlaua ja sirkli
abil kolmeks vordseks osaks, siis jddb kindlasti paar poissi
peale tunde ja piiliab leida lahendust. See tosiasi, et mitte keegi
pole suutnud seda {ilesannet lahendada kahe tuhande aasta jook-
sul, ei sega neid lootmast, et nad tulevad sellega toime tunni-
ajalisel lounavaheajal. Selline suhtumine pole just kuigi tagasi-
hoidlik, kuid ka mitte liigselt enesekindel. Nad on lihtsalt valmis
vastama igale viljakutsele. Kuid tegelikult on juba ammu tGes-
tatud, et nurka joonlaua ja sirkli abil kolmeks vordseks osaks
jaotada on voimatu. Nende lahenduste leidmise katse on sama

voimatu kui piiiie avaldada V 2 ratsionaalse murru % kujul.

Hea oOpilane piiiiab alati kursuse raamidest kaugemale néha.
Kui teie selgitate talle, kuidas lahendada ruutvorrandit taisruu-
duks teisendamise teel, tunneb ta kindlasti huvi, kas ka kuup-
vorrandit voib lahendada tdiskuubiks teisendamise teel. Ulejda-
nud oOpilased Kklassis selliseid kiisimusi ei esita. Neile jatkub
ruutvorrandeistki, nad ei otsi lisaraskusi.

See huvi uurimise vastu ongi teiseks matemaatikut iseloomus-
tavaks jooneks. See on iiks matemaatikat arendavatest joududest.
Matemaatik kasutab teadmisi, mis ta on juba omandanud, ja
piiidleb alati uute teadmiste poole.

Seda motet voib selgitada ndite varal kooli algebra kursusest,
kus kisitletakse murruliste astendajatega astmeid. Voib kujut-
leda, kuidas inimene pealiskaudsel tutvumisel negatiivsete ja
murruliste "astendajatega imestab, milleks neid iildse on tarvis.

! Kéesolev kirjutis on W. W. Sawyeri raamatust «Prelude to Mathematics»
(Bristol, 1955). Télkinud J. Einpaul.
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Nende moistete kasutuselevotmisel tuleb iiletada terve rida loo-
gilisi raskusi. Mulle aga ndib, et see, kes avastas astmed murru-
liste astendajatega, tootas algul tdisarvuliste astendajatega ja
leidis sellest t66st nii palju loomingulist rahuldust, et pidi laien-
dama astme moistet, kartmata loogilist riski. Uue avastuse puhul
kerkib enamasti ikka koigepealt tema usutavuse kiisimus; edas-
pidi, kui on niha, et ta kehtib, tuleb leida talle ka loogllme poh-
jendus, mis rahuldab noudlikumatki kriitikut.

Ma juba mainisin huvi seaduspirasuste vastu — kolmandat
matemaatiku vajalikku omadust. Seaduspirasustega kohtume
juba paris aritmeetika alguses. Naiteks neljast kivist voib moo-
dustada ruudu, aga viiest — mitte. Andekus matemaatikas,
samuti kui muusikaski, avaldub vidga vara, nelja-aastaselt, vahel
varemgi. Uks vidikemees iitles mulle kord: «Mulle meeldib 6elda
sona sEptEmbEr». Ise ma ei ole kunagi tdhele pannud tadishda-
likute ja kaashdilikute reeglipidrast asetust selles sonas. See
sona on toepoolest siimmeetriline. Sellisele lapsele hakkab kind-
lasti aritmeetika meeldima.

Uks seaduspirasuse elementaarne ndide on korrutustabelis.
Harilikult lapsed armastavad korrutada 2-ga ja 5-ga, sest tule-
muse viimast numbrit on lihtne meelde jitta: korrutamisel kahega
saame alati paarisarvud, aga korrutamise! viiega, veelgi lihtsam,
on lépunumbriks ikka 0 voi 5. Kuid isegi korrutamisel 7-ga on
oma seaduspidrasus. Kui me vaatleme korrutiste 7, 14, 21, 28,
35, 42, 49, 56, 63, 70, jne. viimaseid numbreid, saame rea

7, 4, 1, 8,5 2,9, 6, 3, 0.
Arvutame iga arvu ja temale eelneva arvu vahe; saame rea
-3 —3, 7, —3, —3, 7, —3, —3.
Selles reas on tunda kindlat riitmi. Kui lugeda seitsmega korru-
tamisel saadud arvude viimased numbrid vastupidises jirjekorras,
siis saame kolmega korrutatud arvude viimased numbrid.

Juba algkoolis on voéimalik arendada matemaatiliste seadus-
parasuste jilgimise harjumust. Paljud Gaussi varastest toddest
pédrinevad tema harjumusest arvutada ning analiiiisida saadud
arvutustulemusi. Hermite, iiks tuntud prantsuse matemaatikuid,
on rohutanud, et iisna tihti viib matemaatiliste avastusteni vaat-
lusvoime. Tosi killl, ainult vaatlusvéimest on vihe, et saada suu-
reks matemaatikuks.

Nii nagu opilane, kes mirkab aritmeetika seaduspdrasusi,
kasutab neid aritmeetika {ilesannete lahendamisel, nii aitab oskus
miargata algebra seaduspdrasusi valtida vigu ja kirjakomistusi.

Niiteks ruutvorrandi ax?-+-2bx4-c=0 lahendite vordsuse
tingimuseks on: #2-—ac=0 (v6i ruutvorrandi ax?- bx-+c=0
puhul b2 —4ac==0). Samasuguse tingimuse voib leida ka kuup-
vorrandi lahendite jaoks. Kuupvorrandil on kolm labendit: vaat-
leme, millisel juhul on kaks neist vordsed.
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Vorrandi ax3 -} 3bx? -+ 3cx + d =0 kahe lahendi vordsuse

tingimuseks on _

(bc —ad)? — 4 (ac — b*) (bd — c?)= 0.
Seda tingimust on voimalik kirjutada ka kujul

a2d? — 6abed + 403d -~ 4ac® — 3b2c? = 0.
Analiiiisides toodud vorduste vasakuid pooli, mirkame jargmisi
seaduspédrasusi.

1) lgas litkmes on tihtede arv sama. Naiteks avaldise 62— ac
kumbki liige koosneb kahest tdhest, mis on omavahel korrutatud,
s. t. iga liikme aste on 2. Kuupvorrandi kahe lahendi vordsuse
tingimuses koosneb iga liige 4-st omavahel korrutatud téhest,
Meenutame, et b%d on pikemalt kirjutatult bbbd. Seega kokku-
vottes — iga liikme aste on neli.

2) Nendes avaldistes on veel teist liiki tasakaal, ehkki see
teine seaduspirasus ei ole kohe mérgatav: tasakaal tdhtede
vahel, mis on tdhestiku ees- vbi tagapool. Niiteks tingimuses
kuupvorrandi jaoks on liikmed abed ja a’d?==aadd. Vordleme
teisel kohal olevaid tdhti. Liikmes aadd on a teisel kohal, liikmes
abcd on teisena b. Téhestikus on a eespool kui b. Kuid oiglus
voidutseb: kui vaadelda kolmandaid tahti, siis nieme, et liikmes
aadd on kolmandaks d, liikmes abcd aga — c¢. Tasakaal on
tdpne: a on b-st eespool, aga d pirast ¢-d. See tasakaal siilib
koigis liikmeis. Seda kontrollime jargmiselt. Omistame igale
tihele hinna: a=0, b=1, ¢ =2, d=3. Igas litkkmes on hin-
dade summa 6:

abed: 0+ 1+ 2+ 3=56; ac’: 0+ 2--2-L2=6.

Igale liikmele vastavat hindade summat nimetatakse liikme
kaaluks; sellisel juhul on iga liikme kaal 6. Avaldises b2 —ac on
iga liikme kaal 2.

3) Arvuliste kordajate summa on igas avaldises 0. Toepoo-
lest, avaldises b2 —ac on kordajateks -1 ja —1. nende summa
on 0, aga avaldises a?d? — 6abcd |- 4b%d -+~ 4ac® — 3b%c* on kor-
dajateks 1, —6, 4, 4, —3, mille summa on samuti 0. Teiste sona-
dega: kui toodud avaldistes votta a =8 == c = d =1, siis on need
avaldised nullid.

Need kolm omadust voimaldavad kontroliida meie tdhelepane-
likkust ja tdpsust. Esimene omadus vdimaldab kontrollida, kas
me ei eksinud tdhtede astendajatega, sest sellise vea tottu muu-
tub liikmete aste erinevaks (juhul kui me ei tee rohkem vigu
teistes liikmetes, mis selle vea kompenseeriks). Teine omadus
voimaldab viltida vigu tdheliste siimbolite {imberkirjutamisel. Kui
niiteks mingisugusel etapil kirjutame d asemel a, siis see muu-
dab liikme kaalu. Kolmas omadus péddstab vigadest liitmisel.
Oletame, et me unustasime liitmisel {ihe liikme. Kui me niiiid
anname koigile tdhtedele viirtuseks 1, siis ei saa me summaks
0 ja sellega on kindlaks tehtud vea olemasolu.
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Sedalaadi kontrollimine ei voimalda veel heita pilku matemaa-
tika siigavustesse; matemaatik tegutseb siin alateadlikult: vaatab
vastust ja teeb kindlaks, kas sel on oodatud siimmeetria ja
kaal. Lihtsalt iillatav on, kuivord harva opetatakse lapsi selliselt
arutlema. Eksamitel leidub sageli opilasi, kes annavad ara oma
tood, milles iilesannete vastustel on «vale kuju»: nad lausa
karjuvad mone lihtsa paranduse jdrele. Pohimotteline kontroll
jaab iilaltocodud spetsiaalse kontrolli puhul kérvale.

Geomeetrilise seaduspirasuse naide

v(ac-}—bd) (ad - be)
ab4-cd ’

kus x, a, b, ¢, d, on joonisel 1 toodud l6ikude pikkused. Seda

tulemust on kerge toestada, avaldades cos Q ja cosS kolmnur-

Geomeetria koolikursuses esineb vorrand x2 =

Joonis 1.

kade PQR ja PSR kiilgede kaudu. Nurkade Q ja S koosinuste
summa peab vorduma O0-ga, sest Q-+ S=180° ja siit cosS=
= —cos Q. Saadud vorrand lahendatakse siis x? suhtes.

Selles toestuses pole midagi rabavat, kuid tdhelepanuvidriv
oin tulemuse seaduspérasus. ‘

Neli elementi on vboimalik jagada paarideks kolmel erineval
viisil. Kui neljakesi méangida bridzi, siis A ja B vdivad méngida
C ja D-ga voi A ja C B ja D-ga voi A ja D B ja C-ga. Rohkem
voimalusi ei ole.

Algebralised avaldised ab - cd, ac -} bd, ad -+ bc on koosta-
tud samal pohimdottel: jaotada neli elementi paarideks ja need
paarid liita. Sellisel riihmitamisel on voimalik koostada neljast
elemendist kolm ja ainult kolm avaldist, arvestades muidugi, et
cd -} ab=ab -+ cd.

Toodud valemis esinevad koik kolm avaldist: kaks lugejas ja
kolmas nimetajas.

Ma ei kavatse siin lahendada kiisimust, miks see valem on
just selline, vaid ainult rohutada, et tanu sellisele seaduspéira-
susele on see valem meeldejiiv.
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Mte ja iildistus

Néhes seaduspira mingis kunstiteoses, vdime seda tunnetada
ning imetleda, kuid me ei suuda seletada, milles seisneb tema
tihendus. Parem seda mitte piiiidagi teha. Uks poecet on protes-
teerinud barbaarse kombe vastu sundida lapsi iimber jutustama
luulet oma sonadega. Ta riikis, et ainsaks luuletuse sisu edasi-
andmise voimaluseks on kirjutada parem luuletus. Lastelt seda
muidugi ei saa nduda.

Aga matemaatikas on olukord tavaliselt teistsugune. Kui me
mérkame mingit seaduspirasust, siis kiisime tingimata: «Miks ta
esineb? Mida ta tdhendab?» Ja harilikult me leiame vastuse
nendele kiisimustele. Niisiis, alati, kui tuleb ilmsiks mingi sea-
dusp’al')rasus, tunneb matemaatik, et ta peab teadma, miks see
esineb.

NIV AANY

/A B
Joonis 2e. Joonis 2b.

Naiteks me voime selgitada, miks on lahendite vordsuse tin-
gimusel eespool toodud omadused 1-—3, toome esile iildidee, jittes
dra algebralised iiksikasjad (mis on tegelikult péris lihtsad).

Vaatleme kuupvorrandi, mis liihidalt on kirjutatud kujul
f(x) =0, graafikut.

Esimene graafik (joonisel 22) kujutab funktsiooni y=](x),
millel on erinevad reaalsed lahendid. Kui seda koverat nihutada
iilespoole, nii et kovera ldikepunktid teljega B ja C iihtivad,
saame kovera, mis vastab ithe paari vordsete lahenditega kuup-
vorrandile. Muuseas, me voime lahendite vordsust kontrollida ka

dy
arvutusega. Punktis E vorduvad suurused y ja ; 0-ga. On teada,

et vordsed lahendid saame juhul, kui vérrandil == F'(x)=
=0 ja algvorrandil f(x) =0 on iihiseid lahendeid.

Kujutleme niiiid, et teine kover (joonisel 28) on joonestatud
kummile. Oletame, et kummi venitatakse vertikaalsuunas, kus-
juures y-telje koordinaadid muutuvad. Kovera vorrand omandab
sel juhul kuju y= kf(x). On selge, et kui esialgne kdver puu-
tub x-telge (nagu see on vordsete lahendite korral), siis puutub
ka uus kover, mis on saadud vertikaalsel venitamisel, x-telge.
Teiste sonadega, kui vorrandil f(x) = 0 on v&rdsed lahendid, siis
on vordsed lahendid ka vorrandil kf(x) =0. Vaadeldes teguri k
moju konstantidele a, b, ¢, d, s.t. hulkliikme f(x) kordajatele, ei
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ole raske margata, et lahendite vordsuse tarvilikuks tingimuseks
on esimene omadus -~ koik iiikmed peavad olema sama jérku.

Kovera iildkujule ei moju ka venitus x-telje sihis. Kover jdab
endiselt puutuma x-telge. Siit voime teha jarelduse, et kui vor-
randil f(x) =0 on vordsed lahendid, siis on vordsed lahendid
ka vorrandil f(kx) = 0. Siit tulenebki teine omadus — koik liik-
med on iihekaalulised.

Kolmas omadus osutub koige lihtsamaks. Kui votta a =b =
= ¢ =d =1, siis omandab ruutvorrand kuju x?-4 2x+ 1 =0,
aga kuupvorrand — kuju x%--3x2+4-3x 4 =0 ehk vastavalt
(x4 1)2=0 ja (x-+1)3=0, millest on ilmne, et neil on korduv
lahend. (Koik kolm kuupvorrandi lahendit on —!, meile piisaks
sellestki, kui kaks neist oleksid —1.)

Seega kehtivad omadused (1) ja (2) iga sellise tingimuse
puhul, mida ei méjuta vertikaalne ega ka horisontaalne venitus;
omadus (3) kehtib iga tingimuse korral, mis rahuldab vérrandit
(x4 1)»=0.

Need jéareldused on suureks sammuks edasi, vorreldes selle
momendiga, mil me lihtsalt mirkasime omadusi (1), (2), (3).
Niiiid suutsime neid pdhjendada ja teame, millal ja miks nad
kehtivad.

Ko6ik see vdimaldab omadusi (1), (2), (3) kasutada mitte
ainult lahendite vdrdsuse tingimuse kontrollimiseks, vaid ka
muuks otstarbeks. Néiteks kui meil on kolme lahendiga kuup-
vorrand, voime uurida, millistel tingimustel asub i{iks lahend
kahe iilcjddnud lahendi vahelise 16igu keskpunktis. Antud kovera
korral (joonis 2%) tdhendaks see, el punkt B jaotab lgigu AC
pooleks. See omadus kehtib ka siis, kui muuta mastaapi verti-
kaali vbi horisontaali suunas. See kehtib ka vorrandi (x -} 1)% =
= 0 puhul, sest punktid 4, B ja C iihtivad (x=—1), kusjuures
B on A ja C vahelise 16igu (pikkusega 0!) keskpunktiks. Jéreli-
kult peavad sellel tingimusel olema omadused (1), (2), (3);
osutub, et otsitavaks avaldiseks on:

2b% — 3abc - a?d = 0.

See on matemaatika arengus iihe kdige olulisema faktori —
iildistuse — ndide. Me alustasime lahendite vordsuse tingimuse
uurimisest, aga I0petasime printsiibiga, mis on rakendatav
hoopis laiemale tingimuste klassile. Niisuguse iildistuse vdartus
on ilmne. Mida laiem on kiisimuste ring, millele vdib rakendada
mingit printsiipi, seda sagedamini aitab see meid vélja raskus-
test. Poincaré on o6elnud: «Oletame, et tegin keerukaid arvutusi
ning joudsin tulemuseni suurte raskustega; kuid koik minu
joupingutused osutuksid asjatuiks, kui nad ei aitaks ette ndha
tulemust teistes analoogilistes arvutustes, kui nad ei annaks
mulle voimalust teha neid kindlusega, viltides pimedat koba-
mist, millega ma pidin leppima esimesel korral».
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Uldistus ja lihtsus

Peale iildistust muutub resultaat veelgi enam rakendatavaks.
Teid voib-olla iillatab, et iildistus lihtsustab peaaegu alati resul-
taati. Uldisemat jdreldust on kergem omandada kui vidhem
iildist.

I1lustratsiooniks voib olla jargmiine triviaalne iilesanne: «Uhes
klaasis on 10 lusikatdit vett, teises — 10 lusikatdit veini. Tos-
tame lusikatdie vett esimesest klaasist teise ja segame. Siis
tostame lusikatdie segu esimesse klaasi. Kiisitakse, mida on
rohkem, kas esimeses klaasis veini voi teises vett?»

On ilmne, et sellele kiisimusele vastamiseks voib teha jargmi-
sed arvutused. Parast seda, kui oleme lusikatdie vett tostnud
teise klaasi, on seal 10 lusikatdit veini ja 1 lusikatdis vett, s. t.
kokku 11 lusikatdit. Jarelikult {iks lusikatdis segu sisaldab %(1)

] o .
—— — vett. Valame lusikatdie segu esimesse

11
10
11

lusikatdit veini ja

klaasi, selles on niiiid 9% lusikatéit vett, lusikatiit wveini,

teises klaasis on niiiid % lusikatiit vett ja 911—1 lusikatdit veini.

On nidha, et esimeses klaasis oleva veini hulk on vordne teises
klaasis oleva vee hulgaga.

See tulemus voib ndida juhuslikuna; muutes aga iilesande tin-
gimusi, veendume, et alati saadakse vordsed hulgad. Kui on
antud x lusikatdit vett ja x lusikatdit veini, siis on veini hulk,
mis satub esimesse klaasi, vordne vee hulgaga, mis satub teise
klaasi. Isegi kui alustada ebavordsete vedelike kogustega klaa-
sides, nditeks x lusikatidit vett esimeses ja y lusikatdit veini
teises klaasis ja selle jdrel teha samad protseduurid mis esialgses
iilesandes, ka siis on 16puks esimeses klaasis vett samapalju kui
teises klaasis veini.

See on halva matemaatilise stiili selgeks néditeks. Hea, pilt-
liku toestuse korral ei ole toestuskdigu 16opul saadav tulemus
meile {illatuseks, vaid ta oli 1dbindhtav kogu arutluse viltel.

Ulalpool toodud iilesanne kasutab teatavat maskeeringut. Sel-
les on antud mittevajalikke andmeid, mida teil pole vaja teada
ja mis hajutavad tdhelepanu, suunavad ta korvale iilesande
sisust. Liigseks tingimuseks on: «Segame segu». Tegelikult on
oluline vaid see, et me tostame lusikatdie vedelikku esimesest
klaasist teise ja seejédrel lusikatdie segu teisest klaasist esimesse.
Uldse pole tihtis, millist vedelikku me {imber kallame, oluline
on see, et loppude lopuks oleks moélemas klaasis sama palju
vedelikku kui katse alguses. Vedeliku hulgad peavad olema vérd-
sed, selle kindlakstegemiseks pole vaja ei murde ega algebralisi
teisendusi.
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Uldkujul on see iilesanne jdrgmine: on klaas vett ja klaas
veini, me teeme nende vedelikkudega rea iimbervalamisi, nii et
Iopptulemusena on vedelike kogus klaasides vordne esialgsega.
Siis peab vee hulk, mis satub veinisse, vorduma veini hul-
gaga vees.

See on niivord ilmne, et sellest vaevalt tasub rdidkida. Ules-
ande iildine kuju on hoopis lihtsam kui varem tehtud arvutused.
Uldisel kujul antud iilesande rakendusala on kiillalt suur. Voib
teha ifimbervalamisi iihest klaasist teise ja vastupidi kui palju
tahes kordi ja ikkagi jdab iildine printsiip kehtima.

Jarelikult seisneb iilesande uurimine selles, et hejta korvale
k6ik mittevajalikud andmed ja jitta ainult olulised. Mida v&hem
on andmeid, seda kergem on leida lahendust. Uldine teoreem
sisaldab harva midagi keerukat; tema eesmérgiks on pdérata
{dhelepanu tihtsatele faktidele.

Elementaarmatemaatikas kohtame segu igasugustest tédhtsa-
test ja vahem tdhtsatest detailidest. Korgemas matemaatikas
piiliame eraldada erinevaid elemente ja uurida neid eraldi. Selles
mottes voib korgem matemaatika olla palju lihtsam kui ele-
mentaarne.

Toendoliselt on koige tuntum lihtsustuse nédide iildistuse
kaudu Hilberti teoreem 1oplikust baasist. 1868. a. tdestas Gordan
toomahukate arvutuste teel olulise teoreemi, mida me siinkohal
esitama ei hakka. See viitis, et monedel spetsiaalse teooria abil
tuletatud kindlatel hulkliikmete hulkadel on teatav omadus.
1890. a. toestas Hilbert sama omaduse vidga lihtsalt ja arvutus-
teta. See Gnnestus tal sellepirast, et ta jattis korvale 909 infor-
matsioonist, mida kasutas Gordan. Ta tGestas lisaks, et teoreem
ei ole kehtiv ainult nende spetsiaalsete hulkliikmete klasside
korral, vaid koigi hulkliikmete klasside korral iildse!

Me oleme joudnud naeruvdirsest iilevani. Kuivord triviaalne
fa naiivne on iilesanne veest ja veinist, samavord siigav ja
kaugeleulatuv on Hilberti teoreem. Need mdlemad néited illust-
reerivad iihte ja sama printsiipi: «Suurim {ldistus ja suurim
lihtsus on teineteisest lahutamatud.» Sellega on veel kord néi-
datud matemaatika suuri voimalusi viia iihe katuse alla téiesti
erinevaid asju.

Kuid mingi matemaatilise uurimuse tahtsust ei tohi hinnata
iiksikute eri kiisimuste kaudu. Selle nditeks on topoloogia. Topo-
loogiat nimetatakse vahel ka «geomeetriaks kummil». Teatavas
mottes on see just nii; ta vaatleb geomeetrilisi kujundeid, mis
on joonestatud venivale lehele. Kuid topoloogia tdhtsus tuleneb
sellest, et kummist lehele kantud 16ikudel ei ole jddvat pikkust.
Kummil ei saa kehtida Pythagorase teoreemi taolised tulemused;
voib teha ainult selliseid jareldusi: «See kver on pidev, aga
too on jaotatud kahte ossas. Pidevus on péhiline omadus, mida
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uurib topoloogia; siin radgitakse sellistest objektidest, mida
voib jdrk-jargult teisendada. Et eksisteerib vdga vahe asju,
millega ei saa teha selliseid teisendusi, siis haarab topoloogia
endasse vidga laia kiisimuste ringi. Ta kiitkestab jérjest rohkem
nii matemaatikuid kui ka insenere; tema abil voib toestada rea
iillatavaid tulemusi. Ta {ihendab endas kérgeima iildistuse astme
maksimaalse lihtsusega.

Unifitseerimine

Koigel, millest me rddkisime eespool, on eesmairgiks avar-
dada kiisimuste ringi, mis allub matemaatikale. Uurimine, sea-
duspdrasuste avastamine, iga seaduspirasuse motte selgitamine,
juba tuntud seaduspidrasuste eeskujul uute tuletamine — koik
need tegevuse liigid lajendavad matemaatika mahtu. Praktilisest
kiiljest muutub vdga raskeks jédlgida koiki saadud tulemusi ega
saa Gelda, et iiksteisega mitteseotud teoreemide kuhjumine kuju-
taks endast roomustavat nahtust. Olles iitheaegselt nii kunstnikud
kui ka asjalikud inimesed, tunnevad matemaatikud vajadust
koondada koik need hajutatud tulemused iihtekokku.

Ei ole iillatay, et kogu matemaatika aJalugu koosneb {ikstei-
sele jidrgnevatest kiisimuse «laiendamise» ja «koondamise» prot-
sessidest. Néditeks: mingi probleem paelub matemaatikute tdhele-
panu; kirjutatakse sadu artikleid, igaiiks neist valgustab tege-
likkust erinevast kitljest. Materjali hulk kasvab. Seejdrel keegi
geenius, toetudes kdigile suurte raskustega kogutud andmetele,
teatab: «Ko6ik, mis on meile teada, muutub ilmseks, kui vaadata
sellele tollelt vaatekobalt ja pidada seda printsiipi silmas». See-
jdrel ei ole kellelgi peale matemaatika ajaloolaste vajadust lu-
geda sadu erinevaid artikleid. Mitmesugused tulemused iihen-
datakse iiheks lihtsaks doktriiniks, tdhtsad faktid eraldatakse
aganatest ja otsene juurdepidis soovitud jareldusteni on avatud
koigile. Andmete maht, mida tuleb 6ppida, vihenes. Kuid see ei
ole veel koik. Pérast seda, kui uus meetod on saanud koigile
kittesaadavaks, kerkivad uued probleemid, mille lahendamiseks
ta ei sobi ja algavad uuesti vastuste otsingud, uuesti publitseeri-
takse artikleid, uuesti algab «laiendamise» protsess.

Matemaatikut ei rahuldaks, kui ta voiks koik teadmised koon-
dada kahe {ildise seaduse alla. Ta ei rahuneks enne, kui oleks
ndidatud, et need molemad seadused pohinevad iihel printsiibil.
Aga ka siis ei oleks ta onnelik; vastupidi — ta muutuks onnetuks,
sest tal ei oleks enam midagi teha. Kuid sellise seisaku perspek-
tiiv on téiesti ebatGendone. Elu on selline, et iihe probleemi
lahendamine tekitab alati uue probleemi; teisiti oleks elu vilja-
kannatamatu. Alati on ja alati saab olema materjali uurimisel
raskusi, mida on vaja iiletada.
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Mil viisil see toimub, voib ndha tdhelepanuviirsel, umbes
1800. aastasse kuuluval unifitseerimise néaitel. Siis ilmnes, et
suurem osa varem Opitud funktsioone on iihe vdga iildise funkt-
siooni — hiipergeomeetrilise funktsiooni erandjnhtudeks. Hiiper-
geomeetriliste funktsioonide teooria oli siis ja on praegugi
hajutatud informatsiooni i{ithendamise v&imsaks vahendiks. On
avastatud hiipergeomeetrilise funktsiooni uusi vaatekohti. Muu-
seas toestati, et tema eriomadused on seotud sellega, et tal on
3 singulaarset punkti (siinkohal ei ole vajadust selgitada, mis
on «singulaarne punkt»). Niisiis, lihtsate omadustega funktsioonil
on singulaarseid punkte kolm voi vdhem; just selliste funkt-
sioonidega tegeles klassikaline matemaatika. Aga kohe kerkis
siin kiisimus: missuguste omadustega on nelja singulaarse punk-
tiga funktsioon? Siiani on see kiisimus pohiolemuselt lahen-
damata.

Nii on see alati. Kui osutub, et kogu olemasolev matemaatika
vaatleb ainult ndhtusi omadustega A, B ja C, siis matemaatikud
kiisiksid kohe: «Aga mis juhtub, kui mingil esemel oleks ainult
moni voi mitte iihtegi nendest omadustest?»> Ja nad siiveneksid
uuesti todsse.

VIGURIGA ULESANDEID

»

7. Farmeril on kolm roosat, neli pruuni ja iiks must siga. Mitu nende
kaheksa sea hulgast voivad iitelda, et nad on sama vérvi mis moni teine siga
selles hulgas?

8. Ruudu kiilje pikkus on kolm
ithikut. Selle ruudu  {ihest tipust on
tommatud kaks sirgloiku, mis jaga-
vad ruudu kolmeks pindvordseks osaks
(vt. joonis). Kui pikad on need
sirgloigud?

9. Paigutada viis tuletikku nii,
et nad moodustaksid kuubi (murd-
mine, painutamine ja muud sellised
operatsioonid pole muidugi lubatud).
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DEKRUPTEERIMISULESANDED
(Kuidas lahendada keerdiilesandeid 11)

U. Kaasik

Keerdiilesannete iihe raskema liigi moodustavad mitmesugused
salakirjaasjandusega ehk kriiptograafiaga seotud problee-
mid. Koige levinumateks on seda liiki iilesannete hulgas nii-
sugused, kus tuleb «lahti moistatada» (= tavalisse eesti keelde
tolkida) mingi tundmatu salakirjameetodi abil kirjapandud
sonum. Jidrgnevas vaatlemegi lithidalt salakirjade koostamise
pohivotteid ja moningaid vastavate {ilesannete lahendamisel ots-
tarbekaiks osutuvaid meetodeid. Sonastuste lihtsustamiseks peame
aga koigepealt kokku leppima terminoloogias, mistottu alustame
olulisemate terminite kasutamise selgitamisega, - pretendeerimata
sealjuures vastavate moistete eriti rangele defineerimisele.!

Uuritava sonumi iildarusaadavalt kirjutatud sisu nimetame
lahtiseks tekstiks ehk lihtsalt tekstiks, tema. salakirjas esi-
tatud kuju aga vastava teksti kriiptogrammiks. Sifriks
nimetatakse seda konkreetset meetodit voi eeskirjade kogu, miile
abil toimub teksti «t6lkimine» salakirja, s. t. esitamine kriipto-
grammina. Niisuguse «tolkimise» protsessi ennast nimetatakse
§ifreerimiseks, seega on kriiptogramm Sifreeritud tekst.
Et salakiri oleks praktiliselt kasutatav, peab Siffer muidugi voi-
maldama ka vastassuunalist «télkimist», mida on loomulik nime-
tada deSifreerimiseks. Kriiptograafia-alastes keerdiiles-
annetes tavaliselt noutaksegi just niisugust «tdlkimist», kuid
seda tuleb teha ilma vastavat &ifrit tundmata. Et deSifreerimiseks
sellist tegevust enam nimetada ei saa, siis tuleb siin kasutada
terminit dekriipteerimine?® ja nimetada vastavaid keerd-
ilesandeid dekriipteerimisiilesanneteks. Dekriipteeri-
mine on seega kriiptogrammi niisugune teisendamine tekstiks,
mille puhul vastav Siffer ei ole ette antud.

Kriiptograafia tunneb vdga palju erinevaid Sifriliike, kuid
keerdiilesannetena esitatavates dekriipteerimisiilesannetes kasu-
tatakse neist vaid lihtsamaid. Kui jdtta korvale piltmoistatused
ja muud sellised elementaarsed dekriipteerimisiilesanded, siis
voib néhtavasti piirduda kolme pohilise Sifriliigiga. Nendeks
on peitmissiffer, nihutamisSiffer ja asendamissSiffer. Kidesolevate
ridade autor igatahes on vaid vdga harva ndinud keerdiilesannete

! Et kriiptograaiia-alane terminoloogia pole ecesti keeles vilja kujunenud,

siis tuleb siin toodud ettepanekutesse muidugi kriitiliselt suhtuda.
2 Inglise keeles niiteks kasutatakse selles tdhenduses terminit decrypt.
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rubriigis dekriipteerimisiilesandeid, milles kasutatud Siffer nime-
tatud liikide voi nende enam-vdhem vahetute kombinatsioonide
alt vilja ulatuks.

Uheks lihtsamaks Sifriliigiks on peitmisSiifer, mille
korral toelise teksti tdhed (sonad) on mingil viisil dra peidetud
edasiantavas sonumis esinevate tdhtede (sonade) hulka. See-
juures jatab sonum reeglina tavalise kirja mulje ega tarvitse
isegi tekkida kahtlust, et tegemist on kriiptogrammiga.

Nihutamis$ifri korral on teksti tdhed nende loomulikust
jarjekorrast vilja nihutatud vastavalt mingile etteantud vétmele.

Asendamis8ifri kasutamisel jadvad teksti tdhed oma
foomulikku jarjekorda, kuid iga tdht on asendatud mingi teise
siimboli ehk koo diga. Jirgnevas vaatleme liihidalt koiki neid
Sifriliike ning nende moningaid lihtsamaid kombinatsioone, kuid
ldhemalt peatume just asendamissiiril kui keerdiilesannetes koige
sagedamini esineval.

Peitmis$ifreid iseloomustab kriiptogrammi suhteline pikkus
tekstiga vorreldes. See tdhendab, et enamik kriiptogrammis esine-
vaid tdhti on vaid maskeeringuks ja iiksnes {isna viike osa seos-
tub vahetult tekstiga. Peitmissifri lihtsaimate variantide korral
moodustavad teksti néditeks kriiptogrammis esinevate sonade esi-
mesed, teised, viimased voi muud fikseeritud tihed.

Pohiline osa dekriipteerimisest osutub nende Sifrite korral
teostatuks juba sellega, kui tekib kahtlus, et tegemist on {ildse
niisuguse Sifriga. Selliseks kahtluseks on aga alust siis, kui
kriiptogrammiks oleva kirja sonastus tundub kohmakana voi
otsituna (see asjaolu vihjabki peitmis3ifrite peamisele puudu-
sele — {isna raske on teatud etteantud tdhtede korral saavutada
ladusat sonastust). Tekkinud kahtluse kontroilimiseks voib néi-
teks kirjutada kriiptogrammi sonad eraldi paberiribadele ja pai-
gutada need iiksteise alla, asetades kohakuti kas sonade esitdhed,
loputdhed voi keskpaigad. Vaadeldes tekkivate kujundite veerge.
tarbekorral aga ka diagonaale voi isegi moningaid siksakilisi
teid, avastatakse tekst tavaliselt 1iisna kiiresti. Harjutamiseks
esitame néiteks jargmised kaks lihtsat iilesannet.

Ulesanne 1. Selgitada, kas jargmise kirjaga on piiitud
edasi anda ka mingit peidetud sisu:

Kahjuks seoses kombaini remondiga olen ohtuti
maal. Arvatavasti saame selle siiski vist iilehom-
seks valmis. Saan koju peale nelja.

Ulesanne 2. Sama kiisimus kerkib ka niisnguse Kkirja
puhul:

Tervist Margus! Tulen reedel kevad- v6i maipithi
pidama. Karlaga pooleks ostsime konjaki tasku. Pole

miskitki parata — muud votta pole. Ma vististi sGi-
dan bussiga. Jaan.
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Lisaks nimetatud moodusele v6ib pikemate (enam-vdhem
ladusa kirja kujul antud) kriiptogrammide dekriipteerimisel proo-
vida veel sellist lihtsat voimalust, et teksti saame néiteks lausete
mingeid fikseeritud sonu kokku lugedes.?

Peitmis$ifri keerulisemaks variandiks on erilise aukudega
Sablooni kasutamine (selle Sifritiiiibi autoriks olevat kardinal
Richelieu). Sel juhul kirjutatakse tekst vaid Sablooni aukude
kohale, iilejidnud osa kriiptogrammist tdidetakse aga mistahes
sonadega nii, et kokku kujuneksid enam-vdhem ladusad laused.
Kui sellist §ifrit keerdiilesandes kasutatakse, siis on tavaliselt
iihtlasi antud ka lugemiseks vajalik $abloon, niiteks kirjale lisa-
tud maleiilesande vms. kujul.

Usna sageli voib keerdiilesandeis kohata veel peitmisSifri nii-
sugust kombinatsiooni asendamissifriga, kus tdhtede koodidena
kasutatakse nende jarjekorranumbreid tdhestikus. Et koode oleks
sonalisse teksti.lihtsam dra peita, esitatakse tdhtede jarjekorra-
numbrid sageli kas kahend- voi kolmendsiisteemis* (eesti tdhes-
tiku® tdhtede jarjekorranumbrid kiimnend-, kahend- ja kolmend-
siisteemis on toodud tabelis 1). Numbrimirkide (kahendsiisteemi

Tabel 1
S —— i 1 ;‘ - -
A ! B ! D E F G S | I
1 2 | 3 4 ; 5 6 7 8
00001 00010 * 00011 00100 | 00101 00110 00111 01000
001 002 010 011 o 012 020 021 | 022
i \ i
| | | |
J K ! L M N (0] : p | R
9 10 11 | 12 13 14 15 16
01001 01010 01011 ' 01100 01101 01110 01111 10000
100 101 | 102 110 111 112 ‘ 120 | 121
| l
I l |
S T U ! \'4 ’ O A (o] 0]
17 18 19 | .20 21 | 22 23 24
10001 10010 10011 10100 ‘ 10101 1 10110 10111 11000
122 200 201 Po202 ‘ 210 y 211 212 220
I : I .

korral 0 ja 1, kolmendsiisteemi korral aga 0, ! ja 2) peitmise
itheks voimaluseks on nende asendamine sonadega nii, et pei-
detavaks numbriks osutub sona tdhtede arvu ja kasutatava arvu-

3 Vt. ndit. N. Trublaini. «kKuunar «Kolumbus»». Tin., 1956, lk. 228—231.

4+ Vt. E. Tamme. Positsioonilised arvusiisteemid. — Matemaatika ja
kaasaeg, IV, lk. 43—50.

5 Kriiptograafias on sageli oluline, et tahestiku tihtede arvul oleks voi-
malikult rohkem jagajaid. Eesti tdhestiku algarvulise pikkuse (23) «paranda-
miseks» on kdesolevas artiklis seetdttu tdhestikku lisatud veel tdht F.
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siisteemni aluse jagamisel tekkiv jaak. Naiteks viiesonaline lause-
katkend
laks jdlle tagasi oma majja

tdhendab kahendsiisteemi korral sel juhul arvu 01011, mis tabeli
1 kohaselt vastab tdhele L. Numbreid voib aga kriiptogrammis
esitada ka erineva kirjaviisiga (nditeks suurte ja viaikeste) tah-
tede abil, silpide arvuna sonas, sonade arvuna lauses (peideta-
vaks numbriks on nditeks lause sonade arv miinus kaks) ja
mitmel teisel analoogilisel moodusel. Sellise Sifreerimisviisi &ra-
tundmise harjutamiseks tuleks lahendada kasvoi jargmised liht-
sad harjutusiilesanded.

Ulesanne 3. Kombineeritud orienteerumisvoistlustel an-
takse voOistkondadele algul jargmine kirjalik instruktsioon:

TulEB MINNA OtsE vASakULE vOIl RA PArEmALE NiNg
sEeJdrEL TIinGiMAta JOostES ildSE MITTE kuSKiLE.

_ Mida selle «instruktsiooni» kohaselt tuleb. teha?

Ulesanne 4 (eelmise jarg). Uhes jargmistest kontrollpunk-
tidest saadakse aga niisugune «opetus»:

Murdke see leheke iiheksaks vordseks osaks.
Kui kolmandal saadud osadest on iiks serv
roosa aga pole kollane, siis tommake see
" osa I0hki mééda seda kollast joont. Nonda
toimides on teil vist vbitmine véimatu.

Mida niiiid teha?

NihutamisSifrile tuginevaid kriiptogramme leidub keerdiilesan-
nete rubriigis suhteliselt harva ja enamasti on neile sealjuures
mingil viisil lisatud vastav voti, mis nditab, kuidas tuleb kriip-
togrammi tdhti nihutada, et neist moodustuks tekst. Votmeks on
tavaliselt mingi kriiptogrammis teatud viisil esile tostetud (nii-
teks kuupdevana voi allkirjana vms.) sona voi arv. Kui votit
leida ei onnestu, voib oletada, et tegemist on nihutamisS$ifri iihe
lihtsaima variandiga, mille puhul tarvitseb vaid jaotada kriip-
togramm {ihepikkusteks (tdhtede arvu mottes) osadeks ja kirju-
tada need ristkiilikukujulise tabeli ridadeks vo6i veergudeks. Sel-
lise ristkiiliku iihe kiilje pikkuse mairab nditeks kriiptogrammi
«sonadeks jaotus», teise kiilje aga tdhtede iildarv kriiptogrammis
(kui tdhtede ildarv osutub kahe algarvu korrutiseks, siis vdivad
need ollagi ristkiiliku mootmeteks). Kui niisugustest ristkiilikutest
midagi vahetult vidlja lugeda ei onnestu, siis tuleb kas oletada,
et tegemist on hoopis nditeks asendamisSifriga, voi piilida veel
kord votit iiles otsida.

- Votme tdhenduse tolgendamise viisi poolest pakub nihutamis-
Sjffer iisna palju voimalusi. Nimetame siin vaid paari keerdiiles-
annetes koige sagedamini kasutatavat.
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Kriiptogrammi korraldamine ristkiilikukujuliseks tabeliks voib
olla muudetud keerulisemaks sel teel, et ridade voi veergude
paigutamise jarjekord antakse elte votme abil. Kui votmeks on
arv, siis see voib tdhendada veergude (ridade) tabelisse paigu-
tamise jarjekorda. Niiteks votme 316425 iisna loomulikuks tdhen-
duseks on, et kriiptogrammis esinevad tdhed tuleb jaotada kuueks
(= numbrite arv votmes) voimalikult fihepikkuseks rithmaks ja
kirjutada need riihmad votmega antud jirjekorras tabeli ridadeks,
s. t. paigutada esimene rithm teiseks reaks, teine rithm viiendaks
reaks jne. Nditeks kriiptogramm

AHLIS MLPSA MKLLD EDSOT REDUS
KDAKI ANARK EILUT KIAE!I MPILE

tuleb niisugusest hiipoteesist ldhtudes kirjutada timber kujul

3 SO T REDUSK
1 AH L T SMLPS
6 AL I MPI L E -
4 DAKITANAR -
2 AMKL LDED -
5 KE I LUTK I

Sama tiiiipi votme voib aga anda ka sonalisel kujul, kus-
juures vajalik arv saadakse keerdiilesannetes sageli lihtsalt vot-
meks oleva sona tahti tdhestiku jirjekorras numbritega asenda-
des. Niiteks voti KAUNIS (aga samuti ka KAUNAS) annab
sellise tolgenduse korral just dsja vaadeldud arvu 316425.

Arvuna antud (voi arvule taandatava) votme teiseks sageli
esinevaks tdhenduseks nihutamiss$ifri korral on tahtede «vilja-
noppimise» jdrjekorra mé&dramine. Sealjuures vo6ib osa kriipto-
grammis esinevaid tdhti olla lihtsalt tditematerjal, mis sellise
viljanoppimise kdigus teksti iildse ei satu (eriti sageli on see
nii just nihutamis- ja peitmisSifri mitmesuguste kombinatsioonide
puhul).

Koos niisugust tiilipi votmega antakse monikord veel ette ka
koht kriiptogrammis, kust véiljanoppimist alustada (samuti ei
tarvitse aga ka ristkiilikukujulise tabeli moodustamiseks vajalik
riihmitamine alata just kriiptogrammi algusest). Niiteks vGtme
F3524 iisna toendoliseks tdhenduseks on, et alates esimesest
kriiptogrammis esinevast tdhest F tuleb vilja kirjutada kdigepealt
kolmas, sealt edasi viies, siis teine, siis neljas, siis jidlle kol-
mas jne. tdht, jitkates kriiptogrammi loppedes seda protsessi
jdlle algusest kuni kas koikide tdhtede ammendamiseni voi teksti
loomuliku 16puni.

Lihemaks tutvumiseks nihutamisSifri siin kirjeldatud lihtsa-
mate variantidega tuleks lahendada néiteks jargmised harjutus-
iilesanded.
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Ulesanne 5 Mida on selle kirjaga Gelda tahetud?

SRLMEES TNGLME]J EILTITD ATALAMD
DUIEAEH SLGIAAD SLMDAAE ATGTHKA
IUKIKPT IAEIHSK KTIOEOH AEEEAAE!

Ulesanne 6. Millise iildtuntud fakti on autor jargmise
kriiptogrammi kujul esitanud?

ITTATKAM GSTTTLEM LEKAETVR DABDAUTI AHIAAAIR
MITMAAJS AKSUEEEI EMASATEV ALPESSBA JAKEAEKO

U. KAASIK

Ulesanne 7. Ettevotte direktori kitte sattus eksikombel
jargmine kiri, mis oli ndhtavasti madratud hoopis kellelegi tema
alluvaist:

jaanipdeval
Meie Otuga motlesime et teeme oOige Kalset ka
sellel Suvel nagu Ma mullu kdisin jille Kalale
tulla ja et Otul on niiid Uks Uus Lant ja Mul
samuli siis tahaks neid proovida kui Jdrve Adrest
Paadi saame Ei ole viga kui vihma sajab siis me
Tuleme Ikka ja meil on mélemal Oma Ongelatt ligi
nii et ma Arvan et sinu Omasid pole vaja tervitab
Lell
Selles kirjas tundus kahtlasena nii imelik sonastus, kirjavahe-
mirkide puudumine ja suurte tdhtede ebareeglipdrane kasuta-
mine kui ka asjaolu, et jaanipdevani oli tegelikult veel {isna
palju aega. Piéris véikese vaevaga selguski, et kahtlus oli
pohjendatud. Mida direktor sellest kirjast vilja luges?

Keerdiilesannetes kodige sagedamini kasutatavaks Sifriliigiks
niib olevat just asendamisSiffer, mille puhul teksti kuuluvad
tihed siilitavad kriiptogrammis oma loomuliku jirjekorra, kuid
on asendatud kas teiste tdhtede voi iildse mingite siimbolitega.
Siimbolit, millega tdht on kriiptogrammis koikjal asendatud,
nimetatakse vastava tihe koo diks. Sonastuste lihtsustamiseks
kasutame tdhtede ja nende koodide vahelise seose méarkimisel
edaspidi nurksulge. andes néiiteks kirjutisele M =<R> tdhen-
«duse:. «siimbol M on tdhe R koods. , _

Téhestiku koikide tdhtede ja nende koodide (seega kogu
§ifri) lithendatud {ilesmérkimiseks kirjutame iihte ritta koik tdhed
(tdhestiku jériekorras) ning vahetult nende alla vastavad koo-
did. Naiteks kirjutis

ABDEFGHIJKLMNOPRSTUVOAOU
GHIJKLMNOPRSTUVOAOUABDEF

tahendab niisuguse kokkuleppe puhul, et =A>, H=
=<B>, ..., F=<U>. Selles niites torkab silma lihtne sea-
duspira: tdhe koodiks on temast (tsiikliliselt korduvas) téhestikus
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viie koha vérra paremal paiknev tdht. Niisuguseid kas tdhestikuw
voi tagurpidi jarjekorras kirjutatud tdhestiku nihutamise teel
saadavaid 3ifreid (nn. Caesari Siffer) kasutatakse keerdiilesanne-
tes kaunis sageli. Tihti on sealjuures kriiptogrammile lisatud ka
voti, mis néitab, mitme koha vorra tuleb tdhestikku nihutada
(antud ndite puhul +5). Eriti sageli lisatakse voti aga siis, kui
tahestiku erinevaid osi on erinevalt nihutatud. Néiteks voti 3K7
voib tdhendada, et tdhestiku algusosa on (tsiikliliselt) nihutatud
3 koha vorra, 16puosa, alates tidhest K, aga 7 koha vorra.

Juhul kui koodidena kasutatakse tdhti, on kriiptogrammile
iildse sageli lisatud voti, mis mingil viisil kirjeldab tdhtede ja
nende koodide vahelise vastavuse seaduspira. Niiteks kui voti on
antud .sénana HOBUNE, siis v6ib $ifri moodustamine iihel liht-
samatest juhtudest toimuda jdrgmiselt. Vétmesona jirele kirju-
tatakse tdhestiku jarjekorras koik iilejddnud, s. t. votmes mitte
esinevad tdhed, jagatakse tekkinud tdhestik pooleks ning paigu-
tatakse need pooled kahte ritta:

H OBUNZEADTFGTII
KL MPRSTVOA O U

Mingi tdhe koodiks on niiiid temaga kohakuti (kas iileval voi
all) palknev tdht, nditeks H=<K>, K=<H>, 0 =<L>,
L =<0> jne.

Votme tdhendus voib ménikord ka asendamisSifri korral olla
sarnane nihutamis$ifri puhul nimetatud tdlgendamisvoimalus-
tega. Monedes keerdiilesannetes esitatakse voti veel katkendina
mingist hinnakirjast, sdiduplaanist vms., kusjuures arvud tihen-
davad néiteks nendega kohakuti olevate sonade esitihtede koo-
dide jarjekorranumbreid tdhestikus (vt. tabel 1).

. Votme tolgendamise nende ja analoogiliste voimaluste &ra-
tundmise harjutamiseks sobivad néiteks jargmised {ilesanded.

Ulesanne 8 Maantee ddrde puu kiilge on kinnitatud kiri:
NRRLN MSMOK KLORL ‘DMTJP
“VVUKV OPMUI JPJOM HRDDK
MUSKETARID
Kas selles kirjas sisalduvast informatsioonist ka mingit kasu on?
Ulesanne 9. Kas voib mmglt kasu anda niisuguses laimu-
kirjas sisalduv informatsoon?
LAIM
DEL ROB LVA EOU TDH
0ULO ABO SEJ  LRL SJL
ALS ITV REA OLT TSL
OHH ANK HSG EFH ASL
LOO JOO HBL VAE DOJ
HRL . SHR- 'EOO HLE SSE
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AsendamisS$ifri abil koostatud kriiptogramme saab enamasti
(kui kriiptogramm just liiga lithike ei ole) dekriipteerida ka siis,
kuit lgoodid on valitud taiesti juhuslikult ja mingit vétit pole
antud.

Kui on péohjust arvata, et kriiptogramm tugineb asendamis-
Sifrile, kuid votit vahetult avastada ei onnestu, siis voetakse
dekriipteerimisel tavaliselt aluseks koodide esinemise sagedused.
Statistiline analiiiis niditab nimelt, et vaatamata sisust, stiilist
jne. tingitud koikumistele on tdhtede keskmised esinemis-
sagedused eestikeelsetes tekstides siiski iisna stabiilsed. Tabelis 2
ongi esitatud rajad, millesse enamasti langevad eesti tihestiku
tihtede keskmised esinemissagedused mitmesugustes ulatusliku:
mates proosatekstides (protsentides). ‘

Tabel 2.
A | B | D | E | F [ & | H | I
ns—| o7—| 36—] 105— o—| wr—| 15—l 87—
—14,0 —1,0 —4,7 ‘_12.4 —0,1 | —2.2 i —21 [—102
3 x| v [ Mm ]| N| o] P |R
18— 45| 57—| 35| 49— l 34— | 15—| 21—
—22 | —55 | 64 | —42 | 52 | —44 |22 | 32
s | v | v | v | o] A | o | v
80| 68—| 56—! 19— 1,0— 10—| 03— 06—
| 96 | —80 | —67 | —26 | —15 | —15 | —06 |10

Tabelit 2 aluseks vottes tuleb dekriipteerimisel tavaliselt kont-
rollida vaid suhteliselt iisna vdike arv hiipoteese iiksikute koodide
voimalike tdhenduste kchta. Hiipoteeside arvu suurendab monin-
gal madéaral siiski asjaolu, et tdhtede esinémissageduste esitatud
rajad on saadud ulatuslike tekstide analiiiisimisel: suhte-
liselt lithikeste tekstide korral tuleb neid radasid méirgatavalt
avardada.

Kui asendamissifri abil koostatud kriiptogrammis on siilitatud
teksti loomulik sonadeks jaotus (keerdiilesannetes kohtab seda
lihtsustust {isna tihti), siis osutub otstarbekohaseks arvestada
veel koodide esinemise sagedust sonade alguses. Statistilisest
analiiiisist selgub, et’ sona esitidhena esineb eesti keeles koige
enam K (iile 13% sonadest), edasi T (11%), S (9%), M ja V
(8%), P (7%), E, J, O ja A (6%) jne. Sona teiseks tdheks on aga

6 Veidi iiksikasjalikuma iilevaate tihtede ning tihepaaride esinemissage-
dusté kohta eesti keeles voib leida artiklis: U, Kaasik, E. Laugaste.
Téhtede sagedus eestikeelsetes tekstides. — «Keel ja Kirjandus» X, 1969.
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peaaegu 80% juhtudest vokaal (sealhulgas A iile 20%, E ca 15%.
Icall%, Ucal0%, O, A ja O ca 6%, Oja U 1—2%). Konso-
nantidest védirivad sona teise tdhena markimist vaid N ja L
(4—5%).

Illustreerime tihtede esinemissageduste kasutamist dekriip-
teerimisel jargmise iilesande enam-vidhem fiiksikasjaliku iahendus-
kdigu esitamisega.”

Ulesanne 10. Selgitada, mida on ¢eldud joonisel 1 esitatud
kirjas.

KK XXXX SIXEEXXX KANK
NEXRXNNKXNA KEZXXXKXNA
XXAXNR XRRMRI KXAZXRX
KANXEIXXXE XXKKHEXK
VRREMNXXX KXIKX XXNA
LXXA KXXN FRRRXNXXXYZ
MEXAX KUZR XXXKNXXNA
XORXN XD XXN DMHEXXNX
XZNA XXNXX NXXAXNA NXAN

Joonis 1.

Et tegemist ndib olevat asendamis$ifri abil koostatud kriip-
togrammiga, kusjuures teksti sonadeks jaotus on nahtavasti sii-
litatud, siis alustame dekriipteerimist kirjas esinevate siimbolite

7 Sellist dekriipteerimismeetodit on ilukirjanduses kirjeldanud juba Edgar
Allan Poe («Kuldmardikas») ja Arthur Conan Doyvle («Tantsivad inime-
sed»).
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toendamisega. Joonisel 2 ongi toodud koigi 22 erineva siimboli
loetelu nende esinemissageduse jarjekorras: esimene arvude rida
stimbolite all tdhendab lihtsalt jarjekorranumbreid, teise ritta on
kirjutatud, mitu korda vastav siimbol kriiptogrammis iildse esineb,
kolmandasse ritta sona esitdhena esinemiste arv ja neljandasse
ritta sona teise tdhena esinemiste arv. Et kriiptogrammis kasu-
tatud koodisiimboleid on tiilikas kirjutada, siis asendamegi nad
jargnevas lihtsalt vastavate jdrjekorranumbritega jooniselt 2.

DXXUZ XKNAX KR XXX NXX AKX XN

1 2 3 456 7 89710 171112131415161718 1920 21 22

2717111099 9 87 6 6 6 6 65 4 33 22 11

2 0 0131 6 00 1 13 3212100010

9 4 4 110 0 00 4 10 0 00011 2000
Joonis 2.

l.oendamise tulemusi tabelis 2 toodud keskmiste andmetega
vorreldes voime kohe piistitada terve rea toepdrastena ndivaid
hiipoteese. Kuna siimbol / esineb teistest mérgatavalt suurema
sagedusega ja on ka koige sagedamini sonades teisel kohal, siis
voib olla iisna kindel, et tegemist on tdhe A koodiga, s. t. I =
== A>>. Sageduselt jargmine siimbol 2 peaks tabeli 2 'kohaselt
olema kas tahe E, S voi T kood, kuid et ta kordagi ei esine sona
alguses ning esineb suhteliselt palju sona teise tdhena, siis koige
tdendosema hiipoteesina tuleb koigepealt proovida voimalust 2=

= <E>. Samadel pohjustel peaks ka siimbol 3 olema veel
vokaali koodiks ning jarelikult tuleb esmajirjekorras votta proo-
vimisele hiipoteesid 3= <I"> ja 8=<U>>. Sona teise tdhena
esinemise suure sageduse tottu on ka siimboli /0 puhul ndhtavasti
tegemist vokaali koodiga, kusjuures arvesse tulevad O ja eelmisest
hiipoteesist iilejddv tdht. Sona esimese tdhena esinemise suurt
sagedust arvestades ndib veel kaunis toepdrasena hiipotees 7=
= K>

Piistitatud hiipoteeside kontrollimise lihtsustamiseks kirju-
tame oma kriiptogrammi {imber nii, nagu on ndidatud joonisel 3:
asendame tdhed kriipsudega, mille alla on kirjutatud vastavate
stimbolite jarjekorranumbrid ja peale nende oletatavasti (voi
kindlasti) teada olevad vasted. Joonisele 3 ongi kantud koige
toendosemad hiipoteesid: 1 = <A>, 2=<E> ja 7 = <K>.

Hiipoteeside kontrollimiseks vbdtame niiiid vaatlusele need
sonad, kus eriti palju tdhti on juba vilja kirjutatud. Antud juhul
torkavad selles mottes silma esimese rea kolmas sona, kuuenda
rea teine sona ja kaheksanda rea esimene sona. Teises neist néi-
teks sobivad vabale kohale ainult tdhed D ja G. Et tegemist on
véga vihe esineva tdhega, siis tundub tbenidosemana oletus 20 =
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_ A _. _ E __ __ E A E K K
14 1 10 ¢4 2 11 16 2 1 1 2 20 3 7 19 8 7
_ A A K A E A

12 1 18 17 4 8 7 38 9 124 1 5 2 18 131 4 8 9
. A _ A A K E
13 3 22 17 6 1 1 11 3 9 7 10 155 3 14 2
_E _ _A__ _E _ A _ __ K

T2 ¢4 137 16 17 2 12 71 15 10 14 14 8 7 3 1
_ A A B E K A K

5 1 127 4 86 26 771015176 77378 9
. - A A A E _
5 83 11 9 1 2 2 7 B T 121 4 8 6 286 5
__A_E A E

12 1 18 2 14 12 195 1 18 10 10 i1 8 6 2 9
K A A A A A A E
7 1 1 6 1 13 1 17 18 1 I I 5.6 8 2 2
_ E K : E E E
21 5 4 2 7 3 153 4 17 152 9 6 2 206

Joonis 3.

= <G>. Toepoolest, esimese rea kolmandaks sonaks saame sel
juhul nahtavasti PEAAEGU, mis pealegi sobib iilaltehtud hiipo-
teesiga 3= <U>. Kaheksanda rea esimese sdna ainsale vabale
kohale sobib suurema esinemissagedusega tdhtedest vist ainult S.
mis annab sona KAASA.

A E P E A A E G U K K
4 1 10 4 2 11 16 2 1T 1T 2 20 3 71908 7
A A K U A E A )
127 1317 4 877 8 9 11T 5 2 18131 4 8 ¢
8] A S A A U K U E
18373 271 6 1 1 113 9 7 10 15 5 "3 14 2
E AP E A KU
2 4 18T 1677 7 12 T 75 10 14 14 8 7 T8 T4
A A S E S K A S K U
5 17T 1317 42786 276 7 o158 1T 6 7 3 8 9
U A E G A A A S E S
53 119 T 272071 51 121 4 8 6 2 6 5
A E A L S E
72771872 14 12 19 5 1 13 10 10 I 8 6 2 9
K A A S A A A A S U _E
7 T 1 %6 71 31T 1718 1 T 11 56 3 4 2
E K U U E _P E E P
5 4 2 7 3153 417152 9 16 2 2 16
JTooviis 4.



Tidiendades joonist 3 dsja tehtud jareldustega (20== <G>,
16 =<P>, 3=<U> ja 6=<S>) omandab see joonisel 4
esitatud kuju, kus mingit vastuolu vahemalt esialgu silma ei
hakka.

Kriiptogrammis kdige rohkem esinevatest siimbolitest on seni
lahtiseks jddnud 4 ja 5, suurema keskmise sagedusega tdhte-
dest on aga vabad veel I, L ja T. Paneme siinjuure tdhele, et
siimboleist 4 ja 5 ei saa kumbki ilmselt olla vokaali (antud
juhul I) koodiks, sest nad esinevad liiga sageli mdne juba teada
oleva vokaali korval (siimbol 4 iiheksal juhul kiimnest ja siim-
bol & kuuel juhul iiheksast). Et veel siimbol 5 esineb suhteliselt
rohkem sdna alguses, siis tuleks koigepealt proovida vdimalust
4= L>, 5=<T>. Uhtlasi peame silmas, et ikka veel lahti-
seks jddnud sageli esineva tdhe I kood ei tohiks olla suur arv,
Eeskdtt tuleb arvestada voimalusi §= <I>> ja 9=<I>, et
aga siimbol 9 esineb juba teada oleva vokaali korval neljal
juhul seitsmest, siimbol 8 aga vaid iihel juhul kaheksast, siis
votame koigepealt vaatlusele voimaluse 8 = <I>>. Uhtlasi mee-
nutame veel, et sfimbol 10 pidi olema vokaali koodiks ja seega
néahtavasti 10 = <<0>.

Tédiendades nende oletustega (d=<L>, 5§=<T>, 8=
=<I"> ja 10= </0>) joonist 4 omandab see joonisel 5 esita-
tud kuju.

O L E PTET A A E G U K K
4T 104 2N 76 2 T T T2 w3 7 198 7
A AL 1 K U AT E A L I
27T 13T 48 7 8 9 141 5 2718131 4 8 9
U A S A A U K o r y £
s 21T 61T H 39 7710 15 5 "3 14 72
E L A P E A o) 1 K UL
I 413 r 1617 2 12 1 1510 14 14 8 7 3 4
T A A L I § E S K O A S K U I
51T 1217 4 8 6 2 %6 7 10T15T1T s 7 3 8 9
T U A E G A T A A LI SE S T
5 819 I 21 5 r 1277 4876 276 5
A E T A O o 1 S E
2777 1872 14 T2 19 5 1 T30 101 T8 T 2 9
K A A S A A A A T S U L E
77T 1T 6 1 13871 177181 7T 115 6 8 4 2
T L E K U U L E P E E P
25 4 o 7 3 15 3 4 77 15 2 9 16 2 16
Joonis 5.

Niiid aga ei tohiks vabade kohtade téditmine enam kellelegi
raskust valmistada, nii et dekriipteerimise tulemusena leiame: " :
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MA OLEN PEAAEGU KOIK
VAJALIKUD MATERJALID
JUBA SAANUD. KOHTUME
NELJAPAEVA HOMMIKUL
TAVALISES KOHAS, KUID
TUND AEGA TAVALISEST
VAREM. VOTA JOONISED
KAASA JA ARA ANTSULE
UTLE KUHU LAHED. PEEP.

Kirjeldatud dekriipteerimismeetodi paremaks tundmadppimi-
seks tuleks lahendada veel vahemalt jargmine (eelmisest veidi
raskem) harjutusiilesanne.

- Ulesanne 11. Mida teha, kui sobrale kiilla soites leiate
tema ukselt jargmise kirja, kuid kunagi ammu kokkulepitud Sifri
olete tdiesti unustanud?

AIKRLKG HTRUI DIFIBKLLI RN SG LINF LKLLI UKGGIL.
HNLNDEF ASSF RIKLIF BKKEFKF‘SFIHN DSFUNGJIN
DNLRK ATPONL UKRUILEZELI BNENDSFE NFF
ANMIBK LIIL VBN EGELRN AVBNLR OVFFI ELR
FEDELRNIJN GKGZ HTRKR LNUNLLI DSPRN RNZNLK
ANGGN

Juhul kui teksti sonadeks jaotumist pole kriiptogrammis sdi-
litatud, muutub dekriipteerimine moningal mairal raskemaks.
Kui Veel koodidena on kasutatud tavalisi téhti, siis tuleb koige-
pealt muidugi selgitada, kas tegemist on {ildse asendamissifriga.
See aga jareldub tavaliselt lihtsalt loendamisest: kui tdhtede
kriiptogrammis esinemise sagedused on enam-vdhem kooskolas
tabelis 2 toodud keskmistega, siis on tGendoliselt tegemist nihu-
tamisSifriga, kui aga kooskola pole, siis muutub juba tGendolise-
maks asendamisS$iffer.

Olles j6oudnud arvamisele, et tegemist peaks olema asenda-
misSifriga, tuleb ka sonadeks jaotuse puudumise (voi ilmselt
moonutatud sénadeks jaotuse) korral hiipoteeside pustrtam1sel
tugineda ikka koodide esinemissagedustele. Et. niiiid ei ole voi-
malik arvestada tdhtede esinemise sagedusi s6nade alguses, tuleb
kasutada moningaid té6mahukamaid ja kahjuks vihem efektiiv-
seid taiendavaid votteid. Suurem .osa niisugustest votetest on
seotud koodipaaride voi isegi -kolmikute vaatlemisega. Nimetame
siin vaid iiht lihtsaimat neist (mida me tegelikult kiill osaliselt
kasutasime ka juba iilesande 10 lahendamisel).
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Loendades koos iga koodiga ka vahetult tema korval paikne-
vaid koode saab iisna sageli n.-6. eraldada vokaalid konsonanti-
dest, mis juba tunduvalt lihtsustab hiipoteeside piistitamist.
Koodide niisugune riihmitamine on teostatav nditeks jargmisi
lihtsaid seaduspédrasusi silmas pidades.

Kaksikvokaali (-konsonandi) korval paikneb enamasti konso-
nant (vokaal).

Korduvates koodipaarides on iiks tavaliselt vokaali kood.

Enam kui kolme konsonandi jirjest paiknemine (ka sbdnade
liitekohal) on eesti- keeles harva esinev néhtus.

Kui iihe sageli esineva siimboli kohta eeldada, et ta on
vokaali kood, siis teine sageli esinev siimbol on toendoliselt
konsonandi kood sel juhul, kui ta tihti paikneb vaadeldava siim-
boli kbrval, ja vokaali kood vastupidisel juhul.

Loomulikult ei muuda need reeglid (samuti nagu ka koik
teised kdesolevas artiklis esitatud ndpuniited) dekriipteerimist
veel tdiesti mehhaaniliseks protsessiks. Usna suur osatdhtsus
jadb ikka dekriipteerija taipliihusele ning oskusele orienteeruda
keerulistes olukordades. Et lugeja oma vastavaid voéimeid proo-
vida saaks, esitame I0puks veel iihe méirgatavalt raskema har-
lutusulesande

Ulesanne 12. Kui palju aega votab teilt selle kriiptogrammi
dekriipteerimine, teades, et kasutatud on asendamis3ifrit?

ALS NKQ QKH QKN GDM KQG BKD MGV SNK ANA LQL
NGK PGG QQG HBK ELD DSN SSN NGS EKC TPG BKG
ELQ KVL NKZ LBL QAL SGK PGQ TAN HQK HBK ALS
MGQ QGA GBK ELD DSC RSE KFV GMK AJH UEK KIS
VSN FNA LNE ETS KNE SIG BLQ MGC GAN USM GMG

VIGURIGA ULESANDEID

4

?

10. Kas saab kahekiimne seitsmest ticllisest, igaiiks modtmetega 132X 4,
laduda kuubi modtmetega 6 6 X 6 (vt joonis)?
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KUIDAS OPITI LAHENDAMA VORRANDEID

M. Vanem, E. Tamme

Algebra, eriti keskkoolis Opitava algebra pohiprobleemid on
seotud vorranditega. Vorrandite koostamise ja lahendamise me-
toodika moodustab kiillaltki voimsa relva matemaatika vahendite
arsenalis. See voimaldab lahendada keerulisi teaduse ja {ehnika,
aga ka igapédevase elu probleeme.

Arvatavasti on paljud kogenud, et pdrast vorrandi mdiste ja
pohiomaduste tundmadppimist keskkoolis muutub arvukate, varem
suurt mottepinget noudnud iilesannete lahendamine ménglevalt
kergeks, et vorrandite koostamine avab voimalusi selliste {iles-
annete lahendamiseks, mida aritmeetika meetoditega on peaaegu
lootusetu lahendada. Meile tundub nii lihtsana ja loomulikuna
tdhistada otsitav suurus néiteks tdhega x, koostada selle leid-
miseks vorrand ja viimane lahendada. Kuid sellise néiliselt lihtsa
aparatuuri kasutuselevotmine on saanud véimalikuks ainult tdnu
matemaatilise motteviisi pikale ja komplitseeritud arenguteele.

Jargnevatel lehekiilgedel peatume matemaatika ajaloo monin-
gatel joontel ja etappidel, mis on etendanud osa vorrandite teoo-
ria tekkimises ja arengus.

Egiptuse ‘papiiiirused

Inimiihiskonna vanimad kultuurikolded kujunesid Egiptuses,
Mesopotaamias, Indias jm. Juba kolmandal aastatuhandel e.m.a.
ehitati Egiptuses suuri piiramiide, templeid, niisutussiisteeme.
Selliste suurehituste (umbes 2800 a. e.m.a. ehitatud Cheopsi
piiramiidi k6rgus oli 146 m) pistitamisel ei olnud voimalik toime
tulla ilma matemaatiliste teadmisteta. Kahjuks pole meil Egip-
tuse selle aja matemaatikast sdilinud kirjalikke materjale.

Peamised andmed Egiptuse matemaatika kohta on saadud
kahelt matemaatilise sisuga papfitruserullilt, mis on kirjutatud
ligi 2000 a.e.m.a. Need on Rhindi ehk Ahmese ja Moskva papiiii-
rused. Esimest neist séiilitatakse Londonis Briti Muuseumis;
selle leidis 1858. a. inglise kollektsionddr A. Rhind. papiiiirusel
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sdilinud kirjutise autoriks on Ahmes. Teist papitiirust siilitatakse
Moskvas A. S. Puskini nimelises Kujutava Kunsti Muuseumis,
selle leidis vene kollektsionddr GolenistSev 1893. a. Rhindi papiiii-
rus on suurem (pikkus 5,5 m, laius 33 cm) ja sisult tdjuslikum
kui Moskva papitiirus (pikkus 5,5 m, laius 8 cm).

o

i

m’sw & z,’*m” ‘
P
M@a&ﬁ} i

G

L

Katkend Moskva papiiiirusest, millel on esitatud hulga leidmise dlesanne.
Ulal on originaaltekst demostilises kirjas ning all  selle transkriptsioon
hierogliiiifkirjas.

Mainitud papiiiirused ei ole teaduslikud traktaadid meie mot-
tes, me ei leia neist toestusi ega isegi reeglite sonastusi. Neil
papiiiirustel on esitatud rida tiiipiilesandeid koos lahendustega
(Rhindi papiiiirusel 85, Moskva papiiiirusel 25 iilesannet). Suur
osa iilesannetest on praktilise sisuga, niiteks to6tasu jaotamine
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tooliste vahel, viljahulga leidmine, mida laheb vaja t{eatava
koguse leiva vGi Glle valmistamiseks jne. Neilt papiiiirustelt
leiame iilesandeid ka tehete kohta tédis- ja murdarvudega, pind-
alade ja ruumalade arvutamise kohta jt. Selliste papiiiiruste abil
arvatavasti oppisid korgemad riigiametnikud — kirjutajad, kes
organiseerisid ehitustdid, sojavde varustamist jms.

Mainitud papiiiirustel esineb aga ka teoreetilisi {ilesandeid.
Omapiérase tsiikli moodustavad nn. hulga leidmise iilesanded;
sellised on Rhindi papitiirusel 24, Moskva omal 3. Nendes pole
tegemist konkreetsele objektidega, vaid otsitavaks on teatav
abstraktne arv, nn. hulk. Selle leidmine on sisuliselt esimese
astme vorrandite lahendamine, milles tundmatuks on otsi-
tav hulk. Egiptlastel oli vélja toctatud ka meetod selliste iiles-
annete lahendamiseks, nn. vale asendamise meetod.

Koik sellised iilesanded olid iihtemoodi sonastatud. Esitame
siin nditena 24 i{lesande Ahmese papiiiiruselt.!

Hulk ja tema seitsmendik annavad 19. Leida hulk

; 1o 11
Qe —
Hulk 7 5 { 8 12 8i 16 5 —g
1 i | . [N
1 Fo2 16t e
7 b 91 18
o 1 ‘
5 4 49 ‘ (Kokku) 19
o1
o 2* !
L4 1
i , 11
Sy Huk 16 -fg»é
| ‘
[

Piiilame seda lahenduskidiku deSifreerida. Kui tihistada otsitav x-ga, siis
taandub iilesanne sisuliselt varrandi

1
—x =19
x—f—_/x

lahendamisele. On kasutatud «vale asendamise» meetodit. Oletatakse, et otsitav

Xo =17, siis xg f-——xg = § (arvutuskidik on esimeses veerus, tulemus on kirju-

tatud teise veergu). Tundmatu x leidwniscks kasutatakse asjaolu, et
x 19 19

-—=-— ehk x=—x,.
Ap 8 8
Teises veerus arvutatakse jagatis
19 16 +241

1 1
e e == D — .
8 8 + 4 + 8

' Vt. 1. H en™aun. Pacckasu o crapoit u HoBoi aarebpe. Jlenuurpaa, 1968,
lk. 60. Mairgime, et egiptlased tdhistasid numbreid hoopis teisiti, kui seda
tehakse tdnapdeval. Murdudest olid neil siimbolid ainult harilike murdude
jaoks lugejaga 1. Ndites on kasutatud tdnapdeva siimboolikat.
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mille leidmisel egiptlased kasutasid kahekordistamist ja poolitamist. Kolman-

das veerus on suhe % korrutatud 7-ga jarkjargulise kahekordistamise teel.

seal leitaksegs tundmatu x:lﬁé%. Viimases veerus on kontrollitud, et

leitud hulk x rahuldab dlesande tingimusi:

1 1 1 1 1
— k=18 —f—F2+—F— =18
b x =16 bk 2

Babiiloonia savitahvlid

Teiseks iidseks kultuurikeskuseks oli kolmandal aastatuhandel
em.a. kujunenud Babiiloonia riik. Babiiloonia kultuuri ja ka
matemaatika kohta on meieni sdilinud hoopis rohkem kirjalikke
materjale kui egiptuse kultuuri kohta. Tdnapdeva muuseumides
sidijlitatakse umbes 100000 kiilkirjaga savitahvlit, millest 50 on
matemaatilise tekstiga ja ligi 200 matemaatiliste tabelitega.
Kirjaliku materjali rohkus on peamiselt seotud asjaoluga, et
babiiloonlased kasutasid hoopis vastupidavamat kirjutusmaterjali

Babiiloonia kiilkirjatahvel pindela arvutustega.

kui egiptlased, nimelt pOletatud savitahvleid, millele enne pole-
tamist oli luust voi bambusest kolmnurkse otsaga pulgakeste abil
kantud maérgid nn. kiilkirjas.

Arve esitasid babiiloonlased 60- ndsusteemls Arvutuste ldbivii-
misel kasutasid nad nihtavasti rohkesti tabeleid. On siilinud
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korrutamistabeleid, poérdvairtuste, ruutude, kuupide jt. tabeleid.
Tabelite kasutamisega on arvatavasti seofud ka asjaolu, et arvu-
tuskdik on babiiloonlastel hoopis lithemalt kirja pandud kui
egiptlastel. :

Babiiloonlased oskasid lahendada mitte ainult lineaarsetele
vorranditele taanduvaid iilesandeid, vaid ka moningaid korgema
astme vorranditele taanduvaid iilesandeid. Seejuures etendasid
jalle olulist osa tabelid. Nditeks iilesanded, mis on seotud vor-
randitega kujul x2=a, x®4 x?=a, x3=aqa, lahendati otseselt
vastavate tabelite abil.

Eriti huvipakkuv on asjaolu, et babiiloonlased lahendasid
mitmesuguseid ruutvorranditele taanduvaid {ilesandeid
ja ndhtavasti tundsid reeglit, mis vastab ruutvorrandi lahendus-
valemile.

Esitame niitena iihe babiiloonia savitahvlil leiduva (iles-
ande 2 Koos lahenduskdiguga.

Pikkus, laius. Pikkuse ja laiuse korrutasin ja sain pindala.
Seejirel liitsin pikkuse ja laiuse: 27. Seejirel lisasin pikkuse ja
laiuse vahe pindalale, sain 3,3. Kiisitakse pikkust, laiust ja

pindala.
(Andmed) 27 ja 3,3
(Tulemus) ;g : lp;;{ul;us 30 — pindala
Tee mii:
27 4 3,3=3,30
24-27=29.

Vata pool 29-st (see on 14; 30)
14; 30 - 14; 30 = 3, 30; 15
3,30; 15— 3,30 = 0; 15.
Ruutjuur 0; 15 on 0; 30
14; 30 - 0; 30 = 15 — pikkus
14; 30 — 0; 30 = 14 — laius.
Vota laiusest 14 dra 2, mille lisasid 27-le, 12 on tdeline laius.
Pikkuse 15 ja laiuse 12 korrutasin
15-12= 3,0 — pindala
15— 12=3
30+3=33.
Kommenteerime. lahenduskiiku.
Kui tidhistame pikkuse tdhega x ja laiuse tahega y, siis peaksime iles~
ande lahendamiseks lahendama vorrandisiisteemi
xy + x —y =183,
x+y=27.

On niha, et autor lihtsustab seda siisteemi, tcostades asenduse y' =y + 2 ehk

2 Vi. B. JI. Ban mep Bapaen Ilpobyxnaomas nayka. M. 1959,
lk. 87. Ulesande lahendus on esitatud kaasaegsete numbrimarkidega (sama
ilesande desifreering savitahvlilt on nimetatud raamatus lk. 86), kuid 60-nd-
siisteemis. Seejuures komaga eraldame kuuekiimnelised fihelistest ja semikoolo-
niga murdosa tdisosast, niiteks 3,3=3.604+3=183, i4: 30==14+ﬂ=14l-,.
- 60 2
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Y=y — 2 V6rrandisﬁste_em saab kuju

xy = 183 4 27 = 210,

x4y =27 +2=29
Viimasele siisteemile vastavad originaallahenduses vordused

27 4 3,3=3.30,
24-27=29.
Edasi’ opereeritakse lihtsustatud siisteemiga. Lahend saadakse juba kindla
reegli abil, mida kasutatakse ka teistes tekstides. Tdnapdeva siimbolites voib
selle reegli kirja panna jirgmiselt. Siisteemi
xy=p,
x+y=a

lahendiks on

x—la —-1 ku —V( )2
=—a+4w =—a—w, s w= - p.
2 r Y 2 p P

Viimane eeskiri vastab ruutvorrandi
2 —ax -+ p-=0

= (5)
X = — —) —0p
2 2 P

Muidugi, mingeid valemeid ega ka sonastatud eeskirju me babiiloonlaste
tilestihendustest ei leia. Kuid #lesannete lahenduskaikude jdlgimine naitab, et
selliste iilesannete lahendamisel kasutatakse korduvalt analoogilist eeskirja.

Egiptlastel, babiiloonlastel jt. vana aja rahvaste! polnud mingit
algberalist siimboolikat. Vorrandite lahendamisest nende juures
voime rddkida vaid tinglikult. Vastavate iilesannete lahendamine
toimus aritmeetika vahenditega umbes samuti, nagu seda téna-
péeval koolis algklassides tehakse.

| =

lahendusvalemile

. Geomeetriline algebra Vana-Kreekas

6.—5. sajandil emm.a. kandus maailma kultuurikeskus -Kreeka
ja tema kolooniate territooriumile. Vana-Kreekas siindis mate-
maatika kui teadus, kujunes vélja tema pohimeetod — toestus-
meetod, mis loogilise arutelu teel vGimaldab viiteid pohjendada
voi ilimber litkkata. Kui Egiptuses ja Babiiloonias lahendati pea-
miselt aritmeetika ja geomeetria rakenduslikke iilesandeid néah-
tavasti kogemuste ja katsete abil tuletatud reeglite pohjal, siis
Vana-Kreekas saavutas matemaatika suure sisulise rikkuse, siin
kujunesid vilja ulatuslikud matemaatilised teooriad.

Arvu mbiste ei teinud aga Vana-Kreekas libi olulist arengut.
Arvu all moistsid kreeklased naturaalarve ja nende suhteid -—
positiivseid ratsionaalarve. Uks varasemaid Vana-Kreeka tea-
duslikke koolkondi — Pytagorase koolkond (5. saj. e.m.a.)
piiiidis koiki maailma néhtusi kirjeldada naturaalarvude abil.
Kuid sellessamas koolkonnas tdestati, et fthikruudu diagonaal ei
avaldu naturaalarvude suhtena (sellise ruudu diagonaali pikkus
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on Vv 2), s. t. ithikruudu diagonaali pikkus pole ratsionaalarv.
Sellega avastati sisuliselt irratsionaalamwude olemasolu (ioestati

V 2 irratsionaalsus), milleni pole voimalik jouda mootmiste ja
katsete abil, sest irratsionaalarvud on kuitahes tdpselt ldhenda-
tavad ratsionaalarvudega (néit. kiimnendmurdudega). Mainitud
tulemuseni oli véimalik jouda ainult loogilise arutelu teel.
Suuruse V 2 irratsionaalsuse niitamiseks kasutati sisuliselt jirgmist motte-

m
kiiku. Kui oletame, et V 2= —, kusjuures m ja n on iihistegurita naturaal-

arvud, siis siit jdreldub, et 2n2= m2, mis aga ei saa kehtida. Toepoolest, et ainult
paarisarvu ruut on paarisarv, siis pecab m olema paarisarv. Olgu m = 2p, kus
p on naturaalarv. Asendades saame 2n2=4p? ehk n?=2p% Siit jareldub
omakorda, et ka n on paarisarv, mis on vastuolus eeldusega, et m ja n on
ithistegurita. See vastuolu néiitab, et V 2 ei saa olla ratsionaalarv.

Nii selgus, et arvude (ratsionaalarvude) hulk on piiratum kui
1oikude pikkuste hulk. See tingis matemaatilistes teooriates geo-
meetria nihkumist esiplaanile. Arvu asendamine 156iguga vastas
sisuliselt reaalarvude hilisemale kasutuselevotmisele. Loikudega
defineeriti ka aritmeetilised tehted: liitmine on 16ikude jatkamine,
lahutamine — 10igu osa eraldamine, 16ikude korrutamisele vastab
ristkiiliku konstrueerimine, mille pindala on ristkiiliku kiilgede
kui 16ikude korrutis:

a+b a-b b o b

Geomeetriliselt on pohjendatud ka algebra valemeid. Naiteks
korvaloleval joonisel on esitatud valemile (a- b)2 —a2—|—2ab +
—+ b2 vastav konstruktsioon.

Nii kujunes Vana-Kreekas
vilja nn. geomeetrili- r
ne algebra. ) ; ob b

Geomeetriline algebra on i
suurepdrases vormis esitatud
Eukleidese  13-osalises  td0s
«Elemendid». TGO autorist tea- ,
me me viga vihe, on vaid kaud- a ab
seid andmeid, et ta umbes :
300. a.e.m.a. on elanud Alek-
sandrias. Tema pohito6 «Ele-
mendid» kuulub aga matemaa- o b
tilise kirjanduse kullafondi, sel-
les on kokku véetud. suur
osa tolle ajani loodud matemaatikast, eeskdtt geomeetriast. «Ele-
mendid> on olnud iitheks pohiliseks matemaatika opikuks ja

D
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kdsiraamatuks umbes 2000 aasta jooksul, see teos on avaldanud
olulist moju geomeetria késitlemisele ka tdnapdeva kooliopikutes.

Eukleidese «Elementides» on esitatud ja pohjendatud geo-
meetrilisi konstruktsioone, mis vastavad mitmesugustele algebra-
listele teisendustele. Siit leiame ka konstruktsioone, mis vastavad
lineaar- ja ruutvorrandi lahendamise eeskirjadele. Geomeetriline
vorm asendas teatava médarani ka puuduvat algebralist siimboo-
likat. Mirgime, et Eukleidese «Elementides» vaadeldi ainult
sirkli ja joonlaua abil teostatavaid konstruktsioone.

Vaatleme nditena konstruktsiooni?, mis annab ruutvorrandi

X2+ ax = b2

lahendi. Seejuures on a ja b teatavad 16igud, seega positiivsed
suurused. Et x*4- ax =(x- a)x, siis taandub iilesanne ruuduga
pindvordse ristkiiliku konstrueerimisele, kusjuures ruudu kiilje
pikkuseks on b, ristkiiliku kiilgedeks aga x ja x} a.

Ulesande ]ahendamlseks voib kasutada jargmist konstruktsiooni. Poolitame
antud 10igu AB=a punktiga C ning konstrueerime 1digule AC kui kiiljele
ruudu ACDE (vt. joonis 3). Eraldi joonisel moodustame . tdisnurkse kolmnurga

kaatetitega MN = _'z’- ja NP =b. Ruudu kiilje DC pikendusele kanname tiis-

nurkse kolmnurga hiipotenuusi MP = DF. L&ik CF = x kujutabki vaadeldava
ruutvérrandi lahendit.

t E 0

(o]
N
> o

M

///////////* L

F N:i

Nlg

x
*\‘

L

Esitatud konstruktsiooni pole raske geomeetriliselt pohjendada. Et MP =

== DF %—{—x, siis Pytagorase teoreemi pohjal

() )

a 2 a\2
Seejuures (—2—}—):) on ruudu LDFG ja (7)—) ruudu EDCA pindala.

3 Vi. A. A. KosocoB. Kusira /s BHEKJACCHOrO YTGHHA MO MaTEMaTHKe B
crapwux Knaccax. M., 1963, Ik. 77. Eukleidese s@nastuse ja pohjenduse iiles-
andele leiate raamatust «Hauana 3skmupa», 1—VI, M., 1950, 1k. 67.
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Jirelikult vordub b2 joonisel viirutatud kujundi LEACFG pindalaga, mis oma-
korda on vordne ristkiiliku KBB G pigdalaga (x -+ a)x, sest ristkilikud LEAK
ja CBBF on pindvordsed. Seega toepoolest
(x 4 a)x == b2
Toodud konstruktsioon vastab ruutvorrandi lahendivalemile. Toepoolest,

seosest (1) leiame
o3[

Konstruktsioon annab ruutvérrandi positiivse lahendi. Vaadeldava vorrandi
teine lahend on negatiivne ega pélvinud seetottu kreeklaste tdhelepanu.

Seoses sellega, et Vana-Kreekas vaadeldi ainult positiivseid

suurusi, tuli naiteks ruutvorrandi
x?—ax = b?
lahendamiseks kasutada teist konstruktsiooni.!

Nédidetest hakkavad ilmnema ka geomeetrilise algebra puu-
dused. Vorduse molemal poolel peavad olema sama titiipi suuru-
sed, néiteks ruutvorrandi korral pindalad. Vana-Kreekas vaadeldi
reeglma ainult kahe arvu korrutisi. Kolme arvu korrutist on veel
voimalik tdlgendada ruumalana. Enam kui kolme arvu korrutisi
ei suudetud {ildse kéisitleda geomeetrilise algebra raamides.

Viahestest Vana-Kreekas vaadeldud kolmedimensionaalsetest
probleemidest on eriti kuulsaks saanud nn. kuubi kahekordista-
mise probleem, s. t. kuubi konstrueerimine, mille ruumala on
2 korda suurem lahtekuubi ruumalast. Kui lahtekuubi serv on a,
siis 2 korda suurema kuubi serv tuleb leida kuupvdrrandist

3
x3=2a®> ehk ( f—) =2,
a

3___
mille lahendamiseks on vaja konstrueerida loik pikkusega v 2.

Vaatamata paljudele katsetele, ei ohnestunud selle probleemi
lahendit konstrueerida sirkli ja joonlaua abil.® Kiill aga esitati
selle iilesande lahendi konstruktsioone koonuseldigete abil.

Seega piirdus geomeetrilise algebra rakendusvéli vorranditest
pohiliselt lineaar- ja ruutvorranditega.

Mirgime, et geomeetrilise algebra meetodeid rakendati pea-
miselt abstraktsete matemaatiliste probleemide lahendamisel.
Praktilistes rakendustes oli geomeetriline algebra kiillaltki koh-
makas ja aegandudev. Ulesannete lahendamiseks kaubanduses,
ehituses, pollumajanduses, sbjaasjanduses jm. kasutasid kreek-
lased aritmeetikat, mis on vérreldav egiptuse ja babiiloonia mate-
maatikaga. See eraldus isegi omaette matemaatika haruks —

4 Vt. niiteks 3. Koapuau HMcropus maremaTtHku B apesHoctd. M., 1961,
k. 117

3___
5 19. sajandil toestati, et 16ik pikkusega V 2 rpole konstrueeritav sirkli ja
joonlaua abil.
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logistikaks. Logistikasse kanti tehted tdis- ja murdarvudega,
juurte leidmine, esimese ja teise astme vorrandite aritmeetiline
lahendamine jne. Logistikas ei suudetud anda arvutuseeskirjade
ranget loogilist pohjendust. Seevastu geomeetrias ja geomeetri-
lises algebras saavutasid Vana-Kreeka opetlased sellise loogilise
ranguse taseme, mis kiimneteks sajanditeks jdi matemaatilise
motteviisi iiletamatuks eeskujuks.

Diophantos

Kreeka matemaatika arenes tousujoones kuni 3. sajandini
emm.a. See sajand kujunes kreeka matemaatika hiilgeajaks.
Sellest perioodist pédrinevad Eukleidese «Elemendid», Archime-
dese t66d, mis etendasid olulist osa matemaatilise analiiiisi kuju-
nemisel 17. sajandil, aga ka Apolloniose t66d koonuseldigetest,
millel oli suur osa analiiiitilise geomeetria kujunemisel samuti
17. sajandil.

Alates 3. sajandiste.m.a.hakkas Rooma iilemvoimu tingimustes
kreeka matemaatilise motte areng pidurduma. Matemaatika areng
toimus niiiid peamiselt rakendusmatemaatika (logistika) wvald-
konnas, enam tdhelepanu hakkas kéitma aritmeetika.

Kreeka matemaatika languseperioodi iiheks suurkujuks on
Diophantos, kellest kui isikust peaaegu midagi ei teata. Arva-
takse, et ta 3. sajandil m.a.j. on to6tanud Aleksandrias.

Diophantose kohta on avaldatud kreska antoloogias (6 saj. ma.j.)
luuletus-iilesanne ¢, mille sisu on jdrgmine. Diophantose elust !/¢ oli lapse-
polv, moodus /i ja tal hakkas kasvama habe, méodus veel '/; elust, kui ta
abiellus, 5 aasta jidrel siindis poeg, poja elu oli poole liihem isa elust, kes
suri 4 aastat pojast hiljem. Kui tdhistada Diopantose elu pikkus tihega «x,
siis saame nende andmete p&hjal vorrandi

1 1 1 1
Fx+—l—2-x+—7—x+5+?x+4=x,

millest x = 84 aastat.

Diophantose peat66st «Aritmeetika» on siilinud kuus osa
kolmeteistkiimnest. Selles t66s on loobutud geomeetrilise algebra
klassikalistest vormidest ja on vaadeldud tehteid arvudeg a.
See annab muuhulgas voimaluse késitleda mitte ainult lineaar-
ja ruutvorrandeid, vaid ka korgema astme vorrandeid. Arvude all
motleb Diophantos, nagu teisedki kreeka autorid, ainult ratsio-
naalarve,

Loobudes geomeetrilise algebra vahenditest, ei 1ihe Diophan-
tos téielikult tagasi Egiptuse ja Babiiloonia sonalise viljenduse
juurde, vaid esimesena matemaatika ajaloos vdtab kasutusele
teatava algelise tdhelise siimboolika. Pohiliselt on see
kujunenud vélja sonade lithendamise tulemusena.

* Vt. B. J1. san nep Bapxen [Mpobvxaawiuasca nayka. M., 1959, k. 374.
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Tundmatu tdhistamiseks on Diophantosel spetsizalne siimbol,
mida on «Aritmeetika» fimberkirjutajad tdhistanud mitut moodi.
Sageli kasutatakse selle markimiseks kreeka sona agi:@uoc (arv)
Ioputdhte ¢. Seejuures, kui tundmatu esineb iihest suurema kor-
dajaga, siis kirjutatakse see™ siimbol kahekordselt. Tundmatu
.astmete jaoks on erisiimbolid:

X2 o sonast dvvage (ruut),
X3 — . xvfioc (kuup),
x4 G6?, X0 — 0, XS — xx

(6. astmest korgemaid astmeid Diophantos ei vaatle). Tundma-
tust vaba liikme jaoks on siimbol u* sonast povac (ithik). Seejuu-
res on iilaindeksiks nende kreekakeclsete sonade teised téhed.

Liitmismérki Diophantos ei kasuta, liidetavad kirjutab ta tiht-
salt jédrjest. Lahutamismirgina kasulab ta siimbolit ,4. Vordus-
marki asendab siimbol ¢ sonast (so¢ (vordne). Tundmatute korda-
jad kirjutati tundmatu s{imbolite jirele Vana-Kreekas kasutusel
olnud alfabeetilises numeratsioonisiisteemis, milles

a=1, =2 p=3 d=4, ¢e=5 jne.
Néiteks vorrand
X3 L 5x2 3 = 2x
avalduks Diophantose siimboolikas:
®Padveulvicef.
Margime veel, et Diophantosel ei olnud koikjal sama stimboolika,
'vaid see varieerus monevorra.

Nagu ndha, périneb terminoloogia osaliselt geomeetrilisest
algebrast. Ka meie ajani on kandunud geomeetrilise algebra
termineid, nditeks ruut (x?), kuup (x%) jt.

Diophantose t66s on ‘sonastatud pohilised reeglid tehete kohta
hulkliikmetega, nagu liitmine, lahutamine, korrutamine jne. Vor-
randite lahendamisel kasutab ta liikmete {ilekandmist {ihelt vor-
randi poolelt teisele ithes margi muutmisega. Neile reeglitele ei
anna Diophantos aga loogilist pdhjendust.

Oma pohitéés on Diophantos arvukalt lahendanud mitmesu-
guseid esimese kuni neljanda astme vorrandeid (sdilinud kuues
-0sas on 189 iilesannet koos lahendustega). Ta leiab vorrandite
positiivseid ratsionaalseid lahendeid, p66ramata tdhelepanu sel-
lele, kas on leidnud koik voi osa lahendeid.

Diophantose t66s pole vilja téotatud vorrandite iihtset lahen-
-dusmetoodikat. Erinevate {ilesannete korral kasutab Diophantos
erinevaid votteid, ilmutades sageli suurt leidlikkust ja teravmeel-
sust. Korvuti iiheselt lahenduvate vorranditega esineb Diophanto-
sel arvukalt ka nn. mddramata vorrandeid ja vorrandi-
siisteene, milles tundmatuid on rohkem kui vorrandeid, néiiteks
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iitks vorrand kahe tundmatuga. Mdiidramatutel vorranditel - on
iildiselt palju lahendeid. Et aga Diophantos otsib ainult posi-
tiivseid ratsionaalseid lahendeid, siis sageli maidrab vorrand
lahendi tiheselt. Naiteks vorrandil x% 4 y*=25 on positiivsete
ratsionaalarvude hulgas ainult iiks lahend: x=3, y = 4. Maira-
mata vorrandeid, mille lahendeid otsitakse kas tdisarvude voi
ratsionaalarvude hulgast, on hakatudki nimetama diofanti-
listeks vorranditeks.

Lahendame naitena iithe diofantilisele vorrandile taanduva
iilesande.”

Leida kahekohaline arv, mis on vérdne tema numbrite kahe-
kordse korrutisega.

Olgu otsitavas arvus x kimnelist ja y ihelist. Siis saame (ilesande sisu
kohaselt koostada vorrarndi

10x + y == Zxy,
millest
5 —_— =
St T
Et y peab olema tidisarv, siis ka o n peab olema tiisary.
2x

Asendades y == 2xn, saame vorrandile anda kuoju

5
54+n=2xn ehk — 4] = 2x
n
, 5
Viimasest vordusest ndeme, et — peab olema tidisarv, seega kas n =1 voi
n -

n=>5 Kui n=x1, slis x=23, y=106; kui aga n==>5, siis x =1, y=10. Viimane
ei sobi, sest peab olema y < 10. Otsitav arv onseega 10x -- y = 10-3 4 6 = 36.

Diophantos loobus kiill klassikalisest geomeetrilisest mottevii-
sist, vottis kasutusele teatava algebralise sitmboolika, kuid eij
suutnud veel loogiliselt tuletada algebrareegleid, ei suutnud
vdlja tootada algebralist tdestusmetoodikat. Diophantose pérand
on etendanud olulist osa algebra ja arvuteooria kujunemisel juba
hoopiski hilisemal ajal. Pirast Diophantost katkes peaaegu taie-
likult matemaatika areng Rooma impeeriumis.

Kokkuvottes voib 6elda, et Vana-Kreekas saavutas suure
taiuslikkuse geomeetria. Algebraline matteviis, vorrandite lahen-
damise metoodika jdi tagaplaanile. Kulus veel palju sajandeid,
enne kui algebra kujunes vordvaidrseks partneriks geomeetriale.
Oma panuse sellesse on andnud keskajal Hiina, India ja Araabia-
maade kultuur. Algebraline siimboolika omandas aga enam-
vihem tidnapdevase kuju alles 16.—17. sajandil Euroopas.

7 Vt. A, A. Konocon. Kavra ais BHeKJACCHOrO dTEHHA M0 MaTeMaTHKe
5 crapmux kJjaccax. M., 1963, lk. 82. )
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VORRANDITE LAHENDAMISE AJALOOST
U. Kaljulaid

Kéesolevas artiklis tuleb juttu iihe muutujaga algebralisest
vorrandist @y -Faix -+ axx®>+ ... Jax"=0 (n=1), kus kor-
dajaiks a; on kompleksarvud.! Lineaar- ja ruutvdrrandite iildtun-
tud lahenduseeskirjad olid teada juba antiikajal. Kolmanda ja
neljanda astme vorrandite jaoks leiti sellised eeskirjad alles XVI
sajandil (Itaalias): n=>5 puhul aga jaid koik lahendusvalemi
leidmise katsed viljatuiks.

Korgemaastmeliste vorrandite lahendusvalemite leidmise
iilesanne avanes hoopis uues valguses kaks sajandit tagasi, kui
J. L. Lagrange avastas teisenduste rithma moiste ja, raken-
danud seda vorrandeile, leidis pohiprintsiibid nende lahenduvuse
uurimiseks.

Uldkujul lahendas probleemi E. Galois kuuskiimmend aas-
tat hiljem. Ta rakendas sealjuures ‘mottekidike, mis on osutunud
viljakaiks mitte ainult algebras, vaid ka geomeetrias (S. Lie’,
F. Kleini, E. Cartani jt. t66d), diferentsiaalvorrandite teoo-
rias, algebralises geomeetrias ja mujal. Pohjuseks oli siin arva-
tavasti see, et Galois oma téodes uuris tdhtsaid matemaatilisi
struktuure ja nendevahelisi seoseid «puhtal kujul». Esimesena
viitis ta, et tulevikumatemaatikaks on «l’analyse de [lanalyse»,
mille eesmirgiks on matemaatiliste struktuuride? uurimine.
Lugeja markab, et E. Galois oli kuulsa Nicolas Bourbaki
eelkdija. Viimase laialt levinud (kui mitte {ildtunnustatud) vaa-
tekoht, et matemaatika on struktuuride hierarhia ja tema (isegi
kaasaegse loodusteaduse) tsentraalseks probleemiks on struktuu-
ride ja nendevaheliste seoste uurimine, on sellele viitele kinni-

1 Et kompleksarvud said «eludiguse» alles 19. saj. algul, siis vaatleme
esialgu (punktides 1—4) ainult reaalsete kordajatega vorrandeid ja otsime
nende reaalseid lahendeid. Siiski v6imaldavad saadavad valemid leida ka nende
vorrandite kompleksseid lahendeid. _

2 N. Bourbakile kuulub matemaatilise struktuuri kaasaegne, siigavalt
motiveeritud moiste. Sellega vdib tutvuda raamatu H. Byp6axu. Teopus
MHOXKecTB. M., 1965, jirgi, vt. ka Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 3—9. )
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tuseks. Autor loodab edaspidi lugejat tutvustada (pohijoontes)
jargmise fakti toestusega:

mistahes n-astme algebralisele vorrandile

(*) ao—-}—alx g ... —I— Apn— X1~ l__’_x?’l:O,

mille kordajad a; on séltumatud muutujad kompleksarvude vallas,
ei saa anda ildlahendit radikaalides,
s. t. ei leidu valemit, mis annaks suvalisele n-astme vorrandile
lahendi kordajatele a; 1opliku arvu aritmeetiliste tehete ja juuri-
miste rakendamise tulemusena.® Sealjuures tuleb aga silmas
pidada, et vorranditel (*) on muidugi alati lahendeid olemas, kuid
nad ei tarvitse avalduda kordajate kaudu «ilusa» valemi abil,
Rea konkreetsete erikujuliste vorrandite jaoks on lahendusvale-
mid radikaalides olemas. Sageli on need valemid kiill sedavord
keerulised, et vorrandi (*) lahendite leidmiseks ja tema raken-
dusteks vajalike omaduste tundmadppimiseks kasutatakse ligi-
kaudseid meetodeid.*

Radikaalides lahenduvad vérrandid

«Kust pean ma alustama, Teie Kér-
gus?» kasis Kiilik.
«Ahstage algusest, minge edasi ku-
ni jouate l6puni — siis peatuge»
vastas Kuningas.

L. Carroll <«Alice Imedemaal».

1. Esimesed teated algebraliste vorrandite lahendamisest on
parit Vanast Egiptusest. (Vt. kdesolev kogumik, k. 110.)

Piiiided lahendada mittelineaarseid algebralisi vorrandeid nii-
tasid, et lahendit ei saa siis enam alati avaldada vorrandi korda-
jate kaudu, neile 1oplik arv korda aritmeetilisi tehteid (liitmist,
lahutamist, korrutamist, jagamist) rakendades; teiste sonadega:
selgus, et siis alati ei saa lahendit avaldada antud suuruste
kaudu ratsionaalselt. Néiteks Juba ruutvorrandi x? + px 4+ g=10

P P2 o

lahendusvalemist x = ——=F et nieme, et arltmeptlllste]e

2 4
tehetele lisandub siin ruutjuure leidmine. Seda valemit tunti aga
juba Vanas Babiiloonias. .

2. Vanas Kreekas taasavastati ruutvorrandi ]ahendusvalem,
kuid esitati see geomeetrilises vormis. On histi teada, et antiik-
matemaatikuile meeldis -taandada algebralise vorrandi lahenda-
mist kahe sobivalt valitud tasandilise abikovera loikepunktide
leidmisele voi siis selle votte mitmekordsele kordamisele («ite-
reerimisele»). Niiteks vorrandit y3 — ab? lahendati kahe koonus-

3 G. Kangro. Korgem algebra JI, 1950.

4 Pogusaks tutvumiseks vi. M. P. lladapeBuy. ‘O pemeHnn ypaBHeHHH
peicumx creuekedn (meron HItvpma). M., 1954 M. Levin, S. Ulm Arviitusmee-’
todite kédsiraamat, TIn., 1966.
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loike, parabooli y?= bx ja hiiperbooli xy= ab, 16ikepunkti leid-
mise teel. Kuubi kahekordistamise iilesanne on selle iilesande eri-
juhuks, kui a=2b. Ulesanne loigata sfddri tasandiga nii, et
tekkinud segmentide pindalad oleksid etteantud suhtes, viis kuup-
vorrandini, mille lahendamiseks kasutati jillegi geomeetrilist
meetodit. (Jdtame lugejale iilesandeks taastada see kuupvorrand
ja leida vastavad koonusloiked.)

Peatédhelepanu koondus neile juhtudele, mil abikoveraiks olid
vaid ring- ja sirgjooned. Iga selline iilesanne — konstruktsioon
sirkli ja joonlauaga — taandub kahe sirge, sirge ja ringjoone voi
kahe ringjoone ldikepunktide leidmisele ja vajaduse korral selle
votte itereerimisele. Kui XVII sajandil koordinaatide meetod
kasutusele voeti, sai tadiesti selgeks, et kiesoleval juhul on
geomeetrilise metoodika rakendamine samaviirne lineaar- ja
ruutvorrandite ahela jarjestikuse lahendamisega. Teiste sonadega,
nende konstruktsioonide teostatavus seostus algebraliste vorran-
dite ruutradikaalides lahenduvuse probleemiga.’

3. Uldise kuupvéorrandi lahendamiseks tehti keskajal palju
katseid; meenutame néiteks tuntud itaalia matemaatiku Leo -
nardo Fibonacci katset 1225. aasta paiku. Lopuks onnestus
Bologne’i iilikooli professoril Scipione del Ferro’l aastail
1506—1515 avastada vorrandi a -} bx-+ x3=0 lahendusvalem.
Oma avastust aga hoidis ta saladuses, pithendades sellesse vaid
oma oOpilase Antonio Maria Fiore. Viimasel tekkis vaidlus
oma andeka kaasmaalase Niccolo Tartagliaga, hiljem
jargnes sellele ka viljakutse avalikule dispuudile. Tartagliale
saadetud 1ilesanded noudsid vorrandi x® -4 ax2=1b lahendus-
meetodi leidmist. Tartaglia oli voistluseks hésti valmistunud: ta
leidis meetodi mitte ainult vorrandi x3+ ax?2= 105, vaid ka x3-4
+ ax = b lahendamiseks (1535. a.)! Tulemused avaldas ta algul
(1539. a.) pentagrammina ja hiljem ka tdie seletusega. Kuid
laiemalt tuntuks said nad itaalia matemaatiku Geronimo
Cardano kuulsa teose «Ars Magna, sive de regulis algebrai-
cis» (Suur kunst voi algebra reeglitest, 1545) kaudu. Seetottu
nimetataksegi vorrandi x3 - bx 4 a=0 lahendusvalemit

3 e b
a — a — az b3
x= V—?“"‘ +)- 518 (ks a=F +3)
Cardano valemiks. Kuna {ildine kuupvorrand ap 4+ a;x + asx? +
ay

+ a;x3=0 on ratsionaalse muutujavahetusega x=y — 5

sendatav iilaltoodud kUJule siis voimaldab Cardano valem lahen-

tei-

5 Selle kiisimuse pohjaliku ja elegantse kasitluse leiab -lugeja artiklist
10. H. Mauaun' O paspemlMMOCTH 3aflau Ha MOCTPOEHME C IOMOLIBI0 LHPKYJIst
M JHHedKH, JHUHKJOTEe NS 3JeMeHTapHOR MaTeMaTuky, T. 4. M., 1963, 1k. 205—227.
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dada ka iildist kuupvorrandit. Konesolnud muutujavahetus oli
arvatavasti Cardanole teada, sest ta teisendas koik oma kuup-
vorrandid kujule, milles puudus ruutliige. Siiski, iildvorrandi
korral teostas Francois Viéta esimesena toodud muutuja-
vahetuse. Hollandlane Jan Hudde lihtsustas 1658. aastal olu-
liselt Vieta kisitlust, mistottu kuupvorrandi lahendamine vottis
juba iipris tdnapédevase kuju. Selleks kasutas ta oluliselt R. Des -
cartes’i loodud siimboolikat.

4. Mitmeid fakte neljanda astme vérrandite kohta tundis juba
Apollonius (IV saj.). Ka keskaja araabia matemaatikud
oskasid moningaid selliseid vorrandeid lahendada. Néiteks vor-
randi x* 4 px3 = g lahendamiseks leiti parabooli y= x? ja hiiper-
booli y? 4+ pxy — g =0 l1oikepunktid.

Pirast saavutatud edu n =3 korral asusid keskaja matemaa-
tikud pingsalt otsima iildise neljanda astme vorrandi lahendus-
valemit. Sellega tegeles kaua G. Cardano, kuid otsingud .ei kand-
nud vilja ja ta loobus, suunates uurimist jidtkama oma opilase
Luigi Ferrari. 1545. a. joudis Ferrari soovitud meetodini.

Vorrandi a4+ a,2 4 as2? 4+ a32% -+ 2= 0 voib muutujavahe-
a -
tusega z=x —Ta teisendada kujule r+ gx - px2+ x* =0 ehk

(x2 4 p)2=px?—qgx -+ p?—r. Tuues sisse parameetri y, voime
viimase vorrandi esitada:

(PP 492 =(p+ 20)x* — gx -+ (p* —r+ 2py -+ y?).

Midrame niiiid y nii, et viimase vorduse parem pool oleks téis-
ruut: teatavasti on see nii parajasti siis, kui

4(p +2y) (P> —r -+ 2py + y?)= ¢°.

See on aga kuupvorrand suuruse y médramiseks. Pirast y leid-
mist (osutub, et on vaja teada vaid iiht kuupvorrandi lahendit)
saame x leidmiseks kaks ruutvorrandit:

24 pty—=Px+Q ja #+p+y——(Pr+Q.

Nieme, et neljanda astme vorrandi lahendamine taandub mada-
lamaastmeliste vorrandite jarjestikusele lahendamisele. Ka see
meetod sai algebraistidele tuntuks Cardano teose «Ars Magna»
kaudu.

Mirgime, et 4. astme algebralise vorrandi lahendamist voib
kergesti ka geomeetrilise iilesandena tdlgendada. Topeoolest,
vottes

y=x*

saame iildvorrandi kirjutada

y? - asxy + asy + a1x + ao=0.
Esialgne algebraline iilesanne taandub niiiid neile vorrandeile
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xy-tasandil vastavate teist jarku koverate loikepunktide abstsis-
side leidmisele.®

Tugeva touke vorrandite teooria edasiseks arenguks andis
Descartes'i plaan, mille kohaselt algebra pidi tdusma esikohale
matemaatikas, et olla adekvaatseks vahendiks geomeetriakiisi-
muste piistitamisel ja uurimisel. Tosi kiill, pdrast matemaatilise
analiiiisi loomist tombus matemaatikute tdhelepanu vorrandite
teoorialt hoopis korvale, kuid mitte kauaks.

Probleemi edukas lahendamine n=2, 3, 4 korral oli seadnud
pdevakorda kiisimuse viienda astme vorrandi lahendusvalemi
leidmisest. Keegi ei kahelnud (induktsiooni pohjal) selles, et
valem leitakse. Teiste seas tegelesid sellega ka sellised matemaa-
tikud nagu R. Descartes, G. W. Leibniz, E. Bezout,
L. Euler. Viimane leidis Ferrari meetodist erineva meetodi
4. astme vorrandi taandamiseks kuupvorrandile ja tal oli mote
rakendada seda votet ka 5. astme vorrandile. Katse leida lahen-
dusvalemit tegi ka J. L. Lagrange. Kuid isegi nende kuulsate
matemaatikute joupingutused ei andnud soovitud tulemusi. See
tekitas kahtlusi probleemiseade digsuses ja hakati otsima toes-
tust 5. astme vorrandi lahenduvuse kohta d priori, s. t. lahendus-
valemit otseselt leidmata.

Lagrange’i plaan

Alice ei suutnud kaua otsustada, kas

lillepdrja tegemise mbnu tasub piisti-

tousmise ja lillede korjamise vaeva.:

L. Carrell «Alice Imedemaal».

5. Erakordne tdhtsus vorrandite teooria .arengule oli J. L.

Lagrange’i 160l «Refléxions sur la théorie algébrique des

équations» (Motisklusi algebraliste vorrandite teooria kohta),

mis ilmus aastail 1770—1771. T66 koosneb neljast osast. Kolmes

esimeses analiilisib Lagrange koiki tollal teadaolnud kolmanda-

ja neljanda- ning samuti monede korgemaastemeliste vorrandite

lahendusmeetodeid; neljas osa on piihendatud selle analiiiisi jarel-
dustele.

6 Kui teha asendus y = x? vorrandisse r -} qx+px2—}—x4: 0, saame talle

anda kuju
Ct+yP+get+(p—-Ny+r=0
q (p—1) )

See on vorrandiks ringjoonele, ‘mille keskpunktiks on (—?, — 5

@ I p—1\
ja raadiuseks R = V q ( - ) —r. Seega on voimalik neljanda astme
ildvorrandi reaalseid lahendeid leida sirkli abil ‘parabooli y:=Xx? graafikult.
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Lagrange’il onnestus leida lahendusmeetodite iildine print-
siip. Osutus, et koigi olemasolevate meetodite puhul tuleb lahen-
dada abivorrand, mille kordajad avalduvad esialgse vorrandi
kordajate kaudu ratsionaalselt. Abivorrandi lahendeiks on teatava
ratsionaaliunktsiooni véirtused, kui argumentideks on esialgse
algebralise vorrandi lahendid. Seejuures méairab abivorrandi
astme mitte selle funktsiooni kuju, vaid see, mitu erinevat vaar-
tust ta omandab oma argumentide, s. o. esialgse vorrandi lahen-
dite koikvoimalike iimberpaigutuste (e. substitutsioonide) korral.

Lagrange tuli jdreldusele, et algebralise vorrandi lahendus-
valemite leidmine taandub iilesandele leida selliseid ratsionaal-
funktsioone vorrandi lahendeist, mis lahendeil tehtavate substi-
tutsioonide korral omandaksid voimalikult vadhe erinevaid véir-
tusi. Kui sel puhul tekkiva abivorrandi aste on viiksem esialgse
vorrandi astmest, taandub lahendi leidmine madalama astme vor-
randi lahendamisele. Niiviisi vdib teatavail tingimustel selle vGtte
itereerimisega jouda ldhtevorrandi lahenduseni. Selline on iild-
joontes Lagrange’i plaan. Tutvume sellega niiiid detailsemalt.”

Olgu antud iildvorrand f(x) = x» -+ ax*'faxn2 -+ ... +
-+ a,=20; tema kordajateks a; on muutujad, mis vdivad oman-
dada suvalisi kompleksseid vdirtusi ja on algebraliselt s6ltuma-
tud suurused iile kompleksarvude valla C (s. t. nad ei rahulda
ithtki komplekssete kordajatega algebralist vorrandit). Tema
lahendeid tdhistame xi, ..., xn. Viimaseid voime samuti vaadelda
iile C soltumatute muutujatena, sest Viéta valemite pohjal vas-
tavad igale x;-de véidrtuste hulgale kindlad ai;-de véartused ja

vastupidi.

Vaatleme mingit ratsionaalavaldist ¢(x,, ..., x,) vorrandi
f(x)=0 lahendeist x; kordajatega transtsendentsest laiendist?®
C(ay, ..., an)/C. Paigutame avaldises ¢(x, ..., x») lahendid x;

omavahel {imber x; — Xo), 0 & S, ja podrame tdhelepanu juhule,
kus @ ei muutuy, s. t.

(X, ..., Xn) =@ (Xoq), - - ., Xor))-
Niiteks, ¢ = x1x, 4 x3x4 ei muutu talle substitutsiooni

6_(1234'\
—\3 4 1 2

" Lagrange'i plaani selgitamisel me kasutame {isna mitmeid maisteid
riithmadest ja korpustest, mistottu voib p. 5 monele lugejale valmistada
teatavaid raskusi. Sel korral soovitame nende mpaistetega tutvuda raamatu
G. Kangro. Korgem algebra II, Tln., 1950 jirgi.

8 Korpuse C(a, ..., @a)/C elementideks on koikvdimalikud jagatised

flai, ..., az) " . . ) .

-g—(;———)—, g #= 0; siin [ ja g on komplekssete kordajatega poliinoomid
ly -~y Qn

muutujaist @y, ..., @». Viimaseid me loeme iile C algebraliselt sdltumatuiks

suurusteks.
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rakendamise * korral.

Kerge on naha, et koik need substitutsioonid, mis ei muuda
antud ratsionaalavaldist ¢(x;, ..., Xa), moodustavad rilhma @.
Naiteks ¢ = x;X; | x3x, jaoks on selleks rithmaks jargmine 8.
jarku substitutsiooniriihm:
¢_{(1234) (1234) (1234) (1234)

W1 234/° \2134/7 \1243/°\2143/°
(1234) (1234) (1234) (1234)}
3412/ \4321/” \3421/> \4312/)°

Otsese kontrolliga voib lugeja veenduda, et iga 4. jarku substi-
tutsioon, mis asub viljaspool alamriihma @ — S,, muudab aval-
dist @ (%1, X9, X3, X4). .

Definitsioon. Kui ratsionaalavaldis ¢@(x;, ..., xp) ei
muutu mingi substitutsiooniriihma @ (@ < S,) iihegi elemendi
rakendamisel, aga muutub iga alamriihma @ mittekuuluva n-jar-
ku substitutsiooni toimel, siis 6eldakse, et avaldis ¢ kuulub rithma
@ juurde. Néiteks iihikrithma @ = (e) juurde kuulub lineaaraval-
dis @ = aix; 4- asxe + ... + anxn, kus ai e C on erinevad.

Kuulugu ratsionaalavaldis ¢(xi1, ..., x,) alamriihma @ < S,
juurde. Vottes rithmas 8§, suvalise sellise alamrithma G, et

G = @ ja rakendades tema koiki substitutsioone x; — x4 avaldi-
sele @, saame komplekti erinevaid avaldisi

(0» q)la LIS ] q)s—l‘
mida nimetame avaldise ¢ G-kaasavaldisteks. Voéttes néiteks
G=S8,, saame @==2XX,-+} X%, jaoks jargmised G-kaasaval-
dised:
Q=X Xy - XaXy, Q1= X1X3 - XoX4, Qo= X1X1 -+ Xox;.

i

Vorrandit, mille lahendeiks on antud dldvorrandi lahendeist
moodustatud ratsionaalavaldise kaasavaldised, nimetame abivor-
randiks. Osutub, et rilhma @ juurde kuuluva ratsionaalavaldise ¢
G-kaasavaldised on (G : @)-astmelise '® abivorrandi lahendeiks;
sealjuures abivorrandi kordajad on «G-konservatiivsed», s. o.
ei muutu {ihegi G elemendi toimest.

Plaan tugineb jargmisel Lagrange’i teoreemil: Olgu antud

kaks ratsionaalavaldist @(x,, ..., xa) ja p(X%, ..., xn) #ldvor-
randi lahendeist x;. Kui avaldis ¢ ei muutu lahendite koigi sel-

’ 1 2 n .

S Substitutsiooni g = ( ) rakendamist avaldisele

a(l) a(2) ... o(n)

@ (%, ... Xa) tuleb modista «loomulikul viisil»: avaldises ¢@(x;, ... x») tuleb
muutuja x; (i=1, 2, ..., n) kdikjal asendada muutujaga xgu).

10 Olgu loplike riihmade G ja @ elementide arvud vastavalt |G| ja |®].
Arvu (G : (D)=—W nimetame alamrithma @ indeksiks riihmas G.

]
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liste umberpaigutuste korral, mis ei muuda ka avaldist v, siis @
avaldub ratsionaalselt v ja ildvorrandi kordajate kaudu.

Kuidas seda tulemust kasutada?

Olgu meil riihmas S, antud
mingi alamrithmade «torn» R

. . . N n

(iga «iillemine korrus» sisal- '

dab «alumist» alamriihmana),

kusjuures korvuti riihmaga sei- N4

sab mingi tema juurde kuu-

luv ratsionaalavaldis (vt. joon. I

1). Siin on avaldis ¢ lahen-

diks (Sn : G)= n,-astmeli- 1?{ 1;0
sele abivorrandile, mille kor-
dajad avalduvad ratsionaal- '

selt i{ildvorrandi kordajate a; v
kaudu. Avaldis % on lahendiks

(G : H) = ny-astmelisele  abi- l
vorrandile, mille kordajad aval- © _

duvad ratsionaalselt kordajate E=le) w
a; ja avaldise ¢ kaudu jne. Lo-
puks, w on lahendiks. (K:E) =
= |K| = ny-astmelisele vorran-
dile, mille kordajad avalduvad ratsionaalselt kordajate a; ja aval-
diste ¢, %, ..., y kaudu. Teiselt poolt, kuna avaldis === x; kuulub
rihma @ =S8, < S, juurde (@ «toimib» koigil x; (=~ 1),
lubab Lagrange’i teoreem meil 7 avaldada kordajate a; ja suva-
lise sellise xi;-dest moodustatud ratsionaalavaldise kaudu, mis
kuulub rithma @& voi mone tema alamrithma juurde; et aga
lineaaravaldis @ = aiX, + a2X2 -} ... + an¥n (2: = C erinevad),
kuulub iihikrithma E juurde ja E <o @, siis véimegi « valida sel-
liseks avaldiseks. Ndeme, et juhul kui koik n; << n, saame mada-
lamaastmeliste abivorrandite ahela, mille lahendamine peaks
viima lahendusvalemini. Selles oligi Lagrange’i plaani juhtmote.

Lugeja arvatavasti juba mairkas, et Lagrange’i lahendusplaani
teostatavuse seisukohalt on eriliselt tdhtis leida rithmas alam-
rihmi «voimalikult vdikese indeksiga» ehk, mis seesama, «vgima-
likult suure jarguga». Kahjuks pole n == 5 korral tegelikult Lag-
range'i plaan teostatav. \

Juba P. Ruffini méirkas, et kui S; alamriihma G korral
(S5 : G) > 2, siis peab see indeks olema =5. A. L. Cauchy
iildistas selle tulemuse ja niitas, et substitutsiooniriihma (s. f.
S» alamriihma) indeks ei saa iihel ja samal ajal olla suurem
kahest ja vidiksem suurimast algarvust, mis ei iileta arvu n.
Seega ei saa algarvulise n korral rithmal S, olla alamriithmi nii-
suguse indeksiga i, et 2 << i << n. Cauchy piiiidis tulemust veelgi
iildistada ja toepoolest, ka n= 6 korral see kehtis. Lopuks 6nnes-

Joonis 1.

9 Matemaatika ja kaasaeg XVI 126



tus J. Bertrand'il toestada teoreem: n =5 korral ei saa
rithma S, thegi alamriihma indeks asuda arvude 2 ja n vahel.
Néemegi niiiid, miks Lagrange’i plaan ei viinud soovitud tule-
mustele.

Korrapidrasest 17-nurgast ja algebra pohitecreemist

«Kes Sa oled?» kiisis Pdevakoer.
«Mina?! Vaevalt ma tean. Vihemalt
ma tean, kes ma olin, kui ma tina
fhommikul tousin, kuid mulle ndib, et
ma olen sest saadik vist mitu korda
muutunud. Ma kardan, et ma ei suu-
dagi enda olemust selgitada, sest
vaadake, ma ei ole mitte mina ise»,
vastas Alice.

L. Caroll «Alice Imedemaals.

6. Uheaegselt Lagrange’i teosega ilmus 1771. aastal A. Van-
dermonde’i t66 «Mémoire sur la résolution des équations»
(Memuaar vorrandite lahendamisest). Autor joudis poéhiliselt
samadele tulemustele mis Lagrange, saavutamata kiill viimase
esituse selgust. Vorrandi x»—1=0 (p — algarv) uurimisel sai
aga Vandermonde rea tulemusi, mis lubasid 1796. aastal
C. F. Gaussil lahendada I6puni iilesande korrapiraste hulknur-
kade konstrueerimisest sirkli ja joonlauaga. Et vorrandi x» —1=0
lahendamisele vastab korrapédrase p-nurga konstrueerimine, oli

p__
selge juba A. de Moivre'le, nagu seda tdendab valem gp =1 =

2k
= CoSs —|—isinT, k=0,1,...,p—1.

Uldtuntud on votted, kuidas sirkli ja joonlaua abil poolitada
ringjoont ning kuidas konstrueerida korrapérast kolm-, viis- ja
viisteistnurka. Juba Eukleides oskas sellest saada neli «konstru-
eeritavats korrapiraste hulknurkade seeriat (1)—(4) kiilgede
kahendamise teel:

korrapdrased 2n — nurgad (1

" 3.2" — nurgad (2)

” 5.27 — nurgad 3)

" 3.5.2r» — nurgad (4)
n=20,1,223 ...

Vois arvata, et (1)—(4) on ainsad konstrueeritavad korrapéraste
hulknurkade seeriad. Siiski téestas C. F. Gauss, et ka korrapirane
17-nurk on konstrueeritav. Tdpsemalt, Gauss téestas jargmise

teoreemi:
Korrapdrane p-nurk on sirkli ja joonlaua abil konstrueeritav

parajasti siis, kui on taidetud iiks jdrgnevast kolmest tingimu-
sest:
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(@) p on algarv kujuga 2n | 1.
(B) p=2~,

(p) arv p on eeltoodud kaht tilipi arvude korrutis.

Lugejale, kes selle teoreemiga esmakordselt tutvub, on arvata-
vasti monevdrra miistiline konesolnud arvude tdhendus. Autor
loodab lugejaid meie viljaande veergude! edaspidi tutvustada
Galois’ kriteeriumiga algebraliste vorrandite lahenduvuse kohta.
Tutvunud selle kriteeriumiga ja pidades sealjuures silmas, et
konesolnud geomeetriline iilesanne on samaviidrne kiisimusega
vorrandi xP—1 - xP2+ 4 x4 | =0 ruutradikaalides lahendu-
vusest, kaob see arvude naiv miistika. Seoses Gaussi teoreemiga
tuleb tdhele panna, et arv p=2n 41 ei saa olla algarv, kui arv
n omakorda pole kujuga 2%, k naturaalarv. Toepcolest, oletades,
et n==2~k.m, kus m on paaritu, ja tihistades 22* = o, saame see-
tottu, et m on paaritu, vorduse

v

p=2n41l=2"nmyp | =gntil=
=(a+1) (@ t—am2+. .. —a-1).

See aga néditab, et koigi m %= 1 korral pole p algarv! Kuna arvud

p= g2k +1, k=0, 1, 2 3, 4 on algarvud, siis teoreemi kohaselt
on 3—, 5—, 17—, 257-—, 6b6537-nurgad konstrueeritavad (vt.
Matemaatika ja kaasaeg, V, lk. 86). Ekslik oleks aga arvata, et

arvude seeria 22" 4+ 1 ainult algarvudest koosnebki. Juba n =5
korral on tegemist kordarvuga (L. Euler leidis talle teguri 641).
See pole ainus kordarv seerias: niiteks £ = 6, 12, 23, 36 korral on

tegemist kordarvudega. Kiisimus on selles, kas seerias 22h—}- 1 on
16plik voi 16pmatu hulk algarve. G. Eisenstein véitis, et neid
on lopmata palju (...ja voib-olla oli tal tdesti olemas ka poh-
jendus).

7. Vaatleme niiiid algebralise vorrandi lahendite arvu; kiisi-
mus on tihedalt seotud kompleksarvu moiste kujunemisega. Juba
Apolloniusele oli teada, et kaks koonusldiget ei saa 1d6ikuda roh-
kem kui neljas punktis, s. t. vastaval 4. astme vorrandil on ili-
malt 4 lahendit. Cardano hakkas vorrandi x*-}- 40 = 10x? lahen-

damisel opereerima arvudega 5-} \/—15 ja 55—y —15,
nimetades neid «sofistilisteks suurusteks», ja nende korrutamise
teel veendus, et on leidnud vorrandile 6iged lahendid. Ta kaldus
neid «sofistilisi suurusi» «seaduslikeks» pidama, mist6ttu joudis
arvamusele, et kuupvorrandil on kolm, 4. astme vorrandil aga 4
lahendit. Esimene, kes otseselt viitis, et n-astme voérrandil on
n lahendit, oli P. Roth (1608. a.) — iiks Niirnbergi «rehkendus-
meistreist».
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Need motted olid aluseks silmapaistva algebraisti A. Gi-
rard’i samasisulisele hiipoteesile (1629. a.); 1746. aastal tegi
J. dAlembert katset hiipoteesi tdestada ja kuigi see ei dnnes-
tunud, oli ta leidnud vaadrtusliku idee. 1749. a. piiiidis Girard'i
hiipoteesi toestada L. Euler ning seejdrel ka J. L. Lagrange.

«Sofistilised suurused» pidid aga 1dbi tegema veel pika evolut-
siooni, kus tuleks nimetada J. Wallise (1673. a.), K. Wes-
seli (1798. a.) ja J. Argani (1813) nimesid, enne kui jouti
selgepiirilise ideeni kompleksarvudest ja nende graafilisest esi-
tusest.

Esmakordselt vottis kompleksarvud siistemaatiliselt kasutu-
sele C. F. Gauss, rikastades sellega matemaatika aparatuuri olu-
liselt. Algebras voimaldas kompleksarvu kasutamine Gaussil
toestada Girard'i hiipoteesi iildjuhul. Ta tegi seda oma disser-
tatsioonis (aastail 1797—1799).

Tuginedes d’Alembert’i tulemustele, toestas Gauss, et iga natu-
raalarvu n ja suvaliste kompleksarvude ao, ai, ..., an korral
leidub vorrandi p(x) =ao+ a;x+ ... 4 anx?»=0 jaoks selline
kompleksarv @, et p(a) == 0. Sellest nn. algebra pohiteoreemist
ja lihtsast viitest (mis oli juba Cardanole teada):

«Arv a on vorrandi p(x) =0 lahendiks parajasti siis, kui
poliinoom p(x) jagub jddgita lineaarpoliinoomiga x-—a» jérel-
dus otsekohe kinnitus hiipoteesile. Aastal 1849 ilmus Gaussilt
toestuse lihtsustatud variant. Gauss andis pdohiteoreemile kokku
4 toestust, neist 2 on printsipiaalselt esialgsest erinevad.

Noortele lugejatele on arvatavasti kiillalt huvitav ja kasulik
tutvuda selle teoreemi tdestusega. Esitame Gaussi tdestuse
F. Kleini—H. Weberi variandis.

(1) Reduktsioon. Osutub, et piisab, kui tdestada teoreem
reaalsete kordajatega vorrandite puhul. TGepoolest, vaatleme koos
poliinoomiga

f(2)=a+az+ ... +anzt+ ... +ap2n ' 427 a; = C

ka poliinoomi

f(2)=ao+az+ ...+ apzk - ...+ anqznt L 27 kus siimbo-
liga a; tdhistatakse arvu a; kaaskompleksarvu. Moodustame polii-
noomi F(z2)=f(2)-f(2); osulub, et koik F kordajad on reaalarvud.
Toepoolest, poliinoomis F on 2 kordajaks Ar = 3 aiaj, ja kuna

i+j=h
Ay= 3 a:a;= 3 ad;= 3 ajd; = Ap, siis Ape=R (nii tahis-
iti=h iti=h i+j=k

tame reaalarvude valda). Olgu e C korral F(a)=0. Siis on
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tdidetud vdhemalt iiks seoslest f(a) =0, [(a)=0. Seega f(a)7# 0

korral oleks f(a)=0. Sellega on reduktsioon pohjendatud, mis-
tottu edaspidi toeme, et kéik a; & R.

(2) Geomeetria elementide sissetoomine. Olgu z:==x 4 iy.

Newtoni binoomvalemit kasutades esitame
F(2) = F(x -+ iy) = u(x, y) -+ iv(x,y).

Kuna xy-tasandil annab koverate U:u(x,y)=0 ja V:
:0(x,y) =0 iga ldikepunkt meile vorrandi f(z) =0 lahendi, siis
tuleks toestada, et koverad U ja V ka toesti vihemalt kord I6i-
kuvad. Selleks vurime nende kahe kovera kiditumist xy-tasandil.

Vaadeldes poliinoome u=
=u(x,y) ja v=u(xy) kui
kahe muutuja  funktsioone,
méirkame nende pidevust. See-
tottu, y

1° kui v(P) >0 voi v(P)<
<0 mingis punktis P xy-
tasandil, siis kehtivad need r
vorratused ka punkti P kiillalt
viikese fimbruse igas punktis.
Loomulikult kehtib oeldu ka
funktsiooni u« kohta.

2° kui £(Py)>0 ja u(P2)< Joonis 2.
<70, siis leidub igal punkte
P, ja P, iihendaval pideval
koveral selline punkt Q, et u(Q)= 0. See kehtib ka v kohta.

Vottes xy-tasandil kasutusele polaarkoordinaadid (r,¢) (vt

Z=X+1Y

-S

joon. 2), saame z=x-|iy=r(cosp-+ising) ja k=
= rk(cos kp { i sin kp) kdigi k=1, 2, 3, ... jaoks; u ja v aval-
duvad

U= ay+ a;r cos @+ asr?cos2p -+ ... +anyrvtcos(n— 1o+
—+ r® cos neg,
v=@ar sinp- arsin2¢p + ... + @ r*'sin(n— 1o +
~ " sin ng. .
Et v=r [sin ne —}—-a—f;:—lsin(n— Ne4.. ] on kerge niha, et

kiillalt suure r korral on igal ringjoonel (r) (nii tdhistame ring-
joont raadiusega r ja tsentriga koordinaatide alguses) funktsioon
v(x,y) samamargiline avaldisega sin ng; viimase funktsiooni kéi-
tumine on aga teada. Mairkinud ringjoonel (r) punktid, kus
2 2n— 1 .
p =0, PR A e— vastavalt tihtedega Py, Py, ... Pan—,
saame 2n intervalli (Po; P1), (P1; P2), ..., (Pan—1; Po), kus sinng
on vaheldumisi positiivne ja negatiivne (vt. joon. 3). Nende punk-
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T z
tide P, fimbrustes (T'k—"’ le+ 17), kus 5 < g[, on v kord
negatiivne, kord positiivne (pidevuse tottu). Seega on iga punkti
P, timbruses funktsiooni v vidirtuseks ka 0 (varsti ndeme, et
v = 0 kehtib ringjoonel (r) tédpselt 2n korda.

R F

oo

Joonis 3.-

Analoogiliselt oleneb kiillalt suure raadiuse r korral u(x, y}

mérk vaid cos ne margist, mistottu punktides Po, Py, Py, ..., Pan—s
ja nende iimbruses on # > 0; punktides Py, Ps, Ps, ..., Pony ja
nende iimbruses aga u << 0 (kasutasime u(x,y) pidevust!).
- . . F 11—z

Vottes appi uue muutuja t=?, saame seoste cosp = Tra
. 21 _ (14 it)2 ) . .
sing =777 tottu 2z = R Kasutades Newtoni binoom-
valemit ndeme, et

t
—_— _QQJJL_ ja U = _M_.’
T+)" 1+ )"

deg:® << 2n, deg:¥ << 2n— |, deg,® << n, deg, ¥ << n.
Siin deg.® tdhistab poliinoomi @ astet ¢ suhtes, deg,® — tema
astet r suhtes.

(3) Topoloogilised arutlused. Leidub vaid loplik arv ring-
jooni (r), kus @:=0 vdi ¥: =0, (siin = tdhendab «samaselt
muutuja ¢ suhtes). Toepoolest, vorratuste deg:®@ << n, deg:¥' << n
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tottu on kummalgi juhul tegemist iilimalt n-astme algebralise
vorrandiga; igal sellisel ei saa.aga olla rohkem kui n lahendit
(mitte segi ajada kiisimusega nende tegelikust olemasolust, mida
me toestame alles!). Selle fakti (vditevastane) toestus on tri-
viaalne.

Kerge on ka n#ha, et neil ringjoontel (r), kus & =%=0 ja
¥ 5= 0 (eelnenu pohjal voib véita, et leidub selline ro, et r=rq
korral on need tingimused tiidetud), funktsioonid u ja v saavad
nulliks mitte rohkem kui 2n korda -— seda vorratuste deg;® << 2n,
deg:¥ << 2n tottu. Kasutades niilid molema arutluse tulemusi,
ndeme, et u ega ka v ei saa olla nullid mingi 16pliku pindalaga
tasandi piirkonna punktides (seda on jille lihtne vastuviiteliselt
toestada). Teiste sonadega — voib Gelda, et tasand jaguneb kaht
liiki piirkondadeks (iihtedes on v >0 ja teistes v < 0), mis on
eraldatud joonega V:v:=0.

Edasisi arutlusi illustreerib joonis 4.

/M“’Qi’"d /

PO (u>0) X
<@

v<0

/://-/F/// >0 \\

s
Joonis 4.

Et kover v =0 kiitub asiimptootiliselt (s. t. kiillalt suurte r
vidrtuste korral) nagu r” sinng, siis teame, et piirkonnad v > 0

asuvad sektoris
(2, @t D)a)

n n
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jatkudes ringjoone (r) sisepiirkonda (v pidevuse tottu!). Vaat-
lemegi niilid piirkondade v >0 osi ringjocne (r) sees ja lii-
gume mododa kontuurjoont V:v=0 nii, et need piirkonna
osad oleksid meil kogu aeg vasakut katt. Piirkondade o >0
kontuurjoon voib (r) sees kidituda vidga mitmeti: ta voib
«pdorduda tagasi» samasse sektorisse (vt. sektorit (Ps;, Ps)), voib
2ix @+ )ax . _. .
—» ——— -] ning vodib sealjuures
isegi hargneda, kusjuures iga haru liigub monda eeltoodud tiifipi
sektorisse (vt. joon. 4). On aga kerge nidha, et kontuurjoon V-
v=10 «lahkub» ringjoone (r) sisse paaritu indeksiga jaotus-
punktide P, fimbruses (kus aga « < 0) ja «saabub» ringjoonele
(r) paaris indeksiga jaotuspunktide Pj. iimbruses (kus aga u >
> 0)."" Funktsiooni u=u(x,y) pidevuse tottu peab niiiid kon-
tuurjoonel punktide P, ja Py vahcl olema selline punkt Q, et
1 (Q)=0, m.o.tt.

Oma dissertatsioonis piistitas Gauss hiipoteesi, et korgema-
astmelised (n = 5) fiildvorrandid radikaalides ei lahendu. Selle-
le oletusele juhtis ta tdhelepanu ka 1797.—1801. aastail ilmunud
kuulsas monograafias «Disquisitiones arithmeticae» (Aritmeeti-
lised uurimused). Tegelikult voib iga naturaalarvu n == 5 korral
ndidata n-astme algebralise vorrandi (isegi téisarvuliste korda-
jatega), mille lahendid radikaalides ei avaldu! Samal ajal on
aga dsja toestalud teoreemi kohaselt igal sellisel vorrandil n
kompleksset lahendit. Siit on ka selge, et kdigi algebraliste
arvude hulk on palju laiem nende kompleksarvude hulgast, mida
saab «radikaalides kirja pannas.

Algebralises geomeetrias tuleb sageli vaadelda vorrandeid
kordajatega ratsionaalfunktsioonide korpusest; nende vdrrandite
lahendeiks on algebralised funktsioonid.!? Sellest tulenevalt vaa-
deldakse algebralisi vorrandeid ka iile kompleksarvude korpusest
erinevate korpuste (muidugi on selleks ka palju teisi pohjusi).
Algebra pdhiteoreem pole neile vorrandeile rakendatav; ta asen-
dub sellise viitega:

Olgu P — korpus ja f(2) = as+ a1z + ... 4 anz" =0 algeb-
raline vorrand iile P, s. t. kdik a; & P. Ei korpuses P ega ka
iiheski tema laiendis ei saa vorrandil f(x) =0 olla rohkem kui
n lahendit. Sealjuures leidub korpusel P selline laiend F =P,
et vorrandil f(x) = 0 on temas tédpselt n lahendit (kordusi arves-
tades).

' Liigume ju kogu aeg nii, et piirkond v > 0 oleks vasakul.

12 vt U. Lumiste. Riemann topoloogia ja iildise kdvera geomeetria
loojana. - Matemaatika ja kaasaeg, XI. lk. 65—76.

liikuda sektorisse tiiiipi
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Ruifini-Abeli teoreemist

Ajaloo ainsaks eesmdrgiks pole sugu-
gi vaid viljatu uudishimu rohulda-
mine; mobédunu tundmabppimine peab
selgitama tulevikku.

P. Tannery.

9. Itaallane Paolo Rulifini piiiidis 1799. a. toestada, et korge-
maastmelised iildvorrandid ei lahendu «lI6plikus laiendatud arit-
meetikas», (Vt. p. 1.). Kuigi tema toestus osutus liinklikuks ja
vaatamata rohkearvulistele katsetele (1801., 1802., 1806., 1813.
aastail) ei oOnnestunud Rulffinil seda tdiendada, olid toes-
tuse juhtideed Giged ja — mis veelgi olulisem — neis t6édes oli
rohkesti uusi moisteid ja fakte, mis tegelikult olid ettevalmista-
vaks etapiks rithmateooria loomisel. Kahjuks ei saanud P. Rufi-
fini opik «Theoria generale delle equazioni, in cui si dimonstra
impossibili la soluzione algebraica delle equazioni generali di
grado superiore al quarta» (Uldine vorrandite teooria, milles
toestatakse korgemaastmeliste (n > 4) iildvorrandite algebralise
lahendamise voimatus) véljaspool Itaaliat eriti tuntuks.

Konesoleva opikuga tutvus siiski A.-L. Cauchy, kes esimesena
16i (1815. a., s. t. moni aeg hiljem) substitutsioonirithmade tarvis
terminoloogia ja tdhised. Saanud nende kohta rea olulisi fakte,
pani ta oma tooga «Sur le nombre des valeurs qu’une fonction
peut acquérir lorsqu’on y permute de toutes les maniéres possib-
les les quantités qu’elle renfermes (Vaidrtuste arvust, mida funkt-
sioon voib omandada, kui koikvSimalikel viisidel iimber paigutada
suurusi, mis teda moodustavad) aluse terviklikule tecoriale.
Néieme, et 19. sajandi alguseks oli Lagrange’i ideede arengus
1abitud terve etapp — oli loodud substitutsiooniriihmade teooria
alused. Tundmata olid aga korpuseteooria pohiprintsiibid.

10. N. E. Abel!® tegeles 5. astme vorrandi lahendamisega
juba nooruses. Kord tundus talle (1812. al), et ta on iilesande
lahendanud; hiljem aga tekkis kahtlus tdestuse Sigsuses. Pingsad
otsingud viisid Abeli dige toestuseni (1824. a.) ning 1826. a. ilmus
7urnaalis «Journal fiir reine und angewandte Mathema-
tik» (Puhta ja rakendusmatemaatika ajakiri) tema artikkel
«Démonstration de Uimpossibilité de la résolution algébrique des
équations générales qui pussent le quatriéme degrés (Korgema-
astmeliste {ildvorrandite algebralise mittelahenduvuse tdestus).

Ulesande seade oli Abelil jargmine. Funktsiooni v Ioplikust
arvust suurustest x;, ..., x, loeme algebraliseks, kui ©» saab
X1, ..., X, kaudu avaldada, «finiitses laiendatud aritmee-
tikas»; (sealjuures vaatleb Abel ainult algarvulise nditajaga
juuri). Késitledes algebralise vorrandi lahendeid kui algebralisi

13 N. Abeli biograafiaga vdib tutvuda suurepirase raamatu abil: O. Ope.
3ameuatenbublit Matematuk H. X. AGean. M., 1961.
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funktsioone vorrandi kordajaist, millega tundmatut vorrandis
asendades saab teda rahuldada, moistab Abel vorrandi lahenda-
misena selliste algebraliste funktsioonide iildkuju leidmist.

Abeli (-Ruffini) teoreem niitas kiill, et korgemaastmelised
iildvorrandid ei lahendu radikaalides, kuid toestus ei 6elnud
midagi konkreetsete (arvuliste kordajatega) algebraliste vor-
randite radikaalides lahenduvuse kohta. Naited kinnitavad, et
leidub seeriaid radikaalides lahenduvaid vorrandeid: x» 4 a=120,
(x» +a)ym--b =0, x*»+4 px»+4qg=0. Veidi keerukama, kuid
huvitavama néite n-astme vorrandist, mis lahendub radikaalides,
annab

> (—l)h(;e) xR (1 —xt)k=a, a=R, |a] <1, neN; siin
he=0 '
[x] tdhistab arvu x tdisosa.

Kasutades valemit cosna-}isinna=(cosa-fisina)" ja
Newtoni binoomvalemit, saame

n .
cosna = cos”a—(2)cos"—2asmza+ eo.==

=cos" @ — (g)cos”—za(l —cos?a)+ ...

Vottes niiiid cosna=a ja cosa=x nideme, et toodud vorrand
kirjeldab eeskirja ithekordse nurga kocosinuse leidmiseks, kui on
teada vastava n-kordse nurga koosinus. Et see vorrand lahendub
radikaalides (mitte sugugi aga alati ruutradikaalides!), selgub
jargnevast arvutusest:

(cos @ -+ i sing)® = cos na - i sin na = a -+ i/ 1 — a?, millest
n

cosa—tising=Valtivi_a. Analoogiliselt cos ¢ —isina =

—Valivi—a
Saamegi
1 S S
X =cosa =—2A(Va+ iyl —a2+V a-—iVl —az) .
Veelgi enam — jdib isegi voimalus, et iga konkreetne vor-

rand lahendub voGib-olla radikaalides, ainult et igal konkreetsel
juhul on vahest lahendusvalemid erinevad, s. t. ei leidu iildist,
koigile n-astme vorrandeile korraga sobivat lahendusvalemit
radikaalides.

Aastail 1826—1829 tootas Abel védga intensiivselt nende kiisi-
muste kallal, seades iilesandeks leida vorrandi radikaalides lahen-
duvuse tingimused. Selle iilesande tdieliku lahendamise au kuu-
lub teisele sama erakordsele matemaatikule E. Galois’le. Siiski
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onnestus juba Abelil leida Galois’ kriteeriumist pool: kui véhe-
malt dks algebralise vorrandi lahend avaldub radikaalides, siis
on vorrandi Galois’ rithm lahenduv (muidugi viljendas ta seda
teises vormis). Selle viljaka uurimistod tulemused avaldati kogu-
tud teostes (1839. a.), artiklis «Sur la résolution algébrique des
équations» (Vorrandite algebralisest lahendamisest).

Suurt huvi pakub ka Abeli «Mémoire sur une classe
patriculiére d’équations résolubles algébriquements (Memuaar
iihest algebraliselt lahenduvate vorrandite klassist). Selles sisal-
duvad jargmised 2 teoreemi.

(1) Kui vorrandi f(x)==0 iga lahendit saab ratsionaalselt
avaldada iihe lahendi kaudu, s. o. kui niiteks x; = @;(x;), kus
O;(x1) on ratsionaalfunktsioonid x;-st ja kui nende funktsioonide
jaoks on tdidetud nn. «kommutatiivsuse seosed»

0i(Or(x1))= Or(0i(x1)),

siis lahendub vorrand f(x)=0 radikaalides.

(2) Kui algarvulise astmega taandamatu vorrandi kahest
lahendist {iks avaldub teise kaudu, ja vastupidi, ratsionaalselt, siis
on see vorrand radikaalides lahenduv.

Et N. Abel oli 1829. a. paiku juba {isna lihedal Galois’ resul-
taatidele, néitab selgesti tema tulemus (kirjas Crelle'le,
18. X 1828. a.): kui algarvulise astmega taandumatu algebralise
wvorrandi puhul on tema kolm lahendit omavahel seotud nii, et
iiks neist on ratsionaalselt avaldatav kahe {ilejddnu kaudu, siis
lahendub see vorrand radikaalides.

11. Konesolnud sajanditepikkust algebra arengujoont kroonisid
Evariste Galois' ' saadud tulemused (1831—1832). Vottes kasu-
tusele rea uusi (niiiid fundamentaalseid) matemaatilisi moisteid,
saavutas Galois kilsimuste ja ideede kisitlusel erakordse tép-
suse ja iildsuse. Et Galois’ ise peab oma pbhiteoreemi Gaussi
teoreemi (vt. p. 6) iildistuseks, siis on edu iiheks pohjuseks, et
ta erakordselt sligavalt moistis Vandermonde ja Gaussi tulemusi
vorrandi x? —1 =0 ruutradikaalides lahenduvuse uurimisel.
E. Galois'd tuleb pidada rithmateooria loojaks, sest talle kuulub
siin rida siigavaid tulemusi ja moisteid, mis tdnapdevani kuulu-
vad selle teooria pohifondi.

Neil v6i teistel pdhjustel !5 ei tunnustanud kaasaegsed Galois’
uurimuste tulemusi kohe. Alles 1843. a. kirjutab J. Liouville
Teaduste Akadeemiale Pariisis: «Ma loodan, et Akadeemial on
huvitav teada, et ma leidsin Evariste Galois' késikirjades siigava
ja tdpse lahenduse jdrgmisele ilusale iilesandele: on antud alg-

“ 1. Uudennbn 3. Taaya — usbpaHuuk GoroB. M. 1958.

15 Arvatavasti ka esituse «struktuurne stiil» (tulevikustiil), silmapaistev
sisurikkus ja -tihedus, tolle aja kohta erakordne abstraktsus tegi Galois® tule-
muste moistmise kaasaegseile tdsiseks iilesandeks.

139



arvulise astmega taandumatu algebraline vorrand; on vaja teada,
kas ta lahendub radikaalides.» Jargneva aastakiimne jooksul
algas Galois’ ideede taassiind. 1848. a. luges J. A. Serret Parii-
sis esimese kursuse Galois’ teooriast. Galois’ teooria esimene
sidus esitus ilmus 1852. a. E. Betti’lt — «Sulla rizoluzione
dell’ equazioni algebriche» (Algebraliste vorrandite lahendamine).
1870. a. ilmunud C. Jordani téo6 «Traité des substitutions et
des équations algébriquess (Uurimus substitutsioonidest ja
algebralistest vorranditest) oli juba suurepdraseks kommentaariks
Galois’ teooriale. Ideede edasise arengu siistemaatiline jialgimine
selle kirjutise raames oleks erakordselt raske iilesanne.'

1 Lugeja leiab selle kohta huvitavat materjali raamatust H. Byp6axm,
Ouyepku 1NO HMCTOPHH MaTeMaTHku. M., 1963.

VIGURIGA ULESANNETE LAHENDUSED
(Ulesandeid vt. lk. 19, 26, 35, 46, 95, 109)

1. Tulemus on tidpselt sama mis esimese konstruktsiooni katkildikamisel.
2. Kolmnurga iimbermdot on 20 ihikut, sest AX = AP, BX = BP jne.
Ulesande sonastusest aga voib jireldada, et tulemus ei soltu P asukohast.
Seega lastes niditeks P — X saame noutud tulemuse ilma mingi arvutamisecta.
3. Pindalade suhe on 2:3, mis selgub otsekohe juuresolevalt jooniselt.

AN éi

4. Koik arvud selles jadas on vdrdsed, sest tegemist on arvu 16 kirjutis-
tega erinevates arvusiisteemnides (alustades kuueteistkiimnendsiisteemiga ja
lopetades iihendsiisteemiga). Puuduv arv on seega 16;==121.

5. Ei ole vdimalik, sest niisugune mudel kujutaks endast perpetuum
mobile’t,

6. Kokku on 800 korvaréngast, sest keskmiselt kannmab iga naine para-
jasti iiht.

7. Mitte iikski, sest sead ei oska riddkida.

8. Et ruudu pindala on itheksa iihikut, siis on sirgloik niisuguse taisnurkse
kolmnurga hiipotenuusiks, mille iiks kaatet on 3 ja pindala 3. Seega on ldigu
pikkus Vv 13. ’

9. Vt. lk. 150.

10. Ei saa. Selles veendumiseks kujutieme, et 6> 6> 6 kuup on koosta-
tud 27-st viikesest 2 X 2X 2 kuubist, mis on vaheldumisi virvitud valgeks
ja mustaks. Paaritu ildarvu tottu on siis 13 iht ja 14 teist virvi kuupi.
Kuidas me niiiid teilist suurde kuupi ka ei paigutaks, ikka satuvad tépselt
pooled tema koosseisu: kuuluvatest ithikkuupidest valgesse 23X 23 2 kuupi ja
pooled musta. Et iihtesid neist on aga rohkem, siis sellest jdreldubki kuubi
tellistega taitmise voimatus,
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90 AASTAT AKADEEMIK L. S. LEIBENSONI SUNNIST

P. Miidirsepp

«Suurim teadlane mehhaani-
ka alal» ? — nii nimetab NSVL
Teaduste Akadeemia preisident
M. V. Keldo§ omaaegset Tar-
tu ilikooli rakendusmatemaa-
tika professorit Leonid Samuilo-
vit§ Leibensoni, kes sellel ko-
hal oli kuulsa mehhaaniku,
NSVL Teaduste Akadeemia hi-
lisema korrespondentliikme Guri
Vassiljevits Kolossovi jareltuli-
ja ja 1968. aastal meie keskelt
lahkunud  professor Gerhard
Rigo eelkiija.

Kuigi L. Leibenson toéotas
Tartu likooli (tol ajal — Im-
peraatorlik  Jurjevi Ulikool)
oppejouna kolm aastat (aasta-
tel 1915—1918), pole sellele
perioodile tema elus mingit
tdhelepanu poéoratud. Ka Tar-
tu matemaatikutest ja fiiiisiku-
test teavad vidhesed, et nii-
sugn}x{ne silmapaistev teadlane on olnud meie iilikooli profes-
soriks.

Leonid Leibenson siindis 26. (14.) juunil 1879. aastal Harko-
vis arsti pojana. Gilimnaasiumi l6petas ta 1897. aastal Tuulas,
kuhu perekond kolis 1890. aastal. Leonid oOppis keskpéraselt,
paistes siiski silma oma erakordse méaluga. Oppeainetest meeldis
talle ajalugu, eriti aga geograafia. Giimnaasiumiaastatel oli
Leibenson haaratud James Fenimore Cooperi, Thomas Mayne
Reidi ja Jules Verne'i romaanidest. Viimased meeldisid talle just
selle poolest, et neis olid seiklused iihendatud teadusliku fantas-
tikaga.

Juba siis oli Tuula suur t66stuskeskus. Paljud todlised ja
insenerid kiilastasid Leibensonide perekonda KommertSeskaja
tdnavas. Leonid vestles sageli noorte inseneridega tehnika teema-
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del ja sai neilt raamatuid, kust leidis mitmesuguste masinate
tootamise kirjeldusi ja selgitusi. Ka kidis nooruk tehastes ja
vaatles huviga téopinkide t66d. Nii tdrkaski temas scov saada
inseneriks ja ta tegi kindla otsuse astuda juba tol ajal kuulsa
Moskva Tehnikakooli insener-mehhaanika teaduskonda.

Leibensoni gilimnaasiumi 1oputunnistusel olid hinded loodus-
teaduslikes ainetes head ja humanitaarainetes rahuldavad, geo-
graafia hinne oli aga vdga hea., Sisseastumiseksameil Moskva Teh-
nikakoolis sai Leibenson algebras N. A. Sapo$nikovi juures kolme
ning kuigi teiste eksamite hinded olid neljad, ei piisanud sellest
tehnikakooli oppima pidsemiseks. Nii tuli tal astuda Moskva
iilikooli fiilisika-matemaatikateaduskonna matemaatikaosakonda.

Vaatamata isa lohutusele kannatas noor Leibenson vdga oma
ebadnnestumise parast. Isa sai Nikolai Jegorovits Zukovski sugu-
laste’ kaudu voimaluse kiisida viimaselt nou. N. J. Zukovski
viitis, et fiilisika-matemaatikateaduskonna oppeprogrammi 14bi-
téotamine voimaldab saada tavalisest korgema kvalifikatsioo-
niga inseneriks.

Ulikoolis hakkas Leonid oOppima ilma erilise vaimustuseta,
kuulas aga tdhelepanelikult koiki loenguid. Varsti vaimustus ta
fliisikast ja keemiast, alates kolmandast kursusest aga haaras
teda tédielikult matemaatika. Juba paistis ta oma kursusekaas-
laste seas silma andekuse ja teadmiste poolest. Diplomito
kirjutas ta matemaatikas professor L. K. Lahtini juures ja talle
tehti ettepanek jidda ametisse matemaatikakateedri juurde. Lei-
bensoni veetles aga rohkem t66 N. J. Zukovski juures, kes oli
noort andekat iiliopilast juba marganud.

Pérast iilikooli l1opetamist 1901. aastal veetis Leibenson suve
Tuulas vanematekodus, tegeles diinaamika voérrandite integreeri-
mise teooriaga ja kavatses asuda talle pakutud téckohale linna-
valitsuse statistikaosakonnas. Isa pealekdimisel ja N. J. Zu-
kovski nouandel astus ta Moskva Tehnikakooli, kus ta voeti teisele
kursusele.

Tehnikakooli iiliopilasena asus Leibenson N. J. Zukovski soovi-
tusel 1904. aastast alates t66le mehhaanikuna aerodiinaamika
instituudis KutSinos. Siin vottis ta osa Venemaa esimese aerodii-
naamilise toru ja lennukiproprellerite katsetamise t66pingi ehi-
tamisest. Esmakordselt Venemaal konstrueeris ta aerodiinaami-
lised kaalud, ehitas mudelid ja tootas Zukovski juhendite jirgi
vilja esimesed lennuki aerodiinaamilise ja konstruktiivse arvu-
tuse meetodid.?

1906. aastal lahkus Leibenson koos Zukovskiga sellest labora-
tooriumist, sest Zukovskil tekkisid lahkarvamused laboratooriumi
omaniku kapitalist RjabuSinskiga.

1906. aastal 10opetas Leibenson Moskva Tehnikakooli insener-
mehhaaniku kutsega. Aastatel 1906—1908 t&6tas ta Tuula meh-
haanikatehases mehhaanikuna.
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Septembrist 1907 kuni aprillini 1908 sooritas Leibenson raken-
dusmatemaatika magistri eksamid Moskva iilikoolis. Detsembris
1908 kinnitati ta Moskva iilikooli rakendusmatemaatika kateedri
eradotsendiks. Ta luges hiidromehhaanika, turbiinide teooria,
porke teooria ja taevamehhaanika kursusi.

1910. aastal ilmusid triikis esimesed Leibensoni teaduslikud
t66d elastsustecoria rakendamisest Maa elastsete omaduste uuri-
misel. Huvi Maa ehituse vastu sédilitas Leibenson oma elu 16puni.
Neis kiisimustes on ta avaldanud terve rea t6id (kuni 1941. aas-
tanj) .

1911. aastal lahkus Leibenson koos riihma professorite ja
teiste Oppejoududega Moskva iilikoolist protestiks tsaarivalitsuse
reaktsioonilise poliitika vastu iilikoolis. Ta asus tddle ehitusfirma
A. V. Bari kontoris Moskvas, projekteeris ja ehitas reservuaare
ning naftajuhtmeid kuulsa inseneri, hilisema akadeemiku
V. G. Suhhovi juhtimisel.

Lahkunud septembris 1912 sellelt téokohalt ja asunud elama
vanemate juurde Tuulasse, saatis Leibenson oktoobris Imperaa-
torliku Jurjevi Ulikooli fiiiisika-matemaatikateaduskonna dekaa-
nile kirja, milles palus lubada kaitsmisele rakendusmatemaatika
magistri kraadi saamiseks viitekirja «Elastse sfddri deformat-
sioon seoses kiisimusega Maa ehitusests..

T66 anti retsenseerimiseks rakendusmatemaatika professorile
G. V. Kolossovile, kes teatas teaduskonnale, et on nous andma
oma arvamuse. Et ta aga hiljuti on podenud silmahaigust, ei voi
ta pédevas téotada rohkem kui kaks tundi ja selle tottu ei ole
suuteline retsensiooni esitama enne 1913. aasta algust. Uhtlasi
palus Kolossov maéidrata t66 teiseks oponendiks A. J. Orlovi,
viimase drasoidu puhul Odessasse aga K. D. Pokrovski voi
P. P. Grave.

Mirtsis 1913 teatas Kolossov fiilisika-matemaatikateaduskon-
nale, et ta on juba peaaegu lopetanud Leibensoni dissertatsiooni
uurimise, kuid tal on tekkinud kahtlused moningate tulemuste
suhtes, ja palus mdiéirata teiseks oponendiks professor Grave,
kes on t66ga ka juba tutvunud.

7. mail 1913 esitas Kolossov arvamuse, mis oli pikk ja pohja-
lik — 8 ulatuslikku masinakirja lehekiilge.* Viiel lehekitljel refe-
reeris retsensent 166 sisu, tehes seejuures kriitilisi markusi.

Olgu siin toodud Kolossovi arvamuse 16pposa: «L. S. Leiben-
soni dissertatsiooni sisu kirjeldusest nidhtub, et 166 kisitleb {isna
tdhtsat ja huvitavat kiisimust maakera ehitusest elastsete tou-
sude ja moonade pohjal tema kestas. Seejuures mainib autor
rea iilesandeid, millest moned on tema poolt lahendatud enam-
vihem korrektselt, kusjuures on tehtud huvitavaid ja tdhtsaid
jareldusi, kuid autori esitus pole vaba paljudest, monikord oige
suurtest eksimustest ja vigadest.
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Koige suuremaks etteheiteks, mida tuleb teha L. S. Leibensoni
toole, on esiteks asjaolu, et see on oluliselt maha jddnud késitle-
tava kiisimuse kaasaegsest olukorrast, kuna viimasel ajal on
seda probleemi Inglismaal, Ameerikas ja Saksamaal silmapaist-
valt edasi arendatud ning tema paljudele kiilgedele tuleb vaa-
data hoopis teisest seisukohast. Ma mérkisin juba, et I peatiiki
tulemused leidis samaaegselt dissertatsiooni autoriga (1910. a.)
tdiesti soitumatult ameerika teadlane Hoskins. Lopuks, tundes
huvi kidesoleva kiisimuse vastu, esitas Londoni Kuninglik Uhing
Adamsi preemia saamiseks 1910. aastal t66 teemal «<Matemaatiline
pingete uurimine maakeras ja seismiliste lainete levimiskiiruss.
Preemia anti tuntud inglise matemaatikule A. E. H. Love’ile t66
«Some problems of geodynamics» eest, milles autor paljudes
kiisimustes joudis L. S. Leibensonist ette. Love’i 166 on triikis
avaldatud 1911, aastal ning tal onnestus, muide, lenitada kahte
vaadet maakoore ehitusest: geoloogide ning geofiiiisikute oma,
kes loevad maakoore paksuseks 50—100 versta, ja matemaati-
kute seisukohta, kes alates W. Thomsonist ja lopetades Love'i
enese uurimustega 1909. aastal oletasid maakoore paksuseks

1
umbes T voi — Maa raadiusest. Asi seisab selles, et Love votab

Maa ehituse matemaa‘uhse teooria aluseks tuntud isostaasi hiipo-
teesi, mille kohaselt Maa tihedus on jaotatud nii, et nendes
kohtades. kus esinevad méied vdi kérgendikud, on Maa tihedus
nende all viiksem kui siivendite kohal. Sel teel tuletatakse
matemaatiliselt dhuke 100-verstane kest, mille ulatuses tangent-
siaalsed joud tasakaalustuvad ja iilejddnud aine on juba vedela
tasakaalu olekus, kuigi ta fiiiisikalistelt omadustelt polegi vedelik.
See hiipotees, mille juba 1865. aastal esitas Pratt, leidis viimasel
ajal kinnitust uusimates geodeetilistes uurimustes ja on eriti
vilja tootatud ameerika teadlaste Dettoni, Titmani ja Hayfordi,
aga ka Berliinis Helmerti poolt. Oma uurimuste aluseks votab
Love just selle hiipoteesi, aga to6tleb matemaatiliselt ka horison-
taalpendli vonkumiste vaatlusi ja kiidab védga Jurjevi seismilise
jaama vaatlusi (A. J. Orlov).»

Parast triikivigade ja eksimuste loetlemist t66s tegi professor
Kolossov jarelduse: «... kuigi Leibensoni t66 jdib oma resul-
taatidelt alla Love'i hilisematele uurimustele ..., vboivad paljud
ndited, millest moned on vidga teravmeelselt valitud, osutuda
kasulikeks ja tdhtsaiks vaadeldud kiisimuse edaspidisel uurimi-
sel. Arvan, et filiisika-matemaatikateaduskond ei eksi, kui ta
omistab L. S. Leibensonile selle t66 eest rakendusmatemaatika
magistri kraadi.»

Fiilisika-matemaatikateaduskond oma istungil 7. mail 1913
otsustas: «Liikata kaitsmine edasi kuni véiitekirja esitamiseni
parandatud kujul triikivigade osas.»®
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9. septembril 1913. aastal valiti G. V. Kolossov Peterburi
Elektrotehnika Instituudi teoreetilise mehhaanika kateedri korra-
liseks professoriks ja ta lahkus Tartust.

Novembris 1914, t66tades Moskva iilikooli teoreetilise ja raken-
dusmehhaanika eradotsendina, saatis Leibenson Tartu iilikooli
fitiisika-matemaatikateaduskonna dekaanile kirja, milles ta tea-
tas, et vastavalt Tartu iilikoolilt Moskva iilikoolile esitatud aval-
dusele ja professor Zukovski ettepanekule soovib ta votta enda
peale mehhaanika kursuse lugemise Tartus ja voib sellega alus-
tada otsekohe, kui teaduskond teatab oma nodusolekust.

Fiilisika-matemaatikateaduskonna koosolekul 10. veebruaril
1915 arutati Imperaatorliku Moskva Ulikooli eradotsendi 1.. S.
Leibensoni palvet lubada kaitsmisele pro venia legendi* disser-
tatsioon pealkirjaga <«Elastse sfddri deformatsioon seoses
kiisimusega Maa ehitusest».

Olles édra kuulanud professorite P. P. Grave ja K. D. Pok-
rovski kirjalikud avaldused, otsustati iithel hdilel: 1) Ilubada
L. S. Leibensoni eespool nimetatud dissertatsioon kaitsmisele
pro venia legendi, 2) madrata ametlikuks oponendiks professor
K. D. Pokrovski ja 3) paluda professor G. V. Kolossovi ning
astronoom-vaatlejat E. G. Schoenbergi olla ametlikeks oponen-
tideks fakulteedi poolt.

2. juunil 1915 tunnistas Tartu iilikooli noukogu pérast sala-
jast hddletamist magistrant L. S. Leibensoni valituks rakendus-
matemaatika kateedri eradotsendi kohale.

Kerkib kiisimus, miks niisugune noor ja andekas teadlane
nagu Leibenson valis oma tddkohaks just Tartu iilikooli. Sellele
kiisimusele annab teatud maéaéiral vastuse G. V. Kolossovi 20. no-
vembri 1911. a. kiri fiilisika-matemaatikateaduskonnale.

G. V. Kolossov kirjutab: «... iihelainsal professoril on raske
ja monel juhul otse voimatu Jugeda tiielikult neid mehhaanika
osi, mis kiesoleval ajal on arenenud laialdasteks ja iseseisva-
teks harudeks, eriti hiidrodiinaamikat jaelastsusteoo-
riat. Sama kehtib mdningate puhta matemaatika osade kohta,
mida spetsiaalselt arendatakse analiiiitilise mehhaanika ja mate-
maatilise fiiiisika jaoks: matemaatilise fiilisika vorrandite integree-
rimine, funktsioonide arendamine ritta trigonomeetriliste, Besseli,
kera- ja iildse fundamentaalfunktsioonide jérgi, mida viimasel
ajal on uurinud Poincaré, V. A. Steklov jne.

Seepdrast on iilimalt soovitav lugeda kas voi monda neist
osadest iilikooli kursuses. Oleks koige ratsionaalsem tugevdada
mehhaanika ja vastavate matemaatika ning matemaatilise fiiii-
sika osade oOpetamist uute teaduslik-pedagoogiliste joudude too-
misega Jurjevi iilikooli, kuid iilikooli spetsiaalsete vahendite
praeguse olukorra juures osutub see vaevalt voimalikuks.

* Ulikoolis loengute pidamise luba.
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Peterburis ja Moskvas viibides rddksin ma paljude pealinna
iilikoolide magistrantidega ja eradotsentidega ning ainult kaks
neist -— Leibenson Moskvas ja Ehrenfest Peterburis — avaldasid
nousolekut tulla Jurjevi {ilikooli eradotsentideks. Nad molemad
on matemaatilise filiisika spetsialistid: Leibenson — N. J. Zu-
kovski Opilane, tegeles spetsiaalselt maakera koore elastsete
vonkumistega; Ehrenfest, Goéttingeni iilikooli doktor ja eradot-
sent, on viga andekas ja energiline tootaja matemaatilise fiiiisika
alal, kes on 1idbi kdinud Léidne-Eurocopa matemaatika koolist.
Kuid, esiteks, mdlemad need isikud on juudid, Leibenson ristitud,
aga Ehrenfest mitte, ja seetottu voib nende kutsumine pohjus-
tada raskusi, ning, teiseks, nad molemad keelduvad kategoorili-
selt soitmast Jurjevisse, ilma et saaksid kindlat, kas vo6i iisna
tagasihoidlikku tasu. Seejuures pole meil vabu koosseisulisi
dotsentuure .. .» * ‘

18. detsembril 1915 kaitses Leibenson Moskva iilikoolis viite-
kirja «Talavabade katete tecoriast» rakendusmatemaatika
magistri kraadi saamiseks. 26. aprillil 1916 valiti ta vakantse
rakendusmatemaatika kateedri erakorraliseks professoriks. Nii
sai temast selles kateedris G. V. Kolossovi jidrglane.

Huvi pakub G. V. Kolossovi 13. veebruari 1916. a. kiri Tartu
iilikooli astronoomia professorile K. D. Pokrovskile; selles iseloo-
mustatakse L. S. Leibensoni kui noort teadlast. Kolossov Kir-
jutab:

«Lugupeetud Konstantin Dorimedontovits! Sain neil péaevit
Teie 4. veebruari kirja palvega esitada teie teaduskonnale arva-
mus L. S. Leibensoni t66de kohta, aga eile saatis L. S. ise mulle
selle kohta kirja ja palus kiirendada arvamuse saatmist, et
see jouaks Jurjevisse mitte hiljem kui 15. veebruaril.

Muide, olen praegu iilikoolis ja instituudis t6dga iile koorma-
tud (kirjutan rea retsensioone dissertatsioonidele), lisaks sellele
veel haigestusin, nii et tuleb piirduda {ildise arvamusega L. S.
toode kohta, neist viimaseist (magistridissertatsioon) ma ei luge-
nud kauge]tkl koike.

Kuid ma tunnen neid t6id tdiesti kiillaldaselt, et soovitada
teaduskonnal valida L. S. Jurjevi iilikooli rakendusmatemaatika
kateedrisse, kuna ta on suhteliselt veel viga noor teadlane, kes
kaheldamatult armastab oma ala, ja tulevikus, teaduslikuks t6oks.
soodsatel tingimustel, voib anda teadusele vdga palju, voib-olla
palju enam kui see, mida juba on joudnud anda. Kuid oma juba
avaldatud téédes nditab ta suurt eruditsiooni rakendusmatemaa-
tika alal, oskust Oigesti piistitada kiisimusi ja monikord neid
suure teravmeelsusega lahendada. Mul oli juba v6imalus anda
teaduskonnale (mais 1913) arvamus tema t66 kohta maakoore
vonkumistest ja deformatsioonidest, milles moningate suhteliselt
ebaoluliste defektide juures ta kaheldamatult demonstreeris head
ettevalmistust ja suuri teadmisi.
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Olles kateedri jaoks teoreetiliselt ette valmistatud, on L. S.
iihtlasi ka insener-mehhaanik ja suudab t{dendoselt kateedrit
elustada rea tehnilise ja rakendusliku iseloomuga kursustega,
mis on nii soovitavad iilikoolides Opetamisel. Lisaks sellele tegi
L. S. l4dbi suurepdrase kooli N. J. Zukovski juures ja on iitheks
koige aktiivsemaks N. J. opilaseks, aga viimasel ajal aitas L. S.
N. J. Zukovskit 6ppetdds, lugedes rea kursusi Moskva iilikoolis.

Mirgin, et ka S. A. TSaplogin on L. S. toddest vdga heas
arvamises ja moned teaduskonna liikmed arvatavasti méleta-
vad S. A. telegrammi, mis oli saadetud Jurjevisse (mai 1913)
minu nimele, kui oli otsustamisel kiisimus L. S. Leibensoni disser-
tatsiooni kaitsmisele lubamisest Jurjevis. Selles telegrammis
nimetab S.A. L.S.-i tbsiseks ja andekaks teaduslikuks " t6ota-
jaks.

Koik see sunnib mind veel kord teaduskonnale soovitama
valida L. S. Jurjevi iilikooli rakendusmatemaatika professoriks.»*

Leibenson suhtus tdsiselt mehhaanika Gpetamisse Tartu iilikoo-
lis, nagu nditab tema kiri [fiiiisika-matemaatikateaduskonnale
17. septembril 1916. Selles kirjas nduab erakorraline professor
L. S. Leibenson Tartu iilikooli mehhaanikaprogrammide {ihtlus-
tamist mehhaanika Opetamisega teistes Venemaa iilikoolides. Ta
kirjutab:

«Praegusel ajal loetakse meil mehhaanikat 8 semestritunni
ulatuses, mille tottu Opetamisel pole iildse vdimalik puudutada
iisna tdhtsaid mehhaanika osi, nagu gravitatsiooniteooria,
hiidrostaatika ja hiidrodiinaamika. Selle kurvaks tagajarjeks on,
et meije iiliopilased-matemaatikud jaddvad oma mehhaanika-alase
ettevalmistuse poolest maha mitte ainult teiste iilikoolide, vaid
ka monede erioppeasutuste iiliopilastest. Peale selle, need kes on
valinud erialaks fiilisika ja astronoomia, pole praeguse Gpetamis-
programmi juures suutelised kuulama erikursusi enne seitsmen-
dat semestrit, samal ajal kui teistes {ilikoolides on see vdéimalik
juba viiendast semestrist. Pidades seda lubamatuks nii Sppejou
siidametunnistuse kui ka riiklikult seisukohalt, on mul au paluda
teaduskonda rakendada alates 1917/18. Oppeaastast uus mehhaa-
nika opetamise programm, mis on arvestatud 16 semestritunnile
(12 tundi loenguid -~ 4 tundi harjutusi) teiste Imperaatorlike
Vene iilikoolide eeskunjul. Esitatav mehhaanika oOpetamise pro-
gramm on kooskolastatud Imperaatorlike Vene Ulikoolide Katse-
komisjoni programmidega.» ¢

Leibenson paneb ette lugeda kolmandal ja neljandal semest-
ril 3 tundi nddalas kohustuslikult: 1) geomeetrilist staatikat,
2) kinemaatikat, 3) lithidalt gravitatsiooniteooriat, 4) punkti
diinaamikat; viiendal ja kuuendal semestril 3 tundi loenguid ja
2 tundi harjutusi nddalas: 1) analiiitilist staatikat, 2) siisteemi
diinaamikat koos viikeste vonkumiste teooriaga, 3) hiidrostaati-
kat ja hiidrodiinaamikat.
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Praktilised t66d koosnevad: 1) mehhaanika iilesannete lahen-
damisest, 2) aparaatide wuurimisest mehhaanika kabinetis,
3) mudelite jirgi joonestamise algdpetusest.

Leibenson jatkab: «Kui osutuks voimalikuks opetada mehhaa-
nika erikursusi, siis tuleks kolme semestritunni ulatuses lugeda
jdrgmisi kursusi: 1) diinaamika integraalvorrandid ja jédiga keha
diinaamika, 2) hiidrodiinaamika (lained ja keerised), 3) elastsus-
teooria ja tugevusopetus, 4) matemaatilise fiiiisika vorrandid.» *

Vadrib markimist, et Leibensonil oli Tartus ka opilane
V. V. Kupffer, kes siin 1920. aastal avaldas t66 «Greeni funkt-
siooni meetodi rakendamisest pika koridori iilesande lahendamisel
talavabade katete teoorias»®° mis on Leibensoni magistrit6o
otsene edasiarendus. Kupfferi t66s maidratakse lopmata pika 1op-
liku lajiusega plaadi paine juhul, kui plaat toetub oma lopmata
pikkadele kiilgedele ja lisaks sellele veel iihele voi mitmele reale
tugedele. Siinjuures eeldatakse, et koormus on iihtlaselt jaotatud
ja mdjub risti plaadi pinnaga. Ulesande lahendamisel kasutatakse
Saint-Venant’i printsiipi, asendades tugede iiksikmdjud iihte
punkti koondatud reaktsioonitungiga. Nimetatud kiisimusega
tegeles Kupifer Leibensoni ettepanekul ja juhendamisel.

Huvi pakub dokument, mille on saatnud fiiilisika-matemaatika-
teaduskond 1ilikooli noukogule juba pidrast Suurt Sotsialistlikku
Oktoobrirevolutsiooni, veebruaris 1918. aastal. Selles taotletakse
vastavalt 19. (6.) veebruaril 1918. aastal teaduskonnas toimunud
hddletamistulemustele (9 poolt, vastu — mitte ithtegi) kinnitada
L. S. Leibenson rakendusmatemaatika kateedri korraliseks pro-
fessoriks.”

20. (7.) veebruaril 1918 otsustas Jurjevi iilikooli * noukogu
tihehddlselt jddda valiku juurde — vajaduse korral avada iilikooli
tegevus Voronezi linnas.5

Jurjevi {ilikool tegutses Tartus mai lopuni 1918. aastal, mil
Saksa okupatsioonivoimud ta sulgesid. Okupatsioonivided olid
Tartusse joudnud juba 24. veebruaril 1918. Fiiiisika-matemaatika-
teaduskonna viimane istung toimus 26. martsil. Sellel tegi, muide,
dekaan teatavaks, et iilikooli noukogu valis 22. martsil astronoo-
mia kateedri erakorraliseks professoriks T. A. Banachiewiczi.
Okupatsioonivoimude korraldusel oli vene iilikool Tartus sunni-
tud oma tegevuse lopetama 31. mail 1918.

1918. aasta suvel soitis enamik vene rahvusest oppejoude ja
iliopilasi VoroneZi. Viimane eSelon lahkus Tartust veel 31. augus-
til ja joudis kohale 7. septembril. Endine Jurjevi iilikoo! jdtkas
t6od 1918. aasta siigisel juba VoroneZi iilikooli nime all. L.S. Lei-
benson lahkus Tartust jalgsi 1918. aasta veebruaris, iiks péev
enne okupatsioonivigede linna joudmist, aga mitte 1917. aastal,
nagu on margitud akadeemik Sedovi artiklis.?

* Sona «Imperaatorlik» jideti iilikooli nimetusest ira pdrast 1917. aasta
Veebruarirevolutsiooni.
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1919. aastal valiti Leibenson Tiflisi Poliitehnilise Instituudi
rakendusmehhaanika professoriks. Samal ajal téotas ta Gruusia
Riikliku Ulikooli teoreetilise fiifisika professorina. Pedagoogilise
t66 tulemusena avaldas ta Tiflisis triikis opikud «Tugevusopetus»
ja «Teoreetiline mehhaanika» (modlemad 1922. a.).

1921. aastal kutsuti Leibenson Bakuusse AserbaidZaani Polii-
tehnilise Instituudi mehhaanika ja fiilisika professoriks. Siin orga-
niseeris ta Noukogude Liidus esimese naftatoéstuse teaduskonna.
Alates 1923. aastast arenes Leibensoni teaduslik ja pedagoogiline
tegevus jille Moskvas. Ta tootas Moskva iilikoolis mehhaanika
professorina, Mieakadeemias naftatéonduse mehhaanika profes-
sorina, Tekstiiliinstituudis rakendusmehhaanika professorina.
Samaaegselt oli Leibenson trusti Asneft, Naftatoostuse Noukogu
ja alates 1933. aastast ka N. J. Zukovski nimelise Aerodiinaamika
Keskinstituudi konsultandiks; ta vottis osa Grozndi-Tuapse, Ba-
kuu-Batumi ja paljude teiste naftatddstuse ehituste projekteeri-
misest.

1933. aastal valiti Leibenson NSVL Teaduste Akadeemia kor-
respondentlitkmeks. 1934. aastal omistati talle tehnikateaduse
doktori ja 1936. aastal fiiiisika-matemaatikadoktori teaduslik
kraad.! 1943. aastal valiti Leibenson NSVL Teaduste Akadeemia
akadeemikuks.

1935. aastal méiarati Leibenson tema osavotul loodud Moskva
Riikliku Ulikooli Mehhaanika Instituudi direktoriks. Aastatel
1940—1941 oli ta NSVL TA Teoreetilise Geofiiiisika Instituudi
direktori asetditia ja 1941. aastal asendas NSVL TA Mehhaanika
Instituudi direktorit. ’

Leibenson on 115 sisult mitmekesise teadusliku 166 autor, mis
haaravad paljusid mehhaanika ja rakendusmatemaatika alasid
ning tehnilisi distsipliine. Ta tundis hasti teaduste ajalugu ja
klassikute teoseid. Eluea kestel avaldas ta rea uurimusi teaduste
ajaloo alalt ja tegi suurt t66d N. J. Zukovski, N. P. Petrovi ja
S. A. TSaplogini kogutud teoste triikis avaldamiseks.

Nimetagem siin Leibensoni toddest teaduste ajaloo alal jarg-
misi: «Mehhaanika ajalugu NSV Liidus 15 aasta kestel — 1917.
kuni 1932. aastani», «Moskva Riikliku Ulikooli mehhaanika aja-
lugu 1755. kuni 1940. aastani», «V. G. Suhhov ja naftaasjanduse
tehnika» (1924. a.), monograafia N. J. Zukovskist (1947. a.).

1943. aastal anti Leibensoni téodele esimest jarku riiklik pree-
mia. Valitsus autasustas Leibensoni kahe Lenini ordeniga ja T66
Punalipu ordeniga.

Leonid Samuilovit§ Leibenson suri 15. mértsil 1951. aastal kel
7 hommikul. Ta maeti Novo-Devit$je kalmistule Moskvas.

L. S. Leibensoni t66d jétsid kustumatu jilje ndukogude teadu-
sesse. Tema loodud uusi suundi mehhaanikas arendavad edukalt
edasi tema opilased ja jarglased.
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Ajavahemikus 1951 kuni 1955 avaldas NSVL Teaduste Aka-
«deemia L. S. Leibensoni koguteosed neljas koites.
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VIGURIGA ULESANDE LAHENDUS

8. Kui «kuupi» tdlgendada arvuna, siis sobivad lahendeiks VIII, 27 ja I,
mida tikkudest on lihtne moodustada. Geomeetrilise lahenduse idee on naidatud
korval oleval joonisel (viies tikk tuleb sellele viikesele kuubile katteks peale
panna).
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TEOREETILISELT JA PRAKTILISELT

Kastil, milles on jines, on kummaski kiiljes auk. Jidnes pistab pea vilja
kasti vasakpoolses kiiljes olevast august. Minut hiljem pistab ta oma pea
vilja paremal pool kiiljes olevast august. Pool minutit hiljem pistab ta oma
,Eea vilja vasakpoolsest august, veerand minutit hiljem parempoolsest august,
aheksandik minutit hiljem vasakpoolsest. Millal pistab jdnes oma pea mole-
mast august korraga vilja? ’
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ULO LUMISTE — FUUSIKA-MATEMAATIKABOKTOR !

Tartu Riikliku Ulikooli ja
kogu Eesti NSV matemaati-
kute peret roomustas TRU al-
gebra ja geomeetria kateedri
juhataja dotsent Ulo Lumiste,
kes 12. mail 1968 kaitses
Kaasani iilikoolis edukalt
oma doktoriviitekirja «Seos-
tuste " teooria homogeensetes
kihtkondades rakendustega
homogeensete alamruumide
parvede geomeetrias» 2. Opo-
nentideks olid juhtivad noéu-
kogude geomeetrid professo-
rid G. F. Laptev ja V. V.
RoZkov Moskvast ning A. P.
Norden Kaasanist. See siind-
mus néitab, et Tartu on taas
kujunenud geomeetria-alase
uurimistod keskuseks; teatavasti oli ta seda moddunud sajandil
tdnu M. Bartelsi, K. G. Senffi, F. Mindingu ja K. Petersoni
tegevusele.

Ulo Lumiste elutee algas 30. juunil 1929 Vindras sidetootaja
perekonnas (tookordse nimega Lunden). Vindras sai ta ka suu-
rema osa oma kooliharidusest (kuni 1941. a. oppis ta Tamsalu ja
Paide koolides) ning samas ulatati talle 1947. a. kevadel kiip-
sustunnistus koos kuldmedaliga. Vastse matemaatikadoktori edu-
sammud on tunnustuseks tema kunagiste Opetajate, eriti aga
matemaatika ja fiilisika Opetaja E. Pillikse todle.

Tartu Riikliku Ulikooli matemaatikaosakonda 1947. a. siigisel
vastuvoetute hulgast paistis U. Lumiste silma nii andekuse kui

! Kiesoleva iilevaate koostamisest votsid osa K. Ariva, R Kolde,

IR,Mullari,, A Parring, O. Prinits ja L Tuulmets.

2 Teopus CBA3HOCTEHl B ONHOPOAHBIX PACCIAGEHHAX C NPHIOKEHUSIMH K reo-
MeTPHH CeMeACTB O1HOPOAHBIX TOJAMHOro00G6pasui.
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ka erakordse to6kuse ja visadusega. Nditeks pidi vajaduse puhul
tema ees alistuma C. F. Gaussi ladinakeelne tekst, ehkki noorel
tudengil varasemad kokkupuuted Cicero keelega puudusid. Juba
viiendal kursusel tuli tal hakata osa votma kateedri t66st, nimelt
asendama oma Opetajat, vanaduspuhkusele siirdunud prof. J. Sarve.
Sellest peale on U. Lumiste t66 ja tegevus lahutamatult seotud
algebra ja geomeetria kateedriga. Prof. G. Kangro juhendamisel
kirjutatud diplomitéost sai tema esimene teaduslik publikatsioon.

Ulikooli lopetamisele 1952. a. jargnesid pingelise pedagoogi-
lise tegevuse aastad. Nende viltel kujunes U. Lumistest TRU iiks
lugupeetavamaid matemaatikalektoreid, kelle loengutele on ise-
loomulik nii matemaatiline korrektsus kui ka metoodiline meister-
likkus. Ta loeb korduvalt k&iki geomeetria pohikursusi — ana-
litiitilist geomeetriat, diferentsiaalgeomeetriat, korgemat geomeet-
riat ja geomeetria aluseid, kuid nende korval ka korgemat mate-
maatikat ja matemaatika ajalugu ning tervet rida eri- ja fakul-
tatiivkursusi nagu Riemanni geomeetria, mitte-eukleidilised geo-
meetriad. kongruentside teooria, optimaalse juhtimise teooria jt.
Huvipakkuvaks kujunes [akultatiivne loengutsiikkel matemaatikast
Eestis 17. ja 18. sajandil.

1953/54. 6.-a. ja 1956. a. avanes U. Lumistel voimalus end
tdiendada Moskva Riikliku Ulikooli diferentsiaalgeomeetria
kateedri juures. Tutvunud seal ldhemalt kaasaegse diferentsiaal-
geomeetria probleemidega, otsustas ta ka ise nende kallal joudu
proovida. Ja 1958. a. valmiski tal kandidaadit6s, mille kaitses
Moskvas.

Jérgnes uus periood U. Lumiste pedagoogilises t66s. Alates
1960. a. on ta dotsent, alates 1962. a. TRU algebra ja geomeetria
kateedri juhataja. Siiveneb t66 geomeetrite uue pdlvkonna juhen-
damisel. Arvukad on diplomitééd, mille puhul nouandjaks ja
mottesuunajaks on U. Lumiste. Tema abi ja ohutusega valmisid
kolm uut kandidaadidissertatsiooni — edukalt kaitsesid oma
tulemusi Riinfio Mullari ja Maido Rahula 1964. a. ning Leida
Tuulmets 1966. a.; edasi on jirjekorras terve rea uute noorte
aspirantide juhendamine. Pidevalt todtab kateedri juures dife-
rentsiaalgeomeetria seminar, kus maestro nouanne ja sobralik
kriitika on k&eulatuses igale geomeetriahuvilisele.

Aastatel 1963—65 viibis U. Lumiste sageli taas Moskvas,
sedapuhku oma doktoritéd 1opuleviimiseks. Ulevaateid uurimis-
tulemustest esitas ta 1966. a. Moskvas toimunud rahvusvahelisel
matemaatikute kongressil, samuti mitmel iileliidulisel ja piirkond-
likul  diferentsiaalgeomeetria-alasel  konverentsil.  Ametlikule
heakskiidule, mis ta t66d Kaasanis kroonis, jargnes vahetult
tunnustus piiri tagant kutse ndol esineda loengutega Berliini
Humboldti-nim. Ulikoolis. Leedumaalt, Palangas toimunud
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111 Balti geomeetriakonverentsilt soitiski varske doktor 1968. a.
juunis teaduslikke sidemeid looma saksa matemaatikutega.

EY

Sellised on moned koige tdhtsamad piiripostid U. Lumiste
toopollul. Need ei iitle kaugeltki kdike olulist. Katsuda aga
ldhemalt iseloomustada tema tegevust ja selle vilju ning viimaste
kaudu ka autorit, ei osutu lihtsaks iirituseks. Me kohtame siin
laialdast ning mitmeti labipoimunud huvide ja teemade ringi,
rohkearvulisi ja sageli nii stigavaid tulemusi, et nendest vihegi
tervikliku, siistemaatilise ning laiemale iildsusele arusaadava
iilevaate andmine on iisna tosine iilesanne.

Viljakusest konelevad rohkem kui 30 teaduslikku publikatsiooni,
millele lisandub teist sama palju populaarteaduslikke artikleid,
eltekandeid ja sonavotte.

Meie jutt jddks ihekiilgseks, kui me pégusaltki ei margiks,
et suur teadusliku ja pedagoogilise t66 koorem ei ole U. Lumistet
takistanud kaasa 166mast paljudes iiritustes ja tditmast mitme-
suguseid iihiskondlikke kohustusi: matemaatikateaduskonna
metoodilise komisjoni esimees, «Matemaatika ja kaasaja» toime-
tuse liige (ja kiillap vist selle iiks nobedama sulega autoreid),
Tartu linna rahvakohtu kaasistuja aastatel 1957—1963, samal
ajal ka ENSV TA Loodusuurijate Seltsi tdppisteaduste sektsiooni
esimehe asetiitja jne.

Vaimuinimene ja —- spordimees. Algul kooli vorkpallimees-
kond, siis tilikooli sportliku vdoimlemise rithm, jostesport, arvukad
purjeretked Emajoel, Vortsjarvel ja Peipsil. Niiiid, ajal, mil kisi
sirutas teaduste marssalikepi poole, piihapdevased matkad, suu-
satamine ja kaks korda niddalas U. Sahva voimlemisrithm sauna
ja meestejutuga.

Kaine loogik ja — laulu- ning muusikasober. Siigavale lugu-
pidamisele helikunsti vastu pandi jallegi alus koollpaew] kaasa-
l66misega mitmes orkestris, seda sfivendati suure laululustiga
Tartu Akadeemilises Meeskooris ning viimasel ajal veelgi suu-
rema kaasaelamisega headele kontsertidele TRU aulas ja plaa-
tidelt lemmikpalade kuulamisega kodus.

Lubamatu oleks unustada sedagi, et teadusemehel! on kodu ja
perekond. Kodused roomud ja mured — ka nende jaoks peab
leiduma aega, ja leidubki.

-U. Lumiste isikus on iihendatud teadusekantsi vallutamisele
innustaja ja selle kantsi vdsimatu riindaja, pedagoog ja tead-
lane. Esimesest kasvab teine, teise moju aga tdiustab esimest.
See seos viljendub tema loenguies, millele on omane motie ise-
seisvus ja uute teede otsing. Iga loengutsiikli puhul piiiiab ta
kasitlust moderniseerida ja Oppeprogrammi materjali ldhendada
teaduse eesliinile. Tema mote tahab kisitletavat teemat haarata

153



nii siigavuti kui ka laiuti, ndidata selle seost. «suure teadusega»
ja iihtlasi avastada viise olulise valgustamiseks maksimaalse
lihtsuse ja selgusega. Teaduse Opetaja muutub teaduse tegijaks,
samal ajal ka teaduse populariseerijaks. Neid kolme aspekti ei
saa U. Lumiste puhul lahutada; nende iihtsus ja vastastikune
tagasiside ongi voti tema pedagoogilise meisterlikkuse juurde
ning samuti tema teadusliku loomingu ammendamatu léte.

Liihiiilevaadet U. Lumiste loomingulisest tegevusest alustame
suhteliselt lihtsast probleemide ringist — tema n.-6. hobbyst.
Lugedes iilevaatelist kursust matemaatika ajaloost, hakkas ta
unustusehdlmast vilja tooma huvitavaid fakte oma eriala aren-
gust Eestis ja muutus ise ajaloo uurijaks. Esimesed kirjutised
matemaatika ajaloost avaldas ta aastatel 1959 ja 1962 ajakirjas
«Eesti Loodus». Kisitlusel oli N. I. LobatSevski ideede levik
Eestis moddunud sajandil ja LobatSevski oOpetaja M. Bartelsi
ning K. G. Senffi ja F. Mindingu geomeetria-alane tegevus Tartu
iilikoolis. Nende to6de alusel pidas U. Lumiste ettekande 1960. a.
Moskvas toimunud fiifisika-matemaatikateaduste ajaloo konve-
rentsil. Konverentsi materjalide hulgas on esmakordselt avalda-
tud osa juba ajaloo tolmu alla sattunud K. G. Senffi t66st. Selles
esitatakse M. Bartelsilt parinevad valemid, mis kirjeldavad k&ve-
raga seotud liikuva teljestiku muutumist (Frenet’ valemid). Ette-
kande autor soovitab nende valemite puhul Bartelsi prioriteedi
tunnustamiseks nimetada neid Bartels-Frenet’ valemiteks. Alates
sellest konverentsist voimegi rddkida U. Lumistest kui laiemalt
tuntud matemaatika-ajaloolasest.

Jargnesid esinemised teaduse ajaloo konverentsidel Riias
(1962) ja Tartus (1964). Riias kisitles autor Moskva diferent-
siaalgeomeetria koolkonna rajaja K. Petersoni tegevust Tartu
tilikoolis ning Tartu geomeetria-alaste traditsioonide osa K. Pe-
tersoni kujunemisel viljapaistvaks matemaatikuks. Tartu konve-
rentsil on teemaks matemaatikaalane kirjandus Eestis 17. sajandil.

Tunnustusena U. Lumiste ajaloouurimustele usaldati talle
(koos prof. J. Depmaniga) Tartu {ilikooli kéisitlevate osade kir-
jutamine kogumikule «Mcrtopusi oteuecTBeHHON MaTeMaTHKH», mil-
lest on senini ilmunud kaks koidet. Eesti keeles on ta seda
materjali esitanud kokkuvotlikult «Matemaatika ja kaasaja»?
veergudel.

Omaette tsiikli U. Lumiste loomingus moodustavad uurimused
geomeetria aluste valdkonnas, Geomeetria alustele on eesti mate-
maatikud juba varemgi tosist tdhelepanu péoranud. Lumiste-
ajaloolane ei saanud jdtta uurimata J. Sarve, J. Nuudi ja A. Hu-
mala selleteemalisi t6id. Lumistet-pedagoogi ei rahuldanud geo-
meetria aluste traditsiooniline kasitlusviis {ilikoolikursuses ja

3 Lehekiilgi matemaatika ajaloost Eestis. — Matemaatika ja kaasaeg,
I, II, IV. .
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loomulik oli, et Lumiste-teadlane jidtkas vanema generatsiooni
esindajate otsinguid.

Tema tdhelepanu koitis ameerika matemaatiku O. Vebleni
1904. a. piistitatud vahel-suhte aksiomaatika, mida 1934. a. téius-
tas A. Humal. Nii jatkaski U. Lumiste vahel-struktuuri uurimist,
kasutades abstraktse algebra ja matemaatilise loogika vahendeid,
ning nditas, et 7 aksioomi abil médratud n-mootmeline vahel-
seisu mudel on isomorfne kumera piirkonnaga n-mootmelises
lineaarruumis iile jirjestatud kaldkorpuse. Sel viisil taandas ta
vahelseisu mudelite klassifitseerimise lineaarselt jarjestatud kald--
korpuste uurimisele.

Vaadeldes vahel-struktuuri mudelite automorfismide riihmi,
eraldas ta vilja n-mootmelise absoluutse geomeetria, s. o. lau-
sete hulga, mis on iihine eukleidilisele ja hiiperboolsele (Loba-
tSevski) n-mootmelisele ruumile. Pohimoistete siisteem koosneb
siin ainult kahest hulgast (punktid, liikumised) ja kahest suhtest
(on vahel, paigutab). Kui silmas pidada aksiomaatiliselt iilesehi-
tatud teooria pohiméistete hulga minimaalsuse nouet, siis on
ilmsed selle kisitluse eelised vorreldes Hilberti klassikalise siis-
teemiga.

Neid tulemusi on késitletud vastavates artiklites ja ettekan-
netes, nende ulatuslikuma esitusena ilmus originaalne loengu-
konspekt.*

U. Lumiste motisklused geomeetria aluste teemadel hélmavad
ka kooligeomeetriat. Ta soovitab anda koolikursuse 16pus iile-
vaate aksiomaatikaprobleemidest. See abituriendi matemaatilist
horisonti oluliselt avardav ettepanek hakkabki niiiid realiseeruma
uue oppeprogrammi projekti ndol. Uhtlasi osutab U. Lumiste
liikumise moiste ja selle korrektse kisitluse tdhtsusele kooligeo--
meetrias.?

¥

Ulemineku! U. Lumiste uurimistéé juurde satume uue tunne-.
tuse poole riihkiva teaduse eesliinile, sellele. piirjoonele, mis
lahutab teadaolevat suurest tundmatust. Tema sellealaseid toid
studab tdiel médral mdista ainult vastava ala spetsialist. Sel-
leks aga, et saada neist mingit ettekujutust, peab tundma dife-
rentsiaalgeomeetria algmoisteid vdhemalt iilikooli sellenimelise-
kursuse ulatuses.

Me ei sea siinkohal eesmargiks anda tédielikku {ilevaadet
koigist U. Lumiste poolt selles valdkonnas saadud tulemustest;
vaid piiliame ndidata motete 1{ildisi suunitlusi ja valgustada
kidsitletavat probleemide ringi.

4+ 0. Lumiste. Geomeetria alused 1. TRU rotaprint, 1964.

5 U. Lumiste. Liikumiste osast geomeetrias. — Loodus ja matemaatika,
nr. 3, 1963.
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Voib arvata, et ka diferentsiaalgeomeetria-alaste otsingute
suund kasvas vilja U. Lumiste pedagoogilisest tegevusest; piis-
titas ju noor Oppejoud probleeme ja piiiidis neid lahendada
pohiliselt iseseisvalt, ilma pideva juhendamiseta. Teaduslike
huvide tagasiside oppetédga on igatahes ilmne. Selle tunnista-
jaks on algupédrane oOpik® mille tagasihoidliku mahu juures
hdmmastab lugejat sisuline rikkus ja kisitluse selgus. Siingi
kajastuvad autori ajalooharrastused (paljudes all- ja korval-
markustes) ja moderniseerimistaotlused. Oppijat tutvustatakse
juba esimestel sammudel kaasaegse diferentsiaalgeomeetria iihe
voimsama meetodi — Cartani vilisvormide arvutusega.

Teaduslikke uurimusi diferentsiaalgeomeetrias alustas U. Lu-
miste pinnateooriast. Kui iilikooli diferentsiaalgeomeetria kursus
piirdub nn. klassikalise pinnateooriaga, milles vaadeldakse kahe-
mo6tmelisi pindu kolmemo6tmelises eukleidilises ruumis, siis ildi-
selt uurib pinnateooria n-mootmelisi pindu mitmesuguse ehitu-
sega N-mootmelistes ruumides, kus n < N. Laias laastus saab
siin konelda kahest p&hilisest uurimissuunast: 1) konstrueeritakse
teatud objektid, mis iseoomustavad pinna ehitust, ja uuritakse
neid objekte ning nendevahelisi seoseid (ndit. klassikalises pinna-
teoorias on sellisteks objektideks pinna esimene ja teine ruut-
vorm, normaalkoverus antud sihis, tiis- ja keskmine koverus jt.);
2) uuritakse mingite etteantud omadustega pindade klassi.

Esialgu on U. Lumiste otsingud seotud pohiliselt teise suu-
naga. Tavaliselt jidreldub pinna teadaolevatest omadustest terve
rida uusi ja huvitavaid. pealiskaudsel vaatlemisel mittetabatavaid
asjaolusid. (Niiteks kui kolmemootmelise eukleidilise ruumi
pinna tiiskoverus on igas punktis vordne nulliga, siis on see pind
kas koonus, silinder voi mingi kovera puutujapind). Voib ka
juhtuda, et eraldatud klass osutub tiihjaks, s. t. ei leidu ette-
antud omadustega pindu. Uldreeglina tekivad antud klassi pin-
dade olemasolu ja ehituse uurimisel tosised tehnilised raskused.

U. Lumiste tdhelepanu koéidavad esmajoones pinnad, mille
igas punktis leidub moni eriliste omadustega puutujasihtide siis-
teem. Nditeks vaatleb ta iihes oma arvukatest artiklitest kuitahes
korge dimensiooniga piriseukleidilise v0i pseudoeukleidilise
ruumi selliseid kolmemdotmelisi pindu, millel leidub kolm orto-
gonaalset asiimptootjoonte? parve. N-méotmelise (N > 3) ruumi
pindadel asiimptootjooni {ildiselt ei leidu. Nad voivad esineda
vaid teatud pindade klasside korral. Uht sellist klassi uuribki
U. Lumiste, selgitades tiielikult selle klassi pindade ehituse
kahel lisaeeldusel: 1) kui asiimptootjoonte parved ladestuvad

6 U. Lumiste. Diferentsiaalgeomeetria, Tallinn, 1963. Sellega seoses vt.
K. Ariva, M. Rahula. Esimene eestikeelne diferentsiaalgeomeetria opik. -
Matemaatika ja kaasaag, III

7 Asiimptootjoon defineeritakse siin sellise pinnakdverana, mille kooldumis-
tasand on igas punktis kas méddramata v6i kuulub pinna puutujatasandile.
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pinna kolineks ortogonaaiseks kahemdootmeliste alampindade par-
veks ning 2) kui kdik vaadeldavad asiimptootjooned on sirged.

*

Tehes korvalepoikeid mitmesugustele {iksikkiisimustele vasta-
miseks jouab U. Lumiste uuritavas probleemide ringis jarjest
iildisemate ning keerukamate iilesannete piistitamisele ja lahen-
damisele. Sel viisil valmib tema kandidaadidissertatsioon: «Kon-
jugeeritud voi asiimptootiliste p-sihivdljadega n-mootmelistest pin-
dadest».®

Nagu pealkirjast ndhtub, vaatleb ta oma t66s rn-mootmelisi
pindu (lithidalt: n-pindu), mille iga punktiga on seotud iiks voi
mitu teatud lisatingimusi (konjugeeritus, asiimptootilisus) rahul-
davat p-mootmelist sihti pinna puutujatasandil (s. t. p-mooétme-
list alamruumi puutujavektorruumis).

Konjugeeritud ja asiimptootiliste p-sihtide olemasolu eelda-
mine tdhendab jélle teatud pindade klasside eraldamist. Kui
konjugeeritud p-sihivaljade taieliku siisteemiga pindadele® oli
juba eelnevalt piithendatud rida uurimusi (Cartan, Rézkov jt.),
siis iseendaga konjugeeritud, s. o. asiimptootiliste p-sihivilja-
dega pindade teooria seni puudus. Seda liinka tditiski olulisel
maéral U. Lumiste viitekiri.

Toos selgitatakse esmalt selliste pindade {ildkarakteristika.
Tiitipilisteks tulemusteks on néditeks laused: 1) Pind, millel on &
astimptootilisest sihivéljast koosnev téielik siisteem, asub oma
(k—1)-jarku kooldumistasandil, 2) kui seejuures teise kooldu-
mistasandi dimensioon on maksimaalne, siis mddrab see siisteem
pinna taieliku ladestumise, s. t. mistahes & — 1 vilja alamruu-
mide lineaarsete katete viljal on integraalpindade parv.

Edasi pooratakse tdhelepanu eukleidilise ja mitteeukleidilise
N-ruumi pindadele, millel on téielik siisteem isotroopsete p-sih-
tide konjugeeritud véalju. Sellist tiiiipi pind osutub mitteeukleidi-
lises ruumis (teatud lisatingimuste korral) voéimalikuks vaid siis,
kui n =2, eukleidilises ruumis aga ka siis, kui n > 2. Viimasel
juhul ladestub pind taielikult; ilmneb veel, et on tegemist sihi-
viljade isotroopsete integraal-alampindade translatsioonipinnaga.

Jargnevalt kisitleb autor ortogonaalsete asfimptootiliste p-sihi-
viljade tédielike siisteemidega pindu péariseukleidilises ja ellipti-
lises ruumis. Uksikasjalikult uurib ta juhtu, kui sihivédlju on kaks
ja pinna esimese kooldumistasandi dimensioon on maksimaalne.

Need pogusad mérkused kajastavad vaid mdnda aspekti dis-
sertatsioonist. Viimane kujuneb omakorda uute probleemide alli-

8 O n-MepHHIX NOBEPXHOCTAX C CONPSIKEHHBIMH HJH aCHMIOTOTHYECKHMH MO-
JIIMH p-HanpasJeHHH.
) ® p-sihiviljade siisteemi pinnal nimetatakse tdielikuks, kui pinna igas
punktis on sfisteemi viljade alamruumide lineaarseks katteks pinna puutuja-
vektorruum ise.

157



kaks. Koos iitha komplitseeritumate iilesannete lahendamisega
tuleb pidevalt kasvavate tehniliste raskuste tottu sageli seada
mitmesuguseid kitsendavaid eeldusi. Sellest tekivad haruprob-
leemid. mis mitmel juhu! kutsuvad esile ulatuslikke lisauurimusi.
Puudutame neist kahte.

Uheks loomulikuks kitsenduseks on noue, et pinna asiimptoot-
jooned oleksid sirged. (Muide, pinnal asuv sirge on alati
aslimptootjoon.) Selle noude iildistuseks on tingimus, et mitme-
moodtmeliste asiimptootiliste sihtide vilja integraalpinnad oleksid
tasandid. Sel viisil jouab U. Lumiste tasandiliste (eri juhul sirg-
jooneliste) moodustajatega pindade uurimiseni. Ta otsustab
nende pindade uurimisel kasutada sirge- ja tasandiparvede teoo-
riat.

Lihtudes 3-ruumi sirgete kongruentsi (kaheparameetrilise
parve) meetrilistest omadustest, tootab ta vilja eukleidilise ja
pseudoeukleidilise 4-ruumi koimemdootmeliste joonpindade (joon-
hiiperpindade) iildise meetrilise teooria. Rida kongruentside
teooria pohimoisteid kandub joonhiiperpindadele iile ilma oluliste
muutusteta, kuid sirgeparvede fokaalsed omadused ja ladestumine
tasanduvateks alampindadeks (torsideks) nouavad iildistamist.
1960. a. votavadki U. Lumiste ja tSehhi geomeeter A. Svec teine-
teisest soltumatult kasutusele vastavad iildistused — kvaasi-
fookuse ja kvaasitorsi mdisted. Kasutades kvaasifookusi annab
U. Lumiste 4-ruumi joonhiiperpindade klassifikatsiooni. Ta uurib
saadud klasse eraldi ja defineerib invariantsete normaalsihtide
koonuse, mis voimaldab uurida geomeetriat joonhiiperpindadel.

Jiargnevalt 6nnestub U. Lumistel osa saadud tulemusi iildis-
tada eukleidilise ja pseudoeukleidilise N-ruumi n-mddtmelistele
joonpindadele.

Need juhendaja t66d voéimaldasid L. Tuulmetsal 14bi viia
eukleidilise ja pseudoeukleidilise 4-ruumi joonhiiperpindade mit-
mete klasside pohjaliku uurimise, mille ta esitas oma kandidaadi-
166s.

*

Teiseks uvurimuste tsiikliks, mis on tihedalt seotud U. Lumiste
kandidaadiviitekirjaga, on tema artiklid minimaalpindade teco-
riast. Minimaalne n-pind defineeritakse kui pind, mille iga kinnise
(n — 1)-mootmelise kontuuriga holmatud osa n-modtmelise ruum-
ala variatsioon on vordne nulliga. (Juhul n= 2 on selline omadus
niiteks traatkontuuriga piiratud seebikilel.)

U. Lumiste teeb rea tédhelepanekuid viitekirjas vaadeldud
pindade klasside ja minimaalpindade klassi vaheliste seoste kohta.
Uhes artiklis uurib ta detailselt eukleidilise N-ruumi n-mootme-
lisi minimaalpindu, millel esineb asiimptootiliste (n — 1)-sihtide
véli. Ta vaatleb seal eraldi juhte n <N —1 ja n=N-—1 (hiiper-
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pinnad) ja saavutab rea tulemusi, mis iildistavad 3-ruumi mini-
maalpindade omadusi.

Hoolimata sellest, et kahemootmelised minimaalpinnad on
pikemat aega olnud geomeetrite huviobjekiiks, suudab U. Lumiste,
vaadeldes selliseid pindu kuitahes korge dimensiooniga kons-
tantse koverusega ruumides, anda siin méirkimisvddrse panuse.

Nii tGestab ta nditeks, et koik kahemd&odtmelise minimaalpinna
normaaltasandid (kiillalt korge dimensiooniga ruumides on pinna
punktiga seotud iildiselt mitut jdrku normaaltasandid) on kahe-
mootmelised; vilja arvatud korgeimat jarku normaaltasand, mis
soltuvalt ruumi dimensioonist voib olla ka iihemootmeline (sirge).
Edasi naitab ta, et koverusindikatrissid kahemdotmelistel nor-
maaltasanditel on ellipsid, mille keskpunktiks on pinna vaadel-
dav punkt; ithemootmelisel juhul on indikatrissiks sirgloik, mille
jaoks pinna punkt on keskpunktiks. Muuhulgas leiab ta koik
konstantse tdiskoverusega minimaalpinnad kuni viiemootmelistes
ruumides. Siinjuures ilmneb, et selliseid pindu leidub ainult
elliptilistes ruumides, kus nad on teatavate Iliikumisriihmade
orbiitideks; viimast asjaolu voib tolgendada nii, et pinna ehitus
on iga punkti iimbruses ithesugune.

Edasi toestab ta pohiteoreemi minimaalpinna iihesest méaéra-
misest tema sisemeetrika, peakdveruste ja mitmesugust jarku
peasihtidevaheliste nurkadega. Selle teoreemi laiendab ta ka
juhule, kui koverusindikatrissid on ringjooned ja seetottu on
peasihid midramata.

Huvitavaid tulemusi saavutab ta minimaalpindade painuta-
mise osas. Mérkida tuleks ka sellist tulemust: kahemdotmelise
minimaalpinna. k-ndatest kooldumistasanditest moodustuv pind
on minimaalpind parajasti siis, kui vaadeldava pinna k-ndad
koverusindikatrissid on ringjooned.

Juhendaja tulemustest ideid ammutades valmib R. Mullaril
kandidaadit66 eukleidilise ruumi mitmemootmeliste pindade

kohta.

*

U. Lumiste kdige tdhtsamaks teaduslikuks saavutuseks senini
on tema doktorit66. Eelnevaga vorreldes toimub selles tous olu-
liselt korgemale absirakisuse tasemele. Autor niitab siin, et ta
on meister mitte ainult diferentsiaalgeomeetria konkreetsete
iiksikprobleemide lahendamisel, vaid ka nende iihendamisel ja
iildistamisel ning fundamentaalse tdhtsusega teooria loomisel.

Piiliame anda kujutluse selle t60 iseloomust. Muidugi ei paku
meie iilevaade tdpseid formuleeringuid, vaid piirdub kénealuse
kiisimuste ringi ligildhedase kirjeldamisega.

Uleminekul mingilt iildisemalt pindade klassilt tasandiliste
moodustajatega pindade klassile toimub uurimist66s oluline liht-
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suslumine, on ju lasandiliste moodustajatega pinna ehitus tun-
duvalt korrapdrasem «iildise» pinna omast. Teisest kiiljest kasvab
siit aga valja lioopis uut laadi vaateviis. «Uldine» pind on punk-
tide kogum, punktidest koosnev muutkond; tasandiliste moodus-
tajatega pind on tasanditest koosnev muutkond. Seega on teisel
juhul «lihtsa» punkti asemel muutkonna algelemendiks oluliselt
«keerukam» -— tasand. Et tasand on ise punktidest koosnev
muutkond, siis jouame sel kombel muutkonnani, mille elementi-
deks on omakorda muutkonnad. ]

Niisugune olukord tekib diferentsiaalgeomeetrias sageli,
paljude iiksteisest lahus seisvate kiisimuste uurimisel. Siit tuleneb
vajadus ithendada ja fildistada selles suunas tehtud iiksikuuri-
mused ning luua sel teel uus perspektiiv praegu olemasolevate
teooriate arendamiseks. Sellise iilesande seadiski endale U. Lu-
miste.

Iseloomustame olukorda teisest, monevorra abstrakisemast
aspektist. Olgu vaatluse all mingi muutkond, mille elemente
nimetame punktideks, ja selle teisenduste rithm (niiteks tasand
ja ta liijkumiste rithm). Rithma toimet muutkonnal nimetame
transitiivseks, kui muutkonna iga kahe punkti korral leidub
rithmas selline teisendus, mis viib ithe punkti teiseks (néiteks
litkumiste rithm tasandil). Uldiselt voib aga riihma toime muut-
konnal olla intransitiivne, s. t. muutkonna iga kahe punkti korral
sellist teisendust ei leidu (nditeks poorded tasandil iimber fiksee-
ritud punkti). Rithma intransitiivse toime korral jaguneb muut-
kond orbiitideks (kihtideks), millel riihma toime on juba
transitiivne. Punkti orbiidiks muutkonnal nimetatakse seejuures
nende punktide hulka, mis on saadud sellest punktist rithma koigi
teisenduste toimel (tasandi péorete korral {imber punkti on orbii-
tideks kontsentrilised ringjooned). Oeldakse, et rithm toimib kihil
efektiivselt, kui kihi koiki punkte samaaegselt paigalejdtvaks
elemendiks riihmas on ainult {ihikelement. Selline kihtide hulk
on vaadeldav uue muutkonnana. Kui kihid on homogeensed tei-
senduste rithma toime suhtes, nimetame lihtemuutkonda homo-
geensete kihtidega kihtruumiks ehk kihtkonnaks. Kihtkonna eri-
juhuks on peakihtruum. Sel korral on rithma toime kihil lihtne,
s. 0. kihi suvalist punkti paigalejdtvaks elemendiks on ainult
ithikelement.

Kihtkonna moiste votab kokku ja ithtlasi tildistab viga mitme-
suguseid diferentsiaalgeomeetrias vaadeldavaid hulki. Kihtkon-
dadeks on néiteks ka tasandiliste moodustajatega n-pinnad
N-mootmelistes ruumides.

Muutkonda ennast nimetatakse sel korral homogeenseks ruu-
miks antud rithma suhtes. Oeldakse, et rithm toimib homogeenses
ruumis efektiivselt, kui kdiki punkte samaaegselt paigalejitvaks
elemendiks rithmas on ainult {ihikelement. Niiteks tasand on
homogeenne liikumiste rithma ja afiinsete teisenduste riihma
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sulites, projektiivne tasand — projektiivsete teisenduste riihma
suhtes.

Muutkonda, mis on esitatav ilhesuguste homogeensete ruu-
mide muutkonnana, nimetatakse ({osi kiill, teatavate tidiendavate
lisatingimuste korral) homogeenseks kihtkonnaks.

Niiiid on voéimalik juba selgemalt sonastada dissertatsiooni
pohieesmérki: arendada homogeensesse ruumi sisestatud diferent-
seeruvate muutkondade (laias laastus — N-ruumis sisalduvate
n-pindade) iildist teooriat, vaadeldes iga sellist muutkonda homo-
geensete alammuutkondade parvena mingis teises homogeenses
ruumis sama teisenduste riihma suhtes. Uuritav muutkond selles
teises homogeenses ruumis on seega kihtkond, mille kihtideks on
parve alammuutkonnad.

Kihtruumide teooria on tihedalt seotud diferentsiaalgeomeetria
ithe fundamentaalsema moistega — seostusega. mille uurimisele
on dissertatsioonis antud keskne osa.

Klassikalise seostuse modiste puhul tuleb vaadelda muutkon-
naga seotud reeperite kihtkonda. Nimelt saab muutkonna igas
puutujaruumis 1opmata paljudel erinevatel viisidel valida reeperi
(s. o. n vektorit, mis koos puutepunktiga mééravad afiinse koor-
dinaadistiku selles ruumis). Tekib kihtkond — kdigi voimalike
reeperite hulk muutkonna koigis punktides. Iga kahe reeperi
korral muutkonna antud punktis leidub struktuuririthmas element
(reeperi ieisendus), mis viib iihe reeperi teiseks; jérelikult osutu-
vad kihtideks reeperite hulgad iiksikuis puutujaruumides. Seostus
muutkonnal méiirab eeskiria kihtide sidumiseks omavahel, s. o.
annab eeskirja muutkonna ithes punktis vdetud reeperi kandmiseks
tihedase punkti reeperiks. Sellist eeskirja nimetamegi seostuseks
reeperite kihtkonnas. Uldisema ehitusega kihtkondades defineeri-
takse seostus samuti kui teatud eeskiri ldhedaste kihtide sidumi-
seks. Sel juhul seotakse kihtkonna iga punktiga teatav vektorite
hulk (nn. horisontaalne koonus), mis vastava kihi puutujatasan-
diga 16ikub vaid vaadeldavas punktis ning mille moode tdiendab
kihi moodet kogu kihtkonna médtmeni. Seostus tdhendab siin
punkti sellist liikumist iihest kihist teise, nii et liikumistee igas
punktis puutub horisontaalset koonust selles punktis. Juhul kui
horisontaalsed koonused on lineaarruumid, nimetatakse seostust
lineaarseks. _

Uldiste homogeensete kihtkondade jaoks puudus seni iihtne
seostuste teooria, tipsemalt Geldes olid 1dbi to6tamata selle teoo-
ria lildised alused, mis oleksid voimaldanud iihendada mitmete
nimekate geomeetrite (Lichnerowicz, Nomizu, Kobayashi, Ehres-
mann jt.) vastavasuunalisi uurimusi. U. Lumiste doktorit66 pohi-
eesmirgist — kiésitleda homogeensete alammuutkondade parve
diferentsiaalgeomeetriat — kasvab seetotlu vélja uus iilesanne:
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arendada iildine seostuste teooria homogeensete kihtkondade
jaoks, fihendades seni tuntud eraldiseisvad tulemused sel alal.

Niisiis késitletakse dissertatsioonis kaht kiillalt ulatuslikku
ja diferentsiaalgeomeetria jaoks fundamentaalse tdhendusega
kiisimuste ringi. Seostuste teooriale on pithendatud t66 neli esi-
mest peatiikki; neljas viimases esitatakse selle teooria rakendusi,
mille vahendusel loimub samaaegselt eespool juba mﬁrgitud
pohiproblemaatika kasitlemine.

*

Oma senises uurimist6os on U. Lumiste kasutanud prantsuse
matemaatiku E. Cartani loodud ja Moskva koolkonnas (S. P. Fi-
nikov, G. F. Laptev jt.) oluliselt edasiarendatud vélisdiferentsiaal-
vormide ja diferentsiaalsete jiatkamiste meelodit. Nimetatud
meetod on muutunud tdnu eriti G. F. Laptevi toddele iitheks koige
voimsamaks lokaalseks uurimisvahendiks kaasaegses diferent-
siaalgeomeetrias (lokaalse késitlusviisi puhul piirdutakse muut-
konna uurimisega punkti fimbruses). U. Lumiste omandas selle
meetodi peensusteni ja tutvus detailselt samas valdkonnas té6tava
prantsuse koolkonna (A. Lichnerowicz jt.) uurimustega. Teda
koidab iihelt poolt Laptevi moneti formaalse iseloomuga meetodi
siigavus ja teisest kiiljest vdlismaal saadud tulemuste geomeetri-
lisus ning globaalsus (globaalse vaateviisi korral arendatakse
geomeetriline teooria vilja muutkonna jaoks tervikuna). Ta
seabki oma doktorit66 iiheks eesméirgiks nende suundade iihen-
damise.

Arendanud oma t66 algosas vajaliku aparatuuri diferentseeru-
vate kihtruumide, ka korgemat jarku kihtkondade struktuuririih-
made késitlemiseks, tuletab autor nende ruumide struktuurivor-
randid. Ta néitab viimaste, samuti ka G. F. Laptevi poolt 1961. a.
kitsama juhu jaoks saadud struktuurivorrandite globaalse iseloo-
mu. Toetudes neile vorranditele uurib ta kihtruumi struktuuri ja
ehitab iiles seostuste teooria selle jaoks; lisaks analiifisib ta
lineaarse seostuse midramise tdhtsamaid viise. T60s toestatakse,
et seostus kihtkonnas méédrab horisontaalse jaotuse abil seostu-
sed ka koigis assotsieeritud kihtkondades, samuti ndidatakse siin
G. F. Laptevi poolt teataval erijuhul antud horisontaalse jaotuse
invariantsuse tarvilike ja piisavate tingimuste globaalsus. Jirg-
nevalt esitatakse jaotuse horisontaalsuse tingimused homogeense
kihtkonna jaoks osatuletistega diferentsiaalvorrandite abil. Lopuks
uuritakse koveruse ja vdidnde vorme, ka korgemat jarku kdverus-
vorme, seda eriti detailselt reduktiivsete klhtldega kihtkondade
puhul, nédidates muuhulgas seose P. K. RaSevski ja K. Nomizu
sellealaste tulemuste vahel.

Asudes iilesehitatud teooriat rakendama votab autor kasutu-
sele kahe homogeense ruumi punktide intsidentsuse moiste. Nagu
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ilmneb, on saadud paaride muutkonda vdimalik vaadelda homo-
geensete alammuutkondade parvena, millel on homogeensete kih-
tidega kihtruumi struktuur. Edasi uurib ta seostuse indutseerimise
probleeme selles kihtruumis. Saadud tulemused iildistavad terve
rea uurijate paljusid tulemusi mitmesuguste Konkreetsete homo-
geensete alammuutkondade parvede kohta.

T66 lopposas esitatakse rakendusi konkreetsete muutkondade
puhul. Vaadeldakse niiteks m-tasandite parve projektiivses ruu-
mis ja uuritakse projektiivsete kihtruumide mitmesuguseid tag-
lastusi; samuti késitletakse siin m-siddride kongruentse.

Prof. G. Kangro onnitleb vdrsket [iiisika-matemaatikadoktorit.

U. Lumiste teaduslik areng on kulgenud nagu mddda treppi
aste-astmelt korgemale — iildisemate todede poole. Iga saavutus
tema teaduslikus biograafias on osutunud ldhtepunktiks uute
ulatuslikumate iilesannete lahendamisele. Avardub horisont, kas-
vavad probleemid, siivenevad voimed. Koigile, kes on tuttavad
tema teadusliku tegevusega, on selge, et ka doktoritéo ei tdhenda
peatumist ja et uurija tungimine teaduse piiritutesse kaugustesse
jdtkub. Need aga, kellel on onnestunud vahetult jdlgida tema
kasvu ja kes tunnevad tema ammendamatut optimismi, kaasakis-
kuvat toolusti ja kustumatut energiat, teavad, et ees ootavad
veelgi suuremad saavutused.
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PROF. GERHARD RAGOT MALESTADES

27. juunil 1968 suri Tartu Riikliku Ulikooli matemaatika
opetamise metoodika kateedri professor-konsultant Gerhard Régo.

See oli 1920. aasta siigisel, kui Gerhard Rédgo saabus Tartu
iilikooli teenistusse NovotSerkasskist, kus ta oli téotanud poli-
tehnilises instituudis professorina matemaatika alal ja veterinaa-
ria instituudis professorina fiiiisika alal. Ta oli seal lugenud
analiiiitilise geomeetria, matemaatilise analiiiisi, kujutava geo-
meetria ja iildfiiisika kursusi ning juhatanud vastavaid prak-
tikume.

Prof. G. Ridgo paistis oma andekusega silma juba kooliopila-
sena. Nii anti talle 1908. a. parast Tartu reaalkooli VI klassi
lopetamist Maarja gildi auhind. 1909. a. kevadel, oiles 10opetanud
reaalkooli tdiendusklassi, sooritas G. Régo Tartu Aleksandri giim-
naasiumi juures ladina keele eksami kogu giimnaasiumikursuse
ulatuses, et saada iilikooli sisseastumise oigust. Selleks tuli aga
tdiendavalt taotleda veel Riia Opperingkonna kuraatorilt eriluba,
sest Tartu {ilikooli iiliopilaseseisuse taotleja oli tollal alles
16-aastane.

G. Rigo kui iiliopilase tookuse ja andekuse niaitajateks on
1910. a. detsembris hobemedaliga autasustatud uurimus «Weier-
strassi ja Mittag-Leffleri lausete osa ning tdhtsus moodsas komp-
leksmuutuia funktsionaalteoorias» ning iilikooli 16petamine cand.
math. teadusliku kraadiga 1913. a. kevadel.

Tolleaegsete Tartu iilikooli professorite G. V. Kolossovi ja
A. 1. Sadovski soovitusel siirdus G. Ridgo 1913/14. oppeaastaks
Gottingeni iilikooli juurde, kus tdiendas end {ilemaailmselt tun-
tud teadlaste Carath€odory, Couranti, Hilberti, Landau ja Runge
juures. Erilise tdhtsusega G. Rédgo edaspidiste kitsamate huvi-
alade viljakujunemise seisukohalt oli aga téotamine Géttingeni
iillikooli rakendusmatemaatika  instituudis dr. v. Sandeni juhen-
damisel.

1914/15. oppeaastal oli G. Rigo matemaatikaopetajaks Tartu
kommertskoolis ja Zilova tiitarlaste eragiimnaasiumis. 1915. a:
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siigisel aga siirdus ta prol. Kolossovi soovitusel todle Novot-
Serkasskisse Doni poliitehnilisse instituuti.

Tartu iilikoolis alustas G. Rédgo t66d' professori kohusetdit-
jana rakendusmatemaatika ja mehhaanika alal. 1931. aastal
nimetati ta ordinaarseks professoriks samal alal. Aastatel 1938—
1940 oli prof. G. Rigo matemaatika-loodusteaduskonna dekaaniks.

Juba esimestest t&6aastatest peale ilmnesid prof. G. Réigo
head organiseerimisvoimed. Nii oli ta juba NovotSerkasskis mitte
ainult tunnustatud lektor, vaid ka kohaliku Eesti Seitsi esimees.
Tartu iilikoolis asutati tema initsiatiivil 1920. aastal Matemaatika
Instituut ning prof. G. Rigo tditis selle instituudi juhataja
iilesandeid kuni 1940. aastani. 1924. a., IV matemaatika ja fiiii-
sika kongressil, valiti prof. G. Rdgo Eesti matemaatika Gpetamise
komisjoni esimcheks ning 1926. a., kui Tartus asutati Akadeemi-
line Matemaatika Selts, selle esimeseks esimeheks. 1926. aastast
alates hakkas ta innukalt kaasa téotama iilikooli juures avatud
didaktilis-metoodilises seminaris, olles algul selle abijuhatajaks,
1936.—1940. a. aga juhatajaks ning kui 1940. a. seminar imber
organiseeriti pedagoogiliseks instituudiks, sai prof. G. Riago uue
instituudi direktoriks.

Prof. G. Régo peamiseks eesmirgiks kdesoleva sajandi kahe-
kiimnendate! ja kolmekiimnendatel aastatel oli koolimatemaatika
ulatuslik reformimine. Ta koostas vastavad programmid ja oppe-
raamatud. Samal ajal ei unustanud ta ka matemaatikadpetajate
ettevalmistamise ja kvalifikatsiooni tostmise vajadusi. Tema
tegevus neil aladel on pélvinud kiidusonu mitte ainult Tartu
iilikooli matemaatikutelt, vaid ka mitmed vilismaa teadlased,
nagu professorid Lietzmann ja von Sanden Saksamaalt, prof.
Oseen Rootsist ja Taani péritoluga prof. Westergaard Ameerika
Uhendriikidest, on professor Rigole kirja teel tunnustust aval-
danud.

Noukogude voimu kehtestamise jdrel 1940. aastal jétkas
prof. G. Ridgo innukat tegevust Tartu iilikoolis. Kui siin hakati
elte valmistama kaugdppeosakonna avamist, usaldati selle orga-
niseerimine prof. G. Rigo hooleks. 1941. a. veebruarist kinnitatigi
ta Tartu Riikliku Ulikooli oppeprorektori abiks korrespondents-
opetuse alal ning sama aasta juulist koos professorite Kure,
Kipperi ja Koortiga rektori asetditjateks Oppe- ja teadusliku
166 alal.

Saksa okupatsioonivoimud tacandasid prof. G. Régo iilikooli
oppeiou kohalt. Pirast nikemaid otsinguid leidis ta endale mate-
maatikaonetaja koha Tallinna tehnikumis. 1943. a. 1opul tegi
prof. G. Rigo 1dbi raske operatsiooni ning seejdrel ravis ennast
Kongutas.

T Vt. ka Maicmaatika ja kaasacg, X1V, 1k. 87 Q0.
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‘Sojajargsel perioodil oli prof. G. Rigo iikks agaramaid Tartu
iilikooli {ilesehitajaid. Juba 25. augustil 1944 kinnitati ta Tartu
Riikliku Ulikooli haldusprorektoriks. Sellel kohal toodtas ta kaks
aastat ning seejidrel vottis osa Eesti NSV Teaduste Akadeemia
organiseerimisest. Kuni 1950. aastani tootas ta Eesti NSV Tea-
duste Akadeemia Fiilisika-Matemaatika-Mehhaanika Instituudi
direktori asetiditjana teadusliku t66 alal ja matemaatikasektori
juhatajana. Nii haldusprorektorina kui sektorijuhatajana tootas’
ta aga oma pohitos, Tartu Riikliku Ulikooli teoreetilise mehhaa-
nika kateedri juhataja professori iilesannete korval.

Pirast Eesti Pollumajanduse Akadeemia eraldumist Tartu
Riiklikust Ulikoolist 1951. a. aitas prof. G. Rdgo noorel oppeasu-
tusel organiseerida matemaatika kateedrit ning oli seejdrel mitu
aastat sama kateedri juhatajaks tihiskondlikus korras..

1963. a. siirdus prof. G. Rago pensionile, jatkates t66d pro-
fessor-konsultandina teoreetilise mehhaanika kateedri juures, ning
kui 1965. a. eraldati sellest kateedrist matemaatika opetamise
metoodika kateeder, siis arvati prof. G. Rigo professor-konsul-
tandina uue kateedri koosseisu.

Seega tootas prof. G. Rigo tdie energiaga Tartu {ilikoolis
aastail 1920—1941 ja 1944—1963, s. t. iile 40 aasta. Selle aja
jooksul luges ta viga mitmeid kursusi, nagu: matemaatiline ana-
litiis, variatsioonarvutus, teoreetiline mehhaanika, hiidro- ja aero-

Prof. G. Rago wviimaselt teekonnalt.
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diinaamika, toendosusteooria, kujutav geomeetria, statistilised
. meetodid, numbrilised ja graafilised meetodid, diferentsiaalvor-
randid, hulgateooria, elementaarmatemaatika korgemalt wvaate-
kohalt, kdorgem matemaatika ja matemaatika opetamise metoodika.

Esimesel tooperioodil (1920—1941) oli prof. G. Ridgo t66 seo-
tud peamiselt matemaatika Opetamise kiisimustega. Rakendus-
matemaatika probleemid olid talle siidameldhedased kogu tema
166 kestel, kuid pakilisemad iilesanded surusid need- kérvale.
1929. a. kirJutaskl ta oma kirjas prof. Westergaardile, et ta kavat-
seb ldhemal ajal soita kuni kaheks aastaks Gottingeni ja Berliini,
et todtada teoreetilise mehhaanika alal. Ka vastav stipendium oli
talle lubatud. Et aga samale ajale langes koolimatemaatika
reformi elluviimise korgpunkt, siis ei saanud see soit teoks.

Teisel tooperioodil (1944—1963) kulutas prof. G. Rigo suu-
rema osa oma energiast organiseerimistodle ning hakkas leeven-
dama oppekirjanduse pouda matemaatika alal korgemas koolis.

Matemaatika Opetamise metoodika probleemid jdid prof.
G. Régo teaduslikus t66s domineerivaiks. Kokkuvotet oma selle-
alasest toost hakkas ta tegema viimastel eluaastatel, kirjutades
matemaatika Opetamise metoodika kisiraamatut, mis jdi aga
kahjuks téielikult l16petamata. Tema intensiivsest téotahtest anna-
vad tunnistust ka késikirjadena peaaegu valminud «Korgem
matemaatika IlI» ning «Statistika kdsiraamats.

Prof. G. Rdgo t66d on tunnustatud medaliga «3a poGsecTHBIll
TPYM B BEeJHKOH oTeuecTBeHHOI Boitne 1941—1945» 27. aprillil
1946 ning Eesti NSV Ulemnoukogu Presiidiumi aukirjaga 4. det-
sembril 1967.

30. juunil 1968 singitasid prof. G. Ridgo endised Oopilased,
kolleegid ning omaksed tema pormu maamulda Tartu Raadi

kalmistule.
0. Prinits

Prof. G. Riago triikitud t6dde nimestik

l. Mis on matemaatika ja milles on tema vaidrtus. «Noor-Eesti», 1921,
21 1k

2. Tasapinnalise analiiiitilise geomeetria pohijooned. «Loodus» 1921, 143 1k

Matemaatilise analiiitsi elemendid. «Loodus», 1922, 176 lk.

4. Algkooli matemaatika oppekava projekt. (Kaasaotorid J. Kuulberg ja

J. Nuut). — Eesti Matemaatika Opetamise Komisjoni Toimetused, 1,

1925, 30 Lk.

Matemastika siimboolika. (Kaasautorid O. Parli ja J. Sarv). — Eesti

Matemaatika Opetamise Komisjoni Toimetused II, 1925, 31 Ik,

6. Keskkooli matemaatika 6ppekava projekt. Uhes seletuskirjaga. (Kaasautor
J. Nuut). — Eesti Matemaatika Opetamise Komisjoni Toimetused, III,
1926, 86 lk.

7. Matemaatika sdnastiku tdiendused ja muudatused. Lisaga: Aruanne mate-
maatika oOpetamiskomisjoni tegevuse kohta ajavahemikus 1924—1927.

]
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10.
11.

12.

18.
19.
20.

21.
22.
23.
24,
25.

26.
27.

28.
29.
30.
31
32.

33.
34.
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(Kaasautorid: O. Pirli, J. Sarv, D. Rootsman, A, Borkvell. -- Eesti
Matemaatika Opetamise Komisjoni Toimetused, 1V. 1927. 36 lk.
Matemaatika to6raamat keskkoolile. 1 klassi kursus. «Loodus», 1928,
145 1k. )

Matematika t6oraamat keskkoolile. 1 klassi kursus. 2. triikkk. «Loodus»,
1930, 157 Ilk.

Matemaatika téoraamat keskkoolile. 11 klassi kursus. «Loodus», 1928.
95 1k.

Matemaatika tdéraamat keskkoolile. 11 klssi kursus. 2. trikk «Loo-
dus», 1930, 95 1k.

Matemaatika to6raamat keskkoolile. 111 Kklassi kursus. «Loodus», 1929,
126 1k.

Matemaatika todraamat keskkoolile. IV klassi kursus. «Loodus», 1930,
103 1k.

Matemaatika todraamat keskkoolile. V klassi Kkursus. «Loodus», 1932,
115 1k.

. Korgema tehnilise hariduse korraldamisest Eestis. Tartu Ulikooli vilja-

anne. «Postimees», 1933, 31 lk.

Matemaatika harjutusvihik algkoolile. VI klassi kursus. «Kool», 1935,
32 1k

Matemaatika harjutusvihik keskkoolidele. Algebra. 1II klassi kursus.
«Kool», 1935, 48 lk.

Matemaatika tGéraamat uuele keskkoolile. «Loodus», 1936, 255 1k.
Algebra opik keskkoolile. (kaasautor J. Griitnhal). «Loodus», 1938, 194 Ik.

Algebra harjutustik keskkoolile. (Kaasautor A. Vihman). «Loodus», 1938,
210 1k.

Matemaatika 6pik humanitaargiimnaasiumile. (kaasautor E. Etverk). «Loo-
dus», 1939, 360 Ik.

Matemaatika harjutustik humanitaargiimnaasiumile. 1 klassi kursus. (Kaas-
autor K. Ratasepp). «Loodus», 1938, 128 lk.

Matemaatika harjutustik humanitaargiimnaasiumile. 11 klassi kursus.
(Kaasutor K. Ratasepp). «Loodus», 1938, 108 Ik.

Matemaatika harjutustik  humanitaargiimnaasiumile. 111 klassi  kursus.
(Kaasautor K. Ratasepp). «Loodus», 1939, 100 Ik.

Matemaatika tdiendusopik giimnaasiumi reaalharu Il ja IV Kklassile
(Kaasautor A. Ruumet). Eesti Kirjastus, 1944, 106 Ik.

Matemaatika opik giimnaasiumi V klassile. Eesti Kirjastus, 1943, 244 [k.
Matemaatika opik keskkooli XI klassile. Eesti Riiklik Kirjastus «Tea-
duslik kirjandus», 1945, 243 1k.

Analiiiitiline geomeetria ja algebra keskkooli XI klassile. Eesti Riiklik
Kirjastus «Pedagoogiline kirjandus», 1946, 186 1k.

Analiiiitiline gcomeetria ja algebra keskkooli XI klassile. Uus triikk.
Eesti Riiklik Kirjastus «Pedagoogiline kirjandus» 1948, 212 lk.

Koérgem matemaatika. Opik rakendusalaste teaduskondade iilidpilastele.
Eesti Riiklik Kirjastus «Teaduslik kirjandus», 1948, 761 1k.

K(')rgiim matemnaatika. Eesti Riiklik Kirjastus «Teaduslik kiriandus», 1952,
758 1k. B

W3 xu3Hu n NeATenbHOCTH YeTHPEX 3aMeuaTeslbHblx MaremaTukos TapTy-
ckoro ynuBepcutera. TRU. Toimetised, vihik 37, 1955, 1k. 74—105.

Korgem matemaatika 1. Eesti Riiklik Kirjastus, 1962, 739 Ik.
Korgem matemaatika II. Eesti Riiklik Kirjastus, 1963, 588 lk.



Prof. G. Rago viimane avalik esinemine TRU Matemaatikateaduskonna
avamisel 1. I1X 1967.



Rinno Mullari 7. XII 1931—2. XII 1968.



RUNNO MULLARI

2. detsembril 1968 lahkus meie seast pérast pikka ja rasket
haigust TRU Arvutuskeskuse vanem teaduslik téotaja, fiiiisika-
matemaatikakandidaat Riinno Mullari. Ulikooli matemaatikute
kollektiiv kaotas ithe oma andekama ja viljakama liikme. Vaata-
mata sellele, et R. Mullari sai iilikooli 16petamise jirel téotada
ainult kaheksa aastat ja nendestki oli neli aastat haigevoodis,
joudis ta silmapaistvate tulemusteni kahel erialal — diferent-
siaalgeomeetrias ja teoreetilises kiiberneetikas.

Riinno Mullari siindis 7. detsembril 1931. aastal Tallinnas
pangaametniku perekonnas. Lopetanud 1949. a. Tallinna I Kesk-
kooli, astus ta samal siigisel Tallinna Poliitehnilisse Instituuti
soojusenergeetika erialale. Opingud jdid aga pooleli. Neli aastat
(1950—1954) mo6odusid Arhangelski oblasti metsatéolaagrites
(hiljem, 1962. a. anti tiielik rehabilitatsioon). Pédrast vabanemist
tootas R. Mullari Tallinnas, algul ehitus- ja transporditodlisena,
hiljem tehases «Norma» plekitéolisena, ning astus iihtlasi 1955. a.
TRU matemaatikaosakonna mittestatsionaarseks iilidpilaseks.
Sooritanud suure eduga esimese kursuse eksamid, tuli ta iile
statsionaarsesse osakonda, kus peatselt ilmnesid tema harukord-
sed voimed. Pdrast iilikooli 16petamist 1960. a. suunati R. Mul-
lari t66le TRU Arvutuskeskusse. Siin sai temast kiiresti keskuse
itks juhtivamaid uurijaid. Mdnevorra on ta olnud seotud ka iili-
kooli Oppetddga: 1961/62. G.-a. tiditis ta geomeetria kateedris
oppeiilesannet, lugedes kaugoppe-iiliopilastele diferentsiaalgeo-
meetriat. See aine kujunes R. Mullari lemmikalaks. juba iiliopilas-
polves. Diferentsiaalgeomeetriast olid kirjutatud tema silmapaist-
vad auhinnatodd ja diplomit6d, sellelt alalt oli tema kandidaadi-
véitekiri «Uurimusi eukleidilise ruumi mitmemodtmeliste pindade
teooriast», mis valmis t66 korval kolme aastaga ja mille kaits-
mine foimus 1964. a. veebruaris. Samal aastal kinnitati R. Mul-
lari arvutuskeskuse vanema teadusliku tédtaja kohale. Juba varem
oli temast kujunenud keskuse ithe t66rithma juhendaja, kes suunas
uurimusi téostuse planeerimise ja juhtimise matemaatiliste mee-
todite alal ning kirjutas ise sellesisulisi kaalukaid artikleid. Kuigi
R. Mullari jitkas t66d mitmemootmeliste pindade teooria prob-
leemide juures ka jirgnevail aastail, kujunes tema tegevuse
pohisuunaks viimasel neljal aastal teoreetiline kiiberneetika.
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Paljud tema viimastest t6édest on koostatud koos juhendatava
toorithma liikmetega.

R. Mullari oli aktiivne osavotja mitmest konverentsist nii geo-
meetria alal (Kiiev 1962, Vilnius 1963, Harkov 1964, Tartu 1965)
kui majandusmatemaatika alal (Moskva 1962, Leningrad 1963 ja
1964, Tartu 1963 ja 1966). Ta on kirjutanud mitmeid eredaid
siigava filosoofilise sisuga artikleid matemaatika ja tegelikkuse,
motlemise ja masinate vahekorrast (vt. [16], [17], [39], [34]},
sekkunud julgelt poleemikasse ajakirjanduse veergudel. Oma
ennastohverdavat t66d ei katkestanud ta ka haiguse teravnemisel.
Kahel korral (1957 ja 1964) tuli tal i{ile elada keerukas operat-
sioon. Esimene neist toi ajutise kergenduse, teine siilitas elu.
Viimasel neljal aastal ei saanud ta ise teha sammugi. Kuid isegi
voodisse aheldatuna jdi ta arvutuskeskuse juhtivaks uurijaks.
Tédhtsaimad teaduslikud nou- ja plaanipidamised keskuse t66 kiisi-
mustes toimusid sellal R. Mullari haigevoodi juures. Temalt kais
abi ja nou saamas enamik arvutuskeskuse tootajaid. Teda kilias-
tanud sobrad, tookaaslased ja iiliopilased, keda ta juhendas,
leidsid ta alati optimistlikuna, tdis energiat ja vestlusvalmidust.

Riinno Mullari kursusekaasiaste seas.

Koiki iillatas ta oma siigavate arutlustega ja uute originaalsete
ideedega. Tarka ja tagasihoidlikku suhtumist ellu, kunsti, tea-
dusse elustas sageli varjatud ja peen huumor. Siigavat austust
dratasid tema sirgjoonelisus ja mehisus, vankumatu hingejoud
ja meelekindlus, millega ta iiletas suurimadki raskused. Trotsi-
des koiki kannatusi suutis ta viheste aastate jooksul endast anda
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uskumatult palju. Tema elu ja looming oli ning jaab paljusid
innustavaks kangelasteoks. Malestus temast ei kustu soprade ja
tookaaslaste siidameis.

#*

R. Mullari uurimused diferentsiaalgeomeetrias kisitlevad
eukleidilise ruumi mitmemootmeliste pindade teooria kiisimusi.
Juba tema diplomit66 «Pinna peasihtide uurimine» oli kiips
uurimus, mille mitmed tulemused on avaldatud hilisemates pub-
likatsioonides. R. Mullari méargib, et m-mo66tmelise pinna peasihi
moiste, mille vottis kasutusele J. A. Schouten 1924. a., on leidnud
vihe rakendusi. Ta ldheneb sellele moistele uuelt vaatekohalt.
Tema késitlust voib geomeetriliselt iseloomustada jargmiselt.
Antud m-mootmelise pinna kahes punktis M ja M’ tuleb votta
m-mootmelised puutujatasandid ja nendel leida sihid, mille vahele
jddva nurga koosinusel on statsionaarne vadrtus. Kummalgi
tasandil moodustub sellistest sihtidest paarikaupa téielikult orto-
gonaalsete alamruumide siisteem. Selle siisteemi piirasendi alam-
ruumide sihid so6ltuvad ainult sihist, milles M’ liigub pinnal
punktini M, ning Mullari nimetab neid peasihtideks viimase
suhtes. Ta leiab algebralise siisteemi nende mé#iramiseks [3].
Siht, mis on peasihiks iseenda suhtes, on iseloomustatud sellega,
et pinna normaalkoverusvektori skalaarruut on selles sihis statsio-
naarne. Kui siin skalaarruut asendada pikkusega, siis on vastav
siht peasiht Schouteni mottes.

Kui puutujatasandi kdik sihid on peasihtideks antud sihi suh-
tes, siis nimetab Mullari viimast pinna parataktiliseks sihiks, kui
aga antud siht en peasiht puutujatasandi iga sihi suhtes, siis —
absoluutseks peasihiks. Ta toestab [1], et kahemddtmeline abso-
fuutne peasiht ja selle ortogonaalne tdiend puutujatasandil moo-
dustavad kaassihtide siisteemi. Tangentsiaalselt mittek6dunud
pind sellise siisteemiga on translatsioonipind. Teistest erijuhtu-
dest uurib Mullari lahemalt ithemo6otmeliste absoluutsete pea-
sihtide téieliku siisteemiga pindu, millel selle siisteemi iga kaks
sihti on lisaks veel kaassihid. Nende erijuhuks on, nagu selgub,
m-mootmelised Cliffordi pinnad hiipersfdéril (kui elliptilises
ruumis).

Vaadeldes pindu, mille punktides koik sihid on peasihid
(kolmemootmelises eukleidilises ruumis on sellisteks tasand ja
sfdar), joudis Mullari huvitava pindade klassini, mille pindu ta
nimetas maksimaalselt sfimmeetrilisteks [4,5]. Viimased kuju-
tavad endast eukleidilise ruumi R, liikumiste #m(m + 1)-para-
meetriliste alamrithmade m-moo6tmelisi orbiite. Sellist orbiiti, mis
asub oma k-ndat jarku kooldumistasandis, tdhistab Mullari Sk
Ta leiab iildise Pfaffi siisteemi, mis mdirab pinna S,.* ning
integreerib selle juhul k= 1. Sfdidri korval saab S,' = R, (kus
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n==3m(m + 3), mis asetseb hiipersidaril viimase minimaalpin-
nana. Juhul m=2 oli sellise S,' varem leidnud O. Boruvka
1928. a. (iildise m puhul, nagu hiljem selgus, ka D. Blanusa ja
A. S. Solodovnikov). Mullari uurib lisaks pinnale Sp' selle
p-mootmeliste geodeetiliste alampindade tsentrite poolt moodus-
tatavaid oindu.

TRU rektor annitleb R. Mullarit vditekirja kaitsmise puhul.

Need tulemused said aluseks R. Mullari kandidaadivéiitekirjale
[9]. Selle publitseerimata osadest miargime parataktiliste sihti-
dega pindade uurimist (tulemused on analoogilised absoluutsete
peasihtidega pindade puhul saaduile) ja pindu S,* mdiirava
Pfaffi siisteemi integreerimist juhul, kui pinna S,* 3-ndat jarku
normaaltasandi moode ei {ileta arvu 1. Lisaks tasandile ja sfda-
rile saadakse tdpselt neli tiilipi selliseid pindu.

Iseseisvat huvi pakub Mullari poolt kasutatav aparaat —
Bartels-Frenet” valemid uuel ja mugaval kujul m-mdotmelise
pinna jaoks (vt. [9], [10] ja [24]. viimases antakse nende iiksik-
asjalik tuletus).

Jargnevates uurimustes péorab R. Mullari tdhelepanu kahele
iilesandele. Tunnetanud normaalkoverusindikatrisside olulist osa
m-modtmeliste pindade teoorias votab ta nad eraldi vurimise
objektiks. Tulemusi esitas ta II iileliidulisel geomeetria konve-
rentsil [13], nende pohjalikum késitlus antakse téodes [24], [28]
ja [35]. Mullari leiab indikatrissi kni algebralise pinna jirgu
ning tasandi, millel ta asetseb; uurib koveraid indikatrissil, mis
saadakse puutujatasandi sihi pooramisel mingis kahemootmelises
sihis; annab teoreemi puutujatasandi sellise lineaarkujutuse iso-
meetrilisusest, mis indutseerib antud jarku indikatrissi iso-
meetria.

Teise iilesandena vaatleb R. Mullari m-maotmelise pinna nor-
maaltasandite kongruentsi méihispinda. Esialgse kokkuvotte
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tulemustest teeb ta Il Balti geomeetria konverentsil [19], iiksik-
asjalikum késitlus on antud téédes [24], [28] ja [37]. Sellised
mahispinnad on tihedalt seotud koverusindikatrissidega. Selgub
naiteks, et mainitud mahispind eksisteerib ainult siis, kui esimest
jarku normaalkdverusindikatrissi fasand ei 14bi pinna vastavat
punkti, kusjuures v6ib anda lihtsa konstruktsiooni tema punkti
leidmiseks selle tasandi jargi.

Oma viimases posthuumselt avaldatud td66s pinnateooriast
[37] ei rahuldu R. Mullari veel oma tulemuste esitustega eel-
mistes publikatsioonides, vaid téotab need pohjalikult {imber,
tehes seejuures mitmeid tdiendavaid uurimusi, ning votab sel
viisil kokku olulisema oma kandidaaditédle jdrgnenud tbéddest
diferentsiaalgeomeetria alal.

Suurem osa R. Mullari triikis ilmunud té6dest tutvustab
tema kiiberneetika-alaste uurimuste tulemusi. Eeskidtt on need
seotud just matemaatiliste meetodite ning kaasaegse arvutus-
tehnika rakendamisega tootmise planeerimisel v6i juhtimisel.

Oma esimestes téodes selles valdkonnas ({61, [7], [8], [11])
kédsitles Mullari vastavate iilesannete matemaatilisel sonastamisel
kerkivaid kiisimusi ja selgitas vajalikke pohisdltuvusi. Samal ajal
vottis ta aktiivselt osa ka saadud tulemuste jarkjargulisest prak-
tikasse juurutamisest ning i{ildse elektronarvutite tegelikust kasu:
tamisest tehase voi tema iiksikute tsehhide 166 planeerimisel
(iilevaade monede selliste t66de tulemustest on avaldatud artik-
lites [12], [14], 1201, [21] [25], [26] ja [35]).

Nende esimeste toode ning vastava juurutustegevuse kiigus
kujunesid R. Mullaril ja tema kaastdolistel juba moningad iildised
seisukohad ning kavandusid ka konkreetsemad ldhenemisviisid
kalendrilise planeerimise {ilesannete matemaatilisele lahendami-
sele (vt. [15], [18], [22] ja [36]). Nende uurimuste kiigus
viljatcotatud iildise skeemi kohaselt peab iileminek kogemuslik-
intuitiivsetelt planeerimis- ja juhtimismeetoditelt matemaatilistele
toimuma tingimata etapiviisiliselt, juhtimise iiksikelementide jark-
jargulise formaliseerimise teel. Uksikasjalikumalt ning tdpsusta-
tult esitas R. Mullari need ideed artiklis [30], eriti aga ulatusli-
kus artiklis [38], mis osalt jdi kiill mustandisse ning mille 15p-
liku vormistamisega tegelevad tema lihemad kaastddlised.

Uheks olulisemaks kiisimuseks kalendrilise planeerimise iiles-
annete lahendamisel on juhuslikkuse osatdhtsuse arvestamise
viis. Agedalt voitles R. Mullari niisuguste iisna levinud seisu-
kohtade vastu, mille kohaselt juhuslikkust ignoreerides piiiiti
pikemaiks ajavahemikeks ette koostada rangeid kalendrilisi graa-
fikuid. Mullari nditas, et selliste graafikute tditmise ndue osutub
tooimist segavaks, mitte seda soodustavaks faktoriks. Vastu-
kaaluks esitas ta niisuguste nn. orienteerivate graafikute
koostamise idee, milles juhuslikke suurusi arvestatakse nende
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keskvdartuste . ja jaotusseaduste kaudu. Vastavate jaotusseaduste
selgitamist ning uurimist pidas Mullari esmajargulise tihtsusega
illesandeks, piihendades viimastel aastatel nendele kiisimustele
oma pohitdhelepanu. Sealjuures toonitas ta korduvalt, et nende
seaduspidrasuste selgitamine ei saa ega tohi toimuda mingi
konkreetse ettevotie tegeliku tootmise jilgimise teel. Saadavate
tulemuste iihekiilgsuse valtimiseks otsustas Mullari kasutada
tootmise kdigu imiteerimist vastavate kiiberneetiliste mudelite
abil. Nende uurimuste tulemustest joudis ta avaldada artiklid
[29] ja [31], kus muuhulgas néiteks antakse ooteaegade hinnan-
gud (mis osutuvad praktikaga paremini kooskdlas olevateks;
kui seda on Hints$ini tuntud valemist saadavad hinnangud),
toestatakse orienteerivate graafikute meetodi mitmeid eeliseid,
uuritakse ning vorreldakse to6de forsseerimise vorme jne.

Peale tehase voi tsehhi t66 planeerimise ja juhtimisega seotud
kiisimuste analiifisimise vottis R. Mullari aktiivselt osa ka mit-
metest teistest majanduskiiberneetika-alastest uurimustest. Nii
nditeks loodi just tema ideedele tuginedes uus originaalne
bilansimaatriksite péoramise meetod (vt. [23], [27]), mis juba
mitme aasta véltel leiab tegelikku kasutamist t66stusharudevahelise
bilansi koostamisel nii Eesti NSV-s kui ka teistes Balti vaba-
riikides. Samuti voib maérkida tdisarvuliste planeerimisiilesannete
unt lahendusmeetodit [32], milles Dantzigi lihtne idee on oskus-
likult seostatud moningate kombinatoorsete votetega.

Riinno Mullari koos abikaasaga.

Kuigi nimetatud uurimused jatkuvad niiiid juba ilma Riinno
Mullari isikliku osavotuta, voib teda tdie oOigusega lugeda ka
paljude tulevaste td6de kaasautoriks. Niivord rohkesti originaal-
seid ideid jattis ta oma kaastdotajatele, jaddes ise neile alaliseks
eeskujuks oma mehisuse, tddarmastuse ja mottejulgusega.

U. Kaasik, U. Lumiste
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R. MULLARI TROKiIS ILMUNUD TOOD!'

O noOBepxXHOCTSIX C NMOJSIMH a6COMOTHO TWIaBHBIX HanpaBneHHH TRU Toimeti-
sed, vihik 102, 1961, lk. 275—288.
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ENSV matemaatikute ja fiiiisikute II teaduslik-pedagoogilise konverentsi
lithiettekannete kogumik. Tartu, 1962, lk. 64—67.

O rsaBHBIX HanpaBJeHMAX m-MepHoi nosepXxuoctd. [Hoxnagn AH CCCP,
T. 144, Ne 5, 1962, 1k. 989—992.

O MakcHManbHO CHMMETPHUHBIX MOBEPXHOCTAX MHOTOMEDHOrO eBKJHAGBA MpO-
crpancTea. Ileppas Bcecoro3Hasi reoMerphueckas KoHdepeHuus 25 wmas -—
2 wiona 1962 r. Tesucsl M aHHOTAUHH 06G30pHBIX NOK/AAJ0B M KPaTKUX COOG-
utenuit. Kues, 1962, 1k. 73.
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O naanupopanud pa6oTol MexauHuecKux uexos. Hayunble Tpynm (Mockos-
CKH  MIDKEHEPHO-3KOHOMMYECKHH MHCTHTYT), 1962, Bunin. 19, lk. 186—I131
(kaasautor U. Kaasik).

Matemaatiliste meetodite rakendamisest td6stusliku tootmise planeerimi-
sel. — «Eesti Kommunists, 1962, nr. 7, lk. 38—44 (kaasautor L. Véhandu).

Matemaatiliste meetodite rakendamisest tehase t66 kalendrilisel planeeri-
misel. Majandusliku analiiisi alane teaduslik konverents 11.—13. okt.
1963. Teesid. Tartu, 1963, lk. 23—25 (kaasautor U. Kaasik).

Hcenenopanuss nmo TeopuH MHOTOMEPHBIX NOBEPXHOCTEH E€BKJHAOBA NPOCTPaH-
crBa. ABropedepar QHCC. HA COMCKaHHE YueH. CTEl. KaH/. (H3.-MaT. HayX,
1963, 7 lk.

®opMynn PpeHe AN MHOroMepHoit noBepXHOCTH. Tesucwt noksana Ilepsod
[TpubanTuiickoit reoMeTpUyecKoll KOH(epeHUHH Mo BonpocaM AxpbepeHHalb
10M reoMeTpHH. JIMTOBCKMH MaTemaTHuyeckui cGopuuk, T. 3, Ne 2, 1963,
k. 242.

. K 3anaue xaJjennapsoro niaHMpoBanus paGoTel Lexa. Te3HCH JOKJajoR

MeXBY30BCKOfi nayunoit koudepenuuH «[IpumeHeHne MaTeMaTHKH H 3JeKT-
POHHO-BHIUUCAHTENbHON TEXHUKH B SKOHOMHKe». Jlenunrpan, 1963, lk. 46—48.

. Majandusmatemaatika-alaseid t6id Tartu Riikliku Ulikooli Arvutuskesku-

ses. — Malemaatika ja kaasaeg, 11, 1964, lk. 47—50 (kaasautorid:
U. Kaasik, E. Saareste).

. Mlupukatpucnl kpunusubl. Tesucw aoxnanos Bropoi DBcecolosmoit reoMerpu-
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woro ueurpa Taprtyck. yn-ta, 1964, Ne 4, lk. 3—67 (kaasautorid: S. Luht,
M. Rahendi, M. Krull).

. Kalendrilise planeerimise iilesannete matemaatiline lahendamine. — Mate-
maatika ja kaasaeg, 111, 1965, lk. 40—47 (kaasautor U. Kaasik).
Matemaatika ja tegelikkus. - Matemaatika ja kaasaeg, VIII, 1965, Ik.
3—11L

Masinad ‘ja motlemine, — Matemaatika ja kaasaeg, IX. 1965, lk. 40—5l.
Matemaatiliste meetodite rakendamisest tehase t66 kalendrilisel planeeri-
misel. TRU Toimetised, vihik 169, 1965, lk. 55—62 (kaasautor U. Kaasik).
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1 Selles nimekirjas on esitatud koik kdesoleva kirjutise autoritele teada

olevad triikis avaldatud R. Mullari t66d (peale ajaleheartiklite).
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IMocTpoenue Ha 32BOJe <MAIIHHHOR» CHCTEMBbl TEKYLUETO YNpPaBJeHHs Tpo-
uasoacteoM. Tpymsl BeruncaurtensHoro ueutpa Taptyck. yu-Ta, Bhin. 17, 1969,



PROFESSOR 1. K. ANDRONOV 75-AASTANE
J. Gaiduk, O. Prinits

3. juunil 1969 sai 75-aastaseks
NSVL Pedagoogika Teaduste Aka-
deemia korrespondeeriv liige, Vene
NEFSV  teeneline teadlane, Moskva
obiasti N. K. Krupskaja nim. Peda-
googilise Instituudi professor Ivan
Kozmit§ Andronov.

I.. K. Andronov siindis Novosili
linnas Tuula kubermangus. Pedagoo-
gilist tegevust alustas ta juba pérast
keskkooii 16petamist. Erihariduse
omandas ta opetajate instituudis ja
Moskva P. G. Selaputini nim. Peda-
googilises Instituudis. 1920. a. sai
temast pedagoogilise oppeasutusena
tegutseva Pedagoogilise Akadeemia
oppejoud. 1925, a. omistati talle aga
juba professori kutse. Alales 1930. a.
kuni tdnaseni todtab prof. Andronov
Moskva oblasti Pedagoogilises Insti-
tuudis, juhatades korgema algebra,
elementaarmatemaatika ja matemaa-
tika oOpetamise metoodika kateedrit.
Alates 1957. a. on ta Pedagoogika
Teaduste Akadeemia korrespondeeriv
Prof. I. K. Andronov ja dots. J. M. liige.

Gaiduk. Koolimatemaatika areng nduko-
gude kooiis on suurel mdiiral clnud
mojustatud prof. Andronovi tegevusest. Ta on olnud kaastegev juba esimeste
koolimatemaatika programmide viljaloétamisel ning viimastel aaslatel popu-
laarse matemaatika Opetamise metoodika alase seminari juhatajaks Peda-
googika Teaduste Akadcemia juures, kus arutatakse koolimatemaatika moderni-
seerimise kilsimusi.

Teaduslik produkisicon on pref. Andronovil seotud hulktahukate tecoriaga
ning matemaatika ja matemaatika Opetamise ajaloo kiisimustega. Viimasesse
valdkonda kuulus ka tema ettekanne 1966. a. Moskvas toimunud rahvusvahe-
lisel matemaatikute kongressil.

I. K. Andronovi t66d on hinnatud Lenini ja T6opunalipu ordeni viiriliseks.
75. siinnipdeva puhul autasustati prof. Andronovit N. K. Krupskaja medaliga.

Kuigi prof. Andronov ei ole seotud otseselt koolimatemaatika arenguga
Eestis, on tema positiivne suhtumine siinsetesse piiiidiustesse selle edasimine-
kuks siiski kaudselt kaasa aidanud. Am tI'ku ononendina jagas ta kiitust
Eesti Pollumajanduse Akadeemia vanemdopetaja Sinaiida Riivese vaitekirjale.

Kuigi keelekiisimused moningaid raskusi valmistavad, nimetab prof. And-
ronov ennast siiski ka «Matemaatika ja kaasajas lugejaks.

12 Matemaalika ja kaasacg XVI ‘]77



SERGEI LVOVITS SOBOLEV!
J. L. Gilderman ja T. f. Zelenjak

1968 tdhistas mate-
maatika dldsus silmapaistva nouko-
gude matemaatiku akadeemik S. L.
Sobolevi 60. siinnipieva ja 40-aastast
teaduslikku ja pedagoogilist tegevust.

S. L. Sobolevi hiilgav matemaati-
line talent avaldus juba viga vara-

6. oktoobril

kult. Oma esimese teadusliku t&6
kirjutas ta Leningradi ilikooli lidpi-
lasena, kus tema opetajateks olid
Peterburi matemaatikakoolkonna sil-
mapaistvad  esindajad  professorid
N. M. Giinter ja V. 1. Smirnov. Selle
kooli traditsioonid on seotud P. L.
TSebosovi, A. M. Ljapunovi, V. A.
Steklovi, A. A. Markovi, S. N. Bern-
Steini, I. M. Vinogradovi jt. nime-
dega. Nende traditsioonide vdaarikaks
jatkajaks kujunes S. L. Sobolev.

! Kiesoleva kirjutise saatsid «Ma-
temaatika ja kaasajale» J. 1. Gilder-
man ja T. l. Zelenjak Novosibirskist.
Vene keelest tolkis E. Tamme.
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S. L. Sobolevi esimene loomingu-
periood on seotud t66tamisega NSVL
TA Seismoloogia Instituudis Lenin-
gradis, Oma selle aja to6des andis
Sobolev  normaalselt  hiiperboolset
tiiipi vorrandi Cauchy iilesande lahen-
damiseks printsipiaalselt uue meetodi,
mis kajastab selle iilesande fiiiisikalist
olemust. Ta konstrueeris nondanime-
tatud regulaatori, mis vo6imaldab
taandada lahteiilesande hoopis lihtsa-
male iilesandele — Volterra integraal-
vorrandi lahendamisele. S. L. Sobo-
lev koos V. I. Smirnoviga 16id uue
funktsionaalselt invariantsete lahen-
dite meetodi, mis vdimaldas lahen-
dada rea tahtsaid probleeme hiiper-
boolset tiilipi vorrandite kvalitatiivses
teoorias.

Neis ja jdrgnevais uurimustes
vottis Sobolev kasutusele matemaati-
lises analiilisis printsipiaalselt uue
moiste —  iildistatud funktsiooni
moiste, mairatledes selle kui funkt-
sionaali teatavat arvu tuletistega
funktsioonide ruumis. Seda mbdistet
kasutades andis ta uue meetodi teist
jarku lineaarsete normaalselt hiiper-
boolset tiiipi vorrandite Cauchy dles-
ande lahendamiseks iildistatud funkt-
sioonide klassis, luues sellega nende
vorrandite tervikliku teooria ja de-
monstreerides uue kontseptsiooni loo-
mulikkust. Samu ideid rakendas So-
bolev edukalt ka difraktsiooniteooria-
alastes uurimustes. Tadnapieval etendab
uldistatud funktsioonide teooria olu-
list osa teoreetilises fiiiisikas, samuti
osatuletistega  diferentsiaalvorrandite
iildise teooria reas kiisimustes.

1934. aastal siirdus S. L. Sobolev
Moskvasse, asudes juhtima Teaduste
Akadeemia V. A. Steklovi nim. Mate-
maatikainstituudi  diferentsiaal-  ja
funktsionaalvorrandite osakonda, Siin
jdtkas ta osatuletistega diferentsiaal-
vorrandite teooria alaseid uurimusi.
Tahtsaks panuseks selles teoorias on
Sobolevi t66d elliptilist tiiipi diferent-
siaalvorrandite alal. Neis t66des on
wuritud seoseid ruumide Wy vahel,
mida niiid nimetatakse Sobolevi ruu-
mideks. Nende ruumide sisestamise



teooria voimaldas Sobolevii variat-
sioonmeetodite  abil  piistitada ja
lahendada elliptilist tdiipi vorrandite
rajaiilesandeid, kasutades seejuures
iilldistatud lahendeid, mis on Le-
besgue's moéttes integreeruvad koos
oma tuletistega kuni teatava jirguni.
Seejuures osutus véimalikuks anda
selliste lahendite korral lubatavate
rajatingimuste taielik kirjeldus.

Hinnates lahendeid ruumide W,
normides lahendas Sobolev hiiper-
boolset tiiipi kvaasilineaarse vorrandi
Cauchy ilesande ja uuris lainevér-
randi segaillesannete kvalitatiivseid
omadusi. Ta vottis kasutusele funkt-
sionaalruumid, mis osutusid lahendite
aprioorsete hinnangute tuletamisel ja
seejdrel iildiste funktsionaalanaliiiisi
meetodite rakendamisel kdige sobiva-
mateks. Sobolevi ruumid W, osutu-
sid sobivateks ka matemaatilise fiii-
sika vorranditega seotud mitmete
probleemide lahendamisel ja nende
vorrandite kvalitatiivse teooria loomi-
sel. Funktsionaalruumide sisestamise
teooria on ténapdeval tihtis mate-
maatilise analiiiisi osa ja seda kasu-
tavad paljud noukogude ning vilis-
maa matemaatikud osatuletistega
diferentsiaalvérrandite uurimisel. -

S. L. Sobolev on palju tihelepanu
piithendanud rakenduslikele dlesanne-
tele. Tema uurimused vedelikuga t3i-
detud Gonsa vurri teoorias viisid uvute
suundade tekkimisele osatuletistega
diferentsiaalvorrandite alal ja funkt-
sionaalanaliiiisis.  Vurri  stabiilsuse
uurimisel kasutas Sobolev oluliselt
enesekaasoperaatori moistet  indefi-
niitse  meetrikaga ruumis. Sellega
seoses piistitas ta probleemi: konst-
rueerida vastavate spekiraaliilesannete
itldistatud lahendid ja kasutada neid
vastavate evolutsioonivorrandite kva-
litatiivsel uurimisel. Selle problemaa-
tika valjaarendamine etendas edasises
olulist osa iildistatud omafunktsioo-
nide jidrgi reaksarendiste teoorias,

Tahtsal kohal Sobolevi uurimustes
on arvutusmatemaatika-alased t66d.
Ta oli itks esimesi noukogude mate-
maatikuid, kes kasutas elektronarvu-
teid rakenduslike iilesannele lahenda-
misel. Tema esitatud siigav analiiiis
viis arvutusalgoritmi sulundi mdis-
teni, mis voimaldab hinnata antud
algoritmi omadusi.

j0%

1958. a. siirdus S. L. Sobolev
toole Novosibirskisse. Neil aastail
suundusid tema teaduslikud huvid
kubatuurvalemitele kordsete _integraa-
lide arvutamiseks. Uurides valemi
viga kui funktsionaali -.mitmesugustes
funktsionaairuumides,  taandas ta
selle funktsionaali leidmise iilesande
politharmoonilise  vdrrandi lahenda-
misele, kusjuures vorrandi paremaks
pooleks on iildistatud funkfsioon.
Kasutades enda loodud iildistatud
funktsioonide aparaati ja sisestamise
teoreeme, selgitas Sobolev optimaal-
sete kubatuurvalemite iseloomu, tule-
tas vea funktsionaali normi hinnan-
guid, mis vdimaldas teha rea tidhtsaid
jareidusi optimaalsete kubatuurvale-
mite ning nendes valemites kasutla-
tavate vorkude ja kordajate iseloomu
kohta. Paljude aastate uurimuste {iule-
mused on koondatud tema {iriikis
olevasse fundamentaalsesse  mono-
graafiasse «Teopus KyGaTypHHIX ¢op-
MYJI»,

S. L. Sobolevi teaduslikud saavu-
tused on leidnud laia teadusliku
iildsuse tunnustuse. 1933. a. valiti ta
NSVL TA  korrespondentliikmeks,
1939. a. — tegevliikmeks. Sobolev on
Pariisi Teaduste Akadeemia {fegev-
liige, paljude iihingute ja akadeemiate
liige, mitmete Noukogude Liidu ja
vilismaa iilikoolide professor (1935.
aastast on ta Moskva iilikooli pro-
fessor). Akadeemik Sobolevi kirjuta-
tud monograaliad ja opikud on terve
pdlvkonna néukogude matemaatikute
igapdevasleks kasiraamatuteks ning
neid on tolgitud mitmetesse keeltesse.
Sealjuures suudab Sobolev intensiivse
teadusliku uurimistéé edukalt iihen-
dada ulatusliku pedagoogilise ja
ithiskondliku tegevusega.

Uhena Siberi teadusliku
loomise initsiaatoritest organiseeris
ta matemaatika instituudi. mis oma
olemasolu 10 aasta jooksul on Sobo-
levi juhtimisel kasvanud iileliidulise
ja rahvusvahelise tahtsusega mate-
maatikakeskuseks.

Noukogude wvalitsus on korgelt
hinnanud S. L. Sobolevi teaduslikku,
pedagoogilist ja  organisaatorlikku
tegevust. Ta on riikliku preemia lau-
reaat, sotsialistliku t66 kangelane,
teda on kuuel korral autasustatud
Lenini ordeniga.

keskuse
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AKADEEMIK LEV PONTRJAGIN 60-AASTANE

0. Lumiste

Viimastel aastakiimnetel voib kogu
maailma matemaatika-alases kirjan-
duses sageli leida termineid —
«Pontrjagini duaalsuseseadus», «Pontr-
jaginl klassid», <«Pontrjagini maksi-
mumprintsiip» jt. Teadlaseks, kelle
nimega on seotud need maisted, on
silmapaistev noukogude matemaatik,
NSVL TA akadeemik Lev Semjono-
vitS Pontrjagin.

Siindinud 3. septembril 1908 Mosk-
vas ametniku perekonnas, tuli tal
oma haridusteed alustada mitte giim-
naasiumis, isegi mitte mirksa odava-
mas reaalkoolis, vaid lihtrahvale
mdeldud linnakoolis. Noormees oli
14-aastane, kui juhtus suur &nnetus
— plahvatuse tagajérjel kaotas ta
nidgemise, mida ei onnestunud enam
kunagi taastada. Ainult {4nu ema
ennastsalgavusele, kes faktiliselt vot-
tis oma olgadele poja isikliku sekre-
tari kohustused, lugedes talle ette
teaduslikku kirjandust, vormistadss
trikiks tema loomingut, parandades
teoste korrektuurpoognaid jms., ei
ldinud noorukis peituv talent kaotsi
noukogude ja maailma teadusele.

Onnetus ei pidurdanud &pingnid
ja 1925. a. asus L. Poniriagin juba
16-aastase mnoormehena Moskva iili-
koolis matemaatikat &ppima. Kohe
ilmnesid tema ainulaadsed vdimed ja

huvide laius. Erilise tdhelepannga
kuulas ta topoloogia, diferentsiaal-
geomeetria ja tensoranaliiiisi ning

algebra loenguid. Himmastusega jil-
gisid kaasiiliopilased, kuidas ta jit-
tis meelde tensorarvutuse keerulise-
maidki valemeid ainult kuulm’'se
jargi, midagi iles mirkimata. Pea-
miseks huvialaks kujunes tal {ilikonli-
pdevil topoloogia ning ldhimaks one-
tajaks P. S. Aleksandrov. Eelviimasel
kursusel avaldas L. Pontrjagin oma
esimesed kaks uurimust, milles andis
Alexanderi duaalsuseseadusele esiaigu
tugevama ning seejdrel iildistatud
kuju. Siit sai alguse tema esimene
topoloogia-alaste uurimuste tsiikkel,
mille tipuks on 1932. a. — juba
parast ilikooli 16petamist (1929) t{oes-
tatud klassikaline tulemus, mis seob
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eukleidilise ruumi iga tdkestatud kin-
nise hulga Betti rithmad selle tiiendi
Betti rithmadega. Seda tuntaksegi
«Ponirjagini duaalsuseseadusenas.

Selle seaduse toestamisel tootas
L. Pontrjagin vilja kommutatiivsete

rithmade karakterite teooria, mille
loomine suunas tema teaduslikud
huvid uude valdkonda — tollal alles

arenevasse topoloogilisse algebrasse.
Ka siin saavutas ta silmapaistvaid
tulemusi. Ta selgitas tiielikult kom-
paktsete rithmade ja kommutatiivsete
rithmade struktuuri, toestas, et ain-
sateks lokaalselt kompaktseteks sidu-
sateks kaldkorpusteks on reaal- ja
kompleksarvude korpused ning kva-
ternioonide kaldkorpus. Klassikalises
Lie’ riilhmade teoorias onnestus tal
lahendada E. Cartani poolt seatud
iilesanne: arvutada viilja nende Betti
rithmad.

Parast iilikooli  ISpetamist  sai
L. Pontrjagini pohit66kohaks NSVL
TA  Matemaatikainstituut  (praegu
V. A Steklovi nimeline) Moskvas.
Alates 1935. a. on ta doktor ja iiht-
lasi ka Moskva iilikooli professor.
Oma uurimused topoloogilise algebra
alal vottis L. Pontriagin kokku mono-
praafias «Pidevad rithmad», mis ilmus
1938. aastal ja tolgiti otsekohe ing-
lise keelde. Suureks tunnustuseks
tehtud toé6le oli L. Pontrjagini vali-
mine 1939. a. NSVL TA Kkorrespon-

dentliikmeks. Kahe aasta pirast,
1941. a. sai autor mainitud teose
eest riikliku preemia laureaadiks.

Hiljem, 1954. a. valmis raamatu teine,
tdiendatud véljaanne, mis tolgiti ka
saksa keelde. See monograafia jiidb
alaliseks  matemaatilise  kirjanduse
klassika kullafondi.

L. Pontrjaginile kuuluvad vair-
tuslikud tulemused ka topoloogia di-
mensiooniteoorias. Mainime siin tema
huvitavaid niiteid «dimensioonivaegu-
sega» kontiinumite (ehk nn. «Pontr-
jagini pindade») kohta, millega ta
likkas timber hiipoteesi dimensioonide
liitumisest mistahes kompaktide topo-
loogilisel korrutamisel. Sellest peale
sai selgeks homoloogilise dimensiooni



moiste otstarbekus ja vajadus aren-
dada selle teooriat. Homotoopilise
topoloogia valdkonnas klassifitseeris
L. Ponirjagin  ( n 4 k)-mootmelise
sfdari kujutused n-modtmelisse sfdari,
kui k=1, 2 ning t6i juhu £>=3
kiésitlemisel sisse diferentseeruva
muutkonna karakteristlikud  klassid,
mida praegu tuntakse Pontrjagini
klassidena !.

Alustanud juba 1930. aastail mdne
esialgu episoodilise t66ga vonkumiste

! Hiljuti saavutas noor noukogude
matemaatik S. P. Novikov seoses
nende karakteristlike klassidega sil-
mapaistva tulemuse, tGestades, et
Pontrjagini klassid on invariantsed
diferentseeruva muutkonna mistahes
homéomorfismi korral (vt. Matemaa-
tika ja kaasaeg, XIV, lk. 107).

ja reguleerimise teooria alal, organi-
seeris L. Pontrjagin 1952. aastal se-
minari selle teooria siigavamaks uuri-
miseks. Ilmnes tema talendi uus kiilg
— oskus vormistada loodusteaduste
ja tehnika vajadustest tulenevaid ma-
temaatilisi iilesandeid. Seminari tuu-
mik saavutas kiiresti edu, mille tule-
musena  kujunes nn. «Pontrjagini
maksimumprintsiibile» tuginev  opti-
maalsete protsesside teooria.

Alates 1958. aastast on L. Pontr-
jagin NSVL TA akadeemik. Koos
kaastootajatega kirjutatud monograa-
fia «Optimaalsete protsesside mate-
maatiline teooria» (1961) ilmumisele
jargnes 1962. a. Lenini preemia omis-
tamine autorite kollektiivile. L. Pontr-
jaginit on autasustatud ka mitmete
ordenite ja medalitega, sealhulgas
Lenini ordeniga.

AKADEEMIK SERGE{I NATANOVITS BERNSTEIN
M. Abel

1968 lakkas tuksu-

27. oktoobril

mast 20-nda sajandi silmapaistva

matemaatikaklassiku fliisika-mate-
maatikadoktori NSVL Teaduste Aka-
deemia  akadeemiku S. Bern$teini
siida.

S. Bernstein sfindis 6. maértsil
(22. veebruaril) 1880 Odessas tead-
lase perekonnas. Ta oppis Prantsus-
maal Sorbonne’i iilikoolis, mille I&pe-
tas 1899. a. Pirast iilikooli l6petamist
todtas S. BernStein moned aastad
Pariisis  ja seejarel Gottingenis
1905. a. tuli ta tagasi Venemaale,
juba teaduste doktorina. Sellele vaa-
tamata tuli tal 1906. a. sooritada
Peterburis magistrieksamid ning
kaitsta magistrivditekiri, mida ta
tegigi Harkovis a. 1908. Fiiiisika-
matemaatikadoktori nimetus omistati
S. Bern3teinile 1913. a. 1925. a. valiti
S. Berndtein Ukraina NSV Teaduste
Akadeemia litkmeks ning 1929, a.
NSVL Teaduste Akadeemia akadeemi-
kuks. Alates 1933, aastast elas ta
Leningradis, kus t66tas kuni Suure
Isamaasojani. Parast s6ja 16ppu asus
teadlane Moskvasse elama.

Akadeemik S. Bernsteini loomingu-
lised uurimused kuuluvad peamiselt
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matemaatilise analiiiisi, [unktsiooni-
teooriasse ning toendosusteooriasse.
Kbigis neis matemaatika valdkonda-
des tegeles ta koige raskemate ja
olulisemate probleemidega, tuues
uusi, originaalseid ideid.

Akadeemik S. Berns$tein on funkt-
sioonide ldhendamise teooria looja.
Ta on kirjutanud rea toéid funktsioo-
nide lahendamisest algebraliste ja
trigonomeetriliste poliinoomidega. See-
juures ta ei piirdunud {iksnes vaadel-
dava problecni téieliku lahendami-
sega, vaid ndgi selle probleemi uusi
uurimissuundi. n&idates funkisiooni
f(x) diferentsiaalsete omaduste ja
tema parimate ldhendite jada E.(J)

kahanemiskiirusevahelist soltuvust,
piistitades ja lahendades terve rea
funktsioonide  ldhendamise teooria

pohiprobleeme. Nende uurimustega oli
rajatud alus uuele suunale analiiiisis,
mida akadeemik S. Bernstein nime-
tas konstruktiivseks funktsiooniteoo-
riaks,

Eriline koht tema t6odes on reaal-

muutuja  analiiiitiliste funktsioonide
uurimisel. Ta nditas, et mistahes
analiliitiline reaalmuutuja funktsioomn

on esitatav kahe absoluutselt mono-
toonse funktsiooni, (s. o. samamargi-
liste tuletistega funktsioonide) vahena.

Samuti kuulub talle terve rida
uurimusi kvaasilineaarsete funktsioo-

nide teooria ja elliptilist lidpi osa-
tuletistega diferentsiaalvorrandite
teooria vallast. Tema- t66d toendosus-
teooriast kuuluvad vidga erinevatesse
suundadesse, nagu toendosusteooria
aksiomaatika, normaalse korrelatsiooni
pohjendamine iildisc korrelatsiooni-
teooria abil, téendosusteooria raken-
damine bioloogia ja majanduse Kkiisi-
musiesse  ja  tGendosusteoreetiliste
meetodite kasutamine funktsioonide
lihendamise teoorias.

Akadeemik S. Bernstein vbottis.
akfiivselt osa ka thiskondlikust elust.
Teda on autasustatud Toopunalipu
ordeniga ja Lenini ordeniga.

S. Bernsteini sulest on ilmunud
ligi 300 teaduslikku té6d. 1941, a.
omistati .talle NSV Liidu riiklik pree-
mia. Tema téode erilist tdhtsust
rohutab see, et isegi 20-nda sajandi
alguses kirjutatud t66d on siilitanud
kaasajal oma aktuaalsuse.

Akadeemik S. BernSteini valimine
Pariisi Teaduste Akadeemia vilismai-
seks litkmeks 1955. a. (korrespondee-
rivaks liikmeks juba 1928. a.) néitab.
ilmekalt tema silmapaistvate uuri- °
muste tahtsust iilemaailmses ulatuses..

NSVL Tcaduste Akadeemia otsu-
sega avaldali tema t66d neljakoite-

EESTI NIMEKATEST KOOLIMATEMAATIKUTEST

chk

470
E. Luht, E.

Eesti koolimatemaatika- csimesed
vorsed parinevad moodunud sajandi
algusest, kui tritkist ilmusid esimesed
cestikeelsed matemaatika kooliraama-
tud. Tolleacgsed pastorid Peter Hinrik
Frey ja ‘Olto Wilhelm Masing oma
matemaatika kooliraamatutega taotle-
sid maarahva lastele aritmeetiliste te-
hete ja tol ajal kehtinud keerukate
mootude siisteemi oOpetamist.’

Eesti rahvusliku 4rkamisaja pe-
rioodil olid matemaatika dpetamise
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lise kogumikuna (1952—1964), kus-
juures voorkeelsed artiklid  esitat?
venekeclses tolkes.
1 60

Meidla, O. Prinits
cesmirgid  juba  avaramad.  Uhelt

poolt taotleti eestlastele ulatusiikuma-
te matemaatikaalaste teadmiste and-
mist, mis holmasid kiisimusi ka algeb-
ra ja geomeetria valdkonnast. Teiselt
poolt tousid pdevakorrale matemaa-
tika Opetamise metoodikaga scotud

' Lihemalt vaata. .L. Vohandu.
Vanemast ecstikeelsest matemaatili-
sest kirjandusest. — Matemaatika
ja kaasaeg, IV, 1k 6267



probleemid. Vastavate raamatute auto-
riteks olid niiiid peamiselt "koolmeist-
rid, nagu J. Kapp, J. Kurrik, R. Kal-
las ja J. Tiilk.2

Kolmas periood meie koolimatemaa-
tika arengus algab csimcese cesti ma-
temaatikakongressiga 1917. aastal ja
jdtkub Eesti Matemaatika Opetamise
Komisjoni tegevusega kicsoleva sa-
jandi kahekiimnendatel ja kolmekiim-
nendatel aastatel. Sellel perioodil on
koolimatemaatika arcngu  juhtijaiks
ainult korgema haridusega matemaa-

2 Lihemalt wvaata. U. Lumiste
Lehekiilgi matemaatika ajaloost Ees-
tis. -— Matemaatika ja kaasaeg, 1V,
k. 70— 81

Elmar Etverk siindis 23. juulil
1899. a. Virumaal Vihula vallas Sa:
fatse kiillas Madi talus. Alghariduse
sai ta Vihula ministeeriumikoolis,
keskhariduse Viru maakonna Rakvere

tootas
E. Etverk Vihulas algkoolidpetajana.

reaalgiimnaasiumis. Secjirel

tikud, professorid J. Sarv, G. Rago
ja J. Nuut? kelle juhtimisel mitte
ainult ei tdotatud vilja ja raken-
datud ellu uued koolimatemaatika
programmid koos nende juurde kuu-
luvate opikutega, vaid pandi alus ka
matemaatikaopetajate ettevalmistami-
sele eesti kooli jaoks. Professorite
J. Sarve, G. Rigo ja J. Nuudi t66d
on jdtkanud ja arendanud nende Opi-
lased. Suurt t66d on nad teinud juba
30-ndatel aastatel, eriti aga sojajarg-
sel perioodil, mis moodustab neljanda
etapi meie koolimatemaatika arengus.
Mitmed silmapaistvaist koolimatemaa-
tikuist on kaesoleval aastal joudnud
verstapostideni, mis védrivad tagasi-
vaadet.

*

1922. aastal astus ta Tartu iilikooli
ja lopetas selle Matemaatika-Loodus-
teaduskonna 1928. aastal. E. Etvergi
edasine pedagoogiline tegevus on seo-
tud Tallinna koolidega, kus ta tootas
matemaatikadpetajana  giimnaasiumis
ja oOpetajate seminaris, oli koolide
inspektoriks  ja = Westhomi-nimelise
cragiimnaasiumi direktoriks. Pérast-
sojajargsel perioodil on ta tootanud
peamiselt korgemas koolis. Liihemat
aecga tditis E. Etverk o&ppejou iiles-
andeid Tartu Riiklikus Ulikoolis ja
Tallinna Pedagoogilises Instituudis,
pikemat aega aga Tallinna Poliitehni-
lises Instituudis, 1968. a. siirdus
E. Etverk pensionile.

E. Etverk on oma otseste peda-
googiflilesannete korval suurt tahele-
panu osutanud koolimatemaatika eda-
siarendamisele ja matemaatika opeta-
mise metoodikasse puutuvatele kiisi-
mustele. Kolimekiimnendatel aastatel
oli ta -itheks matemaatika toé6vihikute
koostajaks nii algkoolile kui ka kesk-
koolile. Tema peamiseks huvialaks
kujunes pikemaks perioodiks geo-
meetria oOpetamine koolis. Esimesed
tema poolt kirjutatud geomcetria
kooliraamatud ilmusid 1936. aastal
ning neile jirgnevate uute tritkkide

jargi opetati eesti koolis geomeet-
riat kuni 1948. aastani. E. Eiverk tol-
kis eesti keelde D. Perepjolkini

«Elementaargeomeetria kursuse» 1 ja
Il osa ning koos A. Vihmaniga

183



V. Bradise matemaaiika oOpetamise
metoodika kdsiraamatu. 1957. a. mart-
sis avaldas E. Etverk pirast tema
nimetamist haridusministeeriumi ma-
temaatika  ainekomisjoni  esimeheks
ajalehes «Noukogude Opetaja» pro-
grammilise artikli «Matemaaiika Gpe-
tamine nouab iimberkorraldamist». On
suurel médadral E. Etvergi teene, et
meie Koolides likvideeriti tol ajal iiles-
tostetud kitsaskohad ning on kehtes-
tatud uvued programmid ja opikud.
Ka praegu, kus viiakse ellu koolima-
temaatikas ulatuslikumat reformi kui
kunagi varem, on sm. Etvergi tead-
mised, oskused ja kogemused need,
millele tugineb see reform Eesti koo-
lis. E. Etvergi poolt on triikis avalda-
tud ca 70 téovihikut (vilja arvatud
kordustriikid), ca 20 opikut (vilja ar-
vatud kordustriikid), ca 10 metoodi-
kaalast artiklit ja 5 tolkedpikut. Ni-
metagem siinkohal niiteks koos Chr.
Briilleri, A. DBriilleri, E. Pavelsoni,
P. Partsi ja J. Undiga véljaantud
«Matemaatika vihikuid» koigile alg-
kooli klassidele, koos R. Matiiseni,
Q. Paasi, K. Ratassepa ja J. Griinta-
liga’ kirjutatud harjutusvihikuid «Ma-
temaatika keskkoolis» I, 1I, III ja
IV klassile, koos G. Rigoga koos-
tatud «Matemaatika opikut humani-
taargiimnaasiumile», tema geomeetria-
opikuid ning korgema kooli iiliopilas-
tele kirjutatud brositiire <«Piirvairtus
ja pidevus», «Read», «Vektorarvutus
ja ruumi analiiGtiline geomeelria»
ning koos kolleegidega Tallinna Po-
littehnilisest ~ Instituudist  koostatud

Tallinna Pedagoogilise Instituudi
matemaatika ja fiiiisika kateedri op-
pejoud sm. Arnoild Vihman on siindi-
nud 23. martsil 1899. a. Virumaal
Paasvere vallas. Alghariduse sai ta
Rahkla kiilakoolis ja Simuna algkoo-
lis, keskhariduse aga Rakvere poeg-
laste giimnaasiumis, mille Spetas
1920. aastal.- Samal aastal astus
Arnold Vihman : Tartu iilikooli mate-
maatikat Gppima. -Majandusliku kitsi-
kuse tottu katkestas ta 1922. a. opin-
gud iilikoolis ja asus tddle matemaa-
tikaopetaja kohusetditjana Viaike-Maar-
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- talupoegsus,

«Opik keskkocli matemaatikakursuse
kordamiseks», aga samuli mitmeid
vaga sisukaid artikleid ajakirjas
«Noukogude Kool», nagu «Tiheliste
kordajatega vorrandite lahendamisest
seitsmeklassilises koolis», «Kordami-
sest matemaatika dpetamisel keskkooli
vanemates klassides», «Arvjirjendi ja
tema piirvaidrtuse kisitlemisest 9. klas-
sis», «Trigonomeetriliste vorrandite
kisitlus X klassis», «Ruutvorrandite
graafiline lahendamine ja graafiline
uurimine», «Hulgateooria elemente
koolimatemaatikasse» ja «Naturaal-
arvud ja tehted nendega».

Akadeemik A. Humal ja teised
E. Etvergi kolleegid Tallinna Polii-
tehnilisest Instituudist iseloomustavad
sm. E. Etverki tema 70. siinnipieval
jargmiselt:

Oma poolesajandilise tegevuse val-
tel on teinud juubilar Sppetddd viga
laias diapasoonis ning ,’on ndidanud
iles suurt meisterlikkust.

Oma heatahtlikkusega, oma sirg-
joonelisusega, oma noudlikkusega ise-
enda suhtes, oma eluprintsiibiga kdoi-
kides situatsioonides jidda ausaks —
on ta vbitnud koige siirama austa-
mise ja tdieliku usalduse koigilt kol-

leegidelt.

Ja l6puks veel iiks omapdra: tema
igas olukorras tahab ta
seista maa peal kahe jolaga; stra
heameelega ndeb ta paranemist ja
ta sida lausa valuteb, kui liheb
halvemini; ja igasugustele palmidele
ja rododendronidele eelistab tema ko-
dukandi vosastikku.

ja glimnaasiumis, 1927. a. jatkasA. Vih-
man Oppimist Tartu iilikoolis ja lope-
tas selle 1930. a. cum laude. Jirg-
nesid to6aastad matemaatikadpetajana
Paides, Rakveres ja Tallinnas. Sd&ja-
jargsel perioodil on Arnold Vihmani
peamiseks td6iillesandeks olnud Gpeta-
jate ettevalmistamine ja juba toota-
vate Opetajate teadmiste ja oskuste
tdiendamine. A. Vihman tootas 1946. a.
Vabariiklikus Opetajate Tidiendusinsti-
tuudis metoodikuna. 1947. a, alates
aga hakkas ta t66le Tallinna Opeta-
jate Instituudis ja pérast selle iim-



berorganisecrimist pedagoogiliseks
instituudiks  jatkas seal 166tamist
matemaatika kateedri 6ppejouna. Prae-
gugi on A. Vihman Tallinna Peda-
googilise Instituudi iiks lugupeectava-
maid ja auviidrsemaid oOppcjoude.

Arnold Vihmani tegevus matemaa-
tika dpetamise metoodikuna sai algu-
se 1936. aastal, kui ta koos A. Bork-
velli, A. Kasvandi, F. Laarensi,
. Maasiku ja O. Paasiga kirjutas
seeria  keskkooli
Need olid: «Keskkooli aritmeetika» I
ja II osa, «Keskkooli algebra» 1 ja
11 osa ning «Keskkooli geomeetria»
I, II ja IIl osa. Sama autorite
kollektiivi koosseisus andis A. Vih-
‘man viélja «Kontrolltéid keskkoolile»
I, I, IIl ja IV osa. Matemaatika-
opikute standardiscerimise perioodil
kolmekiimnendate aastate 16pul koos-
tas A. Vihman koos prof. G. Rigoga
«Algebra harjustustiku keskkooliles.
1940. a. tolkis ta koos K. Ratassepaga
eesti keelde N. Robkini trigonomeet-
tia Opiku «Tasapinnaline trigonomeet-
rFiax.

Sojajidrgsel perioodil ilmusid A. Vih-
mani poolt koostatud «Matemaatika
opik VI klassile», «Matemaatika Opik
VII klassiles, «Algebra opik VIII klas-

*

matemaatikaopikuid.

®

sile», «Algebra opik IX klassiie». Kui
1948. a. ithtlustati eesti koolide pro-
grammid Vene NFSV koolides kehti-
vatega, siis tolkis A. Vihman eesti
keelde A. Kisseljovi opiku «Stereo-
meetria», N. Sapo3nikovi ja N. Valt-
sevi «Algebra {ilesannete kogu» ning
1957. a. koos E. Etvergiga V. Bradise
metoodika kisiraamatu «Matemaatika
opetamise metoodika keskkoolis».
1957. a. loodi ENSV Haridusmi-
nisteeriumi juures matemaatika aine-
komisjon ja selle liikmeks nimetati ka
A. Vihman. Koos A. Lintsiga aval-
das ta 1957. a. mais ajalehes «Nou-
kogude Opetaja» programmilise ar-
tikli «Geomeetria kursus peab algama
8. klassist». Uldse on A. Vihman
avaldanud ca 25 mitmesugust mate-
maatika Opetamise metoodika, aga ka
matemaatika ajaloo valdkonda kuulu-
vat artiklit. Olgu siinkohal loetletud
moned ajakirjas «Noukogude Kool»
ja ajalehes «Noukogude Opetaja»
avaldatud artiklid: «7. klassi lGpeta-
jate oskuste tasemest matemaatikas»,
«Vigade mirkimisest matemaatika
kirjalikes t66des», «Nimega arvudega
arvutuste iileskirjutustest», «Kordami-
ne matemaatikatunnis», <«Vorratuste
kisitlemisest 7. klassis», «Vaatlused
geomeetria opetamisel», «Omavalmis-
tatud Oppevahenditest malemaatika
opetamisel», «Arendada opilaste ruu-
milist kujutlusvoimet», «N. I. Lobat-

Sevski — suuri vene teadlasi», «135
aastat TSeboSevi siinnist».
Koolimatemaatika reformimisest,

mis toimus meil eesti koolis ajavahe-
mikus 1958—1967, vottis A. Vihman
aktiivselt osa, olles fiiheks autoriks
uutele opikutele V kuni X klassini.
Eriti populaarseks sai aga tema poolt
1964. aastal koostatud «Arvutusliika-
til  arvutamise Gpetus algajaile».
Kokku on A, Vihman seni olnud au-
toriks ca 25 Lkeskkooli matcmaatika-
opikule ja iilesannete kogule.

Juubelitervituses oma  kolleegile
margivad Tallinna Pedagoogilise Ins-
tituudi matemaatika ja fiitisika ka-
teedri Oppejoud:

Suur osa vabariigi matemaatika-
spetajaid on A. Vihkmani &pilased.
Nad oénnitlevad juubilari ja soovivad
veel palju viljakaid téoaastaid!

&«
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Sedakorda on aeg 70 a. juubeliks
kdite joudnud meie matemaatikute,
eriti  koolimatemaatikute peres Iaialt
iuntud pedagoogil Arve Lehisel, kes
oma t66- ja kogemusierikka elu juu-
beli tdpseks daatumiks loeb uvwve ka-
lendri jargi 15. maid 1969. a.

Arvo Lchise Opetajatod on  kest-
nud juba iile 40 -aasta. Algas see
166 1928. a. Voru Opetajate Seminaris,
jdtkus 1930. aastal Rakvere Opetajate
Seminaris ja 1932.—1944. a. Tartu
Opetajate Seminaris. Edasi tootas ta
1945.—1950. a. Tartu haridusosakonna
inspektorina, seejdrel oOpetajana Tartu
keskkoolides. 1959.—1965. a. tiitis
A. Lehis Tartu Kaugdppekeskkooli
direktori iilesandeid ja praegu tootab
samas koolis oOpetajana. Koolimate-
maatikuna on A. Lehisel tulnud taita
rida teisigi iilesandeid. Ta on olnud
Opetajate suvekursustel lektoriks, ope-
tajate  tdienduskursuste juhatajaks,
Tartu matemaatikakomisjoni esimeheks
ja ENSV Haridusministeeriumi mate-
maatikakomisjoni liikmeks. Juba see
lihike loetelu iseloomustab A. Lehise

t60 mitmekesisust ja vitaalset aktiiv-
sust matemaatika opetamisel ja selle
korraldamisel, eriti sojajargsel perioo-
dil.

Opetajana on juubilar oma opila-
sed viinud matemaatika algtodede
tunnetamiseni jarjekindla ja noudliku
t66 kaudu. Aga vihe scllesi — ta on
suutnud oma opilastele selgeks teha
ka niisuguse toe, et matemaatika abil
voib isegi vene keele sonade kéddna-
mise dra oppida. Ja kuigi koigist
juubilari opilastest pole saanud mate-
maatikuid, on ta neile jitnud aastaid
piisivad matemaatikatded ja noéudliku
vastutustunde enese suntes.

Metoodikuna on juubilar oma kol-
lcegide poolt kérgelt hinnatud. Aas-
taid on ta jaganud oma kogemusi nii
oma noorematele kolleegidele kui ka
tema juurcs praktikal olnud TRU Ma-
temaatikalcaduskonna liopilastele.
Oma metoodilisi kogemusi on ta and-
riud edasi ajakirjades «Teel T&6koo-
lile», «Noukogude Kool» ning ajalehes
«Noukogude Opetaja» ja rakendanud
neid 1934, a. ilmunud V—VI kl. «Ma-
temaatika toovihikutes» 1948. a. 1V kl.
«Matemaatika oOpikus» ning  koos
J. Kallaku ja A. Kasvandiga 1959. a.
ilmunud V kl. opikus «Matemaatika».

Nii oOpetajana kui ka metoodikuna
on A. Lehis olnud alali abivalmis,
ldhenenud oma G&pilastele ning noore-
matele  kolleegidele inimliku sobra-
likkuse ja arusaamisega. Kui sinna
juurde lisada veel temas peituv huu-
morimeel,  siis voib kindlalt oelda, et
sellisena on ia kas teadlikult voi eba-
teadlikult olnud abiks paljudele nende
raskustes ja kohklemistes.

Kollektiivi liilkmena ja kaasopeta-
jana on juubilar alati hingega osa
votnud ithistest {ritustest, aktijvselt
hea seisnud ikka selle eest, et t66
laabuks  jarjest paremini. Temale
usaldatud iilesandeid on ta tditnud
sellise kohusetundlikkusega, mis pole
olnud eeskujuks ainult ta opilastele,
vaid ka stiimuliks kolleegidele.

A. Lehist on korduvalt autasusta-
tud aukirjaga. 1957. a. anti talle
rinnamark <«Haridust66 eesrindlanes
ja 1959. a. ENSV teenelise opetaja
austav nimetus.

* %



siindis 13, 111
NSV-s Aluksne linnas.

Boris Henrichson
1899. a. Lati
Alghariduse ja huvi matemaatika
vastu sai Boris Henrichson kaasa
vanaisalt, kes oli [iiisika-matemaatika
-Opetaja. 1909. a. alustas B. Henrich-
son opinguid Pérnu Gimnaasiumis,
I maailmasdja paevil oppis ta kooli
evakucerimise tottu Novgorodis ning
1916.—1918. a. jille Pirnus. 1918. a.
oli B. Henrichson Tarlusse eva-
kuceritud Riia Linna Giimnaasiumi
-opilane ning 1919. a. siigisel lopetas
ta Tartus Venc Opctajate Uhingu
Gilimnaasiumi.

Lapsepolves  tekkinud — kiindumus
‘matemaatika vastu e¢i kadunud ka
-giimnaasiumi pdevil. Seda kasutasid
sageli B. Henrichsoni klassivennad,
kes tulid temalt abi paluma keeruka-
mate iilesannete lahendamiseks.

20-aastase noorukina alustas B. Hen-
richson Tartus matemaatika eratun-
dide andmist ja omandas sellel alal
‘kiiresti vdga suure tunnustuse. Ta
andis tunde vene, eesti, saksa ja
juudi keeles. Juubilari enda arvates
andis ta Tartus 25 aasta jooksul
oa 50000 eratundi.

1945. a. siigisel kutsuti Boris Hen-
richson téole Viljandi IT Keskkooli
‘kutselisc  matemaatikadpetajana. T66
korval oppides lopetas ta 1955, a.
Tallinna Opetajate Instituudi mate-
‘maatika erialal. Kuni kiesoleva ajani

on tema kie all lopetanud Viljandi
II ja I Keskkooli ca 2500 noort.
Koigile neist -on B. Henrichson kaasa
andnud paraja hulga teadmisi mate-
maatikast ning head mailestused ini-
mesest, kes raske aine oskas neile
kiillalt lihtsaks ja huvitavaks teha.
Mitmed tema endistest opilastest on
saanud tunnustatud teadlasteks, nagu
Leo Ainola, Raul Uksvirav, Lembit
Roots jt.

Boris Henrichson on esinenud pal-
judel pedagoogilistel lugemistel nii
meie vabariigis kui ka Leningradis ja
Moskvas. Samuti on ta esinenud
Tartu Riikliku Utlikooli matemaatika
opetamise metoodika seminaris. Tema
tdhtsamateks téodeks on:

1) eksponentfunkisioon
vahendina;

2) tehted juurtega;

3) poordkehade ruumalade ja pind-

arvutus-

alade arvutamine Guldini vale-
mite abil;

4) iilesannete  lahenduste  kont-
roflimine; ’

5) tlesannete lahenduste vormis-
tamise nouded.

Neist 2 esimest on Eesti Vaba-

riikkliku Opetajate Tiiendusinstituudi
poolt triikis avaldatud. Lisaks eelne-
vale on Boris Henrichson tdélisnoorte
keskkooli VIII klassi matemaatika
opiku ja IX kl. konirolltéode kogu-
miku kaasautor.
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Boris Henrichsonile on omistatud
leenelise Opetaja austav nimetus ja
teda on autasustatud haridust6d ees-
rindlase rinnamirgiga.

Tunnustuse on B. Henrichsoni t66
voitnud meie korgemates &ppeasutus-
tes, kus ollakse teadlik, et B. Hen-
richsoni ja tema kolleegide poolt: ette-
valmistatud noored on tublid nii vaba-
riiklikel tdppisteaduste olitmpiaadidel
kui ka vastuvotucksamitel.

Meie koolide esimestes klassides
on kasutusele vpetud uus programm
ja sellele vastavad opikud. Teostatud
reformi peamiseks initsiaatoriks ja
uute Gpikute autoriks on ajalehe
«Noukogude Opetaja» toimetuse liige
Alired Lints.
moiste ja vorratuste kasutamist alg-
klassides ning vodita koik kahtlused,
mis uue aine kasitlemise juures on
tiles kerkinud, selleks on A. Lints
avaldanud artiklite sceriaid ajalehes
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Et kindlustada hulga’

Suure ]ugupldamlse on B. Hen-
richson saavutanud ka spordikohtuni-
kuna.

Vaatamata oma 70 eluaastale
téotab  Boris  Henrichson praegu
C. R. Jakobsoni nim. Viljandi I Kesk-
koolis, kus ta oma téoarmastuse, tip-
suse ja huumoriga on eeskujuks koi-
gile teistele kolleegidele.

«Noukogude Opetaja» ja olnud lekto-
riks paljudel algklasside oOpetajate
noupidamistel.

Alired Lints siindis 24. jaanuaril
1909. aastal. Oma alghariduse sai ta
Kohila ja Hageri algkoolis. Pedagoogi
clukutse omandas‘ ta Tallinna Opeta-
jate Seminaris, mille I6petas 1929,
aastal. Jirgnes t66 oOpetajana Tal-
linnas, mille korval A. Lints jitkas
ppinguid Tartu iilikoolis. 1941.—1946.
aastani oli A. Lints Noukogude ar-
mees. Pirast demobiliseerimist td6tas
ta Haridus- ja Kultuuritooliste Ameti-

thingu Vabariikliku Komitee esi-
mchena ning Tallinna Keskrajooni
TSN  Téitevkomitee aseesimehena.
Seejarel oli ta iithe aasta Tallinna

13. kooli direktoriks ning 1952. aas-
tast kuni tdnaseni t66tab ta <«Nou-
kogude Opetaja» toimetuses, olles
tditnud nii vastutava sekretiri, toime-
taja asetditja kui ka osakonnajuha-
taja iilesandeid. Pohitdd korval tiitis
A. Lints aastatel 1952—1959 Vaba-
riiklikus Opetajate Taiendusinstituudis
matemaatika kabineti metoodiku {iles-
andeid. Haridusministeeriumi mate-
maatikakomisjoni asutamisest alates
(1957. a.) on A. Lints olnud selle
komisjoni sekretar.

A. Lints on osa votnud 10 mate-
maatikaopiku, 10 matemaatika t66-
vihiku ja 5 metoodilise kirja koosta-
misest. Tema 166d on hinnatud mitme
medaliga. Arvestades A. Lintsi suuri
teeneid koolimatemaatika arendamisel,
autasustati teda 60. siinnipdeva puhu!
N. K. Krupskaja medaliga.



ENN NURMISTET MALESTADES

Uldtuntud haridustegelane ja teh-

nilise hariduse edasiarendaja Enn
Nurmiste suri Tallinnas 3. maértsil
1968. a.

Enn Nurmiste oli iseloomult era-
kordselt impulsiivne, tema elamuste-
rikas ettekandmisviis matemaatikas
lausa siititas noori. Tal ei puudunud
millalgi taktitunne ja tasakaal ka
koige kiredamail vaidlusmomentidel.

Ta oskas leida. dige tee ja juhtida
vaidlusi probleemi lahendusele ka-

suks.
Ei lidhe meelest tema prakliline
suhtumine oma kutsesse. Kdik oma

pikemad vélissGidud tehnilise hari-
duse tundmadppimise otstarbel tegi
ta laeva masinistina-tehnikuna. See

naitas tema otsest tooarmastust vae-
vandudvates {ilesannetes.

Raudteeametniku pojana oppis "ta
Pihkva  eraalgkoolis ~ (1901—1904),
Pihkva giimnaasiumis (1904—1912) ja
Tartu iilikoolis matemaatika erialal
(1912—1918).

Opetajana on ta to6tanud paljudes
Tallinna koolides, olnud mitmete aas-
tate viltel Eesti Opetajate Liidu ja
Tallinna Opetajate Seltsi juhatuses.
Pea'e selle on ta juhatanud Linna

tehnikagiimnaasiumi (1919—1920),
Riigi  tehnikagiimnaasiumi  (1925—
1929), Tallinna tehnikumi (1925—

1946). Tema viimane tdokoht oli Tal-
linna I Keskkool.

E. Nurmiste on avaldanud rtea
artikleid ajakirjades ja ulatusliku
kisikirja «40 a. Tallinna tehnikumi».

Olgu kadunud koolitegelasele kerge
kodumaa muld.

Rilhm tdédkaaslasi ja sbpru.

oMatemantila jo kassaja” Eeelenwrk.

KAS <LIIKUMISHULK» V0! «<IMPULSS»?
P. Kard

Mehhaanika arcngus tuli  esime-
sena tarvitusele massi ja kiiruse
korrutise mov tdhenduses termin «lii-
kumishulk». Terminit «impulss» ehk
«jouimpulss» kasutali jou ja selle
mojumise kestuse korrutise ft (voi
dldisemalt integraali §fdf) tdhendu-
ses. Ténapdeval on terminoloogia

muutunud. Séna «impulss» sai uue
tahenduse. Mehhaanikas kehtib tea-
tavasti vordus mov = {[df, mis on

Newtoni Il seaduse integraalne kuju.
Vana terminoloogia kohaselt sonas-
tati seda nii: liikumishulk vérdub
jouimpulsiga. Kuid see secos eci ole

universaalne selles mottes, et meh-
haaniline «liikumishulk» ei ole jdav
suurus. «Liikumishulk» on olemas ka
viljadel (eelkdige elektromagnetvil-
jal), kuid viljale rakendatud jou
moistet ei ole olemas, seega ei ole
ka valem mv= ffdt viljale raken-
datav. Samuti ei avaldu vilja «liiku-
mishulk> korrutisena mo, voi kui
avaldubki, siis ainult korpuskulaarses
aspektis. Seega  kaob  viljaspool
mehhaanikat vajadiis vahet teha «lii-

knmishulga» ja <«impulsi»  vahel.
Fiilisikas ongi hakatud juba ammu
kasutama terminit «impulss» selle
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jadva suuruse tahenduses, mille meh-
haanilist vormi nimetati mehhaanikas
seni «liikumishulgaks». Et aga meh-
haanika elementaarastmel termin «lii-
kumishulk» on wveel laialdaselt tarvi-
tusel, voidakse kiisida, kas on sellest
loobumine <«impulsi» kasuks kiillalt
pohjendatud ja kas ei tule siiski jatta
«impulsile» tema endine tahendus,
eelistades terminit <«litkumishulk» suu-
ruse mu ja selle mittemehhaaniliste
ildistuste tdhistamiseks. Vastuse
andis sellele kiisimusele juba tegelik
areng. Termin «impulss» universaalse
jddva suuruse tdhenduses on fiidsi-
kasse juba niivord sisse juurdunud,
et sellest loobumine naib olevat taiesti
vGimatu. Ka mehhaanikas hakatakse
jarjest enam kasutama terminit «im-
pulss» vana «liikumishulga» tdhendu-
ses, «liitkumishulga» muutudes arhai-
liseks «impulsi» sfinoniiimiks. Sellise
arengu oigustuseks vGib lisaks eel-
toodule esitada jargmised kaalutlu-
sed:

1. Vahetegemisel
ja «impulsi» vahel mehhaanikas ei
ole printsipiaalset tihisust. Seos
rmo == [ fdt on ju Newtoni Il seaduse
integraalne kuju. Kui kirjutame sama
seaduse diferentsiaalsel kujul

«liikumishulga»

d
ar (mov)=f, siis on {ihel poolel joud

ja teisel poolel suurus _Zt_ (muv). Joud

on muidugi vordne «liikumishulgas
tuletisega aja jargi, kuid ei ole min-
git vajadust paralleelselt j6u mois-

tega vaadelda suurust —gt— {muv) kui

mingit kindla nimetusega ja vahest
kindla omaette defineeritud iihikuga
varustatud suurust. See on lihtsalt
iihe feise suuruse tuletis aja jérgi.
Tapselt niisamuti ei ole vajadust
suurust f[fdf varustada omaette ni-
metusega. See on lihtsalt integraal
joust aja jargi. Omal ajal voeti kiill
tarvitusele termin <«jouimpulss», kuid
see osutus tegelikus arengus ileliig-
seks ning siilib tdnaseni ainult inertsi
ja traditsiooni mojul. Omal ajal voi-
sid vordsuse mo = (fdf mdlemad poo-
led nidida tahtsuselt samavéirsena,
sest siis. ei osatud vecl jddvusesea-
dustelc omistada seda tdhtsust, mis
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neil on tdnapdeval. Niiid on aga
selge, et suurus ffdf ei saa tdhtsuselt
voistelda suurusega muv.

2. Termin «liikumishulk» on oma
sirgjoonelise naiivsuse tottu sobimatu
suurusele, mis lilkumise hulk tegeli-
kult ei ole. On ju teada ammune
vaidlus liikumise m&odu kohta: kas
on sce mv vdi mo?2? Tianapdeval
teame, et liikumise moot ei ole see
ega teine iiksikult; seega on nimetuse
«liikumishulk»  rakendamine iihele
neist eksitav ning tundub arhaismina.

3. Uldiselt on tidiesti ebakohane
anda fuiisikalistele suurustele nimetu-
sed, mis lopevad sonaga <hulk». Iga
suurus on ju millegi «hulk», aga
selle igakordne nimetamiine on tar-
betu. Kui tdmase péaevani on veel
moned sellised <«hulgaga» IGppevad
nimetused sailinud, siis tuleb neist nii
kiiresti kui voOimalik vabaneda. Nii
deldakse sageli «laenguhulk» voi isegi
«elektrihulk» seal, kus tuieb dtelda
lihtsalt «laeng». Nii piisivad veel
faiisikalises terminoloogias «soojus-
hulk», «t66hulk», «energiahulk» jne.
Koaik sellised valjendid oleksid ehk
lubatavad, kuid mitte fiiisikalise
suuruse tdhenduses, vaid selle suu-
ruse mingi konkreetse viaartuse, selle
mingi <hulga» tdhenduses. Kui aga
omistatakse neile suuruse enda tihen-
dus, siis vdivad tekkida sellised kee-
lelised monstrumid, nagu «soojus-
hulga hulk», <litkumishulga hulk»
(vrd. <«energiahulk») jne.

4. Analiiitilises mechhaanikas ja
sealtkaudu ka statistilises fiiiisikas ja
kvantmehhaanikas on tiahtsal kohal
iildistatud koordinaatide ja impuls-
side mdisted. Suurus mv on selles
mottes impulss vaid erijubuliselt.
Selle  nimetamine  liikumishulgaks
voib tekitada ainult segadust, kui ei
taheta sama nimetust rakendada ka
itldistatud impulssidele. Ent viljend
«iildistatud liikumishulk» on niivord
kohmakas ja niivord vooras iildkasu-

tatavale terminoloogiale, et sellc
sissetoomine ilmselt kone alla tulla
el saa.

Kokkuvottes jouame otsusele, et

«litkumishulk» tuleb mehhaanikas (ka
clementaarastmel) asendada  termi-
niga <«impulss», nagu see on ainsana
tarvitusel mujal fiiisikas.



UUSI TEADUSTE KANDIDAATE

1968 kailses oma
viitekirja «Mittelincaarse program-
meerimise meetodid> Eesii NSV TA
Kiibernectika Instituudi noorem iea-

8. veebruaril

.

duslik toéotaja Ingrid Mauer. To6d
juhendas fiitisika-matemaatikakan:ti-
daat 1. Petersen, oponcerisid iitiisikz-
matemaatikadoktor prof. G. Kangro j.

fiiisika-matemaatikakandidaat donts
U. Kaasik.

Viitekirjas  vaadeldakse  mitic-
lineaarse programmeerimise iilesan-
deid ja esitatakse koonduvad meetlodid
piistitatud  iilesannete lahendami-
seks. Nendes meetodites kasutatakse

mittelineaarse programmeerimise icoo-
rias hiasti tuntud duvaalsuseprintsiipi.

Eesti NSV TA fiiiisika- ja mate-
maatikateaduste noukogu  otsuslas

omistada fiiiisika-nate-
maatikakandidaadi kraadi.

Ingrid Mauer on siindinud Tal-
linnas 13. augustil 1937. Ta lopetas
1955. a. Tallinna 1V Keskkooli ja
1960. a. Tartu Riikliku Ulikooli Mate-
maatikateaduskonna.

I. Mauerile

16. veebruaril 1968 kaitses TRU
Opetatud Noukogu ees oma vaiiekirja
«Summeeruvustegurid Euter-Knoppi
menetluse puhul» EPA matemaatika
katecdri vanemopetaja Harry Espen-
berg. Tood  juhendas prof. G. Kangro,
oponcerisid prof. A. Turetski Minskist
ja dots. T. Sormus. Dissertandile
anti fliisika-matemaatikakandidaadi
teaduslik kraad.

Viilekirjas  uuritakse
lisi summecruvustegureid

astmekuju-
) Euler-
Knoppi menetluse jaoks nii ithe- kui-

ka kahckordsete ridade korral. Tule-
mused on  esitatud 90 teoreernina.
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Harry Alfonsi p. Espenberg on
sindinud 12. juunil 1931
Ta lopetas Tallinna 10. Keskkooli
1949. a. ja TRU matemaatikaosakonna
1954. a. Ajavahemikus 1956—1962
tootas ta TRU matemaatika kateedri-
tes, alates 1962. a. t6otab EPA-s.

Oma korgekvaliteetscte loengutega
on H. Espenberg pilvinud tunnus-
tuse nii TRU kui ka EPA iligpilaste
hulgas. «Matemaatika ja kaasaja»
toimetuse lilkmena on H. Espenberg
hoolt kandnud f{lesannete rubriigi
varustamise eest huvipakkuvate dles-
annetega.

18. aprillil 1968 kaitses oma viite-
kirja «Taimkatte kiirgusreZiimi mate-
maatiline modelleerimine» ENSV TA
Fiiiisika ja Astronoomia Instituudi
aspirant Tiit Nilson. T66d juhendas

fiilisika-matemaatikakandidaat J. Ross,
oponeerisid  fhiisika-matemaatikadok-
tor E. Feigelson ja fiiiisika-mate-
maatikakandidaat R. Jiirgenson.
Viitekirjas piistitatakse ja lahen-
datakse teoreetilisi probleeme, mis on
seotud pdikesekiirguse reZiimi kirjel-
damisega taimkattes ja mis taandu-
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Hiiumaal. -

vad reale malemaatilistele Glesanne-
tele. Viimastest itheks olulisemaks on
nn. kiirgusiilekandevorrandi lahenda-
misega seotud probleemid. Viitekirjas
saadud tulemused vdimaldavad teha
rea kaalukaid jdreldusi mitmesuguste
kiirgusreZiimi karakteristikute kohta
taimkattes.

TRU Fiiisika-Matemaalikateadus-
konna ndukogu omistas T. Nilsonile
fiilisika-matemaatikakandidaadi tea-
dusliku kraadi.

Tiit Nilson on sfindinud Suure-
Jaanis 16, novembril 1939. Ta I15pe-
tas 1958. aastal Viljandi II Keskkooli,
kus tema matemaatikadpetajaks oli
B. Henrichson. Tartu Riikliku Ulikooli
matemaatikaosakonna 16petas T. Nil-
son 1963. aastal.

24. mail 1968 sai pedagoogikakan-
didaadiks EPA matemaatika kateedri
vanemdpetaja Sinaiida Riives. Viite-
kirja «Hulktahukate kujutiste uuri-
mine ja nende rakendamine Gppeprot-
sessis» kaitsmine toimus Moskvas
OUld- ja Poliitehnilise Hariduse Uuri-
mise Instituudi Opetatud Noukogu
ees.
T66 juhendajaks oli Noukogude
Liidu tuntumaid spetsialisle kuju-
tava geomeelria alal, S. OrdZonikidze
nimelise Maskva Avinirstitnedi nen-
fessor N. F. TSetveruhhin. Oponeert-
sid tehnikadoktor S>. A, Smuuov ja
PTA korrespondeeriv liige professor
I. K. Andronov.

Dissertatsioonis kasitletakse ruu-
miliste kujundite tasandiliste kujutiste
probleemi. Ulesanne on eriti tahtis
koolimatemaatika vaatekohalt. Opi-
lastele tavaliselt ei Opetata oigete
jooniste tegemist. Isegi geomeetria
opikutes esineb vale jooniseid. S. Rii-
vese viitekirjas on antud lihtne
metoodika ruumiliste kujundite oGigete
tasandiliste kujutiste saamiseks, Dis-
sertandi  pedagoogiline eksperiment
ENSV  keskkoolides. kinnitas tema
leitud metoodika lihtsust ja arusaa-

-davust.

S. Riives on siindinud = 1919. a.
Aastal 1945 Iopetas ta TRU Mate-
maatika-Loodusteaduskonna ning hak-
kas kohe tootama TRU &ppejouna.
Alates 1952. a., mil loodi Eesti Pallu-
majanduse Akadeemnia, té6tab S. Rii-



ves selles oppeasutuses kujutava geo-
(vilja

meetria Oppejouna arvatud

aastad 19571960, mil ta viibis
Moskvas aspirantuuris). Uhiskondli-
kus korras tdidab S. Riives viimaste
aastate jooksul EPA  thiskondlike
elukutsete teaduskonna dekaani kohu-
seid.

27. juunil 1968 kaitses Tallinna
Poliitehnilise Instituudi matemaatika
kateedri assistent Heino Koppel ENSV
TA fiiiisika-, tehnika- ja matemaatika-
teaduste osakonna noukogu ees kandi-
daadivaitekirja «Aitkeni meetodi
ildistamine mittelincaarsetc operaa-
torvorrandite lahendamisekss. Tood
juhendas fiilisika-matemaalikakandi-
daat S. Ulm, oponeerisid prof.
G. Kangro ja dots. E. Tamme.
H. Koppelile omistati fiiiisika-mate-
matikakandidaadi kraad.

Viitekirjas iildistatakse operaator-
vorrandite lahendamiseks Aitkeni
meetod, mis voimaldab kahe antud
iteratsioonimeetodi baasil konstruee-
rida uue kiiremini koonduva meetodi.
Toestatakse rida koonduvusteoreeme
nii lldistatud Aitkeni meetodi kui ka

13 Matemaatika ja kaasaeg XVI

selle méningate erijuhtude, eriti ildis-
tatud Steffenseni meetodi jaoks.
Heino Koppel siindis 23. veebrua-
ril 1931 Pérnu rajoonis Paikusel. Ta
16petas 1930. a. Pirnu 1 Keskkooli,
kus tema matemaatikadpetajaks oli
V. Naho, ja 1955. a. Tartu Riikliku
Ulikooli matemaalikaosakonna, See-
jdrel tootas ta viis aastat matemaa-
tikadpetajana Kohtla-Jirve ja Tal-
linna  keskkoolides. 1960. a. asus
H. Koppel t66le assistendina Tallinna

matemaatika
kateedris. Sama kateedri juures oli ta

Potiitehnilise Instituudi

ka aspirantuuris aastail 1964—1967.

KULALISLOENGUTEGA BERLIINIS

Berliini Humboldti-nim.  dlikooli
matemaatikasektsiooni kutsel viibis
11.—20. juunil, Saksa DV-s TRU al-
gebra ja peomeetria kateedri juhataja
dots. U. Lumiste. Kolmel pieval
(12.—14. juunil) esines’ ta Berliini
matemaatikakollokviumi raames loen-
gutega oma uurimistéé tulemustest
jargmistel teemadel: 1) «Seostustest
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kihtkondades homogeensete tiiiipkihti-
dega», 2) «Indutseeritud seostused
sisestatud kihtkondades homogeensete
tiiipkihtidega», 3) «Eukleidilise n-
mootmelise  ruumi  tasandiparvede
siseseostused». Ulejddnud SDV-s vii-
bitud pievad olid pithendatud teadus-
likele vestlustele ning Berliini, Pots-
dami ja Dresdeni vaatamisvaarsus-
tega tutvumisele.

JARJEKORDNE LEND MATEMAA-
TIKUID TRU MATEMAATIKATEA-
DUSKONNAST

20.—25. juunini 1968 Iopetas TRU
Matemaatikateaduskonna  jérjekordne
lend  matemaatikuid. = Matemaatika
erialal kaitsti jdrgmised diplomitood:

1. Aua, Helle. Kubatuurvalemite
ekstremaaliifesanded. (Juhendaja dots.
S. Baron.)

2. Ese, Urve. Tabelina esitatud
hiildro- ja aerodiinaamiliste kodverate
aproksimeerimisest, arvestades numb-

rilise programmjuhtimise isedrasusi.
(Juhendaja J. Pruuden.)

3. Johannes, Kaja. Neljandat
jarku mittelineaarse  rajaiilesande

lahendamine diferentsmeeicdiga. (Ju-
hendaja dots. E. Tamme.)

4. Koit, Mare, Eestikeelse teksti
sgil?;eesist. (Juhendaja dots. U. Kaa-
sik.

5. Kolde, Anne. Konformsete
teisenduste alamrithmade orbiite. (Ju-
hendaja dots. U. Lumiste.)

6. Laumets, Tiina.
summeerimismenetiuse summeeruvus-
tegurid. (Juhendaja dots. kt. T. Sor-
mus.)

7. Miiiir, Helgi. Mittelineaarne
planeerimisiilesanne, mille sihifunkt-
sioon ja  kitsendustes sisalduvad
funktsioonid on iithe muutuja funkt-
sioonide korrutised voi summad. (Ju-
hendaja dots. L. Kivistik.)

8. Peil, Virve. Ortogonaalridade
absoluutne  summeeruvus Voronov-
Norlundi  menetlusega.  {(Juhendaja
asp. H. Tiirnpu.)

9. Pleer, Siiri. Poliinoomide ka-
sutamine Maa tehiskaaslaste vaatlus-

Taylori

te tdpsuse hindamisel. (Juhendaja
ass. M. Liigant.)
10. Reinok, Marii Vorkgraafi-
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kute  wurimisest. dots.
L. Vohandu.)

11. Sepping, Anu. Kahekordse-
te ridade summeeruvustegurid. (Ju-
hendaja dots. S. Baron.)

12. Soomer, Virge. Maatriksme-
netluse perfektsusest antud summee-
ruvuskiiruse korral. (Juhendaja prof.
G. Kangro.)

13. Tammeveski, Reet. Uhik-
l6ikude optimaalsest liikumisest euk-
leidilisel tasandil. {Juhendaja dots.
U. Lumiste.)

14. Tsirk, Aleksander. ®opmarnn-
3auMs OTJeNbHbIX BhicKasbiBauuil. (Ju-
hendaja van.-op. A. Tauts.)

15. Usai, Epp. Muutujate teisen-
damisest -korrelatsioonianaliifisis. (Ju-
hendaja dots. L. V&handu.)

16. Virkus, Merike. Kujutiste
meetodi  kasutamine mittelineaarsete
planeerimisiilesannetc  lahendamiseks.
(Jubendaja dots. 1. Petersen.)

[7. Vuurmann, Enda. Bioloo-
giliste objektide riahmitamine. (Juhen-
daja dots. kt. E. Tiit.)

(Juhendaja

Riigieksamitega lopetasid mate-
maatikaosakonna:
1. Kauri, Kadrin

2. Mettig, Elvi

3. Rauba, Koidula

Nendele lopetajatele cmistati ma-
femaatiku kvalifikatsioon.

Mehhaanika erialal kaitsti jargmi-
sed diplomit66d:

1. Kirs, Jiiri. Jaik-plastsete si-
lindriliste koorikute dfinaamiline koor-
mamine suurte libipainete puhul
(Juhendaja prof. U. Lepik.)

2. Lellep, Jaan. Jaikplastsete
varraste suured ldbipainded. (Juhen-
daja prof. U. Lepik.)

Matemaatika pedagoogilises osa-
konnas kaitsti jargmised diplomitdod:

1. Ariva, Maie. Eesti koolima-
temaatika arengust 20. saj. algul.
(Juhendaja dots. O. Prinits.)

2. Kiho, Eve. Geomeetria aksio-
maatika koolis. (Juhendaja van.-6p.
K. Ariva.)

3. Klauks, Hans. Vektorid koo-
limatemaatikas (Juhendaja dots. U.
Lumiste.)

4, Kortsini, Helve. Matemaati-
line andekus matemaatilise kallaku-
ga klasside opilastel vorreldes tava-
liste klasside opilastega. Juhendaja
dots. E. Koemets.)



5 Milder, Mari, Astmed ja juu- eriklassi lopetasid 1968. a. jargmised

ced programmeeritud kasitluses. (Ju-
hendaja van.-op. K. Velsker.)

6. Piir, Heli. Eesti NSV korge-
mate koolide sisseastumiseksamite tu-
lemustest.  (Juhendaja van.-dp. K.
Velsker.)

7. Vaino, Laine. Elastse-plastse
tameda sinusoidaalse kaare paindest
temperatuuri mojul. (Juhendaja van.-
ap. E. Jogi.)

8. Veskimets, Mare-Lee. Koo-
limatemaatika tlesannetest. (Juhen-
daja van.-6p. K. Velsker.)

Riigieksamitega 16petasid mate-
maatika pedagoogilise osakonna:
Aarik, Ilme
Floren, Lilli
Kask, Lajne
Kukk, Vilvi
Mikk, Silvi-Johanna
Simm, Anne-Monika
. Unn, Oie

Koigile  nimetatud
omistati matemaatiku,
opetaja kvalifikatsioon,

N AW~

lopetajatele
matemaatika-

JARJEKORDNE LEND KESK-
HARIDUSEGA MATEMAATIKUID

25, juunil 1968 lopetas A. H.
Tammsaare nimelise Tartu I Kesk-
kooli jiriekordne. viies lend program-
meerijaid. Matemaatik-programmeeri-
ja kvalifikatsiooni omandasid jarg-
mised lopetajad:

Antropova, Margareeta
Arens, Epp

Hallik, Heia

Insler, Toomas

Kaasik, Jaan

Karu, Ann

Kiiskiila, Tonis

Kivisikk, Merle

Kotsar, Katrin

10. Laas, Helle

11. Lepp, Toomas

12, Liias, Uudo

13. Liiv, Maire

14. Parmo, Reeta

15. Pedoson, Enno

16. Pari, Imbi

17. Sarapuu, Raimund

18. Traat, Peeter
19. Vahter, Mai
20. Valdson, Erika
2. O6vel, Onne
Tallinna 1 Keskkooli

OCREINOTAN—

matemaatika

13*

noored;
Blauhut, Riina
Eitelberg, Eduard
Hallimde, Anne
Hints, Ulle
Inno, Jaan
Jaksen, Lii
Karin, Alar
Kutt, Joel
Kiitt, Sulev

10 Laidmets, Jaan

11. Maalder, Eha

12. Maalder, Enn

11. Mesek, Ulo

12. Mereviali, Maarika

13. Mdnnil, Mart -

14. Oeselg, Eve

15. Ojaver, Kersti

16. Puhm, Miért

17 Putmaker, Ulle

18. Reineberg, Annc

19. Saidla, Imbi

20. Tagasaar, Jaan

21. Talts, Lembe

22, Tamm, Jaak

23. Teras, Jiiri

24. Urvik, Malle

25. Vaher, Heldur

26. Viies, Vladimir

See oli Tallinna noorte matemaa-
tikute kolmas lend. Teise lennu ma-
temaatikuid-programmeerijaid  saatis
ellu Noo keskkool. Noc keskkooli
matemaatika eriklassi 1opetasid .
1968. a. kevadel:
Ehandi, Enn
Hanimiagi, Helje
Heeringson, Edgar
Hermanmn, Jiri
Hurt, Heido
Jiirisson, Viive
Kaukver, Lea
Kirjanen, Imar
Liimann, Mart
10. Merisalu, Elve
1. Mugu, Aare
12. Migi, Ester
13. Pajupuuy,
14. Prank, Tiit
15. Sein, Enok
16. Tallika, Ene
17. Timmermann, Matti
18. Tuisk, Ljubov

LCRNDUIP W=

©® MO -

Tiit

19. Vaarmann, Ene
20. Viahi, Ulle
2l. Vidlja, Lea
22. Ounapuu, Ilme
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ilmunud matemaatika-

Eesti NSV-s

alase kirjanduse nimestik
1968. aasta
(Koostanud S. Kiis)

RAAMATUD

Allik, K. ja Lepamaa. A.
Korgem matemaatika dkonoomika eri-
alade itliopilastele. TIn., 1967. 156 1lk.
(TPI arvutusmatemaatika kateeder.) —
Tritkitud rotaprindil.

Ariva, K. ja Rahula, M. Ana-
liiitiline geomeetria. 1. osa. 2. vihik.

Trt.,, 1968. 151 lk. (TRU algebra ja
geomeetria kateeder.) —  Triikitud
rotaprindil.

Ermann, S, Jiirgenson, U
ja Lasn, E. Elektronarvuti «Ural-4».
Oppevahend. Trt.,, 1968. 128 1k. (TRU
Qlivutuskeskus.) — Triikitud rotaprin-
il.

Juhtimisarvuti «BHUUIM-3». Abiks
programmeerijale. TIn, 1968. 163
k. — Triikitud rotaprindil.

Joernitt, 1. Elekironarvuti ra-
kendamine tootmise juhtimisel. Abiks
lektorile. TIn., 1968. 9 lehte. (ENSV
dhing «Teadus». Nr. 19.) — Rotaa-
torpaljundus.

Kangro, G. Matemaatiline ana-
liiiis. 2. osa. Opik korgematele kooli-
dele. Tln., «Valgus», 1968. 523 Ik.

Keel ja struktuur. 2. Téid struk-
luraalse ja matemaatilise lingvistika
alalt. Trt.; 1968. 154 1k. (TRU. Eesti
keele kateeder).

Sisu: M. Hint. Orioeepia normeeri-
mise probleem. — R. Kasik. Omastava-
lise tidiendi subjektilvsusest ja objektili-
susest  mine-konstruktsioonis. —  T.-R.
Viitso. Sonade poolitamisest.
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raamatust

Kraaving, M, Paluver, N,
Riink, O ja Vallas, E. Kujutav
geomeetria. Harjutusiilesanded. Tin.,
1968. 64 1k. — Trikitud rotaprindil.

Kraaving, M, Paluver, N,
Riink, O. ja Vallas, E. Kujutav
geomeetria. Lisaharjutusiilesanded ehi-
tuslike erialade jaoks. Tln.,, 1968.
20 lk. — Triikitud rotaprindil.

Kutima, D. P. Majanduslikud
arvotused. Opik kooperatiivkoolidele.
Tin., «Valgus», 1968. 200 lk.

Lints, A. Matemaatika Gpetami-
sest 2. klassis. Metoodilisi nouandeid
opetajaile. Tln., «Valgus», 1968.63 lk.

Lohmus, A, Arvutuspraktikumi
juhend. Tln., 1968. 60 lk. (TPI mate-
maatika kateeder.) — Triikitud rota-
prindil.

Majandusmatemaatilised meefodid.
I. Lineaarse planeerimise matemaati-
lised alused. [Peatiikke t3echhikeelsest
«Matematické metody v
ekonomii».] Saku, 1968. 84 1k. — Trii.
kitud rotaprindil.

Matemaaiika ja kaasaeg. Abima-
terjale matemaatika oOpetajatele ja op-
pijatele. XIII. Trt., 1967. 132 Ik.
(Tartu Riiklik Ulikool.)

Sisur 0. Lumiste. Ruumi mbdiste
geomeetrias. — 0. Kaasik. Matemaatika
opetamisest Ameerika UOhendriikide ilikoo-
lides. — A, Ther. Mdnda informatsioonl-
teooria pohimoistetest. — N. Wieneri mot-
teid. — A. Riesen. Riigime kujundite
eristamisestt — E. Leinemann. Ma-
jiandusteaduse matemaatiline kéasitlus. —
L. Liin. Otsustustabelid. — O. Prinits.
Matemaatika opetamisest Hollandi keskkooli-
des ia iil’koolides. — K. Ariva. LobatSevski
geomeetria. — W. W, Sawyer. Aukartus
matemiatika ees. — T. Roosinupp.
Maagiline aritmeetika. — G. Kangro,
0. Lumiste, E. Tamme. Jiiri Nuudi
elu ja teaduslik piarand. — Kilde prof.
J. Sarvestt. — E. Laugaste. Rahvapi-
rastest mootudest ja kaaludest. — Pik-
kusm&ddud. — Mahu- ehk 5dnesmdddud. —



Raskusmdodud. — Vedelikumdddud. — Pin-

namootudest. — Pulgad lauval. — R. Jiir-
genson, Eestikeelne arvutusmeetodite
kdsiraamat. — O. Prinits. SDV mate-
maatikute konverentsilt Berliinis. —

E. Toom. Tartu MMK uued koordinaa-
did. — E. Sakkov. Kiidrikul «krgbistati»
koorikvid. — Kroonika. — Bibliograafia, —
UOlesandeid.

Matemaatika ja kaasaeg. Abima-
terjale matemaatika Opetajatele ja
oppijatele, XIV. Trt, 1968. 123 lk.
(Tariu Riiklik Ulikool.)

Sisu: 0. Lumiste. Ruumi
geomeetrias. — U. Kaljulaid. Geo-
meelrilisest meetodist diofanlilises ana-
liiisls. — Kuidas piiiida kérbes 15vi? —
M, Koit. Pilk graaliteooriasse. —
T. Roosinupp. Vatmeteooria. —_
L. Roots. Elekironarvutid mingivad ma-
let. — E. Leinemann. Majandusteadu-
se matemaatiline kisitlus. ~ V. Tinn,

moiste

Mida tehakse TRO Arvutuskeskuses. -—
w. . Sawyer. Geomeetria — {eadus
madblist ja  mitiiridest. — Ariva,
LobatSevski geomeeiria. — N. Veske.
Rahvusvahelised matemaatikaoliimpiaadid.
— U. Lepik, O. Prinits. Teenekas
malemaatikaprofessor. — Gaiduk

Axel Harnack — R. Mindingi ja F. Kleint
opilnre.  — David Hilbert malemaatika
terviklikkusest. — E. Tamme. 150 aastat
Tartu {likcoli matemaatikaprofessori Peler
Helmlingi siinnist. — L. Roots. Godirey
Harold Hardy. — E. Tamme. Raamat
majandusmatemaatika meetoditest. — O.
Prinits. Ilmus «Tiiendavaid teemasid
koolimatenaatikale». — . Velsker.
Suurvoistiused  matemaatikas. —  Lenini
preemia laureaate. — U. Lumiste. Noo-
rim Lenini  preemia laurcaatidest. -
U. Kaljulaid. Lenini preemia tssde
eest diofantilises peomeetrias. — Kroo-
nika. — Bibliograaiia. — Ulesandeid.

Matemaatika- ja mehhaanika-ala-

seid toid. VII. Trt, 1967. 184 1k.
{Tartu Riikliku Uikooli Toimetised.
Nr. 206.)

Sisu: (venc k., restimeed eesli, saksa
Ja_inglise k.): A. Tauts. Téevairtuste
delineerimine valemitena. — U. Lumiste.
Ladenevad I-paaride parved neljamodtme-
lises projektiivses ruumis. — R. Mulla-
ri. Eukleidilise ruumimitmemostmelise pin-
na kdverusindikatrissid ja normaaltasandite
mihispind. 11 —
troonse kongruentsi
ruumis R. —
liczi teoreemi
mers.

L. Tuulmets. Iso-
teine keskmihispind

. Jirimae Mazur-Or-
ildistusest. — E. Rei-
Kontinuaalsed summecerimismenetlu-
sed. — H. Tiirnpu. Summeeruvusiegurid
Riesz’i menetluste jaoks. — M. Abel,
Tiirnpu, Y-koonduvustegurid. —

T. Sormus. Harilike Ja kahekordsete
Jadade ahsoluutsest summeeruvusest Haus-

dorifi menetlustega., — Kivistik.
COhest poliinoomiga seotud mittelineaarsest
planeerimisiilesandest. — E. Virm a. Rist-

kiilikukujuliste plaatide ~ kandevdimest. —
0. Lepik. Jaik-plastiliste silindriliste
koorikule suured deformatsioonid telgtombe:
ning vilisrohu all. — E. Sakkov Elasti-
lis-plastiliste plaatide parastkriitilise staa-
diumi analiiiis silindrilisel labipaindel. —-
1. Vainikko. Ummarguste elastilis-plas-
tiliste plaatide libipaine temperatuurivaljas.
Reimand, J. ja Velsker, K
Elementaarmatemaatika. Algprakti-
kum. 1. Trt, 1967. 132 lk._ (TRU
matemaatika dpetamise metoodika ka-
teeder.) — Triikitud rotaprindil.

Renter, R. Majanduskiiberneeti--
ka rakendamisest tGostuse juhtimisel.
TIn., «Eesti Raamat», 1968. 80 lk.

Riives, S. ja Ruubel, A, Ku-
jutava geomeetria kontrolltdéde me-
toodiline juhend. EPA Kaugdppetea-
duskonna iiliopilastele. 4 tr. Trt,
1968. 16 1lk. (Eesti Pé&llumajanduse
Akadeemia.) — Triikitud rotaprindil.

Perforeerimisjuhend elektronarvuti-
le «Minsk-22». Tln.,, 1968. 8 1k. (TPI
arvutusmatemaatika  kateeder.) —
Triikitud rotaprindil.

Programme  koigile. Mectoodiline
materjal. 1. Trt, 1968. 44 1lk. (TRU
Arvutuskeskus.) — Triikitud rotaprin-
dil.

. Soonets, K. Toendosusteooria ja
matemaatiline statistika. Trt., 1968.
194 1k. (TRU teoreetilise mehhaanika
kateeder.) — Triikitud rotaprindil.

Tiit, E. Toéendosusteooria. Loen-
gukonspcki. [TRU matemaatikaosa-
konna ilidpilastelel 1. osa. Trt., 1968.

320 1k. (TRU arvutusmatemaatika ka-

teeder.) Triikitud rotaprindil.

Vallner, H Matemaatilised ma-
sinad ja programmeerimine. Pro-
gramm. Ulesanded. Trt, 1968. 20 1k.
(EPA.) -— Triikitud rotaprindil.

IFapuwuex, A. A Jinueiinas anre6-
pa. Keucnexr nekunii. Taaauu, 1968.
71 crp. (TIIM. Kadenpa matemarn-
kn.) -- Portanpuur.

Konneas, X. K. O606menne me-
T0pa JiiTKeHa s pelleHHs HeJduHed-
HbIX ONepaTropHEIX ypasHeunii, Cre-
nuajgbHocts Ne 008 — Bhlumca. mare-
MaTHKa. ABTopedepaT AuCC. Ha COMCKa-
HHE YUeH. cTen. KaHn. (u3.-MaT. Hayk.
Tamnun, 1968. 16 «ctp. (AH 2CCP.
CoBeT (u3.-TeXH. M MaTeM. HayK).
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Huascou, T. A. MaremaTuueckoe
'MOAENHPOBAHHE PANHALHOHHOTO PpENKH-
Ma pacTUTENbHOro mokposa. (Crenuans-
Hocth Ne 008 — BBLIYHCJIHT, MaTeMa-
THKa). ABropedepar HMcC. Ha COHCKa-
HHe Y4YeH. CTel. Kauja. (wu3.-MaT. HayK.
Tapry, 1968. 28 crp. (TI'Y). — Pora-
TPHHT.

Tpyiubsl BoluucaHreAbHOTO UEHTpA.
Tapry, 1968. (TT'Y). Poranpunt, Bum.
12. P. IT a 1 5 M, MaTemarHuecKkas JHHr-
suctHka. 1. 140 crp.

B 13. 69 crp.

Coaepx.: 0. Kaaauk, 2. Tawm-
‘Me. ANTOPHTM peilledHusi o06oGUieHHONH 3a-
nayH o 3arpyske, — D. Tu# 1. Pesepsu-

poBaHHe Gez goccrakoBieHus. — O. Kapwm a.
06 onpeneseHHd BPEeMEHH OXHIOAHHA B BeT-
BAllelicA cucTeMe CKaAaxoB. —A.A. drexab.
06 ofIux 3aZavax MapaMeTPHUECKOTO JAu-
HEHHOTO INIPOTH:MMHUDPOBAHHUSA.

Buin. 14. 81 cvp

Conepx.:. P. Myuaapu., V.
ru. Popcax padoT u
3amyCcKe  JeTase-napTHit
9BM) - P. Myaaapu uw B, Aaaca-
Ay, K peuieHMio 3ajlay  1eJNOYHCIEHHOTO
STHHEHHOTO NPOTPpAMMHDOBAHUA,

HOpa-
OTKJIOHCHHSI TIPW
(IMHTHPOBaHHE Ha

Buin. 15. 63 crp.
Comepx.: M. Bufttco, E. "a6oBnuu,
Kaaawnk. O npuMcHeHMH Martema-
THYECKMX METOXOB JUIA NNAHUDPOBAHUS M
ynpapJjieHusi IiBeiiHbIM TpoiteccoM. — E. a -
60BHY. ANTOPHTM COCTaBJEHHA MeCTYHBIX
‘TJIAHOR 1AS IIBeHHOro MNpeAnpUATHA.

Scnentepr, X. A, Muoxutenn
CYMMMPYEMOCTH AR MeToRa JiiNepa—
Kuonna. (Crmemmasbnocts Ne 001 —
MaTeM. unanu3.) ABTopedepar gucc. Ha
COMCKaHHE Yy4eH. Crell. KaHA. (H3.-MaT.
Hak. Tapry, 1967. 11 crp. (TTVY). Po-

TATPHHT.

ARTIKLID
Agur, Ustus. Raalitud pildid.
[Elektronarvutite kujutusoskusest.] —

«Horisont», 1968, nr. 7, 1k. 29—32.

NSV Teaduste Akadeemia
Fiiisika. Matemaatika.

Eesti
Toimetised.
Tin., 1968.

Nr. 1. Matemaasatika-alased artiklid
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(vene k., resiimeed eesti ja inglisek.):

I. Keis. Statsionaarse sputniku suh-

telise tasakaalu ontimaalsest asitmptooti-
lisest stabiliseerimisest. — 1. Keis. Uhe
kinnituspunktiga  giirostaadi  litkumisvdr-

randitest. — E. Tiit. Lihtstruktuuri mia-
ramisest faktoranaliilisis. — N. Veksler.
Telgsiimmeetrilised mittestatsionaarsed de-
formatsiooniprotsessid  pddrdkoorikutes. —
M. Levin. Mirkus trapetsvalemi dhe
omaduse kohta. — M. Levina, Uhest
kvadratuurvalemite tuletamlse meetodist, —
J. Lohmus. Mdned mirkused Lie-riih-

made singulaarsete kontraktsioonide koh-
ta. — Akadeemik Arnold Humal 60-aas-
ane.

Nr. 2. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja inglise
k.):

S. Ulm ja V. Poll. Manedes{ mii-
nimumi leidmise meetodilest. — V. Unt.
Einsteini vdrrandite struktuurist aksiaal-
siimmeetrilisel -inhnl. — 1. Kelis. Giiro-
staadi integraalidest, kineetilisest momen-
dist ]a nurkkiirusest sdltuvas iduviljas. —
S. Ulm ja H. Koppel. Méningad Ait-
keni tiiipi kolmanda jargu koonduvusega
iteratsioonimeetodid.

Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resimeed eesti ja inglise
k.):

E. Raik ja I. Petersen. Kuju-
tiste meetod kitsendustega ekstreemurmniiles-
annete lahendamiseks. — B. Tamm. Inse-
nerlike protsesside modelleerimise aspekti-
dest probleemorientatsiooniga programmee-
rimissiisteemide abil. — A. Siimon.
Potentsiaal-impulsses elementide siisteemis
olevate loogiliste skeemide analiiiitilise
kirjeldamise keelest. — [I. Keis. Vaba
giirostaadj suhfelise tasakaalu optimaal-
sest asiimptootilisest stabiliseerimisest. [I.
— L. Ainola. Koorikute diinaamika
teooria varfatsioonprintsiinidest. — V. Unt.
Aksiaalsiimmeetriline elektromagnetiline kiir-
gus iildises relatiivsusteoorias esimeses
tihenduses. — J. Pihtau. Silindrilise
magnetkile-elemendi  tiliirimisvoolude tolc
rantsid assotsiatlivmilus kasutamise Kkorral.

Nr. 4, Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resimeed eesti ja inglise
k.):

J. Rebane. Universaalsete algebrate
esitamisest kahepoolse taandamisega ja
taandamisega kommutatilvseles poolrithma-
des. — O. Vaarmann. Monedest ite-
ratsioonimeetodeist podrdoperaatori jarkjar-
gulise  aproksimeerimisega. — A. Sli-
mon, Signaalide eksisteerimise ajakoordi-
naatide mifiramine loogiliste skeemide ana-
litiatilise kirjeldamise keeles. — J. Lah-
m us. Simplektiliste riilhmade kontraktsioo-
nid. — J. Lohmus. Kontraktsioonide iildls-
tamise voimalustest algebraliste siisteemide
jaoks. — A. Spilevski. Teoreem ildis-



tatud samastustest n-mootmelises tasases

ruumis ja nende interpretaisioon.

Etverk, E. Kontrolltdddest kor-
gema matemaatika opetamisel, [Kor-
gemast koolist.1 Oppemetoodika kiisi-
musi, 3, 1968, lk. 92—100.

Kaps, H. Raalide kasutamise
perspektiiv. — Tehnika ja Tootmine,
1968, nr. 12, lk. 626—629.

Kees, P. Arvu moisie
mine lapsel. -— Noukogude
1968, nr. 4 k. 286—291.

Koljagin, J. Esemete hulgad
arvu ja aritmeetiliste techete mdiste
kujundamise alusena. [Matemaatika
opetamisest algklassides. Ajakirjast
«NatSalnaja Skola», 1967, nr. 6.
Lihendatud.] — Noukogude Kool,
1968, nr. 3, lk. 183—188.

Lepik, Ulo. Toendosuspaberi
kasutamisest statistilistes arvutustes.

kujune-
Kool,

— Eesti Loodus, 1968, nr. 10, lk.
629—631.
Levin, A, Lineaarse planeeri-

mise simpleksmeetod. [Koolimatemaa-
tikast.] Abiks T[akultatiivsete ainete
opetamisel. — Noukogude Kool, 1968,
nr. 11, lk. 863—868.

Lints A. Abiks algklasside ope-
tajale.  [Kordamisest matemaatikas
3. klassis.] — Noukogude Kool, 1968,
nr. 7, lk. 546—547.

Lints, A Abiks algklasside ope-
tajale. | Matemaatika opetamisest
3. 'klassis.] -- Nouvkogude Kool 1968,
nr. 8, lk. 605—610.

Lints, A. Esimesed nalemaatika-
tunnid 2. klassis. — Noukogude Kool,
1968, nr. 5. lk. 382—387.

Lints, A. Korrutamise ja jaga-
mise kasitlemisest 2. klassis. --- Now-
kogude Kool, 1968, nr. 12, lk. 919—
927.

Lints, A. Liitmine ja lahutamince
10 piires. Abiks algklassidc opetaja-
tele. — Noukogude Kool, 1968, nr. 10,
k. 746—752.

Lints, A, Oppeaine vastu huvi
dratamiseks. {Matemaatikaiilesandeid
1. klassile,] — Noukogude Kool, 1968,
nr. 2, lk. 140--146.

Lohmus, J. Mis on kover ruum
ja nn. nullruum? — Kiisimused ja
Vastused, 1968, nr. 11, lk. 27—33.

Loper, V. Arvutustoode mehhani-
seerimisest -autotranspordis. — Auto-
transport ja Maanteed, 1967, nr. 6,
k. 1—4. ‘

Martson, Jiri Meetermoodus-
tik. [Ajaloost, olevikust ja tulevikust.}
— Horisont, 1968, nr. 9, lk. 62—63.

Naan,
kultuur, —
k. 1—8.

IV teaduslik-pedagoogilise konve-
rentsi «Tappisteadused ja haridus»
ettekannete resimeed. Trt, 1968.
38 lk. (TRU. ENSV TA Loodusuuri-
jate Sclts. ENSV Haridusministee-
rium.) Matemaatika-alased artiklid:

G. N aan. Matemaalika ja kulivur., —
H. Kergs. Singulaarsefest kohtadest ajas
ja ruumis. — Kull. Informatsiooni
otsimise  siisteemidest. — H. Aben.
J. Kajari. Linnaehituse probleemide ma-
teinaatilisest kisitlusest. — G. Kangro.

Gustav. Matemaatika ja
Horisont, 1968, nr. 7,

Jidrlestuse tahtsus analiiiisls. — O. L u-
miste. Relatsioon «vahel» geomeetria
algmdistena. — B. Tamm. Insenerlike
protsesside modelleerimisest spetsiaalsete

algoritmiliste keelte abil. —
Inimese ja arvuti koostds
tehniliste _objektide juhtimisel.

R. Tavast.
probleemidest
— L. Ai-

nola. Variatsioonmeetodid matemaatilises
filisikas. — L, Vohandu. TPI ja elekt-
ronarvuti. — O. Prinits. Koolimatemaa-

lika ja kaasaeg.

Prinits, Q. Koolimatemaatika
tasemest. — Noukogude Kool, 1968,
nr. 1, k. 33—39.

Puusepp, E. Arvulustédde meh-
haniseerimisest  maaparanduses. --
Pollumajanduse Mehhaniseerimine ja
Elektrifitseerimine, 1967, nr. 6, Ik.

3—4.

Rozenfeld. [ Majanduskiiber-
neetika voidab eludigust. — Hori-
sont, 1968, nr. 3, lk. 46—48.

Rovkin, Albert. Marx ja mate
maatika, K. Marxi «Matemaatika-
alaste kasikirjade» véljaandest. —
Horisont, 1968, nr. 5, lk. 25—28.

Talts, V. Tehniliste uuenduste
majandusliku efektiivsuse arvutamise
metoodikast. — Teknika ja Tootmine,
1968, nr. 1, k. 629—630.
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Teaduse ajaloo lehekiilgi Eestist.
1. Tln., 1968. 276 lk. Matemaatika-
alased artiklid (eesti k., resiimeed
vene ja saksa k.):

Matemaatika  Eestis
XVH ja XVIII sajandil. — L. Véhandu
Matemaatika vanemas eestikeelses Oppe-
kirjanduses. -—— J. Depman. - Tilendusi
matemaatika ajaloole Tartu dlikoolis.

U. Lumiste.

. Telgmaa, Arvude jaguvus
‘hulgateoreetilisest vaatekohast. [Ma-
temaatika opetamisest.] — Noukogu-
~de Kool, 1968, nr. 3, lk. 189—-193.

Telgmaa, A. Koolimatemaatika
olevikust ja tulevikust. — Noukogude
Kool, nr. 9, lk. 656—660.

Telgmaa, A. Laps Gpjb mate-
maatikat. [Vanemate abist koduste
oppeiilesannete lahendamisel.} -
Emale-isale. TIn, 1968, tk. 184--189.

M. Piitagoras ja tema
teoreem. [Késitlemisest matemaatika
tunnis.] — Noukogude Kool, 1968,
nr. 2, 1k 134—139.

Oiglane, Hilja.
kogemusi programmédppe rakendami-
sel kdrgemas matemaatikas. [FEesti
Pollumajanduse Akadeemia.] -
Programmdpe, 6, 1967, lk. 3—10.

Usai,

Praktilisi

MaremaTnka M TeopeTHueckas Me-
xanuka, 3. Taannn, 1968. 77 c1p. (Tpy-
Abl  TA/JIHHCKOTO  IOJIHTEXHHYECKOrn
un-ta. Cepusi A. Ne 261). Cratbu no
MaTeMaTHKe:

O. Cuabne m B, Tudxma K
BONPOCY O HpUMEHEHWH B MeXaHHKe Teope-
MBIl KHHeTHYecKoH sHepruu. — X. Kom-
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ULESANDEID ELEMENTAARMATEMAATIKAST )

1. Jalgpalliturniirist vottis osa seitse meeskonda: A, B, C, D, E, F, G.
Finalistideks peeti itht jargmistest paaridest: A ja C, B ja G, C ja E, G ja
A, E ja F, A ja D. Osutus, et iithes nendest paaridest on mblemad mees-
konnad nimetatud valesti, iilejddnutes aga on ainult itks meeskond nimetatud
valesti. Millised meeskonnad kohtusid finaalis?

2. Milline kahekohaline kiimnendsiisteemi arv kirjutatakse viiendsiisteemis
samade numbritega nagu seitsmendsiisteemis, ainult vastupidise numbrite
jdrjestusega. ]

0 3.AKolmnurga ABC korguste loikepunkt on O. Leida nurk ACB, kui
C =AB.
4. Leida jada {urp} piirvdidrtus, kui jada on antud valemiga
2ua —1

= —— =1 2
Un+1 °o—u. (n s 203, ..)

5. Lahendada vérrand
X34 (2a —3)x2 +(2 —7a)x 4- 4a — 222 = 0.

KOGUMIKU KOLMETEISTKUMNENDA VIHIKU ULESANNETE
LAHENDUSED

Ulesande nr. 1 lahendus. Olgu antud ruutvérrandite diskriminandid vas-
tavalt D=p? —¢q ja D= p;2—g. Siis »
D+Dy=p*+p?—qg—qg=p"+p?—2ppy=(p—p1)* = 0.
Kui niiid esimese vorrandi lahendid on imaginaarsed (D <C0), siis D; > 0
(s. o. teise vorrandi lahendid on reaalsed).

Ulesande nr. 2 lahendus. Esimese progressiooni iildliige on an, = 4n, teise
progressiooni iildliige on bm =—5m — 2 Nad on vordsed, kui

. 5m—2
n=5m—2, n=—=-——m—.
: 4
Arv n on naturaalarv siis ja ainult siis, kui m=2(2k —1) (k=1, 2, ....).
Seega saame antud progressioonide ithesugused litkmed n viartustel n =5k —3
(=1, 2, ...). Need litkmed moodustavad aritmeetilise progressiooni iildliik-

mega cr = 20k — 12, kusjuures ¢; =8 ja cs,==988. Seega Ss == 24 900.

Ulesande nr. 3 lahendus. Léigaku ringjoon nurga AOB — ¢ haaradelt ja
nurgapoolitajalt vastavalt 16igud a = OA, b = OB ja ¢= OC. Ptolemaiose teo-
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reemi pohjal vordub ringi sisse joonestatud nelinurga diagonaalide korrutis
vastaskiilgede korrutiste summaga. Seega
OC-AB=0A-BC+ 0B- AC,
¢c-AB=a-BC+b-AC.
Et BC==AC kui vordsetele kaartele toetuvad kdolud, siis

Séltumatult ringjoone valikust on tekkiv kolmnurk ABC vordhaarne kolmnurk

A

tipunurgaga 180° —a. Kuna -vordse tipunurgaga vordhaarsed kolmnuwrgad on
AB a+b

sarnased, siis == cotisi ning seega ka --——— = const.
v

fa £ )

N ‘ cosa B
Ulesande nr. 4 lahendus. Ef — = ——, siis
a sina

b cosae |
A=afcos3a ——sin3a) = a| cos3a ————-sin3a) =
o sina
sin @ cos 3@ — cos a sin 3a a sin(—2a)
— g - = - = —2¢ cos a.
sina sin a

Ulesande nr. 5 lahendus. Vorrandi f(x)= @nx™ -}- @n_yX*~ ' 4 .. +ax +
+ ay = 0 lahendiks ei saa olla paarisarv x=2k Kui x-=2k, siis vorrandi
vasak pool

an(2R)™ J-an_(2R)7-14- .. +a;-2kR 4+, ei saa vorduda nulliga, kuna
ta on paaritu arv (sest celduse pohjal a,=j(0) on paaritu arv). Vorrandi
lahendiks ei saa olla ka paaritu arv x=2k -+ 1. Kui x=2k +4- 1, siis on vor-
randi vasak pool

an(2k 4+ )" +an—1(2k + V)21 4 - a (2R - D ..
Et Newtoni bincomvalemi pohjal
2+ 1" =An+1 (m=:1, 2, ..., 2), kus

Am on paarisary, siis teisendub vorrandi vasak poo! kujule
(anAn + an—lAn—1 +...+ a|A1)+(an - @n_y jj e fa - a0)=
=(anA:v, + an—lAn-—l —f— e —f— ll]Al)—{—- f_(!).
Siit ndhtubki, et vorrandi vasak pool ei saa vorduda nulliga (esimeseks liide-

tavaks olev suluavaldis osutub paarisarvuks. teine liidetav f(1) on aga eel-
duse pdhjal paaritu arv).
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KOGUMIKU NELJATEISTKUMNENDA VIHIKU ULESANNETE
LAHENDUSED

Ulesande nr. 1. lahendus. Esialgu paneme pannile 2 muna; 1,5 minuti
parast votame neist ilhe dra. Selle asemele 166me kolmanda muna. 1,5 minuti
moodumisel paneme téiesti kilpse muna asemele poolkiipse muna ning praeme
pannil olevaid mune veel 1,5 min. Kogu praadimiseks kuluv aeg on 4,5 min.

. a
Ulesande nr. 2 lahendus. Téhistades murru A siimboliga e voime murru

a+1 a a-1 2a—b
B kirjutada kujul -—_I-_—— EiA—B=—— + = jala—b=
b+2 b b2 b(b -+ 2)

=2+ 5678901234 — 6789012345 > 0, siis A > B.

Ulesande nr. 3 lahendus. Esitame 11'® —1 kujul (11 —1)- (119 4- 118 4- 117
+ ...+ 1124-11 4+ 1). Esimene tegur on 10. Et teise teguri iga liidetav parast
astendamist lopeb arvuga 1 ja liidetavaid on kiimme, siis jagub ka teine
tegur arvuga 10. Korrutis jagub aga arvuga 100.

Ulesande nr. 4 lahendus. Korrutades vorrandid saame, et
(xy)=+¥ = (xy)?~,

millest x4 y = 2n v6i xy = 1. Avaldades eelviimasest vordusest tundmatu v
ning asendades siisteemi esimesse vorrandisse, jouame vdrrandini x27 =
=(2n—x)" ehk x24+x—2n=0. Seclle lahendeist sobib vaid positiivne

| R ——
(x>>0): x= - (¥8n+1—1). Vordusest x4y = 2n leiame, et y=
1 erras 1 —
= 2n —= (¥8n + 1 —1), mida vdime kirjutada ka kujul y= I(VBN-H -—1)2

x2

thtudes vordusest xy = 1 j(')uame vorrandile x = x—7, Viimasest x=1

x241

véi ———— = —n. E{ vorrandi x2-4 1 = —nx lahendid ei ole positiivsed, siis
X
rahuldavad esialgset siisteemi arvupaarid
X)) = 1 Yy = 1
ja

1 e 1 (S
x2=3(y’8n+ I—1) =8+ 1— 12

Ulesande nr. 5 lahendus. Téihistame vorduse vasaku poole tahega x. Siis:
© =20+ 14V 24 3]/(20-1- 14V 2)2. V20— 14V 2+

+ 3V 20+14\/2 l/(20—14\/2)2+20—|4v2_

_40+3V(20_14v2)(20+|4 V2)- (V20+14\/2+

+\/2o—14 v 2)—4o-rsl/400—2 196 - x — 40 - 6.

Ulesandes esitatud vordus osutub &igeks, kui vdrrandi x¥ — 6x — 40 =0 lahen-
diks on arv 4. Ent selles pole raske veenduda..
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Ulesande nr. 6 lahendus. Et logaritmitav avaldis peab olema positiivne,
siis 0 < sinx << I. Seega pole iilesandes toodud vordus kehtiv, sest vasak-
poolne avaldis sinx on positiivne, parempoolne avaldis logsinx aga nega-
tiivne.

Ulesande nr. 7 lahendus. Trapetsi ABCD diagonaalide keskpunkte E ja F

. b
dhendav 16k asub trapetsi keskldigul MN. Kuid ME = FN =-2—, sest l6igud

ME ja FN on vastavalt kolmnurkade ABC ja BCD keskldigud. Jarelikult

a+tb a—b
EF — MN —(ME+ FN)= "5~ b =~

Ulesande nr. 8 lahendus. Viisnurga tippe moodustavate kolmnurkade kdigi
sisenurkade summa ’

et-pt+r+otet(@mtat+p+0-+r+rt6+d+e +e)=5-180.

Avaldades nurgad ai, @, ..., &, € vastavate korvunurkade @i, @2 @3 @
ja @5 kaudu ning asendades need viimasesse vordusse, saame

a+f+p+o+e=2(pr+ 2 + g3+ + 0s5)— 900"
Et o1+ @2+ @3 + @4+ @s=540° kui kumera viisnurga sisenurkade summa,
siis a4+ g+ 7+ J+ =180
Ulesande nr. 9 lahendus. Vastavate ruumalade suhe on
rzh

IR
kus A on koonuse kdrgus, r on koonuse pohja raadius ja R on kera
raadius.
Arvestades, et r2=/h(2R—-/z), saame otsitavaks suhteks
reh h h(2R—h) q?
_._3.=.__._———=—(2_q).
4R 4R R? 4
Suurus ¢ peab rahuldama vorratust 0<<gq << 2.

Ulesande nr. 10 lahendus. Ringjoon diameetriga AE asub ringis keskpunk-
tiga A ja raadiusega AE. See ringjoon loikab sirget AC loigu AC sisepunktis
F. Samal pohjusel 16ikab ringjoon diameetriga BD sirget BC loigu BC sise-
punktis G. Molemad ringjooned ldbivad 16igu AB keskpunkti O, mistottu
/CBD= /GOD ja /CAE= /FOE. Ulaléeldust jireldub vahetult, et F
on nurga /GOD sees, seega /GOD on suurem kui /FOE.

1
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