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ULD- JA UKSIKMOISTETE VAHEKORD
A. Tauts

Vaatleme kahte lauset:

1. Kui mingile kolmeelemendilisele hulgale liita mingi kahe-
clemendiline hulk, kusjuures neil hulkadel pole iihiseid elemente,
siis saadakse tulemuseks viieelemendiline hulk.

2. Kui arvule 3 liita arv 2, siis saadakse arv 5.

Sisuliselt tihistavad molemad laused iiht ja sama fakti, kuid
ometi on nende vahel erinevus ja mitte ainult keeleline. Esimeses
lauses rddgitakse mingist kolmeelemendilisest ja mingist kaheele-
mendilisest hulgast, s. t. lauses viljendub selgesti iildistus iile
paljude iiksikjuhtumite. Seevastu teises lauses on tunda suhtumist
arvudesse 3 ja 2 kui konkreetsetesse iiksikobjektidesse. Arv 3, s. o.
sisuliselt kolmeelemendiliste hulkade klass, on muudetud siin
tiksikuks konkreetseks objektiks. Et arve ollakse harjunud tol-
gendama konkreetsete objektidena, seda véib ndha juba sellest,
et me rddgime naturaalarvude hulgast, kolimega jaguvate natu-
raalarvude hulgast, arvust 4 vidiksemate naturaalarvude hulgast
jne. Hulga elemnendiks peavad aga paratamatult olema objektid.
Seejuures ei saa nendeks objektideks olla konkreetsed vastava
elementide arvuga hulgad, sest siis eksisteeriks mitu naturaal-
arvude hulka olenevalt sellest, milline konkreetne hulk vastava
arvu esindajaks votta. Naturaalarvude hulga elementideks on klas-
sid, mis koosnevad koigist vastavat arvu elemente sisaldavatest
hulkadest, kusjuures need klassid on loetud omaette objektideks.
Seejuures on nad muutunud meie teadvuses peaaegu atomaarse-
teks moisteteks, mistottu meil ei tule meeldegi, et oma olemuselt
on nad teatud hulkade klassid.

Selliste klasside muutmist omaette objektiks saab 1dbi viia
ainult siis, kui koik liikmed klassis on vaadeldavas aspektis iso-
morfsed. Néiteks kui meid rithma puhul huvitab ainult elementide
identsusvahekord ja rithmaoperatsioon, siis ei vo6i me lugeda oma-
ette objektiks rithma kui niisugust, sest kiisimusele: «Mitu eri-
nevat elementi on rithmas?» ei leiduks iihtset vastust. Kiill vaib
aga omaette objektiks sel juhul olla kolmeelemendiline tsiikliline
rithm kui niisugune, lugedes elementideks e, a ja b, kus e on {ihik-
element ning ab = ba =-e. Sisuliselt on see rithm siin tegelikult
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koigi kolmeelemendiliste rithmade klass. Nendel rithmadel on see-
juures muidugi vdga mitmesuguse struktuuriga elemendid, kuid
meie aspektis, mis vottis arvesse ainult identsusvahekorra ja
rithmaoperatsiooni, ei tule elementide endi struktuurilised iseéra-
sused arvesse. Seega on need rithmad nimetatud aspektis iso-
morfsed.

Selline konkretiseerimine on otstarbekas 14bi viia klassi puhul,
mis koosneb isomorfsetest liikmetest. Kuigi matemaatilised tule-
mused ei olene sellest, kas toestame mingi omaduse kehtivuse
antud klassi koigi liikmete puhul voi toestame ta ainult selle
abstraktse objekti puhul, milleks me antud klassi oleme muutnud,
on tunnetuslikult siin siiski vahe olemas. Oeldes «kaks liita kolm
on viis» tunneme, et mainisime iiksikut fakti, Oeldes aga «kui
votta suvaline kaheelemendiline hulk ja suvaline kolmeelemendi-
line hulk, millel pole {ihiseid elemente, siis nende summa on viie-
elemendiline hulk,» tunneme, et rddgime korraga paljudest iiksik-
faktidest.

Kirjeldatud pohimotte illustreerimiseks toome i{ihe niite, mis
erinevalt eespool mainitud naturaalarvude néitest ei ole ildiselt
meie teadvuses sellisel kujul juurdunud. Jutt on nimelt eukleidilise
geomeetria kujunditest. Téepoolest, samal ajal kui iga naturaal-
arvu iildiselt vaadeldakse iihesainsas eksemplaris eksisteerivana,
ei ole geomeetriliste kujundite — ring, ruut jne. — kohta seigelt
véljakujunenud seisukohta, kas igaiiks neist eksisteerib {ihes voi
mitmes eksemplaris.

Vaatame niisiis, kuidas tuleks muuta sellises mottes iiksik-
objektideks eukieidilise geomeetria kujundeid, nii et poleks vaja
niiteks delda: «Iga vordkiilgse kolmnurga nurgad on omavahel
vordsed ja vorduvad kolmandikuga sirgnurgast», vaid selle ase-
mel voiks konelda vordkillgsest kolmnurgast kui iiksikobjektist.
Selleks peame koigepealt médidratlema aspekti, mida isomorfismi
aluseks votta. Teeme seda néiteks nii, et samastame koik sarnased
kujundid.

Defineerime koigepealt iiksikobjektina eukleidilise ruumi kui
niisuguse. Vaatleme hulki, millel on defineeritud funktsioon, mis
igale kahele elemendile x ja y seab vastavusse mittenegatiivse
reaalarvu g(x, y) (viimast hakkame edaspidi nimetama vastavate
elementide vaheliseks kauguseks). Nimetame seda hulka n-moot-
meliselt eukleidiseeruvaks, kui saab korraldada iiksithese vasta-
vuse selle hulga eclementide ja reaalarvude rn-komponendiliste
korteeZide vahel nii, et kui elemendile x vastab (&,...,&,) ja

elemendile y vastab (#1,..,7,), siis o(% y) = V > (& — )%

Koigi n-mootmeliselt eukleidiseeruvate hulkade klassi nimeta-
megi n-mootmeliseks eukleidiliseks ruumiks. Selle klassi iga liige
on siis paar (M, p), kus M on hulk ja p on iilalnimetatud tingi-

(4

musi rahuldav kahekohaline funktsioon.
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Konkreetne geomeetriline kujund n-mootmelises eukleidilises
ruumis defineeritakse pisut keerulisemalt, kuid iildine pdhimote
on sama. Kujundeid nagu sirge, tasand, kera, kuup jne. saab
vaadelda ilmselt punktihulkadena. Kui on tegemist aga sellise
kujundiga nagu néiteks sirge koos kolme fikseeritud punktiga
scllel sirgel, siis ilmselt ithe osahulgana seda kirjeldada ei saa:
osahulk sisaldaks ju koik sirge punktid ja puuduks voimalus nime-
tatud kolme punkti erilist osa selles kujundis ndidata. Seepdrast
tuleb kujundit iildiselt vaadata kui punktihulkade siisteemi.

Olgu A mingi hulk ja n mingi naturaalarv. Vaatleme struk-
iuure, mis koosnevad n-mootmeliselt eukleidiseeruvatest hulka-
dest X, milles on eristatud osahulkade siisteem {X,:a < A}.
Selle siisteemi osahulgad vdivad ka loikuda. Oletame, et mistahes
kahe vaadeldava n-mootmeliselt eukleidiseeruva hulga X ja Y
vahel saab korraldada fiiksiihese vastavuse, nii et on tdidetud
jargmised nouded:

1) Leidub 2> 0, nii et kui elemendile x;, = X vastab y, =Y
ja elemendile x, = X vastab y, =Y, siis o(xi, x2) = 20(y,, y2).

2) Iga siisteemi {X,} kuuluva osahulga X, < X elementidele
vastavad parajasti Y, elemendid.

Naiteks hulkade X ja Y vahel peab olema iiksithene vastavus,
nit ent X, suvaline element x; vastaks tingimata Y, mingile punk-
tite y,, samuti punktile x; mis kuulub hulka X, peab vastama
mingi ys, mis kuulub hulka Y. Et x, & XN Xp, siis peab talle
vastav element y. olema nii Y, kui ka Y element.

Geomeetriliseks kujundiks nimetame siis sellist maksimaalset
klassi, mille liikmeteks on kolmikud (M, o, {Ma}), kus M on hulk,
o on eespool kirjeldatud kaugusfunktsiooni noudeid rahuldav
ninktsioon ja {Mgy} on hulga M osahulkade mingi siisteem, kus-
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juures selle klassi iga kahe litkme (M, o, {Mq}) ja (N, u, {Na})
puhul saab hulkade M ja N vahel korraldada alalkirjeldatud vas-
tavuse.

Niiteks selline geomeetriline kujund nagu punkt on klass,
mille liikmeteks on rn-dimensionaalselt eukleidiseeruvad hulgad,
milles igaiihes on eristatud iiks iiheelemendiline osahulk. Sirge
seevastu on klass, mis koosneb n-mo6tmeliselt eukleidiseeruvatesi
hulkadest, kusjuures igaiihes on eristatud maksimaalne selline
osahulk, mille igast kolmest elemendist {iks on kahe iilejddnu
vahel. Elementi b nimetame elementide a ja ¢ vahel asuvaks,
kui g(a, c) = o(a, b) + (b, c).

Sirge koos temal fikseeritud kolme punktiga on aga klass,
kus igas hulgas lisaks eelmises ndites kirjeldatud osahulgale
on eristatud veel selle itks kolmepunktiline osahulk, kusjuures
keskmise punkti kauguste suhe ddrmistesse on selle klassi iga
liikme puhul sama. _

Seega on iga geomeetriline kujund kindel klass, mida v&ib
harjuda vaatlema millegi elementaarse ja {thesena, nii nagu vaat-
leme naturaalarve.

Analoogilist mottekdiku saab rakendada igakord, kui tahame
samastada iiksikjuhtumeid, mis on meid huvitavas aspektis iso-
morfsed.

BRIDZIGLESANDEID

«Matemaatika ja kaasaja» viimastes numbrites leidus igaiihes iiks loogilist
laadi bridZiillesanne. Esitame niiiid vahclduseks moned matemaatilise sisuga
bridZiiilesanded, mille lahendused avaldamec «Matemaatika ja kaasaja» jarg-
niises numbris.

1. Robber algab tavaliselt partnerite loosimisega — igaiiks neljast osavot-
jast tombab 52-kraadilisest pakist juhuslikult ithe kaardi ning partneriteks saa-
vad vastavalt kahe korgeima ja kahe madalaima kaardi omanikud. Milline on
toendosus, et tommatud neli kaarti esindavad tapselt kolme erinevat masti (s. t.
kaks kaarti on mingist iihest mastist ja iilejddnud feistest mastidest)?

2. Uks mastidest jaotub (nditeks trumbita mingu korral) lepingutiitja
ja laua vahel jargmiselt: .

lepingutéitjal: K E 2, lauas: A 10 5 3.

Lepingutditja kidib algul K ning siis E, millele vastased viskavad 4,6,7 ja 8.
Lepingutéitja kolmandana kididud 2 peale paneb vasakpoolne vastane 9. Kas
lauast tuleb niiiid panna A voi 10 (eeldades muidugi, et mingit tdiendavat
informatsiooni kaartide voimaliku jaotumise kohta pole mangu kdigus onnes-
tunud hankida)?

3. Olgu eelmisega muidu taiesti analoogilises olukorras vaadeldav mast
jaotatud jargmiselt: .

- lepingutditjal: K E 2, lauas: A 9 5 3.

Lepingutéitja kiib jalle K ning E, millele vasakpoolne vastane viskab 4
ja 7, parempoolne aga 6 ja /0. Kolmandana kdidud 2 peale paneb vasakpoolne
vastane 8. Kas lauast tuleb panna A voi 9?
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LISATEADMISI RUHMADEST
U. Kaljulaid
— Mis tuleb selleks teha? — kiisis

VAIKE PRINTS.
— Tuleb olla viga kannatlik, — kostis

REBANE.
— Koigepealt istu minust veidi eemale
rohu peale... Niil .... Mina vaatan

.sind silmanurgast ja sina ei itle mulle
mitte midagi. Keel on arusaamatuste
allikas. Kuid iga pdev vdid sa istuda
natuke ldhemale . . .»

A. de Saint-Exupéry, Le Petit Prince

Kéesolevat artiklit voib vaadelda Jevgeni Gabovitsi iilevaate
«Algebra pohimoisted» rithmi késitleva osa jdtkuna. Peale uute
moistete (homomorfism, normaaljagaja jt.) tutvub lugeja siin
{siikliliste rithmade «kirjeldusega», rithma «lahenduvuse» mois-
tega, kriteeriumidega selle omaduse «avastamiseks», nédidetega
lahenduvatest rithmadest. Ta leiab ka Thompson-Feiti teoreemi
ja monede selle jdrelduste sonastused. Tdiendav tutvus rithma-
dega on heaks eelduseks Galois’ teooria moistmisel, kaasaegse
gcomeetria tundmadppimisel ja mujal. Riihmateooria rakenduslik
vaartus ei vaja tdnapieval erilisi kommentaare. On {ildtuntud
fema rakendused fiiiisikas ja keemias!, rddkimata matemaatikast
cndast 2.

I Vaatleme suvalist riihma ja temas mingit alamriihma;
tihistame nad vastavalt G ja H. Me vdime rithmas G 14dbi viia
klassijaotuse, lugedes klassideks alamrithma H «orbiidid», s. t.
hulgad Hg = {hg|g = G on fikseeritud; h = H on suvalised}.
Nditeks, kui rithmaks on komplekstasand C kompleksarvude liit-
mise suhtes ja alamriihmaks imaginaartelg, siis on orbiitideks
vertikaalsirged (vt. joonis 1).

' Vi. nditeks N, Kristofiel, K. Rebane Rithmateooria ja selle raken-
dusi  molekulide ja kristallide fiiiisikas. Tartu, 1961, TRU rotaprint; voi
I. A, Cotton. Chemical applications of group theory, Interscience Tracts.
New-York—London, 1964.

2 Vi. U. Lumiste. Ruumi moiste geomeetrias (Geomeetria ja teisen-
duste rithmad). — Matemaatika ja kaasaeg, XIV, 1k, 3—21.



H Htg Orbiite = nimetatakse ka
alamriihma korvalklassideks,
elementi g — klassi esinda-

J ‘ jaks. Lugeja veendub kergesti

ce selles, et esindajaks vaib ele-
mendi g asemel valida suva-
lise teise «punkti» orbiidil, et
erinevad orbiidid omavahel ei
loiku, et iithikelemendile vastav
Joonis 1. orbiit {ihtib alamr{iihmaga ning

et orbiidid katavad kogu

riihma. Seega on toéepoolest

tegemist klassijaotusega, mida kirjutatakse kujul G = H 4

4+ Hgs-+ Hga+ ..., ehk lithidalt ka G = 3 Hg, kus K=

geK
= {e, g2, g3, . . .} on tdielik esindajate siisteem, s. t. hulk, millesse
igast klassist kuulub parajasti iiks esindaja.

Vaatleme eraldi juhtu, kus rithm G on loplik. Sellise rithma
elementide arvu nimetame rithma jdrguks ja tahistame |G|. Erine-
vate orbiitide arvu nimetame alamriihma H indeksiks rithmas G
ja tdhistame indgH vGi ka (G : H).

Lagrange’i teoreem. Lopliku rithma jdrk jagub iga tema alam-
rithma jdrguga, kusjuures jagatiseks on selle alamrithma indeks.

Toestus. Veendunud, et kujutus ¢ : H— Hg, mis on antud
valemiga ¢@(h) = hg, on iiksithene, mirkame, et koigil orbiitidel
on sama palju «punkte». Et aga orbiidid katavad kogu rithma
ega [6iku omavahel, siis ndeme indcksi definitsiooni silmas pida-
des, et |G|=|H|-indgH. Teoreemi viide on toestatud.

Seega, Lagrange’i teoreem viidab, et alamriihmade jargud
1oplikus riihmas on tema jiargu jagajateks. Voib aga kerkida kiisi-
mus vastupidise digsusest: kui arv m jagab 16pliku rithma jarku,
kas leidub siis temas alamriihm jarguga m? Lihtsad néited
kinnitavad sellise <«poordhiipoteesi» paikapidamatust iildjuhul.
Siiski, ta on oige algarvulise m korral. Veelgi enam, kui |G| =
=pr.r, kus p on algarv ning arvud p ja r on vastastikku
lihtsad, siis sisaldab rithm G alamriihmi jarkudega p, p% p3, ...
.., p* See viide (koos viikese lisandiga) on tuntud Sylow:
esimese teoreemina.

Kas ei voi koigis eeltoodud arutlustes klasside Hg, nn. parem-
poolsete korvalklasside asemel vaadelda wvasakpoolseid kérval-
klasse gH, s. o. hulki

gH = {gh| g = G fikseeritud; h = H suvalised}?

Lugeja realiseerib selle voimaluse kergesti (tdnu tdielikule ana-
loogiale esitatuga) ja tulemuseks on tnodud «parempoolse pildiga»
siimmeetriline «vasakpoolne pilts. Erijuhul kui rithma operatsioon,
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on kommutatiivne, s. o. vordus a-b=0b-a kehtib suvaliste
a, b = G korral, ithtivad need «pildid». Uldjuhul muidugi Hg =
gH.

Olgu antud suvaline rithm G ja temas alamrithm H. Me teame,
of rithma G vo6ib katta nii parempoolsete klassidega Hg kui ka
vasakpoolsete klassidega gH, s. t.

gEK geK’
Siin tdhistavad K ja K’ tadielikku esindajate silisteemi vastavalt
csimesel ja teisel juhul. Uldiselt muidugi K 5= K'. Kiisime, kas
vsindajaid klassides on voimalik nii valida, et K=K’ kehtiks,
.. 0. et parempoolsete klasside esindajate tdielik siisteem oleks
ithcaegselt ka vasakpoolsete klasside esindajate taiclikuks siis-
tecemiks? Uldjuhul on vastus eitav. Siiski, G. Miller néitas 1910. a.,
¢l selline valik on alati voimalik juhul, kui /7 on 16plik alamriithm.
Konesolev situatsioon leiab aset veel teistelgi juhtudel. Uht neist
kirjeldame jdrgnevas punktis, iilejddnud juhtudel me ei peatu?d

2 Rithmas G fikseerime suvalise elemendi a = G. Vaatleme
riiima G «teisendust» o, mis igale g = G seab vastavusse ele-
mendi a~'ga, s. o. antakse valemiga o,(g) = a~'ga. Sealjuures
c—e, sest alea =ala=-e; g 7~ go<=>0,(g1) 7= 0.(g2), sest
vordus a~'gya=a"'gea on samaviddrne vordusega g;= g
7a(g1- 82) = 0a(g1) - 0a(ge), sest a7'(g-go)a=a"'giaa""'goa =

= (a71ga) - (a—'gqa). Néeme, et rithma G iihikelement e on «tei-
senduse» ¢, piisipunktiks, et meie «teisendus» ¢, on {iiksiihene
vastavus rithinal G ja et ta viib elementide korrutise vastavate
clementide korrutiseks. Ilmselt voib sellise konstruktsiooni
«a~—g,» ldbi viia iga a & G korral ja sealjuures saadavaid
«teisendusi» ¢, nimetame rithma G siseautomorfismideks.

Eriline osa kogu riihmateoorias on nn. invariantsetel alam-
rithmadel e. normaaljagajail. Nii nimetatakse alamrithmi N = G
omadusega «koigi rithima G siseautomorfismide ¢, korral g,(N) =
= N.» Teiste sonadega, alamriihm N = G on normaaljagajaks,
kui alati ne N, a = G = a~'na = N.

On kerge veenduda, et toodud definitsioon on samavéérne véi-
lega «iga a & G korral aN = Nay, s. t. iihtivad vastavad vasak-
ja parempoolsed kérvalklassid alamriihma N jargi. Asjaolu, et
alamrihm N on normaaljagajaks riihmas G, tdhistame N=<G.

Igas riihimas on iihikrithm ja rithm ise normaaljaga]alks —
need on nn. triviaalsed normaaljagajad. Kui teisi normaaljagajaid
riihmas ei leidu, nimetatakse teda lihtsaks rihmaks.

Niide. Lopllku hulga iiksitheseid kujutusi iseendale nimetatakse
substitutsioonideks; substitutsiooni jidrguks on vaadeldava hulga

3 Huvitavat materjali leiab artiklist O. Ore. On coset representatives in
wroups, Proceedings of the American Mathematical Society, v. 9, No 4, 1958.
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elementide arv n. Et hulga elementide «individuaalsus» ei paku
siin huvi, siis voib hulga elementidena vaadelda esimesi natu-
raalarve. Seega, iga n-jarku substitutsiooni S saame kirja panna

kujul S = ( ;" ;’; ),
kus (iy,..., i) ja (- .- ,jn)' on permutatsioonid arvudest 1, 2,...
.,n. Sellise «kirjaviisi» korral on oluline silmas pidada, et

suvalised vertikaalpaaridega tehtavad iimberpaigutused substi-
tutsiooni ei muuda, s. t. me loeme néiiteks

1234Y) (2143Y)_(2134Y _ .
2143 )=\1234 )=\ 1243 ) =In¢

Substitutsioone saab «korrutada» -— loeme S = ( ;11 Z; )ja

T = (fe], e I};‘n) korrutiseks substitutsiooni S -7 = (21 l};n).
Eeltoodud mérkust («kirjaviisi» kohta) silmas pidades nieb lugeja,
et iga kaht n-jarku substitutsiooni saab korrutada. Seega on
koigi n-jarku substitutsioonide hulk &, varustatud algebralise

operatsiooniga («korrutamisega»), mis, nagu kcrge kontrollida,
on assotsiatiivne ja (juhul n > 2) mittekommutatiivne. Selle «kor-

rutamise» puhul on olemas ka {hik Ez(% g Z) =

= (‘lll LLZ ) = ..., ja igal substitutsioonil S on «pddérdelc-

menty S—! :( {11 -l{” ) , sest §-81=8-1.8=FE. Seega €,

on rithm, mida nimetatakse tdielikuks siimmeetriliseks rithmaks.
Tema alamrithmi nimetatakse subsfilutsiooniriihmadeks.

«Kirjaviisi» kohta tehtud markus lubab iga substitutsiooni
esitada n.-6. «xnormaalkujul»

1 2 ...n
S= (sl Sy ... sn)’
millest ndeme, et permutatsioon s = (sy, sy, ..., s,) maéarab subs-
titutsiooni S juba itheselt. Veelgi enam, see «uus Kirjaviis» lubab
koik substitutsioonid jaotada kaheks klassiks — paaris- ja paa-
rituiks substitutsioonideks, kasutades inversiooni moistet. Loetakse,
et arvud s; ja s;, i <j moodustavad inversiooni permutatsioonis
§= (81, ..,8i...,8;...,8,), kui s;>s; Substitutsiooni S
nimetatakse paaris voi paarituks soltuvalt sellest, kas permutat-
sioon s sisaldab paaris v0i paaritu arvu inversioone. Niiteks

123 . 123 . . .
3129 on paaris -—, | 39 | aga paaritu substitutsioon.

10



. . . . nl .
Pole raske néha, et paarissubstitutsioone on 5 ja et nad

moodustavad alamrithma A4, — €, Rithmad A4, (n = 5) osutuvad
lihtsaiks 4.

Seega annavad rithmad A,(n = 5) meile [6pmatu ndidete sec-
ria loplikest mittekommutatiivsetest lihtsatest riihmadest. Kiisi-
mus koigi selliste rithmade kirjeldusest on osutunud viga ras-
keks. Siiski on seoses mitmete uute vahendite avastamisega vii-
masel aastakiimnel saavutatud rida huvitavaid tulemusi selles
valdkonnas. Tutvume iithega nendest.

Koigis rithmades A,(n == 5) on paarisarv elemente. Mirgati,
et koik teadaolevad l6plikud mittekommutatiivsed lihtsad rithmad
on paarisarvulist jarku. Siit kerkis sajandi algul W. Burnside’i
raske lilesanne: teha kindlaks Ioplike, paaritut jarku mittekommu-
tatiivsete lihtsate rithmade olemasolu. See {ilesanne on niiiid
lahendatud .

Suvalises riithmas G, mis pole lihtne, leidub mingi mittetri-
viaalne normaaljagaja N, ja me voime vaadelda rithma G klassi-
jaotust N jargi. Markimisvddrne on asjaolu, et normaaljagaja
korral orbiitide siisteemil valemiga Ng, - Ng. = Ng,g, antud «kor-
rutamine» on korrektne, s. t. ei soltu esindajate g, ja g» valikust
neil orbiitidel. Edasi, selle korrutamise suhtes on orbiit N «iihi-
kuks» ja igal orbiidil Ng leidub «pdordorbiit» — Ng~!. Jadrelikult
on orbiitide hulk G/N selle korrutamise suhtes rithm; teda nime-
tatakse rihma G faktorriihmaks normaaljagaja N jdrgi. Indeksi
definitsioonist on selge, et |G/N| = indgN.

Tutvume moningate ndidetega normaaljagajaist.

Ndide 1. Eespool tutvusime paarissubstitutsioonide alamriih-
maga A, rithmas &,. Veendume niiiid selles, ct tegemist on nor-
maaljagajaga.

Votame paaritu substitutsiooni 7= ( é ? g Z 2) ja

moodustame orbiidi A,-T; selle «punktideks» on vaid paaritud
substitutsiooniid, kuna paaris- ja paaritu substitutsiooni korrutis
on alati paaritu. Votame niiiid suvalise elemendi S=&,. Kui S
on paarissubstitutsioon, siis S = A,. Kui aga S on paaritu, siis
S - T on paaris, ja kuna S= (S-T) - T, siis S = 4, -T. Me nédeme,
et

Cn=A4,+A,-T.

4 Selle fakti toestuse, vahendite poolest elementaarse, leiab lugeja raa-
matust A, T. Kypouw, Jlexuun no obuiedi aarebpe, M. 1962, ctp. 77—78.

® Kui lugeja on tutvunud tsiiklilise rithmade «kirjelduse» ja omadustega
(punkt 4), markab ta kergesti, et ainsaiks kommutatiivseiks lihtsaiks rithmadeks
on algarvulist jarku tsiiklilised rithmad. Burnside’i iilesande lahendamisest tuleb
juttu punktis 8.
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Seetottu ind\5 A, = 2. Osutub, et alamrithm indeksiga 2 on alati

normaaljagaja. Toesti, olgu mingis rithmas G alamriihma N
indeksiks 2. Siis iga a & N korral G =N + aN = N 4 Na, mil-
lest ilmselt jareldub aN = Na. Kuid see on samavéiirne vditega
«N. <1 G».

Niide 2. Kui G on kommutatiivne e. Abeli rithm, siis on tema
iga alamriihm normaaljagajaks. See on selge otse normaaljagaja
definitsioonist.

Ndide 3. Igas rilhmas G alamhulk

Z(G) ={z|z2= G, zg =gz iga g = G korral},

mida riihma tsentriks nimetatakse, on normaaljagaja. Toepoolest,
suvaliste z = Z(G) ja a = G, g = G korral
gzg~l.a=gglza—=eza=az = azgg' = a-gzg' =

= gzg~' = Z(G) m.o.t.t.

Nidide 4. Vaatleme suvalises rithmas G alamrithma G’, mis «out
moodustatud» elementide g—‘h-'gh, g= G, He G, poolt, s. t.
alamrithma, mis koosneb koigist elementidest kujuga g—'h-'gh,
ja selliste elementide koikvoimalikest 16plikest korrutistest. Nii-
sugust alamrithma G’ nimetatakse rithma G kommutandiks.

Alamrithm G’ osutub normaaljagajaks rithmas G. Toepoolest,
on kerge néha, et rithma G kdigi siseautomorfismide ¢, korral
02(G’) << G’. G’ G tuleneb niiid definitsioonist.

Vahetute arvutustega on kerge kindlaks teha, et (S;)" = As
ja (©)’ = A, Varsti ndeme, et (8,)’ = A, ka kdigi n =5 kor-
ral. Selle fakti toestamiseks tuleb meil enne tutvuda kahe
abitulemusega, mis aga ka omaette voetuina aitavad selgitada
kommutandi tdhendust.

Esiteks, faktorrithm kommutandi jirgi on Abeli rithm. Téepoo-
lest, olgu a, b = G suvalised. Siis

aG’ - bG’ = abG’ = ba(a'b-lab) ¢,

mis a~'b~lab = G’ tottu vordub ba G’ = bG’-aG’. Saadud seos
aG’ - bG’ = bG’ - aG’ niitab, et G/G’ on Abeli rithm.

Teiseks, kommutant sisaldub rithma igas selliscs normaaljaga-
jas, mille jargi voetud faktorrithm on Abeli rithm. Testuseks olgu
N=1G selline, et GIN on Abeli riihm, s. o. koigi a, b = G korral
kehtib vordus aN « bN = bN - aN. Sellest abN = baN, millest oma-
korda a-'b—'.abN = a-'b-1.baN = N. Seega, a~'b-'abe= N. Et
aga a, b = G olid suvalised, siis niitab see seos, et G’ = N.

Toestame niiiid, et » = 5 korral (&,)’ = A,. Selleks pancme
tahele, et (8,:4,) = 2, mistdttu S,/4, on teist jirku rithm. On
kerge ndha, et koik teist jdrku rithmad on samasuguse ehitusega
kui rithm {e, ale-e=e, e-a=a-e=a, a-a=-e}. Sec on aga
Abeli riihm, mistottu &dsjatoodud teise abitulemuse kohaselt
(S.)” = A,. Edasi, lugeja mirkab, et vaid Abeli rithmas G kehtib
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~cos G'= (e). Et aga riilhmad &, (n 5) on mittekommutatiiv-
sed, siis (&,)" = (e). Seosest (6) =<1 @n ilmselt jdreldub «nor-
gem» seos (S,)’<14,. Kuid A, on lihtne rithm, millest (&,)’ 5=
A~ (e) tottu jdreldubki vajalik (&)= A,. Viide on toestatud.

3. Definitsioon. Olgu antud ihene funktsioon ¢, mille
mddramispiirkonnaks on mingi rithma (G;,-) koigi elementide
hulk; tema véidrtusteks olgu rithma (Gs.<) elemendid. Funktsiooni
7 nimetame rithma G, homomorfismiks ruhma G, (voi ka rithma
G, esituseks rithmas G,), kui suvaliste x, ¥’ = G, korral kehtib
SCOS

p(x-X)= ()@ (x).

Triviaalseks néiteks homomorfismist on rithmal G, konstantne
funktsioon, mille vdédrtuseks on rithma G, iihikelement. Rithma G,
nende elementide hulka, millel funktsiooni ¢ vdirtuseks on rithma
G, lihikelement ey, nimetame homomorfismi tuumaks; tihistustes,

Kerp={n|ne G, ¢(n) = e}.
See on normaaljagaja riihmas G, sest

p(gng ) =@ -p(n)-p(g )= p(g) e:2p(g) ' =
= e, = gng~' = Ker ¢.

Kuna iga N<1G korral on funktsioon ¢:G— GIN, ¢(g) = Ng.
homomorfism tuumaga N, ndeme, et rithma normaaljagajad ja
ainult nemad on selle rithma homomorfismide tuumadeks.

Kui funktsioon ¢ : G, — Gz korraldab veel ka iiksiihese vastavuse
rithma G, ja vairtuste piirkonna Im ¢ = ¢(G,) vahel, nimetame
teda monomorfismiks; sel korral Ker ¢ = (e;). Kui Im @= Gy,
s. t. kui véddrtuste piirkonnaks on kogu rithm Gy, nimetame funkt-
siooni epimorfismiks. Kui homomorfism on korraga nii monomor-
lism kui epimorfism, siis kannab ta nimetust isomorfism. Riih-
made G, ja G, isomorfismi tdhistame G, =~ G,. Lihtsaimaks néi-
leks on rithma G, «<samasushomomoriismy» iseendale, s. o. funktsioon
y :lG.—»Gg, mis antakse valemiga ¢(g) =g koigi ¢ = G, kor-
rat.

Kui G, = G,, nimetatakse isomorfismi rithma G, automorfis-
miks, s. t. automorfism on riilhma mingi isomorfism iseendaga.
Mdrglme et antud rithma G ko6igi automorfismide hulk Aut(G)
moodustab rithma — «kompositsiooniks» on automorfismide jar-

jest rakendamine
’ g Oy
G-~ G- G
"

g2+ Ot

Rithmade S,(n = 3, n 5= 6) korral, niiteks, Aut(&,) =~ &,; vas-
tava teoreemi toestas 1895. a. O. Holder.
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Lugeja veendus eespool, ct iga a & G korral on homomorfism
o,: G— G, mis antakse valemiga o¢,(g) = a~!ga, automorfism;
rithma G sellise kujuga automorfisme me nimetasime tema sise-
automorfismideks. Ilmselt on rithma G kéigi siseautomorfismide
hulk alamriihmaks rithmas Aut(Q).

Harjumiseks uutc moistetega tutvume veel monede néidetega.
Naide 1. Votame rithmaks G, koigi reaalarvude aditiivse riih-
ma R® ja rihmaks G, thikringjoonel asuvate kompleksarvude

multiplikatiivse riithma C°. Vaatleme funktsiooni ¢, mis on antud
valemiga

p(a) = e*in = cos 2na - isin 2na.

Kuna ¢ (a+ b) = e?milath) — eg2nia . g2nib — o (q) - (b), siis on
tegemist homomorfismiga. Leiame tuuma. Definitsiooni kohaselt,
Kerp = {a|a =R, e¥ = 1}; seega Ker p =2, s. o. iihtib téis-
arvude aditiivse rithmaga Z. Kuna ilmselt Im ¢ = C°, siis on tege-
mist epimoriismiga.

Nidide 2. Olgu jillegi G, =: R™® ja rithmaks G, — positiivsete
reaalarvude multiplikatiivne rithm R*. Funktsioon ¢ (a) = e* méia-
rab isomorfismi nende rithmade vahel (vt. joon. 2).

Nidide 3. Ka «poordiunktsioon» ¢ = In : R* - R annab nende
rithmade isomorfismi (vt. joon. 3).

Joonis 2. Joonis 3.

Niide 4. «Loomulik sisestamine» i : ZH) — R®) on ndide mono-
morfismist.

Niide 5. Vaatleme riihmana G, koigi = 0 kompleksarvude
multiplikaiiivset rithma C© ja rithmana G, — koigi reaalarvuliste
elementidega 2 < 2 regulaarmaatriksite riithma GL(2, R). Funkt-
sioon ¢, mis antakse valemiga

paton={( 5 %)
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on rithma C© esituseks rithmas GL(2, R). On kerge veenduda,
et ¢ on monomorfism.
Olgu niiid ¢ : G — G, suvaline homomorfism. Et Ker ¢ =
N ;=1 G, siis vbime moodustada faktorrithma G/N. Selle riihma

voime votta méaramispiirkonnaks uuele funktsioonile q;: G|/N —
- Im ¢, mille anname valemiga ¢ (Ng) = ¢(g). Lihtne kontroll
niitab, et ¢ on isomorfism. Seega, kehtib jadrgmine teoreem homo-

morfismidest: funkisioon ¢ on isomorfism rithmade G,/Ker ¢ ja
Im @ vahel.

4 Tutvume riihmade monede klassidega. Abeli riithmadest oli
cespool juba juttu -~ nii nimetasime rithmi, milles algebraline
operatsioon on kommutatiivne. Naiteks voivad olla multiplikatiiv-
~ed rithmad Q©, RO, CO, s. o. vastavad arvhulgad ilma nullita,
kus kompositsiooniks on tavaline arvude korrutamine, ja aditiiv-
sed rithmad Q&), R, CH), s, o, vastavad arvhulgad, kus algebra-
liseks operatsiooniks on tavaline arvude liitmine.

Tdhtsa alamklassi nende rithmade seas moodustavad nn. fsiik-
lilised rithmad — need on rithmad, mille koiki elemente voib
lugeda mingi iihe elemendi, nn. moodustaja erinevateks astme-
teks (kui kompositsiooni nimetada «korrutamiseks») ehk kordse-
feks (kui kompositsioon on «liitmines).

Niide 1. Vaatleme vorrandi x* — 1 = 0 lahendeid, s. 0. n-astme
ithejuuri g, €, ..., €,—1. llmselt on iga kahe iihejuure korrutis
jiallegi tihejuur; samuti on seda ka poordarv {ihejuurele. Seega
on tegemist rithmaga, mille elementideks on n-astme iihejuured,
algebraliseks operatsiooniks aga tavaline kompleksarvude korru-
tamine. Kuna vorrandi x» — 1 = 0 lahendid kujutavad iihikring-
joone sisse joonestatud korraparase n-nurga tippe, siis &, =

2.7[ |

. . 92zk . .
= COS- -isin —;— k=20,...,n-—1. Moivre’ valemite koha-

selt gff =&, R =0, 1, n—1, mis aga néiitabki, et tegemist
on 1opliku tsiiklilise ruhmaga koik elemendid e, on moodustaja
¢ astmeteks.

Niide 2. Koigi tdisarvude aditiivne rithm Z® on tsiikliline.
Toepoolest, tal on moodustaja 1, sest iga n = Z korral n=n-1.

Tsiiklilise riihma iga alamrithm ja faktorriihm on jillegi tsiik-
lilised. Esimese viite toestuseks mirgime, et alamriihma moodus-
tajaks voib votta kogu rithma moodustaja nende astmete seast,
mis alamriihma kuuluvad, sellise, millel on vdhim positiivne asten-
daja. Teise viite toestuseks tuleb faktorriihma moodustajaks votta
orbiit, mis 1dbib kogu rithma moodustajat.

Rakendame niiid neid iildisi mérkusi tdisarvude aditiivsele
rithmale Z. Vottes suvalise n = Z, ns£0 ja vaadeldes koiki
lemaga jaguvate tdisarvude hulka N — Z, saame alamriihma. On
kerge naha, et koigil alamrithmadel on selline kuju. Kuna Z on

15



Abeli rithm, siis on tema koik alamrithmad f{ihtlasi ka normaal-
jagajaiks. Seepdrast voime moodustada rithmad Z/IN =Z,, mis
kui tsiiklilise rithma faktorrithmad on tsiiklilised. Sellega oleme
leidnud riithma Z kéik alamriihmad, normaaljagajad ja faktorriih-
mad. Veelgi enam, oleme leidnud ka rithma Z koik homomorfis-
mid, kuna teoreem homomorfismidest lubab homomorfisme «taas-
tada» nende tuumade jargi — neid aga teame koiki, sest tuu-
made hulk langeb kokku Z normaaljagajate hulgaga.

Vaatleme niiiid suvalist tsiiklilist riihma G, moodustajaga
a ja anname funktsiooni ¢, médramispiirkonnaga Z ja vairtus-
tega rithmas Gy, valemi (1) = a abil. Seega ¢(n) = an. Kerge
on veenduda Img¢ = G, kehtivuses, s. t. tegemist on epimorfis-
miga. Teoreem homomorfismidest annab

Gy = Z/Ker ¢.

Kuid Z faktorrithmad on meile koik teada — nendeks on rithmad
Z,. Seega, mingi n korral G, = Z,; juhul Ker ¢ = (0) saame
G, = Z, ja tegemist on lopmatu tsitklilise rithmaga.

Riithmade «abstrakises» teoorias, rithmateoorias, on vaatlus-
objektiks mitte niivord «individuaalne» rithm kui klass omavahel
isomorfseid rithmi. Selles niottes oleme saanud tsiikliliste rithma-
de kirjelduse tdisarvude aditiivse rithma Z ja tema faktorrithmade
Z, termineis, s. 0. meile «ldhedasema» materjali baasil.

Kui n on algarv, on rithmad Z, lihtsad — see on otsene jérel-
dus Lagrange’i teoreemist. Tundes niiiid tsiikliliste rithmade oma-
dusi, veendub lugeja kergesti, et need on ainsad lihtsad Abeli
rithmad.

5 Mis on «lahenduvs rithm?

NigimeS, et iga riilhmaga G voib siduda koikvoimalike kom-
mutaatorite, s. o. kujuga [a, b]=a"'b"'ab, a = G, b = G, pooit
moodustatud alamrithma G’ — rithma G kommutandi. Viimane
osutus normaaljagajaks riihmas G. Ttereerides arutlust me saame
alamrithma G’ jaoks omakorda moodustada tema kommutandi G”,
G” jaoks — kommutandi G’ jne. Olgu G 5= G’. Vaadeldud ite-
ratsioon annab siis kahaneva alamrithmade ahela, mille iga «liili»
on eelnevas normaaljagajaks:

") GGG, .09 .. kus GO= (GG-D)".

Definitsioon. Rithma G nimetame lahenduvaks, kui see
ahel (*) katkeb, s. t. leidub selline n, et G = (e)7.

Niiteks on iga Abeli rithm G lahenduv?® kuna. sel korral
G’ = (e), s. t. siin n=1. Varsti kohtume ka lahenduvate mitte-

6 Vt. nidide 4 punktis 2.

7 Siin «e» on rithma G iihikelement. Oma nimetuse on need riihmad
saanud sellest, et parajasti selliste Galois' rithmadega algebralised vorrandid
«lahenduvad radikaalides».

8 Sealhulgas, iga tsiikliline rithm on lahenduv.
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rommutatiivsete rithmadega, mistottu voib oGelda, et lahenduvate
riilimade klass on oluliselt laiem kui Abeli rithmade klass.

LLahenduvas rithmas G kehtib seos G’ == G, s. t. kommutant
cllistes rithmades ei saa iihtida riilhma endaga. Téepoolest,
(i % (e) korral annab seos G'= G seose GO= G % (e) kehti-
vise kéigi § korral, mis oleks vastuolus rithma G lahenduvusega.
\'eelgi enam, ahelas (*) on lahenduva G korral koik «lilid» G®
crinevad — seosest GO = G+ jarelduksid seosed GO = G
koigi j = i korral. Méarkame ka, et ahela (*) faktorid, s. o. faktor-
rihmad G/G’, G’IG”, ... on Abeli rithmad. See jireldub meile
tuntud faktist: iga rithma korral on tema faktorriihm kommutandi
jirgi Abeli riihm.

Lahenduva rithma alamrithmad ja faktorriihmad osutuvad ka
lnhenduvaiks.

Esimese viite toestuseks piisab maérkusest:

HocG=Hc=>Hc(G' = ...
.= HmM < G = (e) = HM = (e), s. t. riithm H on lahenduv.

Et toestada teist viidet, vaatleme epimorfismi ¢ : G — G/N.
Kuna iga kommutaator rithmas G/N on rithma G mingi kommu-
taatori kujutiscks, mairkame, et ¢ indutseerib uue epimorfismi
¢’ G"— (G/N)’. ltereerides seda arutlust, saame epimorfismid
¢ G — (GIN)”, @”":G" — (N/G)”’, jne. Kuna G™ := (¢) ja
@™ on epimorfism, siis ka (G/N)™:= (N), m. o. t. t.

6 Loplike rithmade korral antakse rithma lahenduvusele tava-
liselt teine definitsioon — seda saab teha rithma «kompositsiooni-
ahela» moistet kasutades.

Tutvume algul {ihe konkreetse olukorraga, et seda jargnevas
kasutada iildiste arutluste niitena.

Vaatleme 6. jarku tsiiklilist riihma G = {e, q, a2, a3, a*, a®| a® =
= e}, Hulgad N,= {e,a®} ja N;= {e, a% a*} on alamrithmad,
kusjuures Ny & Na. Teisi «périsalamrithmi»® pole: Lagrange’i teo-
reemi kohaselt peab alamriihma jirk olema rithma jdrgu jagajaks.
Arvu 6 jagajaiks on vaid 2 ja 3. Riihma G kommutatiivsusest
jdreldub, et N ja N, on normaaljagajad temas. See annab kaks
ahelat ,

G N1 o (6) ja G [ N2 L\a((?)
Kerge on kontrollida, et G/N, = Ny/(e) == N, ja N, = N,/(e) =

Definitsioon. Olgu G 16plik rithm. Alamrithmade kaha-
nevat ahelat

(**) G‘:N()DN]DNQD DNk-z (6’)
nimetatakse kompositsiooniahelaks, kui on tdidetud jirgmised
kaks tingimust:

(1) -koigi i=0, ..., k—1 korral on N;;; normaaljagajaks
rithmas N;, ja

9 s. o. iihikrithmast (e) ja rithmast G endast erinevaid,

R
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(2) tihegi i=20, ..., k—1 korral ei leidu rithmas N; sellist
normaaljagajat M, et NqyywcM < N;y M %= Ny, M5~ N,

Lugeja méirkab kohe, et «ndites» vaadeldud ahelad G > N, D
D (e) ja G > N, > (e) on kompositsiooniahelad.

Igal 1oplikul rithmal on kompositsiooniahelad. Sealjuures on
Jordan-Hoélderi teoreemi kohaselt 1 iga kaks kompositsiooniahelat
tihesuguse pikkusega ja nende ahelate faktorite vahel saab kor-
raldada sellise {iksiihese vastavuse, et vastavad faktorid oleksid
isomorfsed rithmad; koneldakse 1opliku rithma kompositsiooni-
ahelate isomorfismist. Toodud teoreem lubab meil 16plikus rithmas
tema iga kompositsiooniahelat vaadelda mingi iihe, «originaals-
kompositsiooniahela «koopiana». Seega, sisulisett on loplikul riih-
mal vaid tiksainus kompositsiooniahel -— see «originaal»; kéik
teised on «originaali» «koopiad», s. 0. temaga isommorfsed ahelad.
«Originaaliks» voib sealjuures fiksecrida rithma suvalise kompo-
sitsiooniahela.

Osutub, et 16plik rithm on lahenduv parajasti siis, kui tema
kompositsiooniahela koik faktorid on algarvulist jarku tsiiklilised
riihmad. See ongi lahenduvuse teine definitsioon
loplike rithmade korral. Teda kasutades mirkab lugeja kohe, et
kui 16plik lahenduv riithm on lihtne, peab ta olema aloar\ruhst
jarku tsiikliline riihm; viimaste lahenduvus on meil teada 1

Lugeja markab ka, et lahenduva rithma G jark |G| on tema
kompositsiooniahela faktorite jarkude korrutis. Toepoolest, Lag-
range’i teoreemi korduv rakendamine ahela (**) korral annab

|G| =|G/Ny| - IN\| = |G/N,| - [N|/Ngj - INo| = . ..
= |G/N,| - [N1/Ng| - [Ng/N3g| - .. . [N,

m. o. t. t. Siinjuures voib {aktorite jarkudeks olevate algarvude
seas olla vordseid. Veel enam, nad voivad ka koik olla vordsed,
s. o. jark |G| on arv kujuga p% kus p — algarv. Lagrange’i teo-
reemi kohaselt peab riihma G jark jaguma fema iga alamriihma
jarguga. Kerkib huvitav kiisimus Lagrange’i teoreemi «pddrd-
hiipoteesi» Oigsusest lahenduvate riihmade korral 12,

Osutub, et lahenduvas rithmas G jdrguga IGI =m-n, kus
arvud m ja n on vastastikku lihtsad, leiduvad alamriihmad jar-
kudega m ja n. Selle fakti tdestamisel tuleks meil siseneda
«tehnilisse tihnikusse», mis kéesoleva vidljaande veergudel on
vaevalt otstarbekas. Vdirib aga maérkimist, et tegelikult on too-
dud fakt lahenduvaile riihmadele «iseloomulik», s. t. teda voib
kasutada rithma lahenduvuse kriteeriumina.

Tutvume veel J. G. Thompsoni kahe kriteeriumiga, kuna neid

v Vi G, Kangro. Korgem algebra II. Tin., 1950, 1k. 286.
i aga on ka vahelu jireldus toodud teisest lahenduvuse definitsioonist.
12 VY ka punkti 1.
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saab sageli rithmade lahenduvuse voi mittelahenduvuse kindlaks-
legemisel kergesti rakendada.!®

I. Loplik riihm on lahenduv parajasti siis, kui tema iga ele-
mendipaari poolt moodustatud alamriihm on lahenduv.

I1. Loplik rithm on lahenduv parajasti siis, kui ta ei sisalda
kolme sellist ithikust erinevat elementi, mille jargud on paari-
kaupa vastastikku lihtsad ja mille korrutis on vordne riihma
tihikuga.

7. Jéargnev tecoreem annab seeria nditeid mittelahenduvatest
rithmadest. Ta méngib ka olulist osa Ruffini-Abeli teoreemi toes-
tamisel.

Teoreem, Tdielikud simmeetrilised rithmad &, (n = 5) ei ole
lahenduvad. Riihmad S, &3, &, on lahenduvad.

Toestus. Kuna lahenduva rithma iga alamrithm peab samut:
olema lahenduv, siis piisab teoreemi esimese viite toestuseks
leida rithmades €, (n = 5) mittelahenduvad alamriihmad. Seda
teha pole raske: alamriihmad A, — &, sobivad! Rithmad A, on

lihtsad, aga nende jark |A,| :r)’ pole algarv — siit nende mitte-

lahenduvus. Toepoolest, eelmises punktis ndgime, et I6plike riih-
made seas on lihtsaiks lahenduvaiks vaid algarvulist jarku tsiik-
lilised rithmad. Teoreemi esimene viide on toestatud.

Vaatleme rithma &, Et |&,|=2!=2, siis &, on algarvulist
jarku tsiikliline riihm ja seega lahenduv.

Rithma &, lahenduvuse toestamiseks margime, et A; on lahen-

duv, sest |43 = Q 3! =3 tottu on tegemist algarvulist jarku tsiik-
lilise rithmaga. Lisaks on (&;:A4;) =2 algarv, mistottu (e) <
< A; = &3 on kompositsiooniahel. Viimase faktorid on ilmselt
algarvulist jarku tsiiklilised rithmad. Rithma &, lahendivus jirel-
dub niiiid definitsioonist.
Rithma &, ehitus on tunduvalt keerulisem. Alamrithm A4 koos-

neb elementidest:

1234 1234

(1234'a1= 214 3) % (

1234 1234
bI:(23 1 4), b2=(243 1)’ ba:(

1.2 34 1234
bs:’—‘»(4 13 2), b5='(4 2 1 3), b; =

Vahetute arvutustega on lihtne kontrollida, et hulk Ky=
== {e, ay, ay, a3} on kommutatuvne alamriithm. Veelgi enam, arvu-
tanud 24 Lkorrutist b;7'a;b;, kus i=1, 2, , 8 j=1, 2, 3, veen-
dume, et koik nad kuuluvad hulka K4 Sce aga tahendab et K,

13 Vi. Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 74, 1968.



on normaaljagajaks rithmas A4 Vottes Ny= {e, a;} ja moodus-
tades ahela

(e) c Ny Ky Ay Gy,
nieme, et tegemist on kompositsiooniahelaga, mille koik faktorid
on algarvulist jarku tsiiklilised rithmad. Sellest jdreldub, et &,
on lahenduv. Teoreem on toestatud.

Toestuses esinevat rithma K; nimetatakse Kleini 4-rithmaks.
On kerge kontrollida, et temas kehtivad ka seosed a2 ==a,®=
=az>=-¢, mistottu {e, a1}, {e, a2}, {e,as} on alamrithmadeks.
Néeme, et Ky= {e, a1} U {e, a2} U {e, a3}, s. t. Kleini 4-riihm on
kolme périsalamrithma {ithendina esitatav. S. Haber ja A. Rosen-
feld (1959) toestasid, et Ky on «tiilipiline nédide» sellise omadu-
sega rithmadest: K; ja veel need rithmad, mis on temale epi-
morfselt kujutatavad, on kolme périsalamriihma iihendina esita-
tavad. Teisi sellise omadusega rithmi pole. V6ib kerkida kiisimus
selliste rithmade «kirjeldamisest», mis on esitatavad kahe oma
périsalamriihma (thendina. Lihtne vastuviiteline arutlus néitab.
et selliseid rithmi pole. Kiisimus rithmadest, mis on «kaetavad»
n périsalamrithmaga, n =4, pole lihtne.

8. Viiekiimnendail aastail leiti, et I6plike rithmadz teooria
asub mingis «tardumuse» seisundis; kuuldus hééli, et ta on end
ammendanud. Pohjuseks polnud kaugeltki lahendamata problee-
mide puudumine — kiisimus koigi 1oplike, lihtsate riihmade kirjel-
dusest ootab lahendust tidnini! Pigem vastupidi: nagu arvu-
teoorias, nii ka riihmateoorias on hoopis kergem anda kiisimusi
kui neile vastata. Ei saanud ka viita, et polnud meetodeid: Hol-
deri, Jordani, Frobeniuse, Molieni, Burnside'i ja Schuri kdes olid
suureparased meetodid. Seetdttu arvati, et neile mectodeile kitte-
saadav kiisimuste ring on tidiesti ammendatud, v6ib olla vihehuvi-
tavate eranditega.

Mooddunud aastakiimne algul toimus 16plike rithmade teoorias
murrang: W. Feit ja J. G. Thompson tdestasid 14, et

koik paaritut jadrku 1oplikud riithmad on
lahenduvad!

Teoreemi toestus tugineb P. HHalli, G. Higmani, H. Wielandti,
R. Braueri, M. Suzuki jt. ideedele, tulemustele ja teooriaile. Kaht-
lemata avaldab see teoreem koos oma monumentaalse toestusega
stigavat moju rithmateooria arengule!®.

Jargnevalt vaatleme kaht sellc teorcemi arvukatest jareldus-
test.

% W, Feit, J. G. Thompson. Solvability of Groups of Odd Order,
Pacific Journal of Mathematics. Vol. 13 (1963), pp. 775—1029.

15 Kidesoleva kogumiku ilmumise momendiks on lugejale arvatavasti juba
kittesaadav venekeelne télge raamatust <<W. Feit. Characters of Finite
Groups>, ja tal avaneb voimalus tutvuda suurepirases esiluses Ioplike riih-
made teooria «ldnapdevaga.
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Alustame kiisimusest: kui riihm G pole algarvulist jarku {siik-
litine, siis mida voib Gelda «suhteliselt suure» jdrguga alamriih-
made H olemasolu kohta rithmas G? Tépsemalt, vajab toestamist
jdrgmine hiipotees: alati leidub selline alamriihm H = G, et

3__
IH| >/ |G|. Paarisarvulist jdrku rithmade G korral onnestus
1955. a. R. Braueril ja K. Fowler’il see hiipotees toestada. Jéi juht,
kus |G| on paaritu; seda «iiletada» ei onnestunud.

Thompson-Feiti teoreemi tundmine muudab selle iilesande
ipris lihtsaks ja seega ka moistetavaks kdesoleva artikli raames.
Toepoolest, selle teoreemi kohaselt on koik paaritut jarku rithmad
lahenduvad. Kuid igas 16plikus lahenduvas rithmas G, mille jark
on fihest suurem mitte-algarv, leidub alamriihm jirguga = / |G|.

Toestus.

Lahutame arvu |G] = g algarvuliste tegurite korrutiseks g =
=pi™ ... ps%. Vaatleme eraldi kaht juhtu.

Esiteks, kui s=1, siis g = p* Et sealjuures g peab olema
thest suurem mittealgary, siis @ = 2. Sylowi esimese teoreemi
pohjal on rithmal G siis alamrithm H jarguga p*-'. Kuna a = 2
tottu kehtib vorratus p*~! = v/ g, siis olemegi sobiva alamrithma
H leidnud.

Teiseks, olgu s> 1. Siis saame hulga P= {pi, ps, ..., ps}
jagada kaheks mittetiihjaks ja mitteldikuvaks (koik arvud p; on
omavahel erinevad!) alamhulgaks P’ ja P”, s. t. meil on seosed

P=PUP’" ja PNP'"=.
Olgu m= [I p* ja n= [l p;%. Seosest P'NP” I jareldub,
piEP’ pjeP”
et arvud m ja n on vastastikku lihtsad. On voimalikud alajuhud:

(iy m>n, ja

(ii) n>m.

Rakendame niiiid lahenduva rithma «iseloomulikku omadust» (vt.
punktis 6).

Juhul (i) ta garanteerib, et rithmas G leidub alamrithma H
jarku m. Kuna m > n, siis g=mn < m2, millest |H=m >/ g.
Sobiv alamrithm on leitud.

Juhul (i) on arutlused analoogilised: tuleb vaid asendada
neis m—n ja n—m.

Viide on toestatud.

_ 3.

Et |H! = /|G| korral on tdidetud ka néue [H| > v/ |G|, siis o
konesolnud hiipotees téestatud koigi 16plike rithmade korral.

Toome veel ithe Thompson-Feiti teoreemi rakenduse.

Punktis 2 oli juttu sellisest W. Burnside’i iilesandest: kas
leiduvad paaritut jarku mittekommutatiivsed lihtsad rithmad?
Vastus sellele kiisimusele on Thompson-Feiti teoreemi otseseks
jarelduseks: oletades sellise rithma olemasolu, ndeme teoreemist,
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et ta peab olema lahenduv. Samal ajal aga koosneb I10plike
lahenduvate lihtsate rithmade klass vaid algarvulist jarku tsiik-
lilistest, seega vaid kommutatiivsetest rithmadest. Saadud vastu-
©olu néitab, et vastus on eitav.

Tinini on lahendamata !¢ kaks huvitavat (ja rasket) kisimust.

1) On histi teada, et p*- g8 jarku rithmad, kus p, ¢ on alg-
arvud, on lahenduvad. See on Burnside'i teoreem. Siiani on aga
tcadmata nende 16plike rithmade ehitus, mille jiark jagub tdpselt
kolme erineva algarvuga. Ei teata ka, millised on koik sellise
omadusega lihtsad rithmad, veelgi enam, kas neid on 16plik arv.
‘Seda, et siin on tegemist hidsti piistitatud probleemiga, peaks néi-
tama jargmine J. Thompsoni tulemus: kui lihtsa rithma jargul on
kuju p%.gf.rv, kus p, g, r on erinevad algarvud (néiteks p <C
<qg<{r),siisp=2, g=3, r=>5,7, 13 vdi 17.

2) Toestada, et 1oplik rithm G, mis «lubab» automorfismi ainsa
pisipunktiga selle rithma iihikus, on lahenduv. Selle hiipoteesi
toevaarsuse kinnituseks on fakt: kui konesolnud automorfismi (kui
rithma Aut(G) elemendi) jark on = 2%, n — naturaalarv, siis on
rihm G paaritut jirku; G lahenduvus tuleneb niiiid Thompson-
Feiti teoreemist. Rithma G 16plikkuse ndue on oluline. Téepoolest
leiduvad lopmatud mittelahenduvad «lineaarselt jarjestatud» riih-
mad G. Iga selline rihm aga lubab automorfismi ¢:G— G,
0(g) = g7', mille ainsaks piisipunktiks on rithma G iihik.

16 . auiorile {eadaolevail andmeil.

1 2 3 4 5 RISTARVUD
— Paremale: 1. viimased kolm on kol-
6 7 me vorra rohkem Kkui esimesed kolm
: kolmekordselt; 6. kahekordistamiseks
8 9 esimesed kaks 10ppu; 8. siimmeetriline
tdisruut; 9. ristsumma on kolm; 10. esi-

‘10 mese ja teise, kolmanda ja neljanda

ning viienda ja kuuenda summad iihe-
g 12 sugused; 11. oma ristsumma kordne;
12. ithe algarvu kuup pluss teise ruut.

Alla: 1. neljas aste; 2. kahe aste; 3. kolme aste tagurpidi; 4. sisaldab kaks
korda numbrit, mida teised ei sisalda; 5. seitsmes alla seitsmendsiisteemis;
7. viies alla kilmnendsiisteemis,
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DIFERENTSIAALVORRANDI LAHENDI OLEMASOLU
JA UHESUS

T. Sormus

Diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolust ja iihesusest kui
diferentsiaalvorrandite teooria {ihest pohikiisimusest rddkisime
iildsonaliselt «Matemaatika ja kaasaja» 15. vihikus. Nagu scal,
nii piirdume ka siin harilike diferentsiaalvérranditega.

Lahendi olemasolu ja iihesuse kiisimus koérgemat jarku tule-
tise suhtes ilmutatud diferentsiaalvorrandi jaoks piistitatakse
kaasajal jargmiselt.

Missugused n -+ 1 muutuja funktsiooni f(x,y,y, ..., y»= )
omadused tagavad vorrandi
ym =[xy y, ..., y*) (1)
niisuguse lahendi olemasolu, mis rahuldab algtingimusi
YO (x0) = 9o (i=0, 1, ..., n—1)? (2)

Missugustel tingimustel on f{ilesande! {(1), (2)} lahend iihene?

Samasugune probleem monevorra komplitseeritumal kujul on
sonastatav ka {ldise n-jdrku diferentsiaalvérrandi

F(xi y’ y,’ R4 y(n__l)’ y(n)) =0
ja diferentsiaalvorrandite siisteemi jaoks. Analoogiline probleent
eksisteerib samuti rajatingimustega voi mingite teiste lisatin-
gimustega iilesannete puhul.

Kéesoleva kirjutise eesmargiks on olemasolu probleemi arengu-
loo valgustamine diferentsiaalvorrandite: teooria ajaloost parinc-
vate ndidete varal. Meie ajaloolise iilevaate esimeses punktis
tutvustatakse ldhemalt laliendi olemasolu ja iihesuse teoreeme,
teises jalgitakse lahendi olemasolu probleemi arengut ja kolman-
das voetakse valgusvihku algtingimustega lilesande lahendi {he-
suse kiisimus.

I Ulesande {(1), (2)} all mdistame edaspidi {ilesannet: leida vorrandile (1)
algtingimusi (2) rahuldav lahend. Niisugust iilesannet nimetatakse lihidalt ka
algtingimustega iilesandeks.
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1. Diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu ja iihesuse moiste

Lahtume dilerentsiaalvorrandite teooria pohikursuses toesta-
tavast tuletise suhtes ilmutatud esimest jarku diferentsiaalvorrandi
lahendi olemasolu ja {ihesuse teoreemist 2.

Teoreem 1. Olgu funktsioon f(x,y) koos f,(x,y) pidev
kinnises tokestatud piirkonnas G. Siis leidub piirkonna G iga
seesmise punkti A= (xo, yo) korral niisugune vahemik J, =
= (X0o—d, xo- d), kus ¢ >0 kiillaldaselt viike reaalarv, millel
eksisteerib parajasti iiks algtingimust

Y (x0) = Yo (3)
rahuldav diferentsiaalvérrandi
Yy =Hxy) (4)

lahend.

Siin kindlustavad funktsiooni f(x,y) kohta esitatud eeldused
punkti xo niisuguse dmbruse J,,= (xo— 6, xo-1- ) ja selles mai-
ratud niisuguse funktsiooni y(x) (s. t. vérrandi (4) lahendi)
olemasolu, et iga x =/J,, koos vastavate viidrtustega y(x) ja
4’ (x) rahuldavad vorrandit (4) samaselt. Funktsioonist y(x),
x &/, informeerib meid teoreem 1 veel selles, et y(x) rahuldab
tingimust y(xo) = yo (s. t. funktsiooni y(x) graafik 1dbib punkti 4
puutuja tdusuga f(xo, o)) ja on piirkonnas J, pidevalt diferent-
seeruv. Loppeks, meie teoreem kindlustab parajasti iihe niisuguse
funktsiooni olemasolu, s. t. teoreemiga 1 on tagatud iilesande
{(3), (4)} lahendi ithesus punkti x, imbruses J,,.

Viimast moistet tdpsustame jargnevalt. Olgu punktihulk H
funktsiooni f(x,y) mé&aramispiirkonna G niisugune alamhulk, et
iga punkti P = (& n) = H suhtes f(x, y) rahuldab samasuguseid
eeldusi nagu punkti A suhtes teoreemis 1. Siis on vorrandil (4)
ka iga P = H korral vastavas timbruses J: = (§— 0 (&), &-}- 6(&)) 3
parajasti iiks lahend y(x), mis samuti on vahemikus J: pidevalt
diferentseeruv ja rahuldab tingimust

y(&) =n. (5)

Selles mottes on vorrandil (4) iildiselt 16pmata palju lahendeid,
kuid iga punkti P = H korral parajasti iiks niisugune, mis rahul-
dab tingimust (5). Viimases mottes tulebki moista iilesande
{(4), (3)} voi {(4), (5)} lahendi ihesust. Joonisel 1 on kuju-
tatud iilesande {(4), (3)} iiheselt mé&dratud lahend vahemikus
Jy, sellele vastupidine ndide on kujutatud joonisel 2. Joonisel 3
on kujutatud piirkonnas H iilesannete {(4), y(x)) =y} (i=
=1, 2,3) kolm iiheselt mddratud lahendit.

2 Vt. niiteks P.C.Tytep u A. P. Amnoasckuin dudodepennuanbuse
vpaBHenus, r1. 1, § 7.

Jd(&) on ildiselt iga punkti & korral erinev positiivne reaalarv.
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Joonis 3.

Muu informatsiooni saamine teoreemiga 1 eksisteerivaks kuu-
lutatud iilesande {(4), (3)} lahendi kohta (ndit. missugune on
funktsiooni y(x) avaldis, kuidas seda funktsiooni leida vorrandist
(4), kus asuvad y(x) ekstreemumid, nullkohad jne.) ei kuulu
diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu ja ithesuse teoreemi kom-
petentsi.

Ulesandel

y=xln(g+1), y(1)=0 (6)
néiteks eksisteerib vahemikus (1 —d, 14 46), kus ¢ >0 kiillalda-
selt vidike reaalarv, parajasti iiks algtingimust y(1) =0 rahuldav
lahend, sest f(x,y)=xIn(y- 1) rahuldab teoreemi 1 eeldusi
piirkonnas* G,= {(x,y) :x = (—o0, 0), y& (—1,00)}, kuhu
kuulub punkt (1,0). Kuid voérrandi (6) lahendit kujul y = y(x)

4 Niisuguses piirkonnas G; leidub alati kinnine tokestatud piirkond
G=(1,0).
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meil ei onnestu leida; samuti jatab teoreem 1 lahtiseks kiisimuse
avaldise y(x) leidmise voimalikkusest.

Ulesande {(1), (2)} lahendi olemasolu ja iihesuse maiste iihtib
pohilises iilesande {(4), (3)} jaoks iilal esitatud vastava mois-
tega. Viimane voimaldab selgitada niiiid ka jargmise informat-
siooni — algtingimustega itlesandel {(1), (2)} eksisteerib para-
Jjasti iiks lahend — sisu. Nimetatud informatsioon tdhendab jérg-
mist:

1° on kindlustatud vorrandi (1) lahendi olemasolu teatud
vahemikus J,, = (xo— &, o + 6) (s. t. niisuguse funktsiooni y(x)
olemasolu, mis on vahemikus J/,, vajalik arv kordi diferentseeruv
ja rahuldab selles vahemikus vorrandit (1) samaselt);

2° leidub vorrandi (1) niisugune lahend, mis rahuldab algtin-
gimusi (2);

3° iilesandel {(l), (2)} on parajasti iiks lahend.

Ulesande {(1), (2)} lahendamisega ja lahendiga seoses olevad
koik muud kiisimused (ndit. véimalus avaldada lahendit kvadra-
tuurides ® v&i ligikaudu ® mingi meetodiga, laliendi nullkohtade
arv, nende sagedus jt.) ei kuulu vaadeldavasse informatsiooni,
kuid nad voivad olla teada voi selgitatavad.

Ulesande {(1), (2)} lahendi olemasolu ja iihesuse teoreemid
lahendavad kaesoleva artikli sissejuliatuses piistitatud probleemi
milmesugustel erinevatel eeldustel funktsiooni f(x,y, ¢y’ ...
<., Yy by kohta. Eespool rddkisime diferentsiaalvorrandi lahendi
olemasolust ja {ihesusest kui diferentsiaalvorrandite teooria iihest
terviklikust kiisimusest. Viimane on ajaloolise arengu valtel kuju-
nenud tervikuks kahest iseseisvast probleemkiisimusest — liles-
ande {(l), (2)} lahendi olemasolu kiisimusest (vt. iilal punktid
1° ja 2°) ja sama tlilesande lahendi ithesuse kiisimusest (vt. iilal
punkt 3°). Vastavates olemasolu teoreemides ja iihesuse teoreemi-
des scatakse omakorda vorrandit (1) méédravale funktsioonile nii-
sugused voimalikult avarad eceldused, mis tagavad vorrandi
lahendi olemasolu esimesel juhul voi lahendi iihesuse teisel. Nai-
teks esitame veel jirgmised teoreemid esimest jarku diferentsiaal-
vorrandi jaoks.

Teoreem 2. Olgu funktsioon f(x,y) pidev kinnises tokesta-
tud piirkonnas G. Piirkonna G iga seesmise punkti (xo, o) korral
leidub niisugune vahemik J, = (xo— 6, xo4 d), kus 6 >0 on
kiillaldaselt vidike reaalarv, millel eksisieerib vihemalt iiks alg-
tingimust (3) rahuldav vorrandi (4) lahend.

Teoreem 3. Olgu funktsioon f,(x, y) tokestatud piirkonnas
G, kus G on tokestatud ja muutuja y suhtes kumer? piirkond.

5 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XV, lk. 23.

6 Vit samas, 1k. 25.

7 QOeldakse, et piirkond G on kumer y suhtes, kui y-teljega paralleelne
Ioik AB asub piirkonnas G, niipea kui A, B G.
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Siis saab piirkonna G iga seesmist punkti (xo, yo) ldbida miite
enam kui iiks vorrandi (4) integraalkéver.

Esimene neist teoreemidest kindlustab nii lahendi olemasolu
kui ka iihesuse. Teine teoreem, milles funktsioonilt f(x,y) on
vdhemat noutud, garanteerib vorrandi (4) lahendi olemasolu,
kuid lahtiseks jddb lahendi iihesus. Viimases teoreemis on kill
kindlustatud lahendi iithesus, kuid vorrandi (4) lahendi olemasolu
teoreem ei garanteeri. .

Oletame niiid, et vaatleme mingit konkreetset {ilesannet
{(1), (2)}. Kas vaadeldav iilesanne on lahenduv? Niisugusele
kisimusele on lahendi olemasolu mitmesugused teoreemid voime-
lised positiivselt vastama vaid juhul, kui diferentsiaalvorrandit
madravad funktsioonid nagu f(x, 4,4, ..., y® V), f(x,y) voi
teised, rahuldavad mone olemasolu teoreemi eeldusi. Vastupidisel
juhul ei tarvitse veel vastus eitav olla, kuigi olemasolutcoreemid
pole voimelised sellele vastama. Pohjus: olemasoluteoreemid
1) annavad vaid piisavad tingimused lahendi olemasoluks ja
ithesuseks (vt. teoreemid 1—3) ja 2) on rakendatavad vaid nii-
sugustele iilesannetele, mis rahuldavad mone olemasolu teoreemi
eeldusi.

2. Lahendi olemasolu kiisimuse uurimise ajalugu

Diferentsiaalvorrandite teooria ajaloost ilmneb, et kaasajal
csmase ja printsipiaalse tdhtsusega kiisimus diferentsiaalvorrandi
lahendi olemasolust (eelmise punkti tdhenduses) puudub pikemat
aega iildse diferentsiaalvorrandite teoorias. Selle arengu esimesel
perioodil, s. o. 17. sajandi teisel ja 18. sajandi esimesel poolel
tegeldakse peamiselt ja eriti pingsalt vorrandite lahendusmeeto-
dite véljatootamise ning nende pideva tdiustamisega. Seejuures
otsitakse sihikindlalt niisuguseid vorrandite klasse, mille iild-
lahendid 8 (edaspidi {itleme «lahendid») avalduvad elementaar-
funktsioonides ® v6i kvadratuuride kaudu viimastest.

Peatselt tekivad siin ka esimesed kokkupuuted lahendi olemas-
oluga. Kuid kas ja missugused on erinevused kiisimuse seades
endas ning selle asendis teoorias? On lahendi olemasolu kohe
iildist ja problemaatilist laadi voi juhuslik ning praktilise kal-
lakuga? Nendele ja teistele analoogilistele kiisimustele kujunda-
vad vastuseid jargmised ajaloolise viirtusega ndited.

1° Diferentsiaalvorrandite teooria arengu esimesel perioodil
omistatakse erilist tidhtsust integreeruvusteguri ' meetodile, mida
rakendatakse nii esimést kui ka korgemat jdrku vorrandite lahen-
damiseks. Moni sona selle meetodi selgituseks.

8 Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XV, lk. 18.
9 Vt. G. Kangro. Matemaatiline analiiis I. Tln., 1965, lk. 162.
18 Vi, Matemaatika ja kaasaeg, XV, lk. 24.
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Vorrandit

P(xv y)dx—l— Q()C, y)dy:O (7)
nimetatakse fdisdiferentsiaalidega vorrandiks, kui selle vasak
pool on mingi kahe muutuja funktsiooni U(x, y) tdisdiferentsiaal,
nii et dU(x,y) = P(x,y)dx + Q(x, y)dy. Diferentsiaalvorrandite
teooria pohikursuses naidatakse ', et tdisdiferentsiaalidega vor-
randi (7) f{ldlahend avaldub seosega U(x,y) = C, kus C on
suvaline konstant. Kui (7) ei ole tdisdiferentsiaalidega vorrand,
saab teda moningatel erijuhtudel selliseks teisendada. Selleks
korrutatakse vérrandit (7) mtegreeruvustegurlga ehk niisuguse
kahe v6i ithe muutuja funktsiooniga, mis muudab vérrandi (7)
tiisdiferentsiaalidega vérrandiks.

Nii on funktsioon pu(x) :.—»i—g— vorrandi

(¥ —y)dx - (¥*y* 4 x)dy =0
integreeruvusteguriks, millega korrutatult ta esitub kujul

dx+y2dy:_xdy;_zydx_
Saadud vorrandi molemal pool seisavad tdisdiferentsiaalid
d(x———y,;) ja d(‘y) vastavalt ning U(x,y) meie ndite puhul

on x-+ —3 - . Sellepédrast avaldub vaadeldava diferentsiaal-

vorrandi uldlahend seosega
3
b=

Integreeruvusteguri mectodit uurisid ajavahemikus 1691—1772
korduvalt, puhuti vaheaegadega ja seoses mitmesuguste vorran-
ditega Johann Bernoulli ja tema poeg Nikolaus, L. Euler,
A. C. Clairaut’, A. J. Lexell, J. L. Lagrange, M. A. Condorcet ijt.

Uurimused mtegreeruvustegurl meetodist joudsid haripunkti
18. sajandi keskel, mil kujunes tsentraalseks iihelt poolt integree-
ruvusteguri olelnasolu mingil vorrandil vdi vorrandite klassil ja
teiselt poolt niisuguse vorrandite klassi leidmine, millele anfud
Struktuuriga funktsioon oleks integreeruvusteguriks. Suurimad
teencd nendes kiisimustes on L. Euleril, kelle fundamentaalsed
uurimused vaadeldavast meetodist 16ppesid integreeruvustegurite
ja (nende rakendatavuse mottes) vastavate vorrandite klassi-
fikatsiooniga ning avaldati triikis aastail 1735, 1740, 1763 ja
1773.

Miks omistati integreeruvusteguri meetodile rohutatult suurt
tahelepanu? Peamiseks pohjuseks tuleks siin lugeda meetodi ole-

Vi, kiesoleva artikli viide 2, seal I ptk. § 5.
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muse lihtsust — niipea kui on teada diferentsiaalvorrandi inte-
vreeruvustegur, taandub vorrandi lahendamine kvadratuuridele.
Teiseks pohjuseks on meetodi ndiliselt lai rakendusvéli.

Missugune on olemasolu kisimusie asend selles mectodis?
Antud meetodi puhul tekib situatsioon, kus lahendi olemasolu sel-
Jgitamine jddb integreeruvusteguri olemasolu kiisimuste varju.
Niisugust olukorda o6igustab meetod ise: on teatud vorrandi voi
vorrandite klassi jaoks integreeruvusteguri olemasolu selgunud,
langeb kiisimus lahendi olemasolust automaatselt dra, sest lahend
on ju niisugusel juhul praktiliselt teada.

Esitatud néite puhul voime konstateerida kaudset kokkupuudet
diferentsiaalvérrandi lahendi olemasolu ja integreeruvusteguri
vlemasolu vahiel. Lahendi olemasolust kaasaegses mottes veel ei
ridgita.

2g° Kiillaldaselt ldhedale vaadeldavale probleemile kaasaegse
tihenduse mattes jouab L. Euler iildise esimest jérku diferentsiaal-
vorrandi  (7) integreeruvusteguri olemasolu uurides. Euleri
<Integraalarvutuse» esimeses koites (1768. a.) seisab eeliskohal
jdrgmine teoreem '2,

Teoreem 4. Iga diferentsiaalvorrandi (7) jaoks, mis pole
vahetult integreeruv 3, leidub niisugune funktsioon 4, millega
korrutatult muutub vorrand (7) integreeruvaks 5.

Kuigi Euleri teoreem selgitab just vorrandi (7) lahendi ole-
masolu, jdetakse ta oma looja ja hilisemate uurijate poolt
integreeruvusteguri olemasolu konstateerivaks teoreemiks.

Tegelikult jddb teoreem 4 Euleril toestamata, sest oma toes-
luses postuleerib autor sisuliselt vorrandi (7) iildlahendi olemas-
olu, Sellega toestab Euler tegelikult niisuguse teoreemi, milles
iireldatakse vorrandi (7) integreeruvusteguri olemasolu, eelda-
des lahendi olemasolu. Korrektselt téestab Euleri teoreemi
J. D’Alembert 1768. aastal.

Teoreemi 4 ndol kohtume me esimese katsega tbestada iihe
diferentsiaalvérrandite klassi jaoks lahendi olemasolu integree-
ruvusteguri olemasolu kaudu. Lahendi olemasolu probleem punk-
lis 1 esitatud mottes jddb siingi veel sonastamata.

3° Vérrand

Yoy +p)y®=y(x), (8)

kus @ (x), 9 (x) ja x(x) on tihises vahemikus maaratud funktsioo-
nid, kannab Itaalia krahvi J. Riccati nime. Selle vorrandi uurimis-
Ingu, ulatudes 1715. aastast kaasaega, on omaette huvitav ja
lalletab diferentsiaalvorrandite teooria pohiprobleemide arengu-
lugu miniatuuris.

Teoreemi sonastus on kohandatud kaasaegseks.

S. t. ei taandu eralduvate muutujatega integreeruvaks vorrandiks.
4§, t. integreeruvustegur.

S. t. kvadratuurides avalduva lahendiga vorrandiks.



Vorrandist (8) ja selle erijuhust
Y+ ay? = b2, (9)

kus a, b ja @ on konstandid, kujuneb 18. sajandi nimekaimate
matemaatikute — vendade Nikolaus ja Johann ning viimase poja
Daniel Bernoulli, samuti ka L. Euleri ja J. D’Alembert’i huvi-
objekt.

JRiccatil onnestub iiheaegselt D. Bernoulliga selgitada, mis-
suguste a, b ja a védidrtuste korral vorrand (9) taandub eralduvate
muutujatega vorrandiks ja sellega lahendub kvadratuurides. Euler
aga leiab 1732/33. aastal vorrandile (9) lahendi reaksarenduse
kujul suvaliste reaalarvuliste a, b ja « viairtuste korral. Seda-
puhku on siis vorrandi (9) lahendi olemasolu néidatud reaksaren-
duse kujul eksisteeriva lahendi kaudu. Viimane ei tarvitse olla
elementaariunktsioon. Lisame siinkohal, et 16pliku tulemuseni vor-
randi (9) lahenduvusest elementaarfunktsioonides jouab J. Liou-
ville alles 1841. aastal. Ta néitab, missuguste a, b ja a vaartuste
korral avaldub voérrandi (9) lahend kvadratuurides elementaar-
funktsioonidest, ja tdestab, et iilejadnud juhtudel niisugune lahend
vorrandil puudub.

Uldisema Riccati vorrandi (8) jaoks suudab Euler niidata
jargmist. Kui on teada vorrandi (8) mingi erilahend, néiteks g*,

.. ~ . 1
siis taandub see vorrand muutujate asendusega y = y* — - uue

muutuja z suhtes esimest jarku lineaarseks !¢ diferentsiaalvorran-
diks. Vorrandi (8) iildlahend avaldub siis kahe kvadratuuri abil.
Hiljem tdiendab Euler saadud tulemust jirgmisega. Vorrandi (8)
iildlahend avaldub iihe kvadratuuriga, kui on teada selle vorrandi
mingisugused kaks erilahendit.

Niisiis on lahendi olemasolu kiisimustes Riccati vorrandi puhul
sihid ja eesmdirgid juba selgemalt seatud. Siin lausa selgitatakse
vorrandi (9) lahendi olemasolu tingimusi. Tosi kiill, esialgu veel
niisuguseid, mis tagavad vérrandi lahenduvuse kas kvadratuuri-
des (Liouville’i tulemus) voi reaksarenduse kaudu (Euleri tule-
mus).

4° Vorrandi

P(x,y,2)dx -+ Q(x,y,2)dy + R(x,y,2)dz=0 (10)

lahendi 17 olemasolust rddgib Euler kaasajale juba hoopis tutta-
vamas mottes. Selle vorrandi lahendi olemasolu kiisimustega
puutub Euler kokku 1755. aastal, iildistades sellele vorrandile oma
téisdiferentsiaalidele taandamise meetodit kui iihte vorrandi (7)

16 Vi, Matemaatika ja kaasaeg, XV, lk. 22.

17 Selle artikli ulatuses moistame vorrandi (10) lahendina mistahes dife-
rentseeruvat kahe muutuja niisugust funktsiooni, mis teatud tasandilises piir-
konnas rahuldab varrandit (10),
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lahendusmeetodit. Oma «Diferentsiaalarvutuses»'® avaldab Euler
selgelt jargmise noude: enne voérrandi (10) lahendamist peab
kontrollima selle integreeruvuse tingimuste tdidetust, teiste sona-
dega, lahendi olemasolu. Oma motte pohjendab autor nii '%: «Oleks
imelik otsida mingile diferentsiaalvorrandile (10) lahendit, s. o.
vorrandit ¢(x, y, 2) = 0, mis méérab diferentsiaalvorrandi lahendi
ilmutamata kujul, kui niisugust vorrandit ei eksisteeri.»

Esitatud niide kinnitab, et vdhemalt aastal 1755 jouti olukor-
rani, mil pdevakorda kerkib (esialgu mone konkreetse) diferent-
siaalvorrandi lahendi olemasolu selgitamise vajadus.

Eespool esitatu voime kokku votta jdrgnevalt.

Diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu kiisimus iihel voi
feisel kujul seisab péevakorras diferentsiaalvorrandite teooria
koige varajasemast perioodist alates. Ent kaasaja ja 18. sajandi
kiisimise seades ilmneb kvalitatiivne erinevus. Lahendi olemasolu
kaasajal (vt. punkt 1) on diferentsiaalvorrandite teooria print-
sipiaalne ja voimalikult iildiselt piistitatud teooria kiisimus. 17. ja
18. sajandil oli ta praktilise kallakuga ja iiksikute vorrandite ning
vorrandite klassidega seotud. Pealegi esineb ta pohiliselt vorran-
dite lahendusmeetodite koostisosana ja sellepdrast kerkib selge-
piirilisemalt esile juhtudel, kui vérrandi lahendamine on seotud
raskustega. Kiisimus {ildlahendi 2° olemasolust iildjuhul jadb 17.
ja 18. sajandil piistitamata. Sellise olukorra pohjuseks on teadlasi
pikemat aega vallanud veendumus, et igal diferentsiaalvorrandil
cksisteerib iildlahend (meenuta Euleri viga teoreemi 4 tdestuses).

Ent ajapikku selgub — elementaarfunktsioonides v6i nendest
voctud kvadratuurides integreeruv vorrandite klass on piiratud
ja esineb pigem erandjuhtudel kui iildiselt. Teiselt poolt koguneb
lahendamata vorrandite arsenali vorrandeid, mille puhul pikemate
nurimuste tulemusena selgub, et neil puudub kvadratuurides aval-
duv tahend. Kerkib kiisimus niisuguste vérrandite lahendi olemas-
olust iildjuhul (mecnutame taas Riccati diferentsiaalvérrandit).

Nii modédub enam kui sajandi pikkune paradokse koguv ja
hujunenud veendumusi {imberliikkav ajavahemik, enne kui lahendi
olemasolu probleem esitatakse teooriale esimeses artiklis antud
stnastuses. '

3. Lahendi iihesuse mdiste kujunemine

_Diferentsiaalvorrandite teooria rakendused fiiiisikas, astronoo-
mias, keemias jt. teadustes toovad peamiselt algtingimustega voi

¥ Vi JI. itacp. Ouddepenunaabioe wueuucsaerne. I[lepeBoa ¢ JjaThii-
cioro M. §I. Bmiromexkoro., M.—JI., 1949, crp. 201,

19" Euleri sonastus on kohandatud kaasaegseks.

2 Kuni 19. sajandini nimetati diferentsiaalvdrrandi iildlahendiks niisugust
lahendit, mis sisaldas koiki erilahendeid.
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teiste lisatinginiustega iilesannete 2! juurde. Niisuguste {ilesannete
esinemist diferentsiaalvorrandite teoorias tdheldatakse juba selle
arengu algperioodil. Ent algtingimusega iilesannet ei peeta siis
iseseisvaks, iildlahendi leidmisest soltumatuks {ilesandeks. Pikka
aega ollakse veendunud vorrandi iildlahendis esinevate konstan-
tide niisugusest méédramise vo6imalusest, mis annab parajasti
vajaliku erilahendi. Teiste sonadega, arvatakse, et iildlahendist on
igal juhul vGimalik leida niisugune erilahend, mis vastab dife-
rentsiaalvorrandiga maédratud fiiisikalise, mehhaanikalise voi mis
tahes teise ndhtuse ldhteolekule v&i seisule. Seda veendumust
kujundab esialgselt ka praktika.

Jargmised tsitaadid diferentsiaalvorrandite teooria nimekate
viljelejate t66dest olgu kinnituseks oeldule.

L. Euler?2 (1786. a.): «Me juba rddkisime, et kéikide nii-
suguste iilesannete puhul, mille lahendamine toob diferentsiaal-
vorrandi juurde, peab integreerimisele kaasnev konstant olema
mddratav iilesandele vastavatest tingimustest, nii et alati vaja-
takse ainult erilahendit.»

V. A. Steklov? (1927. a.) viidab, et ainult erandjuhtudel ei
onnestu midrata algtingimustele vastavat erilahendit iildlahendist
ja iitleb sel puhul jargmist: «Toendoliselt pole {ihelgi mehhaanika-
lise péritoluga diferentsiaalvérrandil isedraseid lahendeid2* ole-
mas, kuigi see olulise filosoofilise tdhendusega viide, nii palju
kui mulle teada on, pole kdesoleva ajani iildiselt toestatud.»

Sellepédrast ei uuritagi algtingimustega @lesande lahendi ole-
masolu iseseisvalt, ta jaab kuni 19. sajandi 16puni korvalkiisi-
museks fildisemate seas.

Diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu kiisimustest jdéb
algtingimustega iilesande iihesus varjatuks hoopis pikemaks ajaks.
Lahendi iihesusele vasturddkivaid néditeid muidugi esineb ka teoo-
ria arengu algperioodil, kuid lahendi {thesust peetakse sedavord
loomulikuks, et lahendid, milles ilmneb iihesuse kadu, heidetakse
lihtsalt korvale. Niisugune teguviis on seletatav iihelt poolt 17. ja
18. sajandi matemaatika stiiliga, teiselt poolt {ildlahendi viira
moiste kasutamisega ja loppeks stimuleerivad seda ka vastavad
nédited rakendustes. Pikemat aega aheldab teadlasi lahendi iihe
suses veendumus «analiiiisi» meetodite voimsusest. Sellest juhi-
tuna piiiitakse kaitsta «analiiiisi» etteheidetest selle mittetéielike
meetodite kohta (siin voimetusest garanteerida algtingimustega
ilesandele lahendi iihesust) ja joutakse vdiradele tulemustele.

2t Selle punkti ulatuses piirdume algtingimustega iilesannctega.

2 Vti. L. Euler. Opera omnia. Lipsial et Berolini, ser. I, t. XI, 1913,
Tk. 346—347.

2 Vt. B. A, CreguaoB. OCHOBH TEOPHM HHTErPUPOBAHIST OGLIKHOBEHHDIX
nudepenunaabueix ypasuenui. M.—JI.. 1927, ctp. 51.

2% Nimelt isedraste lahendite esinemisel vaibki tekkida olukord, et alg-
tingimuste pohjal voib erilahendi leidmisega tekkida raskusi.
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Esitame moned niisugustest ndidetest.

1758. aastal otsis Euler lahendust jargmisele iilesandele.

Leida niisugune joonte pere, mille koik puutujad jddvad antud
punktist samale kaugusele a.

Otsitava joone y = y(x) diferentsiaalvorrandiks on

(2 —a?) (y')? —2yy'x + y* = @, (1)
iildlahendiks aga
C

y=75 (a -+ x) _.!_Q—IC-(a~x), (12

Leitud joonte peret (12) (sirgete peret) késitleb ta vorrandi
iildintegraalina (ftolle aja iildlahendi mdbiste kohaselt peab (12)
sisaldamq vorrandi (11) koéiki lahendeid!). Arusaadavalt ka ring-

joon
1?4 y? = a? (13) Y

on nii diferentsiaalvorrandi
(11) kui ka piistitatud iilesande
lahendiks, kuid 1) ringjoon ei
sisaldu peres (12) ja 2) ring- a
joone igas punktis ldheb ka-
duma lahendi iihesus. Selle-
parast viskab Euler ringjoone 0 ¥
(13) tilesande lahendite hul-
gast vilja, pohjendades oma
teguviisi jargmiselt. Vorrandi
(1ty lahend (12) on «inte-
graal, mis voetuna kogu tema
iildisuses sisaldab ainult sir-
geid, nii et nimetatud ring- Joonis 4.

joon on probleemi lahendusest

taielikult vélja jaetud».®

L. Euleri «Mehhaanikas» aastast 1736 leidub {iksikuid punkti
diinaamikaga seotud iilesandeid, kus autor selgelt viitab oma
veendumuste kohaselt paradoksaalsele olukorrale — reaalse prob-
leemiga méidratud algtingimustega {ilesanne ei lahendu iiheselt.
Mbningate niisuguste {ilesannete ldhema analiiiisi puhul, kus
algtingimustega iilesandel on kas l6pmata palju lahendeid voi
kaks erinevat, soovitab Euler iihesuse taastamiseks esimesel juhul
probleemi tdpsustada, teisel aga piirdub mehhaanikalise tdlgen-
dusega kummalegi lahendile. Selgitamata jddb seejuures koikjal
kiisimuse analiiiitiline ja geomeetriline kiilg.

On arusaadav, et niisuguste eriliste integraalide (Euler nimec-
tab neid lihtsalt «suurusteks» ja mitte integraalideks) véljajat-
mine erinevate probleemide lahendamisel tekitas opetlases 1opuks
stigavaid kahtlusi. Nende ajendil kerkib uus probleem: kuidas saah

% Vi L. Euler. Mém. de 'Acad. des sciences. Berlin, 1750, p. 232.
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eritleda diferentsiaalvorrandi harilikke erilahendeid niisugustest
isesugustest «suurustest». Nimetatud kiisimust késitlevates uuri-
mustes viitab Euler korduvalt piistitatud tilesande tédhtsusele,
raskusele ja voimalusele teha tosiseid vigu selle lahendamisel.
Sel puhul iitleb Euler (Vt. eespool viide 22, seal lk. 357—358):
«. .. me peame eriti tdhelepanelikult jdlgima seda, et me loplikku
«suurust», mis rahuldab vorrandit, ei peaks ekslikult erilahendiks.

Kuna me eralduvate muutujatega vorrandite puhul joudsime
selles kiisimuses tdieliku selguseni, kavatseme {iksikasjalikult
uurida, kuidas valtida nimetatud viga suvaliste diferentsiaalvor-
randite korral.»

Huvitav on mérkida, et erilahendi eristamise kriteeriumi alu-
seks on Euleril sama idee, millest ldhtutakse paljudes kaasaja
ithesusteoreemide tGestustes. Ja ometi lahendi iihesusest veel ei
radgita. Ei leita jilgi niisugusest moistest ka Euleri téddes, kuigi
iihesuse olemus peaks Eulerile tdiesti selge olema.

Kindlama seisukoha v6tab Euleri isesuguste «suuruste» suhtes
D’Alembert juba 1750. aastal. Ta kinnitab, et diferentsiaalvorran-
ditel voib esineda lahendeid viljaspool iildlahendit ning neid fuleb
arvestada kui tdisdiguslikke lahendeid. Eespool kirjeldatud kahtlu-
sed ja paradoksid suunavad teadlasi otsima geomeetrilist seletust
eksisteerivatele isesugustele olukordadele lahendi {ihesuse kao
puhul.

Esimesed sammud lahendi i{ihesuse kiisimuste geomeetrilise
tolgenduse leidmisel astub D. Bernoulli 18. sajandi 16pul. Vii-
mane, uurides lineaarse diferentsiaalvorrandi integraalkoverate
kulgu, néitab, et need moodustavad niisuguse koverate pere, mille
puhul tasandi iga punkti ldbib parajasti iiks kover perest. Kuigi
see on esimeseks geomeetriliseks tolgenduseks lahendi {ihesuscle,
ei rdagita sellest veel tdieliku printsipiaalsusega 19. sajandi algu-
seski.

Alles Lagrange, uurinud oma eelkdijate Euleri, Clairant’i,
D’Alembert’i jt. seisukohti lahendi ithesuse kiisimustes, konstatee-
rib 1776., 1779. ja 1801. aastal korduvalt: diferentsiaalvérrandi-
tel voivad olla niisugused lahendid, mille igas punktis [dheb
kaduma lahendi iihesus. Neid lahendeid hakkab Lagrange nime-
tama isedrasteks lahenditeks ja selgitab nende analiiiitilise ning
geomeetrilise tdhenduse. Sellega saavad seletuse ka Euleri «para-
doksid». Vorrandi (11) puhul on ringjoon (13) kui integraal-
koverate pere (12) méihisjoon selle vorrandi isedrane lahend.

Lagrange’i uurimused niitavad lahendi iihesuse kiisimuse sel-
gitamise vajalikkust.

Nii vorsub diferentsiaalvorrandite teoorias uus — lahendi ole-
masolu ja ithesuse kiisimusi uuriv suund. A. Cauchy tulemused
sellel alal loovad diferentsiaalvérrandite teooriale rangelt poh-
jendatud alused.
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MONDA FUNKTSIONAALANALUUSIST 11
G. Vainikko

Olgu E ja F mingid hulgad. Kui on -antud eeskiri, mis seab
hulga E igale elemendile x vastavusse hulga F mingi kindla ele-
mendi y, siis 6eldakse, et on defineeritud operaator, mis toimib
hulgast E hulka F. Seega on mingi operaator f méiratletud siis,
kui oleme iga elemendi x & E jaoks teatud viisil dra néidanud,
milline element y = f(x) & F seatakse talle vastavusse. Kasutatud
tahistustes viljendabki tdht f seda eeskirja. Kui tahame rohutada,
et operaator | toimib hulgast E hulka F, siis kirjutame f: E — F,
kuigi ménikord kasutame sel puhul ka sénu: operaator f on méa-
ratud hulgal E ja tema vadrtused kuuluvad hulka F.

Keskkooli matemaatikas defineeritakse analoogiliselt funkt-
siooni moiste. Erinevus funktsiooni ja operaatori moiste vahel seis-
neb selles, et esimesel juhul on L ja F mingid arvude hulgad,
teisel juhul aga mistahes huigad (hulga elementideks ei pruugi
olla arvud). Seega on operaatori moiste funktsiooni moiste iildis-
tus. See {ildistus on nii vahetu, et monikord isegi kasutatakse séna
«operaator» asemel sona «funktsioon». Sageli kasutatakse ka
sona «teisendus». Koiki neid kolme terminit v6ib lugeda sama-
véadrseteks (kuigi igaiihel neist ehk ongi oma varjund). Me kasu-
tame edaspidi terminit «funktsioon» vaid tavalises mottes, s. t.
funktsioon on operaator mingist reaalarvude hulgast reaalarvude
hulka. Operaatorit f:E— R, mis toimib suvalisest hulgast E
reaalarvude hulka R, nimetatakse funktsionaaliks.

Pidevad operaatorid

Teatavasti nimetatakse funktsiooni f:R — R pidevaks punk-
tis xo, kui f vddrtus ja piirvddrtus punktis xo on vordsed: f(xo) =
= lim f(x). Teiste sonadega, funktsioon f on pidev punktis xo,

. X—=Xo
kui mistahes arvujada x, koondumine piirvddrtuseks x, (lithidalt,
Xn — Xo) toob kaasa koondumise f(x,) — f(x0)-

Seda definitsiooni saab {ile kanda operaatorile f: E— F siis,
kui hulkades E ja F on defineeritud koondumise moiste. Kdesoleva
kirjutise I osas! me juba andsime koondumise moiste meetrilistes

! Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XVI, Ik. 3—19.
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ja normeeritud ruumides (viimased olid meetriliste ruumide eri-
juhuks), millele toetudes pole raske ka pidevuse definitsiooni
iimber sonastada.

Definitsioon. Operaatorit f, mis toimib meetrilisest ruu-
mist E meelrilisse ruumi F, nimetatakse pidevaks punktis xo < E,

kuif koondumine x, — xo toob endaga kaasa koondumise f(xy) &
- (XO).

Selgitame siin kasutatud tdhiseid. Meil on vaatluse all kor-
raga kaks meetrilist ruumi E ja F. Kui x, ¥’ € E, siis f(x),
f(¥) & F. Kummaski ruumis on defineeritud elementidevaheline
kaugus

oe(x, x') — kaugus x, x" = E vahel,
or(y, ¥') — kaugus y, y' = F vahel.

Tihis xn-}ixo tdhendab jargmist: (ruumi E elementidest moodus-
tatud) jada xi, xs, ..., Xxn, ... koondub n— oo korral ruumis E

elemendiks xo = E, s. t. gg(xn, xo) = 0. Analoogiliselt, f(xx) =
— f(x0) tdhendab, et oz (f(xn), f(x0)) —O.

Operaatorit f: E — F nimetatakse pidevaks, kui ta on pidev
ruumi E igas punktis.

Ulesanne 12 Olgu antud m funktsiooni

m="Fe(&, ..., &) (k=1,...,m)
n argumendist &, ... , &,. Delineerime operaatori f: R, = R,,, mis
igale vektorile x = (&), ..., &) & R, seab vastavusse vektori
y=(n, ..., nm) =R, komponentidega n,=7f,(&, ..., &)
(k==1, ..., m). Néiidata, et operaator f on pidev punktis xo=
= (&% ..., &9 siis, kui [unktsioonid (&, ..., &) (k=1,

., m) on pidevad selles punktis.

Ulesanne 13. Olgu antud pidev funktsioon K(t, s, u) kol-
mest argumendist ¢, s, w. Defineerime operaatori {:c[a, 6] —
— C[a, b], mis igale funktsioonile x = x(¢{) & C[a, b] seab vasta-
vusse funktsiooni

y(t) = [ K(t s, %(s))ds.

Niidata, et operaator f on pidev.

Lineaarsed operaatorid

Olgu E ja F vektorruumid. Operaatorit f:E— F nimeta-
takse lineaarseks, kui iga x, ¥’ = E ja skalaari 4 korral on kehti-
vad jargmised vordused:

1° f(x + x") = f(x) + f(x') (operaatori f aditiivsus);
2° f(Ax) = Af(x) (operaatori f homogeensus).

36



Vaatleme lihtsaimat juhtu, kui E = F = R,. Siis on operaatori-
teks f: Ry— R, (ithe argumendi) funktsioonid. Operaator f: R; —
— R, on lineaarne parajasti siis, kui f(x) = ax, kus a on mingi
konstant. Operaator g(x) =ax-+ b pole lineaarne, kui b ==0,
sest ta pole ei aditiivne ega homogeenne. Niisiis esitab lineaarne
funktsioon y = ax - b lineaarset operaatorit ainult sel juhul, kui
b =0, s. t. kui sirge y = ax -} b kulgeb 1dbi koordinaatide alguse.

Lineaarseid operaatoreid tdhistatakse tavaliselt suurte ladina
tdhtedega. Kui A : E — F on lineaarne operaator, siis A (x) asemel
kirjutatakse tavaliselt Ax (sulud jietakse dra).

Ulesanne 14, Olgu antud maatriks (arvude tabel)

ap, Qe ... Qn
Aoy Qg2 ... Qan
Q1 A2 .- Amn
Defineerime operaatori A :R,— R,, mis igale vektorile x= (&,
..., &) =R, seab vastavusse vektori y= (7, ..., ) €Rn
komponentidega '
M = amér - Qg+ ...+ Qs (R=1,..., m).

Néidata, et operaator A on lineaarne.

Ulecsanne 15 Olgu antud pidev funktsioon K(f, s) kahest
argumendist ¢ ja s. Defineerime operaatori A : C[a, b]1— CJa, b],
mis igale funktsioonile x & C[a, b] seab vastavusse funktsiooni

g () = bfaK(t, §)x(s)ds.

Naidata, et operaator B on lineaarne.

Lineaarne operaator seab nullelemendile vastavusse nullele-
mendi. Téepoolest, olgu A : E — F lineaarne, Oy ja Or — vektor-
ruumide E ja F nullelemendid. Kuna iga x= E, y & F korral
O-x=0g O-y=0p siis A homogeensuse tottu AOg =
=A(0 - x) = Op, m.o.t.1.

Lineaarse operaaatori pidevus ja tokestatus

Olgu L ja F ntiid normeeritud ruumid. Kuna normeeritud
ruum on korraga nii meetriline ruum kui ka vektorruum, siis on
motet rddkida pidevatest lineaarsetest operaatoritest A4 : E — F.
Lineaarsetel operaatoritel on jargmine huvitav omadus: kui A:
- E— F on pidev nullpunktis, siis ta on pidev (igas punktis x = E).
Toepoolest, kui Xn > x, siis Xp — x5 Op, pidevuse tottu nullpunk-
tis A (xn — X) —ILAOE = Or; kasutades A lineaarsust, saame Ax, —

—AxE O, ehk Ax,,—l-le, mis toestabki A pidevuse suvalises
punktis x = E.
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Lineaarset operaatorit A : £ — F nimetatakse tokestatuks, kui
leidub selline konstant ¢, et?

IAx]| << cllxll iga x = E korral. (1)

Vihimat ¢ védartust, mille korral viimane vorratus veel kehtib,
nimetatakse operaatori A normiks ja tdhistatakse ||A||.

Teoreem. Lineaarne operaator A:E—~F on pidev siis ja
ainult siis, kui ta on tokestatud.

Piisavuse toestus. Olgu A tokestatud, s. t. kehtib (1).
Pidevuse néitamiseks piisab pidevuse kontrollimisest nullpunktis.

Kui x, 2 Op, s. t. kui |jxa] = 0, siis (1) tottu ka ||Ax,| — 0, ehk
Ax, — Of, m.o.t.t.

Tarvilikkuse toestus. Olgu A pidev, peame nditama,
et ta on tokestatud. Oletame véitevastaselt, et A ei ole tokestatud:
kui suure arvu ¢ me ette ka ei vali, vihemalt iihe elemendi x = E
korral ||Ax|| > c||x|l. Votame c=n (n=1,2,...) jaolgu x, e E

selline, et ||[Ax,]] > n||x,). Moodustame elemendid ', = nH)fC—"”(

=1, 2,...). Siis Ax’, =———Ax, ning normi homogeensuse tadttu

llx nllxall

I ull = gy Hall = - =0

1
]

HAx/n_” = - || HAXNII > n ”xn” = ly

!x <all

s. t. jada x’,, koondub nullelemendlks, jada Ax’, aga mitte. See
on vastuolus A pidevusega nullpunktis. Vastuolu tekkis meie vai-
tevastasest oletusest ning teoreem on toestatud.

Ulesanne 16. Néiidata, et iilesandes 14 defineeritud ope-
raator 4 : R,— R,, on tokestatud (seega ka pidev).

Ulesanne 17. Niidata, et iilesandes 15 defineeritud ope-
raator 4:C[a,b]— Cla, b] on tokestatud (seega ka pidev).

Koonduvad read normeeritud ruumides

Olgu x, (R=1,2,...) normeeritud ruumi E elemendid. Rida
n

Exk nimetatakse koonduvaks, kui osasummade jada s, = 3 x;
h=1

(n— 1,2,...) koondub ruumis E; osasummade jada piirvdédrtust x

2 Normi ruumides E ja F tdhistame iihtemoodi siimboliga || ||. Tuleb sil-
mas pidada, et x= E, Ax = F, seega i{x|| ja ||Ax|] tdhendavad norme vastavalt
ruumides E ja F.
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nimetatakse rea summaks ning kirjutatakse x—Zxk Rida Z’xk

mmetatakse absoluutselt koonduvaks, kui koondub posntuvne arvu-
rida 3 lxi].
k=1

Kui normeeritud ruum E on tiielik (s. t. kui E on Banachi
ruum), siis rea absoluutsest koondumisest jareldub selle rea

0o
koondumine. Toepoolest, koondugu rida 3 x, absoluutselt:
k=1
o0 A 00
D lxpl| < oo, Veendume, et rea kz,'lxk osasummade jada s,=
h=1 =

:i,’xk on Cauchy jada, s. t. m,n—> oo korral [s,,—s,||— 0.
h=1

Olgu konkreetsuse mottes m > n. Siis

Sm s!l—Zxk—Zxk_ 2 Xn

k=n+1
ja
m x© i
llsm —sall =1l 2 xill < 2 el < 2 el
. h=n+1 =n+1

—-ll

Kuna eelduse kohaselt Sjilxkﬂ < o0, siis jadkrida . 3,’ 1kaH koon-
k=1 =n+

dub n— oo korral nulliks. Normi ||s,, — s,|| hinnangust jareldame
niiiid, et m,n— oo korral ka ||s, —S8,||—>0. Seega on jada s,
Cauchy jada. Ruumi E téielikkuse tottu koondub iga Cauchy jada
ruumis E selle ruumi mingiks elemendiks. Osasummade jada s,

koondumine aga tdhendabki definitsiooni kohaselt, et rida i’xk

h=1
koondub.

Ulesanne 18 Koondugu rida Z’xk normeeritud ruumis

‘=1
E ning olgu A : E— F pidev lineaarne operaator. Ndidata, et siis

rida i’Axk koondub (normeeritud) ruumis F ning A(:ijk) =
K=1 jrpn

0
= Z AX,'(.
k=1

Poolnormid ja nende pidevus
Olgu E normeeritud ruum. Operaatorit (funktsionaali)
p+ E— R, nimetatakse poolnormiks, kui ta rahuldab jargmisi
tingimusi:
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1° p(x) = 0 iga x = E korral,

2° p(ix) = |Ajp(x) iga x = E ja skalaari 4 korral;

3 p(x+x) < p(x)+ p(x') iga x,x’ = E korral.

Need tingimused on analoogilised normi aksioomidega. Erine-
vus on vaid esimeses tingimuses: on lubatud, et p(x) =0 ka
mingi x == 0 korral, samal ajal kui normi esimene aksioom nou-
dis, et ||x|=0 siis ja ainult siis, kui x==0. Seetdttu on norm
g(x) =||x|| iihtlasi ka poolnorm, mistahes poolnorm p(x) aga ei
pruugi normiks olla.

Poolnormi p nimetatakse tokestatuks, kui leidub selline kons-

tant ¢, et
p(x) < cl|x||] iga x = E korral.

Ulesanne 19. Olgu p:E—R, poolnorm. Niidata, et
p(x) —p(x)] < p(x—x’) iga x,x = E korral.

Jéifgmise kolme iilesande lahendamisel on voimalik kasutada
arutlusi, mis on analoogilised eespool lineaarsete operaatorite
késitlemisel toodutega.

Ulesanne 20. Olgu p:E— R, poolnorm. Niidata, et
p(0) =0.

Ulesanne 21. Niidata, et poolnorm on pidev siis ja ainult
siis, kui ta on pidev nullpunktis.

Ulesannc 22. Niidata, et poolnorm on pidev siis ja ainult
siis, kui ta on tokestatud. '

Ulesanne 23. Olgu p:E— R, poolnorm. Néidata, et
P(glxk) <I§IP(xk)-
Mirgime, et analoogiline vorratus on koonduvate ridade ix;e
E=1

jaoks iildiselt ei kehti (nagu peagi selgub, on vastava vorratuse
kehtimine seotud poolnormi pidevuse voi mittepidevusega).

Kergesti kontrollitava tingimuse poolnormi pidevuseks andis
hiljuti Voronezi matemaatik P. P. Zabreiko.

Zabreiko teoreem.® Banachi ruumil E mddratud poolnorm
p:E— R, on tokestatud (pidev) siis ja ainult siis, kui iga koon-

00
duva rea x = > xp korral

h=1
p(x) < 3 p(x). (2)

3 See teoreem on monevorra iildisemal kujul esitatud P. P. Zabreiko
artiklis ajakirjas, «®yHKkuuonanbublil ananus i ero npuaoxenus» (1969, Ne D).
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Markus. Kuigi me eeldame rea Z.o' x), koondumist, voib juhtuda,
h=1

el positiivne arvurida i’p(xk) hajub, s. t. Zp(xk)_oo Sel
k=1

juhul loeme vorraiuse (2) automaatselt taldetuks sest vorratuse

vasakul poolel on mingi reaalarv, paremal pool aga oo. Seega

piisab v6rratuse (2) kehtivuse kontrollimiscst vaid juhul, kui

lisaks reale ka koondub ka arvurida Z,’p(xk)
k=1
Zabreiko teoreemi tGestus on %uhtellselt keeruline ja siin me
seda ei esita. _
Kauguse omaduste pohjal* véime véita, et norm on pidev
poolnorm: kui x,— x, siis [lxu]|= 0 (xn, 0)—>o(x 0) =|x|l. Zab-

reiko teorcemi pohjal iga koonduva rea Z‘x, korral
k=1

I.Z’xhl' pIEALE
h=1 k=1
Ulesannc 24. Toestada viimane vorratus vahetult, kasu-
tamata Zabreiko teoreemi.

Kinniste lineaarsete operaatorite pidevus

Operaatori pidevuse niitamine vahetult definitsioonist ldhtu-
des on sageli iisna tiilikas ja raske. Seepdrast on tuletatud ope-
raatorite pidevuse mitmesuguseid tarvilikke ja piisavaid tingimusi.
Lespool me juba tutvusime iihe sellise tingimusega lineaarse
operaatori pidevuseks — tokestatusega. Siin esitame veel iihe tar-
viliku ja piisava tingimuse lineaarse operaatori pidevuseks —
kinnisuse.

Olgu E ja F Banachi ruumid. Operaatorit f: E— F nimeta-

E F

takse kinniseks, kui koondumistest x, — x, f(xn) >y jdreldub, et
f(x) =y. Paneme tdhele olulist erinevust, vorreldes pidevuse
definitsiooniga. Kui [: E— F on pidev, siis juba ainuiiksi koon-

E I
dumisest x, - x jdreldub, et f(x) -y = Ax. Seega on pidev ope-
raator f : E — F kinnine. Vastupidine {ildiselt ei kehti. Kui f: £E— F

E
on kinnine, siis koondumisest x, — x {ldse ei pruugi jdrelduda
jada f(x,) koondumine; kui aga juhtub, et ka jada f(x,) koon-
dub mingiks elemendiks y, siis (seda ja ainult seda nouabki kin-
nisuse definitsioon) y= f(x). Téhelepanuvidirne on, et lineaar-
sete operaatorite korral pidevuse ja kinnisuse nouded siiski {ihti-
vad.

* Vt. Matemaatika ja kaasaeg, XVI, lk. 4



Banachi teoreem. Olgu lineaarne operaator A : E —~ F mddra-
tud Banachi ruumil E ja kuulugu tema vddrtused Banachi
ruumi F. Siis on A pidevuseks tarvilik ja piisav, et A oleks kin-
nine.

(See viide osutub vidraks, kui E voi F oleks mittetdielik
normeeritud ruum.)

Toestus. Eespool juba veendusime, et A pidevusest jarel-
dub tema kinnisus. Jddb toestada, et kinnine lineaarne operaa-
tor on tokestatud (seega ka pidev).

Olgu A : E — F kinnine lineaarne operaator. Valemiga
p(x) = [|Ax]]

defineerime poolnormi p : E — R, (poolnormi aksioomide 1°—3°
kontroll on péris lihtne ja ]adgu lugeja hooleks) Néitame, et see

poolnorm rahuldab tingimust (2). Olgu x—Zxk koonduv rida
ruumis £ ning Ep(xk) < oo. Siis on rida Z’Axk absoluutselt
k=1 E=1
koonduv: 37||Ax|= 3 p(xs) < co. Ruumi F tiielikkuse tottu
k=1 h=1

rea‘i"Axk absoluutsest koondumisest jareldub tema koondumine
k=1
— olgu y tema summa. Seega on meil kaks koonduvat rida:

x= 2% ja y= 3 Ax,.
h=1 k=1

Nende ridade osasummade jadad s, == Exk ja §,= ZAxk koon-

duvad vastavalt elementideks x ja y. Operaatorl A lmeaarsusest
jareldame, et s’, = As,. Niisiis s,— x ja As,—y. Operaatori 4
kinnisuse tottu y = Ax. Niiiid

p(x) = [Ax] = o] = .3 Axil < 3 A%l = 3 p(x0),

1

s. t. vorratus (2) on iga koonduva rea x-}]x;z jaoks taidetud.
=1

Zabreiko teoreemi pohjal on poolnorm p ‘[okcstatud leidub selline
konstant ¢, et p(x) << c|jx|| iga x = E korral. Et aga p(x) = ||Ax|,
siis ||Ax]| << c¢||x]] iga x = E korral, s. t. operaator A on tokesta-
tud ja koos sellega ka pidev. Teoreem on toestatud.
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Lineaarse operaatori podrdoperaator

Teisendagu operaator A : E-— F Banachi ruumi E iiksiiheselt
Banachi ruumiks F, s. t. igal elemendil y & F on olemas parajasti
iitks originaal (elementi x = E nimetatakse elemendi y = I origi-
naaliks, kui Ax =y). Seades igale elemendile y = F vastavusse
lema originaali, defineerime teatava ruumist F ruumi E toimiva
operaatori. Seda operaatorit nimetatakse operaatori A poordope-
raatoriks ja tdhistatakse A-'. Definitsioonist nahtub, et

A-1(Ax) = x iga x = E korral,
A(A-y) =y iga y = F korral.

Niitame, et 4! on lineaarne, kui A on lineaarne. Me peame
nditama, et iga y,y’ = F ja skalaari 4 korral

ANy +y)=A""y+ Ay, AN (Ay) = AA"y.
Téahistame x=A-1y, x' = A-'y’. Siis A lineaarsuse tottu
Ax-+x)Y=Ax-+-Ax =y + vy, A(Ax) = 2Ax = Ay,

kust
x4-x'=A"MYy+vy), Ax = A7 (1Y)

chk meie tahistusi arvestades
A7y + A~y =AYy +y), AAT\y =A"1(Ay), m. o. t. t.

Néitame niiiid, et A~! on pidev lineaarne operaator, kui A4 on
pidev lineaarne operaator. Banachi teoreemi pohjal piisab selleks
ndidata, et operaator A=!: F— E on kinnine, s. t. koondumistest

F E
Un—>Yy, A7y, — x jéreldub x= A-'y. Operaatori A pidevuse tottu
koondumisest A-ly,— x jédreldub, et AA-ly,=y,— Ax. Niisiis
=y ja y, — Ax, kust piirvdirtuse iihesuse tottu saamegi y = Ax
chk x:=A-1y, m. o. t. t.

Sellega oleme tdestanud jargmise tulemuse, mida nimetatakse
Banachi teoreemiks (samuti nagu eelmist teoreemi).

Banachi teoreem. Kui pidev lineaarne operaator A : E —~ F tei-
sendab Banachi ruumi E iiksiiheselt Banachi ruumiks F, siis péord-
operaator A”': F — E on samuli pidev ja lineaarne.

Ulesanne 25. Toestada viimane teoreem, tuginedes Zab-
reiko teoreemile (ndidates vorratuse (2) kehtivust poolnormi
r(y) =A='yl jaoks).

(Jirgneb)
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MATEMAATILISE STATISTIKA ARENGUST TEADUSTE
MATEMATISEERIMISE KAIGUS

E. Tiit

Kaasaegsct teaduste arenemise etappi iseloomustab {iha siive-
nev ja laienev matematiseerumine. Seoses sellega omandab jir-
jest suurema tahtsuse tdnapieval eriti kiiresti arenev matemaa-
tika haru — matemaatiline statistika, mis etendab teiste teaduste
ja matemaatika vahel teatava vaheliili osa.

Kidesoleva artikli eesmirgiks ongi jdlgida seda seost iihelt
poolt erincvale teaduste matematiseerumise teele asumise ning
matematiseerumise taseme ja teiselt poolt matemaatilise statis-
tika, tema erinevate harude ning meetodite arenemise vahel aja-
loolises plaanis. )

Matemaatiline statistika kui praktika ja teooria vaheliste
iileminekute meetod

Dialektilise materialismi kohaselt toimub tunnetusprotsess
jdrgneva skeemi jargi:
—> Abstraktne —

Konkreetne Kornkreetne

s. t. konkreetselt kogemuselt (praktikast) abstraktsioonile (teoo-
riale), viimast kontrollitakse aga jidllegi praktikas. Sama skeemi,
kuid paljuastmelisena, voiksime kasutada ka mistahes teaduse
arengu kirjeldamiscks. Meenutame siinjuures iihtlasi, et iga tea-
duse arenemine kulgeb kaasajal formaliseerumise, abstraheeru-
mise — s. 0. koige iildisemalt moistetud matematiseerumise suu-
nas.
Teooria Matematiseerumine

1
> Matemaatiline statistika _4
L* Praktika *

Skeemi lihtsustainise eesmargil jdtame korvale koik voimali-
kud seosed teooria sfddris (nditeks seosed erinevate teooriate
ning teooria rohkem ja vdhem abstraheerunud tasemete vahel).
Et teaduslike teooriate kujunemise seaduspirasused (hiipoteeside
rajamine, hiipoteetilis-deduktiivse siisteemi loomine, matemaati-
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l\jste mudelite konstrueerimine ja iildistamine), mis on {ihised
p\@ljude]e teadusharudele, on leidnud filosoofilises kirjanduses
laialdast kisitlust !, siis me nendel kéesolevas arutluses pikemalt
ci: peatu.

U'Samuti huvitab meid praktika iiksnes kui uurlmlsobjekt ning
teooria kontrollimise sfddr, kusjuures me ei poora tdhelepanu teo-
reetiliste tulemuste voimalikule rakendamisele inimtegevuses.
Seega mdistame me oma késitluses praktikana vaatlust, eksperi-
menti ning mootmist. Ka ei ole kaesoleva artikli raames voi-
malik puudutada praktikaga seotud filosoofilisi problceme; mér-
gime siin vaid, et me praktikat (samuti kui teooriatki) késitleme
arenevana (pidades silmas jédrjest tdiustuvat eksperimendi- ja
mootmistehnikat ning -metoodikat). Eriti oluline on meile siin-
juures see, et sageli viib mootmise ja eksperimendi tépsuse suu-
rendamine kvalitatiivselt uute avastusteni teoorias?2.

Meie tdhelepanu objzktiks kaesolevas artiklis on iileminekud
praktikalt teooriale ja teoorialt praktikale, mis filosoofilises kir-
janduses ei ole mirkimisvdirset késitlust leidnud. Viga paljude,
kui mitte enamiku teadusharude juures kasutatakse nende file-
minekute juures oluliselt matemaatilist statistikat.
Voiks isegi Gelda, et matemaatiline statistika on teatud mottes
praktika ja teooria vaheliste tileminckute meetodiks.

Koigepealt piiiame selgeks teha, mis mddrab matemaatilise
statistika sellise monevorra omapérase asendi teaduste siisteemis.

Mistahes looduslik voi iihiskondlik ndhtus kétkeb eneses 16p-
mata paljude oluliste ning védheoluliste faktorite koosmoju; iga
katse voi vaatluse tulemus sisaldab iihtlasi ka subjektiivsete tegu-
rite. moju. Koigi nende faktorite seast tuleb vaadeldava néhtuse
abstraheerimisel, tema teaduslikul kirjeldamisel vaid 16plik hulk
mingis mottes olulisi faktoreid vilja valida ning arvesse votta.
Toepoolest, mingi eksperimendi korduval teostamisel samadel tin-
gimustel saadakse tavaliselt rida erinevaid tulemusi. ngl koigil
olulistel, kontrollitavatel ja juhitavatel faktoritel olid iga katse
puhul samad vdidrtused, muutusid aga iilejddnud, kontrollimatud
ja tundmatud faktorid — need pohjustasidki katsetulemuse muu-
tum1st Eksperimentaator iitleb sel puhul: tulemuste erinevus on
juhuslik, so6ltub juhusest — tdhistades sonaga «juhus» kdiki kont-
rollimatuid ja tundmatuid objektiivseid ning subjektiivseid fak-
toreid.

Juhusest soéltuvate, nn. juhuslike suuruste® matemaatiliseks

! Vt. nidileks H. Wey!l Philosophy of Matematics and Natural Science.
Princeton, 1949, samuti rida noukogude [ilosoofide artikleid ajakirjades
<Bonpocsl Punocopun» ja «dunocodpckne Hayrus. )

2 Vt. nditeks E. Buruep. Henoctuxnmasi spdexTHBHOCTE MaTeMaTHKH B
cCTeCTBeHHLIX HaykaX. Yen. ®uns. Hayk, 1968, 49—56.

$ Vi E. Tiit. Mis on toendosus. — Matemaatika ja kaasaeg, IX, lk. 74—
90, X, 1k. 86—95.
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teooriaks on toendosusteooria; téendosusteooriast erineb uur1mlsr
objekti poolest tema noorem, rakendusliku suunaga haru —+
matemaatiline statlstlka mis tegeleb nimelt konkreet-
sete vaatluste ja mootmiste tulemusena saadavate juhuslike stu-
rustega.

Niisiis, et praktikast saadavad tulemused on reeglina klrjelda
tavad ju huslike suurusten a, siis sellepdrast ongi nende
abstraheerimisel tarvis rakendada matemaatilist statistikat —
praktikast saadavate juhuslike suuruste teooriat.

Teaduste matematiseerimise tasemed

Ndiib, et mingi teaduse formaliseerumise, matematiseerumise
taseme vaadeldaval momendil miidrab see, kuivord lihtsalt on
selles teaduses teostatavad {ileminekud praktika ja teooria vahel;
teiselt poolt aga médrab erinevate teaduste matematiseerumise
aste (mingil vaadeldaval perioodil) omakorda matemaatilise sta-
tistika arenemise taseme. Et seda seost jdlgida, vorreldes selleks
erinevaid teadusharusid nende matematiseerumise taseme poo-
lest, esitame siin ndukogude filosoofi 1. A. AktSurini * poolt vilja-
todtatud teaduste matematiseerumise skeemi. AktSurini jdrgi on
teaduste matematiseerumise kidigus eristatavad jidrgmised kolm
etappi:

1) formaliseerimine,

2} osalise matemaatilise mudeli loomine,

3) tidielikult aksiomatiseeritud teooria viljakujunemine.

Esimesel etapil formaliseeritakse vaadeldavas teaduses kasu-
tatavad mdisted (voi mingi osa nendest); kui tarvis, kodeeritakse
kvalitatiivsed tunnused mingil viisil kvantitatiivseiks; kirjelda-
takse matemaatiliselt koige lihtsamaid seoseid. Sellel etapil reeg-
lina ei moodustata uusi mdisteid, samuti ei kasutata formaalset
aparatuuri uute seaduspirasuste tuletamiseks.

Néiteks esimesel matematiseerumise etapil olevate teaduste
kohta on ajalugu, kirjandusteadus, ka mitmed bioloogia harud,
meditsiin jm. Tuleb maérkida, et iihel v6i teisel viisil on mate-
matiseerumine haaranud suuremat osa kaasaegseid teadusi, nii
et tinglikult voiksime asetada sellele etapile peaaegu koik tea-
dused, mille matematiseerumine ei ole veel kaugemale arenenud.

Reeglina jidrgneb ajalooliselt esimesele etapile mingi teaduse
matematiseerumise kiigus teine etapp, mida iseloomustab vaa-
deldava teaduse mingi osa jaoks matemaatilise mudeli koosta-
mine. See mudel voimaldab mitte iiksnes olemasolevaid n&htusi
seletada, vaid ka uusi ndhtusi ennustada, seega {ihtlasi planee-

4 WU. AL Akuypuu. Mecro MaTemMaTHKI B cHcreMe Havk. — Bonp. ¢usoco-
¢un, 1967, 1, crp. 77—90
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rida eksperimentaalse uurimise suundi. Sageli ndouab matemati-
seerumise teine etapp mitmete uute moistete defineerimist ja
tarvituselevotmist.

Matematiseerumise teisel etapil olevate teaduste nditeks voiks
tu§ua matemaatilise lingvistika, majandusteaduse, geneetika, mit-
med fiiiisika suhteliselt vihem arenenud harud jm.

‘Kolmandasse etappi joudnud teadused on ldbinud esimese ja
teise etapi; sellistel teatud mottes «tdielikult matematiseerunud»
teadustel on vélja kujunenud aksiomaatiline teooria, mis basee-
rub viikesel arvul algmoistetel ning -seostel, ja kogu teooria tule-
neb loogiliselt neist algmoistetest. Selliste tédielikult aksiomatisee-
ritud teaduste néditeiks on kvantmehhaanika ja klassikaline meh-
haanika.

Matemaatilise statistika klassikaline arenguperiood

1. Esimesteks teadusteks® mis asusid formaliseerumise ja
thtlasi matematiseerumise teele, olid astronoomia ja mehhaanika
(eriti taevamehhaanika). Selle pohjuseks oli ilmselt nende tea-
duste uurimisobjektide suhteliselt lihtne formaliseeritavus. Koik
vaadeldavad objektid on iseloomustatavad suhteliselt vdikese arvu
moodetavate suuruste -— nditeks koordinaatide ja kiiruse kompo-
nentide abil. Siinjuures on mdéjuvatest faktoritest, mille konk-
reetne olemus ei tarvitsenud uurijaile {ildse selge ollagi, tdhtsaim
faktor (nditeks Piikese v6i Maa gravitatsioonitung) filejddnu-
test (nditeks teiste kehade gravitatsioonitungidest) oluliselt suu-
rem. Et mé6otmistulemusteks on arvud, langeb &dra igasugune
vajadus vaatlustulemuste tdiendavaks kodeerimiseks. Ainsaks for-
maliseerimise valdkonda kuuluvaks probleemiks, mis mootmis-
tulemuste kasutamisel tekkis, oli mootmisvigade arvestamine ja
elimineerimine. '

Vastavalt sellele oligi esimeseks matemaatilise statistika
haruks, mis XVIII sajandil arenema hakkas, mdotmisvigade teoo-
ria.

Mitmed tolle perioodi matemaatikud, sealhulgas R. Cotes ja
T. Simpson ¢, piilidsid leida moStmisvigade jaotusseadust; sisuli-
selt voeti kasutusele usalduspiirkonna moiste; tostatati kiisimus
mingis mottes digeima (toepdraseima) vaartuse omistamisest moo-
detavale suurusele, seega pandi alus kaasaegsele vahemik- ja
punkthinnangute teooriale.

5 Lihemat selle teaduste arenguperioodi kohta voib lugeja leida raamatus
J. Bernal Teadus ithiskonna ajaloos. Tln., 1962.

6 Toendosusteooria ja matemaatilise statistika ajalooga voib lugeja tut-
vuda raamatust J{. E. Maiicrtpos. Teopust BepositHoctH. Mcrophnuecknit ouepx.
Mocksa, 1967; E. Tiit. Toendosusteooria Il viimasest peatiikist voi viites 3
margitud artiklitest.
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Et astronoomias ja mehhaanikas sel perioodil mitte iiksne
ei formaliseeritud uurimisobjekte, vaid ka kirjeldati matemad-
tiliselt nende objektide vahelisi seoseid, tekkis vajadus leida ga
vaatlusandmete funktsiooni vea jaotusseadust, samuti omistada
uuritavatele suurustele teatud mottes optimaalne véddrtus rn.
kaudsete mootmiste abil. Nendele iilesannetele andsid lahenduse
XIX sajandi algul C. F. Gauss ja A. M. Legendre oma véhim-
ruutude meetodiga.

Seega oli XIX sajandi alguseks rajatud alus esimesele mate-
maatilise statistika harule — hinnangute teooriale. Samaks ajaks
olid ka teadusharud, mille vajadusi matemaatiline statistika
teenindas — astronoomia, mehhaanika, taevamehhaanika — joud-
nud oma arengus matematiseerumise Il (osalt isegi III) eta-
pini. Seda néitab ilmekalt planeet Neptuuni avastamine 1846. aas-
tal U. J. J. Leverrier’ ja J. C. Adamsi arvutuste pohjal: taeva-
mehhaanikas oli loodud mudel, mis voimaldas mitte tiksnes néah-
tusi seletada, vaid ka ennustada.

2. Jargmisteks teadusteks, mis esitasid oma noudeid mate-
maatilisele statistikale, olid bioloogia mitmesugused harud.
XIX sajandi teisel poolel arenes bioloogia intensiivselt; jouti ka
esimeste matemaatiliselt formuleeritud seaduspédrasusteni bioloo-
gias — nendeks olid G. Mendeli péarilikkuse seadused. On huvi-
tav méirkida, et Mendeli avastatud seaduspérasused on (erinevalt
fiilisika ja mehhaanika seadustest) statistilise iseloomuga: vane-
mate omaduste jargi médratakse kindlaks jédrglastel teatavate
omaduste esinemise tGendosus.

Mendeli seadused suutsid siiski kirjeldada vaid vidga viikest
osa geneetika Lkeerukatest seaduspidrasustest. Uheks peamiseks
raskuseks bioloogia matematiseerumisel, mistottu siin ei ole seni-
nigi veel eriti kaugele joutud, on objektide formaliseerimise ja
nende vaheliste seoste avastamise keerukus.

Kui fiilisika erinevates distsipliinides uuritavate nédhtuste kir-
jeldamisel ja formaliseerimisel oli XIX sajandil suurelt osalt
kasutatav juba loodud matemaatiline statistika aparaat (hinnan-
gute teooria), siis bioloogias oli olukord pohimbotteliselt erinev.
Bioloogilised objektid on kirjeldatavad vdga suure arvu kvan-
titatiivsete ja kvalitatiivsete tunnuste abil, kusjuures iga {iksik
indiviid erineb igast teisest viga paljude néitajate poolest (keha
{iksikosade mootmed, kaal, virvus, organismi funktsionaalsed
karakteristikud). Objektide formaliseerimise muudab keerukamaks
ka asjaolu, et neid iseloomustavad tunnused ei ole sdltumatud,
vaid tunnuste vahel valitsevad mitmesuguse tugevuse ja kujuga
seosed, mis reeglina ei kuulu funktsionaalsete soltuvuste hulka,
vaid on juhusliku (stohhastilise) iseloomuga.

Selliste paljutunnuseliste objektide kirjeldamiseks tuli vélja
io6tada uus matemaatilise statistika meetod — mitmemootmeline
statistiline analiifis. Siin kirjeldab iga uuritavat objekti moot-
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fis- ja vaatlustulemustest koosnev juhuslik vektor, mille iga
komponent iseloomustab iiht uuritavat tunnust (objekti keha-
pikkust, kaalu, vanust jne.) Vaadeldavate tunnuste vaheliste
seoste tugevuse ja kuju iseloomustamiseks votsid geneetik F. Gal-
ton ja statistik K. Pearson XIX sajandi ldpupoolel kasutusele
korrelatsiooni- ja regressioonikordajate moisted. Seega oli raja-
tud alus korrelatsioon- ja regressioonanaliiiisile — olulisematele
meetoditele tdnapédevaseski mitmemo6tmelises statistilises ana-
liifisis.

3. Moélemad kirjeldatud matemaatilise statistika meetodid
olid vajalikud tunnetuse esimeseks etapiks — praktikalt teooriale
iileminekuks. Kuid ka teine etapp — teoreetiliste tulemuste kont-
rolliminc praktikas — ei tule toime ilma spetsiaalsete matemaati-
liste statistika meetoditeta.

Toepoolest, kujutleme, et mingis teadusharus on vélja téotatud
teoreetiline mudel, mille kohaselt on voimalik ennustada mingite
uuritavate objektide kaitumist véi olekut teatavate tingimuste kor-
ral. Et kontrollida hiipoteesi selle mudeli digsuse kohta, korral-
datakse vastav eksperiment v6i kogutakse vaatlusandmeid; saa-
dud tulemused néitavad, kas objektide tegelik kditumine voi olek
vastab mudeli poolt ennustatule.

Enamasti aga erinevad praktikast saadud tulemused mone-
vorra teoreetiliselt ennustatuist. Tekib kiisimus — milline ja kui
suur erinevus on lubatud, et hiipoteesi veel 6igeks voiks lugeda?

Sellele kiisimusele vastamiseks tutvume koéigepealt loomulike
eeldustega, millele tugineb hiipoteeside kontrolli statistiline teoo-
ria.

1) Ukski hiipotees ei ole absoluutselt kindlasti toestatav.

) Hiipotees loetakse toestatuks siis, kui toendosus selleks,
et ta on vale, on kiillalt vdike (vdiksem nn. olulisuse ni-
voost).

3) Olulisuse nivoo miirab uurija suvaliselt, arvestades kont-
rollitava hiipoteesi tdhtsust, keerukust, tava jt. tegureid.

4) Uhe hiipoteesi tdestamine (mingi olulisuse nivooga) ei
vilista mingi teise, sellest erineva (kuigi mitte otseselt
vastupidise) hiipoteesi tGestamist (sama v6i erineva) oluli-
suse nivooga.

5) Kui hiipotees on oige (s. t. erinevus teooria ja praktika
vahel on tingitud iiksnes juhusest), siis on voimalik tées-
tada seda hiipoteesi kuitahes véikese olulisuse nivooga
(s. t. kuitahes suure «kindluse astmega»), tehes selleks
vaid kiillaldase arvu vaatlusi voi katseid).

Praktiliselt kasutatakse hiipoteeside kontrolli teoorias asjaolu,
et juhuslikest pohjustest (mootmisvead jne.) tingitud erinevused
teoreetiliste ja praktiliste tulemuste vahel alluvad teatud kind-
latele, toendosusteoorias uuritud seaduspirasustele (on néiiteks
normaaljaotusega). See voimaldab konstrueerida kriteeriume
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(teste) mitmesuguste hiipoteeside kontrollimiseks, niipea, kui need
on sonastatud statistilises terminoloogias. Siinjuures toimub
hiipoteesi vastuvotmine voi kummutamine vastavalt uurija poolt
maédratud olulisuse nivoole voi nn. «kindluse astmele».

Koige lihtsamaks hiipoteeside kontrollimise meetodiks on
usalduspiirkondade kasutamine; s. t. moningaid hiipoteese on voi-
malik kontrollida vahemikhinnangute teooria tulemuste abil. Kuid
keerukamate iilesannete lahendamiseks oli tarvis vélja téotada
juba spetsiaalsed meetodid.

Uks esimesi kriteeriume hiipoteeside kontrollimiseks oli mod-
dunud sajandi 16pul astronoom F. R. Helmerti poolt praktiliselt
kasutusele voetud nn. y2-kriteerium, mis véimaldab vorrelda mingi
juhusliku suuruse teoreetilist jaotust praktikast leitud empiirilise
jaotusega. Kaasajal tuntud kuju andis sellele kriteeriumile sta-
tistik P. Pearson.

Jargnes rida teisi, praktikas vajalikke kriteeriume (sealhulgas
néiteks eriti bioloogias ulatuslikult kasutatav Studenti #-test kahe
indiviidide rithma eraldamiseks iihe tunnuse jargi). Kéiesoleva
sajandi algul tootaski nimekas statistik R. Fischer vilja kolmanda
matemaatilise statistika suuna — hiipoteeside kontrolli teooria
teoreetilised alused.

4. XX sajandi algul asus intensiivse arenemise ning abstra-
heerumise teele arvukalt uusi teadusharusid, mille kdigi uurimis-
objektid ning nende formaliseerimisega seotud probleemid osu-
tusid monevorra erinevaiks. See pohjustas rea uute matemaatilise
statistika meetodite tekkimise, mis enamasti mahuvad iihe v6i
teise {ilalkirjeldatud {ildsuuna alla. Nimetame siin olulisemaid
nendest;

I) Faktoranaliiiisi eesmirgiks on kirjeldada suurt arvu
tunnuseid suhteliselt viikese arvu faktorite lineaarsete kombinat-
sioonidena; meetod kasvas vilja psiihholoogia vajadustest ja kuu-
lub mitmemdotmelisse statistilisse analiifisi.

2) Dispersioonanaliiiis kontrollib ja kirjeldab mingi
juhusliku suuruse soltuvust mitmetest erinevatest faktoritest; mee-
todit rakendati koigepealt agronoomias saakide soltuvuse uuri-
misel mitmesugustest teguritest. Dispersioonanaliiiis on oma ole-
muselt hiipoteesi kontrollimeetod.

3) Klassikaline diskriminantanali{ifis vdimaldab
objekte rithmitada, arvestades erinevusi mitmete tunnuste osas;
meetodit kasutati koigepealt paleontoloogias ja see kuulub mitme-
mootmelisse statistilisse analiiiisi.

Secl perioodil — kéesoleva sajandi algusest kuni 30-ndate aas-
tateni -— saavutas matemaatiline statistika kiillaltki korge are-
nemistaseme ja ulatusliku rakendatavuse (hakkas ilmuma terve
rida spetsiaalseid matemaatilise statistika alaseid ajakirju). Kuju-
nesid vilja mitmed olulised moisted, mida rakendatakse paljude
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kiisimuste lahendamisel (nditeks vabadusaste, usaldus- ning olu-
lisuse nivoo jt.). Voime radkida klassikalise matemaa-
tilise statistika viljakujunemisest.

Ometi ei moodusta klassikaline matemaatiline statistika kau-
geltki iihtset matemaatilist teooriat. Hinnates matemaatilist sta-
tistikat tema formaliseerumise taseme jargi, voiks ta tinglikult
paigutada teise etappi. Toepoolest, {iksikud matemaatilise sta-
tistika harud olid selleks perioodiks joudnud kiillaltki kompaktse,
sisuliselt seotud teooriani; eriti tuleb siin markida statistiliste
hiipoteeside kontrolli teooriat (tdnu J. Neymani ja K. Pearsoni
toodele); teistes harudes kasutatavad meetodid olid aga mate-
maatiliselt {ipriski 14bi to6tamata, nii et ei olnud selged isegi
nende rakendatavuse eeldused ja vahekord teiste meetoditega.

On iseloomulik, et matemaatilisel statistikal puudus sel peri-
oodil ka korrektne mééaratlus; mitmed autorid késitlesid matemaa-
tilist statistikat lihtsustatult kui vaatlusandmete té6tlemise teoo-
riat, mis aga kaugeltki tdielikult ei ava matemaatilise statistika
kui terviku sisu.

Matemaatilise statistika kaasaegne arenguperiood

Uus, kaasaegne periood matemaatilise statistika arengus algas
parast Il maailmasoda, osaliselt isegi sGja-aastail.

Erinevus selle ja eelneva arenguperioodi vahel seisneb iihelt
poolt matemaatilisele statistikale esitatavates iilesannetes, aga
samuti ka enneolematutes voimalustes (peame siin silmas elektron-
arvuteid), teiselt poolt uutes joontes ja seaduspérasustes mate-
maatilise statistika enese sisemises arengus.

Sojajargsetele aastatele on iseloomulik koigi teaduste arengu
kiirenemine ning intensiivistuv matematiseerumine?, mis esitab
jarjest uusi noudeid matemaatilisele statistikale ning pohjustab
uute statistiliste uurimissuundade ja meetodite teket ning vilja-
kujunemist; samuti esitab iiha suuremaid nodudeid matemaatili-
sele statistikale inimkonna majanduslik tegevus.

Teisest kiiljest on matemaatilise statistika arenemisele otsus-
tava mojuga ka arvutustehnika tdiustumine; kui klassikaline
matemaatiline statistika piirdus vaid viikese tédmahuga, kisitsi-
arvutamiseks sobivate meetodite uurimisega, siis kaasaegne mate-
maatiline statistika saab, tdnu kiirete ja mahuka méiluga elektron-
arvutite kasutamisele, lahendada ka suure t60mahuga iilesandeid
(eriti mitmemootmelises statistilises analiiiisis), rakendada iterat-
sioonimeetodeid (néditeks maksimaalse toepadrasuse hinnangute
leidmisel), teostada iiksikindiviidide vordlemist ja rithmitamist,
mis varem vihegi suurema vaatlusmaterjali korral oli téiesti teos-
tamatu.

7 Vt. M. V. Keldos8 Matemaatika ja kaasaeg, XII, 1967, lk. 15—16.
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Lopuks tuleb arvestada ka matemaatilise statistika sidet ja
tagasisidet matemaatika teiste harudega; eriti vddrib siin méarki-
mist juhuslike protsesside teooria, informatsiooniteooria ja méngu-
teooria moju matemaatilisele statistikale, samuti ka aksiomaati-
lise toendosusteooria viljakujunemine.

Niisiis areneb kaasaegne matemaatiline statistika intensiivselt
niihdsti laiuti kui ka siigavuti. Peatuksimegi koigepealt pogusalt
moningatel iseloomulikumatel uutel uurimissuundadel.

1. Seoses iitha keerukamalt formaliseeritavate teaduste asumi-
sega matemaatilise arengu teele tekkis vajadus uuritavate objek-
tide teatavaks eeltdotlemiseks nende klassifitseerimise voi rithmi-
tamise ndol. Kuid ka mitmete teoreetiliste kiisimuste lahendamise
eelduseks on materjali sobiv klassifitseerimine. Nii tekkiski iihe
uue matemaatilise statistika uurimissuunana rithmitamisteooria
(vdljakujunenud teooriast selles valdkonnas on kiill veel vara
konelda, tegemist on meetodite koguga, mis on sealjuures sageli
empiirilise voi heuristilise iseloomuga). Oma sisult on see uuri-
misvaldkond ldhedane teoreetilises kitberneetikas uuritava kujun-
dite eristamise probleemiga —- uurimisobjekt on matemaatiliselt
sama, erineb vaid rakendatav metoodika. Et koik rithmitamismee-
todid on paratamatult viga t66rohked, sai selle uurimissuuna are-
nemine voimalikuks {iksnes tdnu elektronarvutite kasutamisele.

2. Suurel maidral formaliseerimisraskustest (eriti psiihholoo-
gias, bioloogias ja sotsioloogias) on tingitud ka teatud mattes
uus meetodite rithm — nn. mitteparameetriliste mectodite inten-
siivne kasutuselevott. Nimelt voimaldavad need meetodid objek-
tide formaliseerimisel kasutada kvantitatiivsete tunnuste asemel
ka kvalitatiivseid tunnuseid, kui need vaid on jirjestatavad (nii-
teks — subjektiivne meeldivus; vérvitooni tumedus jne.).

3. Esialgu fiilisika vajadusteks, hiljem aga ka mitmesuguste
bioloogiliste ning majanduslike protsesside modelleerimiseks kuju-
nes kidcsoleva sajandi keskel vidlja toendosusteooria uus, eriti kii-
resti arenev haru — juhuslike protsesside teooria. Praktikas esi-
nevate protsesside kirjeldamisel teorectiliste protsesside abil ja
nende prognoosimisel tekkisid uut liiki {ileminekuprobleemid.
mille lahendamiseks hakkas arenema matemaatilise statistika uus
haru — juhuslike protsesside statistika.

Juhuslike protsesside statistika tulemusi rakendavad ka otse-
selt majanduslike iilesannete lahendamiseks tekkinud uued teadus-
harud — jédrjekorra teooria ning todkindluse teooria.

4. Juba II maailmasdja pdevil kujunes majanduslike {iles-
annete lahendamiseks vilja statistika meetod, mis oma iseloomult
kuulub tiiiipiliselt kaasaegsesse matemaatilisse statistikasse —
nimelt jdrjendanaliiiis. Sel perioodil t66tas rithm ameerika sta-
tistikuid eesotsas A. Waldiga védlja meetodi toodete kvaliteedi
statistiliseks kontrollimiseks, mis sisuliselt Lkuulub statistiliste
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hiipoteeside kontrolli teooriasse, kuid on klassikalistest hiipotee-
side kontrollimeetoditest hoopiski paindlikum. Katseid vo6i vaat-
lusi teostatakse sammhaaval, iga sammu jdrel kontrollides, kas
on voimalik hiipoteesi vastu votta, kummutada vo6i tuleb katse-
tamist jatkata.

Seega voimaldab jarjendanaliiiis mitte iiksnes kontrollida
hiipoteese, vaid ka koige otstarbekamalt teostada vaatlusi: neid
tehakse parajasti niipalju, kui on tarvis, et iiht hiipoteesidest
vastu votta.

5. Ulesanne korraldada eksperimentaalne t66 voimalikult ots-
tarbekalt omandab olulise tdhtsuse eriti kulukate eksperimentide
korral (nditeks majanduslikud eksperimendid). Seetottu tuleb
iileminekul teoorialt praktikale pidada silmas veel iiht aspekti —
planeerida katsed teatud mottes optimaalselt. Selle problee-
miga tegelebki vastav haru kaasaegses matemaatilises statisti-
kas — eksperimendi planeerimise teooria (ehk {ildiselt — ekspe-
rimendi matemaatiline teooria).

6. Eeskidtt majanduslike {ilesannete lahendamiseks kujunes
vélja ka uus kaasaegse matemaatilise statistika kesksemaid haru-
sid — statistiliste otsustuste teooria, mille alused rajas samuti
ameerika statistik A. Wald sojajdrgsetel aastatel. Oma problee-
miseadelt iildistab statistiliste otsustuste teooria hiipoteeside kont-
rolli teooriat, kisitledes olukordi, kus statistilise materjali poh-
jal tuleb valida mitme otsustuse vahel (hiipoteeside kontrolli
teoorias oli voimalikke otsustusi alati vaid kaks — hiipotecsi
vastuvotmine voi kummutamine). Ka valikukriteeriumid on otsus-
tuste teoorial paindlikumad, arvestades mitte etteantud olulisuse
nivood (s. t. maksimaalset lubatavat eksimuse téenidosust), vaid
kaofunktsioone, mis kirjeldavad iga vale hiipoteesi vastuvotmisel
tekkinud kahju. See vodimaldab arvestada ka nditeks tdiendava
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informatsiooni saamiseks vajalike katsete hinda, mis on eriti olu-
line kulukate eksperimentide korral. ,

Rakendades otsustuste tegemisel nn. Bayesi. strateegiat, on
voimalik kasutada mitte {iksnes statistilisest valjavottest vahetult
ammutatavat informatsiooni, vaid ka kogu vodimalikku eelinfor-
matsiooni, olgu see siis saadud varasematest katsetest, kirjan-
dusest voi isegi sugenenud mingi alateadliku eelarvamusena.
Bayesi strateegia sisuks on niisiis klassikalises toendosusteoorias
tuntild Bayesi teoreemiga analoogilise mottekdigu rakendamine
aprioorselt hinnatud tdendosuste tdpsustamiseks teatud mottes
kaudsete katsetulemuste arvestamise najal. Lugedes aprioorseks
toendosuseks subjektiivse toendosuse (kahtlemata isegi sama alg:
informatsiooni puhul vaib see igal uurijal olla erinev), saame nii
otsuste vastuvotmise protsessi kirjeldada voimalikult ldhedasena
tegelikkuses esinevale. Siinjuures ilmneb {ihtlasi, et piisav hulk
uut informatsiooni muudab iikskdik kui tugevate eelarvamuste osa
praktiliselt nulliks, sellal kui vadhese tdiendava informatsiooni
korral on aprioorsel tdendosusel aposterioorsele kiillaltki suur
moju.

Kaasajal on statistiliste otsustuste teooriat laialdaselt raken-
datud koige erinevamates teadusharudes —- psiihholoogias, peda-
googikas, meditsiinis ja mujalgi.

Matemaatilise statistika arengu iildised seaduspdrasused

Koik need uued suunad (neid voiks loetleda veelgi enam)
nditavad kaasaegse matemaatilise statistika {iht olulist iseloomu-
likku joont — intensiivset arenemist laiuti.

Teiseks iseloomulikuks jooneks kaasaegsele matemaatiliscle
statistikale on tema meetodiie universaalsus. Koik véljatootatud
meetodid omandavad kiiresti {ildkasutatava iseloomu: meetodid,
mis sobivad aju biovoolude klassifitseerimiseks, on kasutatavad
ka hierogliiiifkirja lugemiseks jne. Uldkasutatavateks muutuvad ka
varem spetsiaalsed meetodid — nii kasutatakse kaasajal faktor-,
dispersioon- ja regressioonanaliiiisi (sageli paralleelselt) nii sot-
sioloogias, majandusliku tegevuse analiiiisimisel, spordifiisioloo-
gias kui ka ajaloos.

Kolmandaks iseloomulikuks jooneks kaasacgsele matemaatili-
sele statistikale on meetodite rakenduspiirkondade ning vahekor-
dade selgitamine. Nimelt on ebadnnestumised matemaatilise sta-
tistika rakendamisel vdga sageli tingitud patustamisest meetodite
rakendatavuspiirkondade vastu. Neid ei madra muidugi mitte uuri-
misobjektide konkreetne iseloom, vaid meetodi matemaatilised
eeldused ning see, kas vaadeldavate objektide korral on oige
lugeda kasutatava meetodi eeldused tdidetuks (nditeks eeldada
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jaotuse normaalsust voi mingite vaatluste soltumatust). Eriti olu-
liseks muutub see probleem nimelt universaalsete meetodite puhul.

Sellega seoses jouamegi probleemideni, mis nditavad matemaa-
tilise statistika arengut sigavuti, s. t. feooria enese matemaatilise
labitootamise suunas. Kaasaegset matemaatilist statistikat iseloo-
mustab, nagu ndgime, paljude erinevate harude ning meetodite
rohkus, millest igaiiks rakendab erinevat matemaatilist apara-
tuuri, isegi baseerub monevorra erinevatel pohimoistetel. Voiks
isegi delda, et matemaatilisel statistikal ei ole veel vilja kujune-
nud selget sisemist struktuuri. Isegi esitatud alajaotused, mis
on teatud mottes ajalooliselt ja traditsiooniliselt kujunenud, ei
vasta Ghistele printsiipidele.

Toepoolest, iseloomustades matemaatilise statistika harusid
ning uurimissuundi vastavalt nende kohale tunnetusprotsessis,
saaksime jargneva skeemi.

Praktikalt teooriale viivate iileminekute meetoditest on olulisim
hinnangute teooria, mida v6ib juba enam-vdhem viljakujunenud
matemaatiliseks teooriaks lugeda. Sama iileminekut teenib val-
davalt ka rithmitamise teooria.

Teoorialt praktikale suunduvate iileminekute koige olulise-
maks ning véljakujunenumaks meetodiks on hiipoteeside kontrolli
teooria; monevorra iildisema kiésitluse iihele osale sellest teooriast-
annab jirjendanaliiiis ning molemaid teooriaid {ildistab statisti-
liste otsustuste teooria. Viimasega on moningaid iihiseid jooni
eksperimendi planeerimise teoorial, mille iilesandeks on teatud
mottes suunata iileminekut teoorialt praktikale.

Rithmitades aga matemaatilise statistika harusid uurimisobjekti
jargi, saaksime jargmise pildi:

Uhemootmeline | Mitmemdotmeline | Juhuslike prot- |

| mat. statistika | mat. statistika sesside statistika |

Siinjuures on niihdsti iihe- kui ka mitmedimensionaalses sta-
tistikas esindatud peaaegu koéik iilaltoodud uurimissuunad; prot-
sesside statistikas, milles on tulemusi veel suhteliselt vahe, on
esindatud vaid olulisemad nende hulgast.

Mitteparameetriline statistika, mis erineb nn. «parameetrili-
sesty vaid formaliseerimise meetodi poolest, areneb viimasega n.-o.
paralleelselt, kuid sisaldab kaugelt vihem tulemusi. Seetottu on
matemaatiline statistika oma praegusel arenguetapil veel iisnagi
kaugel tédiuslikust matemaatilisest teooriast.

Ometi voib Gelda, et neljandaks iseloomulikuks jooneks kaas-
aegsele matemaatilisele statistikale on areng idhtsuse ja formali-
seerumise suunas. Koige ilmekamalt viljendub see tendents sta-
tistiliste otsustuste teooria viljakujunemises. Nimelt voimaldab
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see teooria kidsitleda iihtsest seisukohast peaaegu koiki matemaa-
tilise statistika tilesandeid (kuigi veel mittec nende lahendusmee-
todeid). Tdepoolest, mistahes statistilist iilesannet vo6ib késitleda
otsustusprobleemina osaliselt mddramaius olukorras, kusjuures
erinevate meetodite korral on ldhtematerjaliks, mille pohjal otsus-
tus tuleb vastu votta, alati vaatlusmaterjal, statistiline viljavote.
Erincvate probleemide korral on aga vboimalike otsustuste hulk —
otsustuste ruum erineva struktuuri ja kujuga.

Hiipoteeside kontrolli {ilesannete korral sisaldab otsustuste
ruum ainult kahte punkti — {iks neist vastab kontrollitava hiipoteesi
vastuvotmisele, teine — kummutamisele. Hinnangute teoorias
seevastu véib otsustuste ruumiks olla Lkoigi reaalarvude hulk
voi koigi reaalarvuliste vahemikkude hulk, mille seast tuleb vélja
valida tiks punkt voi iiks vahemik, mitme vadrtuse hindamisel ka
mitmedimensionaalne eukleidiline ruum, mille mingi punkt voi
piirkond annab hinnatavate suuruste mingis mottes optimaalse
punkt- voi vahemikhinnangu. Mitmedimensionaalse analiiiisi puhul
on otsustuste ruumiks enamasti kirjeldatud ruumi otsekorrutis
(soltuvalt sellest, missugune on konkreetselt uuritav probleem).
Rithmitamisprobleemi korral (antud rithmade puhul) on iga iiksiku
indiviidi puhul véimalike otsustuste ruumiks fikseeritud rithmade
hulk. Suhteliselt lihtne on otsustuste ruumi struktuur jarjendana-
liitisi korral: siis tuleb iga katse jdrel vastu votta iiks kolmest
otsusest: loodud hiipotees digeks lugeda, kummutada see voi jat-
kata katsetamist.

Sellise iihise kisitluse tekkimine lubab loota ka matemaatilise
statistika kujunemist edaspidi {ihtseks matemaatiliseks teooriaks,
millel eksisteerib iihtne pohimoistete siisteem, selge sisemine struk-
tuur ja voib-olla ka tédiesti range aksiomaatika.

Vorreldes kaasaegset matemaatilist statistikat klassikalisega
nieme, et hoolimata mitmetest uutest arengutendentsidest séilib
tema iildine iseloom ning iilesanne — vahendada iileminekuid
teoorialt praktikale ning praktikalt teooriale. Samuti tuleb nentida
matemaatilise statistika osatdhtsuse suurenemist kaasaegsel tea-
duste arengu perioodil, mida pohjustab kahtlemata paljude teadus-
harude ja majandusliku tegevuse intensiivne matematiseerumine.

Uldtuntud on kaasaegse teaduse ja tehnika suursaavutused,
milleni on joutud tinu matemaatiliste meetodite ja arvutustehnika
rakendamisele koige mitmekesisemates valdkondades. Nimetak-
sime naidetena kasvoi masinatolget, maiade hierogliiiifkirja deSif-
Teerimist, matemaatilist diagnostikat, kaasaegse majanduse pla-
neerimist ning juhtimist ja kosmose uurimist. Kéigi nende iilesan-
nete lahendamise eelduseks on mitte {iksnes vajaliku alginformat-
siooni ning sobiva matemaatilise mudeli, samuti ka piisava
voimsusega arvutustehnika olemasolu, vaid on tarvis ka vajalike
matemaatilise statistika meetodite eksisteerimist ning nende oiget
kasutamist. Ja kiillaltki paljude kaasajal veel lahendamata, pealt-
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naha liiga keeruliste, «segaste» f{ilesannete lahendamisel ongi
tiheks oluliseks takistuseks sobivate statistika meetodite puudu-
mine, Siit jdreldub, et ka tulevikus voib oodata matemaatilise
statistika intensiivset arenemist.

Matemaatilise statistika kohast tulevikuteaduste siisteemis

Millises suunas toimub areng? Millist moju avaldab matemaa-
tilise statistika arenemisele teiste teaduste edasine matematisee-
rumine? Milline koht jddb matemaatilisele statistikale tuleviku-
teaduste siisteemis?

Need on kiisimused, mille vastus pakub huvi mitte iiksnes mate-
maatilise statistika uurijatele, vaid mis on monevorra olulised ka
nn. «teaduste teaduse» — stsientoloogia ehk metateaduse seisu-
kohalt.8

Tédpset vastust neile kiisimustele loomulikult anda ei saa, kuid
siiski piifiaksime eespool vaadeldu pohjal teha moningaid koige
iildisemaid prognoose.

Kahtlemata tuuakse arenemisprotsessis koigis teadusharudcs
uusi matemaatilisi mudeleid, tdpsustatakse olemasolevaid ning
kooskolastatakse neid praktikaga. Kui kaasajal enamus
mudeleid on deterministliku iseloomuga, s. t. késitleb koiki suurusi
juhusest s6ltumatutena, siis kahtlemata edasise arengu ja tdpsus-
tamise kdigus tuleb mudelites arvestada ka juhuslikkust.

Meie jaoks pakub huvi kiisimus — milline osa jddb matemaa-
tilisele statistikale stohhastiliste mudelite rakendamisel sel korral,
kui matemaatilise statistika ja tdendosusteooria elemendid teatud
mottes tungivad ka teooria sfdiri, esinevad ka antud ndhtust kir-
jeldavas teoreetilises mudelis? ,

Dialektikast on aga teada, et kui tidpne ja hea ka ei oleks
mudel, ei kajasta ta kunagi tegelikkuse koiki kiilgi, seega teaduse
arenemise koigil etappidel sdilib erinevus mudeli (teooria) ja prak-
tika vahel. Seega séddlib vajadus fileminekuteks
praktikalt teooriale ja teoorialt praktikale. Ning
sdilibkavajadus matemaatilise statistika,nende iile-
minekute meetodi jidrele. Kuivord mudelite tdpsustamise
tagajérjel erinevused mudeli ja tegelikkuse vahel muutuvad viikse-
maks, kerkivad matemaatilise statistika ette tiha uued, jarjest kee-
rukamad iilesanded. Sdilib aga matemaatilise sta-
tistika iseloom ning funktsioon, samuti tema
koht teaduste sfisteemis.

8 Vt, II. U. Topmeen, E. A, KypaxxoBcrkas. IIpobaeMb nayko-
sepenus. Becrunk MIY ®unocodus, 1968, 11—19 u A. A. 3BopbknH. CTpyk-
TYPHBIT aHanu3 Haykn, — ®Punocodckme nayku, 1968, 2, 22—31.
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TAISARVULISED PLANEERIMISULESANDED'!
A. Leiten, M. Viitso
Land-Doigi meetod
Land-Doigi meetod on rakendatav nii osaliselt tdisarvuliste
kui ka puhttdisarvuliste planeerimisiilesannete lahendamiseks.

Lahendatava iilesande voib iildkujul sonastada jargmiselt: maksi-
miseerida

z2=2c1X% + ... CoXp iy - Pels (1)
kitsendustel
anxs + ...+ apXp Fauys + ...+ aglyq < by @)
AmiXs 4 ...~ QmpXp - Gttt 4 ...+ AmglYq < b
xi=0(=1...,p), yu=0(,k=1,...,9), (3)
x; on tdisarv iga j=1, ..., p puhul (4)

Vaadeldavas iilesandes on seega n = p + ¢ tundmatut ja m vor-
ratusena antud kitsendust.

Ulesandega (1)—(4) on tihedalt seotud vastav lineaarse pla-
neerimise tilesanne (1)—(3), mille sihifunktsiooni optimaalne vaar-
tus annab iilesande (1)—(4) sihifunktsiooni véairtuste {ilemise
toklke.

Ulesannete (1)—(3) ja (1)—(4) vahelise seose ning meetodi
idee lihtsamaks kirjeldamiseks vaatleme probleemi algul kahe-
mootmelisel juhul, s. o. juhul, kui {ilesandes on ainult kaks tund-
matut (n=2).

Kujutagu sellise tdisarvulisuse noudeta iilesande [ubatavate
lahendite piirkonda viirutatud hulknurk joonisel 1, kusjuures iiles-
ande optimaalne lahend on punktis (x,° x2°). Kui niiiid nouda
tundmatutelt x; ja x, tdisarvulisust, siis moodustavad saadava
tidisarvulise {ilesande lubatavate lahendite hulga tdisarvuliste

koordinaatidega punktid ldhteiilesande lubatavate lahendite piir-
konnas (vt. ringikestega méirgitud punktid joonisel 2). Seega

V' Artikli algus vt. Matemaatika ja kaasaeg, XVI, lk. 36—46.
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koosneb lubatavate lahendite hulk ainult iiheksast punktist. Joo-
niselt nihtub, et tdisarvulisuse noudega iilesande optimaa'lls.eks
lahendiks on (3, 2), mille vdib saada punkti (x,% xp°) labivat
sihifunktsiooni sirget noolega ndidatud suunas seni paralleelselt
nihutades, kuni ta 1dbib esimest tdisarvuliste koordinaatidega
punkti (vt. joonis 2).

Kirjeldatay algoritm kujutabki selle lihtsa idee iildistust n-
mootmelisele juhule. Ulesande (1)— (4) lahendamiseks n-mootme-
lisel juhul tuleb nimelt {ilesande (1)—(3) optimaalset lahendit
ldbivat sihifunktsiooni hiipertasandit (1) paralleelselt nihutada
lilesande (1)—(4) lubatavate lahendite piirkonna poole (s. o.
muutuja z vihenemise suunas) seni, kuni ta ldbib selle piirkonna
esimest punkti. See punkt vastabki iilesande (1)—(4) optimaal-
sele lahendile. Osutub aga, et niisuguse lihtsa idee realiseerimine
on seotud hulktahuka (2)—(3) suure hulga punktide lidbivaata-
misega. Tuleb nimelt arvestada, et numbrilised meetodid v6imal-
davad korraga vaadelda ainult {tht n-modtmelise ruumi punkti,
mitte aga kogu hiipertasandit tervikuna. Hiipertasandit tuleb nihu-
tada jark-jiargult {ihelt tasemelt teisele, kusjuures nihutamisreeglid
peavad olema sellised, et poleks vdimalik modduda otsitavast
optimaalsest lahendist. Samuti peab hiipertasandi (1) iga taseme
puhul olema voimalik méadrata, kas selle hiipertasandi ja hulk-
tahuka (2)—(3) 10ige sisaldab tingimust (4) rahuldavat punkti.

Algoritmi alustamiseks lahendatakse kbigepealt {ilesanne (1) —
(3), millega saadakse iilesande (1)-—(4) sihifunktsioonile z iile-
mine toke 2° (hiipertasand z= 20 ehk hiipertasand tasemel 2° on
kumera hulktahuka (2)—(3) tugitasandiks). Edasi seisneb algo-
ritm {ilemise tokke 20 jarkjdrgulises kahandamises, millega tekib
lilemiste tokete jada

> > 22> > >

Uleminek tokke tihelt vddrtuselt teisele peab muidugi toimuma
nii, et iga vidrtusest z* suurema sihifunktsiooni viirtuse korral
pole enam voimalik leida kitsendusi (2)—(4) rahuldavat punkti.
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Olgu leitud mingi selline
sihifunktsiooni iilemine toke z*.
Et otsustada, kas z* saab olla
iilesande (1)—(4) sihifunktsi-
ooni optimaalseks véirtuseks,
tuleb uurida hiipertasandi z=

Joonis 8.

Joonis 4.

= z* ja hulktahuka (2)—(3) loiget, mis on alati mingi kumer
hulk (n — 1)-mootmelises ruumis. Néiteks joonisel 3 kujutab vii-
rutatud piirkond iiht niisugust 16iget kolmemodotmelises ruumis
(hulktahukas ise pole vilja joonistatud; punktides x,, xo, x5 16ikab
sihifunktsiooni tasand vastavaid koordinaattelgi). Igas sellises
16ikes on igal tundmatul ¥ minimaalne ja maksimaalne véairtus.
Vaadeldaval juhul on need joonisel 4 nididatud iga koordinaat-
telje suhtes eraldi.

Kumera hulktahuka (2)—(3) ja hiipertasandi z= z* 16ikes
saab secga iga tundmatu x; (j =1, ..., p) jaoks leida kaks &ér-
mist vddrtust — min x; ja max x;. Teades, et vihemalt {ihe tund-

60



matu x; vdartuste 16igul [min x;, max x;] pole iihtki tdisarvu, voib
kohe jareldada, et vastav z, ei saa olla iilesande (1)—(4) sihi-
funktsiooni optimaalseks vdartuseks. Vastupidine viide ei tarvitse
muidugi alati dige olla, sest kui mingi z* korral iga tundmatu
minimaalse ja maksimaalse véddrtuse vahele jddb iiks voi isegi
mitu tdisarvu, siis sellest ei saa veel jareldada, et z* osutub iiles-
ande (1)—(4) sihifunktsiooni optimaalseks vaartuseks.

Et iga fikseeritud j=j* ja z= z* korral saab iiheselt maia-
rata tundmatu x;. maksimaalse ja minimaalse lubatava véirtuse,
siis seost x;« muutumise ja hiipertasandi (1) iihelt tasemelt teisele
nihutamise vahel voib kirjeldada funktsioonide min x;» ja max x;s
abil. Nende funktsioonide kasutamise selgitamiseks vaatleme sfis-
teemi (1)—(3) poolt méédratud kumerat hulktahukat (2 1)-
modtmelises ruumis. Selle hulktahuka projektsiooniks x;.2-tasan-
dil on kumer hulknurk nagu néiteks hulknurk Bj« joonisel 5. Hulk-
nurga kiilgedeks on funktsioonide min xj;- ja max x;« projektsioo-
nid vaadeldavale tasandile.

Oletame algul lihtsuse mot- 7
tes, et lilesandes (1)-—(4) néu-

o

takse tdisarvulisust vaid tund- I
matult xj« Olgu iilesande (1)— ?(3)
(3) optimaalses lahendis x;- z’/.’:(/)

vdartuseks mittetdisarv = x%j.
Hulknurga Bj» kumeruse tottu Zj*(Z)/

voib {ilesande (1)—(4) opti-
maalse lahendi saamiseks vaa-
delda sihifunktsiooni vaartusi
ainult tundmatu x;» vidirtuste
[%;°71 ja [x4°] -+ 1 korral (joo-
nisel 5 on mnendeks sihifunkt- \\f'/ \/
siooni vaartused z; (2) ja zjp |
(3)). Sihifunktsiooni véartuse |
2 ([x+°]) (vOi 2;+([x;:°]) + 1)) b
L

leidmine on samaviidrne kitsen-

dusega x; = [x;°] (vOi kitsen- s ,
dusega xi. = [x;'*O] -+ 1) téien- B
datud ilesande (1)—(3) lahen- Joonis 5.

damisega. Neid tulemusi vor-

deldes leitakse niilid tundmatu x;. selline tdisarvuline véiartus,
mille puhul sihifunktsioonil on suurim vairtus (joonisel 5 osutub
selliseks x = 2).

Kui x;- pole ainuke téisarvulisuse noudega tundmatu, siis fik-
seerime algul xj= [x;:°] ja rakendame kirjeldatud protsessi jarg-
mise niisuguse tundmatu suhtes, mis peab samuti olema tdisarv.
Seejdrel fikseerime x;»= [x;,°] 4- 1 ning toimime analoogiliselt.
lga kord, kui saame monedele tundmatutele tdisarvulised vaartu-
sed, peame meeles vastavad z vddrtused ja jdtkame protsessi (ldh-
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tudes juba leitud punktidest) seni, kuni on saadud tdisarvulised
vaartused koigile tundmatutele, mis peavad olema tédisarvud. Sel
viisil leitud lahendite seast valime 1opuks selle, millele vastab suu-
rim z vdartus. Kirjeldatud lahendusprotsessi praktilisel 1abiviimi-
sel tuleb konstrueeritavate lahendite valikul muidugi veel kinni
pidada teatavast jdrjestusest.

Meetodi iiksikasjalisemaks kirjeldamiseks votame kasutusele
rea tdhistusi. Tdhistagu P(j) jdrgmist {ilesannet: leida vorratuste
siisteemi (2)—-(3) lahendite seast selline, mis maksimiseerib sihi-
funktsiooni (1), kusjuures noutakse, et lahendvektoris on j tdis-
arvulist koordinaati (j=1, ..., p). Olgu §; iilesande P (j) luba-
tavate lahendite hulk ning S k01g1 P (j)-tiiiipi iilesannete mitteluba-
tavate lahendite hulk. Seega P(0) tdhistab iilesannet (1)—(3),
mille lubatavate lahendite hulk So on vaadeldud kumer hulktahu-
kas. Siimboliga P(p) tdhistame aga {ilesannet (1)—(4), nii et
otsitav lahend peab seega olema hulga S, element. Ilmselt kehtib
siinjuures vorratuste ahel

maxz g mazz << ...<L Mmaxz < max z = 2.
S, S S So

p—1

Ulesande lahenduskdiku véib niitid kirjeldada puuna, mille

tippudeks on kas hulkade S; (j=1, ..., p) vdi hulga S ele-
mendid, kusjuures osa nendest tippudest mirgitakse (mirgis &=
=0, 1, ...). Seega on iga tipuga seotud mingi kindel n-moodtme-
line lahendvektor, mis annab sihifunktsioonile teatava vidirtuse.
Et iga tipu koige tdhtsamaks karakteristikuks ongi sellele tipule
vastav sihifunktsiooni vidartus, siis tdhistame mérgistatud tippe
lihtsalt sihifunktsiooni vaartustega 202, ..., 2.

Puu esimeseks mérgistatud tipuks 20 (k =0) on filesande P(0)
optimaalne lahend. Kui saadud lahend on hulga S, element
(tihistame seda siimboolselt 20 = S,), siis on lahendusprotsess
16ppenud, vastasel juhul aga jafkub.

Oletame, et viimati méargistati tipp 2*(k = 0). Puu edasine
konstrueerimine toimub siis jargmiselt:

1. Hargnemine. Leitakse kaks tipust z* ldhtuvat haruy,
mille Iopptippude médramiseks valitakse mingi tdisarvulisuse nou-
dega tundmatu, millel on tipus 2* murdarvuline vdartus. Olgu
selleks tundmatuks x; védirtusega x;* Puu uuteks tippudeks voe-
takse niiid z;([x:#]) ja 2i([x#*]) -+ 1), mille saamiseks tuleb
lahendada iilesanded P (k) lisakitsendusega vastavalt kas x;=
= [x;#] voi xi=[x*]-+ 1. Uued tipud kuuluvad hulkadesse

Sit1 voi S soltuvalt sellest, kas need {ilesanded P (k) koos vastava
lisakitsendusega on lahenduvad voi mitte.

2. Tokestamine Mirgistamata tippude seas, mis ei kuulu
hulka S, mérgitakse tipuks 2**+! see, milles sihifunktsiooni vdartus
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on suurim. Kui 2**! & Sy, siis on lahendusprotsess loppenud. Vas-
tasel juhul jatkub t66 algoritmi punktiga 3.

3. Hargnemine. Kui 2! &S, siis tdiendatakse puud
uute harude ja tippudega. Tipp 2*t! saadi selle tipuga samal harul
asuvast naabertipust mingi tundmatu x; tdisarvuliseks muutmisel.
Tipus 2*1 olgu x; = v, kusjuures see illesandele lisatud kitsendus
x;==uv sdilib puu koigis harudes, mis ldhtuvad tipust z*+!. Niiiid
leitakse z;(v —1) ja z;(v -+ 1) véirtused (vastavalt kitsenduste
xi=Vv—1 ja x; = v -1 korral), mis on puu uuteks tippudeks,
ning tthendatakse sama tipuga, millest 1dhtub tippu z**! suunduv
haru. Tuleb méirkida, et sageli leitakse juba algoritmi punktis 1
itks véartustest z;(v —1) voi 2:(v-4-1). Kui z;(v—1) 5= 2! ja
zi(v -4 1) == zr+1) siis voetakse k& asemele k- 1 ning t66d jatka-
takse punktist 1, kusjuures tuleb séilitada koik lisakitsendused,
mis olid vajalikud tipu 2*+! leidmiseks. Kui aga z;(v —1) = 2!
voi z;(v 4 1) == 2r*!, siis tuleb puule veel uusi tippe lisada. Néi-
teks z;(v — 1) = 2**+! korral (juhtum z;(v -+ 1) =2**+! on tédiesti
analoogiline) tuleb arvutada vaartusi z; (v — p), kus 1 << p <C v, seni
kui saadakse vaartus, mis on viiksem kui 21 voi kui joutakse
tipuni, mis osutub hulga S elemendiks. Seejirel voetakse & ase-
mele k- 1 ja t60 jatkub algoritmi punktist 1.

Kirjeldatud lahenduskdigust on n&ha, et margistatud tipud
moodustavad sihifunktsiooni z véiéartuste kahaneva jada. Kuna
mérgistamata tippudes on sihifunktsiooni védrtused rangelt vaik-
semad viartustest mirgistatud tippudes ja kuna vaadeldakse koiki
voimalusi, siis joutakse tingimata iilesande P (p) optimaalse lahen-
dini, kui see on olemas. Kui aga vaadeldaval filesandel lahend
puudub, siis joutakse olukorrani, kus puu koik harud l6pevad tip-
pudega, mis on hulga S elementideks.

Lahendame néiiteiilesande, mida vaatlesime ka Gomory meetodi
kasitlemisel (vt. artikli eelmist osa): maksimiseerida lineaarvorm

2 =2x;+ x
kitsendustel
4x4 -+ 3x2 < 12
X1 — 2%y <L 2
Xy, X9 == 0; x1, Xo — tdisarvud.

Selle iilesande lahenduskiiku illustreerib joonis 6.

Koigepealt lahendatakse iilesanne tundmatute x, ja x, tais-
arvulisuse nouet arvestamata. Simpleksmeetodit kasutades saa-
dakse lahendiks

8 4
20— 5 2 —9.2 — 1
2_511, X1 211, xz_ll.
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Vastavalt algoritmi punktile 1 valime niitid vélja (selles
lahendis suurima murdosaga) tundmatu x;. Vottes koigepealt

X = [2%] = 2 tuleb sihifunktsiooni vaidrtuse z;(2) saamiseks

lahendada iilesanne: maksimiseerida lineaarvorm

z2=x2+4
kitsendustel zj
4
=2 msg, w200 25 3= 20 e
Lahendiks saadakse
9)—5 1 €S
z =5— . :
i 3 T = — 2'=2,2)=5%; =2, x,=1}
X1 = 2, Xog = i T . ' )
8 [ P - [
Vottes niliid = [2ﬁ]+ 2%=7,,(2,0=5; x,=2, Xp=1
+1=23 ftuleb vidirtuse z1(3) I — —¢
leidmiseks lahendada veel iiles- 70=45; x=1, x,=2%
anne: maksimiseerida lineaar-
vorm
2=6 | x
kitsendustel 4
Xy =3, X2 << 0, Xo = _;_ Joonis 6.
Nagu kitsendustest ndha, puudub sellel iilesandel lahend, seega
21(3) = 8S.

Algoritmi punkti 2 kohaselt mérgistatakse niiiid tipp 2, (2) = 21

Et aga z' & Sy, siis tuleb algoritmi punkti 3 pohjal leida sihifunkt-

siooni védrtused z;(1) ja 2;(3). Neist 2;(3), on juba arvutatud

(kusjuures z;(3) = S), z(1) arvutamiseks tuleb aga lahendada
iilesanne: maksimiseerida lineaarvorm
2= x4 2

kitsendustel

8 1
X1:l, X2<—3—, X2>/—?.

Lahendiks saadakse

2 2
—3-,‘ Xy =1, Xo = 2—

21(1)=4 3 . “

Et x' >z (1), siis jatkub ldhtelilesande lahendamine algoritmlj
punkti 1 jargi. :
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Viimasena mérgistati tipp 2! :,5§ , kusjuures selles tipus x; =2
ja xo =v_1%. Ainukeseks murdarvulise véidrtusega tundmatuks,
millelt néutakse tdisarvulisust, on nfilid x,. Vottes xp, = [1% 1=1
saadakse z9(2, 1) =5. Kui aga votta xp= [1%] 12, siis

z12(2, 2) =S, sest iilesande kitsendused pole rahuldatavad.
Vastavalt algoritmi punktile 2 leitakse
max (21(1), 212(2, 1)) =2,2(2, 1) =22 = 5.

Kuna z12(2, 1) € Ss, siis 22(2, 1) =5 ongi sihifunktsiooni opti-
maalseks viidrtuseks.

Ligikaudsed lahendusmeetodid erikujuliste planeerimisiilesannete
lahendamiseks

Iteratsioonimeetod laadimisiilesannete 2 lahendamiseks. Laadi-
misiilesannet v6ib matemaatiliselt sonastada naiteks jargmiselt:
maksimiseerida lineaarvorm

2= 21 C;iX; (5)
j=
kitsendustel .
n =
Ea“xjébl(lz 17 ey m)) (6)
=1
x]:() Vai 1 (]= 1; CECEEE | n)y (7)

kus koik kordajad ay;, bi, c; on mittenegatiivsed.

Et suure dimensiooniga iilesannete pubul osutub tdpsete
lahendusmeetodite koondumiskiirus sageli ebapiisavaks isegi kaas-
aegset arvutustehnikat abiks vottes, siis tuleb praktikas esinevate
majandusliku planeerimise voi juhtimise probleemide matemaati-
lisel uurimisel monikord kasutada heuristilisi votteid ligikaudse
tahendi saamiseks. Jirgnevas Kkirjeldatavat 1. Pjatetski-Sapiro,
V. Volkonski, L. Levina ja A. Pomanski algoritmi kasutati néiteks
sellise majandusliku sisuga iilesande lahendamisel.

Olgu tegemist n objektiga, mille ehitamisel kasutatakse m eri-
nevat liiki ressursse, kusjuures antud varude puhul pole voimalik
koiki n objekte valmis ehitada. Tdhistagu b; ressursi { varu, selle
ressursi kulu objekti j ehitamisel olgu a;;iihikut, ¢; aga iseloomus-
tagu mingil viisil j-nda objekti kasulikkust. Nendele andmetele
tuginedes tuleb leida realiseeritav ja seejuures voimalikult hea

2 Laadimisiilesannetest voib 1ahemait lugeda artiklis G, Kaasik, E. Tam-
me. Laadimisiilesanded. — Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 64—72,
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ehitusplaan x=(xy, ..., x,), kus x;=1 voi 0 soltuvalt sellest,
kas objekt j on plaani voetud voi mitte.

Ulesande lahendamine algab sellega, et valitakse teataval vii-
sil sihifunktsiooni (5) alumine toke b, ning leitakse vektor x =

= (%, ..., Xxp), mis rahuldab seoseid (6), (7) ja tdiendavat
kitsendust
n
2 0% = bo. (8)
J=

Toke by valitakse teatavatest praktilistest kaalutlustest ldhtudes,
vektor x aga kui kitsenduste siisteemi (6)—(8) lahend leitakse
jargmise iteratsiooniprotsessiga.

Lihtevektor (x,° ..., x,% valitakse suvaliselt. Olgu {ildiselt
sammul k(k = 0) saadud vektor (x,%, ..., x,*). Arvutame niiiid
suurused

bo—ZCijh
Ay = max =t )
bo ’
ia
2 k
2 aijX;—bs
A;=max | JI=! ol (i=1...,m),
bi T

mis iseloomustavad vastavalt kitsenduse (8) ja kitsenduste (6)
mittetdidetust (ehk mittetdidetusest tekkinud kahju) selle vektori
x* korral. Kui mingi 4; (i=0, 1, ..., m) on nullist erinev, siis
pole kitsenduste siisteem (6)—(8) veel rahuldatud. ja tuleb teos-
tada jargmine iteratsioonisamm, mille kdigus muudame juhus-
likult, {ihe ja sama tGendosusega

p=min (z, max A;)

0<im

ning iiksteisest soltnmatult vektori (xi%, ..., x,*) komponente?
(0 << 7 << 1, tehtud arvutuseksperimentides voeti 7 = 0,5). Seega
saadakse uus vektor (x*t!, ..., x,kt1),

3 Selleks tuleb n korda teostada mingit juhuslikku katset, mis iga kord

toendosusega p = fannab teatava tulemuse. Olgu niditeks urnis § kuulikest,

neist a valged. Votame j-ndal katsel urnist juhuslikult kuulikese. Kui selleks
on valge kuulike, siis muudame komponenti x;* (s. t. kui x;*=1, siis
xR+t =0, ja kui x;* =0, siis xj*+!=1). Et katsetulemused oleksid iiksteisest
soltumatud, tuleb véiljavoetud kuulike iga kord pdrast katsetulemuse fiksee-
rimist urni tagasi panna. Masinaeksperimentides muidugi selliseid katseid ei
tehta, vaid kasutatakse juhuslike arvude generaatoreid.
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Kui mingil iteratsioonisammul koik 4; =0 (i=20, I, , m),
siis on iteratsiooniprotsess 1oppenud, sest vastav vektor rahuldab
kitsenduste siisteemi (6)—(8) ja on seega lilesandele (5)—(7) esi-
algseks ligikaudseks lahendiks.

Saadud ligikaudse lahendi parandamiseks suurendatakse toket
bo ja korratakse esitatud mottekdiku. Kui teatud kiillalt suure
arvu sammude jirel siisteemi (6)—(8) lahendit ei saada, siis vo6ib
lahendamise lopetada, vottes ligikaudseks lahendiks tilesandele
(5)—(7) eelmistel iteratsioonidel konstrueeritud parima lahend:

I. Pjatetski-Sapiro, V. Volkonski, D. Kazakevits ja L. Levina
on kirjeldatud meetodit modifitseerinud. Suurema dimensiooniga
ilesannete lahendamisel tiikeldavad nad iilesande mitmeks osa-
lilesandeks, millest igaiihele leitakse terve hulk optimaalsele lahen-
dile ldhedasi lahendeid. Lahteiilesande lahend saadakse seejuures
osaiillesannete lahendite kombineerimisel (vaadatakse 14dbi koik-
voimalikud osaiilesannete lahendite kombinatsioonid). Sellist
lahenemisviisi 6igustab asjaolu, et majandusliku sisuga iilesan-
netele on sageli iseloomulik algandmete teatav ebatdpsus, mistottu
optimaalne lahend vo6ib osutuda ebastabiilseks (s. t. algandmete
vdhesel muutmisel osutuda esialgsest lahendist suhteliselt kaugel
asuvaks). Siisteemi (6)—(8) lahendamise lihtsustamiseks otsi-
takse monikord lahendeid, mis rahuldavad kitsendusi (6)—(7)
teatava etteantud tdpsusega; edasises vaadeldakse aga juba nime-
tatud lahendite kombinatsioone.

Reiter-Shermani meetod. S. Reiter ja G. Sherman esitasid
ligikaudse meetodi, milles lubatava lahendi juhusliku valikuga
kaasneb selle lahendi parandamine «lokaalse» optimumini (s. t.
optimiseerimine toimub vaid valitud lahendi teatavas iimbruses).

Lubatavat lahendit juhuslikult valides on oluline, et teda oleks
kerge leida, s. t. {ilesande lubatavate lahendite hulk peab olema
lilevaatlik. Uldiselt see nii kiill ei ole, kuid «sobivaid» iilesandeid
leidub siiski iisna rohkesti. Kerge on néditeks leida «randkaup-
mehe iilesande» lubatavaid lahendeid: nendeks on kodikvoimalikud
permutatsioonid naturaalarvudest 1, 2, ..., n.

Defineerime lubatava lahendi X {imbruse G(X) kui teatava
reegli jargi valitud lubatavate lahendite hulga. Ainuke (praktiline)
noue itmbrusele seisneb selles, et sinna ei tohi kuuluda liiga palju
lubatavaid lahendeid, s. t. fimbruse elementide taielik uurimine
peab olema prakt1llselt teostatav. «Rdndkaupmehe iilesande» mingi
lubatava lahendi timbruse voib konstrueerida naiteks koigist nii-
sugustest permutatsioonidest, mis saadakse sellele lahendile vas-
tavast -jadast i;, ... , i, mingi kahe indeksi {imbervahetamise teel.

Lubatavat lahendit X nimetatakse «lokaalseks» maksimumiks
(minimiseerimisiilesande puhul defineeritakse analoogiliselt «lo-
kaalne» miinimum), kui X {imbruses ei leidu {ihtegi lahendit Y,
mis annaks sihifunktsioonile f suurema vidirtuse, kui annab X:
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F(X) = max f(Y).
Y e G(X)
Reiter-Shermani algoritm seisneb jargmise kahe etapi korduvas
rakendamises:

a) lubatava lahendi juhuslik valik,

b) saadud lubatava lahendi parandamine «lokaalse» opti-
mumini. \

Vaatleme ldhemalt etapil a) valitud lahendi X° «lokaalset» opti-
miseerimist. Nimetades ldhtelahendi X° parandamist esimeseks
iteratsioonisammuks, kirjeldame iildiselt sammu & (2 = 1). Selle
kdigus vaadeldakse koiki juba leilud lahendi X*~! iimbrusse
G (X#1) kuuluvaid lahendeid X. Kui X*~! osutub «lokaalseks» opti-
mumiks, siis on iilesande iiks ligikaudne lahend saadud ning
parema lahendi saamiseks voib protsessi korrata. Kui aga leidub
Xt = G(X*1), nii et

f(X¥) = max [(X) >[(X*1),
X e G(x-T)

siis suurendame % véidrtust ja kordame kirjeldatud iteratsiooni-
sammu.

Etappide a)—-b) korduv rakendamine annab rea «lokaalseid»
optimume. Nende seast valitaksegi 16puks parim (sihifunktsiooni
vairtuse jdrgi), mis voetakse iilesande ligikaudseks lahendiks.

Meetodi monedes modifikatsioonides voetakse kasutusele veel
arvutustoé mahu «maksumuse» moiste (voi mingi teine analoogi-
line karakteristik), et mitte lahendit vdhe parandada liiga kalli
«hinnaga». Loomulikult so6ltub meetodi seadus oluliselt lubatava
lahendi i{imbruse konstrueerimise viisist. S. Reiter ja G. Sherman
kasutasid «rdndkaupmehe iilesande» lahendamisel tervet algorit-
mide seeriat, katsetades mitmeid iimbruse konstrueerimise reeg-
leid.

Arvutuseksperimentide tulemustest

Koigi eespool vaadeldud meetodite praktilise vdartuse méérab
nende rakendatavuse efektiivsus konkreetsete tdisarvulise planee-
rimise iilesannete lahendamisel, ‘nende meetodite realiseeritavus
elektronarvutitel, sest vdhegi suuremate iilesannete lahendamine
pole moeldav kaasaegse arvutustehnika abita. Kahjuks on uuri-
mused konkreetsete meetodite rakendatavusest eksperimentaalset
laadi ning seni pole paljude arvutuseksperimentide tulemustele
onnestunud anda teoreetilist pohjendust.

Loikemeetodeid- kui esimesena tuntuid on arvutuslikult koige
rohkem uuritud. Vaatamata Gomory meetodi koondumisele [6pliku
arvu sammude-jérel pole veel kaugeltki selge, milliste iilesannete
korral lahendit praktiliselt onnestub saada. Arvutuspraktikas ilm-
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neb, et osa iilesandeid lahendub &armiselt kiiresti, teised aga
nouavad nii palju iteratsioone, et nende lahendamist hakkab pii-
rama aeg. On esinenud iilesandeid, mille lahendit polegi 6nnes-
tunud saada, kuigi tundmatuid on alla kiimne; teiselt poolt on
aga edukalt lahendatud mitmekiimne tundmatuga {ilesandeid.
Huvitav on maérkida, et {ihe kolme kitsenduse ja kuue tundmatuga
ilesande lahendamisel tuleb teostada iile 3000 iteratsiooni, mis
rohkem kui neljakordselt iiletab lubatavate lahendite otsese 1abi-
vaatamisega kaasneva toomahu.

Mitmetes arvutuseksperimentides on tdhele pandud Gomory
meetodi iteratsioonide arvu séltuvust juhtrea valikust ja tundma-
tute iimbernummerdamisest. Néiteid selle kohta vo6ib kirjanduses
leida  hulgaliselt. On teada iiks 20 kitsenduse ja 39 tundmatuga
iilesanne, mis juhtrea iihe valikureegli puhul lahendati 70 iterat-
siooniga, teise valikureegli kasutamise kortal aga ei saadud lahen-
dit veel 30000 iteratsiooni jdrel. Seni polegi Gomory meetodi
jaoks onnestunud méérata {ildist efektiivset juhtrea valiku ees-
kirja.

Gomory meetodi koondumise kiirendamiseks on vélja téotatud
mitmeid selle meetodi modifikatsioone. Uks tuntumaid on
G. T. Martini poolt 1963. a. esitatud algoritm. On teada, et
1965. a. lahendati nimetatud algoritmi abil arvutil IBM-7094 24
minutiga i{ilesanne dimensiooniga 80 > 2400. Suurim teadaolev
tilesanne, mis lahendati selle meetodiga, on aga modotmetega
215 X 2600. Tundub, et selliste suurte iilesannete lahendamine oli
voimalik mitte niivérd meetodi efektiivsuse kui just vaadeldud
iilesannete klassi heade omaduste tottu. Molema iilesande maatrik-
sis oli nimelt nullist erinevaid elemente vaid 15%, kusjuures ena-
mik neist vordus ithega. On ju {ildse tdhele pandud, et loikemeeto-
dite puhul kasvab iteratsioonide arv iilesande tundmatute ja kit-
senduste arvu kasvamisel, kordajate maatriksi elementide suurus-
jargu kasvamisel ja maatriksis nullist erinevate elementide arvu
suurenemisel.

Kombinatoorsete meetodite osas on arvutuspraktika tunduvalt
vaesem. Land-Doigi meetodi rakendusest voib tuua néiteks
R. J. Dakini lahendatud iilesande dimensiooniga 15 X 30, kus koi-
vilt tundmatuilt nouti tdisarvulisust. Ulesande lahend Land-Doigi
meetodil saadi (arvutil KDF9) 484 iteratsiooni jdrel, kuna sama
iillesande lahendamine Gomory meetodiga ci andnud lahendit veel
2000 iteratsiooniga. Land-Doigi meetodi iiheks tosiseks puuduseks
on aga asjaolu, et lahendatava {ilesande mdotmete suurenemisel
kasvavad algandmete ja vahetulemuste siilitamiseks wvajalikud
mdlu ning arvutustdd mahud {isna kiiresti. Malu kasutamise suh-
tes dOkonoomsem on G. L. Thomsoni esitatud Land-Doigi meetodi
modifikatsioon.
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Sama puudus mis Land-Doigi meetodil on ka J. D. C. Little’i,
K. G. Murty, D. W. Sweeney ja C. Kareli meetodil «rdndkaupmehe
lilesande» lahendamiseks. Nii lahendati (arvutil IBM-7090) iiles-
anded 30 linnaga keskmiselt ithe minutiga, linnade arvu suurene-
misel kasvas aga lahendusaeg jarsult.

I. Pjatetski-Sapiro, V. Volkonski, L. Levina ja A. Pomanski
iteratsioonimeetodi koondumiskiiruse kohta voib tuua jargmised
ndited. Ulesande puhul, mille méotmed olid 3 X 17 ning sihifunkt-
siooni toeline optimaalne vairtus z= 14,91, saadi vastavalt 14 ja
166 iteratsiooni jérel ligikaudsed lahendid sihifunktsiooni vaar-
tustega 13,88 ja 14,76. Teise iilesande puhul, mille mootmed olid
2 < 30 ja sihifunktsiooni optimaalne viartus z = 20, saadi z viar-
tused 15, 16, 17, 18, 19 vastavalt 253, 777, 1335, 2317 iteratsiooni
jérel.

Ka arvutuseksperimentide tulemused «rdndkaupmehe iilesande»
lahendamisel S. Reiteri ja G. Shermani meetodiga olid {ipris edu-
kad. Katsetati mitut varianti, mis erinesid iiksteisest lubatava
lahendi timbruse konstrueerimise reeglite poolest. Uhe iilesande
(33 linna) paljukordsel lahendamisel andis iiks vaadeldud
variantidest optimaalse lahendi 23% arvutuseksperimentide korral,
teine variant aga 33% juhtudest.

Voib arvata, et arvutustehnika ning lahendusmeetodite tdius-
tamise tulemusena onnestub tulevikus mitte ainult suurema dimen-
siooniga iilesannete lahendamine, vaid ka iga konkreetse meetodi
jaoks selle abil histi lahenduvate iilesannete klassi eristamine.
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LINEAARSETE PUHTTAISARVULISTE PLANEERIMIS-
ULESANNETE LAHENDAMISE ALGORITMID

L. Kivistik
1. Sissejuhatus

Meie kogumiku eelmises ja kdesolevas numbris on ,avaldatud
lilevaade lineaarsete tdisarvuliste planeerimisiilesannete lahenda-
mise meetoditest !. Muuhulgas on iilevaates esitatud Gomory I
algoritm, mis kuulub nn. 16igete meetodite hulka. Kuna tédisarvu-
lise planeerimise meetodite seas on 1oigete meetodid koige enam
uuritud ja iithtlasi koige lihtsamini programmeeritavad, siis tut-
vume allpool veel kahe sama tiiiipi meetodiga, millest eriti teine,
alles hiljuti véljatostatud algoritm peaks palvima erilist tdhele-
panu. Erinevalt Gomory I algoritmist voimaldavad tutvustatavad
algoritmid arvutusi tdisarvuliste maatriksitega ega ndua jagamise
tchet, See asjaolu muudab algoritmide rakendamise eriti muga-
vaks. Arvuti kasutamisel on holpsasti vélditav (imardamisvigade
tekkimine ja kuhjumine, mis on tosiseks probleemiks Gomory
[ meetodi korral.

Molemad allpool tutvustatavad algoritmid seisnevad iilemine-
kus {ihelt tdisarvuliselt lahendilt teisele, niikaua kuni saadakse
optimaalne lahend. Esimene algoritmidest kasutab duaalset simp-
leksmeetodit ja sdilitab igal sammul simplekstabeli duaalse lubata-
vuse. Teine algoritm kasutab otsest simpleksmeetodit ja sédilitab
igal sammul lahendi Iubatavuse. Lahendi optimaalsuse tunnus
on nende algoritmide jaoks sama mis simpleksmeetodi korral.

Allpool vaatleme tiielikult tdisarvulist planeerimisiilesannet
jargmisel kujul: leida mittenegatiivsete komponentidega vektor

(x1, Xg, ... , Xn), mis maksimiseerib sihifunktsiooni
0= am + 3 a0y (—x,) (1)
lingimustel .
Xnys = Gio - ‘Zi]lai‘;(—x‘,-) ~0,i=1,2....m, 2)
v, — taisarvud, j=1, 2, ... n, (3)
'} A Leiten, M. Viitso. Taisarvulised planeerimisiilesanded. — Mate-

maatika ja kaasaeg, XVI, lk. 36—46. XVII, 1k. 58—70.
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kusjuures eeldame, et kéik kordajad ai (i==0, 1, ..., m; j—
=0, 1, ..., n) on tidisarvud? Lisame tmglmustele (2) wveel
samasused

Xj=—(—%x3), j=1,2 ..., n (4)

ja esitame seosed (1), (2), (4). jérgmise simplekstabelina:.

1 —x; X ci.—Xn
Xog = Qoo aoy ... Qo ... Qdon
X — 0 -1 0 0
v = 0 0 —1 0
Xn = 0 0 0 A | (5)
Xnp1= apo an ay Ain
J\.fnJrh == khO Qn QAg) Apn
Xn4m == QAmo (257 N i Amn

Kui tahistada simplekstabeli j-ndat veergu a; (=0, 1, ..., n)

ja sama veergu pérast iiht simplekssammu «;, siis iileminek {iheit
simplekstabelilt teisele nii simpleksmeetodi kui ka duaalse simp-
leksmeetodi korral toimub teatavasti jargmiste lihtsate valemite
kohaselt :

- 1
Q= — —— QL
¢ Any (6
}
- . ani —
a; = &; —[— ApiQ = Aj — - a: 048

kus ap; on juhtelement. Skemaatiliselt voib iileminekut uuele tabe-
lile kujutada jargmiselt:

2 Ilmselt jareldub siit, et ka abitundmatud xn41, ..., Xn4m on mittenega-
tiivsed ja tdisarvulised.

3 Need valemid voib saada, iihendades koordinaatkujul teadaolevad vale-
mid veergude kaupa.
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—X1 —Xj —Xa+! —X;

Nog == Xo =
Xy = X1 =
: : . : =N o b
Xn == : ap s . aj . 7 Xn == ar . aj .
Ynpp == : : Xng1 =
Xntm == . . Xnpm ==

Kuna allpool kirjeldatavate meetodite korral juhtelement ax on
kas —1 voi -1 ja ax; on tdisarv, siis lileminek iihelt tabelilt tei-
sele seisneb jargnevas: 1) kui ap= —1, jddb juhtveerg muut-
mata; kui ap =1, siis muudetakse juhtveerus koikide elementide
margid vastupidiseks, ja 2) iilejddnud veergudele liidetakse voi
neist lahutatakse juhtveerg niimitu korda, kuipalju on tarvis sel-
leks, et koik juhtrea elemendid (peale juhtelemendi) teiseneksid
nulliks.

2. Gomory III algoritm

Alustame R. E. Gomory poolt 1960. a. soovitatud algoritmist,
mida monikord nimetatakse Gomory III algoritmiks ehk «diskreet-
seks» algoritmiks.* Selleks et nimetatud algoritmi saaks raken-
dada, peab iilesanne (1)—(2) olema duaalselt lubataval kujul,
s. t. sihifunktsiooni (1) kordajad a¢;, o2 ..., Qon, €hk mis on
sama, simplekstabeli (5) esimese rea elemendid alates teisest
peavad olema mittenegatiivsed tdisarvud. Kui see nii ei ole, siis
enamasti saab iilesannet holpsasti teisendada kujule, kus ndutud
tingimus on tdidetud. Toepoolest, eeldades, et kitsendustega (2)
madratud piirkond on {ilalt tékestatud vihemalt nende koordinaa-
tide jargi, mille korral ay; <0, saame leida x; jaoks tdisarvulise
tol\ke d;, nii et x; << d;. Teostades muutujate vahetuse x; =d; —
— x;’ koikide nende 1ndek51te i korral, mille puhul ae; <0, saame
iilesande kujul, kus duaalse lubatavise ndue on taidetud (kor-
dajate tdisarvulisus ilmselt sdilib). Tokke d; voib leida niiteks
sel teel, et lahendame x; maksimiseerimise filesande tingimustel
(2). Juhul kui kitsenduste (2) seas leidub kitsendus apo -+

—~Zak,( x1) = 0, mille koik kordajad ap; (£=0, 1, .., n)

on m1ttenegatnvsed ja ar; >0, saame tokke d; lihtsamalt. Selleks

4 Gomory III algoritm on esitatud niiteks raamatus A. A. Kop6yr,
10. 1O. duukeapmwre it n. Jduckperdoe ruporpamMmmupoBaine, Mocksa, 1969.
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sobib ilmselt [%:j] Monikord saab iisna lihtsalt moodustada

mitme kitsenduse lineaarse positiivsete kordajatega kombinat-
siooni, mis on sama omadusega nagu nimetatud kitsendus. Siis
voib tokked d; méidrata selle kombinatsiooni abil.®

Eeldame, et iilesanne (1)—(4) on juba vajalikul kujul, s. t.
simplekstabelis (5) on esimese rea elemendid alates teisest mitte-
negatiivsed. Kui ka esimese veeru elemendid ajo, @2, ..., @mo OO
mittenegatiivsed, on iilesande (1)—(3) optimaalne lahend leitud.
Vaatleme juhtu, kus kordajate a; seas leidub negatiivseid. Siis
simplekstabelist (5) saadav baasilahend

Xi=...=X, =0, Xnp1 =200, ..., Xntm = Amo (7y

ei ole lubatav, sest ta ei rahulda mittenegatiivsuse nduet. Olgu
nditeks ape < 0. Konstrueerime tiiendava kitsenduse, mida rahul-
davad koik lubatavad.lahendid, kuid ei rahulda (mittelubatav)
baasilahend (7). Selleks et nimetatud kitsendust saada, jagame
k-nda kitsenduse positiivse reaalarvuga 4 (4 vdartuse mdadrame
hiljem):

BR=R 2T ).
Eraldades kordajate tdis- ja murdosad saame ®
A Bl B L R S EEA O
Kuna mittenegatiivsete xn4x ja x; korral on
Xn+h [ akj \ f,l,h_o _
B3 |0z 0 5]

siis on Xn4x, x; lubatavate vaartuste korral vorduse (8) vasak pool
rangelt suurem kui —1. Et vorduse parem pool on taisarvu-
liste x; vadrtuste korral tdisarv, siis on seda ka vasak pool. See’
aga tidhendab, et vorduse (8) vasak ja seega ka parem pool on
lubatavate tdisarvuliste x,4x, x; korral mittenegatiivne taisarv:

s.—[ "’*“] +2 [“‘”] (—xj) =0, s -—taisarv. 9).
Et ano <0, siis [%] << —1 ja simplekstabelist (5) saadav baa-

silahend, milles x;=0 (j=1, 2, ..., n), ei rahulda vorratust (9)..

5 Mairgime, et leidub ka teisi voimalusi iilesande teisendamiseks duaalselt:
lubatavale kujule (vt. ndit. viites 4 margitud monograafia).

6 {a} tihistab arvu a murdosa, [a] aga tdisosa. Seega a= [a] + {a}.
kusjuures alati 0 << {a} < 1.
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Seega loikab vorratus (9) iga 4 >0 korral kitsenduste siisteemi
(2) lahendite hulgast vélja leitud mittelubatava baasilahendi (ja
teatavad selle {imbruses asuvad mittelubatavad lahendid), kuid
ei loika &ra iihtki lubatavat tdisarvulist lahendit. Lisamegi kit-
senduste siisteemile (2) kitsenduse (9), lugedes s uueks téis-
arvuliseks tundmatuks. Siis lisandub simplekstabelile (5) rida

s.:‘ [_A_] I [“T] . [“_] [—;]l (55)

Valime selle rea juhtreaks ja teostame duaalse simpleksmeetodi

. . oen .. . ahl Pt
ihe sammu, méairates enne 4 nii, et juhtelement [—;» ] vorduks

—1-ga. Saame uuesti duaalselt lubatava ja tdisarvulise simpleks-
tabeli. Kui see ei ole lubatav, siis rakendame talle jalle {ilalkirjel-
datud votet. Lopuks jouame tabelini, mis on nii duaalselt lubatav
kui ka lubatav ja annab optimaalse lahendi.

Vaatleme 2 médramist. Arvestades valemeid (6), kus juhtele-

. a . ap;
mendi a;, asemel on [%] =—1 ja a; asemel [#], saame

teisendatud simplekstabeli veergudeks

— — A .

ar=a, a;=a;-- [ l)]al (j==1).
Esimese rea elemendid teisenevad seega jargmiste valemite koha-
selt:

= - 1 Quj

Qo1 == Qo1, Qoj = Qoj —~ - | aon
Selleks et duaalne lubatavus siiliks, peab olema

o5 - [E;—f]am = 0. (10)

Kui an; =0, siis on see noue tdidetud. Kui ax;<C0, siis
Qpj

[—f] << —1, mistottu peab koigepealt olema

a
0<<ay-+ [%] Qoi << Qoj — Qo

chk
aor= min ap;. (11

Arj < 0
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Tingimus (11) annab reegli' juhtveeru indeksi [ valikuks.
Kui ap=20, siis tingimus (10) on alati tdidetud. Sel korrat

jadb A mdiidramiseks vaid noue, et [“i“] = —1, millest

A= —an  (an<0). (12y

Kui aq == 0, siis saame tingimuse (10) esitada kujul

Urj Qaj
_[ A ] < ﬂgl'
Arvestades, et tdisarvu a korral on vorratused a << x ja
a << [x] samavdidrsed, saame siit jark-jargult

ani | < [ 20 _Go; anl [ ¢ an
o i e B B R S R e B

Viimasest vorratusest leiame
. / j
A= max (—ak,- ; [--a;’ ]) ,
Qnj <0, / o
j#+=0

kusjuures tingimuse (12) tottu voib j omandada ka vaéartuse [
Vorratus (9) on ilmselt seda rangem, mida vdiksem on A. Seda
arvestades valime juhul, kui ag 5= 0,

1T ao; .
A=max (—au; | (13)
an; <0, [ Qo :
j#0
Kui ay =0, votame A= —ap.

N dide Selleks et vorrelda algoritme omavahel, lahendame
iilesande, mis on toodud viites 1 méargitud iilevaateartiklis: maksi-
miseerida funktsioon

fo = —2(—x1) — (—x2)
tingimustel
12 4 4(—x)) +3(—x2) =0,

24 (—x1) —2(—x2) =0,
X1 =0, xo =0, xy, xo — tdisarvud.

Et lilesanne pole duaalselt lubataval kujul, siis teeme muutujate
vahetuse, mis ta sellisele kujule viib. Esimesest vorratusest, mille
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voib {imber kirjutada 4x, - 3x. << 12, néhtub, et x; << 3, xo. << 4.
Seega voib votta x; =3 —x//, xs:=4 — x,/. Pidrast asendamist
saame sihifunktsiooniks

X =10 4 2(—x/") + (—x')
ja tingimusteks
Xy = —12—4(—x/) —3(—x9) =0,
X =T7—(=x) +2(—x") =0,
' =0, x' =0, x/, x — tdisarvud,

kus x3” ja x4 on tdisarvulised abitundmatud. Sellele iilesandele
vastavaks duaalselt lubatavaks simplekstabeliks on tabel 1 ilma
viimase reata. Nimetatud tabelis middrame kéigepealt rea, mille
jargi moodustame lisakitsenduse (valitud rea méirgime noolega
tabeli vasakul &irel). Juhul kui esimeses veerus on rohkem Kkui
itks negatiivne element, moodustatakse lisakitsendus tavaliselt
selle rea jargi, milles see negatiivne element on absoluutvdartu-
selt maksimaalne (nimetatud valik annab optimaalse lahendi
enamasti kiiremini kui teised valikud). Seejdrel m#drame juht-
veeru (mérgime noolega tabeli peal) ja A, mis antud juhul tuleb
3. Niiid jagame noolega margitud rea elemendid 1-ga ja leiame

Tabel 1 Tabel 2 Tabel 3 Tabel 4
y v v
= | 10 2 1|16 0 1 [[ 6 0 1 |50 1
x,’———’ 01 0. 0—1 0 || 1—1 0 ‘ I —1 0
= 0 0—1'| 4 2—1 | 2 2-1 | |3 2—I
Sxy= |—-12-—4-31| 0 23 ‘»i —2 2-3 | |1 2-3
W= 71 2515 2 7 45 2 | |25 2
s o= | —4—2—1r |1 —1* 0 Ll oo—1x!
4
7b=max{7,3}= =5 A=3

jagatiste tdisosad. Saame tabeli viimase rea, mille votame juht-
reaks. Sealjuures juhtelement, mis on —1, asub noolega margitud
veerus. Tabelites on juhtelement tadhistatud tdrniga. Tabeli 2
saamiseks tuleb tabeli 1 esimesest veerust lahutada 4-kordne
juhtveerg ja teisest veerust 2-kordne juhtveerg, juhtveerg ise
jddb aga muutmata. Sealjuures jdtame kirjutamata tabeli viimase
rea, sest s viddrtus meid otsitavas lahendis ei huvita. Arajdetud
rea asemele kirjutame uuele tdiendavale kitsendusele (9) vastava
rea. Kolme sammu jdrel saame tabeli 4, mis annab teisendatud
iilesande optimaalse lahendi x,"=1, x,"=23, millest esialgse
iilesande optimaalseks lahendiks saame x;=3—x/=2, x=
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= 4 — x," = 1. Sihifunktsiooni maksimaalne viirtus on 5. Vorrel-
des Gomory I algoritmiga saame IIl algoritmi abil optimaalse
lahendi katte ithe sammu vorra kiiremini, kusjuures arvutused on
tunduvalt libtsamad.

Lopuks margime, et Gomory III algoritmi 16plikkus on t6est>a-
tud jargmistel eeldustel: 1) iilesandel leidub vdhemalt iiks tdis-
arvuline lahend, 2) igal sammul moodustatakse tidiendav kitsen-
dus esimese sellise rea jéirgi, milles esimese veeru element on
negatiivne, ja 3) juhtveerg a; médratakse tingimuse (11) asemel
tingimusest

a;= lex min a;, (14)
[13%] < 0

kus lex min @; mérgib vektorite «; hulgas leksikograafiliselt mini-
maalset.” Sealjuures eeldatakse, et alguses on tabeli (5) veerud
ai, a, ..., an leksikograafiliselt positiivsed ja et 4 vastava vali-
kuga sdilitatakse nimetatud omadus ka pérast simplekssammu.
See tdhendab muuseas seda, et A mddramine muutub mérksa
keerukamaks kui vaadeldud ]uhul ja et A tuleb votta monel juhul
suurem kui valemist (13) saadav vairtus. ’

3. Otsene algoritm

Teiseks késitleme nn. otsest algoritmi, mis on mitme
autori (A. Ben-Israel ja A. Charnes 1962; R. D. Young, 1965, 1968;
F. Glover, 1968) joupingutuse tulemus ja esitatud tdiuslikul kujul
alles 1968. aastal F. Gloveri poolt 8 Otsese algoritmi rakendami-
seks peab iilesanne (1)—(3) olema lubataval kujul, s. t. vastavas
simplekstabelis (5) peavad esimese veeru elemendid a0, ago, - .. ,
a0 olema mittenegatiivsed. See tdhendab, et peab olema teada
lubatayv tdisarvuline baasilahend (lubatav alglahend) x, =...=
=Xp =0, Xnt1 = Qio, ... , Xn+m = Amo. Kui selline lahend ei ole
teada, siis juhul, kui ta eksisteerib, saab teda alati leida kunstliku
baasi meetodil 9, kasutades 5ea1]uures sedasama allpool kirjelda-

7 Leksikograafiline miinimum ™ definecritakse vektorite leksikograafilise
jérjestuse moiste abil. Utleme, et veklor « on leksikograafiliselt negatiivne ja
kirjutame « <0, kui vektori « esimene nullist erinev komponent on negatiivne.
Edasi, iitleme, et vektor « on leksikograafiliselt vdiksem vektorist g, ja mir-
gime a < f, kui «—f<0. Hulgas B on a leksikograafiliselt minimaalne,

== lex min g, kui iga ﬁe@ ja B 5= a korral on a<f. Vektorit a nimela-

takse leksikograafiliselt positiivseks ja margitakse « >0, kui —a <0.
8 F. Glover. A new foundation for a simplified primal inieger pro-
gramming algorithm, Operations Research, 1968, vol. 16, No. 4, p. 727—740.
9 Lineaarse planeerimisiilesande lubatava alglahendi leidmisest vt. néit.
U. Kaasik Matemaatiline planeerimine. Tln., 1967, I ptk., § 6.
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tqvat otsest algoritmi. Jargnevas eeldame, et simplekstabel (5) on
juba lubatav.

* Selleks et meetodi idee oleks paremini jalgitav, kirjeldame algo-
ritmi esialgu lihtsustatud kujul. Lahtume simplekstabelist (5), kus
valime juhtveeru simpleksmeetodi reeglite kohaselt, s. t. iithe veer-
gudest, milles ag; <{0. Olgu juhtveeruks valitud veerg a; (an<C0).
Kasutades simpleksmeetodi juhtrea valiku reeglit, s. t. méédrates
reaindeksi k tingimusest

ay . a;
S — min -, (15)
agi ai; >0 a;;

moodustame k-nda rea abil kitsenduse (9), kus votame A= au.
Saadud kitsendusele vastava rea (5s) lisame simplekstabelile (5)
ja vottes rea (5s) juhtreaks juhtelemendiga 1 I-ndas veerus, teos-
tame {ihe simplekssammu. Seda protsessi kordame seni, kuni saa-
me simplekstabeli, mis on ka duaalselt lubatav ja annab seega
optimaalse lahendi. Mirgime siinjuures, et kitsendus (9) on
taidetud iga lubatava tdisarvulise lahendi puhul. Seega ei 16ika ta
kitsenduste piirkonnast vilja juba leitud baasilahendit, nagu see
toimub Gomory I ja III algoritmi korral. See siiski ei tihenda,
et tingimus (9) ei kitsendaks esialgset piirkonda (2).

Osutub, et kitsendust (9) polegi tegelikult vaja moodustada.
Uleminek iihelt simplekstabelilt teisele on lihtsalt teostatav juba
tingimusega (15) madratud k-nda rea abil. Tdepoolest, tabelist
(5)4-(5s), kus A= ap;, nihtub, et jirgmise simplekstabeli £-nda
rea elemendid ap; (j==0, 1, ..., n) saadakse valemist

- Ay j
Apj—=— Apj — -éh_x-- ani,

kusjuures 0 < i‘i’i_[ﬂ’;] < 1ja aw> 0 tottu on

[277] [27°%

apj
0 << apj —[a—hl‘] an < an.

ee e ap; . “ . .
Niisiis on [E:—’] maksimaalne tdisarv, mille kordselt ele-
, .

mendi ay; lahutamine elemendist ar; annab mittenegatiivse vahe.
Seega vo6ib iileminekul tabelilt (5) uuele sama tiiiipi tabelile kasu-
tada jargmist reeglit: juhtveerg a tuleb lahutada
igast ifilejadnud veerust @; maksimaalne tédis-
arv korda, mille puhutl element ay; teiseneb mit-
tenegatiivseks,kus indeks 2 on médédratud tingi-
musega (15). Seejarel tuleb juhtveergu a korru-
tada —1-ga. Kui ay; <0, tdhendab nimetatud reegel tegelikulit
seda, et juhtveerg tuleb liita j-ndale veerule minimaalne téis-
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arv korda, mille puhul ag; teiseneb mittenegatiivseks. Niisiis voj
vaadeldavat algoritmi tolgendada kui simpleksmeetodi teatavat
modifikatsiooni, kus juhtelement ap, valitakse samuti nagu tavalige
simpleksmeetodi korral, erinevus simpleksmeetodist seisneb aga
selles, et juhtveerg tuleb iilejddnud veergudest lahutada vo6i neile
liita teatud tdisarv korda, mistéttu juhtrea elemendid ei teisene
nullideks, vaid mittenegatiivseteks, juhtelemendist vaiksematek
tdisarvudeks.

N dide. Kasutades viimati saadud reegleid lahendame eelm_{-
ses punktis vaadeldud néite. Ulesande algkujule vastab tabel 3.
Koikides tabelites on tdrniga mérgitud simpleksmeetodi juhtele-
ment ap. Esimene samm (iileminek tabelilt 5 tabelile 6) iihtib
tavalise simplekssammuga. Tabelist 6 saadakse tabel 7 sel teel,
et liidetakse teisele veerule kolmas ja korrutatakse kolmandat
veergu —Il-ga, jne. Tabelist 9 saame optimaalse lahendi: x; = 2,
X9 — 1, XO‘:5 (X3¢: 1, X4 == 2)

Tabel 5 Tabel 6 Tabel 7 Tabel 8 Tabel 9

v v ) v

i
w=|0 —2 —1| |4 2 5|4 —3 514 3 1l o 1
m=]0 —1 o l2 1T —2{l 1 2l 1 off 1 o
=10 0 —1] 00 0o —1| lo —1 1o 1 —1jt —2 1
=12 4 3214 —4 1152a 7 —11»\4 —7 3 1 2 —3
s>xu=2 1*—=210 —1 0] 0 —I 0pj0 1 —2[f|2 5, 2

: i !

Suuremate dimensioonidega iilesande korral vo6ib kirjeldatud
algoritm nouda liialt palju samme. Pealegi pole téestatud, et ta
annab optimaalse lahendi alati 16pliku arvu sammudega. Selleks
et kindlustada algoritmi loplikkust ja vdhendada sammude arvuy,
tiuleb enne {ilesande (1)—(3) lahendamisele asumist lisada kit-
sendustele (2) tdiendav vorratus

n
Xntmd1 = Qmt1, 0 +— 2 Amy1, 5(—X5) =0, (16)
=

mille kordajad amy,; on tdisarvud ja rahuldavad teatud kindlaid
tingimusi. Nimetatud tingimusi esitamata mérgime, et voib valida
naiteks

am+1,,~:1(j=l,2, ey f’l) ja Am+1, 0 =4, (17)
kus a on lahendi komponentide xy, ... , x, summa mingi tdisarvu-
line iilemine toke, s. t. > x; << a. Kitsenduse (16) voib moodus-

=1

tada ka sel teel, et votame vorratuste (2) lineaarse kombinat-
siooni, mille kordajateks on iilesandega (1)—(2) duaalse iiles-
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ande ! lubatava lahendi vastavad komponendid y;, seejdrel aga
korrutame saadud vorratust veel sellise positiivse konstandiga c,
mis kindlustab tundmatute kordajate taisarvulisuse, s. t.

Amt1, § = g’icyiaw, =01, ..., n (18)

Nagu niha, ei kitsenda vorratus (16) lubatavate lahendite esialg-
set piirkonda, vaid on jéreldus tingimustest (2).

Peale seosele (16) vastava rea lisamist simplekstabelile (5)
rakendame juba kirjeldatud algoritmi jirgmiste tdpsustatud reeg-
litega juhtveeru ja juhtrea madramiseks. Juhtveerg a; valitakse
tingimusest

M lex min —% . (19)

yn - a i
m-t1,1 a7n+]_j>0 m+1, j

Seejarel valitakse ridade hulgast, mille korral

[ ] = mn 2]
A a;>0 Ldu 7
juhtreaks sce rida, mis maksimiseerib uue simplekstabeli esimese
rea negatiivsete kordajate summa. Kui selliseid ridu on rohkem
kui iiks, voetakse neist esimene. On toestatud, et kui optimaalne
lahend eksisteerib, siis juhtveeru ja juhtrea ndidatud wvaliku kor-
ral saadakse optimaalne tédisarvuline lahend I6pliku arvu sam-
mude jdrel . Sammude arv séltub viga tugevasti vorratuse (16)
kordajate valikust. Eriti kiire koondumise saame juhul, kui arvu-
tame kordajad valemist (18), kus suurusteks y; on voetud duaalse
illesande optimaalse lahendi komponendid. Vérreldes vali-
kuga (17) voib niiviisi saada optimaalse lahendi mitu korda kii-
remini.

Lahendame niiiid uuesti eespool vaadeldud nédite, lisades Kkit-
sendustele vorratuse (16), kus am4y, ; on arvutatud valemist (18)
ja y; on duaalse iilesande optimaalse lahendi komponendid. Antud

juhul on viimasteks y, =1—51~, Y ::721*' Vottes ¢ =11 saame vorra-
tuseks (16)

X5 =64 -1 22(—x1) |- 11(—x2) = 0.

1% Ulesandega (1)—(2) duaalseks {ilesandeks nimetatakse jargmist lineaar-
m

set planeerimisiilesannet: minimiseerida funktsioon « = a1+ ¥ aiey: kitsen-
1=
m . .
dustel ap; +- Y aijyi =0, j=1,2, ..., n, y:=0,i=1,2, ..., m
=1
1 Optimaalse lahendi puudumise pohjuseks saab siin olla vaid sihifunki-

siooni tokestamatus. Viimase tunnuseks on nagu simpleksmeetodi korralgi sel-
lise veeru @; ilmumine, milles puuduvad positiivsed elemendid ja aq; <0.
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Ulesande algkujule koos viimase seosega vastab tabel 10. Opti-
maalse lahendi saamiseks kulub niliid 2 sammu (tabelid 10—12).

Tabel 10 Tabel 11 Tabel 12

X=| 0 —2 -—1 4 2 —1 5 0 1

X = 0 —1 0 2 1 0 2 2 0

Xo = 0 0 —1 0 0 —I1 1 —2 1
x3= | 12 4 3l 4 —4 3* 1 2 —3
Fxg=| 2 1 —2 0 —1 —2 2 —5 2
— ¥xs = | 64 9 0 —11

22+ 11 * 20 —22 11

Tabelite 10 ja 11 vasakutel dartel on mérgitud tarniga read, mis
rahuldavad tingimust (20). Nende hulgast valitud juhtrida on
margitud peale selle veel noolega.

Lopuks esitame lugejale iseseisvaks lahendamiseks iilesande,
mis on avaldatud viites 8 margitud F. Gloveri artiklis: leida vor-
ratuste siisteemi

9y -+ 2x5 — 4xs <
—3)6; — 2X2 *I“ 2x3
—5x; + 4x2 -+ 6x3 <

X1+ 2x2 <
=

O — 0 1

mittenegatiivne tidisarvuline lahend, mis maksimiseerib lineaar-
vormi

4x; -+ 6x9 - 3x3.

Mirgime, et kui jatta korvale taisarvulisuse noue, siis on toodud
iilesandega duaalse iilesande optimaalseks lahendiks

39 - _ 4
y1=20, yo =731 Yys=0, ys;= 30

mille v6ib saada duaalse simpleksmeetodi abil 4 sammuga. Ette
olgu 0Oeldud, et duaalse iilesande optimaalse lahendi kasutamine
annab toodud iilesande optimaalse tdisarvulise lahendi 6 sam-
muga. Et teise ja neljanda vorratuse liitmisel saame lihtsalt méa-
rata tundmatute iilemised tokked, siis voib vorratuse (16) korda-
jad arvutada ka valemitest (17). Viimasel juhul kulub aga opti-
maalse lahendi saamiseks 15 sammu. Muide, tundmatute {ilemiste
tokete teadmine voimaldab iilesande holpsasti teisendada duaal-
selt lubatavale kujule ja lahendada selle vordluseks Gomory 111
algoritmi abil.

82



MAAGILISED RUUDUD

L. Viljaots, U. Kaasik'

Maagilise ruudu moistet tuleb vist lugeda enam-vihem iildtun-
tuks, siin ja seal voib leida maagiliste ruutude néiteid voi nen-
dega seotud filesandeid, kuid sellele vaatamata annab otsida
matemaatilistes raamatutes maagiliste ruutude teooriale piihen-
datud peatiikki voi vdhemalt paragrahvi? Milles on asi?

Et maagilised ruudud vdhemalt seni peaaegu mingit praktilist
rakendust leidnud ei ole, siis on nende teooria kiisimustega tegel-
dud eeskitt vaid omamoodi ajaviitena. Probleemide raskuse kor-
val néib see olevatki peapohjuseks, miks maagiliste ruutude teoo-
ria niivord liinklikuks on jddnud, et seda iildse vaid iisna ting-
likult teooriaks v6ib nimetada. Niiteks pole lahendatud isegi kiisi-
mus sellest, kuidas leida antud jarku maagiliste ruutude arvu,
radkimata algoritmist, mis véimaldaks koik need ruudud tegelikult
vilja kirjutada.

Tervikliku teooria puudumisele vaatamata on maagiliste ruu-
tude uurimisel siiski iisna palju dra tehtud. Tutvustamegi jargne-
valt moningaid saadud tulemustest, alustades sealjuures péris alg-
moistetest. :

Vaatleme ruutu, mis on horisontaal- ja vertikaaljoontega jaga-
tud vastavalt n reaks ja n veeruks. Tekkinud n? lahtrisse kirju-
tame esimesed n? naturaalarvu 1, 2, ... , n2 Kui lahtrid on tiide-
tud selliselt, et igas reas, samuti aga igas veerus ja ka kahel
diagonaalil paiknevate arvude summad osutuvad {ihesugusteks,
siis nimetatakse tulemust (n-jirku) maagilisek s ruu duks

v Toimetuselt. Kdesoleva artikli esialgses variandis kirjeldas autor L. V&1-
jaots vaid enda tuletalud meetodeid maagiliste ruutude saamiseks, Et aga
«Matemaatika ja kaasaja» veergudel maagilistest ruutudest seni peaaegu {ildse
juttu pole olnud, siis tegi toimetus U. Kaasikule iilesandeks koos artikli
redigeerimisega tdiendada seda moningase iilevaatega maagilistest ruutudest
iildse ja nendega seotud probleemidest.

2 Eesti keeles voib lithikese iilevaate maagiliste ruutude teooria monedest
kiisimustest leida raamatust: B. Kordemski. Matemaatilisi pahkleid. ERK,
Tin, 1960, lk. 255—288. Maagiliste ruutude kohta ilmunud venekeelsest kirjan-
dusest on kitlesaadavamateks jargmised kaks brosiiiri: M. M. [TocTuHuK 0B,
Marnuecknie xpaapatnt. HMsa. «Hayka», M. 1964, 84 crp. E. d. 'ypeBuu.
Taifina apesrero taancmana. Msa. «Hayka». M., 1969, 151 crp.
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ja selle iithise summa vadrtust vastava ruudu maagiliseks
konstandiks. Nditeks neljandat jirku maagiline ruut ? on kuju-
tatud joonisel 1, kus nii koigis neljas reas, koigis neljas veerus
kui ka molemas diagonaalis saame vordse summa — selle ruudu
maagiliseks konstandiks on 34.

16 3 2 | 13 1 14 | 4| 15
5 | 10 | 11 8 8 | 1 5 10
9 6 7 | 12 13 2 1 16 3
| !
41 15 | 14 1 12 | 7 9 6
Joonis 1. foonis 2.

Maagiliste ruutude eriti huvitava erijuhu moodustavad nn.
filimaagilised ruudud, kus peale ridade, veergude ja pea-
diagonaalide annavad sama summa veel korvaldiagonaalid. Uldse
on n X n ruudus 2n — 2 koérvaldiagonaali (ehk murtud diago-
naali), nditeks joonisel 1 on nendeks jdrgmised kuus:

34114124 4=30
24+ 8+ 94+ 15=34
13+ 54 64 14=38
94-10-- 24 1=22
54 3144 12=34
16 -156+ 7-- 8=46
Et vaid kahel koérvaldiagonaalil saime summa 34, siis on meil
antud juhul tegemist kiill maagilise, kuid mitte {ilimaagilise ruu-
duga. Neljandat jarku {ilimaagiliseks ruuduks osutub aga jooni-
sel 2 esitatu, kus maagiliseks konstandiks on samuti 34.
Keerdiilesannete rubriikides on vahetevahel maagilisteks ruu-
tudeks nimetatud kann. ildistatud maagilisi ruute, kus
lahtrite tditmiseks kasutatakse mitte arve 1, 2, ... , n2, vaid iildse
mistahes naturaalarve, tdisarve voi isegi murdarve* Et selliste
iildistatud ruutude teooriaga on seni néhtavasti tegeldud vaid
paaril erijuhul, siis jdtame nad ka jdrgnevas enamasti vaatlusest
vélja. Toome siinkohal vaid niitena kaks «eriti maagilist> ruutu
(vt. joonised 3 ja 4), kus peale seni vaadeldud omaduste ka

3 See on ka ainus maagiline ruut, millest «Malemaatika ja kaasaja» veer-
gudel seni juttu on olnud (vihik VII, k. 54—55).
* Vt. négit. «Pdhklipureja» nr. 8, 1968.
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ruutude lihtne (imberpédramine ja peegeldamine annab samade
omadustega maagilised ruudud.

189984 6l 8818] 111 {8188]188!
66(81198|19 818111883 88l1 | 1118
911166988 s lais| nsilgsss
8968|1196 1188 (8381} 1818 ] 8l11

Joonis 3. Joonis 4.

Veel iihe korvalepoikena nimetame maagiliste ruutude selliseid
tildistusi, kus ithesugused summad saadakse mitte samas reas voi
veerus paiknevate arvude liitmisel, vaid just erinevatest ridadest
ning veergudest voetud arvude liitmisel. Sellise viiendat jarku
«antimaagilise» ruudu nédide on toodud joonisel 5. Valides.
koigepealt juhuslikult {ihe ar-
vu, seejirel teise, mis ei paik- ‘, |
ne eelmisega samas reas ega 179 | 265 | 394 i 476 | 591
veerus, siis kolmanda, mis ei ’
paikne eelmistega samades ri-
dades voi veergudes, siis sa-
muti neljanda ja I16puks iile-
jddnud rea ning veeru Iloike- 268 | 354 | 483 | 565 | 680
kohalt veel viienda arvu, saa-
me valitud viie arvu summaks
alati 1970 (selle ruudu triikis 237 | 323 | 452 | 534 | 649
ilmumise aasta). Lihtne kont- ‘
roll néitab, et sellisteks vali- .
kuteks on kokku 52-42.32.22— 72 158 | 287 | 369 ) 44
= 14400 erinevat vbimalust.
Seega summa 1970 saab sellest Joonis 5.
rundust 14400 erineval viisil!

Loodetavasti ei valmista niisuguste «antimaagiliste» ruutude
iildise teooria viljatéétamine lugejatele raskusi.

Uheks ecsimeseks kiisimuseks maagiliste ruutude teoorias on
n-jarku ruudu voimalike maagiliste konstantide leidmine. Osutub,
et iga n korral on see konstant iiheselt médiratud. Toepoolest, maa-
gilise ruudu n reas esinevad koik n? arvu kogusummaga
(1 - n?)n?

B

204 | 290 | 419 | 501 616

l+24+...+n=



Et aga koikide ridade summade liitmisel peame saama sama tule-
muse, siis iga rea summa on lihtsalt n korda vdiksem. Tédhistades
n-jarku ruudu maagilist konstanti siimboliga 3>,, oleme seega
leidnud, et

1+ n?)n
Naiteks n =14 korral annab see valem juba tuntud arvu 3/,= 34.

Rohutame, et {ildistatud maagiliste ruutude korral voib maagi-
line konstant olla iildiselt mistahes arv.

Jérgmise olulise probleemina kerkib olemasolu kiisimus. Too-
dud néited kinnitasid, et neljandat jarku maagilised ruudud on
olemas. Kuidas on aga lugu tildjuhul?

Triviaalne esimest jarku maagiline ruut on muidugi olemas
ja ainus, kuid teist jdrku maagilisi ruute pole i{ildse olemas
(loodetavasti ei valmista selle fakti range toestamine lugejatele
erilisi raskusi). Nende kahe juhu erandlikkust arvestades jdetakse
nad tavaliselt iildse korvale ja maagilistest ruutudest rdikides
moeldakse (seda isegi eraldi rohutamata) alati juurde, et n = 3.
Nagu me hiljem nédeme, on sel juhul kdik n-jirku maagilised
ruudud alati olemas.

Veel iiheks loomulikuks kiisimuseks ndib olevat antud jirku
maagiliste ruutude arv. Nagu juba 6eldud, pole see kiisimus ild-
juhul seni lahendatud. Veelgi halvem, vastust teatakse praegu
iildse vaid juhtudel n=3 ja n=4. Koérgemat jirku maagiliste
ruutude arvu kohta on kahjuks teada vaid, et see iga n korral
jagub kaheksaga.

Viimast asjaolu on ddrmiselt lihtne pohjendada. Nimelt annab
iga maagiline ruut otsekohe veel seitse maagilist ruutu, mis saa-
dakse lahteruudu poorete ja peegelduste tulemusena. Niiteks on
Jjoonisel 6 toodud koik need kaheksa maagilist ruutu, mis sel viisil
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tekivad joonisel 1 esitatust. Seega esinevad maagilised ruudud
alati kaheksakaupa ja muidugi peab siis ka mistahes jarku maa-
giliste ruutude arv jaguma kaheksaga.

Mirgime siinjuures, et leidub ka teisi votteid {ihest maagilisest
ruudust uute saamiseks. Néiteks saame maagilise ruudu, kui me
antud maagilises ruudus vahetame mingid kaks rida ja seejérel
ka samade jarjekorranumbritega veerud. Joonisel 7 on skemaati-
liselt niidatud veel iiks paarisarvulise n korral rakendatav voi-
malus uue maagilise ruudu saamiseks ja joonisel 8 analoogiline
voimalus paaritu n jaoks.

A
B A D C
G D A B
Joonis 7.

7 B N
B [,| A D || ¢
i b d T d b
c |¢| D A [l B
N B 4
Joonis 8.

Uldistatud maagilisi ruute vbib saada néiteks siis, kui mingit
antud maagilist ruutu moodustavad arvud lahutada teatud kons-
tandist (kui selleks konstandiks on n?-}-1, siis saame jdlle maa-
gilise ruudu), kui neile arvudele liita mingi konstant vo6i kui
neid arve korrutada mingi konstandiga. Niiteks lahutades jooni-
sel 2 toodud ruudu koik arvud konstandist 10 ja korrutades veel
tulemust (—2)-ga saame joonisel 9 oleva ildistatud iilimaagilise
ruudu maagilise konstandiga (4-10— 34) - (—2) = —12.
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—18 8| —12} 10
—4 2| —10 0 a b c
6| —16 12 | —14 d e f
4 —6| —-2| —8 g h i
Joonis 9. Joonis 10.

P6ordudes tagasi maagiliste ruutude arvu juurde leiame sel-
le koigepealt kolmandat jarku maagiliste ruutude korral. Selleks
tdhistame kolmandat jarku maagilist ruutu moodustavaid arve
tahtedega a, b, ..., i, nagu on ndidatud joonisel 10. Arvestades,
et maagiline konstant on niiiid >3 =15, leiame koigepealt kesk-
mise arvu e. Kirjutades vilja keskmise rea, keskmise veeru ja
kahe diagonaali summad saame:

(d4e+f)+ (b+e+h) + (ate+
8¢4-(atbtofdte]
3e-- 45 =60, ¢

g—l—e—l—c)—4 15,
-+ i) =60,

|+
pﬂQ
_3—"/\

Uhtlasi ndeme niiid, et
d-t+tf=bt+th=a-t+i=g-c=10.

Edasi toestame, et arv 1 ei saa paikneda nurkmises lahtris.
Toepoolest, kui oleks niiteks a=1 ja seega i =9, siis ei saa 2,
3 ega 4 paikneda l-ga samas reas voi veerus, sest ei leidu enam
vajaliku suurusega kolmandat arvu. See aga jdtab nende kolme
arvu jaoks vaid kaks voimalikku kohta (A ja f), mis toestabki, et

8 1 6 6 1 8 413 8 2 7 6

3 TT 7 513 T 5 1 T 5 1

492 2 ola| l2]7]s lal3|8

8 3 4 6 7 2 4 9 2 2 9 4

1 519 1 519 3|5 T 7? 3

6 7|2 |s8|a|a| [sl1]6| |6[1]s
Joonis 11.
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a 1 (tidpselt sama toestus sobib ka teiste nurkmiste arvude
jaoks). Jarelikult peavad 1 ja 9 paiknema kas keskmises reas voi
keskmises veerus, olgu nditeks b=1 ja h=09. Ilmselt ei saa
arv 3 olla ei 1-ga ega 9-ga samas reas voi veerus (jalle ei leiduks
sobivat kolmandat arvu) — seega peavad ka 3 ja 7 paiknema
keskmises reas voi veerus, nditeks d = 3, f=7. Ulejddnud arvude
paigaldamiseks jddb aga niiiid
ainus voimalus. Muutes arvude
1, 3, 7 ja 9 asukohti, saame veel
seitse varianti ning seega kol- Xty jr—y—z ) x4z
mandat jarku maagilisi ruute
ongi kokku vaid kaheksa (vt.
joonis 11).

Ei valmista muide raskust *—ytz * xty—z
iiles kirjutada ka kolmandat
jarku ﬁldistat_ugi maagiliste ruu-
tude (maagilise konstandiga Yz xy -z x—y

3x) {ildkuju (vt. joonis 12).
Siit ndeme muuhulgas, et n=3
korral ei leidu isegi {ildistatud
iilimaagilisi ruute (iilimaagilis- Joonis 12.

test rddkimata).

Kahjuks pole sama meetod enam rakendatav korgemat jarku
maagiliste ruutude arvu leidmisel. Hoopis keerulisemate motte-
kiikudega on siiski leitud, et neljandat jirku maagiliste ruutude
arv on 880, kuid kaugemale seni veel joutud ei ole.

Et puudub moistlik algoritm maagiliste ruutude arvu leidmi-
seks, siis loomulikult pole ka algoritmi kdigi antud jarku maagi-
liste ruutude tegelikuks viljakirjutamiseks. Kiill on aga olemas (ja
isegi iisna palju) meetodeid moningate konkreetsete antud jarku
maagiliste ruutude koostamiseks. Tutvustamegi jadrgnevalt monin-
gaid neist.

Maagiliste ruutude koostamise meetodid voib jagada kahte
klassi selle jédrgi, kas nad on kasutatavad iga jargu n korral voi
mitte. Universaalsetest, iga n puhul sobivatest meetoditest on néi-
teks koige tuntum nn. ddristamismeetod, mis (n—2)-
jarku maagilisest ruudust ldhtudes voimaldab konstrueerida n-
jarku maagilise ruudu (d4rmiste ridade ning veergude lisamise ja
arvude sobiva {imbertostmise teel). Jdtame sellised meetodid siin
siiski korvale ja vaatleme moningaid spetsiaalsemaid votteid, mis
kolbavad vaid n teatavat tiilipi vddrtuste korral. Néditeks vaadel-
dakse tavaliselt eraldi paaritu- ja paarisarvulise n juhte.

Uheks ajalooliselt koige tuntumaks paaritut jarku maagiliste
ruutude koostamise meetodiks on ndhtavasti nn. terrasside
meetod. Selle puhul tdiendatakse koostatav ruut koigepealt siim-
meetriliseks trepikujuliste dirtega kujundiks, nagu viiendat jarku
ruudu jaoks on nédidatud joonisel 13. Saadud kujundisse paiguta-
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| 5
| 4] [w]
| 3 9 |15
| 9 8 14 20
’_I_ 7 13 19 25
6 12 18 24
11 17 23
16 ‘22
21[
Joonis 13.
takse niiiid médda diagonaale jdrjekorras arvud 1, 2, ... , n? Naii-

teks joonisel 13 on seda tehtud vasakult alt iiles paremale kulge-
vaid diagonaale pidi. Osa arve (niite puhul 3, 7, 8, 9, 11, 12,
13, 14, 15, 17, 18, 19 ja 23) satuvad sellise paigutamise korral
juba ruudu lahtritesse Gigetele kohtadele, muist aga jdib vilja-
poole ruutu. Need véljapoole jddnud arvud tostame niiiid n (naite
puhul viie) koha vorra ruudu suunas moéoda seda rida voi veergu,
millel nad paiknevad. Nii valmibki maagiline ruut maagilise kons-
tandiga 5= 65, mis antud niite jaoks on esitatud joonisel 14.

Paneme tihele, et terrasside meetodiga saadud ruut ei osutu
kunagi iilimaagiliseks, kuigi neid on olemas iga n >3 korral.
Néiteks viiendat jarku iilimaagiline ruut on toodud joonisel 15.

|

201 8 (21|14 2

24 12’ 5118] 6

Joonis 14.
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1]2s] 20|12 9
15| 7] al21]18 11
<i.~-— .- .
24 [16]13|10] 2 12| 5 7 o
e T
8| 5221911 8lrapn! s
17|14] 6| 3|25 |+ e
Joonis 15. Joonis 16.

Paarisarvulist jarku maagiliste ruutude koostamise meetodid
jaotatakse sageli veel kahte riihma selle jdrgi, kas jark n jagub
neljaga voi mitte. Nimelt saab neljaga jaguva jargu korral kasu-
tada tunduvalt lihtsamaid meetodeid. Uks lihtsamaid on jargmine.

Vaatleme joonisel 16 toodud neljandat jarku maagilist ruutu
(see on saadud joonise 6 viimasest ruudust keskmiste veergude
vahetamise teel). Paneme tidhele, et selles ruudus asuvad diago-
naalidel olevad (poolpaksult triikitud) arvud 1, 4, 6, 7, 10, 11, 13
ja 16 tdpselt samades lahtrites, kuhu nad satuksid arvude 1, 2,
..., 16 jarjestikusel paigutamisel ruudu ridadesse alustades iilalt
ja igas reas suunaga vasakult paremale. Ulejddnud arvud 2, 3,
5, 8,9, 12, 14 ja 15 asuvad aga nendes lahtrites, kuhu nad satuk-
sid arvude 1, 2, ..., 16 jdrjestikusel paigutamisel ruudu ridadesse
alates alt ja igas reas suunaga paremalt vasakule.

Analoogilise olukorraga on tegemist joonisel 17 esitatud kahek-
sandat jarku maagilises ruudus. Nimelt selle iga veerandi diago-
naalidel paiknevad (poolpaksult triikitud) arvud jille samuti, nagu
nad satuksid arvude 1, 2, ... , 64 jarjestikusel paigutamisel kogu
ruutu. Ka véiljaspool diagonaale leiab aset neljandat jarku ruudu
korral mirgatud seaduspirasus.

1l63|62| a| 5|59|58] 8

56 | 10| 11 | 83 || 652 | 14| 15| 49

48 | 18 [ 19 [ 45| 44 | 22 | 23 | 41

25 139138 128{29|35 (34|32

33 (31 [30]36) 37|27 |26 |40

24142 {4321 20 | 46 |47 | 17

16 |50 | 51 | 13| 12|54 |55 | 9

571 7| 66061 | 3| 2|64

Joonis 17.
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Osutubki, et iga neljaga jaguva jargu korral leidub tdpselt
samasuguste omadustega maagiline ruut. Néiteks niisuguse kahe-
teistkiimnendat jarku maagilise ruudu saamiseks kanname koige-
pealt selle 4 > 4-1ahtriliste osade diagonaalidele arvude 1, 2, ... ,
144 jarjest paigutamisel sinna sattuvad arvud. Nii kujuneb joo-
nisel 18 niidatud osaliselt tdidetud ruut. Vabad lahtrid tdidame
samade arvude 1, 2, ... , 144 alt paremalt alustatud jarjest paigu-
tamisel sinna sattuvatega, millega saame joonisel 19 esitatud
maagilise ruudu.

1 | 4 5' s| o 12
14 | 15 l 18 | 19 22 | 23
26 | 27 | 30 | 31 { 34| 35
37 40 | 41 | l 44 1 45 |4
49 52 | 53 | l 56 || 57 60
62 [ 63 66 | 67 b' 70 { nl
74 | 75 78 | 79 g2 | 83|
85 88 | 89 92 fi 93 ’ 96
o7 100 [l101 104 [105 1108
o i 114 =115 118 119 |
122 123 126 [127 |_ 130 [131 |
133 136 |[137 140 |[141 144
Joonis 18.

Jaab veel tutvuda maagilise ruudu konstrueerimisega juliul, kui
jargu jagamisel neljaga tekib jddk 2 (n=4k -} 2). Vaatleme sel-
leks koigepealt kiimnendat jarku ruutu.

Kui jagada ruut jélle neljaks vordseks osaks ning kanda sinna
arvud 1, 2, ..., 100 tapselt samuti nagu &4sja kéasitletud juhul,
siis ei osutu tulemus maagiliseks ruuduks. Toepoolest, jooniselt
20 nédeme, et ainult diagonaalidel kujuneb summa 7o = 505,
ridade ja veergude summasid tuleb aga veel sulgudes mérgitud
suuruste vorra «parandada». Nii néiteks puudub esimeses reas
maagilisest konstandist 90, teises reas on summa maagilisest kons-
tandist 70 vorra suurem jne. Otsekohe torkab nende paranduste
hulgas silma teatav siimmeetria ja pole raske leida sellist iiksikute
arvude vahetamise moodust, mille korral kéik summad muutu-
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1143|142 4] 5 139‘138 8] 9|135|134] 12
%132 14| 15 |129 ’128 18| 19 125’124 22, 23] 121
120 | 26 | 27 [117 [116] 30| s1]113]112] 34 35]109|
‘ 37 | 107 106’ 40 | 41103 |102] 44 45‘ 99| 98| 48
| 49 95| 94 | 52| 53| 91| 90 56‘ 57 87’ 86| 60
T84 | 02| 63 81| 30' 66 67‘ 77] 76J 70' 71| 73

72 74] 75 | 69 | 68| 78] 79| 65| 64| 82| 83| 61

85 59| 58| 88 | 80| 55| 54| 92| 93] 51 50| 96
‘ 97| a7 | 46 |100 |101 43| 42104 |105] 30 38108
36 |110 111 ] 33| 32|114]115] 20| 28| 118|119 25
o4 [122 ‘123 21, 290|126 |127] 17| 16]130 131’ 13
1133 | 11| 10 |136 [187) 7| 6140 141’ 3| 2]144

Joonis 19.

1 ‘ 99| 3| 97| 5| 6| 94| 8| 92| 10| 415 (4-90)
90 | 12| 88| 14| 86 | 85 17, 83 19‘ 81| 575 (—70)
21 ! 79 23[ 77‘ 25 || 26 74] 98| 72| 30| 455 (-1-50)
570 32| 68 | 34| 66 65} 37| 63| 39| 611 535 (—30)
a1 59| 43i 57| 45| 46| 54| 48| 52| 50| 495 (4-10)
51| 45—’ 53| 47] 55| 56| 44 | 58] 42| 00| 515 (—10)
40 | 62l 38] 64 36 35’ 67 | 33 69] 31| 475 (4-30)
71 29‘ 73 | 27| 751 76 24‘ 78| 22| 80| 555 (—50)
20 82i 18‘ 84‘ 16 | 15‘ 87 | 13] 80| 11! 435 (+-70)
91| of 93| 7] 95 96| 4| o8 2'100 595 (—90)

496 512 500 508 504 506 502 510 498 514

(++9) (=7} (-1-5) (=3) {4-1) (-=1) (-3) (5) (+7) (—9)

Joonis 20.
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vad vordseteks. Uks vbimalik korrigeerimise variant on naidatud
joonisel 21, kus poolpaksult triikitud arvud tuleb paarikaupa vahe-
tada samas reas paiknevate sobivate arvudega ja tavalises kirjas
triikkitud arvud samas veerus paiknevatega. Vahetuste tulemusel
saadav kiimnendat jirku maagiline ruut on niidatud joonisel 22.

| |93j 6| 5 |

16 |

| Je] |

|
|
30 75 21
SoEss
|

' | 66

25

86 ‘ ’

Joonis 21.

1}99’93 97 | 6 5(94 8|92 |10

90 12'88 14|16|85117

83 19|81

30‘79 23|77 75|26 74 28]78 21

70 | 32 |68 |34 |36 | 65137 ] 63| 30]61

51 |52 |48 |54 | 45 46|57 43 59]50

41 |49|53 47 | 55| 56 | 44 | 58 48|60

40 |62 38 | 64 | 66|35 |67 |33]69]31

71 |29j73[27|25\76|24|78|22 80

2 |82 |18 |84 |86]15] 87 13!89 11

91 9 3 7 195|196 4(98( 2100

Joonis 22,
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Analoogiliselt toimub ka nditeks neljateistkiimnendat jarku
maagilise ruudu konstrueerimine, mille maagiline konstant on
2114 =1379. Ruudu esialgse tiditmise tulemus sel juhul on niida-
tud joonisel 23 (ridade ja veergude juurde on kirjutatud noutavad
parandused), padrast vahetusi saadud maagiline ruut aga joonisel
24 (vahetatud arvud on triikitud poolpaksult).

‘Tuleb markida, et kirjeldatud vote ei sobi juhul n = 6, sest
siis pole voimalik leida sobivat arvude vahetamise moodust (soo-
vitame lugejail selles praktiliste kogemuste varal veenduda).
Selle juhu jaoks tuleb. seega kasutada mond teist konstrueerimis-
viisi, kasvoi nditeks seda, mis on kirjeldatud viites 2 esimesena
nimetatud raamatus (tulemus on niidatud joonisel 25).

1i195’ 3]193‘ 5
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{
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155| 41|157
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162
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Joonis 23.

Ei tule muidugi arvata, nagu jaguneksid maagiliste ruutud-
konstrueerimise spetsiaalsed meetodid ainult nendeks kolmeks
klassiks (n =2k -+ 1, n=4k ja n=4k-}-2). Teine tuntud jao-
tamisviis seisneb selles, et antakse eraldi meetodid algarvulise
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ning kordarvulise » juhuks. Viimane jaguneb sel juhul veel kaheks
alajuhuks vastavalt sellele, kas n = 2p, kus p on algarv, vdi aval-
dub arv n teistsuguste tegurite korrutisena.

11195(185(193| 5191 8| 7]188| 10{186| 12|184| 14

18‘2I 16180 18(178| 20| 22|175| 23|173| 25!171} 27169

42 167‘ 31165 33’163 161! 36160 | 38{158| 40 ({156 | 29

154| 44152 46|150| 48| 50 147| 51145 53| 143 55141

57| 139 59’137 61135133 64’132 66 130‘ 638|128 70

126 | 72124 74 122‘ 76| 78119 79(117| 81|115| 83|113

99100, 96 | 102 94{104 91| 92(107| 89|109| 87 1]1| 98

85 97|101 905|103 93105 106| 90i108 88 |110] 86| 112

84[114| 82|116] 80| 118|120

77[121 751231 73|125| 71

127 69129 67|131| 65| 63|134| 62|136| 60|138} 58| 140

56| 142 54144 52‘146 148 491149| 47 151| 45)153| 43

155 | 417157 | 39[159| 37| 35|162| 34 164’ 32|166| 30168

28 170 26‘]72‘ 24'174|11el 21‘177( 19]179| 17]181] 15

183 13 3| 1 187' 9%189 190| 6192 4‘194 2| 196

Joonis 24.

Vaatlemegi 16puks veel viimati nimetatud voimalust. On nimelt
iipris lihtne olemasolevate m-jdrku ja n-jadrku maagiliste ruutude
abil otsekohe kirjutada mn-jarku maagilist ruutu. Selleks tuleb
vaid antud m-jarku maagilises ruudus iga arv & (k=1, 2, ...
..., m?) asendada terve n-jarku iildistatud maagilise ruuduga, mis
saadakse antud maagilisest ruudust selle igale arvule konstandi
(k—1)n? lisamise teel. Néiteks joonisel 26 toodud kolmandat ja
joonisel 27 toodud neljandat jarku maagilistest ruutudest saame
nii (vottes m=3 ja n = 4) joonisel 28 kujutatud kaheteistkiim-
nendat jirku maagilise ruudu (maagilise konstandiga 37, = 870).
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31| 9 | 2] 2227 | 20

3|32] 7]21]23]25 P 1]14] 4115
sl1l6

35| 1 b 6 l26 19 | 24 s|11] 5|10
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4 l36 129 13]18 |11 13] 2 16| 3
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Joonis 25. Joonis 26. Joonis 27.
113126 116 127 1 14 4 |5 \ 81 94 84 95
|
120 123 117 122 .8 11 5 10 ¢+ 88 91 8 90

125 114.128 115 13 2 16 3| 93 8 9 83
124 119 121 118 12 7 9 6 92 87 89 86

33 46 36 47 65 78 68 79 97 110 100 111
40 43 37 42 72 75 69 74 104 107 101 106
45 34 48 35 77 66 80 67 109 98 112 99
44 39 41 38 76 71 73 70 108 103 105 102

43 62 52 63 129 142 132 143 17 30 20 31
56 59 53 58 136 139 133 138 24 27 21 26
61 50 64 51 141 130 144 131 29 18 32 19
60 55 57 54 140‘135 137 134 28 23 25 22

Joonis 28.

Taiesti analoogiliselt saab samadest ldhteruutudest ka veel
teise kaheteistkiimnendat jarku maagilise ruudu (kui votta m = 4
ja n=23), kuid selle jitame juba lugejale teha.

7 Matemaatika ja kaasaeg XVII 9"'



ARVUTEOORIA POHITEOREEM

T. Roosinupp

Juba hulk sajandeid on matemaatikud piiiid-
nud lahendada moningaid {iliraskeid arvuteoree-
tilisi probleeme, kuid paraku tagajarjetult. Kaes-
olevas uurimuses- lahendame paar olulisemat
nendest probleemidest ja nditame i{ihtlasi voi-
maluse koigi iilejddnute lahendamiseks. Kbdige-
pealt toestame selleks ihe fundamentaalse teo-
reemi, mida tema suure teadusliku ja praktilise
tdhtsuse tottu voib Gigusega nimetada arvuteoo-
ria pdhiteoreemiks (v0i veelgi tdpsemalt —
Roosinupu teoreemiks).

Teoreem, Koik naturaalarvud on vérdsed
arvuga 1.

k__
Toestus. On teada, ethlim Vk=1
Vastavalt piirvddrtuse definitsioonile (vt. naiit.
G. Kangro. Matemaatiline analiiiis I, lk. 58)
tdhendab see seda, et iga positiivse reaalarvu ¢
korral leidub selline naturaalarv N, et kui vaid
k> N, siis

k__
[VE—1]<e
See vorratus on aga samavéirne vorratustega

k__
l—e<< VE<]l+|e

Kasutades astmefunktsiooni monotoonsust (vt. G. Kangro. Op. cit, lk. 138),
saame nendele vorratustele kuju

(=gt k(142"
Tuletatud vorratused kehtivad iga £>>0 korral. Kui niiiid arvestada, et astme-
funktsiooni pidevuse tottu eksisteerivad piirvaartused

lim(l —g)k=1 ja lim (1 +¢&)kt=1,
>0 >0

siis piirvddrtuse monotoonsuse omaduse pohjal jéreldub viimastest vorratustest
1<k<],

kui vaid 2> N. Et aga naturaalarvude jada on ilmselt mittekahanev ja 1=1,
siis osutub, et ka iga naturaalarvu s < N korral ammugi s=1. Sellega on
teoreem toestatud.
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Teeme niitid moned jareldused.

Yareldus 1. KGik positiivsed ratsionaalarvud on vérdsed 1-ga ja koik nega-
tiivsed ratsionaalarvud (—I)-ga.
Toepoolest, iga positiivset ratsionaalarvu r voib vaadelda kui natu-

raalarvude jagatist, s. t. r= ;;l Et aga teoreemi pohjal m=1 ja n=1, siis

on meie viide positiivsete ratsionaalrvude korral ilmne. Tépselt samuti kulgeb
toestus ka negatiivsete ratsionaalarvude korral.

Jiareldus. 2. Koik positiivsed reaalarvud on vdrdsed 1-ga ja. kdik negatiiv-
sed reaalarvud (—1)-ga.

Toestus, Et ratsionaalarvude hulk on ‘reaalarvude hulgas koikjal tihe
(vt. ndit. G. Kangro. Matemaatiline analiiiis II, k. 403), siis voib iga reaal-
arvu vaadelda kui ratsionaalarvude mingi jada piirvaartust, Nditeks vastavalt
reaalarvule @ > 0 leidub ratsionaalarvude jada {ra} 'nii, et limr, =a. Et aga

N>
jirelduse 1 pohjal rn =1, siis on ka a=1. Negatiivsete reaalarvude korral
on toestus tapselt samasugune,
Lihtne on veenduda jargmiste jarelduste digsuses:

Jireldus 3. KGoik naturaalarvud on algarvud.
Jareldus 4. Pole olemas kaksikuid algarve.

Nende jdreldustega pole meie teoreemi rakendusvéimalused muidugi ammen-
datud. Ulejddnud jareldused jatame aga lugeja formuleerida ja tdestada.

ARITMEETIKAULESANDEID

1. Neljakohalise arvu ABCD numbreid permuteerides saame: neli alg-
arvu; seitse kahe algarvu korrutist; ithe algarvu ruudu; kaheksa arvu, mis
jaguvad 2-ga (kuid mitte 4-ga); kaks arvu, mis jaguvad 4-ga (kuid mitte
8-ga); tthe arvu, mis jagub 8-ga (kuid mitte 16-ga) ja ihe arvu, mis jagub
16-ga. Millised on need arvud?

2. Arvude ABC ja DEDF aritmeetiline keskmine on DFIA, geomeetriline
keskmine DBAC ning harmooniline keskmine DBBC. Leida need arvud.

3.- Taastada jargnev korrutamistehe, kui on teada, et paarituteks numbri-
teks ei osutu ainult A, B ja C (mis sealjuures ei tarvitse olla erinevad):



MORITZ CANTOR — MATEMAATIKA AJALOO SUURKUJU !

J. Depman

Moritz. Cantor, kelle surmast kdesoleval aastal moddus 50
aastat, on 19. sajandi suurimaid matemaatika ajaloolasi
ning iiks vaheseid uurijaid, kes kogu oma energia viga pika elu
jooksul on andnud matemaatika ajaloole. Matemaatika ajaloo alal
on todtanud moningad vigagi silmapaistvad Opetlased (Hankel,
Chasles jt.), kuid nad ei vaadanud matemaatika ajaloole kui oma
pohilisele erialale. Moritz Cantor, samuti nagu Venemaal Viktor
Viktorovits Bobonin (1849—1919), nédgi just matemaatika ajaloos
oma tegevuse pohiala ning jéttis seal endale igavese maélestus-
mirgi neljakoitelise kapitaalse 166 «Vorlesungen fiber Geschichte
der Mathematik» (Loengud matemaatika ajaloost) ning arvukate
monograafiate ja artiklite kujul, millest tdhtsamaid mainime all-
pool.

Moritz Cantori elulugu pole keeruline. Ta siindis Mannheimis
23. augustil 1829, suri 91. eluaastal Heidelbergis 9. aprillil 1920,
olles sealse iilikooli korraliseks honorarprofessoriks (mittekoossei-
suliseks).

Cantor oli Gaussi ja Dirichlet’ 6pilane Gottingeni iilikoolis ning
Steineri ja Sterni opilane Berliini iilikoolis. Astunud 1848. a. Got-
tingeni iilikooli, kuulas Cantor 1850/51. aasta talvesemestril Gaussi
kursust vahimruutude meetodist ning sai 1851. a. siigisel teadus-
liku kraadi viitekirja «Viahekasutatavatest koordinaatsiisteemidest»
eest. Ta jiatkas opinguid Berliinis ning omandas loengute pida-
mise oigusc 1853. a. Heidelbergis, kus asus lugema kursust «Ele-
mentaarmatemaatika alused». Saanud innustust Sternilt, Chas-
les’ilt ja Bertrandilt (viimase kahega tutvus Cantor ldhemalt Pa-
riisis), aga ka filosoof Eduard Rothilt, kirjutas Cantor: «Ma mai-
nin teatava uhkustundega, et E. Rothi ohutus oli vdga oluline
minu suunamisel matemaatika ajaloo alastele uurimustele.»

Juba 1860. a. suvesemestril luges Cantor Heidelbergi iilikoolis
matemaatika ajaloo kursust. Tema ettekanded saksa loodusuuri-
jate kongressidel (Bonnis ja Karlsruhes) ning tema astumine aja-
kirja «Zeitschrift fiir Mathematik und Physik» toimetusse 1859.
aastal laicndasid tema tegevusvilja. Cantori iitha siigavamale ja

U Artikli on venekeclsest kisikirjast tolkinud E. Tamme.
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sitigavamale tungivad uurimused matemaatika ajaloo alal viisid
tema esimese suurema tooni «Mathematische Beitrage zum Kultur-
leben der Volkers (Matemaatilised panused rahvaste kultuuri),
mis andis autorile 1863. a. professori kutse. Selle t66 kirjutamise
ajast kuni 1903. aastani kestab teaduslik kirjavahetus Cantori
ja tema erialakaaslase Maximilian Curtze (1837—1903) vahel,
kes avastas euroopa matemaatika ajaloole Nicole Oresme’i
(13207—1382). Rahulikus ja loovas voistluses ehitasid kaks sopra
matemaatika ajaloo hoone, millele oli alusmiiiiri rajanud ja ildi-
sed kontuurid kujundanud juba Montucla 2, kuid mis vajas taien-
davat kriitiliselt kontrollitud ehitusmaterjali.

Seoses tootamisega nimetatud ajakirja toimetuses tegi Cantor
tohutut retsenseerimistodd. Vaga elava oppetdd korval hakkas
kiiresti kasvama tema t66de arv matemaatika ajaloo alal. Cantori
loetud kursuste nimekiri nditab tema uurimuste ja materjalide
kogumise esialgset plaani matemaatika monumentaalse ajaloo
jaoks ning koik see koos iseloomustab tagasihoidlikku, kindlale
eesmdirgile suunatud uurija elu.

1875. aastal ilmunud Cantori raamat rooma maamootjatest
(Die romische Agrimensoren) tdidab haigutavat kuristikku antiik-
ja euroopa matemaatika vahel, mida koik selle ajani tajusid, ning
vbimaldab visandada matemaatika arengu iildised kontuurid
Euroopas, nagu viljendas iiks varasemaid ja tGsisemaid Cantori
opilasi Siegmund Giinther (1848-—1923).

Samast, 1875. aastast algab Cantori kaastoo saksa biograafi-
lisele sonastikule «Allgemeine deutsche Biographien», kuhu ta kir-
jutab sadade matemaatikute biograafiad, milles pole edasi antud
mitte ainult faktid, vaid on miaratud ka vaadeldavate opetlaste
koht matemaatika arengus.

Matemaatika ajaloo peatiikid, mis Cantor arendas iseseisvateks
toddeks, nditavad uurija kasvu ja tema kolmesemestrilise iilikooli-
kursuse sisu rikkust.

1880. aastal ilmus esimenec kdide tema loengutest «Vorlesungen
iiber Geschichte der Mathematik» — 945 suurcformaadilist lehe-
kiilge tihedat teksti.

Cantori [dhim sober ja kaaslane teaduse alal M. Curtze margib
omal\asupuudmatu siirusega esimese koite suurt sisulist rikkust,
kunstilist vormi ja loomulikku terviklikkust. See koide haarab
antiikmaailma, kloostriopetlased, keskaja ja idamaade matemaa-
tika. «Ainult selline meister nagu Cantor, algallikate téieliku valda-
misega, visimatu téokuse ja kogumiskirega vois 1opule viia selle
t60», véidab proi. P. Stickel (1862—1919), gcomectria aluste alli-
kate suur asjatundja ja koguja. Cantori stiili meisterlikkusest, mida
korduvalt on rohutanud kriitikud, voimaldavad saada ettekujutust

2 Vi J. Depman. Montucla — matemaatika ajaloo pioneer. — Mate-
maatika ja kaasacg, XII, k. 108—115.
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tema t66 peatiikid renessansi matemaatikutest-kunstnikest, logarit-
mide avastamisest, jagamatuse meetodi tekkimisest, vendadest
Bernoullidest, Euleri ajastust jm. Need peatiikid on nagu kunsti-
lised etiiiidid suure pildi jaoks.

1892. aastal ilmus «Loengute» 11 koéide (955 1k.), mis holmab
aastad 1200—1668, 1898. aastal 111 koide (931 1k.), mis viib mate-
maatika ajaloo kuni 1758. aastani. Kuni selle aastani kirjutas
matemaatika ajaloo Cantor iiksi. Varsti ilmusid nende koidete
kordusviljaanded.

Cantoril oli kirjavahetus koigi rahvaste teadlastega, kes toota-
sid matemaatika ajaloo alal. Eriti elav oli tema teaduslik kirja-
vahetus Pariisis elava Paul Tanneryga (1843—1904), Diophan-
tose, Fermat’ ja Descartes’i vidljaandjaga, suurima prantsuse spet-
sialistiga matemaatika ajaloo alal. Tannery lesk andis mehe
parandist vilja teaduslikke memuaare (Mémoires scientifiques),
mille VI koites on talletatud see huvitav kirjavahetus.

Cantori t66 rahvusvahelist tunnustust demonstreeriti rahvus-
vahelistel matemaatikute kongressidel Pariisis (1900), Heidelber-
gis (1904), Roomas (1908). Cantori 70. siinnipdeva puhul iihinesid
paljude rahvaste 32 uurijat, et teha matemaatika ajaloo uurijate
auvadrsele patriarhile iildtunnustatud kink — teaduslike artiklite
kogumik. Samal ajal onnestus ellu kutsuda veelgi olulisem liit:
tiheksaliikmeline autorite — juubilari sdprade kollektiiv (S. Giint-
her, V. Bobonin, A. Braunmiihl, F. Cajori, E. Netto, G. Loria,
V. Kommecrell, G. Vivati, C. R. Wallner) asus jidtkama juubilari
pohitéod, et viia see kuni 1799. aastani, Gaussi doktorit6d ilmu-
miseni. Nii ilmus 1907. a. «Loengute» neljas koide (1119 1k.),
milles vaid vdike osa périneb otseselt Cantori sulest. Sellega oli
tommatud joon alla Cantori iilemaailmset tunnustust leidnud elu-
toole. Nii nagu enne Cantorit ei saanud kirjutada midagi mate-
maatika ajaloost ilma Montucla raamatusse vaatamata, nii ei saa
pdrast Cantorit midagi sellel alal kirjutada ilma Cantori raama-
tuid kasutamata.

Cantori loengutes on ka faktilisi ebatdpsusi ja pohimatteliselt
vastuvotmatuid ldhenemisi. Teine sama visimatu matemaatika
ajaloo materjalide koguja Gustav Enestrom (1852—1923) Upsalas
on oma ajakirjas «Bibliotheka Mathematica», mida hiljem andis
vilja Leipzigis, mérkinud suure hulga selliseid ebatdpsusi. Mate-
maatika ajaloost huvitatud on tédnutundega kandnud need méirku-
sed Cantori raamatute isiklikku eksemplari. Kuid koik see ei
vdhenda Cantori monumentaalse t66 tohutut tdhtsust. Enestrémi
enamasti 6iged markused on ellu kutsunud ka dgedaid ja koneosa-
vaid Cantori apologeete, nagu preester-jesuiit H. Bosmans (1852—
1928) Belgias voi G. Loria Itaalias, kellele matemaatika volgneb
peale suure-hulga matemaatika ajaloo alaste etiiiidide ka Fagnano
ja Torricelli tdode valjaandmise.
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Cantori ustavateks teekaaslasteks uurimiste teel olid taanlane
H. G. Zeuthen, prantslane Pierre Duhem, itaallane A. Favaro.
‘Cantor oli Peterburi, Torino, Viini ja Heidelbergi teaduste akadee-
miate korrespondentliige.

Cantori kaheksakiimnendaks siinnipdevaks kingiti talle teine
t60de kogumik tema o&pilastelt ja austajatelt, keda leidus kdikjal
maailmas. ,

Umbes 60 aastat vidltas Cantori pedagoogiline tegevus. Tema
viimaseks t06ks oli Feuerbachi biograafia, pirast seda on ta aval-
danud veel kirjutisi oma séprade — Boncompagni, Curtze, Schloe-
milchi ja Gerhardti malestuseks.

Kuigi Cantorile olid voorad kommertshuvid ning elule vaatas
ta naiivse idealisti silmadega, ei puudunud tal siiski huvi reaalse
elu vastu. Korvuti matemaatika ajalooga, mis on kaugel igasugu-
sest praktikast, luges ta igapievase elu matemaatika kursust.
Kaheksakiimnendatel eluaastate! asutas ta koos mottekaaslastest
professoritega, kelle hulgas olid Oncken, Wundt, Zeller, Bluntschi,
ajaloolis-filoscofilise iihingu ja pidas seal populaarseid loenguid.
«See on matemaatika ajaloo suurepdrane tundja», iitles tema kohta
Kuno Fischer. «Leidlik ja julge moistus, mis koos eaga omandas
tasakaalukuse, tdpne ja range, onnistatud koigi kirjanikutalenti-
dega», lisab Paul Tannery.

Hinnangu Cantori «Matemaatika ajaloo» kohta annab Paul
Tannery «Prantsuse Suures Entsiiklopeedias» sonadega: «Ta
{Cantor] oli selles juhiks koolkonnale, keda jdljendatakse kaua;
kui ka moéned tema arvamused voivad pohjustada vastuvditeid,
annab neile Cantori nimi siiski erakordse kaalu.»

M. Cantori t66de bibliograafia, mis sisaldab ligi 1000 nimetust,
andis M. Curtze Cantori 70. siinnipdevale plihendatud kogumikus.
Seda nimekirja tdiendas hilisemate t66dega Cantori opilane ja
jarglane kateedris Karl Bopp (1877—1934). Peale juba mainitud
Cantori raamatute mérgime veel tema t6id «Loengud elementaar-
matemaatika alustest> (Heidelberg, 1855), «Juhuse seadustest»
(Berlin, 1877), «Poliitilise aritmeetika kisiraamat» (Leipzig,
1898).

Uldise hinnangu Moritz Cantori té0dele annab Saksa biograa-
filine aastaraamat 1917—1920 (Deutsches Biographisches Jahr-
buch, herausgegeben vom Verbande der deutschen Akademien,
1928).
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ERHARD SCHMIDT — TARTU ULIKOOLI KASVANDIK

U. Lumiste

Detsembris 1969 mooédus kiimme aastat kdesoleva sajandi iihe
silmapaistva matemaatiku Erhard Schmidti (13. 1 1876—6. XII
1959) surmast. Oma esimeste, D. Hilberti mojul kirjutatud té66dega
sai E. Schmidt kaasaja funktsionaalanaliiiisi {iheks rajajaks. Voib
leida mitmeid viiteid, milles tunnustavalt mérgitakse tema teeneid
sellel alal. N. Bourbaki niiteks kirjutab!: «Hilberti tuntud t66d
integraalvorranditest andsid Erhard Schmidtile voimaluse téie-
likus analoogias Eukleidese geomeetriaga defineerida ja uurida
geomeetriliselt Hilberti ruumi. ... Frechet’ ja F. Rieszi vaated
iildisele topoloogiale mojutasid E. Schmidti ja Frechet’'d ennast
1907.—1908. a. julgelt viima «Hilberti ruumi» (reaalsesse voi
kompleksesse) eukleidilise geomeetria keelt. ...Schmidt toestab
ortogonaalprojektsiooni olemasolu kinnisele lineaarsele muutkon-
nale, mis loob véimaluse anda Hilberti lineaarsiisteemide teooriale
lihtsama jaiildisema kuju». K. Maurini iilevaatest loeme?: «Tohutut
moju lineaarvdrrandite teooria edasisele arengule avaldasid Erhard
Schmidti t66d ja tema vditekiri 1905. a., mis avaldati 1907. a.
ajakirja «Mathematische Annalen» 43. koites. Nendele téddele on
iseloomulik vahendite lihtsus — Schmidti ortogonaliseerimine,
Besseli vorratus — ja klassikaline ilu.» E. Schmidti avaldatud
to0de nimestik ei ole pikk. See sisaldab 36 artiklit ja 12 lithimér-
get. Kuid enamik teaduslikest artiklitest on jdtnud siigava jalje
vastava ala arengusse. Funktsionaalanaliiiisile pithendatud té6de
korval on piisiva vdartusega ka E. Schmidti hilisemad uurimused
isoperimeetrilise probleemi alal (eriti n-mootmelistes konstantse
koverusega ruumides), mis on avaldatud aastatel 1939—1949.
Viljakas oli ka tema pedagoogiline t66 Breslau (praegu Wroclawi)
ja Berliini iilikoolides (vastavalt a-st 1911 ja 1917), kus E. Schmid-
ti silmapaistvamateks opilasteks olid Heinz Hopf, Johann von
Neumann, Hans Freudenthal jt. Tema kauaaegne assistent Hans
Rohrbach meenutab 3: «Alles hoopis hiljem maéirkasime me, kui

! H Byp6axku Ouepkn no ucropuu Matemaruku. M., 1963, crp. 142, 224.

2 K. Mopeu Mertoan ruabbeprosa npocrpancrea. M., 1965, crp. 530.

3 Ansprachen anldsslich der Feier des 75. Geburtstages von Erhard Schmidt
durch seine [Fachgenossen (13. T 1951), lk. 29 (Berliini Tehnikaiilikooli Mate-
maatikainstituudi eeltriikis, 1951). Selle viljaande lahke saatmise eest on kies-
oleva kirjutise autor siiralt tdnulik Kurt R. Biermannile.
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Erhard Schmidt
18. 1 1876 — 6. XII 1959



Erhard Schmidt Tartu iilikooli iilibpilasena
(ENSV RAKA, . 402, nim. 1, sii. 29768, . 7)



palju ulatub sellest, mis on eriliselt elegantses esituses {ildtuntud,
tagasi Erhard Schmidtini.»

E. Schmidti teaduslikud ja pedagoogilised teened ei jddnud
juba tema eluajal vajaliku tdhelepanuta *. Peatselt pdrast Berliini
tulekut valiti ta a. 1918 Preisi Teaduste Akadeemia liikmeks, hiljem
1942 — Bayeri Teaduste Akadeemia korrespondentliikmeks. Kahel
korral (1927/28 ja 1935/36) oli ta valitud Saksa Matemaatikascltsi
esimeheks, iihel korral — 1929/30 Berliini {ilikooli rektoriks. Saksa
Demokraatlik Vabariik hindas 1949. a. tema tecneid I klassi rah-
vusliku preemiaga. Ta valiti 1951, a. Saksa Matemaatikaseltsi
auliikmeks, 1955. a. andis Tiibingeni iilikool talle audoktori kraadi.
Prantsuse Teaduste Akadeemia valis ta 1956. a. oma korrespon-
dentliikmeks.

Erhard Schmidt on siindinud ja kasvanud Tartus, kus méodu-
sid ka tema kooliaastad. Siin 16petas ta iilikooli. Tema isa Alek-
sander Schmidt (1831—1894) polvnes polisest Saare- ja Muhu-
maal tegutsenud balti-saksa vaimulike suguvdsast. Siindinud
Muhu saare pastori, hilisema Saaremaa superintendendi pojana,
iopetas Aleksander Schmidt Tartu {ilikooli arstiteaduskonna ja
kaitses siin 1858. a. meditsiinidoktori kraadi. Alates 1862. aastast
kuni surmani tegutses A. Schmidt Tartu iilikooli Oppejouna,
1869—1894 fiisioloogiaprofessorina. Suure tunnustuse saavutas ta
oma teedrajavate uurimustega hematoloogias, eriti vere hiiiibi-
misprotsesside alal® Viis aastat (1885-—1890) oli A. Schmidt
Tartu iilikooli rektor. Tema ja tema abikaasa Ida Schmidti
(neiuna Fick) perekonnas siindiski 13. jaanuaril 1876 poeg, kel-
lele pandi nimeks Osvald Johannes Erhard.

Koolihariduse sai E. Schmidt Tartus. Kolm aastat oppis ta
siinses Kollmani eragiimnaasiumis ning oli seejédrel ithe aasta
Riia Linnagiimnaasiumi 10puklassis, mille 16petas silmapaistva
eduga 1892. aastal. Kiipsustunnistusel oli kdigis ainetes, vilja
arvatud vene keel, hindeks «viga hea».t

Jargmise aasta siigisel 1893 astus nooruk Tartu iilikooli
matemaatikat oppima. Aastase viivituse pdhjustas halb tervis.
Ka iilikooli esimese semestri opinguid segas nirvihaigus. Kuigi
noor iiliopilane kuulas innukalt analiliitilise geomeetria ja dife-
rentsiaalarvutuse loenguid prof. K. Lahtini juures ning elemen-
taarmatemaatikat dots. Th. Molieni juures, halvenes tema tervis
semestri 16puks sedavord, et oldi sunnitud péorduma Peterburi
eriarsti poole, kes diagnoosis haiguseks neéurasteenia ja keelas

4 Hans Rohrbach Erhard Schmidt. Ein Lebensbild, Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1968, 69, 209—224,

5 Biographisches Lexikon hervorragender Artzte. 2. Aufl. Berlin-Wien,
1934, B. 5, S. 99—100; DoJbiian CoBeTckas 2DuuHkAomegnsi. 2-e H3g., T. 48,
crp. 123. -

® ENSV RAKA, fond 402, nim, 1, sii. 29768.
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seisukorra paranemiseni igasuguse vaimse t06. Parast monekuusl
puhkust vois jdlle moelda loengutel kdimisele. Lisaks K. Lahtini
kursuse teise poole kuulamisele vottis E. Schmidt niiid osa ka
A. Kneseri determinantide teooria ja korgema algebra elementide
loengutest, P. Grave potenisiaaliteooria- ja Tammanni keemia-
loengutest. Tervisehiiretele lisandus raske kaotus — 22. aprillil
1894. a. suri isa. Perekond sattus majanduslikesse raskustessc,
neile jai ainult vdike maja ja emale méératud pension, millest
ei jatkunud nelja lapse koolitamiseks. Kuigi E. Schmidt kohaliku
professori pojana oli vabastatud loengumaksust, tuli tal 1894. a.
augustis paluda ka teda arvestada stipendiumide jagamisel.
Opingute jatkamist takistas aga tervise jarsk halvenemine. Arsti
noudel tuli veel ithe aasta jooksul tdielikult puhata igasugusest
vaimsest t60st. Alles 1895, a. septembris vois uuesti moelda loen-
gutele ja raamatutele. Kuid ka seekordne tédperiood oli lithike —
aeg novembrist mairtsini mo66dus haigevoodis, algul pleuriidiga,
seejdrel sarlakiga. Nii suutiski E. Schmidt oma esimesed iilikool;-
eksamid anda alles 1896. a. septembris komisjonieksamitena: ele-
mentaarmatemaatikas Bervi, Molieni ja Kneseri ees, sissejuha-
tuses analiilisi nende ja Aleksejevi ees, analiiiitilises geomeetrias
Aleksejevile. Lisaks veel fiilisika iildkursus Sadovskile ning anor-
gaaniline keemia Tammanile, Levinson-Lessingile ja Lembergile.
Koikides ainetes oli hindeks «vdga hea». Siitpeale ldhevad &pin-
gud vaheaegadeta ja suure eduga. Jiargnesid sellised matemaatika
kursused nagu korgem algebra Kneserile ja Aleksejevile, dife-
rentsiaal- ja integraalarvutus Aleksejevile ja Pokrovskile, dife-
rentsiaalvorrandid ja variatsioonarvutus, analiiiitiline mehhaanika,
selle tdiendavad peatitkid — koik Kneserile, korgem geomeetria
Aleksejevile, diferentsarvutus Gravele. Peale selle korvalained —
astronoomia, fiifisika, isegi meteoroloogia. Jélle olid koik hinded
«vdga head». Semestritéd astmeridadest kirjutas E. Schmidt
1899. a. esimesel semestril Kneseri juhendamisel, iilikooli 1opetas
ta aga mais kandidaadito6ga «Graviteeriva keha potentsiaali
teistest tuletistest sisepunktides», mille eest talle 1900. a. mais
omistati selleaegne fiiiisika-matemaatikakandidaadi diplom. Vii-
mane to0 oli kirjutatud mitte enam Tartus, vaid Berliinis, kuhu
E. Schmidt oli siirdunud juba augustis 1899. a. Sealt kirjutas ta
teaduskonnale novembris ja palus pikendada kandidaaditoo esita-
mise tdhtaega, mérkides pohjuseks, et pérast pikaajalist tood
ihe teema kallal oli ta sunnitud valima teise teema. Oma opin-
guid Berliini iilikoolis ei katkestanud E. Schmidt ka diplomi vastu-
v6tnlliseks Tartus, see anti allkirja vastu 1901. a. jaanuaris tema
emale.

_ Ulikooli 16petamiseks Tartus ldks E. Schmidtil tervisehairete
tottu seega 7 aastat. Koige sligavamat moju avaldas talle siin
kahtlemata A. Kneser, kes oli silmapaistvaim sellal Tartus todta-
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vaist matemaatikaprofessoreist, seejuures ainus sakslane. Temagi
Jahkus 1900. aastal. Tartusse jdid vaevalt keskparased matemaa-
tikud Aleksejev ja Grave. On loomulik, et E. Schmidtil ei olnud
siin mingeid viljavaateid ning tema siirdumine Saksamaale on
tdiesti ootuspirane. Pirast opinguid Berliinis tdiendas ta end
veel Gottingenis, kus talle viga suurt moju avaldas selle aja juh-
tivamaid matemaatikuid D. Hilbert. Viimase juures kaitses
E. Schmidt 1905. a. oma doktoriviitekirja «Suvaliste funktsioo-
nide arendamine etteantud siisteemide jargi» (Entwicklung will-
kiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebenen), millega
sai iihel hoobil iilemaailmselt tunnustatud matemaatikuks. Jarg-
nes kutse Bonni iilikoolilt, kus E. Schmidt habiliteerus 1906. a.
Study juures. Kahe aasta pérast oli ta juba korraline matemaatika-
professor, esialgu Ziirichi, seejirel 1910-st aastast Erlangeni iili-
koolis. Pikemalt (1911—1917) tootas E. Schmidt Breslau (praegu
Wroctaw) f{ilikoolis. Sellest ajast meenutas E. Schmidt oma
75. siinnipdeva tdhistamisel vastuses H. Kneseri tervitusele jirg-
mist3: «See oli aastal 1911. Ma olin just Breslausse kutsutud
ja mind tervitas sealse kombe kohaselt rektor pidulikul Noukogu
istungil. Rektoriks oli Teie isa? ja ta iitles tookord: «Kui me
tdna silmast silma seisame, motlen ma iihele hetkele 23 aastat
tagasi. Siis tervitas mind kui Tartu iilikooli vastnimetatud pro-
fessorit pidulikul Noukogu istungil rektor — ja see oli Teie isa».
Nii on meie perekonnad seisnud juba kolm korda vastastikku
tervitussonu deldes, voib-olla tuleb Teie poja abiga ka veel neljas
kord.»

E. Schmidti isiklikku elu Breslaus tumestasid kurvad siind-
mused. Veel Ziirichis olles 1909. a. abiellus ta Tartust pirit Berta
Bergmanniga, Tartu iilikooli kasvandiku ja tunnustatud kirurgia-
professori Ernst Bergmanni tiitrega. Vanim poeg Aleksander-
Ernst siindis Erlangenis, Breslaus siindinud teine poeg Erhard
suri mone kuu parast. Kolmanda poja Karl-Ernsti siindimisel
suri ema. Majapidamise ja poegade kasvatamise vottis {ile seni
kasvatajannana té6tanud Martha Ehrlich, kes jai E. Schmidti
hoolitsevaks majapidajaks kuni viimase surmani.

1917. aastal sai E. Schmidt austava kutse Berliini iilikoolilt
asuda matemaatikaprofessorina H. A. Schwarzi kohale, mis oli
vabanenud viimase pensionile siirdumisega. Schmidt ise meenutas
hiljem 3: «Kui ma Berliini iilikooli esimesest teaduskonna istun-
gist osa votsin, jittis {ilimalt tdhtsate peade imposantne ring
mulle unustamatu mulje ja mul tekkis kohe tunne: selle ringi
traditsiooni astumisega oled sa saavutanud oma elu krooni.» Tema
teaduslike publikatsioonide arv ei olnud siis kuigi suur, kuid need
olid ko6ik esmajidrgulise tdhtsusega 166d. Seoses sellega meenutab

7 Tartus siindinud Hellmuth Kneser on Adolf Kneseri teine poeg.
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H. Rohrbach jargmist seika. Edmund Landau, kes oli sellal kaht-
lemata iiks tunnustatumaid saksa matemaatikuid ja meeletult palju
publitseeris, poles samal ajal soovist, et teda kutsutaks Berliini.
E. Schmidt oli tiks nendest, kes tegi talle selle soovi taitumise
voimatuks. Hilbert, kes teadis seda Landau viikest norkust, kasu-
tas meelsasti Schmidti uut ilmunud t66d, hoides seda Géttingeni
Matemaatikaseltsi istungil kui punast rdtti Landau ees.

Berliini jdi E. Schmidt kuni elu 16puni, olles sealt eemal ainult
soja tottu aastail 1944—1946. Berliini ilikooli tegevuse taaselus-
tamisel tuli E. Schmidt 1946. a. siigisel 6opimeduses iile Inglise
ja Noukogude okupatsioonitsoonide piiri. Ulikooli juurde juba
koondunud matemaatikud votsid ta suure roomuga vastu, ta sai
kohe nende vaimseks juhiks. Nelja aasta parast (1950) loobus
E. Schmidt korge ea tottu oOppetodst iilikoolis, kuid j&i edasi
Saksa DV Teaduste Akadeemia Matemaatikainstituudi direktoriks.
Teda nimetati «Berliini matemaatikute Nestoriks». Vairikalt tihis-
tati 1951. aastal tema 75. siinnipdeva. Ajakiri «Mathematische
Nachrichlen», mille {iheks asutajaks ta on, piithendas talle omia
4. koite. See sisaldab 45 sobra, kolleegi ja opilase artiklid 21 maalt.
Saksa Matemaatikaselts valis ta oma auliikmeks. Toimus pidulik
istung rohkete tervituste ja onnitlustega?® 80. siinnipdeva puhul
1956. aastal ilmus R. Nevanlinna artikkel 8, milles on antud esi-
mene sisukas iilevaade E. Schmidti loomingust.

Erhard Schmidt suri Berliinis 6. detsembril 1959. a. Talle on
plihendatud mitmed jéarelhiiiided °. ’

Ammendavat hinnangut E. Schmidti loomingule on vara anda,
sedavord on sec veel virske. Piisiva koha matemaatika ajaloos
on leidnud tema t66d lineaarvorranditest Hilberti ruumis (lineaar-
setest integraalvorranditest, 1opmata paljude tundmatutega
lineaarvorrandisiisteemidest jms.). Nende tédhtsusest annavad
tunnistust kasvoi juba kdesoleva artikli alguses toodud tsitaadid.
Viahem tuntud on lema paar t66d arvuteooriast. Lisaks neile
kuulub E. Schmidtile artikleid, kus antakse ménede fundamen-
taalsete moistete ja lausete metoodiliselt hiilgavad kisitlused, mis
on hiljem leidnud tee mitmetesse opikutesse ja monograafiatesse.
Nii kasitleb ta kaarepikkuse ja ruumala moistet, arendab potent-
siaaliteooriat, méddrab koigi selliste ruumiliste koverate seas, mis

8 R. Nevanlinna, Erhard Schmidt zu seinem 80. Geburtstag. Math,
Nachr., 1956, 15, 3—6.

® G. Julia, Notice necrologique sur Erhard Schmidt. C. r. Acad. Paris,
1959, 249, 2676—2677.

G. Dunken. Erhard Schmidt (Nekrolog). Das Hochschulwesen, 1960,
Nr. 2, 9495,

K. Schréder. Erhard Schmidt (1876—1959). Math. Nachrichten, 1963,
25, Nr. I, 1-3.
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lihendavad kaht antud punkti ja mille koverus rahuldab ette-
antud kitsendusi, niisugused koverad, mille pikkus on ekstre-
maalne.

Omaette tsiikli moodustavad tema viimased t66d isoperimeet-
rilise probleemi alal koverpindadel ja konstantse kdverusega ruu-
mides. Esimese t60 selle probleemi alalt avaldas E. Schmidt
1939. aastal. Ta toestab siin suure elegantsiga jargmise lause:
«Kui r on sellise sfidri raadius n-mootmelises eukleidilises ruu-
mis, millel on sama pindala, mis etteantud kehal K, ja r’ on sel-
lise kera raadius, millel on kehaga K sama ruumala, siis on
r" << r, kusjuures vordus kehtib ainult siis, kui K on kera.» Jirg-
misel aastal ilmuvad kaks t66d, milles antakse analoegiline lause
n-modtmelise hiiperboolse ruumi puhul ja sama iilesande osaline
lahendus n-modotmelise elliptilise ruumi jaoks. Edasi jdrgneb
1942 a. artikkel {ildisema probleemiseadega. Vaadeldakse ruut-
vormiga

ds? = du® + g(u)?dv?

antud Riemanni meetrikat (u, v)-tasandil. Kui o(¢) ja z(¢) on
etteantud positiivsed kaks korda diferentseeruvad funktsioonid,
C — lihtne kinnine kéver ja T — selle kovera poolt piiratud piir-
kond, siis ndutakse etteantud véirtuse L= [ o(u)ds korral leida

C
kover selliselt, et /= [ tv(u)g(u)dudv oleks maksimaalne. Eriju-

T

hul, kui o(u) = 7(#) =1 ning tegemist on seega klassikalise
isoperimeetrilise iilesande analoogiga poordpinna meetrikat kand-
val tasandil, uuris seda iilesannet aastatel 1843—1883 Tartu
ilikoolis matemaatikaprofessorina tegutsenud Ferdinand Minding,
kes piithendas sellele nii oma esimese (1830) kui ka viimase
{1879) publikatsiooni. Minding ei saanud selle raske iilesande
lahendamisel veel 16plikke tulemusi ning oma viimase, Tartus kir-
jutatud artikli 16pus pdrandab ta probleemi tulevikule. Jirgmiseks
selle filesande uurijaks oli 63 aasta pidrast Tartust pdrit mate-
maatik E. Schmidt, kes oma t66s korduvalt viitab Mindingi
artiklile, mida ta edasi arendab.

Hiilgava kokkuvotte isoperimeetrilise probleemi kohta saa-
dud tulemustest teeb E. Schmidt oma viimastes toodes aastatel
1948 ja 1949, kus iilesannet vaadeldakse iildisemal kujul. Pinna
pindala tavaline definitsioon asendatakse Minkowski definitsioo-
iliga, seega tavalise isoperimeetrilise vorratuse asemel saadakse
Brunn-Minkowski vorratus. Seejuures onnestus E. Schmidtil anda
n-modtmelise eukleidilise, hiiperboolse” ja elliptilise ruumi jaoks
iihtne kisitlus. Viimase t66 kohta viljendus John von Neumann
ithes kirjas E. Schmidtile jargmiselt: «Mul on igal sammul tunne,
ot ma alles niiiid hakkan aru saama, millised on isoperimeetrilise
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probleemi sisemised seosed. Ka seal, kus koverusega ruumide
juurdetoomine arutlused pikemateks muudab, leian ma ikka jille,
et arusaadavus, mis niiviisi saavutatakse, on oluliselt sfigavam
ja vaart lisanduvaid arendusi. Pealegi on -isegi viikseimad, pealt-
ndha korvalised detailid sageli koige enam vaimustavad...
«Gambiit», milles Te néiliselt elementaargeomeetrilise lause Lebes-
gue’i mooduteooria tiheduselause abil toestate, on tdiesti erakord-
selt rabav ja elegantne.» Sellist elegantsi voib E. Schmidti mahult
kiill mitte eriti ulatuslikust, kuid vidga mojukast loomingust
sageli leida.

BORIS TAMM — TEHNIKADOKTOR

15. mail 1969 kaitses Boris Tamm
ENSV TA Fiilisika-Matemaatika- ja
Tehnikateaduste Osakonna Noukogu
avalikul koosolekul edukalt oma véi-
tekirja «Spetsialiseeritud program-
meerimissiisteemide abil insenerlike
protsesside mudeieerimise teooria
elemendid» tehnikadoktori kraadi
taotlemiseks. Viitekirja oponeerisid
NSVL TA korrespondentliige tehni-
kadoktor professor S. S. Lavrov
(Moskvast), tehnikadoktor professor
B. N. Naumov (Moskvast) ja teh-
nikadoktor G. A. Sponu (Kiievist).

Dissertatsioonis ndidatakse, kuidas korge deklaratiivsusast-
mega spetsialiseeritud programmeerimiskeeled muutuvad insener-
like protsesside keelelise modelleerimise aparaadiks, avades uusi
voimalusi nende juhtimiseks elektronarvutitel. Formuleeritakse viis
teoreetilist printsiipi insenerlike programmeerimissiisteemide loo-
miseks, analiilisitakse olemasolevaid siisteeme nende valguses
ning tehakse mitmeid iildistusi. Formuleeritakse suure integreeri-
tud insenerliku programmeerimissiisteemi pohikontseptsioonid ja
tildine arhitektuur ning nédidatakse tdhtsamad teed selle probleemi
lahendamiseks.
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Boris Tamm siindis Tallinnas 23. juulil 1930. a., lopetas
1949, a. Tallinna VII Keskkooli kuldmedaliga ja 1954. a. kiitusega
Tallinna Poliitehnilise Instituudi elektrijaamade, -vorkude ja siis-
teemide insenerina. 1954—1957 tootas ta laboratooriumi juhata-
jana TPI-s, tehes samal ajal teaduslikku t66d opitud erialal.
Alates aspirantuurist 1957—1960 NSVL TA Automaatika ja Tele-
mehhaanika Instituudis on B. Tamme teaduslikuks suunaks aga
probleemorientatsiooniga automaatprogrammeerimissiisteemid. As-
pirantuuri 1opetamise jarel asus B. Tamm téole ENSV TA Kiiber-
neetika Instituudi automaatika ja telemehhaanika sektori pea-
insenerina. 1962. a. kaitses ta edukalt oma vdiitekirja «Automaat-
programmeerimismeetodid alginformatsiooni tdotlemiseks prog-
rammjuhtimisega siisteemidele» tehnikakandidaadi kraadi taot-
lemiseks. 1962—1969 tootas ta Kiiberneetika Instituudi direktori
asetditjana, 1969. aastast aga on selle instituudi direktor.

B. Tamm on kujunenud juhtivaks eriteadlaseks Noukogude
Liidus probleemorientatsiooniga automaatprogrammeerimissiistee-
mide alal. Tema juhendamisel Kiiberneetika Instituudis toéotawv
uurimisrithm on saavutanud tunnustust vaidrivaid teoreetilisi ja
praktilisi tulemusi automaatprogrammeerimissiisteemide loomise
alal. 1965. a. omistati B. Tammele koos Juhan Pruudeniga Nou-
kogude Eesti preemia laureaadi nimetus esimese Noukogude Lii-
dus juurutatud automaatprogrammeerimissiisteemi eest programm-
juhtimisega freespinkidele. B. Tamm on esinenud ettekannetega
oma toéotulemustest paljudel iileliidulistel ja rahvusvahelistel kon-
verentsidel ja kongressidel (Namur 1964 ja 1967, Edinburgh
1968), seejuures oli ta V kiiberneetika kongressil Namuris Nou-
kocgude delegatsiooni juhiks. Ta on olnud mitmete iileliiduliste
ja rahvusvaheliste noupidamiste organiseerimiskomitees. B. Tamm
on Noukogude Liidu esindajaks rahvusvaheliste teaduslike fode-
ratsioonide IFIP ja IFAC probleemkomisjonis «PROLAMATS>.
B. Tamm viibis 1966. a. 1!/» kuud Norras teaduslikul koman-
deeringul ning pidas 1968. a. Soome iilikoolides loenguid. Ta
kuulub mitmete ajakirjade toimetuskolleegiumi.

B. Tamm on avaldanud {ile 30 teadusliku 160.

M. Tamm



GENNADI VAINIKKO — FUUSIKA-MATEMAATIKA-
DOKTOR

1. aprillil 1969 kaitses
Voronezi iilikoolis oma dok-
torivditekirja «Lineaarsete ja
mittelineaarsete operaatorite
aproksimeerimisest ja operaa-
torvorrandite ligikaudsest la-
hendamisest»  Tartu {ilikooli
30-aastane dotsent Gennadi
Vainikko. Oponendid, profes-
sorid S. G. Krein, S. G. Mih-
lin ja P. J. Sobolevski leidsid
iiksmeelselt, et nimetatud to6o
on silmapaistev saavutus ligi-
kaudsete meetodite teoorias.

Gennadi Vainikko siindis
Karjalas Kontupohja linnake-
ses 3l. mail 1938. Tdnu isale
Mihhail Vainikkole, kes on aas-
taid tootanud matemaatika ja
fiilisika oOpetajana, tekkis tal
juba lapsepdlves huvi mate-
maatika vastu. Sojakeeris kan-
dis Vainikkode perekonna Eestisse. G. Vainikko oOppis Mdéeta-
guse, Viandra, Torva, Kose ja Kehra koolides ning 16petas 1956. a.
Kehra keskkooli kuldmedaliga.

Sama aasta siigisel astus G. Vainikko Tartu iilikooli mate-
maatikateaduskonda. Kiisimusele, millal tekkis soov saada
matemaatikuks, vastas ta!: «Parast keskkooli l6petamist seisin
dilemma ees: kas astuda poliitehnilisse instituuti voi ilikooli.
Esitasin dokumendid TPI-sse, kuid arstlik komisjon tunnistas
ndagemise puudulikuks. Jii {ile TRU. Oleksin vist astunud fiiiisika-
osakonda, aga isa mojutusel sai minust siiski matemaatikaosa-
konna iilidpilane. Lootsin, et minust saab matemaatika ja fiiiisika
opetaja nagu isagi.»

! Ajalehes <«Edasi», 2. aprillil 1969 ilmunud J. Reimandi intervjuu aval-
damata osas.
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Ulikoolis nahti peagi, et noor tudeng ilma oppimiscle kuigi
palju aega kulutamata sooritas kdik eksamid maksimaalsele hin-
dele ning tegi igale kiisijale moéddaminnes selgeks probleemi.
G. Vainikko ise meenutab !: «Mulle tundus, et keerulisi toestuszi
ei ole voimalik meelde jitta ja ma piiiidsin leida lihtsamaid. Sage!i
olid need valed. Suur oli ehmatus, kui koduteel pirast matemaa-
lise analiiiisi eksamit dkki taipasin, et eksamil esitatud toestus
oli juurteni ekslik. Oppejoud polnud mirganud mu patustamisi.
Oleks ta mirganud, poleks ma suutnud 6iget toestust asemele pak-
Kuda — polnud ju seda lugenudki.»

Energilise ja hakkaja iiliopilasena 16i G. Vainikko kaasa kur-
suse koigil seaduslikel ja illegaalsetel ettevotmistel. Kui sodideti
uudismaale, oli ta platsis ning temast sai auvdirt ehitaja. Kur-
susekaaslastel on pilte nn. «Sefluspdevadest», kus ta tostab tiise-
daid kive kolhoosi linade leotamiseks voi veab viljakotte. Ka
sojavéelaagris ja oppustel polnud talle palju kanda kuulipildujat
1ot monda muud «raskemat toru», sest rivistatakse ju ikka pikkuse
jargi ning vastavalt sellele jaotatakse ka koormused.

G. Vainikko oskas aega nii jaotada, et Oppimine ei seganud
meelelahutust ja ka vastupidi. Alati oli ta kursis ilu- ja ajakirjan-
dusega. TRU segakoori tegevusest vottis ta innukalt osa juba
selle loomisest alates. '

Viimasel kursusel siivenes G. Vainikko suure piisivusega dip-
lomit6d temaatikasse ega rahuldunud enne, kui oli iseseisvalt
joudnud lihtsa ja ilusa ideeni veahinnangute tuletamiseks Galjor-
kini meetodi abil arvutatud ldhislahendite jaoks. Selle metoodika
abil leitud veahinnangud osutusid mitmes suhtes paremateks
varem kirjanduses avaldatud hinnangutest. G. Vainikko t66 tun-
nistati (iiliopilastodde vabariiklikul konkursil esimese auhinna
véariliseks ning selle tulemused on avaldatud TRU Toimetistes
(1962).

1661. a. lopetas G. Vainikko kiitusega TRU matemaatikaosa-
konna ning jdtkas opinguid samas aspirantuuris. Suure jarjekind-
luse ja visadusega asus ta uurima t6id, mis olid pithendatud
Galjorkini mectodile ja sellele ldhedastele meetoditele. Todtanud
iiksi 14bi ulatusliku kirjanduse ja tutvunud koigi selle ala olulise-
mate saavutustega, joudis ta suurepdraste uute tulemusteni.

Galjorkini meetod on iiks péhimeetodeid harilike ja osatuletis-
tega diferentsiaalvorrandite rajaiilesannete lahendamisel. Mectod
parineb mehhaanikutelt: insener B. G. Galjorkin kasutas seda juba
1915. a., G. I. Petrov esitas 1940. a. aga selle meetodi iildistuse.
Galjorkin-Petrovi meetodi erijuhtudena on vaadeldavad ka vahim-
tuutude meetod ja mitmed teised meetodid, mis moodustavad nn.
Galjorkini tiifipi meetodite ehk projektsioonimeetodite klassi.

Galjorkini meetodi teoreetiline uurimine osutus aga raskeks
probleemiks. Meetodi pohjendamine saab alguse kiesoleva sajandi
20-ndatel ja 30-ndatel aastatel akadeemik N. M. Krolovi arvukates

113



toddes, milles on tuletatud aprioorsed veahinnangud Galjorkini
meetodi ja selle erijuhu Ritzi meetodi jaoks eeskédtt harilike dife-
rentsiaalvorrandite lahendamisel. 60-ndatel aastatel on N. M. Kro-
lovi moningaid hinnanguid tdpsustanud saksa matemaatikud
N. J. Lehmann ja W. Borsch-Supan, osatuletistega diferentsiaal-
vorrandite juhule iildistanud aga gruusia matemaatik A. V. Dzis-
kariani. Fundamentaalseid tulemusi Galjorkini meetodi ja dildsc
projektsioonimeetodite koonduvuse kohta on saanud Noukogudc
matemaatikud M. V. Keldds (1942), S. G. Mihlin (1948, 1950),
M. A. Krasnoselski (1950, 1954) ja N. I. Polski (1949, 1955, 1962).

Aspirantuuris suutis G. Vainikko lithikese ajaga lisada mai-
nitud vurimustele olulisi uusi tulemusi ning kujunes iiheks kodige
arvestatavamaks spetsialistiks projektsioonimeetodite alal. Ette-
ndhtud 3 aasta asemel valmis kandidaadiviitekiri 2 aastaga. See-
juures tootas G. Vainikko Kvissentali iihiselamu toas, kus tal
sageli tuli abistada iiliopilasest abikaasat kodustel toéddel ning
olla lapsehoidjaks pisipojale. Kiisimusele, kas sisukas vditekiri
valmis ohvrite ja loobumiste hinnaga, vastas G. Vainikko 2: «Ei,
mingeid erilisi ohvreid ega loobumisi ei olnud. Todtasin piisiva
kirega seitse pdeva néadalas, ka ametliku puhkuse ajal. Koha-
kaasluse alusel tuli muidugi ka koduseid téid teha. Loobumistena
tundusid hoopiski pédevad, kus ei saanud pliiatsit kdes hoida ja
motisklusi kontrollida.» _ '

‘G. Vainikko kaitses oma kandidaadiviitekirja «Galjorkini tiiiipi
meetodite tdpsusest» Tartu iilikoolis 5. juunil 1964. Oponendid pro-
fessorid G. Kangro ja S. G. Mihlin andsid toole korge hinnangu.
Td6 tulemuste tdhtsust rohutasid saabunud arvamustes M. A. Kras-
noselski, N. I. Polski jt. selle ala tuntud spetsialistid.

Jétkates N. M. Krolovi ja A. V. Dziskariani uurimusi tuletab
G. Vainikko vditekirjas Galjorkini meetodi abil arvutatud ldhis-
lahendite jaoks rea otseseid ja asiimptootilisi veahinnanguid, mis
vorreldes varem tuntud hinnangutega on ldpsemad ning mille
rakendusvéli on avaram.

Erilist tdhelepanu on kéitnud G. Vainikko saavutused pro-
jektsioonimeetodite koonduvuse wuurimisel omaviéartusiilesande
lahendamisel. Varem oli tuntud vaid M. A. Krasnoselski tulemu-
sed projektsioonimeetodite koondumiskiirusest iihekordse omavéaar-
tuse leidmisel. Uletades kiillaltki tosiseid pohiméttelisi ja tehni-
lisi raskusi, tdpsustab G. Vainikko M. A. Krasnoselski tulemusi,
iildistab need kordsete omavéiirtuste juhule ning tuletab esimesed
praktikas kasutatavad konkreetsed ja asiimptootilised veahinnan-
gud omavdirtuste ja omavektorite l1dhendite jaoks, mis on arvu-
tatud Galjorkini meetodiga. VoroneZi iilikooli funktsionaalanaliiiisi
kateedrilt, mille juhatajaks oli prof. M. A. Krasnoselski, saabu-
nud arvamusest loeme: «Mirgime eriti tulemusi, mis on seotud

2 «Edasi», 2. aprillil 1969.
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Voronezi matemaalikute t66dega. M. A. Krasnoselski on saanud
hinnanguid Galjorkini meetodi koondumiskiiruse kohta tihekord-
sete omavédrtuste leidmisel, Dissertant tdpsustab varem .tuntud
hinnanguid iihekordsete omavéartuste juhul ja leiab vastavad
hinnangud kordsete omavéidrtuste juhu jaoks(!). Meile tundub
see tulemus vigagi tugevana.»

G. Vainikko kandidaadivaitekirjas leidub ka huvipakkuvaid
tldisi tulemusi projektsioonimeetodite koondumise iseloomu kohta.
Oponent S. G. Mihlin margib: «G. M. Vainikko véitekirjas sisal-
duvad uued tulemused avardavad tunduvalt meie teadmisi variat-
sioonimeetodite ja iildse projektsioonimeetodite koondumiskiiruse
kohta.»

1963. a. asus G. Vainikko Tartu {likooli matemaatilise ana-
litiisi kateedris todle assistendina ja hiljem vanemoépetajana. Ta
loeb matemaatilise analijﬁsi, diferentsiaalvorrandite, matemaati-
lise fiilisika vorrandite ja integraalvorrandite kursusi, naidates
end suurepdrase lektorina. Koérvuti eduka pedagoogilise t6oga jat-
kub aga ka tema vidga irtensiivne teaduslik uurimist6o.

G. Vainikko lahendab S. G. Mihlini seatud probleemi, néiida-
tes, ‘et G. N. Jaskova ja M. N. Jakovlevi poolt 1962. a. leitud
piisavad tingimused Galjorkin-Petrovi meetodi stabiilsuseks osu-
tuvad ka tarvilikeks. Ta leiab {ildkuju nn. korrapérastele operaa-
toritele, mille korral Galjorkini meetod annab tidieliku koordinaat-
jada puhul koonduva protsessi.

Olulisi uusi tulemusi saab G. Vainikko ka kollokatswommee
todi koonduvuse uurimisel. Varem oli vaid E. B. Karp;lovska]a
suutnud L. V. Kantorovitsi poolt viljatddtatud ligikaudsete mee-
todite iildise teooria abil saada moningaid tulemusi kollokatsiooni-
meetodi koonduvuse kohta lineaarsete rajaiilesannete lahendami-
sel. Uldistades viitekirjas Galjorkini meetodi puhul kasutatud
metoodikat leiab G. Vainikko lihtsa tee kollokatsioonimeetodi
vahetuks uurimiseks. See voimaldab tal anda tingimused kollo-
katsioonimeetodi koondumiseks nii lineaarsete kui ka mittelineaar-
sete rajaiilcsannete lahendamisel ning hinnangud koondumiskii-
ruse jaoks, samuti tarvilikud ja piisavad tingimused kollokatsiooni-
meetodi stabiilsuseks lineaarse rajaiilesande juhul.

Kollokatsioonimeetodi koonduvuse kohta saadud tulemusi tut-
vustab G. Vainikko 1965. a. jaanuaris Moskvas iileliidulisel arvu-
tusmatemaatika konverentsil. Siin kohtub ta isiklikult M. A. Kras-
noselskiga, kes kutsub teda toole VoroneZi iilikooli. Viimase kutse
votab G. Vainikko ka vastu ning siirdub suvel koos perekonnaga
Voronezi. 1965. a. siigisel saab G. Vainikko VoroneZi iilikooli
matemaatilise analiiiisi kateedri dotsendi kohustetiitjaks. Siin
omistatakse talle ka dotsendi teaduslik kutse (kinnitatud 1967.a.).
Tema abikaasa livi Vainikko téotas Voronezis aspirandina oma
véitekirja kallal, mille kaitses Tartus 1969. a.

Voronez on tunnustatud matemaatikakeskus, kus toimub eriti
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ulatuslik uurimist6d funktsionaalanaliiiisi ja selle rakenduste alal.
G. Vainikko liilitus kogu energiaga toole selles tugevas mate-
maatikute kollektiivis. Ta to6tas VoroneZis vaid 2 aastat. Need
aastad kujutavad aga erakordselt intensiivset ja viljakat t69-
ning opingute perioodi, mille véltel G. Vainikko kujunes avara
silmaringiga teadlaseks-matemaatikuks.

Voronezi iilikoolis luges G. Vainikko matemaatilise loogika
ja hulgateooria, matemaatilise analiiiisi, variatsioonarvutuse ja
funktsionaalanaliiiisi kursusi ning erikursust projektsioonimeeto-
ditest, milles tutvustas ka oma uurimistulemusi. Viimase erikur-
susega kaasnes seminar ning sellele tuginevad neli tema juhen-
datud diplomité6d, millest kahe (A. M. Dementjeva ja
J. B. Umanski) tulemused on avaldatud triikis. Uliopilaste kasva-
tamisest vottis ta osa ka esimese kursuse juhendajana.

VoroneZis sai G. Vainikko Gruusiast périt aspirandi D. G. Pe-
radze juhendajaks. D. G. Peradze to6tas hiljem mone aja ka
Tartus ning kaitses kandidaadiviitekirja «lteratsioonimeetodite
toendosuslike veahinnangute astimptootikast lineaarsete vorran-
dite lahendamisel» Tbilisis 1969. a. VoronezZis esines G. Vainikko
neljal korral kandidaadiviitekirjade oponendina.

Koige suuremat mo6ju G. Vainikko kui teadlase arengus eten-
das aktiivne osavott arvukatest teaduslikest seminaridest. Ta
tootas M. A. Krasnoselski mittelineaarse analiiiisi ning algebralise
topoloogia seminarides, °S. G. Kreini operaatorite teooria ning
osatuletistega diferentsiaalvorrandite seminarides, A. I. Perovi
peaaegu perioodiliste funktsioonide seminaris jt. seminarides.
G. Vainikko meenutab?: «Unustamatuks jdiavad professor
M. A. Krasnoselski seminarid ja eraviisilised vestlused t66 kiigus.
See on mootmatu intuitsiooniga matemaatik, erakordse oskusega
teha kuulajaile selgeks keerulisi asju. Oma labinigelikkusega
mojub ta lausa vapustavalt. Huvitavad olid ka professor
S. G. Kreini seminarid. Uldse viibisin mitmesugustel seminaridel
sageli ligi 20 tundi nddalas. Usun, et suutsin imeda endasse kiil-
laltki palju matemaatilist folkloori — teadmisi, mis pole talletatud
raamatutes.»

VoroneZis joudis G. Vainikko ka oma doktoritéo pohiliste
tulemusteni, mis on eite kantud ja ldbi arutatud M. A. Krasno-
selski mittelineaarse analiiiisi seminaris ning avaldatud reas artik-
lites.

G. Vainikko tootas vilja iildise skeemi arvutusmeetodite koon-
duvuse ja koondumiskiiruse uurimiseks, mida ta ise nimetas hii-
ritusega Galjorkini meetodiks. Varasema ligikaudsete meetodite
lildise teooria oli andnud L. V. Kantorovit§ 1948. a. See teooria
teidis kiill arvukat rakendamist mitmesuguste arvutusmeetodite
koonduvuse unurimisel, kuid teooriat ennast jargneva 18 aasta
jooksul oluliselt edasi ei arendatud. Kantorovitsi teooria raken-
dusvili piirdus ainult lineaarsete vorranditega. Seda ei suude-
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tud iildistada mittelineaarsete vorrandite juhul. Omavéirtusiiles-
andes dnnestus selle abil selgitada ainult meetodite koonduvust,
ei suudetud aga anda hinnanguid koondumiskiiruse kohta.

Soltumatult ligikaudsete meetodite {ildisest teooriast arenes
marksa kaugemale projektsioonimeetodite teooria juba eespool
mainitud S. G. Mihlini, M. A. Krasnoselski, N. I. Polski ning
G. Vainikko to6des. Muuhulgas uuris M. A. Krasnoselski pro-
jektsioonimeetodite koonduvust mittelineaarsete vorrandite lahen-
damisel ja G. Vainikko omavéirtusprobleemis. Loonud héiritusega
Galjorkini meetodi skeemi, joudis G. Vainikko sellel teel sedavord
ulatusliku ligikaudsete meetodite klassini, et tema tulemustest
lihtsa erijuhuna lineaarsete vorrandite korral jarelduvad L. V. Kan-
torovitsi ligikaudsete meetodite iildise teooria pohitulemused. See-
juures on need tulemused G. Vainikko nididatud metoodikaga
vorratult lihtsamalt péhjendatavad kui varem L. V. Kantorovitsi
poolt kasutatud teel. Kdige tdhtsam on aga asjaolu, et G. Vainikko
lildistas Kantorovit$i teooria ka mittelineaarsete vorrandite ja
omavadrtusiilesannete Juhule ning seega loi {ildise teooria mitte-
lineaarsete vorrandite ja omavéirtusiilesannete lahendusmeetodite
uurimiseks. Uue teooria iihe olulise rakendusena tuletas G. Vai-
nikko iildised koonduvustingimused ja koondumiskiiruse hinnan-
gud integraalvorrandite pohilise lahendusmeetodi jaoks, mille
korral integraal asendatakse summaga mingi kvadratuurvalemi
abil. Uue teooria pohitulemustest koneles G. Vainikko ettekandes
rahvusvahelisel matemaatikute kongressil 1966. a. Moskvas. Need
on esitatud ka raamatus «Ilpn6aunkenHoe pelieHie onepaTOPHLIX
ypasHenuil», mille ta kirjutas VoroneZis koos M. A. Krasnoselski,
P. P. Zabreiko, J. B. Rutitski ja V. J. Stetsenkoga ning mis ilmus
kirjastuse «Hayka» véljaandel 1969. a. Selles raamatus on
G. Vainikkolt projektsioonimeetodeid késitlev ulatuslik peatiikk.

G. Vainikko nditab tema poolt viljato6tatud ligikaudsete mee-
todite tcooria rakendusvdimalusi ka pohilise diferentsiaalvorran-
dite lahendusmectodi --- diferentsmeetodi koonduvuse uurimisel.
Selleks asendab ta koigepealt diferentsiaalvorrandi rajaiilesande
samavadrse integraalvorrandiga ning ndiitab, et vaadeldav dife-
rentsmeetod on samavdidrne teatava kvadratuurvalemi kasutami-
sega integraalvorrandi lahendamiseks.

Pidades silmas voimaluste avamist ligikaudsete meetodite
iildise teooria vahetuks rakendamiseks diferentsmeetodite uurimi-
sel, astub G. Vainikko veel iihe olulise sammu selle teooria iildis-
tamise teel, vottes kasutusele operaatorite ldheduse iseloomusta-
miseks tema poolt kompaktseks aproksimatsiooniks nimetatud
printsiibi. Sec on hinnangutevaba puhttopoloogiline operaatorite
liheduse niitaja, mida paljudes rakendustes on viga mugav kasu-
tada. Tuginedes kompaktse aproksimatsiooni moistele arendab
G. Vainikko vilja nii lineaarsete kui ka mittelineaarsete vorran-
dite ning omaviértusiilesannete ligikaudse lahendamise meetodite
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iildise teooria, mis erijuhuna sisaldab tema poolt varem loodu
hairitusega Galjorkini meetodi skeemi. Teooria arendamisel jouai
ta kiillaltki siigavatele tulemustele funktsionaalanaliiiisis. Uu
teooria voimaldab G. Vainikkol muuhulgas iihtsest seisukohas
tuletada vidga fildised teoreemid diferentsmeetodi koonduvuse j:
koondumiskiiruse kohta harilike diferentsiaalvorrandite lineaarset
ja mittelineaarsete rajaiillesannete ning vastavate omavaartusy
iillesannete lahendamisel. ;

Viimati mainitud uurimused teostab G. Vainikko juba Tartu
iilikoolis, kus ta 1967/68. oppeaastal on matemaatilise analiiiisi
kateedri dotsendi kohal ning jérgmisel dppeaastal doktorantuuris.
Ka siin ennetab G. Vainikko tdhtaegu. 1968. a. siigisel vormistas
ta umbes kuu ajaga rohkem kui 300-lehekiiljelise sisutiheda
doktoritéo, mille kaitses Voronezis 1. aprillil 1969. T66s on {ihtses
késitluses kokku voetud viimaste aastate uurimiste tulemused.
Siin on esitatud kompaktse aproksimatsiooni printsiibile tuginev
iildine teooria lineaarsete ja mittelineaarsete vorrandite ning
omavdirtusiilesannete ldhendusmeetodite jaoks. Selle teooria abil
on saadud olulisi uusi tulemusi peaaegu koigi tdhtsamate dife-
rentsiaal- ja integraalvorrandite ligikaudse lahendamise meeto-

Grupp osavo'tjaid‘ ja lektoreid Odessa Arvutusmatemaatikakoolis 1969. a.
septembris (vasakult): J. Volkov, G. Vainikko, E. Tamme, D. Davidenko,
A. Gorbunov, V. Ivanov, S. Kiro.

118



dite: projektsioonimeetodite, kollokatsioonimeetodi, kvadratuur-
valemite meetodi ja diferentsmeetodite jaoks.

Doktorit66 kaitsmisel iitles t66 teaduslik konsultant prof.
M. A. Krasnoselski: «Ma tihinen tdielikult oponentide arvamusega,
et see viitekiri on viljapaistvaks siindmuscks ligikaudsete mee-
todite teoorias. Pole kahtlust, et see on suurepdrane doktori-
t66 ... Arvamuse 16pus tahaksin Oelda mone sdna dissertandist
endast. Mul oli hea meel tootada koos temaga rohkem kui kahe
aasta véltel. Gennadi Mihhailovit§ on avara teaduslike huvide
ringiga, suure eruditsiooniga ja hdmmastava teadusliku entusias-
miga oOpetlanc, kes oskab lahendada raskeid probleeme, seada
uusi iilesandeid. Gennadi Mihhailovits on vdga hea lektor, suure-
parane noorte matemaatikute kasvataja, tema juhendamisel teos-
tas huvitavaid uurimusi rida noori matemaatikuid. Sisuliselt on
Gennadi Mihhailovit§ juba ammu (vaatamata oma noorusele)
teaduste doktor, tdna toimub vaid selle fakti ametlik vormista-
mine.»

Peale doktoritod kaitsmist, alates sama aasta siligisest, tootab
G. Vainikko dotsendina arvutusmatemaatika kateedris. Ta on
suurepdrane oppejoud, juhendab diplomande ja aspirante, pannes
erilist rohku oma opilaste iildise matemaatilise kultuuri arengule.
G. Vainikko juhendatavates teaduslikes seminarides hakkab vilja
kujunema tema teaduslik koolkond. Ta kirjutab pidevalt referaate
ajakirjale «PedepaTtHblil xypHas. MaremaTuka», retsensioone mit-
metele keskajakirjadele jne.

Kuid koige selle korval leiab G. Vainikko aega ka pidevaks
osavotuks Tartu korgemate koolide lopetanute meeskoori ja
U. Sahva vbdimlemisrithma tegevusest. Suvel voime teda koos
perekonnaga kohata matkateedel, talvel suusaradadel.

Eespool suutsime vaid viidata monedele tulemustele G. Vai-
nikko juba kiillaltki ulatuslikus ja siigavas matemaatilises loomin-
gus, mida pole voimalik kdesoleva kirjutise raamides ldhemalt
tutvustada. Tema matemaatilistest t66dest vaib ettekujutuse saada
alles siis, kui votta kitte tema selgelt kirjutatud sisutihedad tea-
duslikud artiklid, millest igaiiks pakub midagi oluliselt uut. Voime
aga olla veendunud, et koik see, millest me saame kirjutada téna,
kujutab vaid esimesi samme Gennadi Vainikko teadlase- ja peda-
googiteel.

E. Tamme
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ON ILMUNUD MATEMAATILISE ANALUUSI OPIKU 11 OSA

M. Tonnov

Kirjastuse «Valgus» viljaandena
ilmus 1968. aastal professor G. Kangro
raamatu <«Matemaatiline analiiis» II
osa (Esimene osa ilmus juba 1965. a.,
vt. ka «Matemaatika ja kaasaeg», IX,
k. 97—98). Opiku teine osa erineb
. tunduvalt teistest NSV Liidu ilikoo-
lide ja instituutide dliopilastele maa-
ratud matemaatilise analiifisi opiku-
test. Erinevus on peamiselt selles, et
siin késitletakse klassikalise analiifisi
korval ka kaasaegse analiiiisi (s. o.
funktsionaalanaliiiisi) elemente. Raa-
mat on kirjutatud loengute pohjal, mi-
da autor pidas TRU matemaatika- ja
fiilisikaosakondade 1I kursuse ({iliopi-
lastele. Seetottu vastab ©opik koige
paremini TRU programmile. Matemaa-
tilise analiilisi kursus on TRU-s jao-
tatud neljale semestrile; nendest kol-
mel esimesel kasitletakse klassikalist
analiiiisi; neljandal aga funktsionaal-
analiifisi. Seda on arvestatud ka 6piku
koostamisel.

Opik koosneb neljast osast: 1) ri-
dade teooria (I ja II ptk), 2) mitme-

muutuja funktsioonide diferentsiaal-
arvutus  (III ja IV ptk), 3) mitme-
muutuja funktsioonide integraalarvu-

tus (V ja VI ptk.), 4) funktsionaalana-
luiisi elemendid (VII ja VIII ptk.).

Kaks viimast peatiikki on nii iiles
ehitatud, et nad iihelt poolt iildistavad
ja ka tdiendavad opiku I osa ja teise
osa I—VI peatiikke ning teiselt poolt
annavad iilevaate funktsionaalanaliiiisi
kdige olulisematest kilsimustest. Nii
on siin iihelt poolt vaadeldud operaa-
torite diferentsiaalarvutust, teiselt
poolt aga funkisionaalanaliiiisi alust —
lineaarsele operaatorite iildist teooriat.
Selle tdttu on opikus siistemaatilist
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kisitlemist leidnud lineaarsete operaa-
torite teooria 3 printsiipi:  iihtlase
tokestatuse, . lahtise kujutuse ja funkt-
sionaali jdtkamise printsiibid, Need
lineaarsete operaatorite kolm printsiipi
on alusmiitiriks paljudele lineaarse
analiiiisi distsipliinidele nagu néiteks
summeeruvuse teooriale, momentide
probleemile, mooduteooriale, integreeri-
mise teooriale jne. Punktsionaalanaliii-
sis on teoreetiline materjal illustreeri-
tud rohkete ndidetega, mis omakorda
kujutavad huvipakkuvaid teoreeme li-
neaarse analiiiisi mitmesugustest vald-
kondadest. VII ja VIII peatiikki eral-
di voetuna voib vaadelda kui- oma-
ette tervikut — funktsionaalanaliiisi
kursust. Opiku esimesed peatiikid (I—
VI) sisaldavad analiiisi standardset
materjali.

Et edukamalt rakendada diferent-
siaal- ja inlegraalarvutuse meetodeid
funktsioonide uurimiseks, on vaja va-
hendit funktsioonide (ja arvude) ana-
ladtiliseks esitamiseks. Niisuguseks va-
hendiks on lopmatud- read, mis on
saanud kaasaegse matemaatika iiheks
tdhtsamaks vahendiks. Ridade teooria
on kaasajal kujunenud iseseisvaks ma-
temaatilise analiitisi distsipliiniks. Eri-
ti huvipakkuv on Oopikus sellele tee-
male ptihendatud osa (I ja Il ptk).
Siin on korvuti klassikalise koonduva-
te ridade feooriaga antud ka kaasaeg-
se hajuvale ridade teooria ldahtekohad.
Metoodiliselt huvitavalt on {les ehi-
tatud funkisionaalridade osa (Il ptk).
Oluline koht selles peatiikis on orto-
gonaalridade].

Ka mitmemuutuja funktsioonide
diferentsiaal- ja integraalarvutuse osas
(III—VI ptk) on mitmed metoodili-
sed uuendused ekstreemumi uurimisel,



joonintegraali Ildsitlemisel jt). Teo-
reetiline materjal on alati illustreeritud
rohkete huvitavate nédidetega.

Prof. G. Kangro opikus on mater-
jali esitus range ja tdielik, ei esine
lilnki toestustes ega sonastuses. Raa-
mat paistab silma sonastuse kerguse
ja lihtsuse poolest. Alati juhitakse ta-
helepanu koige olulisemale. Teoreemi
toestused ei takerdu kunagi arvutus-
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tesse, vaid rohutatakse arutlevat osa,
s. o. rohutatakse tGestuse ideed. See
ongi iiks olulisi pdhjusi, miks protl.
G. Kangro opik on kergesti loetav. Vii-
ted probleemide ajaloole ja klassikalise
ning tdnapieva matemaatika iihendus-
kohtade rohutamine muudavad prof.
G. Kangro raamatu mitte ainult heaks
opikuks, vaid ka heaks raamatuks, mis
vaarib iga matemaatiku tdhelepanu.

NSV LIIDU RIIKLIKK\E PREEMIAID MATEMAATIKUTELE

Alates 1967. aastast autasustab
NSV Liidu valitsus silmapaistvaid
teaduse ja tehnika alaseid t6id NSV
Liidu riiklike preemiatega, mis kuulu-
tatakse valja igal Oktoobrirevolutsioo-
ni aastapideval. Selle korge autasu viai-
riliseks on tunnistatud jirgmised ma-
temaatikud:

1967. aastal sai riikliku preemia
NSVL Teaduste Akadeemia V. A, Stek-
lovi nim. Matemaatika Instituudi va-
nem teaduslik toétaja Anatoli Geor-
gijevits VitusSkin (siind. 1931)

160de eest hulkade variatsioonide uuri-
misel ja nende kasutamisel algoritmi-
de keerulisuse hindamiseks;

1968. aastal sama instituudi tea-
duslik  téotaja  Aleksei Ivanovits
Kostrikin (stind. 1929) uurimuste
eest 16plike rithmade ja Lie algebrate
teoorias;

1969. aastal Leningradi naismate-
maatikud: sama instituudi Leningradi
osakonna laboratooriumijuhataja Olga
Aleksandrovna LadoZenskaja
(siind. 1922) ja Leningradi ilikooli
professor Niina Nikolajevna Uralt-
seva to6de eest lineaarsete _ ja
kvaasilineaarsete  paraboolset tiiipi
diferentsiaalvorrandite rajaiilesannete
alal.

4 Malemaatika ja kaasaeg XVII

BORIS TIHHKMA
In memoriam

10. juulil lahkus ootamatu surma
labi meie hulgast Tallinna Poliitehni-
lise Instituudi teorectilise mehaanika
kateedri dotsendi. kt. Boris Tiikma.

Lahkunu siindis Tallinnas 6. juu-
nil 1908 raudteelukksepa pojana. Alg-
ja keskhariduse omandas ta Tallin-
nas. Aastail 1926—1932 oppis Boris
Tiikma Tartu ilikoolis matemaatikat
ja 1936. aastal omandas giimnaasiumi-
opetaja kutse. Seejirel tGotas ta opeta-
jana giimnaasiumides.

Boris Tiikma vottis osa Suurest
Isamaascjast. 1945. a. siigisest alates
tootas ta TPI-s ja alates 1953. aastast
teoreetilise mehhaanika kateedris, olles
ithe aasta selle kateedri juhataja ko-
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husetditjaks. 1964. aastast alates oli
ta selle kateedri dotsendi ametikohal.

Boris Tiikma t66 TPI-s oli viga
viljakas. Omades suuri kogemusi &pe-
tamises ja siigavaid teoreetilisi tead-
misi oma aines, osutus ta vidga heaks
metoodikuks. Temalt on triikis ilmunud
rida oppevahendeid ja juhendeid, ta on
tolkinud raamatuid. Palju aitas ta
kaasa  Oppeprotsessi parandamiseks
kaugoppeteaduskonnas.  Koigis tema
t60des nagu loenguteski ilmnes peda-
googilise kunsti meisterlik valdamine,
molete selgus ja lihtsus, proportsioon
teoorias ja ndidete vahel.

Teaduslikul alal huvitas Boris
Titkmat algul tensorarvutus, mille koh-
ta kirjutas teaduslikke artikleid, hiljem
aga haaras teda teoreetilise mehhaani-
ka kineetilise energia muutumise teo-
reemi rakendamine iilesannete lahenda-
misel. Sel alal kirjutas ta podhjaliku
160.

Lahkunu  tiitis aastaid iihingu
«Teadus» TPI juhatuse biiroo esimehe
kohuseid ja vottis osa paljudest iihis-
kondlikest iiritustest oma to6kohal ja
viljaspool. Oma to6o6alal nii nliopilaste
kui ka kolleegide suhtes ja ka koik-
jal oli Boris Tiikma abivalmis, lahkelt
vastutulelik ja sobralik. Téo6iilesannete
tditmisel oli ta vdga kohusetruu, tép-
ne ja korralik ning piiiidis neid oma-
dusi istutada ka teistesse. Raskustest
aitas’ teda iile huumorimeel.

Mailestus kallist  kollcegist
meiega.

jaab

UUSI TEADUSE KANDIDAATE

14. veebruaril 1969. a. toimus esi-
mene matemaatikateaduskonna teadus-
like kraadide kaitsmise noukogu koos-
olek, kus kaitsti kolm kandidaadiviite-
kirja.

Esimesena kaitses viitekirja TRU
teoreetilise mehaanika kateedri vanem-
opetaja livi Vainikko teemal «Plast-
sest-elastsest-viskoossest materjalist
plaatide ja koorikute deformeerumi-
sest». Nimetatud t66s uuriti plaatide
ja koorikute deformeerumist materjali
reoloogilisi omadusi arvestades. Defor-
matsiooniprotsesside ' uurimiseks kasu-
tati diinaamilisi mudeleid. 1. Vainik-
kole anti fiilisika-matemaatikakandi-
daadi teaduslik kraad.
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fivi Vainikko (Riso) on siindinud
23. novembril 1939. a. Viljandi rajoo-
ni Nuia asulas. 1958. a. I6petas ta
Tartu II Keskkooli, jdtkas Gpinguid
Tallinna Poliitehnilises Instituudis ja
Tartu Riiklikus Ulikoolis. 1964. a. 16-
petas ta TRU Fiiiisika-Matemaatikna-
teaduskonna matemaatikaosakonna
mehhaanika erialal. Pirast lihiajalist
téotamist TRU teoreetilise mehhaanika
kateedri vanemlaborandina oppis
I. Vainikko VoroneZi Pedagoogilises
Instituudis sihtaspirantuuris, kus val-
mis ka kailsmisele esitatud véitekiri
D. D. Ivlevi juhendamisel. -

Teisena kaitses vaitekirja «Mectod
absoluutse ja tigimusteta summeeru-
vuse uurimiseks» aspirant Heino
Tiirnpu. Tema vaitekirjas on vilja t66-
tatud iildine meetod mitmesuguste tei-
senduste absoluutse ja tingimusteta
summeeruvuse uurimiseks. Erilist tdhe-
lepanu poératakse dissertatsioonis Fou-
rier’ ridade absoluutse ja tigimusteta
summeeruvuse uurimisele. T00s esita-
takse ka antud meetodi rakendusi mit-
mesupust tiilipi summeeruvustegurite
uurimisel.  To66d  juhendas  prof.
G. Kangro, oponeerisid prof. J. S. Bug-
rov BlagovestSenski Pedagoogilisest
Instituudist ja dots. A. Sirev Tallinna
Poliitehnilisest Instituudist. Noukogu
tunnistas H. Tirnpu viitekirja kandi-
daadit66 vadriliseks, H. Tiirnpu siin-
dis 05. 06. 1936. a. Hiiumaal. Pirast



kohaliku kooli I6petamist asus ta op-
pima Haapsalu Pedagoogilisse Kooli.
1954, a. suunati ta algkooliopetajana
todle Paide rajooni, aastail 1955 kuni
1958 teenis Noukogude armees. Pirast
sbjavieteenistust téotas H. Tirnpu
kaks aastat Hiiumaal matemaatikaGpe-
tajana. 1959. a. astus ta TRU Male-
maatika-Loodusteaduskonna matemaa-
tikaosakonna kaugoppeosakonda, 1960.
aastast alates oppis statsionaarses
osakonnas. Pirast iilikooli l6petamist
1964. aastal todtas ta TRU arvutus-
keskuses noorema teadusliku téotajana
ja matemaatilise analiiiisi kateedris
assistendina ja vanemopetajana. Aspi-
rantuuri astus 1967. a. detsembris.

Kolmandana kaitses TPI arvutus-
matemaatika kateedri assistent Jiiri
Lamp viitekirja «Uldistatud jadade
teisendused». To66s uuritakse thtselt
seisukohalt nii harilike ja kordsete ja-
dade kui ka funktsioonide selliseid tei-
sendusi, mis holmavad praegu suust
huvi pakkuvaid pidevaid ja maatriks-
teisendusi. Tdnu kisitluse iildsusele on
koik siiani teadaclevad tulemused saa-
dud dhtsest vaatepunktist.  Uldises
summeeruvusteoorias on eriti tdhtis
nende jadade hulga topoloogiline
struktuur, mis antud teisendusega on
teisendatavad koonduvateks jadadeks.
Oma vditekirjas andis dissertant nen-
de ildistatud jadade hulga topoloogi-

o

lise struktuuri, mis on teisendatavad
koonduvaleks  dldistatud  jadadeks.
Peale selle on uuritud veel vaadelda-
vate teisenduste sisalduvust ja koosko-
la. Tédod juhendas prof. G. Kangro,
oponeerisid prof. J. S. Bugrov ja dots.
A. Sdrev. Oponendid andsid té6le hea
hinnangu ja  noukogu  tunnistas
J. Lambi viitekirja kandidaadit6d vaa-
riliseks.

J. Lamp siindis 22. maértsil 1940.
a. Oppis Tartu T ja II keskkoolis.
Ta tegeles innukalt spordiga ja téitis
1962. a. meistersportlase normatiivid
tennises. 1958. a. astus J. Lamp TRU
Matemaatika-Loodusteaduskonna mate-
maatikaosakonda, Pérast iilikooli 1ope-
tamist 1963. a. suunati ta assistendi-
na t66le Tallinna Poliitehnilise Insti-
tuudi matemaatika kateedrisse. TRYJ
aspirantuuri astus ta 1965. a. Parast
vaitekirja valmimist 1968. aastal suu-
nati ta jille t6ole Tallinna Poliitehni-
lisse Instituuti.

1969. a. juunis kaitses Leningradi
Riiklikus Ulikoolis kandidaadiviitekir-
ja TPI teoreetilise mehhaanika kateed-
ri assistent Kalju Kenk.

Tidnapdeva tehnikas tootavad mit-
med konstruktsioonid plastilise defor-
matsiooni olukorras. Kui kaasaegne
plastilisuse teooria kirjeldab rahulda-
valt materjali kéitumist iihekordsel
koormamisel, siis hoopis halb on olu-
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kord mitmekordsete (tsiikliliste) koor-
mamiste  korral. Komplitseeritumate
koormamisjuhtude kirjeldamiseks on
loodud hulgaliselt erinevaid teooriaid,
kuid koik nad osutuvad ebarahulda-
vateks. Just seda kiisimust, mis pal-
judele uurijatele on osutunud iilejou-
kaivaks, hakkas uurima K. Kenk. Val-
minud dissertatsioon tunnistas t60
onnestumist ja K. Kenkile omistati
fiitisika-matemaatikakandidaadi teadus-
lik kraad.

K. Kenk siindis

1940. a. Misso
vallas Vérumaal. 1963. a. lopetas ta
Tartu Riikliku Ulikooli Fiiiisika-Mate-
maatikateaduskonna, seejdrel oli Le-
ningradi Riikliku Ulikooli aspirantuu-
ris. Pérast aspirantuuri lopetamist suu-
nati ta toole Tallinna Poliitehnilisse
Instituuti.

19. detsembril 1969 kaitses Jaan
Reimand TRU Matemaatikateaduskon-
na noukogus oma viitekirja «Lineaar-
planeerimise ja majanduskiiberneetika
elemendid keskkoolis ning Kkiibernee-
tilise moétteviisi arendamine». Teadus-
likuks konsultandiks oli NSVL PTA
vanem teaduslik to6taja V. M. Monah-
hov. Oponeerisid akadeemik A. Hu-
mal, dotsent E. Tamme ja. dotsent
H. Metsa. Dissertandile omistati peda-
googikakandidaadi kraad.

J. Reimand siindis 2. juunil 1930.
a. Pidrnumaal talupoja perekonnas.
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Alghariduse sai Halinga valla Jaagu-
pi algkoolis, keskhariduse mittestat-
sionaarselt Parnu Té6lisnoorte Koo-
lis, kiipsustunnistuse aga 1954. a. sG-
javieteenistuse ajal Valgevene NSV-s
Borissovi 3. Tédlisnoorte Koolis. See-
jarel astus Tallinna Pedagoogilisse
Instituuti, kust tuli iile Tartu Riik-
likku Ulikooli, mille matemaatikaosa-
konna lopetas 1959. a. Aastatel 1959—
1962 oppis TRU aspirantuuris. Jargnes
tootamine TRU-s, esialgu teoreetilise
mehhaanika ja seejarel matemaatika
opetamise metoodika kateedris.

UUSIE ULIKOOLI LOPETANUD
MATEMAATIKUID

1969. a. juunis lopetas TRU jér-
jekordne lend matemaatikuid.

Matemaatika erialal Kkaitsti

jdrgmised diplomit66d:

1. AngelStok, Gerda. Tootmisiihi-
kute optimaalse suuruse ja asuko-
ha madramise matemaatiline mu-
del. (Juhendaja T. Akkel.)

2. Ehasalu, Elvi. Difercntsskee-
me kolmnurksetel vorkudel. (Ju-
hendaja dots. E. Tamme.)

3. Ehasalu, Jaan. Kolmevalentse
loogika valemite normaalkujud
(Juhendaja dots. A. Tauts.)

4. Jokk, Viivi. Ghest valiku iilesan-
dest. (Juhendaja R. Tammeste.)

5. Jokk, Heiki. Diferentsmeetodite
koondumisest “teist jirku diferent-



~1

19.

20.

21..

. Pensa,

siaalvorrandite jaoks. (Juhendajad
dots. G. Vainikko ja dots. E. Tam-

me.
Kolde, Jaan. Populatsiooni re-
generatsiooni mudel. (Juhendaja
T. Méls.)

Kuura, Sirje. Uhest universaal-
sete algebrate klassist. (Juhendaja
dots. J. Hion.)

Korjus, Eve. Muutuva pikku-
sega Sifrite unifitseeritud kodee-
rimisest. (Juhendaja dots. L. Vo-

handu.)

L anin, Mihhail. Monedest mate-
maatika kasutamise .- kiisimustest
sotsioloogias. (Juhendaja dots.
E. Tiit.)

Linnamégi, Sirje. Menetluste
klassi CaB summeeruvustegurid.

(Juhendaja dots. S. Baron.)

. Litvinenko, Svetlana. Kahe-
kordsete integraalide summeeru-
vustegurid. (Juhendaja dots.
S. Baron.)

Lohmus, Tiiu. Kolmekihilisi di-
ferentsskeeme paraboolset tiiiipi
dilerentsiaalvorrandite lahendami-
seks. (Juhendaja dots. E. Tamme.)

. Noomen, Silvi. Helberti algebra-

test. (Juhendaja R. Tammeste.)
Galina. 06 ouenkax
k03¢ QHUHENTOB  KOppCAsUHRi H
(AKTOPHBIX BECOB B Cayuae Ouc-
KPeTHhIX cayualiubiXx BeanunH., (Ju-
hendaja dots. E. Tiit))
Ploom, Anne. Mitmepunkti raja-
iilesanded. (Juhendaja dots. E.
Tamme.)

Sonn, Helbe. RAT «Vanemuise»
kiilastajaskonna analiiiis. (Juhen-
daja dots. E. Tiit.)

. Saganova, Tamara. O MeTomax

11eJIOYEC/IEHIIOM  JT4-
(Ju-

oTceveHilsi B
HeHHOM TNporparMHPGBAHIIH.
hendaja dots. L. Kivistik.)

. Tepandi, Jaak. Lineaarsest reg-

ressioonist korreleeritud argumen-

tide korral,  (Juhendaja  dots.
E. Tiit.)

Torokoif, Jaan Téisarvuline
planeerimine.  (Juhcndaja  dots.
. Kaasik.)

Tombak, Mali. Genereerimisees-
kirjade voimsuse probleemist. (Ju-
hendaja dols. I. Kull)

Veltson, Hans. Mbningaid prog-
rammeerimise aulomatiseerimise
kiisimusi, (Juhendaja E. Tougu.)

Mehhaanika erialal kaitsti

jargmised diplomit6od:

22.

23.

Flei$man, Aleksander. O mpou-
HOCTH 3aMKHYTLIX LHJIHHIPHUYECKUX

o6oJoueK, HaXxOASIIUXCH TOx Be-
JeHCTBHEM OCeCUMMETPHYHBLIX Ha-
rPY30K. (Juhendaja J. Nemi-
rovski.)

Hain, Samuil. Hekoropble 3agauu
H3 067acTH MOJ3YYecTH LHJIHHIP'-
vecknx obesouek. (Juhendaja prof.
V. Rosenblum.)

Matemaatika erialal 15petasid

riigieksamitega:

24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
3L

Hallika, Toivo

Huik, Jaan

Karpenko, Ruslan
Karpenko, Tatjana
Rannak, Jiiri

Salganik, Diana
Sahhovtsev, Vladim
Vassilt§enkova, Ljudmilla

Matemaatika pedagoogi-

lises osakonnas kaitsti jargmi-
sed diplomit66d:

32.

33.

24.

35.

36.
37.

Leidmaa, Reet. Matemaatilise
planeerimise kisitlemine keskkooli
matemaatikaringis. (Juhendaja
dots. Kivistik.)

Truija, Viivi. Ruutfunktsiooni ja
ruutvorrandi késitlemine VIII klas-
sis. (Juhendaja dots. O. Prinits.)
Saar, Ruth. X klassi opilaste
matemaatikaalastest teadmistest ja
oskustest. (Juhedaja dots. O. Pri-
nits.)

Raudava, Maire. Opilaste mot-
lemijsvoime ja oppeedukuse seosest.
(Juhendaja dots. O. Prinits.)
Vares, Aili. Teoreem ja toestus..
(Juhendaja dots. O. Prinits.)
Veski. Anu. Rithmitamismeeto-
ditest. (Juhendaja dots. L. Vo-
handu.)

Riigieksamitega Iopetasid peda-

googilise osakonna:

38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.

Kikerpill, Elle
Koort, Tiina
Kuusemets, Aime
Pollumees, Helju
Saag, Ulle
Soodla, Helmi
Tammer, Helgi
Tonts, Erika
Velder, Leili
Olluk, Linda
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JARJEKORDNE LEND KESK-

HARIDUSEGA MATEMAATIKUID

Tartu

ka
1

DX Tl Loy

A. H Tammsaare nim.
I Keskkooli matemaati-
eriklassi 16petasid:

Aas, Tiina
Jidrv, Anne
Kalberg, Mati
Keis, Maire
Kiho, Mariann
Kork, Andres
Kose, Ester
Kukke, Sulev
Kurvits, Marika
Kiasper, Kalev
Miidla, Peep
Mikson, Sirje
Must, Olev

. Moistus, Helje
. Padjus,
. Pastel, Silvia
. Pects, Adu

Aavo

Peetsmann, Ilme
Petti, Sirje

. Péarn, Aive
. Ross, Kaarel

Ruuder, Ann
Rimmel, Maret
September, Gaida

25. Sédre, Enn
26. Zirna, Eha

. Taat, Tiiu

28. Tiismaa, Aino

Noo Keskkooli matemaatika

criklassi 1opetasid:

bk bk et bt d et
No R B—

[
S©omx

SomNS TR L0—

. Lilover,

Aigro, Helle
Ainola, Ande
Evert, Irja
Helstein, Eve
Helstein, Liidia
Hobe, Ago
Ebrus, Hans

Kaeli, Reine
Kahu, Vaike
Lellep, Helle
Hele-Mai
Lodeson, Silver

. Lop, Arno

Saagim, Sirje
Sakk, Ants
Samuel, Kaiu
Sipelgas, Jaan
Taar, Ago
Tammiste, Viire

. Tenusaar, Arnold
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21. Toobal, Kadri
22, Toomemets, Rein

23. Varda, Rein
24, Vilismie, Jaak
25. Vilismde, Jiri

26. Vaikenec, Luule
27. Osso, Urmas

Tallinna 1 K,e'skkooii ma-

{emaatika eriklassi lopetasid:

Alumaie, Mare
Ehvirt, Villem
Eivak, Peeter
Joorits, Aune
Kaltisaar, Urmas:
Klaan Maie
Konga, Heldur
Kiling, Helme
Liivik, Ene
Maanso, Helve
11. Meos, Heiki

12. Mere, Urve

13. Mellik, Enna

14. Nopri, Lydia

15. Ots, Mare

16. Paavo, Toivo

17. Pirn, Lembit

18. Purre, Tiit

19. Rajandu, Kaisa
20. Ringo, Sirje

21. Roletski, Harri
22. Tdhe, Sirje

23. Tdaht, Tiiu

24. Vainomie, Kristjan
25. Vellend. Toomas
26. A gu, Mait

27. Enok, Heiki

28. Fuks, Ksanne

29. Heinlaid, Heli
30. Karro, Elina

31. Kiitam, Andres
32. Kuller, Ene

33. Kuusk, Sirje

34. Kinnap, Margarita
35. Laast-Laas, Jiiri
36. Loitmets, Mati
37. Malla, Viivi

38. Mandre, Toomas
39. Martin, Aleksei
40. Meriloo, Malle
41. Preimann, Heiki
42. Raichmann, Riina
43. Rennik, Urve

44. Sahk, Eva

45. Palgindomm, Mai
46. Taavel Kairi
47. Talivee, Tonu

48. Uleksin, Boris

._.
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NSV-s ilmunud matemaatika-
alase kirjanduse nimestik

Eesti

Jaanuar—september 1969
(Koostanud S. Kiis)
RAAMATUD

Allik, K. Integraalarvutus. Tin,,
1969. 71 1k, joon. (TPI arvutusmate-
maatika kateeder.) Triikitud rotaprin-
dil.

Bradis, V. Neljakohalised mate-
maatilised tabelid keskkoolile. 3. tr.
Tin.,, «Valgus», 1969. 96 lk.

Elementaarmatemaatika. [TRO
Matemaatikateaduskonna ja Fiiiisika-
Keemiateaduskonna pedagoogiliste osa-
kondade iliopilastele.] Trt, 1969.
(TRU matemaatika Opetamise metoo-
dika kateeder.) Trilkitud rotaprindil.

9. Laretei, A. ja Rei-
mand, J. Kogumik TRU vastuvotu-
eksamite iilesandeid. 120 lk. Triikitud
rotaprindil.

3. Mitt,. E, Prinits, O. ja
Velsker, K. ENSV keskkoolidpilaste
matemaatikaoliimpiaadide iilesanded.
104 1k. Tritkitud rotaprindil.

Gabovits Jevgeni. Arvude-
ta matemaatika. Populaarne sissejuha-
tus tdanapideva matemaatikasse. Tln,
«Valgus», 1968. 328 1k

Gabovits, Jakob jaKivis-
tik, L. Arvuteooria. Trt., 1968. 228 lk.
(TRU arvutusmatemaatika kateeder.)
Triikitud rotaprindil.

G.ardner, M. Relatiivsusteooria
miljonitele.  TIn, <«Valgus», 1968.
175 1k.

Gelb, A. Arvutustehnika alused.
Tln.,, 1968. 132 lk. (ENSV Korgema

ja Kesk-erihariduse Ministeerium.
Tead.-Met. Kabinet.)

Gelfand, S, Gerver, M,
Kirillov, A. jt. Elementaarmate-
maatika iilesandeid. Jadad. Kombina-
toorika. Piirviddrtused. Tln., «Valgusy,
1969. 174 1k.

Korgema matemaatika programm
ja kontrolltééd kaugdppeteaduskonna
tehniliste osakondade 11 kursusele.
Koost. H. Espenberg ja H. Vall-
ner. Trt, 1969. 19 lk. (EPA.) Trii-
kitud rotaprindil.

Lepamaa, A Toendosusteooria
ja matemaatiline statistika. Tln., 1968.
112 1k. (TPI arvutusmatemaatika ka-
teeder.) Triikitud rotaprindil.

Majandusmatemaatilised meetodid.
1. Lineaarse planeerimise matemaati-
lised alused. [Ptk. rmt. «Matematické
metody v ekonomii».] Kordustr. Saku,
1969. 84 k. (Eesti Maaviljeluse ja
Maaparanduse TUI. Tead.-eksperim.
inform.-arvutuskeskus.)

Matemaatika ja kaasaeg. Abima-
terjale matemaatika Opetajatele ja
oppijatele. XV. Trt., 1968. 148 1k
(Tartu Riiklik Glikool.)

Sisu:  U. Kaljulaid. Geomeetri
lisest mectodist diofantilises analiitisis. —
T. Sormus. Diferen!siaalvorrandite {eoo-
ria olemusest ja kujunemisest. — M. Kot
Graafid ja lauscopetus. — E. Tiit. Re:

Mul-

serveerimine ja toéokindlus. — R.

lari. Kaks pahklit majanduskiibernecti-
kale katkihammustamiseks. — U. Kaasik.
Kes-on-kes tiifipi llesanded. — K. Ariva,
Lobat3evski geomeetria. -— O. Pri-
nits. Loogiliselt samaviirsed laused. —

P. Kees. Algklasside matemaatika 0&pe-
tamisest L. V. Zankovi uue algopetuse
siisteemi  pohjal. — J. Reimand,
R. Ruut. Matemaatika- ja fiilisikaopeta-

jate kaadrist 1965. aastal. — Akadcemik
Arnold Humal. — O. Prinits, E. Tam-
me. Kalle Viisdli ja Tartu dlikool. -
M. Tonnov. Jean le Rond d’Alembert —
entsiiklopedist, matemaatik, filosoof. —
R. Mullari Kiri «Matemaatika ja tc-
gelikkuse»  autorile. — Kangro,
A. Melentsov. Summecruvusteooria-
alane suvekool Zaret$ndis. — R. Kolde
Kiilalistena paikades. -
M. Kutser. Koorikute tcooria spetsialis:
tid Tartus. — E. Toom. Matemaatikud
tulevad matemaatikakoolist. -—— Kroonika. —
Bibliograafia. — Ulesandeid.

Lobat3evski
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Matemaatika- ja mehhaanikaala-
seid toid. VIII. Trt, 1968. 247 1k
(Tartu Riikliku Ulikooli Toimetised.
Nr. 220.) (Vene k., resiimeed -eesti,
saksa ja inglise k.)

Sisu: A. Tauts. Loogika kui vale-
mite klassifikatsioon. — U. Lumiste
K. Riives. Eukleidilise ruumi R, liiku-
miste rithma Lie alamriihmad ja nende
orbiidid. — H. Kilp. Teatud diferent-
siaalvorrandite stisteemiga antud tasandite
pere geomeetriline ehitus. — H. Kilp.
Tasandite pere invariantsusrithmad ja vas-
tavad G-strukuurid. — J. Lamp. Uldis-
tatud jadade teisendused. — J. Lamp.
Uldistatud jadade teisenduste o-vilja-
dest. -— H. Tidrnpu. Uhest integraal-
teisenduste  klassist. —~ G. Kangro.
Tauberi tingimuste soltumatus summeeru-
vuse jargust. — E. Reimers. Kooskdla
s-koonduvuse korral. — E. Kolk. Sum-
meeruvustegurid iildistatud absoluutse Ce-
saro-summeeruvuse jaoks. —- M. Abel
Esimest liiki summeeruvustegurid kom-
pleksset jarku Cesaro menetluste korral. —
H. Tirnpu. Biortonormaalridade abso-

luutne  summeeruvus. — S. Baron.
Kahekordsete ortogonaatridade Lebesgue’i
funkisioonid summeeruvise puhul. —

G. Vainikko. Lineaarsete taiclikult pi-
devate operaatorite kompaktne aproksimee-
Timine operaatoritega faklorruumides. —
R. Jiirgenson. Ncljandat jarku mitte-
lineaarsete dilerentsiaalvorrandite rajafiles-
annete lahendamisest difecrentsmeetodiga. —
E. Sakkov. Surutud silindriliste koori-
kute npirastkriitilise staadiumi analiiiis. —
I. Vainikko. Plastsete-elastsete-viskoos-
sete plaatide ja koorikute deformeerumi-
sest. - 1. Vainikko. Plastsete-clastsete-
viskoossete rdngasplaalide ja silindriliste
koorikute diinaamiline paine.

Matemaatikateaduskonna arvutus-
matemaatika osakonna V kursuse iili-
‘opilaste menetluspraktika programm-
juhend. Trt., 1969. 6 1k. (TRU arvutus-
matemaatika kateeder.) Triikitud rota-
prindil. .

Merilo, H. Elementaarne li-
hendusarvutus. Trt., 1968. 20 1k. (EPA.)
Tritkitud rotaprindil.

«Minsk-1» kdskude siisteem, Trt,,
1968. 10 lk. (EPA.) Triikitud rota-
‘prindil.

Petersen, I. ja Roos, H.
Korgema matemaatika iilesannete ko-
gu. Tin, «Valgus», 1969.

1. 3. tr. 303 lk.

2. 2. tr. 252 lk.

Piaget, J. Arvumdiste tekkimine
lapsel. [Ettekanne kogumikust «Initia-
tion on calcul (enfants de 4 a 7
ans)».}] Tin, 1969. 56 1lk. (ENSV
Korgema ja Kesk-erihariduse Ministee-
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rium. E. Vilde nim.
psithhol. kateeder.)

Prinits, O. Téiendavaid pea-
titkke matemaatikaklassidele.  Tln.,
«Valgus», 1969. 224 lk. (ENSV Hari-
dusministeerium.)

Riives, S. ja Ruubel, A.
Aksonomeetria. Niidisiilesannete lahen-

TPedl ped. ja

damisega. Trt. 1968. 67 lk. (EPA.)
Tritkitud rotaprindil.
Rozenfeld, 1 Majandusmate-

maatika ABC. Tln., «Valgus», 1969.

183 1k.
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reetilise mehhaanika kateeder.) Triiki-
tud rotaprindil.

Tiit, E. Toendosusteooria. 2.
[Loengukonspekt TRU matemaatika-
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TeOpHH  MHOTOMEpHBIX  IIOBEPXHOCTEf
eBkJAHA0Ba npoctparcrea. (Muaukartpu-
Cbl KPHBM3HDI, TJaBlble HaNpaBiCHHS,
spostonbl). 128 c. Ha poTampuHTe.
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Seekord pakume lugejaile lahendamiseks filesandeid Ochanomizu Naisle
Ulikooli (Jaapan) matemaatika programmist. Ulesanded saatis toimetusele
Kobe ilikooli matemaatikaprofessor Kiyoshi Iséki.

1. Toestada matemaatilise induktsiooni teel, et

(m—+n! = mn-i- 1
min!
(m, n — naturaalarvud).
2. On antud kolmnurk ABC. Méiidrata kolmnurga kuju, kui on teada, et
jargmised skalaarkorrutised on vordsed:

AB-BC-=BC-CA=CA-AB.

3. On antud kaks kontsentrilist ringjoont
0 C, ja C,, kusjuures ringjoone C; raadius r; on
suurem kui ringjoone C, raadius r.. Ringjoo-
nele C, on tommatud puutuja, mis 16ikab ring-
joont C, punktides P ja Q. Ringjoone C, dia-
meeter PF 1oikab ringjoont C, punktis S (punkt
S on see [dikepunkt, mille kaugus punktist R
on viiksem kui punktist P). Millistes piirides

voib muutuda suhe % kui QS > QR?
2

4. Leida funktsiooni

1
(t)_t—f x(x — 1) (x — £)da (1 > 0)
U]

maksimum.
5. Vordle jargmiste arvridade summasid:

2 n
1+—{2’+% +...+g—,, +...,
1 1 (—1)n

=gt @gr— -+ goagn T

6. Ristkoordinaadistikus on. antud punkt A(0,a) (a>0). Piki x-telie
positiivset osa liiguvad punktid U(4,0) ja V(v,0) nii, et AU+AV=c (¢ on
konstant). Vaadeldes suurusi u ja v aja ¢ funktsioonidena, tdestada, et

du N\ du VAN
E-cos/lUO»%E -cos AVO =0
(O — koordinaatide algus).
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KOGUMIKU VIIETEISTKUMNENDA VIHIKU ULESANNETE
LAHENDUSED

Ulesande nr. 1 lahendus. Vordusest a®™ + a®" = a3P + @3 jdreldub
(am 4 av) (@ —aman -+ a*n) = (a7 + a9) (a?P — aPad -|- a29).
Et
a™ +a" =a? 4 a9,
siis a?m —gm+n - 27 = 2P — qP+4 - g2¢, )
Lahutades saadud vorduse vordusest (a™ —a")2= (a? —a%)2 saame
amtn = qP+d,
m4-n=p-gq. (2)
] m—p=gq—n.
Seose (1) pohjal
ar(am—? —1) =a"(a?-" —1). 3)
Vaib esineda kaks juhtu:
1) m=p. Siis (2) pohjal ¢ =n ning mn = pqg.
2) m = p. Siis (2) pohjal m—p=g—n =0 ja vordus (3) votab kuju
a? = a™, Siit p=n, seose (2) podhjal m= g ning mn = pq.
Ulesande nr. 2 lahendus. Olgu ruutvorrandi lahendid x; ja x,. Lt
X1+ x2=a—3 ja xixs=a-} 3, siis
X2 x2= (X; +x2)2— 261 %= (a—3)2—2(a-}3) =a?—8a+ 3=
= (@ —4)2—13. .
Seega on iilesande vastuseks a =4,

Ulesande nr. 3 lahendus. Olgu otsitavad arvud x ja y. Ulesande
tingimuse kohaselt

x+y=02xy

5x -- by = xy
Siit

x(y —5) == by,

y(x —5) == bx.

Korrutades need vorrandid saame
(x —05) (y —5) = 25.
Et arv 25 on lahutatav tegureiks ainult kahel viisil (26=1.25=5-5),
siis on otsitavaid arvupaare kaks: (6,30) ja (10, 10).

Ulesande nr. 4 lahendus. Olgu kolmnurkade AOB, BOC, COD, DOA
pindalad vastavalt S,, S,, Ss, S Siis

S BO Sy AO BO AO
S,~ oD S, oc’ oD — OC"
Siit
Sy Sq
EROR
Sy= \/-Tlg.;

Analoogiliselt saame
S: VSiSs
Seega S=38,--S;-1-2 V' S,S;, ehk
S= (VS8 + VS~
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Ulesande nr. 5 lahendus. Tostes antud seosed ruutu, saame
sinZx - 2sin x sin y -+ sin?y == a2,
cos2x -+ 2cos ¥ cos y - cos?y = b2
Nende liitmisel ja lahutamisel saame
4~ 2cos (x — y) = a2 |- 62, (1)
cos 2x + cos 2y -+ 2cos (x + y) = b*—a 2)
Koosinuste summa valemi pohjal (2) teisendub kujule
2c0s (X -- yycos (x — y) - 2cos(x + y) = 62 — a
Jagades saadud vorduse vordusega (1) saame
b2 — g2
cos (X --4) = 5 g7 -

EELMISES NUMBRIS ILMUNUD BRIDZIULESANDE LAHENDUS
(Ulesanne vt. «Matemaatika ja kaasaeg», XVI, lk. 82)

S kéib artu itheksa. Kui vastased seda iile ei 166, siis kord ruutut loigates
saab padaga kaks korda tihi N kitte andes koérgete ruutudega O trumpe ldigata
ning kaheksa tihi on garanteeritud. Kui esimesel kdigul O 166b &rtu iiheksa
kuningaga, siis saab tiiesti analoogiliselt N-i ruutudega O viimase trumbi mnaha
votta, Vaslaste parim kaitse on seega esimese tihi votmine drtu emandaga.
Soltuvalt W kidigust on niiild viis voimalust.

1) Kui W kdib teiseks kdiguks pada, siis ei valmista kaheksa tihi saamine
S-ile ilmselt mingit raskust.

2) Kui W kaib ristit, siis S votab, annab tihi N-i ruutu dssale (ilma loiku-
seta), trumpab ruutu kuninga file (O peab seda ju ilmselt trumpama) ja kiib
oma viimase risti O trumbi alla. Soltumata O kidigust votab niiid N pada,
S kaks drtut ja W on sunnitud kas pada v6i ruutu pidaja dra viskama.

3) Kui W kaib ruutu nelja voi viie, siis S vGtab selle seitsmega, N trumpab
risli kiimne, S trumpab ruutu dssa (tarbekorral) iile, annab pada l6ikusega
tihi jdlle N-ile, trumpab ka ruutu kuninga {ile, tombab &drtu issa ja kiib risii
emanda, millega O saab veel vaid édrtu kuninga tihi,

4) Kui W kdib ruutu kaheksa, siis N 166b selle {ile ja kdib jirgmise suure
ruutu, Soltuvalt O tegevusest on ntild kaks voimalust.

a) Kui O kaotab ristit, siis S samuti. Edasi 16ikab ta irtut, millega tekib
pohimotteliselt sama olukord nagu juhul 3 pirast neljandat kiiku.

b} Kui O paneb viikese trumbi (trumbi kuninga panek muudaks olukorra
tidiesti lihisaks), siis S trumpab iile, tombab risti emanda (N viskab pada) ja
N trumpab feise risti. O parimaks kaitseks on see iile trumbata ja pada Kiia,
kuid S trumpab niiiid ruutu (tarbekorral) iile, tombab trumbi #ssa (N viskab
pada) ja N saab viimased kaks tihi.

5) Kui W kiib irtu seitsme, siis S votab selle soduriga (O kuninga panek
ainult lihtsustaks asja) ja tombab veel drtu 4ssa, millele N viskab viikese pada.
Soltuvalt W viskest on niiiid kolm vdimalust.
ht a) Kui W viskab kolmandale tihile pada, siis on kaheksa tihi votmine tiiesti
ihtne.

b} Kui W viskab ruutut, siis S kiib edasi risti emanda (N viskab pada),
annab tihi ruutu dssale ja N kdib ruutu kuninga. Kui O seda ei trumpa, siis
jétkab N ruutude kédimist, kui O trumpab madalalt, siis S trumpab iile, annah
pada IGikusega tihi N-ile ja kiib jalle ruutut. Kui O trumpab kuuendat tihi
kuningaga ja kaib pada, siis kdib N seni ruutut, kuni O trumpi paneb.

. ¢) Kui W viskab ristit, siis S kdib risti emanda ja seejirel ruutu seitsme.
Kui W selle iile 166b, siis taandub olukord eelmisele variandile, kui aga ruutu
seitse tihi saab, siis jargneb pada l6ikus ja N kiib ruutu dssa. Kui O trum-
pab madalalt, siis S {rumpab iile ja kdib ristit. Kui O trumpab kuningaga, siis
S viskab pada ja sollumata O kdigust saab kdik tihid.
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