
:.·· oO·IOOIO 

Matemaatika 
ia kaasaeg 



TARTU RIII(LIK ÜLIKOOL 

MATEMAA~l~II(A 

JA Ki-\ASAEG 
XVIII 

ABIMATERJALE MATEMAATIKA ÕPETAJATELE 
JA ÕPPIJATELE 

TARTU 1972 



Ohiskondlik toimetuskolleegium: 

H. Espenberg, J. Gabovits, 0. Kaas i !k (esimees), 0. Lumiste, 0. Prinits, 
L. Roots, E. Ta m rn e (vastutav toimetaja), A. Tauts, E. Tiit 

Kunstiline kujundus: V. Allsalu 

Joonised: M. Rätsep 

06ruecTBeHHaH pe.rt.aKU.HOHHaH KOJIJierHH: 

5I. fa6oBHti, 10. I( aa 3 H K (npe.n.ce.n.aTeJih), 10. JlyMHcTe, 0. HpHHHTc, Jl. PooTc, 
3. TaMMe (OTB. pe.n.aKTop), A. TayTc, 3. THiiT, X. 3cneH6epr 

06JIO:>KKa: B. AJIJicaJiy 

'llepTe:>KH: M. PsrTcerr 



SOTSIOLOOGILISE UURIMISE STATISTIKAST 

E. l(oppel, E. Tiit 

Sotsioloogilised uurimused on viimaste aastakümnete jooksul 
kogu maailmas omandanud enneolematu ulatuse. Et sotsioloogili-: 
sel uurimisel on informatsiooniallikaks sageli inimene (informat
sioon tuleb anda ankeedi täitmise või intervjueerijaile vastamise 
teel), siis on viimaste aastate jooksul ka enamik ENSV elanik
konnast ühel või teisel viisil sotsioloogilise uurimisega kokku puu
tunud. 

Milleks niisuguseid küsitlusi tehakse? 
Mis nende andmetega peale hakatakse? 
Missugused on selliste küsitluste ja edasise uurimistöö puhul 

«mängureeglid»? 
Et nendele küsimustele, eriti teisele ja kolmandale, vastarnisel 

on oluliselt tarvis tunda matemaatikat, eriti matemaatilist statis
tikat, siis on sobiv sellest ka «Matemaatika ja kaasaja» veergudel 
juttu teha. 

Sotsioloogia uurimisobjektiks on objektiivsed ühiskondlikud 
suhted, mis moodustavad inimeste ja gruppide vaheliste seoste 
aluse. Et neid protsesse võimalikult täpselt· selgitada, on tarvis 
kasutada mitmesuguseid roatemaatilisi meetodeid, kusjuures and
mete massilisuse ning teatavas mõttes juhuslikkuse tõttu on kaas
ajal esiplaanil statistilist laadi meetodid. Järgneva etapini -
sotsiaalsete protsesside matemaatilise modelleerimiseni - on jõu
tud alles väga üksikutes lõikudes ( demograafilised protsessid). 
Käesolevas artiklis vaatlemegi nimelt sotsioloogias kasutatavaid 
matemaatilise statistika meetodeid. 

Mida uurida? 

Sotsioloogi, nagu iga teisegi uurija esimene ülesanne on uuri
misobiekti konkretiseerimine ning kontro11imist vajavate tööhüpo
teeside või kontseptsioonide püstitamine. Siit järeldub ka töö 
metoodika valik. 

Matemaatilist huvi pakuvad eeskätt need meetodid, mis tugi
nevad nn. statistilisele informatsioonile, massiliselt toimetatud 
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samalaadsete mõõtmiste, vaatluste, katsete või intervjuude tule
mustele. Nimelt niisuguseid mep+odeid me järgnevas käsitlemegi. 

Olgu tegemist mingi objektide (sotsioloogias on nendeks tava
liselt mingite tunnuste järgi eraldatud inimesed) hulgaga. Nime
tame seda ü I d k o gu miks. Objektide hulka üldkogumis nime
tatakse ü I d kogu mi mahu k s ja tähistataske tähega N. Old
kogumiks võivad olla näiteks ENSV õpilased, Tartu linna elani
kud, TRU Matemaatikateaduskonna 1970. aasta lõpetanud. Selle 
üldkogumi objekt i d e I (i n d iv i i d i d e I) on tarvis uurida 
teatavaid tunnuseid X 1, X2, ••• , Xm. Tunnuste sisu ja hulga mää
rab konkreetne uurimiseesmärk Nendeks tunnusteks võivad olla 
näiteks õppeedukus, vanus, sugu, suhtumine pedagoogitöösse jne. 
Kõik need tunnused võivad erinevate objektide puhul omandada 
erinevaid väärtusi (üldkogumis on erineva vanusega, erineva 
õppeedukusega jne. indiviide). Seega on iga tunnus Xi juhus 1 i k 
suurus, uuritavate tunnuste kogum aga moodustab juhus 1 i k u 
V e k t 0 r i (Xt. x2 •... I Xm). Siinjuures käsitletakse juhusliku suu
ruse (vektori) mõistet üldisemalt, kui see tõenäosusteoorias tavaks 
on: tunnuse v ä ä rt u s e d ei tavatse olla arvud, vaid nendeks 
võivad olla erinevad mõisted, olektio, objektid. Nii on näiteks tun-· 
nusel «sugu» kaks väärtust: «mees» ja «naine». 

Selleks, et üldkogumit uuritavate tunnuste Xt, X2, ••• , Xm sei
sukohalt iseloomustada, on meil tarvis teada juhusliku vektori 
(X t, X2, ... , Xm) j a o tu s t, sealhulgas seda jaotust iseloomus
tavaid a rv u I i s i karakter i st i k u i d. 

Selle jaotuse täpne teadasaamine on aga väga tülikas. Selleks 
tuleb: uurida tunnuste x~. X2, ... , Xm seisukohalt i ga objekti 
üldkogumis, mis on väga tülikas ja aega ning töökulu nõudev! 
sageli aga hoopis teostamatu. Osutub aga, et seda polegi tarvis. 

l(eda uurida? 

Harilikult ei ole võimalik uurida kõiki meid huvitavaid objekte 
ja seetõttu kasutatakse sotsioloogilistes uurimustes põhiliselt 
v ä 1 j av õ t te 1 i st me eto d i t, mille idee on järgmine. 

Valime üldkogumist välja teatava hulga elemente - v ä 1 ja
võ t te, ning uurime seda vajalike tunnuste seisukohalt. Elemen
tide hulka väljavõttes nimetatakse väljavõtte mahu k s ning 
tähistatakse tähega n. Nii saame uurimistulemusena tabeli, mis 
sisaldab n X m vaatiustulemust ja mida tähistame järgmiselt: 

Xtt, X12, · ·. , X!i, ... , . Xtm 

X21, X22, ... , X2i, ... , X2m 

Xjt, Xj2, ... , Xji, ..• , Xjm 

Xnt, Xn2, ... , Xni, ... , Xnm 
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Selles tabelis võib esialgselt olla niihästi arve kui ka sõnu 
ning teisi sümboleid, mis kirjeldavad uurimisobjektide tunnuseid 
(näiteks: «hea», «rahuldav», «mitterahuldav» jne.). Siin tabeli 
j-s dda Xj 1, Xj2, ... , Xjm sisaldab v äI j av õ t te j-nda i n d i
vi i d i kohta saadud vaatiustulemusi tunnuste x~. X2, ... , Xm 
osas. 

Väljavõtte põhjal tehtud järeldusi kasutame selleks, et neid 
üldistada kogu uurilavale üldkogumile. Selleks peab tu·nnuste vek
tori X~. X2, ..• , Xm jaotus üldkogumil ja väljavõtte! võimalikull 
hästi ühtima, ehk, nagu öeldakse, väljavõte peab olema re pr e
s e nt at i iv n e. Loomulikult ei saa väljavõtte representatiivsust 
vahetult kontrollida (selleks tuleks uuritavate tunnuste väärtused 
teha kindlaks kogu üldkogumi ulatuses ning igasuguse väljavõtte 
analüüsimine kaotaks mõtte). Küll aga on võimalik väljavõtete 
tegemiseks anda mõnesuguseid teoreetilisi juhtnööre, mille järgi 
talitades saadakse enamasti (s. t. suure tõenäosusega) piisavalt 
representatiivseid välj avõtteid. 

Põhiliselt kasutatakse väljavõtete tegemiseks kaht moodust: 
juhu- ning kvoodmeetodit. 

Juhumeetodi kasutamisel teostatakse väljavõte mingis mõttes 
juhuslikult nii, et igal üldkogumi indiviidil oleks võrdne tõenäo
sus sattuda väljavõttesse. Sellise väljavõtte saame näiteks juhus
like arvude generaatori või tabeli abil. 

Olgu näiteks tarvis uurida 105 000 elanikuga linna kogu elanik
kanda, kasutades 1000-indiviidilist väljavõtet Seega peaks olema 
igal elaniku! väljavõttesse sattumise tõenäosus 1000/105 000 = 
= 1/105. Võtame kogu linna elanikkonna nimekirja ja nul)l.mer
dame selle suvalises järjekorras. Seejärel valime juhuslike arvu de 
tabelist järjest 6-kohalisi juhuslikke arve ning leiame väljavõtte, 
paigutades sellesse kõik indiviidid, kelle järjekorranumbrid saame 
järjest tabelist (jättes muidugi välja korduvad indiviidid ning 
need arvud, millele indiviide ei vasta - s. o. arvud vabernikust 
105 001-999 999), seni, kuni neid on nõutav arv - antud juhul 
1000. 

Et ülalkirjeldatud protseduur on küllaltki tülikas, kasutatakse 
selle asemel sageli selle mõningaid modifikatsioone - süstemaati
list juhuv älj avõtet, seeriaväljavõtet ja astmelist välj avõtet. Nende 
puhul on tarvis kasutada mingit tunnust X0 , mis on sõltumatu 
kõigist tunnustest X1, X2, · ... , Xm. Süstemaatilise väljavõtte moo
dustab hulk, mis vastab tunnuse X0 teatud väärtusele või väär
tuste vahemikule (näiteks vaadeldakse indiviide, kes on sündinud 
ühel või mitmel valitud kuupäeva!), samuti kasutatakse üldkogumi 
alajaotamist tunnuse X0 väärtuste abil määratletud rühmadesse, 
kusjuures väljavõttesse valitakse kas mõned rühmad tervikuna 
(seeriaväljavõte) või teostatakse edasine valik rühmadest Sel
liste meetodite kasutamine nõuab suuremat eelinformatsiooni üld
kogumi kohta: tuleb teada, et uuritavad tunnused X1, X2, ... .! Xm 
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on abitunnusest X0 sõltumatud (selle kindlakstegemine on sageli 
küllaltki raske ülesanne), samuti on tarvis ligikaudugi teada 
tunnuse X0 jaotust 

l(voodmeetod on kasutatav siis, kui uuritav üldkogumi jaotus 
on mingite oluliste tunnuste X1, X2, ... , X~t (k < m) osas varem 
kas või ligikaudugi teada (sageli on olukord nii näiteks demograa
filiste tunnuste -- vanus, rahvus, sugu, haridus, elukoht -
puhul). Kvoodmeetodi puhul valitakse väljavõte selliselt, et tun
nuste X 1, X2, ... , Xh jaotus selles vastaks teadaolevale jaotusele, 
kusjuures antud jaotuse piires teostatakse valik vastavalt juhu
väljavõtte printsiipidele. Nii näiteks, kui on teada uuritava elanik
konna soolis-vanuseline struktuur, teostatakse väljavõte selliselt, 
et kõik soo-vanuserühmad elanikkonna'st oleksid väljavõttes esin
datud võrdeliselt oma arvukusele. 

Näeme, et küsimus «keda uurida» on väga tihedalt seotud küsi
musega «mida uurida», ning neid kaht uurimise aspekti saame 
käsitleda vaid koos. Lahutamatult on nende küsimustega seotud 
veel ka kolmas, millel peatume järgnevalt. 

l(uidas uurida? 

Olgu meil teada uurimisobjekt ja kontrollimist vajav hüpo
tees. On ka selge, kuidas valime väljavõtte. Tekib aga küsimus, 
mil viisil peaksime valima tunnused X1, X2 • ... , )(T,ll et meil oleks 
võimalik statistiliste meetoditega kontrollida oma tööhüpoteesi. 
Toome näite. 

Huvitagu näiteks uurijat naiste abiellumisvanuse sõltuvus 
haridusest. Ilmselt on uurimist vajavateks tunnusteks haridus (Xt) 
ning vanus abiellumisel (X2 ). Tuleb vaid kõigil väljavõttesse kuu
luvatel naistel t~ha kindlaks need kaks tunnust ning statistiliste 
meetoditega uurida nende seost. 

lv\õnevõrra keerukam on probleem, kui soovitakse uurida näi
teks tööliste suhtumist muudatustesse tehases sõltuvalt tööliste 
haridusest. Suhtumist töösse ei saa ju mõõta (nagu on võimalik 
mõõta vanust või haridust abiellumisel). Selleks tuleb detailselt 
uurida tööliste käitumist, vestelda nendega jne. Kõige sagedase
maks uurimismeetodiks on küsitlus, mille tulemused küsitlefa jääd .. 
vustab ankeedina või millele lastakse uuritaval enesel kirjalikult 
vastata. Et küsitlus õnnestuks, tuleb uurijal sõnastada sobivad 
küsimused, nn. testküsimused, millele antud vastustest järeldubki 
tööliste suhtumine muudatustesse. 

Oks näide testküsimustest ülaltoodud ülesande lahendamiseks. 
1. Kas muudatusi tuleb teha nii, et palk pidevalt 'tõuseks, kus

juures töö raskus pole oluline? 
2. Kas muudatusi tuleb teha otsekohe, kui kellelgi tuleb hea mõte, 

kuigi tööd saaks teha ka vanamoodi edasi? , 
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3. Kas tahaksite tehast puudutavate ümberkorralduste tegemisest 
osa võtta? 

4. Kes peaks muudatusi tegema? 
Seega saime meid huvitava omaduse (suhtumise) määramiseks 

4 erinevat tunnust X~, X2, X3, X4 (nendeks on küsimused 1, 2, 3, 4), 
millest igaühele on võimalik anda terve rida erinevaid vastuseid. 

Küsimustele võib anda võimalikud vastusevariandid või lubada 
igal küsiteidaval vastus ise sõnastada. Esimene võimalus on mater
jali edasiseks töötlemiseks sobivam, kuid tulemus sõltub vastuse

variantide sõnastuse edukusest. Oks võimalik näide (vastusevarian
did sobivad küsimustele 1-3): 
1 - j ah, kindlasti; 2 - võiks küll; 3 -- ükskõik; 4 -- parem mitte; 

5 - ei, kindlasti mitte. (I) 
Kahtlemata pole see ainus võimalus. Lihtsama vastusevarian

tide kompleksi saaksime kujul: 
1 - jah; 2 - ei; 3 -- ükskõik. (II) 

Poleks raske mõelda välja ka 6, 7 või koguni 10 erinevat vas
tusevarianti, s. t. tunnustel X1, X2 ja Xs võiks olla 5, 3, 6, 7 või ka 
10 erinevat väärtust. N\eie küsimus ei ole aga sellega veel lahen
datud. Jääb järgmine probleem. 

Millise mõõdupuuga saadud vastuseid mõõta? 

Mõõtmise tulemusena saame mõõdetava objekti mingit oma
dust väljendada arvudes. Et meie ülesandeks on tunnuseid Xt, X2, 
X3 ja X4 mõõta, siis tuleb meil vastusevariandid kuidagi arvu
des väljendada. 

Seda on alati võimalik teha kas või vastuseid nummerdades, 
nagu ülal tegimegi. Näite (I) korral tähendaks vastusevariant 5 
«ei, ·kindlasti mitte», ning meil tarvitseks vaid kirjutada, et anke
teeritav inimene andis vastuse «5». 

Võrreldes ülalkirjeldatud tunnuseid Xt, X2, X3 näiteks tunnu
sega «vanus» näeme, et nende mõõtmine on oluliselt erinev~ Vanust 
võib moõta aastates, kuudes, päevades, tundides. O!alkirjeldatud 
tunnuste X1 - X4 jaoks aga loomulikud, üldkasutatavad mõõtmis
ühikurl puuduvad. Nende mõõtmiseks tuleb moodustada sobivad 
skaalad. Vaatlemegi järgnevas skaalade põhitüüpe. 

1° Nominaalskaala. Uuritavad objektid jaotatakse mõõdetava 
tunnuse alusel klassidesse, kusjuures nende klasside vahel ei tar
vitse mingit seost olla. Igale klassile seatakse vastavusse erinev 
arv - nn. kood, näiteks selle klassi j ärjekorranumber. Et aga 
klasside järjestus ei ole määratud, võime need ka teises j ärjekor
ras nummerdada: nominaalskaalal on lubatud ül?-sühesed teisen
dused. Näiteks tunnus «sugu» on esitatav nominaalskaalal, tähis
tades 

l - mees, 2 - naine, 
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või ka 
1 - naine, 2 -- mees, 

kuid samuti on võimalik 
3 - mees, 7 - naine. 

Niisuguseid tunnuseid nagu rahvus, perekonnaseis, elukohtJ' 
elukutse jne. mõõdetakse tavaliselt nominaalskaalal. Siinjuures 
võib ka skaalasid valida sisuliselt mitmeti. Näiteks: 
1 - eestlane; 2 - venelane; 3 - ukrainlane; 4 - soomlane; 
5 - valgevenelane; 6 - lätlane; 7 - leedulane (III) 
või 

1 - eestlane, soomlane; 2 - venelane, ukrainlane, 
' valgevenelane; 3 - lätlane, leedulane. (IV) 

Siin skaala (III) on peenem, võimaldab säilitada rohkem infor
matsiooni kui skaala (IV). Paneme tähele, et skaalalt (III) saab 
skaalale (IV) üle minna, vastupidine üleminek aga ei ole võimalik. 

2° Järjestatud skaala. Olgu uuritavad objektid mõõdetava 
tunnuse alusel mingil viisil sisuliselt 1 järjestatud (üldi~Jt pole 
tegemist matemaatilises mõttes täieliku, vaid osalise j ärjestu
sega). Niisugune on olukord näiteks igasuguste hinnangute mõõt
misel. Vaadeldes skaalanäidet (I) paneme tähele, et see on tõe
poolest järjestatud: hinnangud muutuvad j äriest negatiivsemaks. 
Skaala (II) seevastu ei ole järjestatud, kuid me võime selle skaala 
teisendada j ärjestatuks: _ 

1 - ei; 2 - ükskõik; 3 -jah (V) 
Järjestatud skaala ei muutu sisuliselt, kui muudame koode nii~ 

et järjestus säilib, s. t. järjestatud skaalal on lubatud rangelt 
monotoonsed teisendused. Näiteks võime sk aa 1 a (V) teisendada 
kujule 

5 - ei; 7 - ükskõik; 8 - jah, (VI) 
mis on kujuga (V) samaväärne. 

Järjestatud skaalat saab alati kasutada nominaalskaalana 
(kuid sellega kaasneb informatsiooni kadu), vastupidine aga ei 
ole võimalik. 

3° lntervallskaala (vahemikskaala). Oletame, et uuritavate 
objektide vahelised kaugused antud tunnuse alusel on teada. Kuna 
vaadeldakse korraga ainult üht tunnust (väärtused paiknevad ühe~ 
mõõtmelises ruumis, s. o. sirge!), siis on nende kauguste abil 
ka järjestus määratav. Seega võib intervallskaalat käsitleda ka 
järjestatud skaalana (kaotame vaid informatsiooni kauguste 
kohta). 

Intervallskaalale sobib paigutada näiteks andmed hariduse 
kohta, mõõtes haridustaset lõpetatud õpinguaastate arvuga: 

1 Sellise sisulise järjestuse olemasolu tunnuste hulgas saab kindlaks teha 
sotsioloog või psühholoog, s. o. vastava eriala spetsialist. Matemaatilisi meeto
deid tunnuste järjestatuse kontrollimiseks ei ole. 
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4 - algharidus; 8 - 8-klassiline haridus; 
11 - keskharidus; 16 - kõrgem haridus. (VII) 

Näeme, et kaugus kesk- ja kõrgema hariduse vahel on .suurem 
kui kesk- ja 8-klassilise hariduse vahel jne. 

Kuid ka skaala (VII) ei ole ainus võimalus ülaltoodud tunnuse 
esitamiseks. 1\1.e ei kaota mingit informatsiooni kauguste kohta, 
kui võtame kasutusele skaala (VIII): 

1 - algharidus; 5- 8-klassiline haridus; 
8 - keskharidus; 13 - kõrgem haridus. (VIII) 

üldiselt on intervallskaala puhul lubatud s!?aala lineaarteisen
dused. Intervallskaala puhul ei ole fikseeritud üheselt määratud 
nullpunkti. Selletõttu ei sa~ me ka öelda, et üks inimene on kaks 
korda haritum kui teine. 

4° Multiplikatiivne skaala. Juhul kui uuritaval tunnuse! on 
fikseeritud üheselt määratud. nullpunlä ning on teada uuritavate 
objektide kaugused sellest nullpunktis( saame kasutada multipli
katiivset skaalat. Loomulikult on multiplikatiivse skaala puhul 
teada objektidevahelised kaugused (seega multiplikatiivset skaalat 
saame, leppides informatsioonikaoga, kasutada intervallskaalana, 
siit aga järeldub, et ka kõigi eelnevate skaaladena). 

Multiplikatiivsel skaalal saab mõõta näiteks vanust. Loomu· 
likuks nullpunktiks on sünnimoment ning me võime öelda, et üks 
inimene on kaks korda vanem kui teine. 

Multiplikatiivse skaala puhul on lubatud skaala korrutamine 
mingi nullist erineva arvuga. Nii võime vanust väljendada aasta
tes (vt. skaala (IX)), kuudes (vt. skaala (X)), kuid kasutatavad 
Dn ka suvalised mõõtühikud - koodid (skaala (XI)). 

Okskõik milliseid mõõtühikuid me ka ei kasutaks, ikka saame 
öelda, et üks inimene on teisest a korda vanem, kui koodide suhe 
on a. Näiteks: 2 : 1 = 24: 12 = 4: 2 = 2 (tabelist (IX)- (XI)). 

Vanus aastates 0 1/2 P/2 2 21/2 3 I·. (IX) 

I 

/ ... Vanus kuudes 0 I 6 12 18 24 30 36 (X) 
I ! 

Kood 0 I 2 3 4 5 6 I·. (XI) 

Et aga aeg muutub pidevalt, kuulub ajaskaalale tegelikult palju 
rohkem punkte, kui tabelis märgitud. Multiplikatiivset skaalat 
(samuti kui intervallskaalatki) saab enamasti (lõpmatuseni) t i
h e n dada. Praktiliselt aga ei ole sageli vajadust liiga tihedate 
skaalade järele ning selle asemel kasutatakse nn. k I as s i f it
s e eritud skaalasid (vt. XII). 
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Vanusevahemik 
/Kuni 515----10 ~10-15115-20120-25125-30130-351 ... (XII) aastates 2 

I I I I l 
i 

17,51 1· 27.5 I ... Keskmine vanus I 2,5 7,5 12,5 22,5 32,5 (XIII) 
I I 

Kood 2 3 4 5 
I 

6 7 I (XIV) 

Kood 3 5 7 9 
I 

11 13 I (XV) I ... 

Multiplikatiivsus säilib (sõltuvalt koodi valikust) kas klasside 
otspunktide jaoks (skaalad (XII) ja (XIV)) või klasside kesk
punktide jaoks (skaalad (XIII) ja (XV)). 

5° Absoluutne skaala. Kui uuritava tunnuse sisuks on mingi 
loendamistulemus, siis on selle väärtused sageli otstarbekas esi
tada vahetult loendamisel saadud naturaalarvudena, ilma iga
suguste teisendamisteta. Sellist skaalat nimetatakse absoluutseks 
skaalaks ning selle puhul ei ole ükski teisendas lubatud. 

Näiteks on absoluutset skaalat sobiv kasutada, kui tunnuseks. 
on laste arv perekonnas. 

Leppides suurema või väiksema informatsioonikaoga, võime 
absoluutset skaalat vaadelda ka kõigi eelnevate skaalade eri
juhuna. 

Märgime siin, et kaht esimest skaalatüüpi nimetatakse kv a -
1 ita t i iv s et eks skaaladeks, kolme viimast - kv anti t a ·e 

t i iv s et eks. (Sageli kvantitatiivseid skaalasid omavahel ei eris
tata, vaid vaadeldakse ühiselt intervallskaaladenCJ.) 

Kõik s_kaalatüübid ei ole kaugeltki samaväärsed, vaid erinevad 
üksteisest informatsioonisisalduse poolest, millest aga järeldub. 
et ka edaspidi võimaliku matemaatilise töötluse poolest. Seetõttu 
on uurijatele alati huvipakkuv tunnuse kirjeldamiseks valida või
malikult «kõrge», s. t. võimalikult informatiivne skaala. Skaalade 
teisendamine moodustabki olulise osa nn. mõõtmisteooria (sk a
I e erimisteooria) sisust. 

Nominaalskaa lat saab sageli asendada i ärj estatud skaalaga. 
Näiteks elukohad võime järjestada: 

suurlinn, keskmine linn, väikelinn, alev, maa-asula. 
Samuti on sageli võimalik järjestada elukutsed (ühiskondliku 

prestiizi, nõutava haridu.~taseme, keskmise sissetuleku jne. alusel, 
enamasti nõuab see aga eelnevat uurimist). 

Kahe väärtusega, nn. d i h h o toom i I i st nominaaltunnust 
saab alati järjestatuna käsitleda. Vajaduse korral on võimalik 

2 Tavaliselt ei loeta vahemikku kuuluvaks ü 1 e m .i st otspunkt i, seega 
on näiteks esimesse vahemikku kuuluvad vanimad lapsed need, kes s a a v a d 
järgmisel ptieval S-aastaseks (kui vanust loetakse ühepäevase täpsusega). 
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aga üht nominaa !tunnust jaotada dihhotoomil i ste või ka rohkemate 
väärtustega järjestatud tunnuste hulgaks, mis on sageli otstarbe
kas edasisel töötlusel. Vaatleme .i ärgmist elukutsete no mina al 
skaalat (see ei prefendeeri kaugeltki täiuslikkusele): 

1 - tööstustööline 
2 brigadir 
3 insener 
4 tööstusettevõite direktor 
5 kolhoosnik, sovhoositööline 
6 - põllumajanduse brigadir, mehhanisaator 
7 - agronoom, põllumajanduse insener 
8 - kolhoosiesimees, sovhoosidirektor 
9 - 1 ihtametnik 

10 - juhtiv ametnik 
Il - õpetaja (XVI) 
12 koolidirektor 
13 arst 
14 meditsiiniõde 
15 sanitar 
16 kauplusemüüja 
17 kauplusejuhataja 
18 teadlane 
19 -.näitleja 
20 -- raamatukogujuhataja 
Sellise skaala kohmakus on ilmne. Liiatigi on lihtne näha, et 

kaugeltki kõik võimalikud elukutsed ei ole sellesse paigutatud. 
Püüame sama skaala jaotada mitmeks, millest vähemalt osagi 
oleks järjestatud. 1\1\.oodustame järgmised skaalad: 
A I - loob valdavaH materiaalseid väärtusi 

2 - " " vaimseid väärtusi (XVII) 
B 1 töötab põllumajanduses 

2 tööstuses 
3 teenindussfääris 
4 meditsiini alal (XVII I) 
5 hariduse alal 
6 kultuuri alal 
7 " teaduse alal 

e 1 on juhtiv töötaja 
2 on keskastme töötaja (XIX) 
3 -- on lihttööline 

D 1 on kõrgelt kvalifitseeritud töötaja 
2 - on keskmiselt " " (XIX) 
3 - on madalalt kvalifitseeritud (kvalifitseerimata) töötaja 

Näeme, et tunnused A, C ja D on järjestatud, järjestaruata on 
üksnes B. Tõepoolest, mingit sisulist järjestust on loetletud elu
kutsete seas raske leida. 
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Esialgse skaala (XVI) kõiki jaotusi saame uute skaalade 
(XVIII)- (XX) abil kirjeldada, näiteks: 

tööline: A 1, B2, C3, D3; 
brigadir: A 1, B2, C2, D2; 
insener: Al, B2, C2, Dl; 
direktor: Al, B2, Cl, Dl või D2 jne. 
Näeme, et meie skaala de süsteemis tekkisid «loomulikud 

kohad» ka teenindusettevõtte direktorile, teenindusinsenerile,. 
peaarstile jne. 

Teiseks huvipakkuvaks küsimuseks on nominaal- või j ärjes
tatud skaala teisendamine intervallskaalaks. Selleks kasutatakse 
mitmeid võimalusi, milledest suur osa rajaneb nn. ekspert i d e 
kasutamisel. Ekspertideks ei ole seda liiki ülesannete puhul tava
liselt mitte spetsialistid (kuigi vahel kasu_tatakse ka neid), vaid 
sageli on nendeks enam-vähem juhuslik osaväljavõte uuritavast 
üldkogumist või väljavõttest. Niisugune ekspertide valik garan
teerib võimalikult lähedased vastusevariandid sellele, kuidas mõist
sid neid vastajad - uuritavad Isikud. Loomulikult ei ühti kõigi 
ekspertide arvamu'sed (välja arvatud juhud, kui järjestus on väga 
ilmne, nagu skaala (I) puhul). Need variantide paarid, mille 
puhul eksperdid järjestuses on üksmeelsed, paiknevad üksteisest 
kaugemal kui need, mille puhul esineb nii üht- kui ka teistpidi 
arvamusi. Kaugused võib arvutada, võttes aluseks näiteks arva
muste jaotuse normaalsuse. 

Sama meetodit ilma kaugusi arvutamata saab kasutada ka 
nominaalskaala teisendamiseks järjestatud skaalaks. Tuleb aga 
arvestada, et enamasti ei ole see hästi võimalik, vaid, nagu ülal 
nägime, tuleb nominaalskaala esitamiseks kasutada mitut j ärjes
tatud skaalat. 

Kui nominaalskaalal on k erinevat väärtust, saab selle skaala 
alati esitada Il dihhotoomilise skaala kaudu. Et dihhotoomilised 
skaala d on alati j ärj esta tud, järeldub siit, et nominaalskaala on 
alati esitatav küllaldase arvu l järjestatavate skaalade kaudu 
(1 ~ l ~ k, kus k on nominaalskaala erinevate väärtuste arv). 
Tõepoolest, vaatleme näiteks tunnust B skaalal (XVIII). Selle 
võime esitada järgmiste dihhotoomiliste skaalade kompleksina: 

B 1 1 - töötab põllumajanduses, 
2 - ei tööta põllumajanduses; 

Bv 1 - töötab teaduse alal, 
2 - ei tööta teaduse alal. 

Niisuguse esitamise mõte seisneb selles, et järjestatud tun
nustega saab edasisel töötlusel teostada mitmeid statistilisi ope
ratsioone (teha korrelatsioon-, faktor- ja regressioonanalüüsi) ~ 
mida nominaaljaotusega ei ole võimalik teha. 

(Järgneb) 

12 



MONDA FUNKTSIONAALANALüüSIST 111 

G. Vainikko 

Võrrandi Jahendid ja operaatori püsipunktid 

.. i\1\atemaatika mitmesugustes distsipliinides puutume sageli 
kokku võrranditega, mille täpne lahendamine osutub üle jõu käi
vaks või koguni põhimõtteliselt võimatuks antud teooria raamides. 

Näiteks algebra kursusest on kõigile tuttavad ruutvõrrandi 
lahendusvalemid. Lahendusvalemid on tuletatud ka kolmanda ja 
neljanda astme võrrandite jaoks. Viienda astme võrrandi 

ax5 + bx4 + cx3 d- dx2 + ex + f = 0 

jaoks aga analoogilised lahendusvalemid puuduvad; on teada, et 
üldise viienda astme võrrandi Jahendid üldse ei avaldu radikaa
lides, s. t. lahendite leidmine ei taandu algebralistele tehetele 
kordajatest a, b, e, d, e, f. 

Teise näite toome diferentsiaalvõrrandite teooria alalt. Võr
randit, mis seob otsitavat funktsiooni x = x(t) selle tuletisega 
x' = x' (t) ja sõltumatu muutujaga t, nimetatakse d i fe re nt
s i a a Iv õ r r a n d i k s (täpsemalt, esimest järku harilikuks dife
rentsiaalvõrrandiks). Diferentsiaalvõrranditeks on näiteks järg
mised võrrandid: 

x' = p (t), 
x' '= p (t) + q (t) x (nn. lineaarne diferentsiaalvõrrand), 
x' = p (t) + q (t) x + r (t) x2 (nn. Riccati võrrand), 
x' = f(t, x) 

(p (t), q (t), r (t), f (t, x) on mingid pideva d funkt5ioonid; esime
sed kolm toodud võrranditest on erijuhud neljandast võrrandist). 
Võrrandi x' = p (t) lahenditeks on 

t 
x(t) = Xo-1- J p(s)ds, 

lo 

kus t0 ja x 0 on muutujate t ja x suvalised fikseeritud väärtused. 
Ka lineaarse diferentsiaalvõrrandi jaoks on tuletatud lahendus
valem, Riccati võrrandi jaoks aga lahendusvalem puudub. On tões-
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tatud, et Riccati võrrandi lahendid üldjuhul ei avaldu kvadratuu
rides, s. t. lahendiie leidmine ei taandu integreerimistehtele teada
olevatest funktsioonidest (võrrandi kordajatest p (x). q (x), r (x) 
või nende teatud kombinatsioonidest elementaarfunktsioonidega). 

Kui puutume kokku võrrandiga, mille täpne lahendamine on 
võimatu, on äärmiselt tähtis teada, kas sellel võrrandit üldse on 
lahendeid ja kui palju neid on. Näiteks algebras tõestatakse, et 
igal n-astme võrrandit 

xn -i- a1xn-l ·+ a2xn-2 + ... +an-lX+ an= Ü 

on olemas vähemalt üks reaalne või kompleksne Jahend (parajasti 
n lahendit, kui arvestada lahendite kordsusi - osa nendest n 
Jahendist võivad langeda kokku). Diferentsiaalvõrrandite teoorias 
.antakse piisavad tingimused selleks, et diferentsiaalvõrrandil 

x' = f(t, x) 

oleks vähemalt üks vot parajasti üks lahend, mis rahuldab nn. 
al g tingimust x(t0).,= x0 (t0 ja x0 on muutujate t ja x suva
lised fikseeritud väärtused; diferentsiaalvõrrandit koos algtingi
musega nimetatakse Ca u e h y ü 1 e sa n d eks). 

Võrrandite lahendi olemasolu ja ühesuse küsimus on ka funkt
sionaalanalüüsi üheks uurimisobjektiks. Tüüpiline olukord on siin 
järgmine. Olgu E näiteks meetriline ruum 1 (või Banachi ruum 1 

või mõnda muud tüüpi ruum), A : E-+ E aga selles ruumis tegut
sev operaator.2 Uuritakse võrrandi x = Ax lahendi olemasolu jll 
ühesust Lahendi olemasolu ja ühesuse tingimused formuleeritakse 
sellise võrrandi jaoks tavaliselt püsipunkti printsiipidena. Ope
raatori A : E-+ E p ü s i p u n k t i k s nimetatakse sellist elementi 
x* E E, mille operaator A jätab paigale: Ax* = x*. Operaatori A 
püsipunktid on võrrandi x = Ax lahenditeks ja vastupidi. Püsi
punkt i printsi i p i d eks nimetatakse väiteid,· mis annavad 
piisavad tingimused antud operaatori püsipunkti olemasoluks või 
olemasoluks ja ühesuseks. Seega võib iga püsipunkti printsiipi 
operaatori A jaoks vaadelda kui väidet võrrandi x ~= Ax Jahendi 
olemasolust või olemasolust ja ühesusest. 

Funktsionaalanalüüsis tõestatavad püsipunkti printsiibid on 
rakendatavad paljude konkreetsete võrrandite Jahendi olemasolu 
ja ühesuse uurimisel. Näiteks on püsipunkti printsiipide abil lihtne 
tõestada diferentsiaalvõrrandite teooria põhiteoreeme Cauchy üles
ande lahendi olemasolu ja ühesuse kohta. 

Allpool tutvume kahe põhilise püsipunkti printsiibiga -
Banachi printsiibiga ja Schauderi printsiibiga. 

1 Vt. käesoleva artikli I osa, Matemaatika ja kaasaeg, XVI, lk. 3-19. 
2 Vt. käesoleva artikli II osa, Matemaati1ka ja kaasaeg, XVII, lk. 35-·4:.3. 
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Hanachi printsiip 

Olgu E täielik meetriline ruum ja e (x, y) elementide x, y E E 
vaheline kaugus. Operaatorit A : E~ E nimetatakse ah e n d a
va k s, kui iga elementide paari x, y E E korral on täidetud võr
raius 

g(Ax, Ay)~ qe(x, y), (1) 
milles kordaja q on mingi ühest väiksem reaalarv: 

0 ~ q < 1 (2) 
(q ei sõltu elementidest x, y E E). Ahendava operaatori A raken
damisel elementidele x, y «lähenevad» nende kujutised teinetei
sele, elemendid «surutakse» teineteisele lähemale. Seetõttu kasu
tatakse nimetuse «ahendav operaator» sünonüümidena sageli ka 
nimetusi «lähenemisoperaator» või «surumisoperaator». 

Ba n a ehi pr i·n-t s i ip. Täielikus meetrilises ruumis E tegut
seval ahendaval operaatoril A : E~ E on olemas parajasti üks 
püsipunkt. 

Tõe st u·s. Võtame suvalise elemendi x0 E E ja moodustarne 
jada {xn} elementidest x 1 :::-.=: Axo, X2 ::=: Ax1, X3 = Ax2, ... , Xn = 
~= Axn-I. .... N äi ta me, et jada {xn} koondub ruumis E. Meetri
lise ruumi E täielikkuse tõttu piisab selleks näidata, et {xn} on 
Cauchy jada 1, s. t. et 

,(! (Xm, X n) ~ 0, kui m, n~ oo. 

Olgu m <n (juhtumi m >n käsitlus on analoogiline). Rakenda
des korduvalt kolmnurga aksioomi, leiame 

(} (Xm, Xn) ~ (} (Xm, Xm+d -j-{} (Xm+J. Xn) ~ 
~ (J (Xm, Xm+I) -\- .Q (Xm+l• Xm+2) + 
+ (! (Xm+2, Xn) ~ ... 

Selliselt jätkates E.aame 
n-t 

[! (Xm, Xn) ~ 2J {! (xh, Xk+i). 
k=m 

(3) 

Hindame viimase summa liikmeid. Kuna xh = Axh-J (k = 1, 2, ... ) , 
siis võrratuse ( 1) põhjal 

Q (xk, xh+d == Q (Axh-t. Axh) ~ q(} (Xn-1. Xk) ~= 
= qQ (Axn-2, Axh-d ~ q2Q (xk-2, Xn-d ·= 
·= q2~Q (Axk-3, Axh-2) ~ q3Q (Xn-3, Xk-2) ·= ... 

Selliselt jätkates leiame lõpuks, et 
(! (Xk, Xh+t) ~ qkQ (Xo, XI). 

See võrraius kehtib iga k = 1, 2, ... korral. 
Võrraiusest (3) saame nüüd 

n-1 n-1 

{!(Xm, Xn) ~ _2 (!(Xk, Xk+i) ~ {! (Xo, Xi) _2 qk < 
k=m k=m 

oo qm 
< Q (xo, Xt) k~nqk = e (xo, Xi) I - q . 

15 



Viimasel sammul me võtsime arvesse võrraiuse (2) ja rakenda
sime kahaneva geomeetrilise progressiooni summa valerr,it. Võr
raiuse (2) tõttu 

f2 (xo, Xt) 
~ (xm, Xn)::::;; 

1 
qm-- 0. kui m--+- oo (m < n). 

-q 

Seega {xn} on Cauchy jada ja koondub mingiks elemendiks 
x* EE: 

.Q (xn, x*) --+- 0, kui n--+- oo. 
Võrraiuse ( 1) tõttu 

.~ (Axn, Ax*) ::::;; q~ (xn, x*) --+- 0, kui n--+- oo, 

s. t. Axn--+- Ax*. Kuid me teame ka, et Axn = Xn+I--+- x*. Kuna 
aga koonduval jadal ei saa olla mitut piirelementi, siis Ax* = 
= x*, s. t. x* on operaatori A püsipunktiks. 

Niisiis on operaatoril A püsipunkt olemas. Püsipunkti ainsuse 
näitamiseks oletame, et operaatoril A on olemas veel teine püsi
punkt x**: 

.Ax** =e-= x**. 
Siis võrratuse (lj põhjal 

,~(x*, x**) = e(Ax*, Ax**)::::;; qg(x*, x**), 

millest järeldub võrraiuse (2) ja kauguse mittenegatiivsuse tõttu. 
et ~ 

.~(x*, x**) = 0 ehk x* = x**. 
Järelikult on operaatoril A olemas ainult üks püsipunkt 

Banachi printsiip on sellega tõestatud. 
Tõestus annab ühtlasi meetodi püsipunkti ligikaudseks arvu

tamiseks. Me näitasime, et suvalise alglähendi Xo E E korral 
koondub lähendite jada 

Xn r=·AXn-1 (n= l, 2, ... ) (4) 

operaatori A (ainsaks) püsipunkUks x*. Lähendile jada leidmist 
valemi ( 4) abil nimetatakse iteratsioonimeetodiks. 

0 I e sa n n e l. Näidata, et võrraiusest (1) järeldub operaatori A pidevus. 
0 1 e sa n n e 2. Näidata, et lähend.ite jada (4) jaoks kehtib veahinnang 

g(xn, x$) ~ g(x0, x*)~ (n= 0, 1, 2, ... ). 
1-q 

Siin e (x0 , x*) on alglähendi x0 viga. 
0 I e sa n n e 3. Olgu teada alglähendi vea hinnang (! (x0 , x*) :::::;; e0 . Olgu 

lähendi soovitav täpsus e (0 <e :::::;; eo) . .Kui suur tuleb võtta iteratsioonisam
mude arv N= N (e0, e), et oleks garanteeritud täpsus g (xN, x*) :::::;; e? 

0 I e sa n n e 4. Olgu E Banachi ruum, A :E---+- E aga operaator, mis igale 
elemendile x E E seab vastavusse elemendi 

Ax.=Bx+f. 
kus f on ruumi E mingi fikseeritud element, B :E.- E aga tõkestatud lineaarne! 
operaator, mille norm 2 

11811 <I. 
Näidata, et operaator A rahuldab siis Banachi printsiibi nõudeid. 

16 



Banachi printsiibi lihtsamaid rakendusi 

Kõigepealt anname Banachi printsiibile uue formuleeringu ühe 
olulise erijuhu korral. 

Teo re e m 1. Olgu E Banachi ruum, 

S(xo, r) = {x E E: JJx-xoll ~ r} 

mingi kinnine kera ruumis E. Teisendagu ruumis E tegutsev ope
raator A k~ra S (x0, r) endasse: 

kui llx- Xoll ~ r, siis llAx- Xoll ~ r. (5) 

Olgu iga x, yES (x0, r) korral täidetud võrraius 

IIAx-Ayll ~ q JJx-yJJ, (6) 

milles q < 1. Siis on operaatorilA olemas keras S (xo, r) parajasti 
üks püsipunkt. 

Tõe st us. Kinnine kera S (xo, r) on täielikuks meetriliseks ruu
miks, kui defineerime elementide x, y vahelise kauguse valemiga 
(} (x, y) =· llx- yJJ. Tõepootest, meetri! ise ruumi aksioomid 1°-3° 
on täidetud.1 Näitame, et S (xo, r) on täielik. Olgu Xn E S (xo, r) 
(n= 1, 2, ... ) Cauchy jada, s. t. 

(2 (xm, Xn) -+ 0, kui m, n-+ oo. 

Siis võrduse Jlxm- Xnll ·=e (xn, Xm) tõttu ka 

Jlxm-Xnll-+ 0, kui m, n-+ oo, 

s. t. {xn} on Cauchy jadaks Banachi ruum_is E. Banachi ruumi 
täielikkuse tõttu jada {xn} koondub ruumis E mingiks piirelemen
diks x E E: 

JJxn- xJJ-+ 0, kui n-+ oo. 

Kuna aga kera S (xo, r) on kinniile hulk 1 ruumis E ja XnES (xo, r) I 

siis on ka piirelement x kera S (xo, r) elemendiks. Niisiis XES (xo, r) I 

ja 
(2 (Xn, X) -+ 0, kui n-+ OO, 

Sellega oleme näidanud, et meetritise ruumi S (xo, r) elementidest 
moodustatud Cauchy j ad ad koonduvad selle ruumi elementideks, 
s. t. tneetriline ruum S (xo, r) on tõepoolest täielik. 

Teoreemi eelduste (5) ·ja (6) kohaselt teisendab operaator A 
täieliku meetritise ruumi S (x0• r) iseendasse ja on ahendav sellel 
ruumil. Banachi printsiibi põhjal on operaatorilA olemas parajasti 
üks püsipunkt ruumis S (x0, r). 

Sellega on teoreem 1 tõestatud. 
ülesanne 5. Olgu 11Ax0 -x0 1l ~ (1-q)r ja olgu iga x,yES(xo,r) 

korral täidetud võrraius (6). Näidata, et operaator A teisendab siis kera S(xo, r) 
endasse. 
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Vaatleme nüüd Banachi printsiibi lihtsamaid rakendusi. 
Uurime võrrandi 

x = f(x) (7)' 

Jahendi olemasolu ja ühesuse küsimust. Olgu f (x) mingil lõigul 
[ a, b] diferentseeruv funktsioon ja 

Oletame veel, et 
lf'(x)[::::;;; q< 1, kui x E [a, ~].. (8) 

f(x) E [a, b] iga x E [a, b] korral. (9) 

Sellisel juhul võime väita, et võrrandil (7) on olemas lõigul 
[ a, b] parajasti üks lahend. Tõepoolest, võtame Banachi ruumiks 
E reaalarvude ruumi R1, !lx- yJI = jx- Yi· Lõik [a, b] on siis. 

kinniseks keraks S (x0, r), mille keskpunktiks on b-;-a ja raadiuseks. 

b 
2 

a, funktsiooni f (x) aga võime vaadelda operaatorina, mis eel

duse (9) tõttu teisend ab• kera S (xa, r) iseendasse. Lagrange'i kesk
väärtuslause põhjal on iga x-, y E [a, b] korral 

f (X) -- f ( Y) ~ f' ( Z) (X - Y), 

kus z on mingi väärtus x ja y vahel. Võrratuse (8) tõttu 

lf(x) -f(y)! = lf'(z)! !x-y!::::;;; q lx-y:, 
s. t. operaator f on lõigul [a, b] uhendav (rahuldab keral S (xo, r} 
võrratust (6)). Seega rahuldab operaator f kõiki teoreemi 1 eeldusi 
ning teoreemi 1 põhjal on tal olemas parajasti üks püsipunkt 
x* E [a, b]: 

x* = f(x*), 

m. o. t. t. lvluide, tõestatud väide on geomeetriliselt üsna ilmne 

(' 

~ 1-·--·------, 
I I 

I 
I 

Q~----~x~.------~--x 

Joonis 1. 
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(vt. joon. 1): tingimuse (9) 
tõttu . paikneb funktsiooni 
y ·= f (x) graafik ruudus 
a ::::;;; x ::::;;; b , a ::::;;; y ::::;;; b j a 
järelikult lõikab mingis punk
tis ruudu diagonaali y ;= x; 
võrratuse (8) tõttu on kõvera 
y = f (x) puutu ja tõus iga 
x E [ a, b] korral ühest väik
sem, seetõttu ei saa kõverad 
!Jr= f (x) ja y =X lõikuda 
enam kui ühes punktis. 

Uurime nüüd võrrandisüs-
teemi 

( 10) 



Jahendi olemasolu ja ühesuse küsimust. Olgu f(~I. ~2) ja g(;t. ;2) 
ringis ; 1

2 + ;2
2 ~ r 2 määratud funktsioonid. N\ainitud ring on 

kcraks S (0, r) Banachi ruumis 1 R2 ; kera keskpunktiks on 0 = 
= (0, 0). Defineerime ruumis R2 tegutseva operaatori A, mis igale 

elemendile X =.(~1, ez) E S (0, r) seab vast~vusse elemendi 
(f (~It e2), g (;1, ;2)). Tingimus x ·= Ax tähendab siis, et x '= 

· -= (;1, ; 2) rahuldab võrrandisüsteemi ( 10). Seega võrrandisüs
tcemi ( 10) lahendid ühtivad operaatori A püsipunktidega. Meie 
eesmärgiks on rakendada püsipunkti olemasolu ja ühesuse näita
miseks teoreemi 1. Selleks peame asetama funktsioonidele f (;,, ;2) 
ja g (;1, ; 2 ) selliseid tingimusi, et operaator A rahuldaks teoreemi l 
nõudeid. Kõigepealt, selleks et operaator A teisendaks kera 
S (0, r) iseendasse, peame nõudma järgmist: 

[ 2 al, ;2) ,+ g 2 (;~. ;2) ~ r2
, kui ;12 -+ ;22 ~ r 2. ( 11) 

Selleks, et operaator A rahuldaks ka tingimust (6), peame nõudma 
järgmist: 

{[f (~r, ~2)- f (1]t, 1]z) F + [g (;t, ;z)- g ( 1]1, 172) ]2} •;2 ~ 

~ q { (;1 -r;t) 2 + (;z -r;2) 2} •iz, kui ;12 + ;z2 ~ r 2, 1Jt2 + f}z2 ~ r 2 . ( 12) 

Kui funktsioonid f (;It ;2) ja g (;r, e2) rahuldavad tingimusi (ll) 
ja (12), siis operaator A rahuldab teoreemi 1 nõudeid ja tal on 
olemas parajasti üks püsipunkt 

x* = (~t*, ~2*) E S (0, r) 

11ing see püsipunkt on võrrandisüsteemi ( 10) ainsaks lahendiks. 
Kasutades Lagrange'i keskväärtusteoreemi, on võimalik anda 

mitmesuguseid lihtsamaid piisavaid tingimusi, mis garanteerivad 
I ingimuse (12) täidetuse. 

Vaadeldud näited on üsna elementaarsed ega võimalda küllalt hästi illust
rc(•rida püsipunkti printsiipide kasulikkust. Sisukaid rakendusi on püsipunkti 
printsiipidel integraal- ja diferentsiaalvõrrandite teoorias. Formuleerime mõnin
f.("ad siia puutuvad tulemused ülesannete ~kujul ja anname vajalikke näpunäiteid 
11ende ülesannete lahendamiseks. 

Jntegraalvõrrandi 
t 

x(t) = x0 +J f(s, x(s) )ds ( 13) 
tu 

lahendiks nimetatakse funktsiooni x = x* (t), mis on pidev mingil lõigul 
It- tol ~ h ja muudab sellel lõigul võrrandi (13) samasuseks: 

f 
x*(f)== x 0 + Jf(s,x*(s))ds lõigul It-tol~ h. 

to 

0 1 e sa n n e 6. Olgu funktsioon f (t, x) pidev ristkülikus 

It- tol ::::;;; a, lx- xol ::::;;; r, (14) 

l;tts a ja r on mingid konstandid. Rahuldagu f(t, x) ristküliku (l4) iga punkti
p:tari (t, xi), (t, x2) ·korral võrratust (nn. Lipschitzi tingimust) 

lf(t, xt)- f(t, x2)i::::;;; N[xt- xz!, (15) 
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kus N on mingi konstant. Näidata, et integraalvõrrandil (13) on olemas para
jasti üks Jahend x = x* (t), mis on määratud mingil küllalt väikesel lõigul 
It- tol :::::;:; h. 

N äp un äi d e. Funktsiooni f(t, x) pidevusest r,istkülikus (14) järeldul> 
tema tõkestatus mainitud ristküli.kus: 

lf(t,x)I::::;:;M, (16) 

kus M on mi.ngi konstarut. Võtame arvuks h vähima suurustest a. r/M, q/N~ 
kus 0 < q < I. Defineerime ruumis 1 C[t0 - h, t0 + h] tegutseva operaatori A. 
mis seab funktsioonile x = x (t) vastavusse funktsiooni 

f, 
Ax = x0 + jf(s,x(s))ds. ( 17) 

to 

Operaatori A püsipun:ktid on integraalvõrrandi (13) lahenditeks ja vastupidi. 
Seetõttu piisab näidata (.võrratusi (15) ja (I6) kasutades), et operaator A 
rahuldab kera! S(x0, r) teoreemi I tingimusi. (Kera keskpunktiks on konstantne 
funktsioon x == Xo.) 

Cauchy ülesande 
x' = f(t, x), x(to) = Xo (18) 

lahendi:ks nimetatakse funktsiooni x = x* (t), mis on diferentseeruv mingil lõigul 
It- tol :::::;:; h, rahuldab sellel lõigul diferentsiaalvõrrandit ja algtingimust: 

x*' (t) == f (t, x* (t)) lõigul it- tol :::::;:; h, x* {to) = Xo. 

ü I e sa n n e 7. Rahuldagu funktsioon f (t, x) samu tingimusi mis üles
andes 6. Näidata, et Cauohy ülesandel (18) on olemas parajasti üks Jahend 
x = x* (t), mis on määratud mingil küllalt väikesel lõigul It- t01 :::::;:; h. 

N äp un äi d e. Veenduda, et Cauchy ülesanne (18) on samaväärne integ
raalvõrrandiga ( 13), ja rakendada ülesande 6 väidet. 

Schauderi printsiip 

Toome sisse kõigepealt mõned uued mõisted ja meenutame 
mõningaid vanu. Olgu E Banachi ruum. 

Hulka Q e::: E nimetatakse kumer ak s, kui iga x, y E Q ja 
AE[0,1] korral ka A.x+(l-A.)yEQ. Näiteks iga kera S(xo,r) 
on kumer. Tõepoolest, x, yES (xo, r) tähendab. et 

llx-xoil ~ r, ily-xoll ~ r, 
siis aga A, E [0, 1] korral 

II[A-x+ (1-A-)y] -xoll ·= IIA-(x-xo) -+- (1- . .1) (y-xo)ll ~ 
~ A-llx-xoll d- (1-A-)IIy-xoll ~ A-r +- (1-A-)r = r, 

s. t. ka A-x + (1- A.)y E S (xo, r), m. o. t. t. 
Hulka Q e::: E nimetataksekinni sek s 1, kui iga koonduva jada 

X n E Q (n 1= 1, 2, ... ) piirväär~tus kuulub hulka Q. Näiteks iga 
kinnine kera S (x0, r) on kinnine hulk. 1 

Hulka Q e::: E nimetatakse t õ kesta tu k s, kui leidub selline 
(küllalt suure raadiusega) kera S (x0, r) ruumis E, et Q e::: S (xo, r). 
Muuhulgas, iga kera S (xo, r) on tõkestatud. 
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Hulka Q e E nimetatakse k o m pa k ts eks, kui igast jadasf 
,-,~E !J (n= 1, 2, ... ) saab eraldada koonduva osajada. Näiteks. 
rttumis R 1 on kompaktseks hulgaks iga selle ruumi tõkestatud 
lttllk. Tõepoolest, olgu hulk Q, e R 1 tõkestatud ja Xn E !!1 (n= 
-~ 1, 2, .· .. ),s. t. {xn} on tökesbtud arvjada. Bolzano-Weierstrassi 

leoreemi põhjal aga saab igast tõkestatud arvjadast eraldada 
koonduva osajada, mis tähendabki, et !!1 on kompaktne hulk. 

ü I e sa n n e 8. Näidata, e! ka ruumis Rn on iga tõkestatud hulk kom
p;ddne. 

ü I e sa n n e 9. Näidata, et (mistahes) Banachi ruumis E on kompaktsed 
ltulgad tõkestatud. 

Ruumis C[a, b] ei pruugi tõkestatud hulk olla kompaktne. 
On võimalik näidata (A r z e I ä teo re e m), et tõkestatud hulk 
_(}e C[ a, b] on kompaktne parajasti siis, kui funktsioonid x = 

=x(t) hulgast Q on võrdpidevad lõigul [a,b], s. t. iga. 
r > 0 leidub selline ö > 0, et võrraius Jt 1 - f2l < ö toob kaasa võr
raiuse lx {li) -x(t2) I< e iga x E Q korral. 

Formuleerime nüüd Schauderi printsiibi; selle tõestust me ei 
t·sita (tõestus on komplitseeritud). 

S ehaude r i printsiip. Teisendagu Battachi ruumis E 
tegutsev pidev operaator A : E-+ E kinnise tõkestatud kumera 
hulga !} e E kompaktseks osahulgaks A.Q e .Q. Siis on operaato
ril A hulgas !} vähemalt üks püsipunkt. 

Kuna kinnine kera S (xo, r) on kinnine tõkestatud kumer hulk, 
~iis järeldub Schauderi püsipunkti printsiibist muuhulgas järg
mine tulemus: 

Teo re e m 2. Teisendagu Banachi ruumis E tegutsev pidev· 
1 !fJeraator A kera S (xo, r) kompaktseks osahulgaks AS (x0, r) e 
r= S (xo, r). Siis on operaator il A keras S (x0, r) vähemalt üks 
püsipunkt. 

-J 

bi---.--------~ 

Kuna ruumis Rn tõkesta tud 
ja kompaktsete hulkade mõisted 
ühtivad, siis järeldub Schauderi 
püsipunkti printsiibi st ka järg
mine tulemus: 

Teo re e m 3 (Bohl-Brou
weri teoreem). Kui ruumis Rn 
tegutsev operaator A teisendall 
kinnise tõllestatud kumera hulga 
Q e R n iseendasse, siis on ope
raator il A hulgas Q vähemalt 
üks püsipunkt. 

Märgime, et n I= 1 korral on 
-t-~~----__..L-----~--.L.-=:--\.----x teo reem i 3 väide üsna il mn e. 

Joonis 2. 

Tõepoolest, kinnisteks tõkestatud 
kumerateks hulkadeks ruumis. 
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Rt on lõigu d. Kui funktsioon (operaator) y = f (x) teisendab 
lõigu [ a, b] iseendasse, siis tema graafik paikneb ruudus a ~ 
~ x ~ b, a ~ y ~ b ja peab tingimata lõikama ruudu diagonaali 
y = x (vt. joon. 2), s. t. funktsioon il f on lõigul [ a, b] olemas vähe
malt üks püsipunkt Sealjuures võib püsipunkte olla üldisel.t ·mitu 
(joonisel 2 on neid kolm). 

Juba n i= 2 korral pole teoreemi 3 väide sugugi ilmne. See 
võib tunduda koguni uskumatuna: teoreemi põhjal me ei saa näi
teks ringi ~ 1 2 -/- ~22 ~ r2 punkte x = (~ 1 , ~2 ) selliselt ümber paigu
tada, et lähedased punktid läheksid üle lähedasteks (operaatori 
pidevus) ja et sea !juures ükski punkt ei jääks paigast nihuta
mata. 

Teoreemi 3 tõestas 1904. a. Riia matemaatik, Tartu ülikooli 
kasvandik P. Bohl; 1910. a. jõudis sama tulemuseni L. Brouwer. 
J. Schauder tugines oma püsipunkti printsiibi tõestustes (1927-
1930) Bohl-Brouweri teoreemile. 

ü 1 e sa n n e 10. Olgu f(~ 1 , ~2) ja g(~1 , ~2 } ringis ~ 1 2 + ;l::::;;; r2 pidevad fpnkt
sioonid, rriis rahuldavad tingimust (11). Näidata, et võrrandisüsteemil ( 10) on 
.siis olemas vähemalt üks lahend. 

ülesanne Il. Olgu funktsioon f(t,x) pidev ristkülikus (14). Näidata, 
et integraalvõrrandil (13) on olemas vähemalt üks Jahend x = x* (t). 

N äp un äi d e. Kasutada Arzelä teoreemi ja teoreemi 2. 

ü 1 e sa n n e 12. 0lgu funktsioon f (t, x) pidev ristküliku s ( 14). Näidata, 
.et Cauchy ülesandel ( 18) on olemas Yähemalt üks Jahend x = x* (t). 

(Lõpp) 

VANA üLESANNE UUES VORMIS 

Klassi.kalisleks ja üldtuntuiks võib vist lugeda selliseid ülesandeid, kus 
nõutakse näiteks kirjutada mistahes etteantud naturaalarv, kasutades selleks 
vaid kolme numbrit 2 ning tavalisi tehtemär.ke, fun ktsiooni,sümboleid jms. i 
F. Ch e n ey esitas seda tüüpi ülesannete uue variandi: kirjutada mingi ette
antud naturaalarv, kasutades selleks vaid arvu 7r (tavalises tähenduses), sulge, 
aritmeetiliste te.hete märke ja ruutjuure ning täisosa võtmise sümboleid (igaühte 

kuitahes palju kordi). Et arvu l saab esitada kujul h/7r], siis neid avaldisi 
liites saab muidugi iga naturaalarvu nõutud ·kujul esitada. Seame aga nüüd 
eesmärgi:ks esitada antud naturaalarv äsjakirjeldatud kujuga avaldisena nii, 
et ~ esineks seal minimaalne arv kordi. Sissejuhaluscl-;s püüdke serla eesm~irki 
saavutada esimese kahekümne na turaalarvu puhul! 

1 Näiteks 
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DIOFANTILISTE VöRRANDISüSTEEMIDE LAHENDAMINE 

R. Kulmet 

Diofantilised võrrandisüsteemid on täisarvuliste korda j atega 
;tlgebraliste võrrandite süsteemid, millele otsitakse täisarvuliste 
komponentidega lahendeid. 1 Triviaalsete juhtude kõrvalej ätmiseks 
võib eeldada, ei tundmatute arv diofantilises võrrandisüsteemis üle
In b võrrandite arvu (s. t. tegemist on nn. määramata võrrandi
süsteemiga). Erijuhul, kui võrrandite arv on üks, räägitakse dio
Lmtilisest võrrandist. Nimetus «diofantiline võrrand» tuleneb 
kreeka matemaatiku Diophantose (3. saj. m. a. j.) nimest, kes 
iihena esimestest vaatles võrrandite ratsionaaallahendite leidmist. 

Lihtsaimaks diofantiliseks võrrandiks võib lugeda võrrandit 
ax -1- by= 1, 

kus a ja b on ühistegurita täisarvud. Sellel võrrandil on lõpmata 
palju täisarvulisi lahencleid, nimelt avaldub tema üldlahend kuju] 

x •= Xo -1- bt, y =Yo- at, 

kus t on suvaline täisarv ja (xo, Yo) mistahes erilahend. 
Järgnevas vaatleme lineaarset diofantilist võrrandisüsteemi 

kujul 
a11X1 -j- ai2X2 + ... + arnXn = br, 
azrXr + az2X2 -1- ... + a2nXn = bz, 

(1) 
am1X1 -f- am2X2 + ... + amnXn = bm, 

kus rn <n. Eeldame veel, et süsteemi kõik kordajad aij ja vaba
liikmed bi on täisarvud ning et iga 1 ::::;:; i::::;:; m korral bi jagub 
air, ... , ain suurima ühisteguriga (kui mingi i korral bi ei j agu 
kordajate aih ... , ain suurima ühisteguriga, siis ei ole süsteemil 
täisarvulist lahendit, sest iga täisarvude süsteemi x 1, ... , Xn kor
ral jagub selle võrrandi vasak pool kordajate suurima ühistegu
riga, parem pool aga mitte). Jagades võrrandid vastavate suuri
mate ühisteguritega võime seega süsteemi alati teisendada kujule,. 
kus air, ... , ain on ühistegurita. 

1 Mõnikord mõeldakse diofantilise võrrandisüsteemi lahendamise all ka 
ratsionaalarvuliste komponentidega lahendite leidmist. 
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Lineaarsete diofanliliste võrrandisüsteemide kõigi täisarvoliste 
lahendite leidmine osutub oluliseks probleemiks matemaatika mit
metes valdkondades, muuhulgas näiteks nn. täisarvoliste planee
rimisülesannete lahendamisel. Seetõttu ongi nende leidmiseks 
antud üsna mitmeid algoritme.2 Käesolevas artiklis kirjeidarne 
üht niisugust lahendusalgoritmi maatrikskujul. Algariimi tuleta
mise idee põhineb meetodil, mida on kasutatud ühe diofantilise 
võrrandi lahendamisel A. K. SuskevitSi arvuteooria õpikus 3 . 

Kirjutame välja süsteemi ( 1) laiendatud maatriksi, paigutades 
vabaliikmed esimesse veergu: 

(

bt a11 a12 

b2 a21 a22 

bm am! am2 

(2) 

Et eesmärgiks on saada sü~teemi ( 1) täisarvulist üldlahendit, siis 
püüame teisendada maatriksi (2) elementaarteisendustega niisu
_gusele kujule, kus igas reas vähemalt ühe tundmatu kordajaks 
osutub arv 1 ja vastav veerg on ühikveerg, s. t. ülejäänud ele
mendid selles veerus võrduvad nulliga. 

Kui esialgses süsteemis mõne tundmatu kordajaks mingis võr
randis on juba arv 1, siis valime selle elemendi juhtelemendiks 
ning teisendarne vastava veeru ühikveeruks. Seda lihtsat juhtu 
kõrvale jättes oletame, et maatriksi (2) esimese rea elementide 
.a 11 , •.. , a 1n hulgas pole arvu 1. Valime nüüd nende seast abso
luutväärtuselt minimaalse, arvestamata elemente 0. Olgu selleks 
.au, s. t. 

JaHI = min ja1) 
1~j~n 

ali=;i=O 

·(veerg l jääb edaspidi juhtveeruks). Tuues sisse abitundmatu u1, 
moodustarne uue võrrandi 

am+J. 1X1 i+ am+l• 2X2 + ... -r- Xt + ... + am+l• nXn- U1 = bm+J, 
kus kordajad am+l,j (j'= 1, ... , n) arvutarne eeskirjast 4 

[ 
a1i ] 

am+i,j = -
ail 

ning analoogiliselt leiame ka vabaliikme: 

bm+i=[~].' a1l 

(3) 

(4) 

2 Vt. näit. M. S. Ch e ema. Integral solotions o[ a system of linear 
equations. The American Mathematlcal Monthly, 1966, vol. 73, No. 5, 487-490. 
E. A. 3 e ii H a JI o s. KpnTepnH: paspernaMOCTH rrpoH3BOJibHOH cncTeMbl JIHHefmblx 
ypaBHeHHH s ueJibiX L!HCJiax. YLI. san . .llareCTaHcKoro roc. yn-Ta, 195g, .N2 !j, 
159-165 

3 A. K ey lil K e 8 H tf. TeopHH LIHCeJI, XapbKOB, 1956, 52-53. 
• Edaspidi [a] tähistab arvu a täisosa ja {a} murdosa; seega a = [a] + 

+ {a}, kusjuures 0 :::::; {a} < 1. 
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Et oleme saanud täisarvuliste kordajatega ja vabaliikmega 
võrrandi ning meid huvitavad ainult süsteemi täisarvulised lahen
did, siis võib ka abitundmatu l-LJ. omandada ainult täisarvulisi väär
tusi. Uue võrrandi juurdetoomine ei muuda esialgse süsteemi 
lahendite hulka. Tõepoolest, kui (xi, ... , Xn) on süsteemi (1) mis
tahes täisarvuline lahend, siis leidub täisarv ui, nii et laiendatud 
süsteemi lahendiks osutub (x~, ... , Xn, ui); kui aga (xi, ... , Xn, ui) 
on laiendatud süsteemi lahend, siis (x 1, ... , Xn) rahuldab esialgset 
süsteemi. 

Laiendarne nüüd maatriksit (2), kirjutades uue võrrandi kor
dajad ja vabaliikme viimaseks reaks ning täiendades eelmisi ridu 
uuele tundmatule ui vastavas veerus nullidega . .i\'1aatriks (2) oman
dab sellega kuju 

C' 
a1r a12 all ClJn 

~~) b2 a2I a22 a21 a2n 

bm .a);il Gm2 Gmz Gm n 

bm+l am+l,l am+J,2 1 am+I,n 

Valime juhtreaks selle uue juurdekirjutatud rea (juhtelemendiks 
seega elemendi am+I,l '= 1) ja teisendarne juhtveeru ühikveeruks,. 
liitesüldiselt i-ndale (i·= 1, 2, ... , m) reale (-au)-kordsejuhtrea. 
Et iga j =I= l korra I 

ja\1) = !a1.i- a1lam+t.)J = I Gtj- a11( ~~ ] I :-

I - ( Ot_i { Gtj } ) I I { Gt_i } I I I = Gt:i- a11 -_-- -_- = a1l -- < .ailj, a11 a11 au 1 • 

siis selle elementaarteisenduse tulemusena muutuvad maatriksi 
esimese rea elemendid absoluutväärtuse poolest väiksemaks kui 
jallj (välja arvatud vabaliige ja uuele tundmatule vastavas veerus. 
paiknev element - viimase uueks väärtuseks tuleb all). 

Kui me kirjeldatud teisendusega ei saanud maatriksi esimesse 
ritta veel elementi + 1 või -1, siis moodustarne jälle uue võr
randi ja toome sisse täisarvulise abitundmatu u2. Selleks leiame 
teisendatud maatriksi esimese rea elementide seast (vabaliige ja 
nullid välja arvatud) absoluutväärtuselL minimaalse, arvutarne 
kordajad am+2,j (j= e ... 'n+ 1) ja vabaliikme bm+2 analoogili-: 
selt nagu am+I,j ja bm+I valemitest (3) ja (4) ning teisendarne 
juhtveeru ühikveeruks. 

Kordame seda protsessi, kuni esineb üks järgmisest kolmest 
võimalusest: 

1) elementaarteisenduste tulemusena saame esimesse ritta 
kõik nullid, välja arvatud äsja juurdetoodud tundmatule vastavas 
veerus paiknev element; sel juhul võime esimese rea ja uuele 
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-tundmatule vastava veeru jätta edasisest vaatlusest välja, sest 
see tundmatu võrdub sarnaselt nulliga; 

2) võrrand tuleb vastuoluline, s. t. osutub, et vabaliige ei 
jagu tundmatute kordajate suurima ühisteguriga; sel juhul puu
dub süsteemil täisarvuline lahend; 

3) oleme saanud esimesse ritta mingi tundmatu kordajaks I 
või -1. 

Kui ei esine juhtu 1 ega 2, siis mingil sammul esineb kindlasti 
juht 3, sest igal sammul on es,imese rea absoluutväärtuselt mini
maalne nullist erinev element väiksem kui eelmisel sammul. Oht
lasi märgime, et kui ühikveeruks teisendatud veerg vastab min
gile a bitundmatule, siis jätame pärast elementaarteisendusi ära 
selle veeru ja vastava rea, kus paikneb ühikelement, sest meil pole 
vaja avaldada abitundmatut teiste tundmatute kaudu. 

Eeldame, et leiab ,aset juht 3, s. t. et oleme saanud esimesse 
ritta mingi tundmatu kordajaks 1 või -1 (viimasel juhul korru
tame rida ( -1) -ga). Tähistame saadud maatriksi elemente a'ii· 
Oletame, et selleks oleme pidanud lõppkokkuvõttes juurde tooma 
s 1 abitundmatut ja seega ka s 1 võrrandit, arvestamata neid tund
matuid, millele vastavad read ja veerud on pärast elementaar
teisenduste teostamist vaatlusest välja jäetud. Juhtreaks valime 
nüüd esimese rea, juhtelemendiks saadud elemendi a'I~t := 1 ja tei
sendame k-nda veeru ühikveeruks, liites i-ndale (i= 2, ... ,m -+sJ) 
real e ( -a'in) -kordse esimese rea. Juhul kui k-s veerg vastab nün · 
gile abitundmatule, võime pärast teisendust muidugi esimese rea 
ja k-nda veeru maatriksist kõrvaldada. 

Edasi lähtume juba teisendatud maatriksi teisest reast. Kui 
eelnevate teisenduste käigus oleme saanud seal mõne elemendi 
väärtuseks -f-1, siis teisendame vastava veeru ühikveeruks. Vas
tasel korralvalime selles reas absoluutväärtuselt minimaalse ele
mendi (arvestamata nulliga võrduvaid elemente ja vabaliiget), 
moodustarne uue võrrandi, tuues sisse uue abitundmatu, teostame 
maatriksiga vastavad elementaarteisendused jne. Protsessi j ät
kame, kuni kõigis ridades on olemas ühikelement ja vastav veerg 
on teisendatud ühikveeruks. See osutub võimalikuks alati, kui meil 
on tegemist süsteemiga, millel eksisteerib täisarvuline lahend. 

Lõppkokkuvõttes oleme saanud ülimalt (r +s) X (n+ 1 -1- s)
maatriksi, milles on r :+ s ühikveergu, kusjuures s·= s 1 + s 2 + ... 
. . . +sm ~ n-r, si on i-nda võrrandi puhul juurdetoodud abitund
matute arv (arvestamata on jäetud need tundmatud, mida on 
kasutatud ainult maatriksteisenduste teostamiseks ja mis on hil
jem ära jäetud) ja ron esialgse süsteemi laiendatud maatriksi (2) 
astak. Juhul kui mõnele põhitundmatule vastavat ve~rgu pole 
õnnestunud teisendada ühikveeruks, kuid igas reas on ometi ühik
element olemas, võib need tundmatud samastada abitundmatutega 
ja omistada neile mistahes täisarvulisi väärtusi. 
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Lõpptulemuseks saadud maatriksist, millel on näiteks kuju 

Xt X2 Xk X n UI .. Us 
b"l 1 0 0 0 a"I,n+l a" I,n+s 

b"2 0 0 1 0 a"z,n+I a"2,n+s 
.. 

b"l 0 0 0 1 f' a 't,n+l a"t,n+s 
.. 

b"m+sO 1 0 0 a
11

m+s, n+I a'l m+s, n+s 

võime kohe välja kirjutada võrrandisüsteemi (1) üldlahendi: 

X1 = b"1 -- a"l,n+IUI -a"1,n+2U2 - ... ---,- a"t,n+sUs, 
Xz = b1'm+s - a"m+s, n+! Ut- a" m+s, n+2U2 - ... - a

1
'm+s, n+sUs, 

Xn = b"t --- a"i,?l--f-IUI ---- a"t,n+zUz - · · ·- a"l,n+slls. 

Et maatriksi elementide täisarvulisus on teisenduste käigus 
säilinud, siis andes abitundmatutele u1, ••. , Us mistahes täisarvu
lised väärtused, saame ikka lähtesüsteemi rahuldava täisarvulise 
Jahendi (xJ. ... , Xn). Juhul kui ühelgi sammul ei esine juht 2, 
oleme sellega ühtlasi tõestanud lineaarse diofantilise võrrandisüs
teemi täisarvulise Jahendi olemasolu. 

Selleks, et kiiremini jõuda olukorrani, kus vaadeldavas võrran
elis on mingi tundmatu kordajaks arv 1, võib uute võrrandite kor
dajate ja vabaliikmete arvutamiseks võtta kasutusele järgmised 
eeskirjad (eeldusel, et aij ja bi tähistavad maatriksi elemente uue 
võrrandi juurdetoomise momendiks ning ail on vastava rea abso
luutväärtuselt minimaalne nullist erinev element): 

! [ ~ ] kui { _aij_ } ~ -1 

am+h,j = [ ~:~j ],+ l, kui { ~:li } ::e (S) 
an ail 2 

{ 
[ :.:l ] ' kui { :i: } ~ + ' (6) 

b m+h = b ] { b } 1 
[
_i +-1, kui .·_i >-, 
ail ail 2 

kUS k =eco 1, ... , S; i = 1, . . . , In; j = 1, . . . , n +- k - 1. 
Tõepoolest, kui {aij/ai,} ~ 1/2, siis 

rai j- ail[ ~:~ 1 1 = 1ail1 1 ~:~ -l ~:~ 1 1 = ,ailj { ~:: } ~ + 1aulp 
kui aga {aij/au} > 1/2, siis 

I au- ai! ( [ ::/ ] + 1 ) t = !ailj I { ~:: } - 1 \ < --}laul· 

27 



.Seega nendes veergudes, kus valemi (5) kohaselt tuleb võtta 
am+k,J ~= [aii/ail] + 1, saame pärast elementaarteisendusi i-ndasse 
ritta absoluutväärtuselt väiksemad elemendid kui valemi (3) kasu
tamise korral. Valemite niisuguse täpsustamisega ;saame vähen
·dada nende abitundmatute arvu, mis on vajalikud üksnes sobi
vateks elementaarteisendusteks. Abitundmatute arvu vähendamine 
Jühendab muidugi ka,lahenduskäiku. 

Näide l. Leiame võrrandisüsteemi 

25x-13y+7z=4, 
x + 7y·+ 3z = 4 

kõik täisarvulised lahendid. Et antud juhul vabaliige jagub vasaku 
poole kordajate suurima ühisteguriga, siis hakkame teisendama 
süsteemi laiendatud maatriksit 

(
4 25 -13 7) 
4 !!_I 7 3· 

Maatriksi teises reas on juba arv 1 - valime selle juhtelemen
<liks (maatriksis kastiga ümbritsetud) ja teisendarne tundmatule 
_x vastava veeru ühikveeruks: 

( 
-96 0 -188 -68* ) 

4 1 7 3 . 

Esimese rea elementide hulgas on nüüd absoluutväärtuselt 
minimaalne a 13 ·= -68 (maatriiksis tärniga märgitud). Toome 
.sisse abitundmatu u1 ning arvutarne uue võrrandi kordajad ja 
vabaliikme eeskirjadest (5) - (6): 

[ 
-96 ] 

bg = -68- = 1, sest 

a31 = 0; 

[ 
-188] 

a32 = _ 68 - + 1 = 3, sest 

a33 = 1. 

Uus võrrand on seega: 3y + z- u 1 =· 1. Täiendades maatriksit sel
le uue võrrandiga, saame 

(

-96 0 -188 -68 0) 
4 1 7 3 0 . 

1 0 3 111-1 

Edasi toimime analoogiliselt, koondades arvutustulemused 
tabelisse 1. Kolme sammu järel jõuame maa.triksini, ·milles abi
tundmatule u1 vastab ühikveerg. Seetõttu võime ära jätta 5. rea 
ja 5. veeru. Juhu 1 esinemise tõttu võime ära jätta ka I. rea ja 
7. veeru. Peale neid lihtsustusi saame tabelis 1 viimasena kirju-
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L1lud maatriksi, mille põhjal võime välja kirjutada võrrandisüs
leemi üldlahendi: 

x = -8 -t- 22u, 
y = -6 + 17u, 
Z= 18-47u, 

kus u2 asemele on kirjutatud u. 

Tabel 1 

I 

-28 0 16* 0 -68 0 
1 1 -2 0 3 0 
1 0 3 1 -1 0 

-2 0 Il I 0 -4 -1 

4 0 0 0 -4* 16 0 
-3 1 0 0 -5 -2 0 

7 0 0 1 11 3 0 
-2 0 1 0 -4 -1 0 

-1 0 0 0 m -4 -1 

0 0 0 0 

I 
0 0 -4 

-8 1 0 0 0 -22 -5 
18 0 0 1 0 47 11 

-6 0 1 0 

I 
0 -17 -4 

-1 0 0 0 1 -4 -1 

-8 1 0 0 I -22 
18 0 0 1 I 47 -6 0 1 0 -17 

Näide 2. Diofantilise võrrandisüsteemi 
2x 1 - 3x2 + 5x3 - 4x4 + 6xs = 7, 

7Xt + 4x2- 3x3:-+ 9x4 ·+ 12x5 =· 20, 
6xt-5x2+ 2x3 + 7x4 + 4x5 = 4 

lahenduskäik on koondatud tabelisse 2. Jättes selle tabeli viimases 
maatriksis ära 3. rea ja abitundmatule u2 vastava veeru näeme, 
et x4.-le vastavat veergu ei saa teisendada ühikveeruks ja seega 
võime X4 samastada abitundmatuga (tähistades teda u1-ga). Kui 
veel -u3 asemel kirjutada u2 , siis süsteemi üldlahendiks saame 

x 1 ~ 129 -60u1 -314u2, 
x2 =· 140- 63ut- 340u2, 
x3~= 137- 6lu,- 334u2, 
X4 = u 11 

X5 -=· -86 + 40ut + 213u2. 
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Vaba- I Xt x2 X3 

1

1' X4 
liige I 

2b i' r -l _], -~ 
4 6 -s 2 1 1 

3 I lll -2 2 I -2 
----------------~- --· 

-1 
-14 

3 

0 
0 
0 
1 

ffl I o 
18 -17 1 23 
7 -JO 1 19 

-2 2 1 -2 
--~--~-~ 

'-3~ I 
-19 
-21 

5 

2 

0 
0 
0 
1 

0 

1 
0 
0 
0 

0 

-17 
4 

0 
23 
19 

---2 

4 1 -3 

6 
12 
4 

3 

0 I . 9 
-14 

3 I 
I 

0 
0 
0 

-1 

2 
7 
6 

-1 

0 2 
-9* -29 

-14 -8 
3 3 

m 3 

---1- -~-~~ --~:~ ---~-, ~ 2 

-2 
34 

-6 
3 2 0 0 4 -3 1 

Tabel Z 

0 
0 
0 
0 

-1 

0 

-9 
-14 

3 
-1 

-i ~ ~ -~~ - 2~ I ~ 
-------------,------;----;--------,'--------7---

_ 21 oo 01 I OI I 4 0 4 I 9 I 0 
-4 o -2 1 -9 o 

46 o o 1 o 133 o 112* 337 o 
-~ 6 ~ I ~ l-i~ ~ -ii /1 -~~ g 

0 0 I 0 ~~ 0 I -

1 __ 1 j_o __ 111 -~~ 

-_~g-ITT~- -~ g g =g -~ 
46 0 I 0 ! 0 21 0 0 IIl 112 

-9 1 I 0 Ü -3 0 0 -3 -22. 

~ g I g I g i I b ? ~ ~: 
--'----------'--

(siinkohal võib ära jätta 7. veeru ja 6. rea) 

140 
137 
46 

129 
-86 

0 
0 
0 
1 
0 

1 0 63 
0 1 61 
0 0 21 
o 

1 
o to 

0 i 0 -40 
i 

0 
0 
0 
0 
1 

0 340 
0 334 
1 112 
0 314 
0 ,-213 
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GRAAFID JA LAUSEOPETUS Il 

M. Koit 

Graafiteooria rakenduste raamides oleme tutvunud kahe viisiga 
lause süntaktilise struktuuri kirjeldamiseks - need on moodus
tajate puu ja sõltuvuste puu. 1 Teatavasti on kummalgi meetodil 
omad eelised ja puudused. Näiteks sõltuvuste puu võimaldab väl
jendada mitte üksnes süntaktiliste seoste olemasolu sõnade vahel, 
vaid ka nende orientatsiooni. Paraku ei ole aga sõltuvuste puu 
kasutamine loomulik siis, kui süntaktiliste seoste orientatsioon ei 
ole obligatoorne, eriti sel juhul, kui omavahel on seotud mitte 
üksikud sõnad, vaid sõnarühmad (näiteks «ei ole tulnud», «näib 
kohal olevat», «otsekui kinni naelutatud» jne.). Selliste juhtude 
kirjeldamiseks sobivad enam moodustajate puud. Et erinevad 
süntaktiliste seoste tüübid esinevad kõrvuti isegi samas lauses, 
siis on otstarbekas luua niisugune lause süntaktilise struktuuri 
kirjeldamise süsteem, mis ühendaks mõlema juba käsitletud viisi 
head küljed. Vaatleme siin üht sellist süsteemi, mille on välja 
töötanud A. Gladki.2 

Olgu X lõplik mittetühi lineaarselt järjestatud hulk, mille ele
mente nimetame p u n k t i d eks. Hulka X võime tõlgendada 
Iausena, punkte aga lausesse kuuluvate sõnadena. 

Defineerime vahemiku (a, b): 

(a, b) = {x: a < x < b} 
ja I õ i g u [ a, b] : 

[a, b] ~= {x: a ~ x ~ b}, a, b, x E X. 

Vahemik on lõik parajasti siis, kui ta on mittetühi; lõik on 
vahemik parajasti siis, kui ta ei sisalda hulga X suurimat ja 
vähimat elementi (mida tähistame vastavalt sup X ja inf X). 
Näiteks kui hulk X koosneb elementidest a, b, e ja d, kus a < b < 
<e< d, siis lõik [ b, e] ühtib vahemiku ga ( a, d). 

1 Vt. M. K. oi t. Graafid ja lauseõpetus. - Matemaatika ja kaasaeg, XV, 
lk. 27-34. 

2 A. B. r JI a .rr. K H n. 06 ormcaHHH cHHTaKCHtJ:ecKoH cTpyKT)'pbr npe.rr.no>Ke
HHH. 11HcTHTYT MaTeMaTHKH COAH CCCP. 1968. 
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Iga mittetühja hulga E e: X saab ühesel viisil esitada kujul 
m 

E= U[ai, bi], 
i=i 

kus m ~ 1 ja iga i= 1, 2, ... , m- 1 korral 3 (bi, ai+d =I= 0. 

Näi d e 1. Vaatleme hulka (lauset) 

X= Ta kavatses jätta eile ostetud huvitavana tunduva 
1 2 3 4 5 6 7 

aja!?irja lugemise lähema!?s tööst vabaks õhtupoolikuks. 
8 9 10 11 12 13 

Olgu E·= {1, 2, 3, 8, 9, 12, 13} (elementide tähisteks on nende 
j ärjekorranumbrid). Selle hulga võib esitada kujul (vt. joonis 1): 

E= {1, 2, 3} U {8, 9} U {12, 13} = [1, 3] U [8, 9] U [12, 13]. 

• • • • • • • • • • • • • 
~ 2 3 4 5 6 7 B g 10 11 1~ 13 

Joonis 1. 

Lõigud [a1, bi], [a2, b2], ... , [am, bm] on hulga E nn. k o m
p on e n d i d. Kui inf X f/=. E või sup X f/=. E, siis nimetame hulga 
E komponente ts ü k 1 i 1 i st e k s k o m p on e nt i d e k s. Kui aga 
a1 =· inf X ja bm 1= sup X, siis nimetame hulga E tsüklilisteks kom.-
ponentideks hulki [a2, b2], ... , [am-1, bm-d ja [am, bm] U [ah bi]. 

Näi d e 2. Näites 1 vaadeldud hulga E komponenticieks on 
lõigud [ 1, 3], [8, 9] ja [ 12, 13], tsüklilisteks komponenticieks aga 
hulgad [8, 9] ja [ 1, 3] U [ 12, 13]. 

Olgu E1, E2 e: X. Hulk E 1 sisaldub hulga X\ E2 mingis tsük
lilises komponendis parajasti siis, kui E2 sisaldub hulga X\ E1 
mingis tsüklilises komponendis. Kui E 1 n E2 = 0 ja E 1 ei sisaldu 
hulga X\ E2 üheski tsüklilises komponendis, siis ütleme, et hul
gad E1 ja E2 ah e 1 du va d (või teisiti: hulk E2 aheldab hulka EI). 

Näi d e 3. Olgu X ja E näites 1 vaadeldud hulgad, E 1 = 
=· {10, 11}. Siis X\E1 ·= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13} = [1, 9] U 
U [ 12, 13]. Hulk X\ E 1 ühtib oma ainsa tsüklilise komponendiga,. 
E e X\ E 1, järelikult hulgad E ja E 1 ei aheldu. 

Näi d e 4. Olgu E2 ·= {6, 7} U E 1 (X, E1 ja E on eelmises näi
tes vaadeldud hulgad). Siis X\ E2 = {1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13} =· 
= [1,5] U [8,9] U [12, 13]. Hulga X\E2 tsüklilised komponendid 
on [8, 9] ja [ 1, 5] U [ 12, 13]. Hulk E ei sisaldu tervikuna hulga 
X\ E2 kummaski tsüklilises komponendis. Järelikult hulk E2 ahel
dab hulka E. 

3 Sümboliga 0 tähistame tühja hulka. 
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Võib leida lihtsa seaduspärasuse hulkade aheldurnise välja
~elgitamiseks. Otleme, et punktipaarid (aJ b) ja (eJ d) eraIdavad 
IL' i net e i st, kui punktid a) b~- e ja d on kõik 'erinevad ning üks 
ptmktidest e ja d asub, kuid teine ei asu punktide a ja b vahel 
(näiteks punktipaarid · ( 1, 8) ja (6, 10); vt. joonis 1). Hulga d 
LI, E2 e:: X (El -=1= 0, E2 =I= 0, El n E2 = 0) ahelduvad parajasti 
~ii s, kui leiduvad punktid a, b _E E 1 ja e, d E E 2 nii, et paarid 
ra, b) ja (e, d) eraldavad teineteist. Ohepunktilised hulgad ei aheldu 
kunagi.· 

Näi d e 5. Näites 4 vaadeldud hulgast E võime valida punktid 
I ja 8, hulgast E2 punktid 6 ja 10. Valitud punktipaarid eraldavad 
tl·ineteist, järelikult hulga d E ja E2 ahelduvad. 

Olgu nüüd antud hulga X mittetühjade alamhulkade mingi 
ll11lk e& ja sellel hulgal defineeritud binaarne suhe-+. Paar (0:, -+-) 
moodu~tab graaf i. 

N ä i d e 6. 0 I gu . , 
X~- Ta peaks tulema o,tsekohe, 

'1 2 3 4 
ti = {X,{l}, {2}, {3}, {4}, {2, 3} }. 

Suhte -+ defineerime järgmiselt: 
{1}-+ {2, 3}, {2, 3}-+ {4}. 

V<lstav graaf on kujutatud joonisel 2. 

• X ={1. 2 ,:),4} 

~{2,3} 

/ .. "" 
2 3 4 
Joonis 2. 

Nimetame kaare k s hulkade E, F E CS: paari (E, F), mille kor~ 
r<tl E-+F, ja teeks hulkade E1,E2, .•. ,EnEG: (k>1) jada, 
milles iga, paar (Ei, Ei+ I) (i= 1, 2,_ ... , k- 1) on kaar. Kui 
i:'}, E2, ... , Ek on tee, siis kirjutame E1 :=:;:.- Ek. 

Kui E 1, E2 E 0:, kus E1 e E2 , ja ei leidu niisugust hulka E E (if, 
l'l kehtiks E1cEcE2, siis ütleme, et E 1 on vahetult sises
l ::tu d hulka E2. · 

Näi d e 7. Eelmises näites on, hulk {2} vahetult sisestatud 
llt!lka {2, 3}, kuid mitte hulka X. Küll aga on hulk {2, 3} vahetult 
~isestatud hulka X. 

Graafi (II,-+) nimetame s ü nt akt i 1 i st e rühma d e s ü s -
te e m i.k s (srs) ja tema tippe (hulga es elemente) s ü nt akt i
I i st eks rühma ·d eks (sr) hulg-al X, kui kehtivad järgmised 
:1 ksioomid-: 

-1°. (i: sisaldab hulka X ja kõiki tema ühepunktilisi alamhulki. 
2° Kui. E 1, E2 E G:; siis kas E1 n E2 = 0 või E, e:: E2 või 

f:o. e:: El· 
3° KuL E1, E2 E Gf ja E1 n E2 = 0, siis E1 ja E2 ei aheldu (s. t. 

t·i leidu punktipaare (a1, b1) ja (a2, b2), a~. b1 E E~. a2, P2 E E2, mis 
n<-ddaksid teineteist). 

4° 1\ul E 1 -+ E2? siis E1 ja E2 'on· vahetult sisestatud ühte ja 
~;1 rnasse sr-sse. 
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S0 Ohegi E E ~ korral ei kehti E~ E (s. t. graaf (G:, --+) 4 

sisalda kontuure). 
6° Kui E1 -+ E ja E2 -+ E, siis E 1 = E2 (graafi igasse tippu sist 

neb üksainus kaar). 
7° Kui E,_ E1 ja E2 on paarikaupa mittelõikuvad sr-d ning Et

-+ E 2, siis hulgad E ja E 1 U E2 ei aheldu. 
8° Kui E 1, E2 , E3 ja E4 on paarikaupa mittelõikuvad sr-d nin 

E1 -+ E2 ja E3-+ E4, siis hulgad Et U E2 ja E3 U E4 ei ahel du. 
Aksioomid so ja 6° tähendavad, et graafi (~, --+) iga sidus korr 

panent on puu. Aksioomi 4° põhjal on kõik sr-d, mis kuuluvad üht 
niisugusesse alampuusse (kui see puu ei koosne ühestainsa~ 
sr-st X), vahetult sisestatud ühte ja samasse sr-sse. 1° ja 2° o 
tavalised moodustajate süsteemi aksioomid. Aksioome 3°, 7°, ~ 
võib tõlgendada kui teatavaid projektiivsuse tingimusi. 

Veendume, et näites 6 esitatud lause graaf (joonis 2) on sr! 
Aksioomid .1°, z>, 3°, so ja 6° on ilmselt rahuldatud. Alamhulga 
{l}ja{2,3},kus{l}--+{2,3}, ning {2,3} ja {4}, kus {2,3}
-+ {4}, on vahetult sisestatud hulka (lausesse) X, mistõttu kehti 
aksioom 4°. Ka aksioom 7° on rahuldatud: hulkadeks E, Et ja I 
võib võtta vastavalt kas hulgad {1}, {2, 3} ja {4} või {4}, {1 
ja {2, 3}. Esimesel juhul ei aheldu hulgad {1} ja {2, 3, 4}, teisE 
juhul aga hulgad {1, 2, 3} ja {4}. Aksioom 8° kehtib triviaalsel 

Lause moodustajate süsteemid ja projektiivsed sõltuvuste sü~ 
teemid kujutavad endast srs-de «kõdunud» erijuhte. Nimelt või 
lause mittekatkestatud moodustajate süsteemi - s. t. hulg 
(lause) X alamhulkade (nn. moodustajate) hulka, mille korra 
1) kehtivad aksioomid 1° ja z> ning 2) iga moodustaja on hulg 
X lõik - vaadelda srs-na, kus sr-deks on kõik moodustajad j 
suhe -+ on tühi (s. t. mitte ühegi sr-de paari E 1 ja E2 korral E 
kehti E 1 --+ E2). Srs aksioomide 4° kuni 8° kehtivuse kontroll E 
tule siis kõne alla, aksioom 3° on rahuldatud tingimuse 2) täid{ 
tuse tõttu. Iga projektiivne sõltuvuste süsteem on samuti srs, mi 
koosneb (kui graaf) kahest sidusast komponendist: üks neist o 
lause tavaline sõltuvuste puu, mille tippurleks on hulga (lause 
X ühepunktilised alamhulgad, teine alamgraaf sisaldab üheains 
tipu, mis vastab hulgale X. Srs aksiooinid 1°, 2°, JO ja 4° on sii 
rahuldatud, sest süsteem ei sisalda muid alamhulki peale hulga ~ 
enda ja tema ühepunktiliste alamhulkade; sõltuvuste puu rahulda 
aksioome so ja 6°; aksioom 7° kehtib sellepärast, et alamhulk J 

on alati ühepunktiline; aksioom 8° kehti 
• x-{ 1.2..~.4} sõltuvuste puu projektiivsuse tõttu (mi~ 

tahes tipust algav tee on hulga X lõik) 
~ Niisiis võib ühel ja samal lausel oU 
6 -a I I enam kui üks srs. 
f · 2 3 4 N ä i d e 8. N äi1es 6 antud lause ~ 

Joonis 3. moodustajaleks on järgmised hulga( 
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X, {2, 3, 4}, {2, 3}, {1}, {2}, {3), {4}. Sõltuvuste süsteemiga mää
ratud graaf aga on kujutatud joonisel 3. 

Kuna mingi keele lausete struktuuri kirjeidarnisel tuleb arves
tHda nii süntaktiliselt terviklike sõnarühmade olemasolu (mida 
kajastab lause moodustajate puu, mitte aga sõltuvuste puu) kui 
ka orienteeritud süntaktilisi seoseid (mis kajastuvad lause sõltu
\'uste puus, mitte aga moodustajate puusL siis ongi otstarbekohane 
rakendada äsja vaadeldud meetodit. _ 

Eesti keeles tekib selline vajadus muuhulgas järgmistel juh-
tudel. · 

1) Laused, mis s isa Idavad verb i liitvorme või verbi <<Ütleb» 
Ja da-infinitiivi ühendit. 

(I) X= Ta ~~juba siia l?.lf~~~~-
l 2 3 4 5 

(~, 5} =A; 
{I}-+ A, A-+ {3}, A--+- {4}. 

Selles ja kõigis järgnevates näidetes märgime eraldi ainult 
rll'rd sr-d, mis ei ühti hu1gaga X (lause eri'daga) või tema ühe
'lemendiliste alamhulkadega. Ohtlasi näitame suhte -+. Allakriip
Jutatud sõnad moodustavad ~üntaktilise terviku. 

(2) X= .4_iakirfa tr::?~~-~ .. ~~~~~1.l!. sinu/gl. 
] 2 3 4 

{2, 3} = A; 
A ~ { 1), {4} --+- A. 

Vastav graaf on kujutatud joonisel 4. 
Lause (2) sõltuvuste puu osutub mitieprojektiivseks (joonis 

!) Tähendame, et see sõltuvuste. süsteem ei määra srs-i (aksioom 
· ei kehti). Srs-de oluline omadus ongi see, et nad võimaldavad 
iihendada mitteprojektiivsuse juhte. 

• X-{1.2,3,4} 

~{2,3) 

i 2 3 4 

.foonis. 4. 

lA) 
~ 2 3 4 

Joonis 5 . 

2) Laused, mis sisaldavad verbi koos abimäärsõnaga või nimi
~''''a koos kaassõnaga. 

(3) X= Liiguti z.~~~-pimeda !'!:~~~-~: 
] 2 3 4 

{2, 4} = A; 
A-+{3}, {1}-+A·. 
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'(4) X=.~'!:~~-~~:!: raamatu läbi. 
1 2. .,· 3 

{1,.3},~ A; 
A.-+- {2} .. 

3) Eitusega· laused. 
(5) Sa ju ei kardagi. 

····-······.·········-· 
1 2 3 4 . 

{2,.3,4}·=A, {3,4} ... B; 
{1} -+-A, B-+- {2}, {4}-+- {3}. 

· 4) ·Korduvate liikmetega laused. · 
(6) Arvesta .. ~'!:'!:f!.~-~ J.Cf .. !.~~f!.: .. 

1 2 3 4 
{2, 3, 4} = A; 

{1}-+- A. 

(7) Sa .~!J~~ _sf!da ega teist. 

1 2 3 '4. 5 6. 

5) Liitlaused. 

{2, 3} . A,· {4; 5, 6} = B; . 
. { 1} -+ A, A -+-. B,. {3} -+- {2}. 

(8) Külaline, -~~-~. -~-i_l_~ .. ~.0:~~~~: on juba ~äi nur!_: 
1 2 3 4 56 7 

{2, 3,.4} =ee-= A, {5, 7} :e-~: B; 
{1}-+A, {l}-+B,B-+-{6}, {2}-+-{4}, {4}-·~{3}. 

(9) ~-L_t_i!!_?!!_ootasi'!!_~, ~~~~ ~a __ {!~~igj. 
1 2 "3 4 5 6 

{ 2, 3} = A, { 5, 6} -::e: B, { 1 , 4} ~= C; 
{2}-+- {3}, {5} -+- {6}. 

EULERI ·HüPOTEES ON üMBER LüKATUD 

Teatavasti arvas Leonard Euler, et võrrandil 
x, n+ x2n + ... + Xk. n= yn 

;/i 

on naturaalarvulisi lahendeid ainult k ~ n korral.l 1966. aastal af;:!a leidsid 
L. J. Lander ja T. R. Parkin elektronarvuti abil selle diofantilise võrrandi 
lahendi k = 4 ja n= 5 korral: 

275 + 845 + 1105 + 1335 = 1445. 

Seega ei !kehti Euleri hüpotees vähemalt n= 5 _pUihul. 

1 Vt. J. Ga b o vi ts. Euleri probleem. - Matemaatika ja kaasaeg, VIII, 
lk. 77-81. 
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VöRKGRAAFIKUD 

0. Kaasik, M. Preem 

Võrk p 1 an e erimin e ehk PERT 1 kujutab endast kompleks
sete tööde· (projektide) planeerimisel ning juhtimisel kasutatavate 
meetodite kogu. Selle nimetuse alla kuuluvaid meetodeid ühenda
vaks põhimõisteks on võrk gr a a f i k, mida kasutatakse nii pro
jektide eneste kui ka nende uurimise käigu näitlikustamiseks. 

Projekti kujutamine võrkgraafikuna tähendab niisuguse suu
natud graafi konstrueerimist, mille tipud iseloomustavad olulisi 
sündmusi projekti teostamise käigus, kaared aga operatsioone 
(töid), millest projekt koosneb. Vaatlemegi järgnevas just võrk
graafikute konstrueerimist ning nende mõningaid kõige lihtsamaid 
rakendusi. 

Sündmus eks nimetatakse sellist olukorda projekti realisee
rimises, mil osa töid on lõpetatud ning osutub võimalikuks alus
tada teatud arvu teisi töid. Graafiliselt tähistatakse sündmust rin
giga, mille sisse kirjutatakse sündmuse järjekorranumber (kus
juures erinevatel sündmustel peavad olema erinevad numbrid). 

Kahte sündmust ühendav op era ts i oo n vastab nende sünd
muste vahel toimuva le tööprotsessile. Operatsiooni juurde kuulu
vatest parameetritest on põhiliseks töö teostamisele kuluv (kesk
mine) aeg, tarbekorral aga ka materjalide või tööjõu vajadus jms. 
Graafiiisett kujutatakse operatsiooni noolega, mille juurde vaja
duse järgi kirjutatakse vastavad parameetrid. Tekstis on aga 
operatsiooni mugavam märkida tema abil ühendatud sündmuste 
järjekorranumbrite paariga (näit. operatsioon 3-5 viib sündmu-
sest 3 sündmusesse 5). , 

Võrkgraafikute unifitseerimise huvides on mõnikord otstarbe
kohane kasutada nn. f i k t i iv s e i d op era ts i oo n e, mille kes
tus on null ja mis ei kasuta mingeid r-essursse. Graafiliselt tähis
tatakse selliseid operatsioone punktiirnooltega. Fiktiivse operat
siooni sissetoomise peamisteks põhjusteks on mitme üheaegselt 
teostatava operatsiooni olemasolu kahe sündmuse vahel või täien
davad nõuded sündmuste ajal ise järgnevuse kohta. Illustreerime 
neid juhte näidetega. 

1 PERT - lühend ingliskeelsest nimetusest Frogram Evaluation and Reoiew 
Technique (plaanide hindamise ja ·läbivaatamise metoodika). 
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Näi d e I. Sisaldagu võrkgraafik sündmused I, 2, 3 ja 4 ning 
operatsioonid 1-2, 2-4 ja 3-4, kusjuures sündmus 3 ei saa 
toimuda varem kui sündmus 2. Viim.1tst nõuet kaja~tamegi võrk
graafikul fiktiivse operatsi~oniga 2-3 (joonis 1). 

a b 
Joonis J. Joonis 2. 

Näi d e 2. Sisaldagu võrkgraafik sündmused 1 ja 2, kusjuu
res sündmusest 1 läheb sündmusesse 2 kaks üheaegselt toimuda 
võivat operatsiooni (joonis 2a). Et nende operatsioonide lõppe
mised on sündmvse 2 a)amsündmused, siis võime sisse tuua vas
tavad omaette sündmused 3 ja 4. Sündmuse 2 tähenduseks jääb 
nüüd: «on toimunud nii sündmus 3 kui ka sündmus 4» (vt. joo
nis 2b). 

Nagu toodud näidetestki selgub, annab võrkgraafik teatud üle
vaate ka sündmuste ajalise järgnevuse kohta. Nimelt on võrkgraa
fiku sündmuste hulgas loomuliku! viisil määratud osaline järjes
tus: kui sündmusest i läheb sündmusesse j operatsiooni (või fik
tiivset operatsiooni) tähistav nool, siis loetakse sündmust i sünd
musele j vahetu It e e I n eva k s, sündmust j aga sündmusele i 
v ah et u 1 t j ä r g n eva k s. Sündmust k loetakse sündmusele i 
j ä r g n eva k s, kui leidub suunatud tee 2 sündmusest i sünd
musesse k (näiteks joonisel I on sündmus 4 sündmuse 1 suhtes 
järgnev, sündmuste 2 ja 3 suhtes aga koguni vahetult järgnev). 

Sündmust, mis ei järgne ühelegi sündmusele, nimetatakse 
võrkgraafiku a I g sündmus eks (minimaalne element kirjelda
tud järgnevuse mõttes); sündmust, millele ei järgne ühtki sünd
must, nimetatakse võrkgraafiku I õ pp sündmus eks (järjestuse 
mõttes maksimaalne element). Sündmusi, mida antud operatsioon 
ühendab, nimetatakse selle operatsiooni aI gu sek s ja I õ p uk s. 

Projekti võrkgraafiku koostamisel tuleb arvestada järgmisi 
järjestusse puutuvaid reegleid (Jisades nende reeglite rahuldami
seks tarbe korral uusi sündmusi või fiktiivseici operatsioone)·: 

1. Okski sündmus ei tohi järgneda iseendale (s. t. graafik ei 
tohi sisaldada kinnisi suunatud teid; näit. joonisel 3 kujutatu ei 
ole jämedalt joonistatud teede tõttu seega üldse võrkgraafik). 

2 Suunatud tee on selline operatsioonide jada, milles iga järgmine operat
sioon algab samast sündmus·est, kus eelmine lõ-ppes. 
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2. Iga sündmus järgneb või 
eelneb vähemalt ühele sündmu
sele (s. t. graafiku s ei ·leidu 
isoleeritud sündmusi: joonisel 
3 on see nõue rahuldatud). 

3. Leidub täpselt üks alg
sündmus ja üks lõppsündmus 3 

(seega igal ülejäänu! peab 
olema nii eelnev kui ka järg-
nev sündmus; joonisel 3 pole Joonis 3. 
see reegel rahuldatud - lõpp-
sündmusteks on nii 6 kui 7; joonisel likvideerib lisatud fiktiivne 
operatsoon teise algsündmuse). 

Nende reeglite otstarve selgub võrkgraafiku interpretatsioonist. 
Nimelt tõlgendatakse projekti realiseerimist kui liikumist mööda 
võrkgraafikut algsündmusest lõppsündmuseni, kusjuures iga ope
ratsioon tuleb läbida (noole suunas) täpselt üks kord. Liikuminc 
mööda mingit operatsiooni tähendab vastava töö teostamist. Et 
erinevaid töid saab tihti teostada samaaegselt, siis toimub liiku
mine tavaliselt muidugi mööda mitut teed korraga. Liikumisel 
peab arvestama, et mingi operatsiooni läbimist ei saa alustada 
enne, kui on toimunud tema alguseks olev sündmus; sündmus e 
to im u mi n e aga tähendab, et on läbitud kõik operatsioonid 
(ka fiktiivsed), mille lõpuks see sündmus osutub. 

Sellist interpretatsiooni tuleb muidugi arvestada võrkgraafiku 
koostamisel. Illustreerimegi seda etappi järgmise lihtsa näite varal. 

Näi d e 3. Olgu vaadeldavaks projektiks ühekorruselise maja 
ehitamine. Peensustesse laskumata piirdume siin vaid keskmiselt 
asjatundmatu kodaniku arusaamade kohaselt oluliste sündmustega 
selle ehituse käigus: 

sündmus 1 võib alustada vundamendi tegemist, 
sündmus 2 - võib alustada müüride ladumist, 
sündmus 3 - võib alustada uste paigc,lldamist, 
sündmus 4 - võib alustada akende paigaldamist, 
sündmus 5 - võib alustada veevärgi monteerimist, 
sündmus 6 - võib alustada elektriseadmete monteerimist, 
sündmus 7 - võib alustada katuse tegemist, 
sündmus 8 - võib alustada viimistlustöid, 
sündmus 9 - vundament on lõpetatud, 
sündmus 10 - müürid on laotud, 
sündmus 11 - uksed on paigaldatud, 
sündmus 12 veevärk on monteeritud, 
sündmus 13 - elektriseadmed on monteeritud, 
sündmus 14 - katus on valmis, 

3 See reegel jäetakse vahel ka ära, kuid niisuguseid graafikuid me siin 
ei vaatle. 
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Joonis. 4. 

sündmus 15 viimistlustööd on lõpetatud, 
sündmus 16 aknad on paigaldatud, 
sündmus 17 maja on valmis. 
Loetletud sündmusi ja mõningaid ilmseid tingimüsi nende 

järgnevuse osas aluseks võttes saame maja ehitamise (tugevasti 
lihtsustatud) võrkgraafiku joonisel 4 esitatud kujul. 

Torkab muidugi silma fiktiivsete operatsioonide suur arv saa
dud graafikus. Selle põhjuseks on valitud sündmuste tarbetu detai
liseeritus: näiteks pole ju mõtet lugeda vundamendi valmimisest 
erinevateks sündmusteks müüride ladumise ja akende ning uste 
paigaldamise, alustamise võimalikkust, kui me lubame viimati 
nimetatud töid alustada praktiliselt samaaegselt. Uhendades sünd
mused 2, 3, 4 ja 9 uueks sündmuseks 18, samuti sündmused 5, 6, 
7 ja 10 sündmuseks 19, sündmused 8 ja 14 sündmuseks 20 ning 
sündmused 15 ja 17 sündmuseks 21 saame oma võrkgraafiku esi
tada joonisel 5 näidatud kujul (seal on ühtlasi ära jäetud nüüd 
juba tarbetuks osutunud fiktiivsed operatsioonid 19-11 ja 19-16). 

Samastades projekti realiseerimise liikumisega mööda vasta
vat võrkg.raafikut piirdusime me seni vaid kvalitatiivse külje vaat
lemisega. Kvantitatiivsete vahekordade' arvestamiseks tuleb kõige
pealt vaatlusele võtta op era ts i oo n i d e kes tu s e d - vasta
vate tööde sooritamiseks kuluvad ajad. Need ajad määravadki lii
kumise kiiruse operatsioonide läbimise!. 

Operatsioonide kestuseel pole reaalsete projektide korral täp
selt ette määratavad. Seetõttu tuleb paratamatult kasutada nende 
kestuste teatavaid, ekspertide poolt antavai·d hinnanguid. Tava
liselt annab ekspert iga operatsiooni kestuse kohta kolm hinnan
gut: 
a - optimistlik hinnang, minimaalne ajakulu antud töö tegemi

seks, kui kõik laabub hästi; 



..... ...... ...... ...... ...... ...... --- ...... --- ....... --"..:--

Joonis 5. 

b - pessimistlik hinnang, maksimaalne ajakulu antud töö tege
miseks kõige ebasoodsamates tingimustes (arvestamata 
siiski äärmusiikke olukordi ·- katastroofe jms.); 

m - kõige tõenäosem ajakulu antud töö tegemiseks (eksperdi 
arvates «keskmistes» tingimustes). 

Nende hinnangute põhjal määratakse edasistes arvutustes 
kasutatav operatsiooni kestus t tavaliselt valemiga 4 

t a + 4m -j-b 
=--6--. 

Kui ag·a käepärast on vaid optimistlik ja pessimistlik hinnang, siis 
leitakse t valemist 

t = 2a + b 
3 ' 

mis annab üldiselt suurema (ja tege-likkusega halvemini kooskõ
las oleva) kestuse. 
\ Kui kõikide operatsioonide kestused on leitud (ja võrkg~aafi

klll.l vastavate noolte juurde kirjutatud), siis saab juba võrkgraa
fiku läbimist vaadelda kui ajas kulgevat protsessi. Seda arvesta
des mõõdamegi võrkgraafikus edaspidi kõike ajaga, mõistes näi
teks te e pikkus e all selle tee läbimiseks kuluvat aega. 

Võrkgraafiku läbimise (projekti teostamise) uurimisel on üheks 
€simeseks ülesandeks määrata iga sündmuse toimumise va ra j a -
sim võimalik aeg, eeldusel, et algsündmus toimub ajamomendil 
0. Et sündmuse toimumiseks peavad olema läbitud kõik operat
sioonid, mille lõpuks see sündmus osutub, siis sündmuse i toimu
mise vara j as im aeg TE (i) pole ilmselt midagi muud kui algsünd
musest sündmusesse i viiva pikima tee läbimiseks kuluv aeg. 

4 See valem on saadud eeldusel, et operatsiooni kestuse kui juhusliku suu
ruse tõenäosuste ühedust kirjeldab teatav beeta-jaotus. Standardhälve a saa
dakse sealjuures kujul u "-= (b- a)/6. 
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Näi d e 4. Joonisel 6 kujutatud võrkgraafiku .s sündmuste toi
mumise varajasimad ajad võib leida järgmiselt: 

TE ( 0) = 0; TE (l) = 3; TE ( 2) = 4; TE ( 3) = max ( 2, 4 -j- 2) = 6; 
TE ( 4) = max ( 3 + 4, 2 -+ 4, 4 +- 2 -1- 4) :e= 1 0; 
TE(5) =max(2--j-3, 4-f-2+3, 4~+4) =9; 
TE(6) =max(3,--j--4+3, 2+4-+3. 4+2-t--4-+-3) = 13; 
TE(7) = max(2+3+3, 4+2-1-3-+3, 4-}--4+3) '= 12; 
TE (8) = max (3 + 4 + 3 + 3, 2 + 4 --1- 3 --j- 3, 4 + 2 + 4 + 3 + 3, 

3 + 4 + 5, 2 + 4 + 5, 4 -1-- 2 --1- 4 -1-5) = 16; 

TE ( 9) '== max ( 3 -+- 4 -+ 3 + 5, 2 + 4 -t-- 3 --1- 5, 4 -f- 2 + 4 + 3 + 5, 
2 + 3 + 3 + 5, 4 + 2 + 3 + 3 -j- 5, 4 + 4 + 3 + 5, 
3+4+3+3+3. 2+4+3+3+3. 4+2+4+3+ 
+ 3 + 3, 3 + 4 + 5 --1- 3, 2 + 4 -+- 5 3, 4 + 2 + 4 ·+ 5 + 
-t-- 3) ·= 19. 

Suuremate võrkgraafikute korral osutub kõikide antud sünd
muses lõppevate teede niisugune läbivaatamine muidugi üsna tüli
kaks ja- aeganõudvaks. Seetõttu ongi suuruste TE leidmiseks välja 
töötatud mõningaid lihtsamaid algoritme, kuid selliste puhtarvu
tuslike võteh~ kirjeidarnisel me käesolevas ülevaates ei peatu. 

Joonis 6. 

Võrkgraafiku lõppsündmuse toimumise varajasim aeg on üht
lasi minimaalne aeg, mille vältel vaadeldavat projekti üldse osu
tub võimalikuks realiseerida (näit. kogu joonisel 6 kujutatud võrk
graafiku läbirJ1ine ei saa toimuda rutem kui 19 ajaühiku jooksul). 
Praktikas antakse aga projekti realiseerimiseks enamasti teatav 
dir e k t i iv n e aeg, mis kujutab endast just lõppsündmuse toi-

5 Selles näites on võrkgraafiku sündmused nummerdatud nii, et iga ope
ratsiooni alguse number osutub väiksemaks tema lõpu numbrist (ülalnimetatud 
reeglite järgi koostatud võrkgraafi'kus on selline nummerdamine alati võimalik). 
Algsündmuse numbriks on loomulik panna 0. 
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mumise hilisemat lubatavat aega Ts (vahel lisatakse veel mõne 
teise sündmuse toimumise hilisemad lubatavad ajad, kuid selle 
vähem olulise juhu jätame siin kõrvale). Direktiivsest ajast Ts 
lähtudes saab nüüd leida iga sündmuse i h i I i s e im a lubatava 
toimumisaja 6 T L (i), mis veel ei takista projekti realiseerimist 
etteantud tähtajaks Ts. 

Hiliseirna lubatava toimumisaja määramist alustatakse graa
fiku lõppsündmusest n, kusjuures loomulikult T L (n) ·= Ts. 

Teiste sündmuste hiliseimate toimumisaegade määr~miseks 
tuleb lõppsündmusest ettepoole liikudes lahutada vastavate operat
sioonide kestused. Täpsemalt, mingi sündmuse i hiliseirna luba
tava toimumisaja saamiseks tuleb direktiivajast Ts lahutada sünd
musest i lõppsündmusesse viiva pikima tee läbimiseks kuluv aeg. 

Näi d e 5. Joonisel 6 kujutatud võrkgraafiku korral l~iame: 

TL(9) ·=Ts; TL(8) = Ts-3; TL(7) = Ts-5; 

T L(6) I= Ts- max(5, 3 + 3) ·=Ts- 6; 
TL(5) =Ts- (3 + 5) =Ts -8; 
T L ( 4) ~= Ts - max ( 3 + 5, 3 + 3 + 3, 5 + 3) = Ts- 9; 
T L (3) '= Ts -max ( 4 + 3 .+ 5, 4 ·+ 3 + 3 + 3, 4 -j- 5 + 3, 

3 + 3 +5) :--= Ts - 13; 
T L ( 2) = Ts -- max ( 2 -~ 4 + 3 ·---1- 5, 2 -+- 4 + 3 + 3 +- 3, 

2 + 4 -~ 5 --+- 3, 2 + 3 + 3 +- 5, 4 + 3 + 5) = Ts - 15; 
TL(1) = Ts-max(4 -j- 3 -f- 5, 4+ 3 +- 3 -j- 3, 4 + 5 +-3) = 

=Ts- 13 
ja lõpuks muidugi T L(O) =Ts- 19. Võttes nüüd näiteks Ts= 19 
saame: 
TL(9) ·= 19; TL(8) ::-ee.~ 16; TL(7) =14; TL(6) = 13; TL{5) = 11; 
TL(4) === 10; TL(3) =6; TL(2) = 4; TL(1) =6; TL(O) =0. 

Vahet T L (i) -TE (i) on loomulik nimetada sündmuse i toimu
mise aja reserviks, ~est ta näitab, kui palju võib sündmu
sele i eelnevate operatsioonide läbimisega viivitada, ilma et sel
lega kaasneks viivitusi järgnevate sündmuste toirnurnises. See
tõttu nimetataksegi sündmuse i ajareservi vahel ka nende operat
sioonide t ä i s re serv i k s, mille lõpuks on sündmus i. Kõrvuti 
sellega kasutatakse veel operatsiooni vabareserv i mõistet, 
mis tähendab vahet operatsiooni lõpu hiliseirna toimumisaja ning 
operatsiooni planeeritud lõppmomendi vahel. 

Loomulikult saab vabareservist rääkida vaid siis, kui on koos
tatud projekti kuu I uva te tööde aja !ine graafik. Eriti ülevaatlikult 
võib sellist graafikut esitada nn. 1 i neaars e diagrammi 

6 Kasutatav sümboolika pärineb inglise keelest: T .= time · (aeg), E ~ 
earliest (varajasim), L == latest (hiliseim), S = subordiriätit•e (alistav). 
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kujul, kus iga operatsioon kujutatakse tema kestuse.ga võrdelise: 
pikkusega sirglõiguna, mille alguspunkti abstsiss näitab vastava 
töö alustamise momenti. · · 

N ä i d e 6. Kasutame joonisel 6 toodud võrkgraafiku lineaarse 
diagrammi koostamiseks kõige lihtsamat mõeldavat meetodit: iga 
operatsiooni alustame nii vara kui võimalik (s. t. tema alguseks 
oleva sündmuse toimumise momendil). Tulemus on esitatud jooni
sel 7, kus operatsioonidele vastavate sirglõikude otspunktide juurde 
on kirjutatud alg- ja lõppsündmuse numbrid. Joonise paremale 
servale on kirjutatud veel operatsioonide vabareservid. Paneme 
siinjuures tähele, et näiteks operatsiooni 2-5 (mis selle plaani 
kohaselt lõpeb ajamomendil 8) vabareserv leitakse kui vahe 
T L (5) -8 ·==-= 3, täisreserv aga kui vahe LL (5) -TE (5) = 2, m_is on 
ühtlasi sündmuse 5 ajareserv. 

8 g 0 
1 9 2 

6 9 1 
6 8 0 ' s 7 a 

4 6 1 
4 • 0 

J 5 2 
3 4 .. 

2 5 3 
2-3 0 

1 4 :i 
3 3 

2 0 ... 
t 

0 10 20 

Joonis 7. 

Sündmuse ajareserv iseloomustab selle sündmuse potentsiaalset 
kriitilisust projektis. Nimelt loeme sündmust seda kriitilisemaks~ 
mida enam tema toimumise hilinemine mõjustab projekti realisee
rimise lõpptähtaega. Ilmselt on aga projekt kõige tundlikum just 
nende sündmuste suhtes, kus ajareserv on kõige väiksem. Et nii
suguste sündmuste toimumise väike hilinemine lükkab juba edasi 
kogu projekti realiseerimise tähtaja, siis nimetatakse neid sünd
musi kr i it i 1 i st eks. Sündmus i on seega kriitiline parajasti 
siis, kui 

TL(i) -TE(i) = min[TL(j) -TE(j)]. 
j 

Kriitiliste sündmuste ajareservi konkreetne väärtus (see on 
antud graafiku kõigil kriitilistel sündmustel muidugi ühesugune) 
sõltub etteantud direktiivsest ajast Ts, kuid sellest ajast ei sõltu 
sündmuste kriitilisus. Nii näiteks on joonisel 6 kujutatud võrkgraa
fiku kriitilisteks sündmusteks iga Ts korral 0, 2, 3, 4, 6, 8 ja 9s
nende ajareserv võrdub aga nulliga üksnes siis, kui Ts= 19. 
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\ Graafik-u algsündmus.est ·lõpp __ süridr~i'use~se_. viivate teede. hulgas 
1iki.mat nimetatakse cmtud projekti kr i it i 1 i sek s te e k.s. 
~ene tee (või mitme kriitilise",tee olemasolu korral ühe neist) leid
sime tegelikult juba 19p'psi.indmuse . toimumise varajasima aja 
TE (n) mä'ära'misel, sest s·P~ aeg ongi ju kriitilise tee pikkus (näit. 
joonisel 6 toodud võrkgraafiku ainsaks kriitiliseks teeks on 
0-2-3-4:--6-8-9). Kriitilise tee nimetust õigustab asjaolu,. et 
igasugune viivitus tema lähimisel kutsub esile lõppsündmuse toi• 
mumise sama suure edasilükkumise. Uhtlas-i osutub, et kriitiline 
tee läbib ainult kriitilisi sündmusi ja iga kriitiline sündmus paik
neb vähemalt ühel kriitilisel teel. 

Kriitilise tee koosseisu kuuluvad operatsioonid on projekti suh
tes kriitilised selles mõttes, et nende tegelik kestus ei tohi osutuda 
suuremaks võrkgraafikus kasutatud hinnangust. Operatsiooni kes
tuse juhuslikkust arvestades kerkib siin terve rida tõenäosustega 
seotud probleeme. Näiteks saab kriitilisel teel paiknevate operat
sioonide standardhälbeid kasutades suhteliselt lihtsalt hinnata pro
jekti tähtajalise täitmise tõenäosust.7 Kui see osutub liialt väike-· 
seks, siis pole projekt etteantud direktiivseks ajaks realiseeritav 
ning seda tuleb muuta (märgime, et nimetatud tõenäosus tuleb 
isegi juhul Ts< TE (n) positiivne, sest operatsioonide tegeliku d 
kestused võivad ju hinnangutest väiksemaks osutuda; teiselt poolt 
ei tarvitse see tõenäosus aga ka juhul Ts> TE (n) tingimata eriti 
suur olla). 

V äikese realiseerimistõelläosuseg·a projekti muutmiseks püü
takse vähendada kriitilisel teel olevate suurte standardhälvetega 
operatsioonide kestusi. See toimub peamiselt mõningate ressurs
side üleandmise teel suure t äisreserviga ( mittekriitilisteit) operat
sioonidelt. Niisugune ressur,side üleandmine tugineb muidugi 
vastavate tööde tehnoloogiasse puutuvatele küsimustele. Seetõttu 
jätame projekti muutmise lähema vaatlemise kõrvale, peatudes 
siiski ühel teisel ressurssidega seotud probleemil, mida vähemalt 
lihtsamai juhul saab võrkgraafikust lähtudes lahendada. 

Võrkgraafikusse kuuluvaid operatsioone iseloomustab üldjuhul 
mitte ainult nende kestus. · vaid ka mitmesuguste ressursside 
(materjalide jms.) vajadus. Piirdume järgnevas lihtsairna juhuga, 
mil kõikides operatsioonides on tegemist vaid üheainsa ressursi 
vajadusega. Olgugi Tij op~ratsiooni i- j vajadus selle ressursi 
järele ajaühikus. · 

7 See tõenäosus leitakse tavaliselt näiteks normaaljaotuse tabelist vasta
valt argumendile 

Z=== 

kus nimetajas on kõigi kriitilist teed moodustavate operatsioonide i- j disper
sioonide a u2 summa. 
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Kasutatava ressursi kogused on praktikas peaaegu alati pii1a 

.
:tud, üldiselt teatava funktsiooniga R ( t), kuid lihtsamai eri ju u 
:konstandiga R. Seega ei tohi üheski ajavahemikus käsilqjev t 
tööde ressursivajaduste summa ületada piirkogust R. Niipea *u 
see tingimus pole täidetud, tuleb tööde ajaline graafik ümber teha 
Suhteliselt lihtne on graafikut selliselt parandada lineaarsel dia 
grammi I. Selgitamegi üht selfist algoritmi järgmise veidi ulatus 
likuma näite varal. 

N ä i d e 7. Olgu joonisel 6 kujutatud võrkgraafiku operatsioo~ 
nide ressursivajadused määratud järgmiselt: ·.' 

i-j ~ 0-1 1 0-21 0--311-412-312-513-413-5 
T ji li 6 I 4 I 7 I 2 I 5 I 3 I 6 I 3 

i i 1F14~ 15-7 1 6~ ls-917-918-9 
';· ~ 5 1 2 1 5 1 2 1 4 1 5 1_6 

Projekteerime vastavas lineaarses diagrammis (joonis 7) tööde 
alg- ja lõpp-punktid ajateljele ning arvutame igas sellises vahemi
kus ressursivajaduste summa. Seda summat graafiiisett kuju
tades saame joonisel 8 toodud pildi. 

0 10 

Joonis 8. 

15 20 

Kui ressursside kasutamise ülempiir on R ·= 11, siis ajavahemi
kes [0, 2], [6, 8], [10, 15] ja [16, 17] ületab vajadus selle piiri 
(joonisel punktiiriga märgitud). Seega ei ole joonisel 7 esitatud 
ajaline graafik antud tingimustes realiseeritav. 

Graafiku muutmine saab toimuda vaid tööde paremale nihuta
mise (s. t. hiljem täitmisele võtmise) teel, sest joonisel 7 paiknevad 
nad kõik oma vasakpoolsetes piirseisudes. Alustame selliste nihu
tamiste vajalikkuse ning võimaluste selgitamist vasakult, liikudes 
aja kasvamise suunas. 
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I 
Kõige vasakpoolsemas ajavahemikus [0, 2] on ressursivajadus 

I , seega tuleks sellest vabernikust välja (s. t. vähemalt kahe 
ii iku võrra paremale) nihutada kas operatsioon 0-1 või 0-3. 
N isuguse valikuvõimaluse korral osutub otstarbekohaseks nihuta
d seda tööd, kus vabareservi ja nihutamisele kuuluvate ajaühi
ku'~e vahe on maksimaalne. Mõlema v;:tadeldava operatsiooni vaba
reserv ···on 3 (vt. joonis~· 7), kuid nihutada tuleks neid erinevalt. 
Nimelt ·operatsiooni 0-l korral näib piisavat kaheühi-kulisest 
nihutamisest, operatsiooni 0~3 nihutamine kahe ühiku võrra teki
tab aga kohe uue ressursivajaduste piiri ületamise ajavahemikus 
[2, 3]. Seega üJalnimetatud vahe on operatsiooni 0-1 korral suu
rem ja esimese sammuna nihutamegi seda operatsiooni kahe ühiku 
võrra~ paremale. Et nüfid sündmuse f' toimumine edasi lükkub, siis 
tuleb ühtlasi sama palju nihutada ka kõiki seal algavaid operat
sioone - antud juhul vaid operatsiooni 1-4. 

Lõpuks tuleb veel parandada kõigi nihutatud operatsioonide 
vabareserve (nimelt operatsioonide 0-1 ja 1-4 uueks vabareser .. 
viks saame I) ning vaadeldava algoritmi üks samm on sooritatud. 
Edasi võtame vaatlusele ajavahemiku [2, 4] (kus reservivajadus 
ei ületa piirkogust ja mingit nihutamist seega pole vaja sooritada), 
seejärel ajavahemiku [ 4, 5] (kust tuleb välja nihutada operat
sioon 2-5) jne. 

8 9 
1 -----9 6 -----e 

' e 
5 7 

4l 8 
41 • 

" 5 
3 41 

2 5 
2-3 

1 • 3 
2 

e 
C) 10 ~5 20 25 t 

Joonis 9. 

Kirjeldatud algoritmi lõpptulemuseks saadav lineaarne dia
gramm on esitatud joonisel 9 ning vastav ressursivajaduste summa 
joonisel 10. Paneme tähele, et projekti lõpptähtaeg on lähteplaa
niga võrreldes nelja ajaühiku võrra edasi lükkunud. See tähen
dab, et niisuguse ressursikitsenduse korral pole projekti lõpeta
mine @irektiivseks ajaks võimalik. 

Jooniseni 9 viiva algoritmi kirjeidarnisel oH (ilma seda eraldi 
rõhutamata) eeldatud, et operatsiooni ei tohi katkestada. Prakti
kas on aga selline katkestamine sageli lubatav ning enamasti või-
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15 

- - - -~- .:.. R : 11 

5 

õ 5 10 15 20 25 t 

J oo n is 10. 

maldab see ressursse tunduvalt ratsionaalsemalt kasutpda. Antud 
juhul näiteks saaks projekti kahe ajaühiku võrra varem lõpetada 
ainult ühe operatsiooni katkestamise hinnaga. Nimelt kui operat
siooni 4-8 sooritada kahes eraldi aj avabernikus [ 10, 13] ja 
[ 16, 18], siis võib operatsioone. 6-9 ning 8~9 kahe ühiku võrra 
tagasi vasa~ule nihutada, millega projekti lõpptähtajaks. kuju
nebki 21. 

* * * 
Piirdudes vaid sellise põgusa ülevaatega võrkplaneerimise 

mõningatest põhimõistetest soovitame asjaga -lähemaks tutvumi
seks kasutada näiteks raamatuid (kahjuks eesti keeles seni 
midagi trükis ilmunud ei ole): 

1. CHcTeMbi ceTesoro n.JiaHnposaHHH H ynpaB.JieHlHI. 1-hrr.. «MHp», M., 1965. 

2. P. A1 H .JI v'l ep. TIEPT - C!ICTeMa ynpaBJJeHH5L H3LI.. «3KOBOMHKa», M., 19G5. 

3. C. H. 3 y x o B Hu. K 11 ü, H. A. P a ;x 'i 1; K. MaTeMaTIPieCKHe MeTOJJ.bi cereBoro 
n.JiaHHpoBaHHH. H3Ll. «HayKa», M., 1965. 

4. .IT.:>K. M o .a. e p, C. <l> H .JI .JI n n e. Mero.a. ccrcBoro nJiaHnposaHHH n opraHn3aiJ.HK 
pa6oT (TIEPT). Hs.a.. «3neprHH», M-JI ., 1966. 

5. .rr.. H. r 0 .JI eHK 0. CraTIICTHqccKJIC MLTO/l,I..>I ceTeBoro Il.Jia11HpOBaHHH H ynpaa
.JIE'IU15l. H3Ll. «HayKa», Nl., 1968. 

MITTEMATEMAATIKUD MATEMAATIKAST 

Archimedese peas oli rohkem mõttelendu kui Homerose peas. 
, Voltaire 

Matemaatika õitseng ja, täiuslii<Jkus on .tihed<ilt seotud riigi jõukusega. 
· Napoleon 

Milline teadus võiks olla õilsam, kütkestavam ja inimkonnale kasulikum kui 
matemaatika? 

Franklin 
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MATEMAATII(A OPETAMISE üLESANDED JA 
EESMÄRGID I 

I G. Rägo, I 0. Prinits 

Kaasajal läbiviidava koolimatemaatika reformi käigus on tera
valt üles kerkinud aine sisu ja mahu probleem. Sisu uuenemine on 
tihede}lt seotud matemaatikateaduse ja tema rakenduste aren
guga. Sellega kaasneb aga aine mahu suurenemine, sest seni
kehtinud programmide teemadest ei peeta võimalikuks ühtegi kus
tutada. Siinjuures jääb aga sageli arvestamata, et nii matemaatika 
kui ka mistahes teise õppeaine sisu ja maht, aga samuti õpetamise 
meetodid sõltuvalt sellest, mis on seatud õpeta1mise ülesanneteks 
ja eesmärkideks. Ka kool i matemaatika reformitaoti uste esitamisel 
on viimastele liialt vähe tähelepanu omistatud. Koolimatemaatika 
sisu ja mahu mäaramise kohta peetud diskussioonide argumendid 
tuginevad eelkõige traditsioonile, rutiinile, autoriteedi arvamusele, 
suhteliselt harva aga neile põhiteesidele, mis on fikseeritud õpe
tamise ülesannetena ja eesmärkidena. 

Iga aine õpetamise ülesandeks on õpilase väimsete võimete 
arendamine, et varustada teda ümbritseva reaalsuse mõistmiseks 
ja igapäevase elu vajadusteks tarvisminevate teadmiste ja oskus
tega. Matemaatika õpetamisel täidetakse seda -ülesannet 

1° m õ t I emis o sk u s e are n d am i sega; 
2° õpilaste viimisega käsitletava aine tunne

t a mi s e I e; 
3° ü I d h a r i d u s e k s v a j a 1 i k e m a t e m a a t i k a a l a s t e 

i e a d m i s t e j a os k us te o m a n d a m i s e k i n d 1 u s t a m i -
sega. 

Kõrvuti nende oluliste ehk nn. põhiülesannetega täidab mate
maatika õpetamine veel mitmeid väiksemaid ülesandeid. Nimeta
gem k o r r a I i kk u s e j a v a s t u t u s tu n d e k a s v a t a m i s t, 
töödistipiiini juurutamist ning keele ja kirja
oskuse arendamist. 

Peatume lähemalt põhiülesanneteL 

1 Prof. G. R.äg-o käsi'kirja alusel koostanud 0. Prinits. 
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1. Mõtlemisoskuse arendamine 

Liikumisis ja muis toiminguis juhinduvad loomad instinktist. 
Sellest juhindub ka inimene, kuid tal on ainsana bioloogiliste ole
vuste hulgast ka mõistus. Tänu mõistusele ja sellega kaasnevale 
mõtlemisele ongi inimene tõusnud reaalseks ~äskijaks. See tõsi
asi viitab kategoorilisele nõudmisele, ~t koo I peab are n d am a 
õpilaste mõtlemisoskust 

Oigete otsuste tegemine kõigile selleks kasutada olevatele and
metele tuginedes on inimmõistuse kõige tähtsam toiming. Nendest 
otsustest sõltub, kuidas arenevad edaspidised sündmused, olgu 
need poliitilises elus, majanduse arendamisel, looduse ümberkujun
damisel või mõnel muul alal. Olulised on otsused, mille langeta
vad arst patsiendi, õpetaja õpilase, kohtunik kohtualuse ja vane
mad oma laste suhtes. 

Otsused peavad järelduma andmeist. Nii nagu muusikalist 
kuulmist, värvide eristamist jne. saab,teadlikult arendada, nii saab 
arendada ka mõtlemisoskust süsteemikindla harjutamise abil. 

Mõtlemisoskuse arendamine matemaatika õpetamisel põrkub 
mõnikord psühholoogilistele raskustele. Näiteks on õpetajal märksa 
lihtsam õpetada lapsi formaalselt arvutam'a ja avaldisi teisendaroa 
kui näiteks tõestuste käigus õigeid järeldusi tegema. On küllalt 
levinud ka arvamus, et olulised on ainult valmis tulemused, ret
septid, valemite tuletamist peetakse ülearuseks targutamiseks,. 
sest otseselt vajatakse ju praktikas ainult lõpptulemust. 

Matemaatikaõpetaja ei tohi oma töös kaasa minna nende väär
arvamustega. Tõsist kaalumist vajavad ka nõudmised niisuguste 
tulemuste, s. o. valemite meeldejätmise kohta, mida edaspidises 
elus saab vajaduse korral leida vastavatest valemile kogudest ja 
mis juhul, kui neid harva kasutatakse, ununevad. 

Diesannete koostamise ja lahendamise teel õpetame õpilasi 
k on kr e et s e It m õ t I ema. 

Senisest märksa suuremat tähelepanu on mõtlemisoskuse arenda
mise huvides tarvis osutada ülesannete koostamisele. Kui alg
klassides seda üldreeglina tehakse, siis juba keskastme klassides. 
see töövorm peaaegu täielikult puudub. Diesannete koostamisel on 
teada, missugust suurust on vaja leida, õpilase ülesandeks jääb 
aga kindlaks teha, missuguseid suurusi ta vajab otsitava suuruse 
leidmiseks ja kuidas ta vastavad arvulised väärtused teada saab. 
Tegelikkus ei esita ülesannet täielikult, s. t. niisuguse andmete 
hulgaga, mis on tarvilik ja piisav vastuse saamiseks. Selle and
mete hulga kindlakstegemine nõuab intensiivset mõttetegevusL 
Seepärast tulebki mõtlemise arendamise huvides a n d a v ä ä r i -
k a s k o h t ü I e s a n n e t e k o o s t a m i s e I e. 

Ka ü I e s a n n e t e I a h e n d a m i n e arendab mõtlemisos
kust Eriti väärtuslik on lahendusskeemide koostamine. Siin selgi
tatakse, missuguses järjekorras tuleb otsitavaid suurusi leida 
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ja missuguste andmete abil. Kiire lahendusskeemi leidmine on are
nenud mõtlemisoskuse tunnuseks. 

Ka leitud Jahendi kontrolli ei tohi suruda puhtformaalsetesse 
raamidesse. Väga sageli teostatakse kontrolli kontrolli pärast, mis 
seisneb näiteks võrrandi ümberkirjutamises, kus tundmatu asen
datakse leitud lahendiga. Niisugune kontroll ei arenda mõtlemis
oskust Kui ollakse teadlik kontrollimise vajadusest ja leitakse 
selleks sobivaim tee, siis on ka kontroll mõtlemisoskuse arenda
jaks. 

Tegelik elu nõuab meilt konkreetse mõtlemise valdamist, kuid 
vaimsete rikkuste omandamine, eriti kõrgemas koolis, nõuab ka 
a b st r a k t s e m õ t I emis e oskust. Seda ei omandata konk
reetse mõtlemise kõrvalproduktina, nagu mõnikord arvatakse. Iga
päevane elu, aga samuti enamik kooliaineid, nagu ajalugu, geo
graafia, bioloogia jt. ei areoda oluliselt abstraktset mõtlemist. 
See ülesanne jääb peamiselt matemaatikale. 

Abstraktse mõtlemise oskuse arendamiseks on matem a a t i -
I i s e 1 au s e tõe st u s kõige tõhusam vahend. 

On üldtuntud tõsiasi, et koolimatemaatika raskemateks kohta-
deks on need, kus minnakse üle konkreetselt käsitlusviisilt abstrakt
sete, s. t. konkreetselt mõtlemiselt abstraktsete ehk formaalloogi
lisele mõtlemisele. Algebra elementide sissetoomisega asenduvad 
konkreetsed arvud, nagu 1, 2, 3, 1/5, 0,72 jne. mingite arvudega a, 
b, e jt., üleminek konkreetselt abstraktsete toimub näiteks ka posi
tiivsete ja negatiivsete arvudega tehete sooritamise juurde minnes. 

Koolimatemaatikas tutvustatakse ka aksioome ja neile järgne
vaid teoreeme, aga samuti põhimõisteid ja definitsioone. Sellel 
kohal algab koolimatemaatikas formaalne käsitlus, kus konkreetne 
materjal peab taanduma ideede ees. Nii asendub hulk konkreet
seid objekte nimeta arvuga, kepp lõiguga, aken või pildiraam rist
külikuga. Algab üleminek mõtlemiselt erijuhtude varal mõtlemi
sele üldjuhtu silmas pidades ehk, teisiti öeldes, indutseerimise 
asemele astub dedutseerimine, konstateerimise asemele põhjenda
mine. 

Tõestuste väärtus ei piirdu kaugeltki ainult teatud tõdede tund
maõppimisega, vaid tema suur väärtus on mõtlemisoskuse aren
damises. Seda arvestades vajab meie koolimatemaatika sisu hin
damist, kas seal esitatavate tõestuste hulgas ei leidu puudulikke 
või koguni vääri tõestusi. Eriti väärtuslikud on ülesanded tõestus
käigu leidmise kohta, kus arendatakse analüüsimisoskust, mida 
vajatakse ka tegelikus elus. Tõestuste käsitlemisel peab saama 
juhtsõnaks - miks?, s. t. peab saama selgeks, et iga samm nõuab 
siin põhjendamist. Suur väärtus on ka tõestuskäigu kordamise!, 
mis aitab selgitada, kas iga samm on astutud täie teadlikkusega, 
kas on mõistetud tõestuse eesmärki. 
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· 2. Käsitletava aine tunnetamine . 

Kooli üheks ülesandeks on selgitada õpilastele, kuidas inime
sed on jõudnud ja jõuavad tõeni. Seda ei saa teha mõne päevaga. 
Sellesse küsimusse tuleb sisse elada, tulles tema juurde ikka ja 
jälle tagasi. Opilasi tuleb õpetada kahtlema ja veenduma, kasuta
des siinjuures leninlikku tunnetusteed - elavalt kaemuselt mõtle
misele ja sealt praktikasse. 

Täppisteaduste arengule ongi iseloomulik niisugune tunnetus
käik. Vaatlusele, võimaluse korral katsele tuginedes inventeeri
takse saadud faktiline materjal, klassifitseeritakse, süstematiseeri
takse ning avastatakse seoseid, mis võimaldavad luua seesmiselt 
seotud faktide süsteemi. Võimaluse korral taandatakse need seo~ 
sed vähestele, kokkuleppe korras aksioomideks tõstetud tõsiasja
dele. Aksioomidele tuginedes ehitatakse üles loogilin~ süsteem 
ning võrreldakse selle vastavust reaalsusega. 

Et matemaatika õpetamisel on vaatius ja katse teostatavad 
kõige väiksema vaevaga, faktiline materjal on silmanähtav, seosed 
lihtsad, indutseerimine suhteliselt lihtne, üldistarnisel saadud tule
muste kontroll raskusteta teostatav ja leitud tõdede rakendami
seks praktikas on avarad võimalused, siis ongi matemaatika sobi
vaimaks õppeaineks, milles õpilased jõuavad tõe tunnetamis~!e. 

Võrdlemine teiste kooliainetega kinnitab neid väiteid. Seega. 
mitte ainult mõtlemise arendamiseks, vaid ka tõe tunnetamiseks 
on matemaatika kooliainetest sobivaim. 

Arvestades vajadust kujundada õpilastel materialistlikku maa., 
ilmavaadet ja Yiia nad tunnetamise materialistlikuJe mõistmisele~ 
tu1eb matemaatika õppeprotsess läbi viia täislüliliselt. 

Selle all mõistab prof. G. Rägo niisugust õpetamist, mis hõl
mab empiiriliste faktide kogumise, selle materjali üldistamise .• tule
muse formuleerimise hüpoteetilise väitena, väite tõestuse ja tões
tatud väite rakendamise tegelikkuses. Neile lisandub õppeprotsessis 
veel teadmiste ja oskuste pidev kontroll ja kinnistamine. Aine liht., 
suse ja teemade valiku võimaluste laiuseg·a on matemaatika ~riti 
sobivaks aineks tunnetusküsimuste käsitlemisel. Siin saab näidata 
veel kahtluse väärtust teadust edasiviiva tegurina, arvamiste t<ont
rollimise vajadust, meelte ja teiste uurimisvahendite puudulikkust. 
vaatiustulemuste ja indutseeritud tõdede usaldamatust, deduktiivse 
meetodi tähtsust jne. 

Koolitöös küllalt sageli esinevaks puuduseks on tõsiasi, et õpi
lased õpivad tõestuskäigu pähe. On kahetsusväärne, et sel.liseid 
ctõestusi» kõrgelt hinnatakse ja nii seda väära teed käimist soosi
takse. Opetaja ülesanne on viia õpilased selgele vahetegemisele 
tõestuskäigu mõistmise ja päheõppimise vahel. 
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3. üldhariduseks vajalike matemaatikaalaste teadmiste ja oskuste 
omandamine 

Dhiskonna arengu varasematel etappidel polnud matemaatika 
tundmine paljudele vajalik. Arvutustööd usaldati nn. «arvutus
meistritele» veel uue aja algperioodil. Eukleidese «Elementide» 
tundmaõppimisega tegelesid üksikud ja põhjusteks olid siin ainult 
huvi ja soov arendada mõtlemisoskust Kui kool muutus masse haa-· 
ravaks asutuseks, kerkisid päevakorrale küsimused õpetamise üles
annetest ja eesmärkidest. Matemaatikaalaste teadmiste ja oskuste· 
hulk, mida on loetud vajalikuks õpetada üldhariduslikus koolis, on 
<lja jooksul muutunud koos üldharidusliku kooli endaga. Kui möö
dunud sajandil piisas selleks peamiselt igapäevase elu vajadusi 
rahulelava te aritmeetiliste tehete oskusest ja geomeetriliste kujun
dite tundmisest, siis sajandivahetusel lisandus siia muutuv suu
rus ja .käesoleval ajal nõutakse üldhariduse raames antavate tead
m.iste ja oskuste hulgas just nende matemaatikateemade õpetamist, 
mis aitaksid kaasa õpilaste mõtlemise arendamisele. Seega nõuab
kaasaegne üldharidus selliseid matemaatikaalaseid teadmisi ja 
oskusi,.mis võimaldavad lahendada igapäevases elus üleskerkivaid 
probleeme, kuid teiselt poolt loeb väga oluliseks, et nende üles
annete lahendamine kulgeks teadlikult ja mitte formaalselt. Tead-· 
miste ja oskuste hulk on fikseeritud aine programmis ja see kuju
tab endast riiklikku dokumenii, mille täitmine on kohustuslik igale 
õpetajale . 

.i\1atemaatika õpetamise eesmärgid on kitsamad kui ülesanded. 
Eesmärgile lähenetakse kindlas sihis ja suunas, ülesanne on aga 
Iai.ja ta võib nõuda paljude sihtide ja suundade arvestamist. 

Nlatemaatika õpetamise eesmärkidena toob prof. G. Rägo esile· 
~ra k t i 1 i s e ja hari du s 1 i k u eesmärgi. Praktiline eesmärk 
nõuab esmajärjekorras selliste matemaatikaalaste teadmiste ja 
oskuste õpetamist, mida on vaja kõigile, hoolimata elukutsest. 
Hariduslik eesmärk teenib aga peamiselt neid, kes jätkavad õpin
guid pärast keskkooli lõpetamist. Siin on eriline rõhk seatud teo
r.eetilistele küsimustele ja a bstraktsele mõtlemisele. Haridus! ik 
eesmärk jaotatakse formaalloogiliseks, tunnetuslikuks ja raken.., 
duslikuks. 
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TOKELDAMISOLESANDED 

A. Leiten 

Tükeldamisega seotud probleeme esineb igapäevases elus küli 
lalt palju. Usna sageli aga annavad tükeldamisülesadded huvitai 
vat materjali mitmesuguste peamurdmisülesannete jaoks, mi~ 
rakenduslikust küljest võib-olla erilist huvi ei pakugi. Nltsugust~ 
ülesannete matemaatiline formuleerimine ja lahendamine ei nõu~ 
lugejalt üldreeglina erilist roatemaatilist ettevalmistust, kun~ 
lahendusi saab enamasti esitada piltliku või skemaatilise mater1 
jali abil, sellele vaatamata peaksid nad pakkuma mõnusat aja, 
viidet igale matemaatikahuvilisele. 

Vaatleme näiteks järgmist ülesannet. Tasandil soovitakse eris1 
tada teatav küllalt suur arv ühesuguse etteantud pindalaga koq 
rapärase hulknurga kujulisi maatükke, mis külgepidi võivad ka 
kokku puutuda. Millised hulknurgad tuleks valida, kui maatük~ 
kide tarastarniseks soovitakse kulutada võimalikult vähe mater~ 
jali? Kui antud ülesande lahendamisel joonistada tasandi kõikvõiJ 
malikud tükeldamised korrapärasteks hulknurkadeks, siis on lihtne 
näha, et maatükkidel peab olema korrapärase kuusnurga kuju. 1 

Tükeldamisprobleeme võib püstitada ka järgmisel viisil. Jao
tage antud kujund etteantud kujuga tükkideks nii, et jaotus oleks 
mingis mõttes parim. Kui maatüki jaotamine toimub vastava 
teedevõrgu väljaehitamise teel (maatüki kuivendamisel võib olla 
tegemist kraavide võrguga jne.), siis võib antud ülesande pari
maks lahendiks lugeda lahendit, mille puhul tükeldamine on seo
tud minimaalsete kulutustega. · 

Doominomaatriksi jaotamisel doominokivideks võivad huvi 
pakkuda ainult tükeldamised, mille puhul saadakse erinevad doo
minokivid (vt. joon. I; selgituseks olgu märgitud, et doomino
maatriks on ristkülikukujuline maatriks, mis sisaldab vaid doo
minosilmadele vastavaid täisarve 0, l, 2, 3, 4, 5, 6). Tükeldamine 
on üsna väikese vaevaga selgeksõpetatav. ka elektronarvutitele. 
Nii on TRO Arvutuskeskuses koostatud arvutile «Ural-4» prog-

1 ülesanne kuulub nn .. par,ketiga katmise ülesannete hulka, selle lahenda
mist on vaadeldud näiteks raamatus H. St e i nh au s. Kaieidaskop der Mathe
matik. Berlin, 1959. 

54 



6 1 1 • • • I 
I . • ••• 

_1_ --
• I 

• I • J 

• • I . . • • • • I 
r--

: • 
• 

• I 
0 0 

.Toonis J. 

ramm, mille abil saab leida doominomaatriksite 2 X k (k = 1, 2, ... 
. . . , 28) kõik tükeldamised erinevateks doominokivideks. 

Parima tükeldamise otsimisel ülalformuleeritud tükeldamisprob
Jeemide jaoks on sageli kasulik teada võimalike tükeldamiste 
arvu. See annab näiteks võimaluse hinnata ülesande lahendamise 
aega elekh;onarvutil. Ohtlasi tuleb märkida, et praktilise võirrta
luse tegelikeks tükeldainisteks (probleemi lahendamise loogilise 
skeemi) annavad enamasti just võimalike tükeldamiste arvu vale
mite tõestused. Muidugi võib mistahes kujuga kujundite tükelda
mine etteantud kujundeiks põhineda ka iga tüki võimalike asen
dite loetiernisel ja saadud asendite kombineerimisel ülesande 
mõneks Iahendiks, kuid see tee on ikkagi liialt pikk ja töömahu
kas. 

Järgnevalt tuletame arvutusvalemid võimalike tükeldamiste 
arvu leidmiseks mõnede tükeldamisülesannete jaoks. Diesannete 
formuleerimise} tuleb ikka silmas pidada tükeldamise võimalikkust 
(tükeldatava kujund i pindala peab jaguma tüki pindalaga). 

Näide I. Mitmel viisil saab ristküliku 2 X k, k = I, 2, ... jao· 
tada ristkülikuteks 2 ·x I? 

·U1=1 
Joonis 2. 

Olgu u11 võimalike tükeldamiste arv. Jada uk esimesed liik
med on u 1 = 1, u2 = 2, u3 = 3 (vt. joon. 2). Deiineeri me 
1<a jada nullinda liikme uo = l. Näitame nüüd, et jada liikmeid 
alates teisest võib arvutada järgmise rekurrentse seose abil: 

(l) 

Tõepoolest, olgu teada tükeldamiste arvud Uk-I ja U~t-2 vasta
valt ristküliku te 2 X (k- I) ja 2 X (k- 2) jaotamisel. Ristküliku 
2 X k tükeldamisel võib seejuures paremalt esimene ristkülik 
2 X 1 asetseda kas vertikaalselt või horisontaalselt, rohkem või-
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Joonis 3. 

malusi ei ole (vt. joon. 3). Esimesel juhul tekib ülejäänud rist
külikute paigutamiseks uk-I võimalust ning teisel juhul Uk-2 või
malust (k ·;;::::: 2). Neid võimalusi surumeerides jõuamegi vordu
seni ( 1). 

Valemi (1) järgi saab nüüd arvutada doominomaatriksi 2 ·x 28 
·erinevateks kivideks jaotarniste arvu ülemise tõkke, selleks on 
u 28 := 514 229. Jada u11 esimesed. liikmed on · 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... 

Saadud jada nimetatakse F ib on a e e i j ad ak s. Seda tunti 
juba 750 aastat tagasi. Nimelt vaatles itaalia matemaa~ik Fibo
naeei (Leonardo Pisast, umb. 1170-1250) järgmist ülesannet. 
Paar küülikuid asetati igast küljest piiratud ruumi, et teada 
saada, kui palju küülikupaare sünnib aasta jooksul, kui iga paar 
toob igal kuul ilrriale ühe paari ning küülikud paljunevad alates 
teisest kuust pärast. sündimist. Eeldades, et esimene paar ann.ab 
·esimesel kuul j äreltulij ai d, saame k-nda· kuu alguseks kokku U~t. 
paari küüliku id, kusjuures arvud llh on parajasti Fibonaeei , jada 
liikmed. Võib veel märkida, et Fibonaeei jada arvudel on terve 
rida huvitavaid omadusi, näiteks Un jagub arvuga Um parajasti 
.sUs, kui n+ 1 jagub (m + 1) -ga, lwhtivad võrdused 

U1 + ll2 + ... + tln·=--= Un+2- 2, 
U1

2 + ll22 -f- ... + lln2 
:-:co: UnU·n+l --- 1 

jne. Fibonaeei jada ori tuntud mitte ainult matemaatikutele, vaid 
ka looduseuurija tele. Fibonaeei arvudega on kirjeldatavad . puu
lehtede asetus, käbide ehitus jm. 

Tuletame Fibonaeei jada elementide ll~t arvu ta miseks veel otsese 
valemi. 2 

Selleks otsime võrrandi ( 1.) lahendit geomeetrilise progres· 
siooni t~k = qk kujul. Asendades selle võrrandisse ( 1), saame. q 
jaoks tingimuse 

qk = qk-l + qk-2 

·ehk pärast taandamist teguriga qh-2 

q2 = q -~- 1. 

2 Fibonacci arvudest ja nende omadustest on pikemalt juttu ;brosüüris.: 
H. H. B op o 6 h e B. 4Hcna <f>H6oHallllH. }\1., 1969. Lugeja võib sealt leida ka jä~g
neva tuletuskäigu täielilkuma esituse. 
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Viimase võrrandi lahenditeks on 
1 -

qi=a=-(1+115) ja 
2 

l -
q2 = f3 = 2 ( 1 - r 5 > . 

Seega saime võrrandi (1) kaks lahendit qk ja j3k. Ilmselt on võr-
randi ( 1) lahendiks ka 

uk= c1ak ~- c2[Jk, 

kus c1 ja c2 on suvalised konstandid. Püüame neid konstaNte 
]eida nii, et oleksid rahuldatud algtii1gimused 

ehk 

Siit saame 

Ct = 
1- 1f5 

Cz=- - ' 
2 -ys 

järelikult 

1 [ ( 1 + is )h+i _ ( _1 - is _)h+1 ] , 
Uk= C1ak + Cz(Jk =----=-

1/5 2 2 

k = 0, 1, .. . 
Näide 2. Mitmel viisil saab rist!?ülil?u 4 X k, k = .3. 6, ... jao-

tada ~ujunditeks Eliiiii ? -E 

j 

Joonis 4. 



Joonis 5. 

Olgu uk võimalike tükeldamiste arv. Jada uk esimesed liikmed 
on U3 = 4, u6 = 18 (vt. joon. 4). Defineerime uo =· l. Näitame 
nüüd, et jada uk järgmisi liikmeid saab arvutada järgmise rekur· 
rentse seose abil: 

uh = I Ouk-3 - 22uk-6 - 4uk-9· k = 9, 12, . . . (2) 

Tõepoolest, olgu teada tükeldamiste arvud U~t-3 , Uk-6, UR.-9 vas· 
ta vait ristküliku te 4 X (k- 3), 4 X (k- 6) ja 4 .X (k- 9) jaota
mise}. Osutub, et ristküliku 4 X k tükeldamisvõimalused on ammen· 
datud joonisel 5 esitatud jaotusjoonte vaa~lemisega (ära on lõ,i· 
ga tud kujund pindalaga 4 X 3), kusjuures kehtib võrdus 

Uk= 4Uk-3 + 2Vk-3. (3) 
milles Vk-3 tähistab joonisel 5 viirutatud kujundi tükeldamiste 
arvu. Viimase kujundi tükeldamised on omakorda ammendatud 
joonisel 6 kujutatud jaotusjoonte vaatlemisega (jälle on ära lõi
gatud kujund pindalaga 4 X 3), kusjuures leiab aset seos 

Vk-3 = Uk-6 + 4VR.-6 + 4Wk-6, (4) 
~illes Wtt-6 tähistab joonisel 6 viirutatud kujundi tükeldamiste 
arvu. Viimati nimetatud kujundi jaotamisel osutub, et uusi kujun
deid enam ei teki (vt. joon. 7), kehtib aga võrdus 

Wk-6 = 2Vh-9 + 2Wh-9· (5) 
Avaldame nüüd seosest (4) wh-6 ja Wk-9 (viimasel juhul lähtume 
võrdusega (4) ekvivalentsest avaidisest Vk-6 = U~t-9 + 4vk-9 + .+ 4W~t-9 ) ning asendame võrdusesse (5). Tulemusena saame 
seose 
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2 

U k-6 + 4 t1K-6 t 4 t.JK-6 

Joonis 6 . 

Joonis 7. 

... 2 4~ 1(-0 

Edasi avaldame seosest (3) Vk-3 ja Vk-6 ning asendame need. 
viimati saadud võrdusesse, mis annabki rekurrentse valemi (2). 

Olalkirjeldatud arutluskäik on üsna sobiv ka teiste ana1oogi
liselt forrimleeritud tükeldamisülesannete lahendamiseks, viimaste 
väikese loetelu võib leida koondtabelis. Selgituseks olgu märgi
llld, et valemite mitterekurrentne kuju on seal ära toodud vaid 
juhul, kui see on lihtsalt avaldatav. Tabeli lõpuosas on mõned näi
ted ka ruumiiiste kujundite tükeldamisest, samuti on vaadeldud 
iilesandeid, kus tükkidel võib olla rohkem kui üks ·kuju. 

Lugeja võiks veel jõudu proovida järgmiste probleemide kal
l;l J, mis käesoleva kirjutise raamidesse ei mahtunud. Kui näiteks 
11öuda, et tükid ei tohi olla ligemal kui d> 0, saame tükeldam:is
iiiPsande teatava üldistuse, nn. mahutamisülesande. On võimalik 
vaadelda ka esialgse ülesande pöördülesannet - võimalike tükel
di1miste arvu valemi järgi tükeldamisprobleemi enda konstrueeri
mist. 
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J rk. 
nr. 

1 

2 

3 

4 

Tükeldatav 
kujund 

Ristkülik 
2:Xk 

k= I, 2, ... 

Ristküli.k 
pXk 

k= I, 2, ... ' 
p~2 

Ristkülik 
(ab) X k 

k= I, 2, ... 

Ristkülik 
3Xk 

k=2, 4, -·. 

Tükkide 
kuju 

Ristküli~ 
2Xi 

Ristkülik 
pXl 

Ristkülik 
aXb 

(a< b,(a,b) = l) 

Ristkülik 
2Xl 

Võ-imalike~ tükeldamiste an· 

u,, = ll1<-1 + Uk-2. 
k = 2, 3, 

Uo = u, = l, 

Ui< = ~[( 1+1'5 r+l 
1'5 2 

_ ( l--;1/S:r+l 1 
k = 0, l, ... 

Uk = Uk-I + U~t-p, 
k = p, p + l, 

u0 = u 1 = ... = up - 1 = l 

---------

Uk = U~t-a + U!t-b, 

k>b 
Ua=U2a=. .=U[bJa]a =UtJ=l, 

ülejäänud u; ~ o (i < b) (nurk-
sulud indeksis ·tähistavad 
täisosa) 

U,~t = 4Uk-2- Uk-4, 

k = 4, 6, 
uo = I, U2 = 3, 

I' )'3 
Ui< = 2~ (2+T3)1t.':!+ 

2}3 

y3~-l -+- ---- (2 -l3)h,2, 
2p 

k = 0, 2, 

siin arvu 

_ ___:,__ ______ ---';--_____________________________ _ 

5 

6 

7 

Ristkülik 
4Xk 

k= l, 2, ... 

Ristkülik 
4Xk 

k=3, 6, ... 

Ristküli.k 
4Xk 

k=4, 8, ... 

Ristküli:k 
2XI 

uk = uk-I+ 5uh-2 + uk-3-:- u.h.-4,_ 
k = 3, 4, ... 

U-t = Ü, Uo = Ut = 1, U2 = 5 

Uk = IOttk-3- 22Uk-6- 4U!t-g, 

k = 9, 12, 
Uo = l, Ug = 4, Us = 18 

k = 8, 12, ... 
U4 = 2, 
Uk = 2 • 3k/4--: 1, 

k = 4, 8, .. : 



Jrk.l 
nr. 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

Tükelda:ta:v 
~ujund 

R.istkülik 
4Xk 

k= 3, 6, ... 

R.istkülik 
4Xk 

k=2, 4, ... 

R.istkülik 
4Xk 

k=6, 12, ... 

R.istküli:k 
BXk 

k = 6, 12, ... 

R.istkülik 
6Xk 

k=6, 12, ... 

R.istkülik 
4Xk 

k = 7, 14, ... 

I 
I 
I 

I 

I 

Tükkide 
kuju 

lill 
li 11 

Võimalike tükeldamiste an· 

1, .. fU~t•= fUk-J + 2fUk-6 -}Uk-9, 

I 

·. _1 
. k = 9; 12, ... 

l-;;; = -y;; = 1, ftts = 2 

uk = 2uk-2 + 2uk-4- U~t-s, 
k = 6, 8. 

tto = U2 = i, U4 = 4, 

u. :_ a c~y5r+· 
k = 0, 2, 

Uk = 2Uk-5, k = 12, 18, ... 
Us= l, 
Ul( = 2kf6, k = 6, 12, ... 

Uk = 8Uk-6, k = 12, 18, ... 
us= 2, 
Utt = 2. BhfG-!, /..: = 6, 12, ... 

Uk = 3Uk-6, k '-= 12, 18, 
·Us= 2, 

Utt = 2 • 3k/6- 1, q = 6, 12, . 

Uk = 10Uk-7- 16ull -1~. 
k = 14, 2L 

Uo = 1, u, = 6. 
2 l 

Uk =-• 8k,/1 +-. 2k:1 
3 3 ' 

k = 0, 7, ... _ ____,:-----------------------,---------------

14 R.istkülik 
4Xk 

k = 2, 4, ... 

Uk = Uk-2 + Ui< -4, 

Uo = U2 = 1. 
k = 4, G, ... 

k = 0, 2, 
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Jrk.l 
nr. 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 I 

22 

I 

62' 

Tükeldatav 
kujund 

Ristkülik 
4Xk 

k=3, 6, ... 

Ristkülik 
12X k 

k= 1, 2, ... 

Ristkülik 
5Xk 

k = 16, 32, ... 

Ristkülik 
8Xk 

k =9, 18, ... 

Ristkülik 
6Xk 

k = 3, 6 ...• 

Ristkülik 
9Xk 

k~-= 12, 24, ... 

Ristkülik 
5Xk 

k = 10, 20, ... 

RistküHk 
4Xk 

k = 2, 4, ... 

Tükkide 
Jcuju 

:-

Võimalike tükeldamiste arv 

"" = 2u~t-3 + 8u11-&- 14ul!-1z, 
k = 12, 15, ... 

Uo = 1, U3 = 2, Us= 8, U9 = 32 

Uk = U It -3 + Uk-J,, k = 4, 5, ... 
uo = 1, u 1 = u2 = 0, ua = 1 

Un= 8u11-u;, 
Uo = 1, 
U11. = 811 / 16, 

k = 16, 32, ..• 

k = 0, 16, ... 

UA = 8U.~t-9- 14U.~t-J&, 
k = 18, 27, ... 

Uo = 1, U9 = 4, 
1 ' - -

Uh, = 2 [ (4+l'2)"f-l+(4-Y2)"1'J~ 

k = 0, 9, ... 

Uk = 2U~t- 3 + 2U~t-6- 4U~t-g + 
+ 2ui!-Js, 

h = 15, 18, ... 
u0 = I, u~ = 0, u6 = 2, u,_ = 0, 

U12 = 4 

u,. = 2uh-J2, k = 12, 24, ... 
Uo = 1, 
Uh = 2"/12, k = 0, 12, . , • 

U11 = 10uh-K), k = 10, 20, ..• 
U{J = 1. 
U.~t = 1011 / 10, k = 0, 10, ... 

Uk = 3U11-2 + 7UJ&-4- 3UJ&-8-

-7UA-8 -7U11-IO- 2.U~t-12 + 
+ 2U.~t-H + 2uh-l&, 

k = 16, 18, ... 
"<> = I, u2 = 2~ u~ = 1'0, t4 = 42. 
IL8 = 184, Uj{) = 800, U12 = 3476, 
U14= J5l08 



Jrk.l Tükeldatav Tükkide Vöimaiike tüke!damiste nr. kujund kuju arv 

23 Ristkülik 11 - u11. = 2U~t-l + U~t-s, 
2Xk k = 3, 4, 

k= 1, 2, ... i!l li Uo = u, = I, u2 = 2 -
24 Ristkülik Uk = U~t-2 + 2Uk-3, 

2Xk k = 3, 4, 
k= 1, 2, ... llo = 1, u 1 = U2 = 0 

----

25 Ristküllk 11 u~~. = 4U~t-3- Ll~t-&, 
2Xk k = 6, 9, ... 

k=3, 6, ... I - Uo = 1, U3 = 3, 

11 l'J+I -
Uk = --_- (2 + V3) k/

3 + 
2}"3 

1'3-1 -+--=- (2 -13Jkf3, 

2}"3 

k = 0, 3, ... 

26 Risttahukas Risttahukas Uk = Ult-1 + 2Uk-2, 

2X2Xk 2X2Xl k = 2, 3, ... 
k = 1, 2, ... uo = u, = 1 

1 
Uk.= J (2k+l -(-J)It-1), 

k = 0, 1' ... 

27 Risttahukas Risttahukas Uk= Uk-l + 2UJt-p, 

PXPXk PXPXl k = p, p + 1, ... 
k= 1, 2 .... Uo = u 1 = ... = up -1 = l 
p~2 

28 n.-mõõtmeline n- mõõtmeline u~~. = Uk-l +(n- l)uk-p. 
risttabukas risttahukas k =p, P+ I, ... 
PXPX ... PXPX ... u~ = u 1 = ... = Up-l = l. 
... XpXk ...XPX 1 
k= I, 2, ... 
p~2 
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lOBATSEVSKI GEOMEETRIA 

K. Ariva 

IV. MUDEL 

Käesoleva artiklite seeria üle-eelmises osas 1 näitasime, et 
LobatSevski tasandil on kahe erineva sirge võimalikke vastastiku
seid asendeid kolm: sirged kas lõikuvad või on teatud suunas 
paralleelsed või hajuvad. Seejuures selgus, et paralleelsete või 
hajuvate sirgete paari kujutamiseks joonisel oleme sunnitud kasu
tama kõverjooni. Olukorda, mis LobatSevski geomeetrias esineb 
Jõikuvate sirgete puhul, ei saa aga joonisel näidata isegi mitte 
kõverjoonte abil, sest igaühes neljast nurgast, mille määravad 
1õikuvad sirged, peavad haara d painduma teineteisest· eemale. 
Seepärast ei ole sirgete asendamine kõverjoontega õige meetod 
LobatSevski geomeetrias kehtivate vahekordade piltlikuks selgi
tamiseks tasandilisel joonisel. Pealegi me ju ei loe Lobatsevski 
tasandi sirgeid kõverjoonteks, mistõttu eelnevate joonistega teki
tatud kujutlus, nagu oleksid sirged tõepoolest mingil salapärasel 
viisil kõveraiks painutatud, on igati miitesobiv. 

Näitame nüüd LobatSevski geomeetria joonistega varustamiseks 
loomulikuma meetodi, mille kohta on teada, et see ei tekita edas
pidi mingeid vastuolusid. 

Raskused, mis tekivad LobatSevski maailma kaardistamisel 

Nagu eespool märkisime, võib arvata, et LobatSevski geomeet
ria erinevus Eukleidese geomeetriast ilmneb alles tasandi väga 
suurte piirkondade uurimisel. Nimelt selles seisnebki probleemi 
kogu raskus. Eukleidese tasandi 2 suurte piirkondade joonisel 
kujutamist põhimõtteliselt miski ei takista, sest kõigil piirkondadel 
on siin ühesugune struktuur. Näiteks väga suure hulknurga oma
duste selgitamisel võime siin vaadelda väikest, joonisele mahtuvat 
sarnast hulknurka. Lobatsevski geomeetrias on olukord hoopis 

1 Matemaati'ka ja kaasaeg, XV, lk 67-80. 
2 S. t. tasandi, mille puhul 'kehtivad kõik Eukleidese aksioomid, sealhul

gas V postulaat. 
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teine. Teatavasti selles geomeetrias sarnaseid kujundeid ei leidu: 
erinevate mõõtmetega piirkondadel on siin erinev struktuur. 
Nimelt see asjaolu tingibki moonutused ja vastuolud meie joo
nisteL 

Erinevust kahe geomeetria vahel võib piltlikult kirjeldad~ ka 
nii. Uurides suurt kujundit Eukleidese tasandil mõõdame sellele 
kujundile iseloomulikud nurgad ja lõigud, kusjuures lõikude 
mõõtmisel kasutame õige pikka mõõdulatti. Seejärel kanname 
tulemused joonisele, säilitades küll kõik mõõtarvud, kuid kasu
tades väiksemat, nimelt joonise jaoks külJalt väikest «mõõdu
latti». Kasutatud mõõdulattide pikkuste suhte lisamine jooni
sele annab siis suure kujundi kohta kogu informatsiooni, mida 
joonis üksi - suure kujundi plaan - otseselt ei sisalda. Lobat
sevski tasandi kujundeid sel viisil plaanistada ei saa, sest .ioo
Hestatud kujund erineb siin omadusteit suurest kujundist ja kahe 
mõõdulati suhte lisamine eesmärgile ei vii. Oige plaani valmista
mist takistab siin asjaolu, et kõiki leitud mõõtarvudega nurki üldi
selt ei ole võimalik vajalikul viisil seotult joonisel kujutada. 

Viimast väidet on kerge mõista, kui meenutada, et mittekong
ruentsetel kolmnurkadel on LobatSevski geomeetrias erinevad 
sisenurkade summad. Seepärast antud kolmnurga kõigi külgede 
ühes ja sellessamas suhtes vähendamisel tekib uus kolmnurk, 
mille nurgad erinevad esialgse kolm
nurga vastavaist nurkadest. Selline 
omadus on kolmnurkadel igal kõver
pinnal (joon. 1). Tõsi küll, tegemist 
on ainult teatava analoogiaga, sest 
kõverpinnal asetseva kolmnurga kül
jed on kõverjoonelised. Kolmnurga 
nurkarleks nimetatakse siin nurki 
nende kõverjoonte puutujate vahel, 
mis on tõmmatud kolmnurga tippu- Joonis ·1. 
d est. 

Kõige lihtsam on kolmnurga nurkade ja külgede vahelist sõl
tuvust märgata lihtsairna kõverpinna - sfääri korral. Sfääri kahe 
punkti vahelise kauguse määrab siin neid punkte lähiva suurring
joone kaa.r. Sirgeid asendavad suurringjooned neid võib 
lugeda «sirgeteks» sfääriiises geomeetrias 3 . Suurringjoonte abil 
moodustatud kolmnurkade hulgas ei ole sarnaseid. Näiteks ekvaa
tor ja kaks meridiaani gloobusel moodustavad neli kongruentset 
kolmnurka, millest igaüks sisaldab kaht täisnurka. Vähendades 
sellise kolmnurga külgedeks olevaid kaari mingi arv korda saame 
aga kolmnurga, milles ei ole ühtki täisnurka. Seepärast tekib 
täpsete geograafiliste kaartide koostamisel samasugune ületamatu 
takistus, nagu eespool märkasime LobatSevski tasandi kujutamisel. 

3 S. t. geomeetrias, mis käsitleb sfäärile kuuluvate kujundite omadusi sõl
tumatult ümbritsevast ruumist, samuti nagu planimeetria uurib tasandit. 

5 Matemaatika ja kaasaeg XVIII 65 



Iga geograafiline kaart on ebatäpne ja nimelt seda ebatä1;Jsem, 
mida suuremat i\1aa piirkonda ta kujutab. Ometi ei ole nende 
kaartide koostamisel n.ähtud vaev asjatu, sest abi, mida nad paku
vad geog~aafia õppijale ja rändurile, ei saa millegagi asendada. 

Seame eesmärgiks kaardistada ka Lobatsevski kahemõõtmelist 
maailma, teisiti öeldes, LobatSevski tasandit. 

öpime joonestaroa kogu sirget 

Niisiis kahe lõigu suhte abil Lobatsevski tasandit kaardistada 
ei saa. Osutub, et seda on võimalik teha nelja lõigu ja nende 
teatavate suhete abil. Me ei põhjenda siin seda võimalust täiesti 
rangelt, sest vastavad arutlused nõuaksid kõrgema geomeetria 
tundmist. Esitame vaid mõned näitlikud kaalutlused. 

1\ujutleme, et seisame künkal, millest mööda viib horisondini 
sirge maantee, ja jälgime selle maantee mõõtmist mõõdulati või 
-lindiga. Mida kaugemale meist jõuavad mõõtjad, seda lühemana 
paistab meile mõõdulatt Tõsi küll - ainult paistab. Aga kui 
latt meist kaugenedes ~tõepoolest järjest 1 üheneks? Siis ei saaks ju 
üldse mõõta, kipub keelele vastus. Veidi järele mõeldes veendume 
siiski, et teataval tingimusel on võimalik ka sellise muutuva 
pikkusega lati abil määrata kahe punkti vahelist kaugust. Tõe
poolest, kui on teada mõõtmise tulemus - teatav «mõõtarv» -
ja lati muutumise seaduspärasus, näiteks valem, mis väljendab 
lati pikkuse tema asendi kaudu mõõdetaval lõigul, siis saab arvu
tada selle lõigu tegeliku pikkuse. 

Meie arutluste eesmärki silmas pidades on oluline märkida, 
et kahaneva latiga mõõtmisel võib tõepoolest tekkida olukord, et 
iga lõiku ei saa inõõta. Jätame tähele panemata asjaolu, et mõõdu
lati kahanemine aeglustab mõõtmisprotsessi, sest teatava punk
tini jõudmiseks tuleb nüüd latti paigutada mõõdetavale lõigule 
suurem arv kordi. Lepime kokku, et meie mõõtjad on väsimatud 
ja võivad oma tööd jätkata kuitahes kaua. Ka sellisel eeldusel 
võib lati kahanemine tingida, et mõõtjad ei jõua teatava punktini 
isegi siis, kui nad igavesti mõõdaksid. Nii võib juhtuda siis, kui 
lati pikkus kahaneb tõkestamatult ehk - nagu matemaatikas 
öeldakse - kui lati pikkuse piirväärtus on null. 

Kui kaugel esimene kättesaamatu punkt asub, sõltub siis lati 
kahanemise kiirusest Võib välja ~öelda olukorra, kus kättesaa
matuks osutub juba sellise lõigu teine otspunkt, mille tegelik mõõt
arv on 2, s. t. mis on latist kaks korda pikem. Tõepoolest, kui lati 
kahanemise seaduseks on nõue, et iga kord, kui ta asetada ·mõõt
miseks vajalikku asendisse, väheneb tema pikkus poolele eelnevast 
pikkusest, siis tekib tegelike mõõtarvude jada 

1 _l l l l 
' 2 4' S' · · · ' 2n ' · · · 
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mille summa ~ lõigu mõõdetud· osa· pikkus _:____ on mõotmise ·igal 
hetkel väiksem kui 2. Alles piirväärtusena, ·kui latti p·aigutatakse 
lõigule lõpmatu arv korda, s. t. kui mõõtmine on kestnud terve 
igaviku, saadakse tulemuseks arv 2: 

1. (·l_l_j_+_1 + +-1 + ) - 1 -2 Im ' 2· 4 -. . . 2n . . . . - . 1 - . 
n-+oo 1--

2 
l 

Ka· meie väsimatud mõõtjad ei jõua siis mõõtmisega kunagi lõpule, 
sest igaviku! pole lõppu. . 

Huvitav on aga tähele panna, et «mõõtarv» n,· mis ·vaadeldud 
juhul saadakse siis, kui lati kahanemist mitte _arvestada, võib 
meie eeldustel olla· kuitahes suur. Seepärast meie ·mõõtjate jaoks, 
kes seisavad niisuguse lõigu keskpunktis, mille pikkus Ori -neli 
korda suurem kasutatava mõõdulati kahanevast pikkus_est, on üles
anne - mõõta selle lõigu pikkus - analoogiline katsele mõõt? 
kogu sirge pikkus hariliku j äi ga mõõdulatiga. Analoogia on täie·
lik, kui· eeldada, et mõõtjad ei ole oma mõõdulati muutumisest 
teadlikud (muidugi peavad nad siis ise muutuma samal viisil 
nagu nende latt). Mõõdetava lõigu otspunktid näivad neile siis
punktidena, kus sirge lõikub horisondiga. Kuidas nad ka ei kii
rustaks oma tööga, jäävad need punktid mõõtjaile ikka kättesaa-
matuiks. · 

Teisest küljest osutub nüüd võim·atuks mõõtmistulemusi joo
nisel kujutada, kui säilitada «mõõtarvud» ja kasutada joo_nise 
valmistamisel muutumatut, seejuures kuitahes väikest «latti». Tõe
poolest, sellise mõõtmisprotsessi kujutisena peaks joonisele mah
turoa nüüd terve sirge. 

Tehtud tähelepanekurl näitavadki tee terve sirge kujutamiseks 
joonisel, kusjuures joonise mõõtmed on valitavad täiesti vabalt. 
Selleks tarvitseb vaid vahetada mõõdulattide osad. Olgu pealegi 
tegelikkude kauguste mõõtmisel kasutatava lati pikkus muutumatu 
- meie tahame ju selle latiga mõõta kogu sirge. Loeme aga muu
tuvaks teise «lati» pikkuse __: selle, mille abil me kanname mõõt
mistulemused joonisele. Sõltugu selle «lati» pikkus tema asendist 
lõigul, millele me mõõtmistulemused kanname. Kui nüüd lisaks 
nõuda, et «lati» lähenemisel lõigu otspunktile tema pikkus küllalt 
kiiresti piiramatult kahaneb, siis saabki antud lõigul kujutada 
kuitahes suuri kaugusi. 

Küsimus on õigupoolest ainult sobiva valemi koostamises, 
mis kirjeldab «lati» pikkuse muutumist. Sellise valemi koostami
sel ei sobi eelneva näitena esitatud võte, mille kohaselt lati pikkust 
tuli muuta n.-ö. hüppeliselt - jagada kahega igal ümberpaigu
tamiseL Vajalik on lati pikkuse pidev muutumine, nii et seda 
pikkust oleks võimalik arvutada lati iga asendi korral mõõdetaval 
lõigul. Selleks tuleb valemis arvesse võtta lati kummagi otspunkti 
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asend mõõdetava lõigu otspunktide suhtes, s. t. kasutada lati 
otspunktide kaugusi lõigu otspunktidest 

Koostamegi pärast neid ettevalmistavaid kaalutlusi valemi, 
mis laseb meil vaadelda vabalt valitud lõigu AB sisepunktide 
hulka Lobatsevski tasandi või ruumi sirge punktide hulgana. 

Olgu X ja Y lõigu AB mingid sisepunktid (joon. 2). Lõigu 
XY asendit lõigus AB kirjeldavad nende lõikude otspunkti~ega 

määratud lõikude suhted ~~ ja A fj .I S 

YA 
YB . Uurime suhet Joonis 2. 

XA YA 
XB: YB =(XA· YB):(XB· YA). 

Kui punkt Y -läheneb mööda lõiku AB punktile B (kirjutame sel 
puhul: Y-+ B), siis lõik YA '=AY kasvab lõiguks AB ja lõlk YB 
kahaneb punktiks B (lühidalt: AY-+ AB ja BY-+ 0). Kui seejuu
res punkt X on fikseeritud, siis on selge, et uuritav suhe kahaneb 
piiramatult. Seega 

. ( XA YA ) 
~~ XB: YB ·=O. (l) 

Analoogiliselt veendume, et kui fikseeritud X korral Y-+ A, s. t. 
YA-+ 0 ja YB-+ AB, siis kasvab uuritav suhe tõkestamatult: 

1. ( XA YA ·)· 
y~ XB : YB =oo. (2) 

Lõpuks, kui Y-+ X, siis Y A -+ XA ja Y B -+ XB, mistõttu 

. ( XA YA ) 
r ~~ XB : YB = l. (3) 

Lõigul XY on Eukleidese geomeetrias teatav kindel pikkus, 
mida saab mõõta. näiteks mõõtejoonlaua abil. Jätame selle pikkuse 
vaatlusest kõrvale ja nimetame lõigu X Y p i kk us eks Lobatse.vski 
geomeetrias arvu 

( 
XA YA) 

/XYj = k loga XB : YB ; (4) 

kus a ja k on teatavad, kõigi lõikude jaoks samad arvud ning 
a > 1 ja k > 0. Seejuures valime esimese vaadeldavast neljast 
!õigust (valemis (4) lõigu XA) alati nii, et ta sisaldab lõiku, mille 
pikkus defineeritakse. Niisiis joonisel 2 kujutatud lõikude korral 

( YB XB) 
jYXI·=kloga YA: XA , 

YB XB XA YA 
Et YA : XA = XB : YB siis !YX) = JXYi. 
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Niisuguse definitsiooni õigustuseks märgime, et lõigu AB iga 
kahe sisepunkti X ja Y korral JXYI ~ 0, sest kui esimeseks tehtud 
kukkuleppe põhjal valitud lõiguks. on XA, siis X!l ~ YA ja XB ~ 
~ YB, järelikult 

XA YA 
XB: YB ~ 1. 

Seejuures IXYI,= 0 parajasti siis, kui X= Y, s. t. kui punktid 
X ja Y ühtivad. Kui Z on lõigu XY sisepunkt, siis - nagu on 
kerge kontrollida valemi (4) abil - kehtib võrdus 4 

IXYI = IXZI + IZY!. 
Niisugused omadused on lõigu pikkusel ka eukleidilises geomeet
rias. 

Kõige olulisem antud definitsioonis on see, et punkti Y kau
genemisel lõigu AB fikseeritud punktist X mööda .lõiku AB kas
vab suurus IXYI tõkestamatult. Tõepoolest, võrduste (1), (2) ja 
(4) põhjal 

lim IXYI = lim IXYI =oo. (5) 
Y-+B Y-+A 

Seega liikudes mööda lõiku AB ja jäädes selle lõigu piiridesse, 
s. t. punktide A ja B vahele, saab punkt eemalduda igast A ja B 
vahel fikseeritud punktist kuitahes kaugele, ~kui vaid kauguse all 
mõista valemiga (4) määratud arvu. Seejuures võib võrduste (5) 
põhjal selline tõkestamatu kaugenemine toimuda mõlemas suunas. 
Siit ilmneb, et antud definitsiooni mõttes sisaldab lõik AB kuita
hes pikki lõike ja lõigu AB iga sisepunkt X jaotab ülejäänud 
sisepunktide hulga kaheks osaks, kusjuures kumbagi osa koos 
punktiga X võib vaadelda tervenisti lõigus AB sisalduva kiirena, 
mille alguspunkt on X. 

Punktide A ja B vahel olevate punktide hulga sellised omadu
sed on kooskõlas meie kujutlusega sirgest. Nimetamegi lõigu AB 
sisepunktide hulka - ehk nagu ka öeldakse, vahemikku (AB) -
millesse kuuluvate lõikude pikkused on määratud valemiga ( 4), 
sirgeks LobatSevski mõttes. Punktid A ja B sellele sirgele ei kuulu, 
'-1. t. defineeritud «sirge» on ilma otspunktideta, mis jällegi on 
heas kooskõlas meie kujutlusega. 

Niiviisi oleme õppinud kujutama igal kuitahes väiksel jooni
:-'el kogu sirget. Sirge sellist kujutist nimetatakse LobatSevskt 
"irge mudeliks Eukleidese tasandil. Enne, kui siit edasi minna 
kogu LobatSevski tasandi «kaardi» või, nagu ütleme - mu d e 1 i 
- koostamisele, peatume veidi geomeetria mudeli mõistel. 

4 Selle võrduse 'kontrolli vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk 27. 
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Geomeetria ainult arvude ja võrrandite abil 

Geomeetria põhimõistetega «punkt», «sirge» ja «tasand» 
samuti nendest tuletatud mõistetega (nagu lõik, nurk, hulknurk. 
hulktabukas jne.) ei ole ilmtingimata tarvis siduda neid kujutlusi; 
mis on omandatud koolis. Geomeetria uurib teatava struktuurig~· 
hulki, kusjuures oluline geomeetria jaoks on ainult nende hulkad 
struktuur, mit.te aga see,· missugustest konkreetsetest obJ.·ektides 
vaadeldavad hulgad koosnevad.5 See on, muide, üks põhjustest 
miks geomeetriat (nagu teisigi matemaatilisi distsipliine) ei sa· 
rajada kujutlustele. 

Sellise abstraktse lähenein.is.viisi :õigUstamiseks on piisav veenj 
duda, et üks ja seesama geomeetriliste lausete süsteem võib keh 
tida hulkade puhul, mis oma elementide konkreetselt tähenduse! 
võivad olla õige erinevad. Sellise_! juhul öeldaksegi, et nendel hul' 
kadel on ühine geomeetriline struktuur. Toome paar lihtsat näide 
hulkade kohta, milles kehtib Eukleidese geomeetria. 

Lähtume esmalt koolistereomeetriast.. Olgu r mingi positiivn 
arv. Nimetame «punktiks» iga kera raadiusega r, s. f. ruumi ig 
punkti X korral kõigi. niisuguste punktide hulka, mille kauguse 
(Eukleidese mõttes) punktist X ei ületa arvu r. «Sirgeks» nime 
tarne iga _lõpmatut pöördsilindrit raadiusega r, s. t. ruumi ig · 
sirge a korral kõigi punktide hulka, mille kaugused sirgest a e 
ületa arvu r. Analoogiliselt nimetame «tasandiks» ruumi ig 
tasandi a korral kõigi punktide hulka, mille kaugused tasandis, 
a ei ületa arvu r. Kaht «punkti» loeme ühtivaiks parajasti siis 
kui neil on ühine keskpunkt, kaht «sirget» või kaht «tasandit 
aga parajasti siis, kui kõik nende «punktid» on ühised. Seejuure 
ütleme, et «punkt» kuulub «sirgele», kui «punkti» keskpunkt aset 
seb «sirge» teljel, ja «tasandile», kui «punkti» keskpunkt asetse 
«tasandit» määraval tasandil. 

Ei ole raske kontrollida, et nii defineeritud «punktide», «sir• 
gete» ja «tas'andite» hu! ga s saab üles ehitada Eukleidese geo• 
meetria. Oigupoolest on see vahetult selge, sest kõik defineeritu 
objektide vahelised vahekorrad taanduvad samasugustele vahe 
kordadele harilike punktide, sirgete ja tasandite vahel. Ometi o 
defineeritud hulk oma elementide konkreetse tähenduse pooles · 
erinev Eukleidese ruumist kooligeomeetria mõttes. Seepärast 
ütleme, et oleme kooligeomeetria vahenditega ehitanud selle geo~· 
meetria mudeli. 

Eukleidese geomeetria jaoks saab ehitada veel teisigi mudeleid~ 
selle geomeetria enda objektide abil. Huvipakkuvam on aga vaa
delda selliseid mudeleid, milles «ehituskivid» on võetud mõnest 
teisest matemaatilisest teooriast. 

5 Vt. 0. Lumist e. Ruumi mõiste geomeetrias. - .Matemaatika ja kaas
aeg, Xl-XIV. 
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Esitamegi nüüd teise, rakendustes palju olulisema näite. Piir .. 
dume siin lihtsuse mõttes ainult planimeetriaga. 

Nimetame punktiks iga kindlas järjekorras võetud (ütleme 
I ühidalt: j ärj esta tud) reaalarvu paari (p} q) ja sirgeks iga sellist 
järjestatud reaalarvukolmikut (a, b, e), milles vähemalt üks arvu
desta ja b erineb nullist. 

Loeme punkte (p} q) ja (r} s) ühtivaiks parajasti siis, kui 
p '= r ja q ==s. Sirgeid (a} b} e) ja (d} e} f) loeme ühtivaik.s aga 

parajasti siis, kui ~ == ~ == J• kusjuures juhul, kui ühes koi

mikus mõni arv on null, on ka teises kolmikus vastav arv null. 
Siit on selge, et sirged (a} b} e) ja {!la} flb} ke) ühtivad iga reaal
arvu k =I= 0 korral. Samuti ühtivad näiteks sirged (0, b, 0) ja 
(0, e, 0) mistahes reaalarvude b =1= 0 ja e =1= 0 korral. 

Dtleme, et punkt (p} q) asetseb sirgel (a} b} e) või et sirge 
(a} b} e) läbib punkti (p} q), kui arvud p ja q rahuldavad lineaar
set võrrandit 

ax -+- by + e = 0. 

Saab kontrollida, et selliselt defineeritud punktide ja sirgete 
hulgas kehtib koolis õpitav planimeetria. See väide tähendab, et 
defineeritud hulgas saab kasutusele võtta kõik mõisted ja tõestada 
kõik teoreemid, mida vaadeldakse kooliplanimeetrias. 

Toome siin ühe näite. Veendume, et läbi iga kahe erii)eva 
punkti läheb parajasti üks sirge. 

Olgu (p} q) ja (r} s) vabalt valitud erinevad punktid, s. t. 
kehtigu vähemalt üks võrraiustest p =I= r ja q ·=1= s. Otsime reaal
arve a} b ja e, millest vähemalt üks ei ole null ja mille puhul 
kehtivad võrdused 

ap + bq + e·=· 0, 
ar + bs + e·= 0. 

Seega otsime võrrandisüsteemile 

{ 
px + qy + z = 0, 
rx +sy+ z= 0 (6) 

lahendit (a, b, e), mis ei koosne ainult nullidest (nullide:st koos
nev lahend muidugi leidub). 

Lahutades süsteemi (6) esimesest võrrandist teise saame võr
randi 

(p-r)x+ (q-s)y=O. (7) 

Olgu näiteks p =I= r (kui q =I= s, võib arutleda analoogiliselt), 
siis tuleb lugeda y =I= 0, sest vastupidisel juhul x = 0 ning süs
teemi (6) põhjal ka z '= 0, kuid lahendit (0, 0, 0) me ei vaja. 
Seega 

x : y = - ( q -s) : (p - r), (8) 
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mistõttu võib võtta 
x--::-s-q, 
y=p-r, 

kusjuures nendest arvudest vähemalt üks erineb nullist. Asendus 
ükskõik kumba võrrandisse süsteemis (6) annab väärtuse ka 
kolmandale tundmatule: 

z = qr- ps. 
Süsteemi (6) leitud lahend (s- q, p-r, qr- ps) ongi sirge, mis. 
läbib vaadeldavaid punkte. 

Leitud sirge on ainus, mille . vaadeldavad punktid määravad. 
Tõepoolest tingimuse (8) põhjal sisalduvad võrrandi (7) kõik 
lubatavad lahendid arvupaaride 

(x, y) = (t(s-q), t(p -r)) 

hulgas, kus t on vabalt valitav nullist erinev reaalarv. Süsteemi 
(6) esimesest (või teisest) võrrandist saame nüüd kolmanda tund
matu lubatava väärtuse: 

z = t ( qr -ps) . 
Et saadud arvud on iga t =I= 0 korral võrdelised arvudega kolmi
kus (q- s, p-r, qr- ps), siis osutuvad süsteemi (6) kõik luba
tavad lahendid üheks ja sellekssamaks sirgeks. 

Oluline on märkida, et vaadeldavate punktide ja sirgete hul-
gas kehtib ka Eukleidese V postulaat. Tõestarne sellega ekviva
lentse paralleelide aksioomi: läbi antud sirgele mittekuuluva punkti 
saab (punkti ja sirgega samal tasandil) tõmmata ainult ühe 
sirge, mis ei lõika antud sirget. 

Olgu antud sirge (a} b} e) ja punkt (p} q), mis ei kuulu sellele 
sirgele, s. t. mille puhul 

ap-+ bq -i- e =I= 0. (9) 

Leidub sirge, mis läbib antud punkti ja on antud sirgega paral
leelne; selliseks sirgeks on (a, b,- (ap+ bq)). Tõepoolest, ühelt 
poolt 

ap-+ bq- (ap -1- bq) = 0, 
teiselt poolt aga võrrandisüsteemil 

{ 
ax + bx + e = 0, 
ax + bx - (ap + bq) = 0 

ei ole ühtki lahendit, sest selles on tundmatute vastavad kordajad 
võrdsed, vabaliikmed aga tingimuse (9) tõttu seda ei ole .. 

Oletame, et leidub veel teine sirge (d, e, f), mis läbib punkti 
(p, q) ja on paralleelne sirgega (a, b, e). Sellise sirge korral keh
tib võrdus 

dp + eq + f = 0, 
kuid puudub lahend võrrandisüsteemil 
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ax + bx + e = 0, 
dx+ ey+ f =0. 
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(Teine tingimustest tähendab, et sirgetel (a, b, e) ja (d, e, f) ei 
ole ühist punkti.) Teatavasti saab sellisel siisteemil lahend puu
duda ainult siis, kui ae- bd = 0, s. t. 

d e 
~=-,;-=t*O. 

Sel juhul d= ta ja e~= ib ning (10) põhjal f = -t (ap+ bq). 
Niisiis saab esitatud tingimusi rahuldada ainult sirge (ta, tb, 
-t(ap + bq)). Kuid see sirge ühtib eespool leitud sirgega (a, b, 
·-(ap+ bq). Siit nähtub, et paralleelide aksioom on defineeri
tud sirgete hulgas tõene.6 

Samal viisil saab kontrollida Eukleidese planimeetria iga 
aksioomi ja teoreemi tõesuse vaadeldavate punktide ja sirgete hul
gas. Niisiis moodustab see hulk Eukleidese tasandi teatava mudeli 
- nn. a r i t m e e t i I i s e mu d e 1 i.Y 

Mudelid - milleks? 

Antud geomeetria mudelite ehitamisel ja uurimisel on kahe
sugune eesmärk. 

Ohelt poolt võimaldab mingi teise teooria objektide abil ehi
tatud mudel veenduda, et g·eomeetria, mille jaoks see mudel ehi
tati, ei sisalda loogilist vasturääkivust. Oht, et selline vasturääki
vus esineb, s. t. et antud geomeetrias saab edaspidi tõestada kaks 
teineteisele vasturääkivat lauset, ei ole ju selle geomeetria enda 
abil kuidagi välistatav. Tõepoolest, lausete hulk, mida saab sõnas
tada antud geomeetria objektide kohta, on lõpmatu. Kontrolliila 
nende kõigi tõesust või väärust ei ole .muidugi võimalik. Kont
rollitud lausete hulk geomeetria igal uurimisetapil on lõplik, see
pärast ei saagi olla kindel, et ees ei oota mõni vasturääkivus. 
Vasturääkivus mingi kahe tõestatud lause vahel tähendab aga 
vasturääkivust aluseks võetud aksioomide süsteemis. Selline vas
turääkivus - kui ta avastatakse - tühistab kõigi juba tõestatud 
teoreemide kehtivuse. Väljapääsuks sellisest kriitilisest olukorrast 

6 See arutlus näitab veel kord, et aksieom ei ole põrmugi lause, mida kas 
l) ei ole tarvis tõestada, sest ta on «ilmne tõde», või 2) ei saa tõestada. Sisse
juhatuses (vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII-XIII) näitasime, et antud teooria 
raamides saab iga a.ksioomi tõestada, kui vaid lugeda aksioomiks mõni teine 
sobivalt valitud lause. Korrektselt koostatud mudelis aga osutub tõestatavaks 
või ümberlükatavaks iga mittedefineeriv lause. 

7 Lugeja ,iaoks, kes on tuttav Eu'kleidese tasandi analüütilise geomeetriaga, 
lisame, et hoolimata näilisest sarnasusest ei ole vaadeldud mudeli puhul tege · 
mist analüütilise geomeetria ülesehitamisega. Põhimõtteline erinevus on lähte
kohtades. Ana.Iüütilises geomeetrias eeldataJ<se pun'ktide ja sirgete kui lähte
objektide olemasolu ja esitatakse nad - nende omadustele tug.inedes - reaal
arvupaaride ja lineaarvõrranditega. Võrrandisüsteemide uurimisega ei saa siis 
tõestada sirgete .paralleelsust, vaid ainult leida analüütilised ting.imused, mis 
iseloomustavad sirgete vastastikuseid asendeid, sealhulgas paralleelsust. 
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ongi mudeli ehitamine mõne teise matemaatilise teooria abil, 11!is 
kas loetakse või teatakse olevat vasturääkivusetu. 

Näiteks Eukleidese planimeetria vasturääkivusetuse kontrolli. 
võimaldab tema aritmeetiline mudel. Koi-;ttrolli sisu on siin järg-· 
mine. Kui Eukleidese planimeetrias esineks vasturääkivus, siis 
peaks see sisalduma ka tema aritmeetilises mudelis. Et aga see. 
mudel on moodustatud reaalarvude ja nende omaduste abil, siis 
peaks leiduma vasturääkivus ka reaalarvude teoorias. Reaal--: 
arvude teooria aluseks aga on naturaalarvude teooria, mille m~ 
loeme vabaks vasturääkivustest. Seega lubab aritmeetiline mudel• 
meid usaldada ka Eukleidese planimeetria tõdesid. 

Teisest küljest tähendab antud geomeetria uue mudeli avasJa~ 
mine selle geomeetria rakendusvälja avardumist. Lugu on selles,:; 
et mudeli koostamisel ei ole kunagi tarvis kontrollida muud kui 
ainult aksioomide kehtivust mudel is. Dlej äänud laused tulenevad 
siis aksioomidest loogilise paratamatusega. Seetõttu saab kogu 
tõestatud geomeetriliste lausete süsteemi rakendada automaatselt 
ka mudelile. 

Lisame veel, et ka koolis õpitav geomeetria tuleb õigupoolest 
lugeda Eukleidese geomeetria teatavaks mudeliks. Omistatakse 
ju matemaatikatunnis vaadeldavatele geomeetrilistele objektidele 
teatav konkreetne tähendus, mida saab kujutleda ja joonisel kuju
tada. Aluseks on siin võetud meid ümbritsevate esemete vaatlu~ 
sest tekkinud kujutlused. Näiteks sirge mõiste tekitamiseks vaa
deldakse joonlaua abil tõmmatud joont, pinguli venitatud niiti 
või tolmuses õhus peegelduvat päikesekiirt. Niisiis ehitatakse siin 
mudel füüsikaliste objektide omaduste abil. Selline mudel muutub 
rangeks geomeetriliseks süsteemiks alles siis, kui on eristatud 
tõesteks loetavad aksioomid ja edaspidistes arutlustes toetutakse 
ainult nendele aksioomidele. Kujutlused ja joonised ei tohi siis 
enam olla tõestamisvahenditeks, vaid ainult näitlikeks abivahen
diteks, kaalutlusteks, mis aitavad sõltumatut loogilist arutlemist 
eesmärgi poole suunata. On selge, et koolis sellist ranget geo.: 
meetriat veel arendada ei saa. 

Veepiiska mahutatud kosmos 

Tuleme nüüd tagasi LobatSevski geomeetria juurde. Ehitarne 
Eukleidese tasandil LobatSevski tasandi mudeli. 

Tõmbame vabalt valitud raadiusega ringjoone ja nimetam~ 
~ellega määratud ringi sisepunktide hulga . L o ba ts ev sk i 
ta sa n d i k s, ütleme lühidalt - tasandiks L. Ringi iga kõõlu 
(täpsemalt: iga sellise kõõlu sisepunktide hulga) nimetame s i r: 
g eks tasandil L. Nii defineeritud LobatSevski tasandi mistahes 
kahe -p-~nkti X ja Y vaheliseks ka u gu sek s nimetame reaal~ 
:arvtr IXYj; mille määrab valem (4) kõõlu XY otspunktide A ja B 
abil (joon. 3). 
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Ringjoone punktid ei kuulu tasandi
le L, seega see tasand on tõepoolest il
ma ääreta. Valemite (5) põhjal on ring-
joone punktid tasandi L igast punktist A 
lõpmata kaugel. Järelikult saab mööda 
! asandi L iga sirget liikuda selle sirge 
igast fikseeritud punktist kuitahes kau
gele ilma seejuures tasandilt L lahku
mata (muidugi eeldusel, et kaugusi 
arvutatakse valemiga (4)). Niisiis käi- Joonis .3. 
lub tasandit L piirav ringjoon samal 
viisil nagu horisont, millele püüab läheneda matkaja. 

Et mudelina kasutatava ringi raadius on valitav täiesti vabalt, 
siis - piltlikult öeldes - oleme kogu LobatSevski kahemõõtmelise 
maailma kokku surunud Eukleidese tasandi kuitahes väiksesse 
piirkonda. Pole raske mõista, et samal viisil saab talitada Lobat
sevski ruumiga, nimelt mahutada ta meelevaldselt väikse sfääri 
sisepiirkonda. · · · 

Tasandi L kahe punkti vaheline kaugus on .arv·utatav jooniselt 
mõõdetavate eukleidiliste kauguste, nimelt nelja lõigu pikkuste 
kaudu. Ka tasandi L sirgete vahelisi nurki saab arvutada mudeliit 
mõõdetavate eukleidiliste nurkade kaudu. Vastavat valemit käes
olevas ülevaates ei esitata., sest selle puhul tuleks kasutada nn. 
hüperboolseid funktsioone, mida koolimatemaatikas ei vaadelda. 
Märgime vaid, et need funktsioonid on mitmeti analoogilised tri
gonomeetriliste funktsioonidega. Koolis õpitav trigonomeetria ei 
ole LobatSevski geomeetrias rakendatav, sest selle trigonomeet
ria aluseks on sarnaste kolmnurkade olemasolu. Osutub· aga, et 
LobatSe"vski tasandil on võimalik teistsugune trigonomeetria ja 
hüperboolsetel funktsioonidel on selles sama osa, mis trigonomeet
rjlistel funktsioonidel koolitrigonomeetrias. Trigonomeetriat Lobat
sevski tasandil nimetataksegi hüperboolseks trigonomeetriaks. 
Sageli nimetatakse koguni LobatSev:s~i geomeetriat.ennast hüpe r
b oo 1 sek s g eo me et r i ak s. 

Nurkade ·puhul tasandil L piirdume märkusega, et mudelil mõõ
detav nurk üldiselt on erinev ·vastavast tegelikust nurgast Lobat
sevski tasandil:8 

Kasutame ehitatud mudelit nende Lobatsevski tasandil· kehti
v:ate ·vahekordade selgitamiseks, mis~ e~spool on tundma . õpitud .. 

Alustame LobatSevski aksioomist Olgu tasandiL L va;litud 
vabalt sirge a ja väljaspool seda punkt-A (joon. 4).· Sirged' b,· e; 
ja d, mis läbivad. punkti A, ei 1õika sirget a, sest punktid ring
joonel ja väljaspool ringi ei kuulu tasandile L. On selge, et läbi· 

8 Nurga tegeliku suuruse määramist mudeli andmetel on kirjeldatud 
0. Lumist e artiklis «Ruumi mõiste geomeetrias». - Matemaatika ja·kaas
aeg, XII, lk. 28. 
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B 

D 

A 
Joonis 4. Joonis 5. 

punkti A saab tasandil L tõmmata lõpmata palju sirgeid, mis ei 
lõika sirget a. 

Sirged b ja e on need sirged, mis LobatSevski definitsiooni 
kohaselt on paralleelsed sirgega a. Nad on paralleelsed sirgega 
a vastassuundades - paralleelsuse suuna määrab sirgeid sisalda
vate kõõlude lõikepunkt ringjooneL Võib ütelda, et paralleelsed 
sirged a ja e lõikuvad lõpmata kauges punktis C. Paralleelsps.e· 
suunas sirged lähenevad teineteisele tõkestamatult, vastassuunas 
aga eemalduvad samal viisil, sest näiteks punkt D on lõpmata 
kaugel sirge a igast punktist. Niisiis esineb teoreemis 5 näidatud 
olukord 9• 

Mudelilt nähtub vahetult sirgete paralleelsuse sümmeetria (teo
reem 1), samuti transitiivsus (teoreem 2). Viimane omadus väl
jendub mudelil asjaolus, et vastavad kõõlud peavad lõikurna ring
joone ühes ja samas punktis. Kasutades sama põhjendust saab 
mudeliit järeldada ka seda, et kahe teatavas suunas paralleelse 
sirge vahel asetsev sirge peab olema nendega paralleelne samas. 
suunas (teoreem 3). 

Sirged a ja d joonisel 4 on hajuvad. Tasandi L sirgete haju
vust iseloomustab vastavate (s .. o. neid sisaldavate) Eukleidese 
sirgete paralleelsus või lõikumine väljaspool ringi. 

Vaatleme näiteks kaht Eukleidese mõttes paralleelset sirget 
d ja e tasandil L (joon. 5). Et punktid P ja Q on lõpmata kauged 
punktid sirge e punktide suhtes, siis sirged d ja e tõepoolest kauge
nevad teineteisest mõlemas suunas tõkestamatult. Tõmbame ringi 
diameetri AB risti kõõludega d ja e. N äi tarne, et vaadeldavate 
kõõlude sisepunkte ühendavate ristlõikude hulgas minimaalne pik
kus LobatSevski mõttes on lõigul XY, mille määrab diameeter AB. 

9 Teoreemide 1-6 sõnastused ja tõestuseel vt. Matemaatika ja kaasaeg, XV~ 
lk. 67-80. 
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Tõmbame mingi kõõlu CDIIAB ja võrdleme sellega määratud 
lõigu UV pikkust lõigu XY ·pikkuseg,a. Teisendame: 

XA YA UC VC XA-YB-UD-VC-XB-YA.UC-VD 
XB:YB -UD:VD = XB.YA.UD·VC 

Kasutame lõikude eukleidiliste pikkuste jaoks tähistusi UV = p, 
UD = q, VC = r, AS ='BT =s. Et 

XA · YB · UD · VC-XB · YA · UC ·VD= 

= (p+r+s)(p+q+s)qr-(q+s)(r+ s)(p+r)(p-f-q)

= -sp(pq + q2 +pr+ r 2
) -s2p(p -f- q + r) < 0, 

siis 
XA YA UC VC 
XB : YB < UD: VD 

ning seega a > 1 tõttu 

( 
XA Y A ) ( UC VC ) 

loga XB : YB < loga UD : VD . 

Järelikult tõepoolest IX Yl < I U VI. 
Kontroll näitab, et hajuvate sirgete d ja e korral esineb teo

reemis 6 kirjeldatud olukord. Toetudes se11ele teoreemile võime 
nüüd ütelda, et ringi keskpunkti läbiv sirge f on sirgete d ja e 
ainus ühine ristsirge. Siit omakorda ilmneb, et täisnurgad ringi 
diameetri ja kõõ1ude vahel on täisnurgad 10 ka tasandil L. 

Joonis 6. 

Joonisel 6 kujutatud tasandiL sirged aja b hajuvad, sest punk
tid A, B, C ja D on lõpmata kaugel tasandi L igast punktist. 
Kui a ja b asetsevad sümmeetriliselt sirge d suhtes, siis nende 
ühine ristsirge on risti ka sirgega d., Seejuures ei läbi ühine rist-

w Selle väite teistsugust põhjendust vt. Matemaabka ja kaasaeg, XU, 
lk 28. 
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sirge ringjoone keskpunkti 0, sest sirgele e, mis läbib punkti 
0 ja on risti sirgega d, saab läbi punkti M tõmmata ristsirge f, 
millele vastav Eukleidese sirge ei läbi punkti P; seega L_ OMB < 
.<90°. · 

·Osutub, et tasandi L kõigil sirgetel, mis ringi kõõludena kuu
luvad väljaspool ringi asetsevat punkti P lähivatele Eukleidese sir
getele, on ühine ristsirge. Tõepoolest, kui oletada, et näiteks sir
gete b ja g korral, mis asetsevad ebasümmeetriliselt sirge d 
suhtes, ühine tistsirge h ei ·ole ris:ti sirgega d, siis võib lugeda näi
teks a nürinurgaks (joon. 7). Sel juhul peavad sirgepaaride (g, d) 
ja ( b, d) ühised ristsirged asetsema teine teisel pool sirget h, nii 
et ei teki kolmnurka ega nelinurka, mille sisenurkade summa on 
lubamatult suur. Nüüd on aga kerge kontrollida, et sümmeetrilise 
sirgepaari (a, b) ühist ristsirget ei saa enam tõmmata - sellise 
sirge igas mõeldavas asendis tekib kas lubamatu kolmnurk või 
nelinurk. 

Niisiis peab vaadeldava sirgete hulga iga kahe esindaja ühine 
ristsirge olema risti sirgega d. See aga tähendab kõigi selliste 
ristsirgete ühtimist, sest erinevate ristsirgete puhul tekivad jälle 
lubamatud nelinurgad. 

Joonis 7. 

---_:-__~ 
-----...,.".,. - / -- ......-

/ 
,/ 

Kui sirg.e AB pöörleb ümber punkti P (joon. 6), siis on sirge 
b piirasenditeks lõpmata kauged punktid K ja N. Siit järeldub, et 
punktiga P määratud sirgete ühiseks ristsirgeks tasandil L on 
sirge p, mille määravad ringjoonele punktist P tõmmatud puutu
jate puutepunktid K ja N. 

Toodud näidetest ilmneb, et LobatSevski tasandi mudel 11 või
maldab tõlgendada juba toestatud fakte ja samal ajal avastada 
uusi vahekordi selle tasandi obj~ktide vahel. 

· il Vaadeldud" mudelit nimetatakse Lobatsevski hisandi B e 1 tr a m·i- K 1 e i n i 
mudeHks. B e 1 tr am i, Eugenia (1835-1900) - itaalia geomeeter,. avaldas 
1868. a. Lobatsevski geomeetria üldisele . tunnustamisele viiva töö «Mitteeuklei
diiise .geomeetria . interpretatsioon». Kl e i n, Felix (1849_:_i9'25) - saksa mate
maatik. 
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EriliiDe tähtsus on vaadeldud mudelil- LobatSevski geomeetria 
ajaloos. 'Et mudel on ehitatud Eukleidese geomeetiiasse kuuluvate. 
objektide 1ja vahekordade abil,_ siis osutuks iga loogiline vastu
rääkivus :Cobatsevski geomeefrias ühtlasi vasturääkivuseks ka Euk-
leidese ge~meetrias. Siit järeldub, et kui me loeme kõiki Euklei
dese geomeetriasse kuuluvaid tõdesid loogiliselt korrektseteks, siis 
peame me täpselt sama hinnangu andma ka kõigele, mis on tões
tatud või veel tõestatakse Lobatsevski geomeetrias. Sellise vahe-· 
korra- mõistmine tingib paratamatult Lobatsevski geomeetria •täie
liku tunnustamise. 

Probleemi, kumb kahest geomeetriast peegeldab täpsemalt 
reaalset ruumi, see tulemus ei lahenda. 

(Järgneb) 

PALINDROOMID 

Tõeleid Roosinupp 

0igekeelsuse sõnaraamatu kohaselt nimetatakSe pa li n dr 0 0 miks sõna 
vot lauset, mis nii päri- .kui ka tagurpidi loetuna on sama tähendusega. Minu 
uurimustest aga selgus, et seda terminit kasutatakse ka mitmesuguste teiste· 
~ümmeetrilise struktuuriga objektide korral. Nii näiteks nimetatakse palindroo
mideks veel tagurpidi esitatuna iseendaks jäävaid meloodiaid, samuti sümmeet
rilise kirjapildiga naturaalarve (näit. 22, 171, 56365 jne.). Järgnevas ongi sil
mas peetud ainult seda viimast, roosinupulikku palindroümi tähendust. 

Definitsioonid. Tähendagu arv edaspidi naturaalarvu ja v ra arvu tagur--_ 
pidi lugemise tulemust (näit. arvu 4831 vra on _1384). Seega siis - pa 1 i n d
roo m on arv, mis võrdub oma vraga. Arvu liitmist tema vraga nimetame 
selle arvu v ra e erimis eks (näit. arvu 4831 vraeerides saame 4831 + 1384 = 
= 6215). 

Eksperiment. Vraeerime juhus1ikult valitud arvu. Kui tulemus pole palind
room, siis vraeerime _saadud summat veel kord jne. Näiteks kolme juhuslikult• 
valitud arvu (68, 382 ja 4831) korral saame - · 

+ 68 382 + 4831 
86 + 283 1384 

+ 154 665 + 6215 
451 + 566 5126 

605 + 1231 11341 + 506- 1321 + 14311 

1111 2552 -25652 

Sellest eksperimendist võib kujuneda mulje, nagu annaks kolmekordne 
vraeenmme alati palindroomi. Asi pole aga kahjuks nii (sel.les veendumiseks 
valige näiteks lähtearv 89), ning näib isegi olevat alust väita, et ei kehti 
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Roosinupu 1. teoreem. Mistahes arvu lõplik arv kordi vraeerides saame 
palindroomi. 

I 
Selle teoreemi ümberlükkamise käigus õnnestus nimelt tõestada,. et esimese 

kümne tuhande arvu hulgas leidub täpselt 249 sellist, mille sajako'rdne vraee
rimine ei anna veel palindroomi (vähim niisugustest arvudest op 196, mille 
korral ei piisanud isegi 4147-kordsest vraeerimisest). Kõigi ülejäänud arvude 
puhul tuleb seevastu sooritada ülimalt 24 vraeerimist (kui jätta välja erand
arvud 89 ja tema vra 98, siis veelgi vähem). Otgu veel märgitud, et suurim 
nende arvutuste käigus leitud palindroom on 16 668 488 486 661, mis sa;;~.dakse 
arvude 6999, 7998 ja nende vrade 20-kordsel vraeerimisel. 

Hoopis lihtne on Roosinupu l. teoreemi ümber lükata kahendsüsteemis. 
Nimelt osutub, et kahendarvu 10110 (võrdub kümnendarvuga 22) neljakordne 
vraeerimine annab 10110100, kaheksakordne 1011101000, kaheteistkordne 
101111010000 ja iga järgmine neljakordne vraeerimine lihtsalt lisab kohTiandale 
kohale ühe ning lõppu nulli. 

Erilist huvi pakuvad niisugused palindroomid, mis osutuvad aigarvudeks 
(lühidalt aI gp aI i n dr oo mi d). Fundamentaalseks näib vastavas teoorias 
kujunevat 

Roosinupu 2. teoreem. Leidub lõpmata palju algpalindroome. 

Selle esialgu veel tõestamata teoreemi tõestamise! kujuneb omakorda olu
liseks 

Roosinupu 3. teoreem. Leidub vaid üks paariskohaline algpalindroom (ja 
nimelt 11). 

Jätan selle lihtsa teoreemi tõestamise lugejale harjutusülesandeks (lahendus 
vt. lk. 149), ühtlasi aga nimetan veel ühe algpalindroomide teooriasse kuuluva 
tulemuse, mida ma ise tõestama kavatsen asuda: 

Roosinupu 4. teoreem. Leidub lõpmata palju niisuguste algpalindroomide 
paare, mis erinevad teineteisest vaid keskmise numbri poolest (na.(!u näit--
30103 ja 30203, 9931399 ja 9932399). 

Lihtne arvutus näitab, et leidub 9 · 10"- 1 erinevat (2n) -.k!ohalist ,palindroomi 
(täpselt sama palju on (2n- 1) -kohalisi palindroome), samal ajal kui (2n)
kohalisi arve leidub kokku 9 · l02 n-l_ Seega palindroomide tihedus arvude reas 
järjest kahaneb, täpsemaH, kehtib 

Roosinupu 5. teoreem. Tõenäosus selleks, et juhuslikult valitud arv osutuks 
palindroomiks, läheneb numbrikohtade arvu kasvades nullile. 

Hoopis rohkem leidub aga ~alindroome täisruutude reas, kusjuures enamik 
neist on koguni palindroomide ruudud (näit. 121 = 112, 484 = 222, kuid esi
mese erandina 676 ·= 262). Samuti suhteliselt rikkaks palindroomide poolest asu
tKvad tä.iskuubid, kusjuures nad peaaegu alati osutuvad just palindroomi kau
pideks (näit. 343 = 73 , 1331 = 113 ). Täpsemalt, arvust 28 · 1013 väiksemate täis
kuupide hulgas leidub üks palindroom, mis pole palindroomi kuup· (selleks oa 
10 662 526 601 = 220!3). Neljandate. ·astmete kantrollimine (samades piirides) 
näitab, et eranditult kõik nende hulgas leiduvad palindroomid on ühtlasi just 
palindroomi neljandad astmed. 

Astme edasisel suurendamisel selgub aga üllatuseks, et näib kehtivat 

Roosinupu 6. teoreem. Olesandel <rleida arv, mille k-s aste osutub palindroo
miks», on k > 4 korral vaid triviaalne lahend (see arv võrdub ühega). 

Lõpetuseks veel üks täisruut-paUn:droomide uurimisel avastatud fakt. Nimelt 
on nad peaaegu kõik paaritukohalfsed. Väikseimaks erandiks osutub 698896 = 
= 8362, järgmine seLline on 637 832 238 736 = 798 6442• 
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MURDJOONED 

H. Espenberg, J. Gabovits 

Sageli tekib va j adus analüütiliselt esitatud funktsiooni graafiku 
joonestamiseks. Teinekord seisame aga vastupidise ülesande ees -
leida etteantud graafiku põhjal funktsiooni valem (või, teisiti, leida 
etteantud joone võrrand). 

Käesolevas artiklis vaatleme mõlemaid nimetatud ülesandeid. 
Esmalt selgitame, kuidas joonestada funktsiooni graafikut, mille 
valem sisaldab absoluutväärtusi. Seejärel käsitleme murdjoone 
võrrandi leidmise küsimust. 

Absoluutväärtusi sisaldava valemiga funktsioonid 

Kui funktsiooni valem sisaldab asboluutväärtusi, siis on tema 
graafik joonestatav järgnevas näites kirjeldatud mõttekäigu 
varal. 

N ä i d e 1. Joonestada funktsiooni 

graafik 1 

Et 

siis 

Y= 

y= 

Y= 

lx+1I+Jx-11 Y=----'------'----
2 

jx + 1j = { x + 1' kui 
-x-1, kui 

jx-lJ={ x-1, kui 
-x+ 1, kui 

-x-l-(x-1) 
=-X, 

2 
x+ 1-(x-1) 

= 1, 
2 

x+I+(x-1) 
=X, 

2 

x~-1, 

x< -1, 
x~.l, 

x< 1, 

kui x< -l, 

kui -l ~X< l, 

kui X~ 1, J 

l Näide on võetud .ülesannete kogust A. Lev i n, M. lev i n. Matemaatika 
iilesanne1e kogu keskkoolile. Tln., ll969, l.k. 13. 
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/ 

y-1 

---...--~---0-+------;--------r----+------ X 
j •) -1 i 2 

Joonis J. 

ehk lühemalt 

{ 

-x, kui x<-I, 
y =' 1, kui -I =:::;; x < 1, 

X, kui X~ 1. 

Selle funktsiooni graafik on toodud joonisel 1. 
N äi test 1 näeme, et funktsiooni graafik murdub määramispiir

konna neis punktides, kus muutub funktsiooni defineeriv võrdus. 
Need punktid on aga ühtlasi absoluutväärtustes antud avaidiste 
nullkoha d. Seda tähelepanekut kasutame järgmise näite puhul. 

N ä i d e 2. Joonestada funktsiooni 
y = ]3 -xi+ ]x2 -1l-x2 + 2 graafik. 

Et esimeses absoluutväärtuses esineva avaldise nullkohaks on 
x = 3 ning teises absoluutväärtuses esineva avaldise nullkohad on 
x = + 1, siis leiame kõigepealt funktsiooni valemi lihtsustatud 
kuju piirkondades x <-I, -1 =:::;; x <I, 1 =:::;; x < 3 ja x ~ 3. 
Tulemuseks saame 

{
-X+ 4, kui X< -1, 

y =, - 2x2 
- x +-- 6, Im~ -I ::::;; x < I, 

-X·+ 4, kut 1 ::::;; X< 3, 
x-2, kui x ~ 3. 

Selle funktsiooni graafik on skitseeritud joonisel 2. 
Funktsiooni graafiku joonestamine lihtsustub, kui valemis esi

nevad liidetavatena (kas absoluutväärtuse märgi all või mitte) 
ainult lineaaravaldised. Selliste funktsioonide graafikuks on murd
joon, mille skitseerimiseks piisab murdjoone tippude määramisest 
ning ühe punkti leidmisest nii murdjoone kõige vasakpoolsemai 
kui ka kõige parempoolsemal lülil. 

N ä i d e 3. Joonestada funktsiooni 

y =·2x-8 + 2lx+ 4]-]2x+ 3J,+ J2x-11 + 2Jx-2] 
graafik. 

Graafikuks on murdjoon, mille tipud on abstsissidega x = -4~ 
x = -3/2, x = 1/2 ja . x = 2. Funktsiooni valemist leiame, et 
y(-4) = 0, y(-3/2) = 5, y(l/2) =· 1 ja y(2) = 4. Seega on murd~ 

~2 



-2 ·1 
0 

1 

y 

Joonis 2. 

4 5 

joone tippurleks punktid A(-4, 0), B(-3/2, 5), C(1/2, 1) ja 
D (2, 4). Täiendavalt leiame punktid murdjoone äärmistel lülidel, 
näiteks AI(~6, 4) ja Dt(3, 10). ~ 
Leitud andmetest piisab graafi-
ku joonestarniseks (vt. joon. 3). 10 of 

Murdjoone võrrand 

Olgu p i d ev funktsioon 

9 
8 

7 

.i 

.defineeritud arvtelje erinevates 
piirkondades erinevate valemi
tega. Tekib küsimus, kas sel ju
hul on võimalik esitada funkt
siooni ühe analüütilise avaldise 
abil. Vastuse küsimusele annab 
järgmine teoreem: 2 pidev funkt
s.ioon 

--...,..._...;.lt-......-............. -+--+---+--4----- .t: 
-6 -5 A -3 -2 "1 I i 2 3 

____.:... ·{ q:>(x), , kui 
y- . 1/J (x), kui 

X< Xt, 

X~ Xt, 

Joonis 3. 

on esitalav vaieriüga 
~ 

Y='rp ( +(x+xt-[X-X1/)) +1/J ( +-(x-{-x1+jx-xtp) -?Ji(xt). 

2 Vt. Baron, S. Elementaarfunktsioonidest. -:- Matemaatika ja kaasaeg, 
VIII, lk. 12-17. . 
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Sõnastatud teoreemis on juttu funktsioonist, mille maaramis
piirkond on punktiga xi jaotatud kahte ossa. Kuid sama teoreemi 
järkjärguline rakendamine viib sihile ka siis, kui funktsioon on 
defineeritud erinevalt arvtelje mistahes lõplikus arvus osades~ 

N ä i d e 4. Esitada funktsioon 

= { x2 + x, kui x < I, 
y 3- x, kui x ~ I, 

ühtse valemiga. 

Siin cp(x) = x 2 + x, tp(x) = 3--x ja et x 1 =I, siis 1JJ(x.) = 
=2. Seega 

ja 

ehk 

q; ( +(x + Xt-/X- x1j)) = {(x + 1-lx -IjF·.+ 

1 . I +T(x+I-jx-1), 

1/J ( ~ (X -r-- Xt + )X - Xt~) ) = 3 - --}- (X + 1 + jx - 1 j) 

y = +(x -!- l-Jx-1j)2 + +(x + 1-[x-lj)+ 3-

1 
--(x+1+lx-lj)-2 2 I 

y = {(x + 1 -[x- 1 !) 2 -[x- 1[-l- 1. 

Juhul kui pidev funktsioon on määramispiirkonna osapiirkon
dades esitatav Jineaarfunktsioonina (s. o. kui ta graafikuks on 
murdjoon), siis eeskiri tema esitamiseks ühtse valemiga lihtsustub~ 

Vaatleme pidevat funktsiooni 

X< X1, 

X~ Xt 

(pidevuse tõttu a1x1 + b1 = a2x1 -i- b2). Esitame selle funktsiooni 
ühtse valemiga 

kus a, fl ja a 1 on esialgu määramata kordajad. Need kordajad 
määrarne järgmiselt. Kui x <xi, siis 

1 
y = ax+tJ-aJ(x-xi), 

aga samuti 

s. t. 
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Kui aga x ~ x 1, siis 
ax +{J+ a1x -a1x1 = a2x + b2. 

Neist kahest võrrandist järeldub, et 

a-a 1 =a" 
a + .a, ·= a2, 
f3 + a 1x 1 = b1, 
j3 - a,x1 ·= b2. 

Kahest esimesest võrrandist saame, et 

.a =-}-(at+ a2), at= ~· (a2- at). 

Süsteemi 3. ja 4. võrrand oh samaväärsed. Tõepoolest, 3. võrrandi 
põhjal (arvestades pidevuse tingimust a 1x 1 + b 1 = a2x1 + b2) 

fJ b b 1 ) b2- bt ___ I (bt + b2.) = 1 - atXt = t - -
2 

( a2- a1 • 
Gt -- 0':2 2 , 

ja 4. võrrandi põhjal 

b b 1 ( ) b2 
- b j = -

1- ( b 1 -l- b2) . fJ = 2 + a1X1 = 2 + 2 Gz- a1 • a
1 

_ 
02 2. 

N äi d e 5. Esitada funktsioon 

{
X, kui X< 1, 

y= . 
I, km x ~ I, 

ühtse valemiga. 
Siin a 1 = 1, a2·= 0, b1 = 0, bz = 1 ning a = 1/2, fJ = l/2,_ 

a 1 = -1/2. Seega 

Y =-1 X-L-1 __ I j'X-1! 
2 I 2 2 ' • 

N ä i d e 6. Esitada funktsioon 

ühtse valemiga. 

{
2-x, kui x < -1, 

Y= x+4, kui x~-1, 

Siin a 1 =--l, a2=1, b1=2, bz-=4 ning a=O, ~~=3 .•. 
al= I. Seega 

y=3+lx+Il. 
Vaatleme nüüd pidevat funktsiooni 

{ 

a 1 x + b It kui x ·< xh 

y =' ~2~ .-+.- ~2: ~~~. X.l ~ ~ ~ ~2'. 
anX + bn, klll X ;::-Xn-I. 

miJJe graafikuks on n lülist koosnev murdjoon. Pidevuse tõttu· 

a1.xi + bi = ai+JXi + bHI (i= I, 2, ... , n -1). 



Antud funktsioon .on esitatav ühtse valemiga 

Y = ax + f3 1-f- a1 lx- x1j +a2lx -·x21-+- ... +an-! lx- Xn-II. (l) 
kus 

I I 
a = T(a1 +.an), f3 =·2(b1 + bn), 

I 
ai = 2 ( ai+1 - ai) (i = 1, 2, ... , n - 1) . 

N ä i de 7. Esitada funktsioon 

{ 

2 , kui x < -3, 
-X --1 1 .kui -:-3:::::;;; X< 1, 

Y =· 3x - 5, kui 1 :::::;;; x < 2, 
2x-3, kui x ~ 2, 

ühtse valemiga. 
Siin a1=0, a2=-1, a3=---=-3, a4=2, b1=2, b2=-l, 

b3 •= -5, b4 ·= -3. Seega a = 1, f3-= -1/2, a1 = -1/2, a2 ~- 2, 
a 3 = -1/2 ja 'antud funktsioon on esitatav valemiga 

1 1 1 
y = x-2-21x+ 3j -l-2jx-1j- 2 jx-2j. 

Rakendame valemit ( 1) järgmise ülesande lahendamisel. 01 gu 
antud n lüli ga murdjoon tippurlega P!( 1, yi), P2 (2, y2), 

Pn-1 (n- 1, Yn-d ning läbigu ta veel punkte Po (0, Yo) ja 
Pn (n, Yn). Leida murdjoone PoP 1 ••• Pn võrrand. Ta i-nda lüli 
Pi-1pi võrrand on 

. Y = (Yi- Yi--t)X -i- iYi-t- (i__....,. 1)yi 
ja seega 

ai= Yi- Yi-!, bi . iYi-I....:.... (i- l)Yi· 

Kordajate a, f3 ja ai· arvutamiseks saame järgmised valemid: 

2a = Yn - Yn-1 H- Y1 -Yo, 
2f3 =Yo+ nyn-1- (n -l)Yr~> 
2ai=Yi+1-2Yi<+Yi-t (i= 1, 2, ... , n-1). 

Neid valemeid saame lihtsustada, kui võtame kasutusele järg
mised tähistused: 

Llyc= Yi+1 -yi (i 1=0, 1, ... , n -1), 
L1 2Yi = (Yi+2- Yi+d - Üli+I ___:.. yi) ~= Yi+2- 2Yi+I +- Yi 

(i= 0, 1, ... , n- 2). 
Saame 

2a=·L1Yo+ LlYn-J, 
2j3 =Yo+ Yn- nLlYn-h 
2ai = L1 2Yi-1 (i=· 1, 2,_ ... , n- 1). 

Murdjoone Po_P 1 .•• Pn võrrand on nüüd avaldatav kujul-

2y '= (Lly~ ·+ .1Yn-d X+ Yo+ Yn- nL1Yn-I -i- L1 2Yo lx- lj + 
+ Ll 2Y1 lx- 21 + ... -f- L1 2Yn-2 lx- (n- 1) 1. (2) 
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Suuruste .tJyi ja L1 2yi arvutamiseks on otstarbekohane kasutada 
järgmist lihtsat skeemi: kirjutatakse välja ordinaatide jada y0 , 

Y1 ... , Yn ning lahutatakse selle jada igast liikmest (alates 
teisest) eelnev liige ja vahe kirjutatakse järgmisse -ritta kõnesole
vate liikmete vahekohta. Sel viisil saadud jada nimetata·kse lähte
jada esimeseks diferentsj adaks, mille liikmeteks ongi suurused 
.dyi. Lähtudes esimesest diferentsjadast, moodustatakse analoogi
liselt uus diferentsj a da liikmetega LFyi (nn. teine diferentsj ada 
lähtejada suhtes). Esitame selle mõttekäigu skeemina: 

Yo Y1 Y2 · · · Yn-2 Yn-1 Yn 
.1yo dy) L1y2 L1Yn-2 t1Yn-1 

_12yo _12yl _12y2 LPYn-2 

Näi d e 8 .. Leida murdjoone Po ... P4 võrrand, kui P0 (0, l)}' 
PI(1, 2), P2 (2, 0), P3 (3, 3), P 4 (4, 3) (joon. 4). 

y 

Joonis 4. 

Koostarne arvuiusskeemi: 

2 0 3 3 
··-2 3 0 

-3 5 -3 

Asendades vajalikud suurused valemisse (2), saame murdjoone 
võrrandi kujul 

2y:= x +-4-3Jx-lJ -}-- 5 jx- 2J- 3lx-3J. 

N äi d e 9. Leida joonisel 5 kujutatud murdjoone võrrand. 

Arvutusskeem: 

0 -1 0 -1 -1 
0 -1 1 -2 1 -1 0 

-1 2 -3 3 -2 
Vastus: 

2y = Jx- 6J -2Jx- SJ + 3Jx- 4i - 3 Jx-:- 3J + 2 Jx- 2J -J x- I). 
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Joonis 5. 

Viimases näites on .1y0 + LJ.y6 ~= 0 ja lisaks sellele on teise 
diferentsjada kõikide liikmete summa null. Seega on vaadeldud 
näite korral rahuldatud järgmise teoreemi eeldused, mille anname 
ilma tõestuseta: kui on täidetud tingimused 

Liyo + dYn-1 '=' 0, L1 2Yo ·+ d 2Y1 + ... + L1 2Yn-2 = 0, (3) 

siis on murdjoone äärmised lülid P0P1 ja Pn-tPn paralleelsed 
.x-tel j ega. 

Kui murdjoone tipud on punktides Pk (a ·+ k, Yk), kus k = 
= 1, 2, ... , n- I ja kui murdjoone äärmised lülid läbivad veel 
.punkte P0 (a, y0 ) ning Pn (a +n, Yn), siis saame murdjoone võr
randi leida valemi (2) abil, asendades argumendi x vahega x- a. 

Näi d e 1 0. Leida joonisel 6 esitatud murdjoone võrrand . . ~ 

JorJnis 6. 

Siin on a = -4, nii et võrrandis (2) asendame x suurusega 
... -v: + 4. Arvutusskeem on sama mis varemgi: 

-1 
0 

2 
l 
-1 

0 
0 -l 1 
-1 2 -l 

0 
0 -l 

-1 2 

ja murdjoone võrrand on 
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Hulknurga võrrand 
~~~ 

Võrrandiga (I) määratud pidev funktsioon on esitatud ilmu
tatud kujul. Se11isel funktsiooni! võib iga x väärtuse puhul olla 
vaid üks väärtus. Geomeetriliselt tähendab see, et võrrandiga (I) 
võib analüütiliselt esitada ainult neid murdjooni, mis lõikuvad 
iga püstsirgega vaid ühes punktis. Tekib küsimus, kuidas analüü
tiliselt esitada suvalist murdjoont, s. t. niisugust murdjoont, mil
lel võib o11a mõne püstsirgega mitu lõikepunkti, või isegi niisu
gust murdjoont, mille üksikud lülid on vertikaalsed. 

Suvalist n lülist koosnevat murdjoont saab esitada parameet-· 
riliste võrranditega 

X =·at+ f3 + a1jt- t1i .+ a2jt- t2l,+ ... + an-tli- in-1!. (4) 
Y = yi +- 0 :+ /31)t- it):+ /32)/- i2J + ... + Pn-1!t- tn-d, 

kusjuures eeldame, et t 1 < t2 <· ... <tn-I· Tõepoolest, igas järg
mistest piirkondadest 

t ~ t1, t1 :::;;;; t :::;;;; t2, ... , ln-2 ~ t ~ tn-1, i ~ tn-l 
taanduvad võrrandid ( 4) lineaarseteks võrranditeks 

x =ait-)- b'i, y =cd+ d1 (i= 1, 2, ... , n) (5) 

ja neile vastavad teatavasti sirged (meie murdjoone üksikud 
lülid). 

y r -, 
't 

2 -4 

Joonis 7. Joonis 8. 

Nii vastab võrrandeile 

x=lt·+I.), y=·Ji-11 
joonisel 7 kujutatud murdjoon (nooled näitavad liikumissuunda 
parameetri t muutumise! -oo kuni +oo); võrrandeile x 1= Jt! + t, 
y =Jt!- t vastab y-telje ning x-telje positiivsest osast koosnev 
murdjoon; joonisel 8 antud murdjoone parameetrilised võrrandid 
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on aga 
X= 2t -3lt+ lj + 3lt-ll, 
y=6-lt+II-It-ll. (6) 

Olgu n lüli ga· murdjoone . tipud Pr (xr, yt), P2 (x2, y2), ... , 
P n-l (Xn-1, Yn-d. Peale selle olgu antud punkt Po (x0 , y0) murd j oo n e 
ühel äärmisel lülil ja punkt Pn (xn, Yn) teisel äärmisel lülil. Kui 
murdjoone P0P1 ••• Pn parameetrilised võrrandid on kujul (4), siis 
on kerge veenduda, et tipppdele P 1, P2, ••• , Pn-I vastavad para
meetri väärtused t1, t2, ... , tn-1· 

Et aga parameetri valik on suvaline, siis võime eeldada, et 
tr= 1, t2'= 2, ... , tn-1 =n- 1. 

Samuti võime eeldada, et punktidele P0 ja Pn vastavad para
meetri väärtused t0 '= 0 ning tn·= n. 

Sellega aga taandub antud ülesanne eespool lahendatud üles
andele järgmises sõnastuses: leida kaks lineaarset funktsiooni x 
ja y, millel on vastavalt väärtused Xo, Xt, ... , Xn ning Yo, y~, ... , Yn 
argumendi t väärtuste 0, 1, ... , n puhul. 

Kui analoogiliselt suurustele JJyi; iPyi defineerida suurused JJxi, 
Li2Xi, siis saame suvalise murdjoone PoP1 ... Pn parameetrilised 
võrrandid kujul (vrd. võrrand (2)) 

2x '=· (JJxo :-t- iJXn-d t + Xo + Xn- niJXn-1 + ~Pxolt- li + 
•+ JJ 2xdt- 21 ~+ ... + L1 2Xn-2it- (n- 1) I, 

2y '= (JJyo + iJYn-d t +Yo + Yn- niJYn-1 + (7) 
+ iJ 2Yolt- li:+ L1 2ydt- 21 ·+ ... + L1 2Yn-21t- (n- 1) 1. 

Lahenduskäigus peab nüüd koostama kaks arvutusskeemi ( dife
rentside L1 2xi ja JJ 2yi leidmiseks). !Vlärgime veel, et lõppvastuses 
võime teostada (kui see otstarbekaks osutub) lineaarse teisenduse 
i'=· as·+ b, kus s on uus parameeter ning a ja b sqbivalt valitud 
konstandid. 

Näi d e 1 1. Leida joonisel 9 antud murdjoone parameetrilised 
võrrandid. 

- 2 

Joonis 9. 
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Arvutusskeemici 

x jaoks: -2 -1 -2 2 2 
-1 4 --:-1 

-2 5 -5 2 

y jaoks: 0 -1 -1 0 
-1 -1 0 

0 0 

Asendades vajalikud arvud süsteemi (7) _saame: 

2x = 2l- 5- 2Jt- IJ + 5Jt -21- 5Jt- 3J-f- 2jt- 41, 
2y = -3+ Jt-21 + Jt~3J. 

Teisenduse 2t ~=s-+- 5 abil saame vastuse sümmee~rilisemal kuj~l: 

4x =··2s- 2js + 3J + 5Js + li- 5is- li+ 2Js- 3J, 
4y = -6 -f- Js + Il + [s -- lJ. · 

Näi d e 12. Joonisel 10 kujutatud murdjoone puhul võtame 
punktideks P0 ja P6 koordinaadistiku alguspunkti (punktid Po ja 
Pn on ju suvalised ,punktid murdjoone es-imesel ja n-ndal lülil; 
praegu on n~ ~) .' · 

r y 

~- ~ 2 
4 

,; 
t- J 

Ps 11 2 

~ 
oPa p1 _x 

0 
1 2. 2 :J 4 

l 
Joonis JO. Joonis 11. 

Arvutusskeemi d 

x jaoks: 0 1 2 2 0 0 
1 0 -1 -1 0 

0 -1 -1 0 

y jaoks: 0 0 2 2 0 
o· 1 0 -1 -:-1 

0 -1 -1 0 
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ja murdjoone parameetrilised võrrandid on 

2x= t-lt-2/ -lt-3[ + t-5[, 
2yt=-t+6+!t-li-!t-3 -lt-4/. (8) 

Näi d e l 3. Leida joonisel Il esitatud murdjoone parameetri
]ised võrrandid. 

Vastus: 

x = t-/t-1/ + Jt-21-lt-3/-2it-4J-+ 2lt-s:. 
y=6-i·+2lt-l/-2/t-2[-/t-3ij + [t-4J -It -5/. 

Seni vaatlesime eranditult lõpmatusse ulatuvaid murdjooni 
(täpsemini: murdjooni lõpmata pikkade äärmiste lülidega). Prak
tikas esinevate murdjoonte lülid on aga kõik lõpliku pikkusega. 
Siin esitatud meetod võimaldab ka selliseid murdjooni analüütili
selt avaldada. 

Olgu n- 2 lüliga lõpliku murdjoone alguspunkt P1 (x~o y!), 
lõpp-punkt Pn-! (Xn-1, Yn-t) ning vahetipud Pi (xi, yi), kus i= 2, 
3, ... , n-2. 

Et parameetriliste võrranditega (7) defineeritud funktsiooni 
graafikuks oleks parajasti lõplik murdjoon P 1P2 ... Pn-! (para
meetri t muuturuisel -oo kuni +oo!), peame me saavutama olu
korra, kus piirkonnas t ~ 1 oleks kogu aeg x = X~o y ·= y 1 ja piir
konnas t ~ n- 1 oleks kogu aeg x = Xn-1, y '= Yn-I· 

See tähendab, et lx-tasandil argumendi t funktsiooni x graafi
kuks on n lüliga murdjoon A 0A 1 ••• An, mille tipud on A ( l, xi), 
A2(2, x2), ... , An-dn- 1, Xn-1) ja mis läbib veel punkte Ao(O, xt) 
ning An (n, Xn-d. Seega on murdjoone äärmised lülid A0A 1 ja 
An-tAn paralleelsed t-teljega. Siit muide järeldub (vt. ülalpool 
mainitud teoreemi), et on täidetud tingimused 

L1Xo + dXn-1 1= 0, LPXo + .1 2Xt -+- ... -!- LFXn-1 ·= 0. 

Analoogiline olukord on ly-tasandil funktsiooni y graafikuga, 
-nii et on täidetud ka tingimused 

.1yo + L1Yn-! = 0, LPYo + L1 2Yt ,-J- ... ~- Ll 2Yn-2 = 0. 

Lahenduskäik on seega järgmine. Vaatleme n- 2 lüliga murd
joone P 1P2 ... Pn-t asemel n lüliga murdjoont PoP1P2 ... Pn-1Pn, 
kus Po (xr, yi) langeb ühte punktiga P 1 ning Pn (Xn-I. Yn-d punk
tiga Pn-t (äärmised lülid PoP1 ja Pn-tPn kõdunevad punktideks!). 
Edasi koostarne kaks arvutusskeemi nagu varemgi ja asendame 
vajalikud arvud võrrandeisse (7). Sellega ongi saadud n- 2 lüliga 
murdjoone P 1P2 ... Pn-! parameetrilised võrrandid. Iga t puhul 
piirkonnast t ~· l me asume alguspunktis P 1; kui parameeter t 
kasvab 'Piirkonnas l < t <n- 1, siis liigub punkt murdjoont 
mööda Pn-t suunas; lõpuks iga t ~n-l puhul asume lõpp-punk
tis Pn-I· 
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'.J y 
.6 q 

p4 ~ 
5 

4 P. q 

j 
~ 

-1 
2 

+. 8 

--X -1 PJ 
2 3 4 5 6 

Joonis 12. Joonis 13. 

Toome mõningad illustreerivad näited. 
Näi d e 1 4. Joonisel 12 on antud kolme lüliga murdjoon. Me 

vaatleme aga teda viie lüli ga murdjoonena (seega n= 5), mis on 
määratud kuue punktiga Po(2, 4), Pi(2, 4), P2(4, 2), P3(6, 4), 
P4(4, 6), P5(4, 6). 

Seega on arvutusskeemici 

x jaoks: 2 2 4 6 4 4 
0 2 2 -2 0 

2 0 -4 2 

g jaoks: 4 4 2 4 6 6 
0 -2 2 2 0 
-2 4 0 -2 

Murdjoone P1P2P3P4 parameetrilised võrrandid on seega 

X;=3 + jt-Ij-2jt-3j + jt-4J, 
y = 5 -It- Il+ 2jt- 2j-jt- 4j. 

N äi d e I 5. Leida joonisel 13 kujutatud kinnise murdjoone 
parameetrilised võrrandid. 

Vastavaid arvutusi teostades saame vastuseks 

x·= -I+ Jt-Ij-jt-2j -jt~3J + jt-4j, 
y = -1 +It- Il~ 2jt -21 + 2jt-3j- 2jt-41 +jt -51. 

Näi d e 16. Leida punkte PI(I, 2) ja P~(3, 0) üheodava sirg
lõigu parameetrilised võrrandid. 

Arvutused annavad vastuseks 

X = 2 -~ It - Il - It - 21, 
y= I-jt-Il +lt-2j. 
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Et iga hulknurga raJaJoon on samuti lõplik murdjoon, siis 
võimaldab siin esitatud menetlus leida suvalise hulknurga raja
joone parameetrilised võrrandid. 

Juba eespool esines meil murdjooni, mis moodustavad hulk
nurki (näiteks joonistel 8 ja 10). Kuid seal me peame ette andma 
parameetri muutumispiükonna, mille puhul saame hulknurga 
rajajoone kõik punktid. Teised parameetri väärtused viivad meid 
tasandi punktide juurde: millel pole midagi ühist antud hulknur
gaga. ,Nii näiteks annavad võrrandid (6) tippudega (0, 0), (4, 4), 
(-4, 4) kolmn:urga rajajoone vaid siis, kui -3::::; t::::; 3; jooni
sel 10 kujutatud' kuusnurga parameetrilised võrrandid on antud 
süsteemiga (8) lisatingimusel 0 ::::; t ::::; 6. 

Nüüd aga rakendades esitatud võtet lõplike murdjoonte para
meetriliste võrrandite saamiseks võime tuletada niisuguseid võr
randeid, mis ühegi parameetri väärtuse puhul ei vii meid välja 
hulknurga rajajoonelL 

Näiteks tippurlega (0, 0), (2, 0), (0, 2) kolmnurga parameet
rilised võrrandid on 

X= It -ll-21t-2j + jt-3j, 
y = !t- 21- 2!t- 31 +It- 41; 

tippurlega (0, 0), (2, 0); (2, 2), (0, 2) ruudu parameetrilised võr
randid on 

x• ')t -I!-It- 21-lt-31 + jt-4j, 
y = it- 21 -It- 31 -It- 41 +It-- sj. 

Lõplikku murdjoont saab defineerida kui niisugust sirglõiku
dest koosnevat kujundit, mille joonestarnisel iga selle kujundi 
sirglõik läbitakse vaid üks kord. Selle definitsiooni kohaselt on 
näiteks joonisel 14 antud kujund 8 lüliga murdjoon ABCDBEDAE,. 
mille alguspunkt on A ja lõpp-punkt E ning selle parameetrilised 
võrrandid s·aab leida äsja vaadeldud menetluse abil. 

Nüüd aga vaatleme suvalist (kuitahes keerulist!) sirglõikudest 
koosnevat tasandilist 3 kujundit. Selgub, et ülalpool kirjeldatud 
menetlus võimaldab tuletada ka niisuguste kujundite parameetri
lisi. võrrandeid. Vahe on vaid selles, et nüüd läbita~se parameetri 
t kasvamisega mõni kujundi sirglõikudest enam kui üks kord. 
Ohtlasi tekib uus probleem: valida niisugune liikumisplaan, et 
kogu kujundi läbimiseks kuluks minimaalne arv samme. 

Olukorra illustreerimiseks vaatleme joonisel 15 antud kujundit. 
Oks võimalikest liikumisplaanidest on järgmine: ABEBCFCD. See 
annaks meile seitsme ·lüliga murdjoone. Säästlikum oleks aga lii
kumisplaan ADBEBCF, sest see annaks kuue lüliga murdjoone. 
Ent kõige kokkuhoidlikumaks osutub liikumisplaan FCDABE, mille 
puhul kujundit vaadeldakse viielülilise murdjoonena. Peatul)1egi 

3 Tegelikult võimaldab kirjeldatud meetod käsitleda ka ruumilisi kujun
deid, ent käesolevas artiklis me piirdume tasandilise juhuga. 
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Joonis 14. Joonis 15. 

viimase juures. Et n- 2 = 5, siis n= 7 ja lähteandmed on .1 arg
·mised: P 0 {2, 3), PI(2, 3), P2(1, 3), P3(1, 4), P4(1, 1), P 5 (1, 2), 
P6 (2, 2), P7(2, 2). 

Seega saame arvutusskeemid 

x jaoks: 2 2 1 · 1 2 2 
0 -1 0 0 0 1 

-1 0 0 -1 

y jaoks: 3 3 3 4 2 
0 0 1 -3 1 0 

0 -4 4 -1 

ja meie kujundi parameetrilised võrrandid on 
2x = 4-lt-11 +!t-21 + it-5!-lt-61. 

2y = 5 +Jt- 21 - 4lt- 31 + 4lt- 41-lt- 51. 

2 

0 

PROBLEEM ARITMEETILISTEST PROGRESSIOONIDEST 

Kolmeliikmelistel aritmeetilistel progressioonidel 
4, 5, 6 ja 2, 6, 10 

on liikmete korrutised võrdsed 
4 • 5 • 6 = 2 . 6 . 10. 

Võib leida ka sama omadusega neljaliikmelisi progressioone, näiteks 
5. 7. 9. 11 = 3. 7. 11 . 15. 

0 

2 
0 

Kas leidub kaks sama omadusega viieli,ikmelist (n-liikmelist, n> 5) arit
meetilist progressiooni? 

I. Gabovit§ 

95 



NURGA LIGIKAUDNE TRISEKTSIOON 

A. Napolski 

Teatavasti on suvalise nurga jaotamine kolmeks võrdseks 
osaks sirkli ja joonlaua abil võimatu. 1 Ent arvestades probleemi 
kuulsust ning ajalooli st tähtsust pakub huvi leida võimalikult 
lihtne konstruktsioon, mis lubaks teostada nurga ligikaudse tri
sektsiooni nii, et tekkinud viga oleks küllalt väike. Käesolev artik

A 

Joonis J. 

kel ongi pühendatud ühe säära
se konstruktsiooni kirjeldamise
le ja analüüsimisele. 

Olgu antud suvaline terav
nurk a tipuga A (vt. joo
nis 1). Paigutame nurga haara .. 
dele võrdsed Iõigud AB = AC. 
J aotame lõigu BC pooleks ning 
olgu ta keskpunktiks 0. Sirge) 
AO leiame punkti D nii, et 
BO = DO. Nüüd konstrueerime 
nurga a seesmises osas punkti 
E sääraselt, et kolmnurk BDE 
oleks võrdkülgne (juhime luge
ja tähelepanu asjaolule, et kõik 
kirjeldatud operatsioonid on 
lihtsalt teostatavad sirkli ja 
joonlaua abil). Saadud nurga 
BAE jaotarne pooleks. Me väi
dame, et sel teel konstrueeritud 
nurk praktiliselt võrdubki läh
tenurga a ühe kolmandikuga. 

Olgu f3 = L_ OAE. Et a/2 = L BAO, siis a/2 + .fJ '= L BAE. 
Seega me väidame, et kehtib ligikaudne võrdsus 

~+ fJ a 
4 2~3. 

1 Vt. K.. Ariva ja M. Rahula artikleid käesoleva kogumiku kuuendas vihikus. 
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Et hinnata, kuivõrd täpselt konstru·eeritud nurk kujutab nurga a 
üht kolmandikku, peame uurima funktsiooni 

(
a f3) a f3 a 

Z(a)= 4+2 -3=2-12 (1) 

kulgemist argumendi a muutumise! oo kuni 90° (Z sõltub veel 
nurgast {3, kuid nagu varsti näeme, on ,{3 ise nurga a funktsioon). 

Pöördume tagasi joonise 1 juurde. Et ühiku valik on meie käsu
tuses, võime ühikuks võtta lõigu AB. Kolmnurgast ABO leiame 
siis, et 

BO = sin.!!..... (2) 
2 

Konstruktsiooni põhjal on kolmnurk BDO võrdhaarne ja täis
nurkne, millest järeldub, et BD = BO · \12. Kuid BD = BE, nii 
et võrdust (2) arvestades saame 

- a 
BE = l'2 sin-. (3) 

2 
Edasi huvitab meid tipu E juures asuv kolmnurga ABE nurk. 

Kõigepealt paneme tähele, ei 

L_ ODE = L_ BDE- L_ BDO ~ 60°- 45°= 15') 

ja järelikult 

L ADE =·-= 180°- L ODE = 180°- 15° ·= 165°. 

Seega 

ja lõplikult 

L_ AEB = 75°- }3. (4) 

Rakendades nüüd kolmnurgale ABE siinuslauset ning arvestades 
tulemusi (3) ja ( 4), sa arne 

s i n ( ~ -:- (J ) = V 2 s i n ~ s i n ( 7 5o - f3) . 

Elementaarsete teisenduste abil saab anda leitud seosele nurkade 
;aja ,{3 vahel lihtsama kuju 

- a 
cot f3 = 1 -:- ( 1 + V3) cot T. (5) 

Arvu ta me esialgu funktsiooni Z (a) argumendi väärtuste puhul 
0°, 45°, 90°. On selge, et Z (0°) = 0. Kui a = 45°, siis seosest (5) 
järeldub, et 2 

cot f3 = 1 + ( 1 -:- y3) ( 1 -:- y2) = 2 + -v"2 + -y3 + y6 = cot 7°30'. 

2 Vt. J. Ga b o vi ts.. Trigonomeetriliste funktsioonide täpsete väärtuste 
.arvutarnisest. -- Matemaatika ja kaasaeg, II, lk. 59. 
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Seega on {3= 7°30' ja valemist (1) saame Z(45°) = 0. Olgu nüüd 
a = 90°, slis cot f3 == 2 -t- y3, f3 = 15° ning Z (90°) = 0. Kokku
võttes saime 

Z (0°) ;= Z { 45°) = Z {90°) = 0. 

Et funktsioon Z (a) on pidev piirkonnas oo ~ a ~ 90°, siis nat
tab saadud tulemus, et tal peab olema selles piirkonnas vähemalt 
kaks ekstreemumit. Viimased meid huvitavadki, sest nad näitavad,. 
milline võib olla konstrueeritud nurga maksimaalne kõrvalekaldu
mine nurga a ühest kolmandikust 

Funktsiooni Z (a) ekstreemumites peab ta tu letis· võrduma nul
liga: 

dz 1 dA 1 
da = 2 da -12 = O. 

Siit saame 

(6) 

Diferentseerides nüüd seost (5) ja arvestades tulemust (6). jõuame 
funktsiooni Z (a) ekstreemumites kehtiva võrduse juurde 

sin2 ~ = (3 + 3 y3) sin2 p. (7) 

Võrrandid (5) ja (7) moodustava d süsteemi, mille lahendami
sel saame 

cot ~ = 2 + )'3 ±Y 2--~~2.1;3~-
cot .fJ = 6 -:- 3 -v3 + 2Ys+_3_13. 

Siit järeldub funktsiooni Z (a) maksimumi jaoks a 1 = 18°42'42''; 
f3 1 = 3°15'19" ja seega Z (ai)'= 4'6". Analoogiliselt Z (a) miini
ruumi jaoks a 2 =71°17'18"; /)2 != 11°44'41" ning Z(a2 ) ·=-4'6''. 

Niisiis erineb meie poolt konstrueeritud nurk nurgast a/3 mak
simaalselt 4'6" võrra, millist tulemust võib lugeda enam kui 
rahuldavaks. Kui lähtenurk a ei ühti nurgaga ·a1 või a2, siis on 
konstrueeritud nurga kõrvalekaldumine nurgast j3/3 veel väiksem. 

Lõpuks märgime, et kuigi siiani oli juttu teravnurga trisekt
sioonist, lubab esitatud võte tegelikult jaotada suvalise nurga 
kolmeks osaks. Nimelt on täisnurga ja iga· selle kordse trisekt
sioon teatavasti teostatav sirkli ja joonlaua abil; iga nurk aga 
on esitai av teravnurga ja täisnurga mingi kord s e summana. 
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üHE KOLMNURKADE PERE OMADUSED 1 

M. Levin, L. Portjanski 

Käesolevas artiklis vaatleme kolmnurkade peret T(c, R), mis 
koosneb kõigist ringi (raadiusega R) sisse joonestatud kolm
nurkadest, millel on ühine alus AB= 2c. 

D ef i n it s i oo n. Olgu kolmnurgas ABC küljel CA (või tema 
pikendusel) ja küljel CB (või 
tema pikendusel) võetud vasta
valt punktid M ja N nii, et 
(vt. joon. 1) 

LMBC = LNAC = LACB. 
Lõiku MN nimetame kolmnur
gas ABC külje AB k a a s 1 õ i -
gu k s. 

Teoreem l. Lõigud MN, mis 
on kaaslõigud küljele AB, on 
kõigis kolmnurkades hulgast 
T (e, R) ühepikkused ja rahulda
vad võrdust 

: 1 I 1 _ 1 (1) 
MN2 -r RZ -"CZ. . 

T õ e s tu s. Olgu DABC 
külg AB lühim ning. LACB ·= 
=LMBC·=LNAC=a. Võrd
haarsetest kolmnurkadest MBC 
ja ANC leiame 

MC= BC 
2 eos a , 

( 
I 
( 

\ 

Joonis 1. 

NC= AC 
2 eos a 

(2) 

Et LACB = LMCN, siis (2) põhjal DABC ('-J .6Nl\1C. Seega 

MN= AB . (3) 
2eosa 

Seosest AB= 2R ·sina avaldame eos a ning asetarne selle seo
sesse (3). Tulemusena saame võrduse (1). 

I Venekeelsest käsikirjast tõlkinud E. Lootus. 
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Analoogiliselt näidatakse võrduse (l) kehtivust ha juhul, kui; 
AB ei ole LABC kõige lühem külg. 

Teoreem on tõestatud. 

Teoreem 2. Olgu lõik MN kolmnurgas ABC hulgast T( e, R) 
kaaslõik küljele AB. N elinurga A1N BA ümber saab joonestada ring
joone raadiusega 

(4) 

kus a = L.ACB. 
Tõe st us. Olgu kolmnurga ABC lühim külg AB. Võrduste 

(2) ja (3) pöhjal on 'kolmnurgad ABC ja NMC sarnased. Siis 
:L.NMC = L.ABC, seega ka L.ABN + .L.NMA = L.ABC + 180°-, 
- L.NMC = 180°. Kuid siis saab nelinurga MNBA ümber ü)Ones
tada ringjoone. Kolmnurgast ABM leiame 

2Rt= ~B _ _B_ 
sm2a cosa 

kust järeldubki seos (4). 
Analoogiliselt saab tõestada teoreemi ka ülejäänud juhtudel, 

Joonis 2. 

Teoreem 3. Kõigi kolmnur 
kade korral hulgast T (e, RJ 
saab ümber nelinurkade MN B 
joonestada ühe ja sama ring· 
joone. 
· Tõe st us. Olgu 0 kolmi 
nurga ABC ümber joonestal 
tud ringjoon .. e keskpunkt, 0] 
nelinurga MNBA ümber joones: 
tatud ringjoone (raadiusega Ri} 
keskpunkt ja a = .L.ACB. 

Olgu D keskpunkte 0 ja 0 
läbiva sirge ning LABC üm~ 
herringjoone lõikepunkt, K sa~ 
ma sirge ja külje AB lõikepunkt 

Et OK j_ AB, siis on kaa· 
red AD ja DB võrdsed. Kuid 
siis L.010B ·= 1/2L.AOB ~= a. 

·Et ka L.D01B = L.ANB 1= 2a, 
siis L.01BO =·a. Järelikult 
L010B on võrdhaarne, seega 
ÜIÜ 1= O!B = Rl. 

Seega läbib hulga T (e, R) mistahes kolmnurga korral neli· 
nurga MN BA ümber joonestatud ringjoon kolm kindlat punkti A: 
B ja 0. See ringjoon on seega ühene, mida oligi tarvis tõestada 

Sama lihtne on tõestada ka järgmisi teoreeme. ' 
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Teoreem 4. Kuulugu holmnurk ABC hulka T (e, R). Umber neli
nurga MN BA joonestatud ringjoone raadius võrdub kolmnurga 
kiNG ümberringjoone raadiusega ja nende ringjoonte keskpunktid 
on sümmeetrilised lõigu MN suhtes. 

Teoreem 5. Kolmnurkade MNC ümberringjoonte keskpunktid 
(konstrueeritud kõigile kolmnurkadele hulgast T (e, R)) asuvad 
ring joonel) mille keskpunkt on 0 1 (see on ümber. nelinurga MN BA 
_ioonestatud ringjoone keskpunkt) ja raadius on R. 

POPULAARTEADUSLIK MATEMAATIKA- JA FüüSIKAAJAKIRI «KBAHT:. 

1970. aastal hakkas ilmuma 
eeskätt koolinoortele mõeldud popu
laarteaduslik matemaatika- ja 
füüsikaaja.kiri «KBaHT». Ajakir-ja 
esilllleses numbris kirjutab selle 
redaktsiooni-kolleegium: «Meie maal 
ilmub palju teaduslikke ajakirju ... 
Kuid oma teaduslikku aiakirja 
kooliõpilastel senini ei olnud. On 
saabunud aeg see lünk täita. Meie 
tahaksime, et matemaatikast ja 
füüsikast huvitatud kooliõpilastele 
saaks «KBaHT» nende esimeseks 
teaduslikuks ajakirjaks.» 

Samas numbris kirjutab NSVL 
Teaduste Akadeemia president 
M. V. Keldõs: «Teaduse horisondid 
on meie ajal muutunud tõeliselt 
ääretuteks, teaduse osa inimkonna 
elus pole kunagi olnud nii suur. 
Kaasaja teaduse üheks iseloomu
Ji.kuks jooneks on matemaatiliste 
ja füüsikaliste uurimismeetodite 
üha suurem sissetungimine kõige 
erinevamatesse teadmiste aladesse. 
Ma.ternaati'ka ja füüsika koos teis
te loodusteadustega on tehnilise 
progressi aluseks . . . Et edukalt 
orienteeruda tänapäeva teaduse ja 
tehnika kõige keerulisernates !prob-
leemides, on vaja juba noores eas väsimatult omandada teadmisi ning uus 
ajakiri osutab selles suurt abi meie noorsoole.» 

«KaaHT» on rikkalikult illustreeritud ajakiri, mille igast numbrist leiame 
huvipakkuvaid populaarteaduslikke artikleid ja originaalseid ülesandeid nii 
matemaa.ti.ka kui ka füüsi.ka alalt. Siin on ava·ldatud materjale matemaati•karin
gide jaoks, kirjutisi matemaa.tika ja füüsika olümpiaadidest ning sisseastumis
eksamitest meie maa kõr-gematesse koolidesse koos nendel esitatud ülesannetega. 

Ajakirja! «KaanT», mille tiraaz on tõusnud juba üle 300 000 eksemplari, 
peaks olema kindel koht matemaatika- ja füUsikaõpetajate raamaturiiuliteL Sel
lest leiavad huvipakkuvaid materjale kõik matemaatika- ja füüsl,kahuvilised. 
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RA H VU SVAH ELIS ED MATEMAATI KAO Lü MP lAADI D 
MOSKVAS, BUKARESTIS JA KESZTHELYS 

0. Prinits 

Koolinoorte matemaatikaalase ettevalmistuse tõhustamiseks 
hakati 1959. aastal korraldama rahvusvahelisi matemaatika
olümpiaade. Esialgu ainult sotsialismimaid hõlmanurl üritus on 
võitnud järjest enam populaarsust ka teiste riikide koolinoorte 
hulgas. Kui esimestel olümpiaadidel 1 olid tugevamad peamiselt 
Ungari ja Nõukogude Liidu kooliõpilased, siis viimastel olümpiaa
didel on kindlateks esikohapretendentideks ka Saksa Demokraat
liku Vabariigi noored. Individuaalses arvestuses aga pürivad esi
kohtadele siin vaadeldavatel olümpiaadidel ka noored inglased. 

Käesolevas artiklis tutvustame X, XI ja XII rahvusvahelist 
matemaatikaolümpia adi. 

X matemaatikaolümpiaad toimus Moskvas 
5.-18. juulini 1968. Osavõtvate riikide arv oli 
rekordiline --- 12. Esmakordselt olid sellesse 
konkurssi lülitunud õpilased Inglismaalt, Itaa
liast ja Rootsist. Ka Prantsusmaa võistkond 
oli esialgu tiles antud, kuid enne olümpiaadi 
algust teatas oma loobumisest Nõukogude 
Liidu võistkonda kuulusid õpilased ülikoolide' 
juures töötavaist matemaatikakoolidest Gen
nadi B e 1 õ i (Kiiev), Mihhail B I ju dz e 
(Leningrad), Viktor K u mari n (Leningrad), 
Pavel K u rt s a nov (Moskva), Vladimir P o
nomarenko (Moskva), Sergei Sobolev 
(Novosibirsk) ning Leningradi 239. Keskkoolist 
Vladimir Ma ka rõt s ev ja Valeri Fe d o to v. 

Rahvusvaheline zürii valis delegatsioonide poolt esitatud üles
annetest lahendamiseks järgmised: 2 

1 Lähemalt vt. Matemaatika ja kaasaeg, II, lk 51-59; IV, lik. 68-69 XIV; 
lk. 84-86 ja XV, lk.144-146. · .. 

2 ülesannete lahen.dused on toodud raamalus J. Morozov a, I. P et
ra k o v. Rahvusvahelised matemaatik3 olümpiaadid. Tln., 1972. 
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1. Tõestada, et leidub ainult üks niisug·une 1kolmnurk, mille 1ki1lgede pik•kusteks 
on 3 ü.ks,teisde järgnevat naturaa•larvu ja mille üks nurk on teisest 2 
korda suurem. • 

(Rumeenia; 6 ;punkti) 

2. Leida kõik kümnendsüsteemi positHvsed täisarvud x, nülle numbrite kmrutis 
on x2 - I Ox - 22. 

(Tsehhoslovakkia; 7 punkti) 

3. Tõestada, et n tundmatuga x~, x2, ... , Xn võrrandisüsteemil 

ax 12 + bx 1 + e = Xz 

ax2
2 + bxz + e = X3 

axn 2 + bxn -i- e= X1 

a) puudub lahend, kui (b- 1) 2 - 4ae < 0, 
b) on üks lahend, kui (b __: 1) 2 -4ae = 0, 
e) on rohkem kui üks lahend, kui (b- I)2- 4ae > 0. 
Kõik vaadeldavad arvud on reaalarvud ja a =1= 0. 

(Bulgaaria; 7 punkti) 

4. Tõestada, et igal tetraeedril leidub niisugune tipp, mi.Jlest lähtuvatest ser
vadest on võimalik konstrueerida k·olmnurk 

(Poola; 5 punkti) 

5. Funktsioon f, mille määramispiirkonnaks on kogu reaalarvude hulk ja mille 
väärtuste hulk koosneb ainult reaalarvudest, rahuldab argumendi x iga väär
tuse korral tingimust 

1 
f(x + a) = 2 + f'f(x)-(f(x))z, 

kus a on mingi nullist erinev arv. 
a) Tõestada, et fun'ktsioon f on perioodiline (s. t. leidub b =I= 0 nii, et 

f (x + b) = f (x) iga x korral); 
b) tuua näide funktsiooni f kohta juhul, kui a = I, kusjuures f ei tohi 

olla konstant. 
(Saksa DV; 7 punkti~ 

t5. Leida summa 

--+---+ [ n+I] [n+2] 
2 22 [ n+ 2k ] + 2'<+1 . + ... , 

kus n on naturaabrv, ja tõestada saadud valemi õigsus. Kirjutis [z) 
tähistab arvu z täisosa, s. t. suurimat täisarvu, mis ei ületa arvu z. 

(Inglismaa; 8 punkti) 

Valitud ülesanded osutusid kergemateks, kui olid eelmistel 
olüm,piaadidel, ja seetõttu oli ka häid tulemusi rohkesti. Maksi-' 
maaise punktide arvu - 40 said 16 osavõtjat 96-st, s. o. umbes 
17%. I j ärgu diplomi vääriliseks tunnistati ka 39 punkti saanud 
tööd. Neid oli. 6. II järgu diplomi saamiseks oli vaja 33 kuni 
38 punkti ja III järgu diplomi saamiseks 25 kuni 32 punkti. I ja 
II järgu diplomeid jagati välja mõlemaid 22 ja III järgu diplo
meid 20. 
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Siinkohal on huvitav veel märkida, et täiesti korrektselt lahen-
dasid 

I. ülesande 39 osavõtjat, 
2. 62 
3. 41 
4. 62 
5. 42 
6. " 46 " 
Tütarlapsi oli sellest olümpiaadist osavõtjate hulgas ainult 1,. 

kes osutus parimaks osavõtjaks Mongoolia võistkonnas. 
Olümpiaadi võitjaks võistkondlikus arvestuses tulid Saksa DV 

koolinoored, jättes teiseks Nõukogude Liidu ja kolmandaks Ungari 
noored matemaatikud. Et võistkondadevaheline võistlus oli küllalt 
pingeline, seda iseloomustab ka tabel 1. 

Riik 

I. SDV 
2. NSVL 
3. Ungari 
4. Ingl.ismaa 
5. Poola 
6. Rootsi 
7. Tsehhoslovakkia 
8. Rumeenia 
9. Bulgaaria 

10. Jugoslaavia 
11. Itaalia 
12. Mongoolia 
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Ta b e 1 1 

I Saadud cliplomite i Punktide 
arv \ Diplo- kogu-mi ta 

\I järk (!I jär,k_lll!_j~~--~--- summa 

5 .3 304 
5 2 1 298 

.3 3 2 291 
3 2 2 263 
2 3 2 260 
1 2 5 256 
2 4 2 248· 

1 2 4 208 
2 2 4 206 

.1 5 179 
1 7 132 

8 74 

XI matemaatikaolümpiaad toimus. 
5.-20. juulini -1969 Bukarestis. Esma
kordselt saabusid matemaatikaolümpiaa
dile võistkonnad Belgiast ja Hollandist. 
Ka Prantsusmaa oli esmakordselt esin-
datud täisarvu1ise võistkonna ga ( 1967. 
a. olümpiaadist võttis Prantsusmaa 
osa mittetäielikus koosseisus). Võistle
ma ei tulnud aga eelmise olümpiaadi 
üks viimaseid - Itaalia. Nõukogude 
Liidu koolinoorte esindusse arvati. 
Moskva kooliõpilased Anqrei Z e I ev i n
sk i, Arkadi K I im o v, Jelena N e k I -
·j u d o va, Andrei Pr as oI o v, j a And
rei H o d u I j ev ning Vladimir Dr i n-
fe I d Harkovist, Valeri So 1 o v jo v 



I\.aasanist ja Pavel Su v o r o v Leningradist. Enne väljasõitu kor
:-aldaii olümpiaadist osavõtjatele 10-päevane treeningulaager 
Moskva Riikli'ku ülikooli juures. 

Olümpiaadi zürii valis lahendamiseks järgmised ülesanded: 3· 

I. Tõestada. et IE'iclub lõpmatu hulk naturaalarve a järgmise omadusega:. 
arv z e= n 4 -i a ei ole ühegi naturaalarvu n korral algarv. 

(Saksa DV; 5 punkti) 
2. Olgu a 1, a2, ... , an reaalarvulised konstandid, x - reaalmuutuja ja 

cos(a2 + x) · cos(a3 + x) . cos(an + x) 
f(x)=cos(a 1 +x)+----+ + ... + . 2 22 2n-l 

Tõestada, et kui f (X J) = f (x2 ) = 0, siis x 1 - x2 =mn, kus m on täisarv. 
(Ungari; 7 punkti) 

3. Iga k väärtuse korra.!, k = l, 2, 3. 4, 5, leida tarvili·kud ja piisavad tingimu
sed arvu a > 0 jaoks selleks, et eksisteeriks tetraeeder, mille k serva oleksid 
pilkkusega a, ülejäänud 6- k serva aga pikkusega 1. 

(Poola; 7 punkti). 
4. Diameetrile AB on joonestatud poolringjoon y. Punkt e asub poolringjoonel 

y ning ei ühti punktidega A ja B. Punkti e ristprojektsioon diameetrile AB 
on D. Diameeter AB on ühiseks puutujaks kolmele ringjoonele y~, Y2. )'3, 

kusjuures ?'1 on kolmnurga ABC siseringjoon, y2 ja ?'3 puutuvad lõiguga 
CD ja poolringjoonega l'· Tõestada, et y~, ?'2, ;'3 omavad veel ühe ühise puu
tuja. 

(Hol.landi; 6 punkti) 
5. Tasapinnal on antud n> 4 punkti, kusjuures ükski 3 neist ei asu ühel 

sirge!. Tõestada, et võib leida mitte vähem kui Cn-3 1kumerat nelinurka 
tippudega neljas antud punktis. 

(Mongoolia; 7 punkti) 
6. Tõestada, et kui X1 > 0, X2 > 0 ja XIYI- z1 2 > 0, x 2y2 - Z22 > 0, siis 

8 l 1 

(xi+ x2) (YI + Y2)-(Z1 + z:~) 2 ~ x 1y 1 - Z1
2 + x2y2 - z2

2 • 

Leida tarvilikud ja piisavad tingimuseel selle'ks, et antud võrratuse korral 
kehtiks võrdus. 

(NSVL; 8 punkti) 

Et seekordsed ülesanded olid raskemad kui X olümpiaadil, pee
geldub tulemustest. Esimese järgu diplomi vääriliseks tunnistati 
ainult 3 võistlejat, nende hulgas Vladimir Dr i n fe I d. Et 
XI olümpiaadist võttis osa 14 võistkonda 112 võistlejaga, siis on 
seekordne I järgu diplomi saanud õpilaste protsent ainult umbes 3. 
n järgu diplom anti 20 õpilasele ning III järgu diplom 21 õpila
sele. 

Täiesti korrektseid lahendusi andsid: 
1. ülesandele 46 õpilast, 
2. 34 
3. 31 
4. 21 
5. 37 
6. 7 

3 Ulesannete lahendused on toodud ajakirjas «NlaTeMaTHKa B llii<OJll'», 1970~ 
N> 1, 68-71. 
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Võistkondlikus arvestuses osutusid XI matemaatikaolümpiaadil 
parimaiks Ungari koolinoored Saksa DV ja NSV Liidu ees. üle
vaate võistkondlikest tulemustest annab tabel 2. 

Riik 

1. Ungari 
2. Saksa DV 
3. NSVL 
4. Rumeenia 
5. Inglismaa 
6. Bulgaaria 
7. Jugoslaavia 
8. Tsehhoslovakkia 
9. Mongoolia 

10.-11. Poola 
·10.-11. Prantsusmaa 

12. Rootsi 
13. Belgia 
I4. Hollandi 

Tabel 2 

J Saadud diplomile arv Dipl<o- Punktide 

II ... k I II ... k I III ... k 
mi ta 

kogu-
summa 

I Jar1 I pr _1ar 

1 I 4 2 I 1 247 
- I 4 4 I - 240 
l I 3 3 I I 231 

-
I 

4 2 i 2 219 
1 I l I I 5 193 

-
I 

- .1 
I 

5 189 

i 
- 2 2 4 181 
- l - 3 I 5 170 

I 1 
I 7 120 - - ! 

- I 1 - I 7 119 
- I 1 - i 7 119 
- I - - i 8 104 

I 
-

I 
- - 8 57 

- - - I 8 51 I 

XII matemaatikaolümpiaad toimus 
Ungari Rahvavabariigis 8.-22. juulini 
1970. Diesanded lahendati Keszthely 
Kaubanduskoolis Balatoni järve ääres, 
olümpiaadi pidulik lõpetamine oli aga 
Bud:gpesti Olikoolis. Olümpiaadist osa
võtvate riikide arv oli 14, nii nagu XI 
olümpiaadilgi, ainult Belgia asemel olid 
kohal Austria kooliõpilased. 

Seekord olid Nõukogude Liidu 
koolinoorte võistkonnas Moskva Riik
liku Olikooli juures töötavast internaat-
koolist Arkadi K I im o v, Aleksander 

K orI ju k o v ja Andrei H o du 1 j ev; Leningradi Riikliku Oli
kooli juures töötavast internaatkoolist Aleksei A 1 eks an d -
r o v, ja Sergei S e me n k o v, Voronezist Pavel I( op õ 1 o v, Har
kovist Aleksander Li net sk i, ja esmakordselt oli NS y Liidu 
koolinoorte võistkonnas ka esindaja Eesti NSV-st, Nõo Keskkooli 
õpilane Vello Altlei s. 

On märkimisväärne, et olümpiaadi korraldajate-koordinaatorite 
hulgas oli viis eelmiste rahvusvaheliste matemaatikaolümpiaadide 
laureaati. 
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Zürii valis lahendamiseks järgmised ülesanded: 4 

l. Punkt .A1 on kolmnurga ABC külje AB mistahes sisepunkt Olgu r1, r2 , r 
vastavalt kolmnurkade AMC, BMC ja ABC s.i!Seringjoonte raadiused; e1, (} 2, (} 

aga raadiused samade kolmnur<kade välisringjoontele, mis asuvad nurgas 
ABC. Tõestada, et 

.(]1{]2 
(Poola; 5 punkti) 

:2. Olgu antud naturaalarvud a, b, n, kusjuures a > 1, b > 1 ja n> 1. An-! 

ja An olgu a-süsteemi arvud, Bn- 1 ja Bn olgu b-süsteemi arvud. An ja Bn 

numbrid on Xn, Xn-1, Xn-2, ... , Xa, An-I ja Bn- 1 numbrid on Xn-1. 

Xn-2, .•. , Xo (.kusjuures X n =I= 0 ja X n-l =I= 0). Seega a-süsteemis 
An-I= Xn-IXn-2 ... Xa, An __:__ XnXn-!Xn-2 ... Xa 

ja b-süsteemis 
Bn-1 = Xn-!Xn-2 ... Xa, Bn = XnXn-tXn-2 • •. Xa. 

Näidata, et võrra tu s 

An-I Bn-1 --- < --- 'kehtib siis ja ainult siis, kui a > b. 
An Bn 

(Rumeenia; 7 punkti) 

Tõestada: 

an, ... reaalarvude jada, kusjuures 
I = aa ~ a, ~ ... ~ an :s; ... 

bn, ... on defineeritud võrdusega 

n ( ak.-1 ) 1 
bn = ,2. 1--- --==· 

k= 1 ak. yak. 

1) kõigi naturaalarvude n ~ 1 !korral 

0::::::;; bn < 2, 

(1) 

2) mistahes e jaoks poolkinnisest va1hemikust 0 ~ e< 2 leiduvad sellised 
arvud aa, a,, ... an, ... omadusega (1), et võrratus bn >e on rahuldatud 
lõpmata paljude naturaalarvuliste indeksite n korral. 

(Rootsi, 8 punkti) 

·4. Määrata kõik positiivsed täisarvud n, millel on järgmine omadus. 
Hulk {n, n+ 1, n+ 2, n+ 3, n+ 4, n+ 5} on jaotatav kaheks osahul

gaks nii, et ühes osahulgas on kõitkid·e eleme.nti·de korrutis võrdne teise osa
hulga lõikude elementide korrutisega. 

(Tsehhoslovakkia; 6 punktit 

5. Tetraeedris ABCD on DB _l_ DC ja punkti D ristprojektsioon tasandile ABC 
ühtib kolmnurga ABC kõrguste lõikepu111ktiga. Tõestada, et 

(AB+ BC+ AC)2 ::::::;; 6. (AD2 + BD2 + CD2). 

Missuguste tetraeedrite :korral kehtib võrdusmärk? 
(Bulgaaria; 6 punkti) 

'6. Tasandil on antud 100 .punkti, kusjuures ükSiki kolm nendest ei asu ühel sirge!. 
Vaatleme kõikvõimali~ke !kolmnurki, mille tipud asuvad etteantud punktides. 
Tõestada, et nende ~olmnurkade hulgas ei ole teravnurkseid rohkem kui 
70%. 

(NSVL; 8 punkti) 

4 ülesannete lahendused on toodud ajatkirjas «.IV\aTeManiKa s WKO.'l.e», 1970, 
..N? 6, 60-64. 
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Maksimaalse punktide arvu - 40 saavutasid neljakordne oiüm-· 
piaadide laureaat Wolfgang Eurmeister Dresdenist, Imre Ruzsa: 
Budapestist ja kahekordne olümpiaadide laureaat Andrei Hoduljev. 
I järgu diplomi vääriliseks tunnistati kokku 7 osavõtjat, II järgu·. 
diplomiga autasustati 11 õpil€lst ja III järgu diplomiga 39 õpilast.. 
Viimaste hulgas oli ka Vello Altleis. 

Täiesti korrektselt lahendasid 
1. ülesande 61 õpilast, 
2. 52 / 
3. 6 

" 4. 43 
5. 42 
6. 14 

Võistkondadest suutsid olümpiaadi korraldajad ungarlased teis
test rohkem punkte saada, neile järgnesid NSV Liidu ja Saksa 
DV koolinoored võrdse punktide arvuga, et aga SDV õpilastele
anti veel kaks eriauhinda silmapaistvate lahenduste eest, siis tuleb 
võistkondlikku tulemust paremaks lugeda. Sealjuures hinnatakse 
\Volfgang Eurmeistri 3. ülesandele antud lahendust teaduslikuks 
uurimuseks matemaatikas. Võistkondlik paremusjärjestus on too
dud tabelis 3. 

Ta b e 1 3-

I Saadud diplomile arv Diplo- Punktide 
Riik mi ta kogu-

! I järk] II järk! III järk 
summa 

I 
! 

I. Ungari ;) 1 3 1 233 
2. Saksa DV 1 2 4 1 221 
3. NSVL 2 1 3 2 221 
4. Jugoslaavia - .3 3 2 209 
5. Rumeenia - 3 4 1 208 
6. l.ngHsmaa 1 - ·6 1 180 
7. Tsehihosloval<'kia - - 4 4 150 
8. Bulgaaria - - 3 5 145 
9. Prantsusmaa - I 4 3 141 

10. Rootsi - - 2 6 110 
11. Poola - - 1 7 105 
12. Austria - - I 7 104 
13. Hollandi - - 1 7 87 
14. Mongoolia l - - 1 7 78-
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HERMANN WEYL 

9. novembril 1970. a. möödus 85 aastat 
XX sajandi esimese poole ühe juhtiva matemaa
tiku Hermann Weyli sünnist ja sama aasta 
8. detsembril 15 aastat tema surmast. Avaldame 
alljärgnevalt J. E i n pa u l i ja U. L u m i s te 
tõlkes ning töötluses hatlwndeid J. J aglomi ja 
B. Birjukovi sisukatest llirjutistest, nüs on aval
datud lisadena H. Weqli viimase raamatu 

. "Symmetry" (Princeton, i952) venekeelsele tõl
!?ele 1• 

Hermann Weyl sündis 9. novembril 1885. a. Saksamaal Ham
burgi lähedal Elmshorni linnakeses. Pärast keskkooli lõpetamist 
1904. aastal astus ta Göttingeni kuulsasse ülikooli, mis tol ajal 
oli maailma matemaatilise mõtlemise keskuseks. Göttingenis möö
dusid H. Weylil aastad, mis olid määravaks tema kujunemisel 
teadlaseks. Tema arengut mõjutasid selle aja kuulsaimad mate
maatikud, Göttingeni ülikooli professorid David Hilbert ja Felix 
Klein. 1908. a. lõpetas Weyl ülikooli ning samal aastal kaitses dis
sertatsiooni, mille järel talle omistati filosoofiadoktori kraad. 

Aastatel 1908-1913 pidas Weyl loenguid Göttingeni ülikoolis 
pri'vaatdotsendina; ainult ühe nendest aastatest veetis ta Münche
nis, kus töötas Felix Kleini armastatuim õpilane füüsik ja mate
maatik Arnold Sommerfeld. Viimase teaduslikel huvidel oli palju 
ühiseid kokkupuulekohti Weyli omadega. Alles 1913. aastal. lahkus 
Weyl kauaks Göttingenist, võttes vastu professorikoha kuulsas 
Zürichi Kõrgemas Tehnikakoolis. 

Võib arvata, et Weyli siirdumine Zürichisse ei olnud seotud mitte 
ainult ahvatlusega saada professuur ja kõrgemat. palka (kuigi 
see polnud liigne noorele inimesele, kes alles hiljuti oli soetanud 
perekonna), vaid ka huviga, mida kutsus esile mõne (vähemalt 
ühe!) tulevase kolleegi teaduslik ja inimlik loomus. Tundes Weyli, 
ei ole raske taibata, et blle ei olnud sugugi vastumeelne mõte 
saarla Albert Einsteini kolleegiks. 

Tõsi küll, Weyli ja Einsteini koostöö ei kestnud kuigi k<nta, 
kuid kandis rikkalikku vilja. Just neil aastail töötas Einstein välja 

1 re p M a Il B e fl Jl h. CuMMeTpHH. lbn. «HayKa». ivL 19G~. Sel' I<Jia]·l' 
lugejaskonnale määratud raamat peaks olema huvipakkuv ka eesii matemaa
tikahuvilistele. 
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üldise relatiivsusteooria alused ning see ideedering haaras kohe ka 
Weyli. Võib arvata, et Riemanni geomeetriliste ideede visand, mis. 
moodustab Einsteini kuulsa memuaari «Relatiivsusteooria üldised 
alused» (1916) sissejubatava «matemaatilise» osa ning mis _üllatab 
oma selge ülesehitusega, kannab endas jutua j arniste jälgi sellise 
suure Riemanni geomeetria tundjaga, nagu seda oli H. Weyl. 

Võrreldamatult suurem oli A. Einsteini mõju H. Weylile. Ein
steini memuaar ilmus 1916. aastal ja juba 1917. aastal pidas Weyi 
loenguid üldrelatiivsusteooriast. Need loengud moodustasid sisu 
Weyli raamatule, mis ilmus 1918. aastal pealkirjaga «Ruum, aeg,. 
mateeria» (Raum, Zeit, Materie). 

H. Weylil ei tulnud kunagi kaevata tähelepanu puudumise üle 
oma loomingu vastu, kuid ühelgi tema teosel ei olnud nii suurt 
menu kui viimati mainitul. Selle raamatu teine väljaanne ilmus. 
1919. aastal, kolmas 1920. a ., neljas 1921. a., esimesed inglise- ja 
prantsuskeelsed väljaanded 1922. a. Iga oma selle raamatu uut 
trükki täiendas H. Weyl ja töötas ümber, nii et viienda trüki eri
nevus esimesest nii mahult kui ka sisult on juba väga suur. Kuid 
muutes palju detailides, ei muutnud ta oma teose üldist ideed; 
muutumatuks j äi d ka väljendusrikas keel, kujundlike näidete kül
lus, matemaatiliste konstruktsioonide sügavus ja läbimõeldus ning 
tähelepanu üldfilosoofiliste küsimuste vastu. 

lvle ei peatu siin ei Weyli filosoofilistel seisukohtadel ega ka 
tema vaadetel füüsikale. Küll tahaks lähemalt iseloomustada kõnes
oleva raamatu matemaatilisi iseärasusi. Raamat algab eukleidilise 
ruumi mõiste üldise selgitusega. Seejuures ütleb Weyl järsult lahti 
traditsioonilisest esitusviisist, milles reeglipäraselt võeti aluseks. 
aksioomide see süsteem, millele lõpliku kuju andis Weyli õpe
taja David Hilbert. Weyl lähtub hoopis teistest kontseptsioonidest, 
mille on sünnitanud ennem algebra kui geomeetria. Nimelt paneb 
ta nurgakiviks vektori mõiste. Tema geomeetria mittedefineerita
vateks algmõisteteks saavad «vektor» ja «punkt» ja mittedefineeri
tavateks algvahekordadeks nende vahel vektoralgebra tehted ja 
vektori antud punktist rakendamise operatsioon. Tänapäeval, ei 
ole enam vajadust tõestada geomeetria sellise käsitluse suuri tea
duslikke ja metodoloogilisi väärtusi, kuid esimest katset· panna 
geomeetriliste konstruktsioonide aluseks vektori mõiste on tähtsu
selt raske ülehinnata. 

Kuid suhteliselt lihtne eukleidilise ruumi skeem on kasutatav 
ainult erirelatiivsusteoorias, üldrelatiivsusteooria nõuab rohkemat. 

Relatiivsusteoorias tugines A. Einstein oluliselt B. Riemanni 
tähelepanuväärsetele konstruktsioonidele, mis on esitatud tema 
kõnes «Hüpoteesidest, mis on geomeetriale aluseks» 2 ja mille 
1818. a. väljaandele H. \Veyl lisas oma sügavad kommentaarid. 

2 Vt. Maiemaa lika ja !kaasaeg, XI, 1966, 57-76. 
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Raamatus «Ruum, aeg, mateeria» arendas H. Weyl edasi Riemanni 
kontseptsiooni. Ajendatud soovist teha reaalse neljamõõtmelise 
aeg-ruumi geomeetria võimalikult paindlikuks, esitas ta idee konst
rueerida «kõverad» ruumid selliste «tasaste» ruumide «tükkidest»,. 
mis on ehitatud mitte kui eukleidiline ruum, vaid kui ilma meetri-
1-:ata afiinne ruum. Selliseid ruume nimetas Weyl «afiinse seostu
sega ruumideks», nende tähtis erijuht, mida põhjalikult uuritakse 
tema mainitud raamatus, säilitas alatiseks nimetuse «Weyli 
ruum». 

Weyli kõnealune raamat on klassikaliseks teoseks kirjanduses, 
mis käsitleb nii füüsikat kui ka geomeetriat. Varsti, 1925. a., au
tasustati seda raamatut ühe kõige väärtuslikuma tolle aja rah
vusvahelise matemaatilise preemiaga - N. I. LobatSevski nime
lise preemiaga, mis nendel aastatel määrati Kaasani Füüsika
.N\atemaatika Ohingu poolt silmapaitsvate tööde eest geomeetrias. 

Dllatav on Weyli produktiivsus tema elu esimesel Zürichi 
perioodil. Aastatel 1913 kuni 1923 ilmus 5 raamatut ja 40 artiklit, 
milles käsitleti kõige erinevamaid matemaatika harusid: diferent
siaalvõrrandite teooria rajaiilesandeid, elektromagnetiliste laine
te levimise küsimusi, tänapäeval funktsionaalanalüüsi kuuluvaid 
probleeme, üldistatud ruume seoses Einsteini teooriaga, kombi
natoorset analüüsi, kumerate pindade geomeetria!, trigonomeetri
liste summade rakendamist arvuteoorias, matemaatika aluseid jm. 

Uus matemaatilise loomingu ulatuslik suund, mis jäi Weylile 
pikema aja jooksul põhiliseks, sai alguse 1924. aastal. Selleks sa i 
teisenduste rühmade esituste ja nende invariantide teooria, samuti 
selle teooria füüsikalised rakendused. Rühmade esituse puhtmate
maatilises teoorias kuulub Weylile vaieldamatult üks esikoht: on 
küllalt meenutada siin klassikalist Peter-Wevli teoreemi. Selle 
teooria füüsikaline aspekt seisneb .mitmesugusfe füüsikaliste prot
sessidega seotud sümmeetriakaalutluste arvestamises ja kasuta
mises. 1\'leie sajandi 20-ndail aastail oli see aspekt veel uudiseks. 
XX sajandi teaduse ajaloos on vähe leida teoseid, mille mõju füü
sika järgnevale arengule on võrreldav Weyli silmapaistva raamatu 
«Rühmateooria ja kvantmehhaanika» (Gruppentheorie und Quan
tenmechanik, 1928) omaga. 

Elades Zürichis ei katkestanud H. Weyl sidemeid temale kodu
seks saanud Göttingeni ülikooliga. Nii näiteks avaldas t? oma töid 
meelsasti «Göttingeni Teadusliku Uhingu Toimetistes» (Nachrich
ten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen). 

1923. aastal pidas Weyl F. Kleini kutsel Göttingenis loenguid, 
mis pakkusid talle suurt rahuldust. Kahjuks osutus järgmine sõit 
Göttingeni hoopis. vähem õnnestunuks. 1930. aastal tehti D. Hilber
tile ettepanek üle kolida Berliini; ta nõustus tingimusel, et tema 
juhatatud kateeder (mis kunagi kuulus K. F. Gaussile) antakse· 
üle H. \Veylile. Weyli kandidatuur Hilberti järel kateedri juhataja 
kohale näis loomulik kõikidele matemaatikutele, kuid elu Saksa-
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maal ei määranud neil aastail matemaatikud. 30-ndate aastate 
algul tulid Saksamaal võimule fasistid; Weyli nii inimese kui ka 
teadlase loomus ei võinud imponeerida Hitleri poolehoidjatele. \VeyH 
sügavad üldkultuurilised huvid, tema tähelepanu ajal oo ja filo· 
soofia, erinevate rahvuste kujutava kunsti ja kirjanduse vastu, 
austus inimkonna kultuuripärandi vastu - kõik see tegi Weylist 
saksa intelligentsi silmapaistva esindaja, kellele fasism kohe algu· 
sest peaie kuulutas sõja. Weylile ei võinud meeldida fasismi 
totalitaarsed, antidemokraatlikud, antisemistlikud doktriinid -
Albert Einsteini sõber ei saanud kuidagi olla Adolf Hitleri kuule· 
kas alam! \Veyl ei varjanud oma suhtumist fasismisse ja fasis· 
tid ei varjanud oma suhtumist Weylisse. Ainult jõud olid liiga ebeJ'. 
võrdsed! Hiljem Weyl rääkis, et hullemat aega kui kolm aastat 
(1930--1933), mis ta veetis Göttingenis fasismi võimuletuleku 
algul, pole tema elus olnud. 1933. aasta, kui Saksamaal tul1 
võimule Hitler, oli ainuke aasta, mil Weyl ei kirjutanud ühtegi 
raamatut ega ühtegi artiklit: sel ajal tal ilmselt ei olnud mahU 
tegelda ei matemaatikaga ega füüsikaga. 

Fasistide võimuletulekut tähistati juudisoost õpetlaste massw~ 
lise vallandamisega ·Göttingeni ülikoolist; koos juutidega lahku' 
Göttingenist ka sakslane H. Weyl. Ta kolis väiksesse Ameerilk' 
linna Princetoni, mis on kuulus oma Kõrgemate Uurimuste In 
tituudiga (Institute for Advanced Study) - suurepärase füüsik · 
matemaatika uurimisinstituudiga, kus leidsid peavarju ka A. Eitl 
stein ja E. Wigner. Viimane on kuulus saksa füüsik, kes sõltum9t 
tult Weylist tuli mõttele võimalusest kasutada füüsikas sümmeetriä 
ideed. 

Weylile, kes oli armunud saksa kultuur. isse ja keelesse, ei olnuJ 
ülesõit Ameerikasse kerge, kuid kolme aasta kogemuste põhj4J 
Göttingenis ta eelistas olla eraldatud Hitlerist ookeaniga. i.: 

Järgmised aastad Weyli elus olid suhteliselt rahulikud. 
elas Princetonis, ümbritsetud üldise lugupidamisega, ja jätk 
kõikide teaduslike suundade arendamist, mida ta oli alustanu 
eelnevates töödes. 

1938/39. aastal luges H. Weyl Princetonis loengute sarja alget;~ 
ralisest arvuteooriast; need loengud moodustasid sisu tema raamJ. 
tule «Algebraic theory of numbers». 

1939. aastal ilmus Weyli ük~ tähelepanuväärsemaid raamatuid 
«Klassikalised rühmad, nende invariandid· ja esitused» (The Clas· 
sical Groups, their Invariants and Representations), milles t, 
võttis kokku oma aastatepikkused uurimused rühmade ja nendf 
esituse alal. 

1943. aastal avaldati H. Weyli raamat «Meromorfsed fun~· 
sioonid ja analüütilised kõverad» (lVleromorphic fundions a~~ 
analytic curves), kirjutatud koostöös poeg Joachimiga; see ilrn' 
30 aastat pärast Weyli esimest kompleksmuutuja funktsiooni · 
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Hermann W'eyl 
9. XI 1885-8. XII 1955 



ENSV TA Küberneeti!w Instituudi direldor Boris Tamm (vasa/wl) ning teadus· 
ala asedirel?torid Hillar Aben (lwskel) ja Ivar Petersen. 

Sulev Ulm do/doritööd lwitsmas. 



teoori(:lle pühendatud raamatut «Riemanni pinna idee» (Die Idee 
der Riemannschen Fläche, 1913). 

Töö raamatutega vaheldus tööga originaalsete artiklite kallal, 
mis olid pühendatud nii vanadele uurimisaladele (rühmateooria, 
algebra, sümmeetria printsiipide füüsikalised rakendused) kui 
ka uutele teemadele. 1951. aastal tegi Weyl ühes suures artiklis 
«A half-century of mathematics» kokkuvõtte «matemaatilisest pool· 
sajandist». Raske oleks leida teist autorit, kellel oleks olnud roh
kem õigust selliseks esinemiseks ja kes oleks võinud seda teha 
paremini. 

Samal aastal kolis \Veyl USA-st Zürichisse, kuid endistviisi 
külastas aeg-ajalt Princetoni, säilitades tihedad sidemed selle 
linnakese matemaatikutega. 

Tagasipöördumine armastatud linna, kust ta lahkus rohkem 
kui 20 aastat tagasi, kus möödus ta noorus ja kus ta saavutas 
esimese hiilgava edu, tegi Weyli õnnelikuks ka veel sellepärast, 
et ta ·kuulis uuesti tänavatel saksa keelt, millesse ta oli kirgli
kult kiindunud -- isegi USA-s tundis Weyl ennast sakslasena. 
Kuid elada Sveitsis ei olnud antud tal enam kaua. Tal õnnestus 
veel avaldada rida huvitavaid artikleid, raamat «Sümmeetria» 
(Symmetry, 1952) ja kirjutada oma elulugü, millele ta andis peal
kirja «Tunnetus ja teadvus» (Erkenntnis und Besinnung). Viima
ses jutustas ta oma filosoofilistest ja üldteaduslikest kiindumus
test. 

Weyli viimane avalik esinemine oli 1954. aastal rahvusvaheli
sel matemaatikute kongressil Amsterdamis, kus ta tervitas noori 
matemaatikuid teadlaste vanema põlvkonna poolt. 

1955. aasta novembris toimus Zürichis suur bankett Weyli 
70. sünnipäeva tähistamiseks. Otsustati välja anda \Veyli «Kogu
tud teosed»; mida aga juubilari! ei õnnestunud enam kätte võtta -
ta suri· 8. detsembril 1955 Zürichis, vähem kui kuu aega pärast 
juubelit. . 

H. Weyl mõtles palju ja kirjutas palju matemaatikast, tema 
kohast inimeste teadmiste ja tegevuse süsteemis. H. Weyl ei 
olnud ainult matemaatik, ta oli ka filosoof. Ta reageeris elavalt 
teaduse arengus esileker.kivatele probleemidele. Veendumus tea
duse objektiivsusest, resultaatide väärtusest ja usaldatavusest ise
loomustavad iga tõelise teadlase, ka Weyli loomingut, mille keskne 
suund koondub sümmeetria üldise mõiste ümber. Kui meil täna
päeval on ülevaade sümmeetria tähtsusest matemaatikas j? füüsi
kas, siis selles on vaieldamatult suur teene H. Weylil. Nähtust, 
mida käsitletakse sümmeetriana, uurib ta mitte kui inimmõtte 
suvalist loomingut, vaid kui reaalse tegelikkuse avaldusvormi, 
mis esineb elavas looduses, keemia valdkonnas, füüsikaliste prot
sesside sfääris, krista 11 ide maa ilmas, kunstis. Matemaatilised teoo
riad on tegelikkuse fakte peegeldava sümmeetria mõiste täpsus
tamise vahendiks. 

8 Matemaatika ja k<Iasaeg XVIII 1 1;3 



JAAN DEPMAN 

17. VII 1885 - 26. VII 1970 

Leningradis suri oma kaheksakümne kuuendal eluaastal Ees
tist sirgunud silmapaistev teaduse ja kultuuri ajaloo uurija, tee
nekas matemaatikaprofessor Jaan Depman. 

Peatumata siin pikemalt J. Depmani elu ja tegevuse üksikasja
de!, mida on juba tutvustatud käesoleva sariväljaande varase
mas numbris (Matemaatika ja kaasaeg, VIII, 1965, lk. 97 -99) 
ja ka mujal (Eesti Loodus, 1970, nr. 12, lk. 767), iseloomustarne 
siin lähemalt kaht suunda tema loomingus: 1) uurimusi . mate
maatika ajaloost Eestis, 2) metoodilisi ja populariseerivaid abi
materjale matemaatika õpetajale ja õppijale. Eeskätt need suunad 
pakuvad huvi Eesti NSV lugejale, olles ühtlasi põhilisemaieks 
J. Depmani mitmepalgelises pärandis. 

Enne J. Depmani töid oli matemaatika ajaloost Eestis teada 
vaid katkendlikke andmeid. Need puudutasid üksikute XIX sajan
dil Tartus tegutsenud matemaatikute elu ja tegevust. Oldkäsit
lused aga puudusid, samuti ei olnud midagi teada matemaatika 
ajaloost Eestis enne XIX sajandit. Viimast lünka asuski esime
sena täitma J. Depman. Oma raamatu «Jutustusi matemaatikast» 
eestikeelse tõlke (Tallinn, 1956) jaoks spetsiaalselt kirjutatud 
lisas «Matemaatika Eesti NSV territooriumil» tutvustas ta Tal
linna «arvutusmeistrite» tegevust XVI II sajandil ja nende koos
tatud «rehkendusraamatuid». Esitatud andmeid täiendas ta oma· 
raamatus «HcTopHH apmpMeTHKH» (ilmunud kahes väljaandes 
1959 ja 1965) . 

Suurt tähelepanu osutas J. Depman matemaatika ajaloole 
Tartu ülikoolis XIX saj and il. Eriti põhjalikult on ta käsitlenud 
perioodi 1802-1820 koguteose «HcTopmi oTeqecTBeHHoi1 MaTeMa
THKH» II köites (Kiiev, 1967). Sel perioodil oli matemaatika õpe· 
tamine Tartu ülikoolis veel põhiliselt astronoomiiiste huvidega 
isikute käes ja piirdus enamasti elementaarmatemaatikaga. Kahes 
oma artiklis ( 1955, 1956) käsitles J. Depman mater j al e seoses 
ühe tähelepanuväärse episoodiga: C. Fr. Gaussi kutsumisega 
1809. a. Tartu ülikooli matemaatika- ja astronoomiaprofessoriks 
(seda kutset Gauss kahjuks ei kasutanud). Tollal ülikooli lõpe
tanuist köitis J. Depmani tähelepanu eriti K. Kupffer, kes aasta
tel 1833-1834 andis Tallinnas välja esimest venekeelset elemen-
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taarmatemaatika ajakirja. Seda ajakirja ja selle koostaj at on 
ta tutvustanurl ühes oma artiklis (1951). 1821. a. Tartusse tul
nud prof. lvt Bartelsile on J. Depman pühendanud artikli (1950L 
kirjutades temast esmajoones kui N. I. LobatSevski õpetajast 
Kaasanis. Väärtuslikku andmestikku matemaatika ajaloo kohta 
Tartus XIX saj andi keskel lisas J. Depmani uurimus ülikooli 
silma pa is tv a kasvandiku, I äti rahvusest K. Petersoni õpin gu aasta
test ja eriti tema kandidaadiväitekirjast, mis valmis 1853. aastal. 
J. Depmani teeneks on ka, et ta koos prof. J. Sarvega desifreeris 
peene gooti kirjaga täiskirjutatud vihiku sisu ja tõlkis selle vene 
keelde. Nimetatud väitekirjas anti esmakordselt pinnateooria kaks 
põhivõrrandit (praegu tuntud Peterson-Codazzi võrranditena). 

i\\atemaatika arengust Tartu ülikoolis XIX sajandi teisel poo
lel on J. Depman andnud episoodilisi, kuid väärtuslikke uurimusi. 
Erilise väärtuse annab neile uute allikmaterjalide kasutamine, 
mida J. Depmanil õnnestus leida Leningradis tsaarivalitsuse 
haridusministeeriumi fondides. Selliseid materjale on kasutatud 
l970. a. «Eesti Looduses» ilmunud ülevaates Tartu füüsikapro
fessori A. Oettingeni elu ja tegevuse kohta, eriti seoses Oettin· 
geni errulaskmisega venestusajal. Tartu ülikooli ajaloo .. seisu
kohalt on huvitav ka samast ajast pärit kirjavahetus siinse mate• 
maatikaprofessori L. K. Lahtini ja haridusministri vahel, mida 
J. Depman tutvustab koguteose «Teaduse ajaloo lehekülgi Ees~ 
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tist I» veergudel. See töö, samuti nagu 1955. a. Leningradi 
A. I. Herzeni nim. Pedagoogikainstituudi toimetistes ilmunud 
artikkel, sisaldab põgusa ülevaate ka matemaatika arengust Tar
tus enne Suurt Oktoobrirevolutsiooni. 

Matemaatika õpetamise metoodika valdkonnas on prof. J. Dep
mani eriliseks teeneks matemaatika ajalukku kuuluva aine esile
tõstmine matemaatika õpetamisel. Otseselt on ta ajaloolise ele
mendi vajalikkust rõhutanud 1948. a. Leningradi Opetajate 
Täiendusinstituudi väljaandel ilmunud töös «11cTopH4eCKIIii 3Jie
MeHT s npeno.LLaBaHHH MaTeMaTHKH». Sama idee läbib aga ka tema 
mitmeid teisi artikleid ja raamatuid, milledest olgu märgitud näi
teks «BocnHTaTeJibHOe 3Ha4eHHe MaTeMaTHKH», «Mepbi II MeTpH4e
CKaH CHCTeMa», «PaccKa3bi 0 MaTeMaTHKe», «PaccKa3bi 0 perneHHH 
3a.LLa4». Viimased oma populaarteadusliku sisuga köitsid laia 
lugejaskonda, mistõttu neid on tõlgitud ka mitmesse väliskeelde, 
nagu hiina, tSehhi ja rumeenia keelde. Lastele kirjutas J. Depman 
rohkesti illustreeritud raamatu «MIIp 4IICeJI». 

Matemaatika õpetamise metoodika alalt köitsid J. Depmanit 
ka mitmed üksikprobleemid. Ajakirja «1\'laTeMaTIIKa B lllKOJie» 
veergudel on ta puudutanud neist kordamise ja juuravaldiste tei
sendamise küsimust. Kordarnisel rõhutab ta viimase sajandi
vahetuse nimeka vene matemaatika õpetamise metoodiku 
S. I. Sohhor-Trotski ideed kasutada kordamiseks sobivalt valitud 
ülesandeid. Juuravaldiste teisendamises ja juurvõrrandite lahen
damises häirivad teda aga mitmed vead, mis esinevad nii meie 
kui ka välismaa raamatutes ja ajakirjades. 

J. Depman tundis suurt huvi koolimatemaatika uuendamise 
vastu. Näiteks tutvustas ta ajakirjas «MaTeMaTHKa s rnKoJie» 
1963. a. Ateenas toimunud rahvusvahelist konverentsi, tõstes 
sealjuures eriti esile rootslaste ettepanekuid. Koolimatemaati
kasse toodavaid uusi teemasid tutvustas ta brosüürides «Oepsoe 
3HaKOMCTBO C MaTeMaTII4eCKO~ norHKOfi» ja «PaccKa3~ 0 CTapoA 
H HosoH: aJire6pe». 

Prof. J. Depman oli seotud ka koolimatemaatika arenguga 
Eesti koolis. 1917. a. Tartus esimesel eesti matemaatika kong
ressil oli ta üks kongressi aktiviste. Sõjajärgsel perioodil esines 
ta matemaatika ajaloo ja matemaatika õpetamise metoodika alas
tel konverentsidel Eesti NSV-s. Ta on juhendanud ja oponeerinud 
matemaatika õpetamise metoodika valdkonda kuuluvaid väitekirju, 
nende hulgas on mitmed väitekirjad, mis on kirjutatud Eesti 
NSV-s. 

Prof. J. Depmani uurimused matemaatika ajaloost ja tema 
populaarteaduslikurl raamatud on äratanud tähelepanu nii Nõu
kogude Liidus kui ka välismaal. Seetõttu mäh~stataksegi suurt 
töömeest austuse ja lugupidamisega mitte ainult Eesti NSV-s 
ja Leningradis, vaid maailma paljudes. kohtades. 

0. Lumiste, 0. Prinlts 
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J. DEPMANI TööD MATEMAATII\AST, SELLE AJALOOST 
JA METOODIKAST' 

Raamatud 

1. Matemaatika sõnad ... Leningrad, «Külvaja», 19:26. 
2. PyccK0-3CTOHCKHfi MaTeMaTHT.JecKHÜ urosapo. 113,1-Bo I IapKoMnpoca. 1928. 
3. Ytie6HHK MaTeMaTHKH .Ll.J1H KOMMYHHCTHT.ICcKoro yHimeponeTa HaUMCHbiliHHCTB 

3ana.n:a. l13,n:-Bo «K.IOJihBaH», 1930. 
4. 113 HCTOpHH MaTeM3THKH. lleTrH3, 1950. 
5. Mepbr H MeTpH'tecKaH CHCTeMa. ,UeTrH3, 1953. 
6. Mepbi n MeTpHT.IecKaH cHeTeMa. Tioeo6ne ,n:.r151 )"'lJITCJ151. Ytine.rr.rH3, 19.54. 
7. PaeeKa3bi o MaTeMaTHKe_ ,UeTrH3, 1954. 
8. Ü Mepax H MCTpHT.IeeKOll CHCTeMe. J13.U-BO «3HaHHC», 1955. 
9. BoaHHroHOBCHHe eneTeMbi Mep n enoco6oa H3Mcpci!IIH nemi4HH. ~'4nc~rH3, 

1956. 
10. Jutustusi matemaatikast. Eesti Riiklik Kirjastus, 1956. 
11. PaccKa3bi o pemeHHH aa!laT.J. ,UeTrH3, 1957. 
12. MeTO.LJ. MaTeMaTHT.IecKoii HH.UYKUHH. YT.Jne.n:ma, 1957. 
13. 11eTopH51 apHCpMeTHKH. YT.Jne.n:rna, 1959. 
14. MHp tiHee.rr. ,UeTrH3, 1963. 
15. TiepBoe 3HaKoMeTBo e MaTcMaTntJccKoii .riomKoi'r. Ha .LI -Bo «3HaHnc», 1963. 
16. PaecKa3bi o pemeHHH aa.Lia4. 2-e .LionoJIH. 113..'1.. JJ,errna, 1964. 
17. HcTopn51 apn<!JMeTHKH. H3JI.-no «TipoenciUCHHC>~. l9G5. 
18. Tiepsoe 3HaKOMeTBO e MaTeM<lTII4CeKOH JIOrHKOÜ. (2-e HCnp. H3.!1..) lb;~-IlO 

«3HaHHe», 1965. 
19. MHp 4HCeJI. Ha.n:-ao «.UcTcKaH .TIHT<>paTypa». 1966. 
20. PaceKa3bi o cTaporr H HOBoi1 aJirc6pc. II:Jri.-no «lLeTcKmi mncpaTypa», 1967. 

Artiklid 

1. JL <1>. MarHHUKHH. - MaTeMaTHKa s, mKo.rrc. 1939, .N'<? 3. 
2. JieoHTHÜ MarHHU.KHH. - MopeKoii e6opHHK, 1940, N!! 1. 
3. 11oraHHee Tpon<!JKe. - MaTeMaTHKa B lliKOJte, 1940, .N'<? 6. 
4. HeJI.aBHO ualiJI.eHHoe cotiHHeune ApXHMC!la. - j\laTcMaTI!Ka B IllKO.'IC, 1940, 

N!! 6 . 
. 5. Hosoe o TIToJieMee. «Tipo6.rreMbi <!Jn3H4eeKo}t rcorpaqHni», H3.J.-BO AH CCCP, 

1941. 
6. Dpoo6paa «6eeeMepTuoro» B poMalle A. ,Uo;~L' ( ~IaTeMaTIJK 1\11. UianL>). Ytt. 

aan. Tie.u. HH-Ta HM. repueHa, 1941, N!! 41. 
7. 11HTerpaJI sepo51THOeTH. «Tipnpo.LJ.a», 1940, N2 Il. 
8. ,UpeBHeHIIIHH BblBOJT. QlOpMyJibl f10JIOBHHH0f0 yrJia. --- J\'\aTCM3TI!Ka B iliKOliC, 

1941, N2 3. 
9. 3a.rr.aqn Ha .rr.e.rreuHe miQllta.n:eif. - MaTeMaTHKa B mKo.1c, 1946, .N'2 2. 

10. BocnHTaTeJibHOe 3Hatiei:Ine MaTeMaTHKH. C6opHnK «06yllcHne H BocnnTaHHc 
B iliKOJie», JJ., 1946. 

11. <l>e.rr.epnro 3upnKsee. «Yenexn MaTeMaTHtieeKIIX HayK», 1947, Bbln. 4 (20), 
eTp. 207-208. 

12. HoBoe o H. VI . .no6atieBCKOM. K Bonpocy o peueii3HH B «Cwlle oTe'!eCTBa,>. 
Tpy.Uhi Hu -Ta neTopmr ecTeeTB., 1948, N2 2, CTp. 561-563. 

1 Käesolevasse nimestikka ei ole võetud J. Depmani populaarteaduslikke 
kirjutisi, mis ilmusid sajandi algul Peterburi Eesti Oliõpilaste Seltsi toimetu
se!, 1920--ndail aastail Leningradis avaldatud ülevaateid eesti töö lisajakirjan
.duse ja revolutsioonivõitluse ajaloost ning viima-stel aastakümnetel. ENSV 
väljaannetes ilmunud materjale mitmetest eesti .kultuuri- ja ühis-konnategelastest 
(C. R Jakobson, E. Vilde, M. Veske, J. Am·elt jt.). 
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13. IlcpemicKa MIIIIHCTpa Ynaposa o JTo6alJeBcKOM. B KII. «MaTepna.ribi ;l.riR 
6l!orpäcpHII JTo6aqcncKoro». Hs.n:-so AH CCCP. 1948. 

I4. HCTopH4CCKHH .3.'TCMCHT B npcno.uasaHHH MaTcMaTHKH. C6opHHK «H.n:cfmoe· 
BOCTIHT<lHHC Y43W.!IXC51». JJ., 1948. 

I5. PyccKuc Y'ICHbie B IlapmKcKoi"! aKaJI,eMHH. «BecnmK Bhrcweü IllKO.'lhi», 1948,. 
N2 Il. 

16. feopr fleTp JloMKHHO. 0 1-l\! H3Jl. «HalJa.ri» 3BK.riHJI,a Ha pyccKOM 5l3biKC. 
Tpy.LI:bi HII-Ta HCTOpHI! CCTCCTB., 1948, J\r!! 2, CTp. 573-574. 

17. 0 ncpsoM nelJaTHOM pyKOBO.LI:CTBe no rcoMeTpHH Ha pyccKoM Hs:E,me. Tpy.n:Lr 
Y!H-Ta HCTOpHH CCTCCTB., 1949, N!! 3, CTp. 378-380. 

18. 3ä6biToe IB.LI:aHIH' «HalJa.ri» EnKJin.n:a Ha pyccKoM R3bJKe. I1CT.-MaTCM. nccJie
li.OnaHHH, 1950, N!! 3, c·!·p. 467-474. 

19. lvt <t>. EapTCJibc - ylJHTC.rib H. I1. JTo6alJeBcKoro. HCT.-MaTCl'v1. Hcc.r~e.n:ona-· 
HIIH, 1950, N!! 3, CTp. 475-485. 

20. Vene ja nõukogude matemaatikute hiilgavad saavutuseel arvuteoorias. 
-Nõukogude Kool, 1951, nr. 5, lk. 274-280. 

21. Vene ja nõukogude matemaatikute hiilgavad saavutused arvuteoorias. -
Nõukogude Kool, 1951, nr. 7, lk. 402-408. 

22. Jlonom-IHTC.rlbi-IbiC cse.n:cHHR o ne.uarornl!ecKoü .rr.eHTC.libHOCTH lv\. B. OcTpo
rpa.ucKoro. I1CT.-MaTeM. HCCJieJI,oBaHH5Ji, 1951, N!! 4, CTp. I60-170. 

23. PyccKHe MaTeMaTElJCCKHe )Kypna.ribi .UJIH Y'IIITC.riH. - J\1\aTeMaTHKa B mKoJie, 
I95I, N!! 6, CTp. 9-22. . . 

24. Kap.rr J\1\nxai.fJIOBH'I IleTcpcon H ero KaH.UH.LI:aTCKasi .n:uccepTaiJ,HH. HcT.-l\taTeM. 
IICCJie,n:onaHIHI, 1952, N!! 5, CTp. 134-164. 

25. B. A. CTeKJ10B B IlcTep6yprcKOM ynnsepCJneTc. HCT.-MaTeM. ncc.r~e.n:onaHHR,. 
1953, N!! 6, CTp. 509-528. 

26. 3aNJe'laTC.ilbllbiC UJaB511lCKl1E:' BbJllJiC.'IHTCJIH r. Bera H 5I. <t>. Ky.rmK. 11cT.
!\13Te111. HCCJIC.UOBaliiiH, 1953, N!! 6, CTp. 573-608. 

27. K 6Horpacpmr C. B. KonaJICBCKOJ"r. HcT.-MaTeM. Hcc.r~e.n:osaHHR, I954, N!! 7,. 
crp. 7I3-715. 

28. HsaH KosbMHlJ AH.n:poHoB (}V\aTeMaTIIK-MCTO.LI:HCT. K 60-.rieTHIO co JUIH po)l{
.n:emm). - lvLneMaTHKa 13 lUKOJIC, 1954, N!! 5, eTp. 71-73. 

29. «feoMCTpHH npaKTHKa». I1cT.-l'vraTcM. Hcc.r~e.n:onaiiHH, 1955, N!! 8, CTp. 620-
629. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 
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flepBbJÜ pyccKHfi .LI:OKTOp M3TCMaTHlJCCKHX Il<lYK Ilapi!)KCKOfO YIHIBCpCHTeTa. 
I1cT-r-t.aTeM. HCC.riCJlOBaHIIH, 1955, M 8, CTp. 630-635. 
H3 JICTopmr MaTeMaTHKH 13 JleprrTcKOM (IOpbcBcKoM) yHimepcHTeTe. JT.,_ 
YitJ. 3an. Ile,a,. HH-Ta, 14, <1>113.-MaTeM. <t>-1, 19.55, N~ I, np. 128-137. 
0 cpaKTJ1lJCCKIIX owH6Kax B KIJHrax KJiti'IIIa. JT., Y'l. 3arr. Ilc.rr.. Ilii·Ta, 
14, <l>Hs.-MaTeM. ep-T, I955, N!! I, eTp. I38-142. 
K. <t>. faycc u JlepnTcKo-IOpbeBcKHH yHHBepciiTeT. Bonpochi ucTopmr 
CCH'C'TB. H TCXII., 1956, N~ I, CTp. 241-245. 
H. A. JTHTTpos - YlJHTC.rib H. VI. JTo6CJ.lJC:BCI<Oro. HcT.-!\·IaTel\t. ncc.r~eJ..toBa
HHH, 1956, N!! 9, CTp. 1I1-122. 
Ilcpsoe MaTeMaTHlJecKoe o6Il.J.eCTBo B PoccHH. Tpy,n:hi 3-ro BcecoiOsHoro• 
MaTeJVJ. Cbe3.ua, 1956, T. I, M., 230 (coB!\1. e MoJ10.ll.WHM B. H.). 
BoccTaHOBJICHHC npHOpHTeTa E. EOJibiJ,aHO. JI., YcJeH. 33II. rre~J:. HH-Ta, I7,. 
<llH3.-M<ITCM. ep-T, 1957, N!! 2, CTp. I 1 1-1I8. 
Ilo6e.n:HTe.TJ.h IJHCJla .n-<Pcp;l.HHaH;l JlHH.UeMaH. JT .. Y'ICH. san. Ile.n:. Im-Ta, 17, 
<l>Hs.-MaTeM. ep-T, 1957, N!! 2, eTp. 1I9-I23. 
Bonpocbi rrpcrro.n:asaHHR .3.rieMCHTapHoi1 MaTeMaTHKH Ha nocJieJI.HeM MeJK.uy
Hapo.unoM KOHrpecce MaTeMaTHKOB. - MaTeMaTHKa s mKOJie, 1958, .N'!! 3,_ 
eTp. 77-80. 
YlJHTeJIH H. H. JTo6aqescKoro. JT., Yll. san. Ile.u. HH-Ta HM. fepucna, I958,. 
N!! 197, CTp. I95-2II. 
Borrpocbi JICTüpHH MaTeM.a THKH B nayl!HO-aTeHCTHlJecKo.H: pa6oTc YliHTeJIR. -
MaTeMaTHKa s lllKOJie, 1960, N!! 2, CTp. I7-28. 



41. C.-f1crep6yprCKOe MaTeM3THllCCKOC o6lll.CCTI30. J1crop.-MaTCM. 11CUIC;:lOB3HHH, 
1960, N!! 13, eTp. 11-106. 

42. flo,ZI,roToBKa yY:HTeJieil MareMan1KH AJIH cpeAHeil lliKOJlbi B HopBenm. «Ma
TeMaTHY:ecKoe npocBemeHHe», 1961, Bbll1. 6, eTp. 297-300. 

43. f1pHMeHCHHe 3J1eKTpOHHblX M31l1HH .[lJIH OTbiCKaHHH COBepllleHHbiX Y:HCCJ1. -
MaTeMaTHY:ecKoe npocsemeHHe, 1961, nhm. 6, eTp. 324-327. 

44. HosocTH HayKu o Mepax. - MareMalllKa B lliKOJie, 1961, N!! 3, CTp. 87-88. 
45. MeMAyHapoAHhiH KoHrpecc MaTeM3THKli H Bonpocbr npeno.nasaHHH MaTeMa

THKH, 3.[lHH6ypr, 14-21 asr. 1958 r. - MareMaTHKa B lliKoJie, 1961, N!! 4, 
eTp. 83. , 

46. Meeter ja sekund said uue definitsiooni. - Nõukogude Opetaja, 1961, 
4. veebr. (Lisa: Abi•ks õpetajale nr. 4). 

47. K sonpocy o noBTopeHHH npn npeno,J.aBamm MareMaTHKH. - MaTeMaruKa 
s lliKOJie, 1962, N!! I. 

48. Loogiliste võrrandite lahendamine. - Nõukogude Kool, 1963, nr. 8, lk. 611-
616, nr. 9, lk. 678-681, nr. 10, lk. 749-751. 

49. HJibH CaMyHJIOBHt! CoMHHCKHH. (HeKpoJior). - MaTeMaruKa B lliKOJie, 1963, 
N!! 2, eTp. 85. 

50. PellleHHe JiorHY:CCKHX ypasHeHHH. - MaTeMaTHKa B lliKOJie, 1963, N!! 5, 
eTp. 65-71, 82 . 

. 51. Tipo6JieMbi npeno.nasaHIHI HCTOpim MareManilm B yHI·mepcHTeTax H ne,ZI,aro
rnqecKHX HHCTHryrax. «Tpy,a.hr 4-ro Bceci:03Horo MaTeMaTIIY:ecKoro cbe3,a.a, 
1961». T. II, .n., 1964, eTp. 104 (cosM. e AH,npoi-IOBbiM l1. K 11 PbiÕIIHKO
BbiM K A.). 

-52. TiocJieJI.HHH npoTHBHHK reJIHou.er-rTpiiY:ecKoro MHpoB033peHHH B Poeerm II 

OTKJIHKH Ha ero KHmy. Jl., YLJ. 3an. T1e.n. HH-ra HM. fepu.eHa, 1965, N!! 260, 
eTp. 115-120. 

53. K 611orpaqnm 3i'IJicpa. MaTeMaTHK ( 1707-1783) . .n., Y•L 3311. T1e.n. 1-m-ra, 
1965, N!! 260, eTp. 121-123. 

-54. K paHHei1 HcropHH MaTeMaTHY:ecKoro npocnemeHHH B PoccHH. .n., Y'-1.. 3an. 
T1e.n. HH -Ta, 1965, N!! 260, eTp. 108-114. 

55. Me)!{.[lyHapo,ZI,HaH ceccHH, nocBHW.eHHaH HOBbiM MeTOAaM npeno.naBaHHH rvrarc
MaTHKH. - MareMaTHKa s lliKOJie, 1965, N2 3. 

56. 0 xopolllei1 KHHre. - MareMaTHKa B lliKOJie, 1965, N!! 5, eTp. 92-93. 
-57. 06 H3AaHHHX ,ZI,JIH yY:nTeJici'! MarcMarHKH 3cTOHHll. - MaTeMaruKa s mKoJie, 

1965, N!! 6, CTp. 91-92 . 
. 58. ühest matemaatika ajaloo popul.ariseerimise katsest Eestis. - Matemaa

tDka ja kaasaeg, VUI, 1965, l:k. 82-83. 
59. Esimene teada olev matemaaükaõpetaja Tallinnas. - Nõukogude Ope

taja, 1966, 9. juuli. 
60. 3HaMeHHTHei1lliHe HcropHKII MareManiKH (OepsaH cepHH o63opoB) . .n., Y'l. 

san. TieA. HH-Ta. HM. fepu.eHa, 1967, N!! 301, eTp. 322-344. · 
Sl. MaTeMaTHKa B .UepnrcKoM yHimepcHTere. B c6. «I1cropHH oreY:ecrs. Mare

MaTHKH», T. 2, Kues, 1967, crp. 40-44. 
62. MaTeMaTHKa B .UepnTCKOM yHHsepcHTeTe. B c6. «HcTopHH oreLiecrs MaTe

MaTHKH» T. 2, Kues, 1967, eTp. 138-145 (coBM. e .nyMHCTC 10. r.). 
63. Montucla - matemaatika ajaloo pioneer. - Matemaatika ja kaasaeg, 12, 

1967, lk 108-115. 
64. Täiendusi matemaatika ajaloole Tartu ülitkoolis. Teaduse ajaloo lehekülgi 

Eestis, 1, Tln., 1968, lk. 249-260. · 
65. Moritz Cantor - matemaatika ajaloo suurkuju. - Matemaatika ja kaas

aeg, XVII, 1970, lk. 100-103. 
66. Arthur Oettingen - Tartu ülikooli füüsiJkaprofessor. - Eesti Loodus, 

1970, nr. 9, lk. 551-554. 
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IVAR PETERSEN TEOREETILISE KüBERNEETIKA 
DOKTORIKS 

Küberneetika Instituudi tea
dusala asedirektor Ivar Peter
sen kaitses 17. detsembril 1970 
Tallinnas teoreetilise küberneeti
ka erialal edukalt füüsika-mate
maa tikadoktori väitekirja «Mit
memuutuja funktsiooni identifit
seerimise probleemid». Oponen
tidena jagasid oma retsensioo
nides kiitust tehtud tööle 
professorid V. V. Nalimov ja 
J. I. Hurgin Moskvast, Ukraina 
TA korrespondeeriv liige 
V. S. MihhalevitS ja füüsika
matemaatikadoktor B. N. Pse
nitsnõi Kiievist. 

Selle rõõmsa sündmuse pu
hul eesti matemaatikas on iga
ti sobiv teha tutvust päeva
kangelase endaga. 

Ivar Petersen sündis 26. juu
lil 1929 Tallinnas haritlaste pe

rekonnas. Isa oli insener ja ema õpetaja. Tallinnas möödus ka 
I. Peterseni kooliaeg. Ta a Iustas õpinguid 1936. a. Tallinna Ope
tajate Seminari Harjuiuskoolis ja jätkas 1942. a. Tallinna II Kesk
koolis, mille lõpetas 194 7. a. kuldmedaliga. Sama aasta sügisel 
algas I. Peterseni matemaatikastuudium Tartu Riiklikus Dlikoo
lis, kus ta lisaks põhikursusele õppis fakultatiivselt ka astronoo
miat ning teoreetilist rnehaanikat. Hiljem spetsialiseerus algeb
rale. 1952. a. lõpetas J. Petersen TRD - jällegi kiitusega. 

Juba üliõpilaspõlve lõppjärgus- 1951. a. - algas I. Peterseni 
töö TPI matemaatikakateedris, kus ta 10 aasta jooksul läbi-s ast
med vanemlaborant - assistent - vanemõpetaja - dotsent. 
Küllap oleks edasigi astunud, kui 1960. aastal poleks asutatud 
(esimesena Nõukogude Liidus) meie Teaduste Akadeemia juurde 
Küberneetika Instituut. 
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I. Peterseni pedagoogitööd, nagu ka teisi tema tegemisi ise
loomustab asjalik, eesmärgikindel ja selgesihiline suhtumine oma 
ülesannetesse. Tema poolt neil aastatel esitatud loengukursus oli 
üles ehitatud süstemaatiliselt ja vajaliku rangusega. Samal ajal 
oli see täielikus vastavuses tehnikateaduste nõudmistega. Sellis
tena olid ta loengud eeskujuks noorematele ja ka vanematele kol
leegidele. Tulevase doktori pedagoogitegevust iseloomustas loov 
suhtumine mitmesugustesse õppetööga seotud organisatsioonilis
tesse küsimustesse. Nii näiteks korraldati tema initsiatiivi! põh
jalikult ümber kõrgema matemaatika õpetamine instituudi kaug
õppijatele, kasutati individuaalseid suuremamahuEsi koduülesan
deid jne. Vist ükski tulevane insener ei pääse mööda populaarsest 
Petersen-Roosist, TPI õppejõu H. Roosiga kahasse kirjutatud 
kaheosalisest «Kõrgema matemaatika ülesannete kogust», millest 
nüüd on ilmunud juba kolm trükki. 

Kõige eelnimetatu ja ka mitmete muude tegemiste kõrval kir
jutas I. Petersen kandidaadidissertatsiooni «Vahetatavate rüh
made poolt moodustatud rühmade konstruktsioonist», mida kaitses 
Tartus 1955. aasta juunis. Selles algebraalases töös uuris I. Peter
sen n rühma kaldkorrutist ning tuletas selle abil meetodi ühe 
lõplike rühmade klassi konstru~erimiseks. Dksikasjalikumalt uuris 
ta kahe rühma kaldkorrutist kujutise translatsiooni mõiste abil. 

* 
1960. aasta sügisel võtiis I. Petersen vastloodud TA Küber

neetika Instituudis enda kanda ühe raskemaist ülesannetest -
asus juhtima instituudi arvutuskeskust Et teadusliku kaadri 
põhiosa moodustasid äsja ülikooli lõpetanud noored ja nii lähe
mast kui ka kaugemast ümbruskonnast polnud võtta kogemusi, 
tuli alustada algusest. I. Petersen organiseeris matemaatikute
programmeerijate tööd ja rajas ühe esimestest programmeerijate 
gruppidest meie vabariigis; pani aluse automaatprogrammeeri
mise-aiastele uurimistöödele. Praegu Nõukogude Liidus ja. ka 
raja taga hästi tuntud programmeerimiskeelte MALGOL ja 
VELGOL autorid J\lalle Kotli ja Vello Kuusik võivad end lugeda 
I. Peterseni õpilasteks. 1961. aastal organiseeriti I. Peterseni 
initsiatiivi! Tallinnas elektronarvuti M-3 ekspluatatsiooni ja 
täiustamise alane üleliiduline nõupidamine. 

Teaduse ja praktika vaheliste sidemete arendamiseks juhatas 
]. Petersen ülelinnalist matemaatikute seminari, lõi kontakte 
tööstusettevõtetega, aitas leida ja lahendada praktikaga seotud 
ülesandeid, propageeris kaasaegset arvutustehnikat ja matemaa
tilisi meetodeid - korraldas 1963. aastal loengutsükli «Elektron
arvutid ja programmeerimine», 1966. aastal «Katsete planeeri
mine» jne. Tema sulest on ilmunud hästi loetavad brosüürid 
«Eiektronarvutustehn i ka rahvamaj andust a bistamas» (kaasauto
rid At Kotli ja M. Oper) ning «Katsete planeerimine». 
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Võime sügavalt analüüsida kaasaegse matemaatika ke~r,ukaid 
probleeme on I. Petersenis õnnelikult ühendatud oskusega knresti 
mõista väga eripäraste praktikaülesannete olemust ning leida 
nende lahendamiseks adekvaatseid matemaatilisi võtteid. Tema 
käe all koostatud matemaatilise statistika programmid on leid
nud laialdast rakendamist paljudes Nõukogude Liidu asutustes 
ja ettevõtetes. Tema poolt väljatöötatud pooljuhtdetailide opti
maalse klassifitseerimise meetod on originaalne, annab juba 
praegu märgatavat majanduslikku efekti ning omab eeldusi muu
tuda laialdaselt kasutatavaks meetodiks mitmetes tööstusharudes. 

* 
Kuigi organisatoorsed küsimused nõudsid suure osa ajast, 

jätkus I. Peterseni edukas teaduslik töö. 
Aastatel 1961-1963 avaldas I. Petersen mitu artiklit arvutus

matemaatika valdkonnast. 
Algul uuris ta harilike lineaarsete diferentsiaalvõrrandite raja

ülesannete lahendamist nn. interpolatsioonitüüpi meetoditega. 
Ta konstrueeris kolm uut meetodit, andis nende koondumistingi
mused ja koondumiskiiruse hinnangud Tsebõsovi sõlmede puhul. 

Edasi käsitles I. Petersen ühemuutuja funktsiooni interpolee
rimist tükiti kuuppolünomiaalsete funktsioonidega. Selle inter
polatsioonmenetluse alusel töötas I. Petersen välja harilike teist 
järku diferentsiaa lvõrrandite rajaülesannete ligikaudse lahenda-:
mise uue meetodi ja tõestas selle koonduvuse. 

I. Petersen on vaadelnud ka üldiste mittelineaarsete operaa
torvõrrandite ligikaudse lahendamise probleeme. Ta andis lahen
dusalgoritmid, mis üldistavad diferentsiaalvõrrandite lahendami
sel kasutatavat Runge-Kutta meetodit, ning rakendas neid 
mittelineaarsete funktsionaalide miinimumpunktide leidmiseks. 

Hilisematel aastatel uuris I. Petersen koos E. Raigiga nn. 
ku jutiste meetodit kitsendusiega ekstreemumülesannete ta anda
miseks kitsendusteta ülesanneteks. Nad andsid meetodi teoreetilise 
põhjenduse ja konstrueerisid rea sobivaid teisendusi mõnda tüüpi 
kitsenduste jaoks. 

* 
Eriti viljakaks ja tulemusterikkaks kujunes aga I. Peterseni 

töö matemaatilise statistika valdkonnas. Peamisteks huviobjek
tideks said regressioonanalüüsiga seotud identifitseerimisprob
leemid ja katsete planeerimine. Nende küsimustega hakkas 
I. Petersen tegelema aastatel 1964-1965. Tema esimesed tööd olid 
seotud klassikalise regressioonanalüüsi mudelitega ja nendel 
põhinevate optimiseerimismeetoditega. 

Praktikas kulgevatel nähtuste}, näiteks tehnoloogilistel prot
sessidel on komponendid (sisendandmed) tihti tugevasti korre
leeritud. Selleks, et tuua välja andmetes sisalduvat informatsiooni 
lineaarse mudeli ehitamiseks, kasutas I. Petersen argumentidena 
sisendite peakomponente ja töötas välja vastava meetodi. 
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Edasi huvitus tulevane doktor identifitseeritava mitmen1UU· 
tuja funktsiooni maksimumi leidmisest. Kuna maksirnumpunkti
dele usaldusväärse hinnangu leidmiseks pole tihti piisavalt and
meid, siis pakub suurt huvi ka lihtsalt selle suuna määramine, 
kus funktsiooni väärtused suurenevad. Tavaliselt koostatakse 
tundmatu funktsiooni jaoks lineaarne regressioonimudel ja loe
takse, et funkts~ooni -maksimumpunkt asub mudeli gradiendi 
suuna"s. I. Petersen näitas, et se11iselt talitades saame liiga opti
mistlikurl ·hinnangud: funktsiooni tegelike] väärtustel on tendents 
olla väiksem mudeli väärtustest mudeli gradiendi suunas. Gra
dientsuuna asemel näitas I. Petersen suuna, mis arvestab mudeli 
erinevat täpsust. Muude huvitavate omaduste kõrval on funkt
siponi tegelike vj:ä.rtuste kasvamise tõenäosus selles suunas 
maksimaalne. 

Selle järel asus I. Petersen laiendama klassikalise regressioon
analüüsi mudelit. Regressioonanalüüsi üheks raskeks momendiks 
on asJaolu, et ainult erandjuhtudel võib enne täpselt määrata 
funktsioonide klassi, mille lineaarse kombinatsioonina on kir
jeldatav funktsioon ligilähedaselt esitatav. Sageli võetakse 
Weierstrassi teoreemile toetudes ette poli:inoomide klass. Kui 
ühemuutuja funktsioonide korral on tavaliseit küllaldaselt vaat
Iusandmeid polünoomi kõigi kordajate usaidatavaks määramiseks, 
siis rnitmedimensionaalsel juhul on olukord halvem. Koos polü
noomi astmega kasvab järsult määratavate kordajate arv. 
Funktsiooni kohta pole küllaldaselt informatsiooni, et piirduda 
mõne mittetäieliku polünoomiga. Nende raskuste ületamiseks on 
I. Petersen töötanud kahes suunas. 

Esimene regressioonanalüüsi üldistus seisneb selles, et nõu
takse lineaarse lähenduse adekvaatsust ainult lokaalses mõttes, 
s. o. et identifitseeritav funktsioon oleks iga punkti ümbruses 
aproksimeeritav tuntud funktsionaalide lineaarse kombinatsioo
niga. Sellise lähenemisviisi korral on mudeli kordajad valitud 
aproksimeerimispunkti funktsioonid. Leitakse nihutamata ja väik
seima ruutkeskmise veaga hinnang, mis on lineaarne funktsioon 
vaatiustulemustest Vabaks jääb aproksimeerimispunkti valik ja 
seda asjaolu saab erinevatel eesmärkidel kasutada. Toodud 
mudelit kasutades andis I. Petersen näiteks meetodi mittelineaarse 
programmeerimisülesande lahendamiseks, kui maksimiseeritava 
funktsiooni kohta on teada vaid tema ligikaudsed väärtused 
vaatlustulemustena. 

Teine suund regressioonanalüüsi üldistarnisel seisneb selles, 
et eeldatakse identifitseeritava funktsiooni kuulumist nn. taastava 
tuumaga funktsioonide klassi. See lähenemisviis võimaldas 
I. Petersenil saada kvadratuurvalemite teooriale toeiudes terve 
rea huvitavaid identifitseerimisvalem~id. Näiteks vaatles I. Peter
sen ühemuutuja funktsioonide identifitseerimist juhul, kui vaat
lospunktideks on Tscbõsovi polünoomide nullkohad. Saadakse 
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seos funktsioonide diferentsiaalomaduste ja nende lähenemisel 
tekkiva ruutkeskmise vea vahel. Selline lähenemisviis võimaldab 
funktsioonide diferentsiaalomadustest lähtudes saada aprioorset 
hinnangut vajalike mõõtmiste arvu kohta. 

Eriti tulemusrikkaks osutus taastuva tuuiJlaga funktsioonid~ 
klasside uurimine mitmemuutuja polünoomide identifitseerimisek~ 
sobivate katseplaanide leidmisel. Optimaalsete diskreetsete ).<atse
plaanide täpne leidmine on mitmedimensionaalsel juhul lo_otuse
tult raske ülesanne. Nn. pidevate katseplaanide teooria annab 
diskreetsete katse·punktide asemel mõõdu, mille järgi katse punk" 
tid jaotuvad. Kuid dispersiooni minimaksi mõttes optimaalne pidev 
katseplaan sõltub identifitseeritava polünoomi astmest ja peale 
üksikute erandjuhtude pole teada meetodeid tema leidmiseks. 
I. Petersen leidis, et kui identifitseerimispiirkonnaks on n-dimen
sionaalne ühiksfäär, siis on heade omadustega mõõduks Tsebõsovi 
mõõt. Kõrgete astmetega polünoomide korral on vastav katse
plaan ligilähedaselt sama hea kui optimaalne plaan. Sellega lahen: 
das I. Petersen väga tähtsa probleemi katsete planeerimise teoo: 
rias. Real konkreetsetel juhtudel on I. Petersen leidnud ka Tse~ 
bõsovi mõõdule vastavad diskreetsed katseplaanid. Võrdlemin~ 
pidevate optimaalsete plaanidega näitab, et leitud katseplaanide 
viga ei erine oluliselt vea teoreetilisest alampiirist I. Petersen 
on töötanud välja ka meetodi uute katseplaanide leidmiseks tun
tud katseplaanide otsekorrutisena. 

Kõikidel juhtüdel pöörab I. Petersen suurt tähelepanu teoree
tiliste tulemuste rakendamisele praktikas ja saadud algoritmide 
realiseerimisele arvutil. 

Matemaatilise statistika vallas saadud põhitulemused moodus
tavadki Ivar Peterseni doktoriväitekirja sisu. 

* 
Möödunud aastate jooksul on mitmed I. Peterseni aspirandid 

kaitsnud oma kandidaadiväitekirju: T. Tobias arvutusmatemaati
kast, 0. Jaaksoo adaptiivse juhtimise probleemidest, I. Mauer 
mittelineaarsest planeerimisest jt. Ka praegu juhendab ta mitme 
noore inimese ponnistusi. 

* 
Jah, aga Ivar Petersen kui inimene? 
Väga tore inimene! 

* 
Möödunud aasta detsembris omistati Küberneetika Instituudi 

teadusala asedirektorile Ivar Petersenile doktorikraad. Soovime 
teenekaie matemaatikule ja ühele Küberneetika Instituudi palge 
kujundajal e palju õnne ja ootame uusi mehetegusid. 

Töökaaslased 
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SULEV ULM ARVUTUSMATEMAATIKA DOKTORIKS 

29. oktoobril '1970 kaitses Ta I
linnas ENSV Teaduste Akadee
mia füüsika-matemaatika- ja 
tehnikateaduste osakonna nõu
kogu ees edukalt oma doktori
väitekirja «Uurimusi mitteline·
aarsete operaatorvõrrandite ja 
~ kstreemumülesannete lahendus~ 
a1eetodite alalt» ENSV TA 
Küberneetika Instituudi mate
maatiliste meetodite sektori 
vanem teaduslik ·töötaJa Sule\' 
Ulm. Väitekirja oponeerisid 

füüsika-matemaatikadoktorici 
M. K. Gavurin Leningradist, 
D. E. Allahverdijev Bakuust ja 
G. A. Medvedjev Tomskist. 

Sulev Ulm sündis 26. juulil 
1930 Läänemaal Oru vallas Ja
lukse külas (praeguses Haap
salu rajoonis) kooliõpetaja pere
konnas. Ta lõpetas 1944. aasta 1 
Suure-Lähtru algkooli ja 1949. 

aastal kuldmedaliga Haapsalu I Keskkooli, kus tema matemaatika
õpetajateks olid G. Tooming ja V. Sillandi. Aastatel 1950-1955 
õppis ta TRU Matemaatika-Loodusteaduskonna matemaatikaosa
konnas, mille lõpetas kiitusega. 

S. Ulmi teadusliku uurimistöö põhisuund sai alguse juba üli
koolipäeviiL Selle kujunemisel etendas olulist osa matemaatika
ringi väike töörühm, mille 1953. aasta sügisel organiseeris mate
maatikaosakonna IV kursuse üliõpilastest tollal esimest aastat 
õppejõuna töötav Dlo Kaasik ning mille üheks aktiivseks liikmeks 
oli S. Ulm. Selles rühmas hakati uurima Newtoni meetodile 
lähedasi iteratsioonimeetodeid mittelineaarsete võrrandite lahen
damiseks. Tuginedes prof. G. Kangro loetud suurepärasele 
funktsionaalanalüüsi erikursusele ja U. Kaasiku loetud funktsio
naalanalüüsi lähendosmeetodite erikursusele üldistati need ite-
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ratsioonimeetodid operaatorvõrrandite Jahendamiseks ning uuriti 
nende koondumist' funktsionaa]analüüsi vahenditega. Oldistamine 
võimaldas neid rrieetodeid kasutada ka mittelineaarsete võrrandi
süsteemide ning integraal- ja diferentsiaalvõrrandite lahenda
miseks. 

0. Kaasiku juhendamisel valminud diplomitöös «Mõnede ite
ratsioonimeetodite koonduvusest Banachi ruumis» konstrueeris 
S. Ulm operaatorvõrrandite lahendamiseks neljandat järku täp
susega iteratsioonimeetodi, mis sisaldab operaatori tuletisi kuni 
kolmanda järguni, ning tõestas selle koonduvuse. Kasutatud 
metoodika vpimalqas täpsu~tada ka Newtoni meetodi ja kolman
dat järku täpsusega iteratsiQ.onimeetodite koonduvusteoreeme. 
Diplomitöö hilemused on ilmunud trükis TRO Toimetiste 42. vihi
kus (I 956). Märgime, et samas 0. l(aasiku uurimisrühmas val
misid ka L. Kivistiku ja allakirjutanu diplomitööd, mis hiljem 
on edasi arendatud kandida~div.äitekirjadeks. 

Newtoni meetodile 1 ähedaste iteratsioonimeetodite uurimist 
jätkas ~s; Ulm aastatel 1 956~H:l59 aspirantuuris TPI matemaa
tikakateedri juures, kus tema juhendajaks oli akad. A. Humal. 
Kandidaadiväitekirja «lteratsioonimeetodite koonduvusküsimuste 
käsitlemisest majorantide printsiibil» kaitses ta Tallinnas 1960. 
aastal. Väitekirjas on välja töötatud metoodika · majorantide 
printsiibi abil iteratsioonimeetodite koonduvusteorecmide tõesta
miseks, mille korral eeldatakse võrrandi Jahendi olemasolu. Selle 
metoodika abil on väitekirjas tõestatud rida teoreeme Newtoni 
meetodi modifikatsioonide ja analoogide koonduvuse kohta. Tava
liselt antavate iteratsioonimeetodite koonduvusteoreemide eeldus
test järeldub ka võrrandi Jahendi olemasolu. Kui aga on teada 
võrrandi lahendi olemasolu ja piirkond, kus Iahend asub, siis 
S. Ulmi tulemused võimaldavad sageli näidata iteratsioonimeeto
dite koondumist nõrgematel eeldustel ning täpsustada veahinnan
guid. 

Pärast aspirantuuri lõpetamist asus S. Ulm 1959. aastal tööle 
noorema teadusliku töötajana ENSV TA Energeetika Instituudis. 
ENSV TA Küberneetika Instituudi loomisel 1960. aastal siirdus 
ta koos mehaanika ja rakendusmatemaatika sektoriga sinna. Ala
tes 1963. aastast on ta Küberneetika Instituudi (algul arvutus
keskuse, hiljem matemaatiliste meetodite sektori) vanem teadus
lik töötaja. Vanema teadusliku töötaja kutse anti talle 1970. aastal. 

S. Ulm on Küberneetika Instituudi arvutusmeetodite töörühma 
juhiks. Tema juhendamisel on kaitsnud kandidaadiväitekirja prae
gune TPI õppejõud Heino Koppel ( 1968), tema praegused töö
kaaslased Küberneetika Instituudis Valdur Poli (1969) ja Otu 
Vaarmann ( 1970) ning Eesti Maaviljeluse ja .Maaparanduse Tea
dusliku Uurimise Instituudi teaduslik töötaja Alvar Olm (1971). 
S. Ulm on pidevalt andnud konsultatsioone teaduslikele ja inse-
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nertehnilistele töötajatele matemaatikaalastes küsimustes. Tiheda
maid väliskontakte on tal Saksa DV matemaatikutega.' 

S. Ulm on töötanud Küberneetika Instituudi ametiühingu
komitee abiesimehena ja esimehena. Alates 1967. aastast on ta 
ENSV TA füüsika-matemaatika- ja tehnikateaduste, osakonna 
väitekirjad e kaitsmise nõukogu liige. 

Rea aastate vältel on S. Ulm lugenud TPI-s tunnitasu alusel 
kõrgema matemaatika kursust ja arvutusmeetod\te erikursust 
Koos TPI matemaatikakateedri õppejõu 1\1\. Leviniga on S. Ulm 
kirjutanud «Arvutusmeetodite käsiraamatu» ( 1966) ja «Masina
ehitaja käsiraamatu» peatüki «Matemaatika» ( 1968). 

Küberneetika Instituudis töötamise ajal on S. Ulm järje_kind
lalt jätkanud teaduslikku uurimistööd, mille tulemused ongi kokku 
võetud doktoriväitekirjas. Uurimistöö tulemused on avaJdatud 
aastatel 1963-1970 ENSV TA Toimetistes ilmunud 21 teadusli
kus artiklis ning lisaks veel mõnedes artiklites, mis on ilmunud 
üleliidulistes ajakirjades ja kogumikes. 

Tõuke uuele uurimissuunale S. Ulmi ieaduslikus loomingus 
andsid 1961. aastal ilmunud nõukogude matemaatiku A. S. Ser· 
gejevi ja saksa maiemaatiku J. W. Schmidti suhteliselt väikesed 
artiklid, milles üldistati kõõlude meetod operaatorvõr.randite 
lahendamiseks Banachi ruumides. S. Ulm konstrueeris ka kõr
gemat järku täpsusega iteratsioonimeetodite ja gradientmeetodite 
i nt e rp oI at s i oo n a n a l o og e, mille arvutuseeskirjad es on 
operaatori tuletised asendatud vastavate üldistatud diferentssuhe
tega, ning tõestas nende meetodite koonduvuse tema poolt juba 
varem kasutatud majorantide printsiibil. See tõestusmetoodika 
võimaldas S. Ulmil täp~11stada ka Sergejevi ja Schmidti tulemusi 
kõõlude meetodi koondumise kohta. 

·Sammuks edasi S. Ulmi uurimustes on St ef fe n s e n i me e
to d i üldistamine operaatorvõrrandite lahendamiseks 1964. aas
tal. Steffenseni meetod on samuti ruutkoonduvusega nagu New
toni meetodki, kuid tema oluliseks eeliseks Newtoni meetodi ees 
on asjaolu, et temaga arvutamisel pole vaja leida operaatori 
tuletiste väärtusi, vaid ainult operaatori ja selle diferentssuhte 
väärtusi. Näiteks võrrandisüsteemi 

fi( X 1, X2, ... , X n) ·= 0 (i = 1, 2, ... , n) 

lahendamisel Newtoni meetodiga tuleb igal sammul lisaks funkt
sioonide {i väärtustele arvutada veel osatuletiste iJfdiJxi (i, j= 
'= 1, 2, ... , n) väärtused. Sama võrrandisüsteemi lahendamisel 
Steffenseni meetodiga tuleb aga igal sammul arvutada ainult 
n (n+- 1) funktsioonide {i väärtust. See toob kaasa olulisi liht
sustusi võrrandisüsteemide lahendamisel elektronarvutis, sest 
langeb ära vajadus programmide koostamiseks n2 osatuleti5e 
väärtuste arvutamiseks. S. Ulm on konstrueerinud mitmeid Stef. 
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fenseni meetodi modifikatsioone ja analooge ning uurinud nende 
koondumist. Stefienseni meetodi koonduvusteooriat on oma väite
kirjas edasi arendanud S. Ulmi aspirant H. Koppel, kes üldistas 
operaatorvõrrandite lahendamiseks Aitkeni meetodi, mis erijuhuna 
sisaldab Steffenseni meetodi. 

Mittelineaarsete operaatorvõrrandite lahendamisel kõõlude 1• 

Newtoni, Steffenseni jt. seda liiki meetodite abil tuleb igal iterat
sioonisammul lahendada lineaarne operaatorvõrrand või leida 
vastava pöördoperaatori väärtus. S. Ulm konstrueeris 1967. aas
tal Newtoni ja Steffenseni meetodile lähedasi iteratsioonimeeto
deid, mille korral kasutatakse p öö r d op era a tori j ä rk j ä r -
gu I i s t a proksimeer im i st. Doktoritöö kaitsmisel ütles 
~i\1. K. Gavurin end varem olnud arvamusel, nagu võiks konst
rueerida ainult selliseid ruutkoonduvusega iteratsioonimeetodeid, 
mille igal sammul tuleb lahendada lineaarseid operaatorvõrran
cleid. S. Ulmi konstrueeritud meetodid lükkasid selle arvamuse 
ümber. Põhjalikumalt on uurinud pöördoperaatori j ärkj ärgulisele 
lähendamisele tuginevaid iteratsioonimeetodeid S. Ulmi aspirant 
0. Vaarmann. 

Diferentssuhteid sisaldavate iteratsioonimeetodite konstrueeri
mise, uurimise ja rakendamise käigus töötas S. Ulm välja ü I d i s
ta tu d d i f e r e nt s su h et e t e oo r i a a Ius e d E anaehi ruu
mis. See teooria on tema doktoriväitekirja tugisambaks. Põhilised 
tulemused üldistatud diferentssuhete teoorias sai S. Ulm 1966. aas
tal ning samal aastal ta tutvustas seda teooriat ja selle rakendusi 
oma ettekandes rahvusvahelisel matemaatikute kongressil Mosk
vas. 

S. Ulm analüüsis esimest järku üldistatud diferentssuhte 
varem kasutatud definitsioonide puudusi ja voorusi ning definee
ris selle mõiste nii, et ühelt poolt oli suhteliselt lihtne arendada 
iteratsioonimeetodite teooriaid ning teiselt poolt nende meetodite 
rakendamisel konkreetsete võrrandisüsteemide lahendamiseks 
saada sobivaid arvutusalgoritme. Edasi defineeris S. Ulm sobival 
viisil ka kõrgemat järku üldistatud diferentssuhted ning andis 
Banachi ruumides Newtoni interpolatsioonivalemi mitmeid üldis
tusi, mis on põhivalemiteks iteratsiooniprotsesside konstrueerimi
se! ja uurimisel. Ta näitas võimalusi diferentssuhete konstrueeri
miseks konkreetsete operaatorite ja funktsionaa Iide jaoks, mis 
sageli esinevad rakendustes. 

Alates 1966. aastast on S. Ulmi tähelepanu köitnud iteratsiooni
meetodid funktsionaalide lokaalsete ekstreemumite leidmiseks, 
eriti optimaalse juhtimise ülesannete lahendamiseks. Difere.ntsee
ruva funktsionaali f (x) ekstreemumkohad on teatavasti operaa
torvõrrandi G (x} ·= 0 lahenditeks, kus G (x) ·= gr ad f (x). See
tõttu saab ekstreemumülesande lahendamisel kasutada näiteks 
kõõlude ja Steffenseni meetodit. Seejuures tuleb aga arvutada 
fooktsionaali gr adiendi (tuletise) väärtusi. Dldistades S e h mi d t i 
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me eto d it ühe muutuja funktsioonide ekstreemumite leidmiseks, 
konstrueeris S. Ulm 1968. aastal funktsionaalide ekstreemumite 
leidmiseks selliseid iteratsioonimeetodeid, mille rakendamisel ei 
tule arvutada funktsionaali gradiendi väärtusi, vaid ainult selle 
esimest ja teist järku üldistatud diferentssuhete väärtusi. Lähe
malt uuris ta nende meetodite rakendamist optimaalse juhtimise 
ülesannete lahendamisel, kusjuures tõsiseid raskusi _tuli ületada 
sobivate diferentssuhete konstrueerimise!. S. Ulmi aspirant V. Polt 
vaatles põhjalikumalt seda tüüpi meetodite rakendamist mitme 
muutuja funktsioonide ekstreemumite leidmisel. 

Praktikast kerkinud mittelineaarse planeerimise ja diskreetse 
optimaalse juhtimise ülesannetes tuleb minimiseerida või, maksi
miseerida paljude argumentide funktsioone. Argumentide suure 
arvu korral on selliste ülesannete lahendamine väga raske. R. Bell
manni väljendi järgi tuleb siin võidelda «mitmedimensionaalsuse 
needusega». Viimasel paaril aastal on S. Ulm peatähelepanu 
koondanud meetoditele, mis aitavad võidelda selle «mitmedimen
:sionaalsuse needusega» ning ka siin saanud mitmeid olulisi tule
musi. 

S. Ulm on aastatel 1969-1970 välja töötanud uusi meeto
-deid ja skeem e nn. h i e { a r h i 1 i s e k s ehk m it me n ivo o 1 i
:sek s op t im i s e eri mi sek s. Kahenivoolise optimiseerimise 
korral jaotatakse lähteülesanne reaks väiksemateks osaülesanne
teks, mis sõltuvad teatavaiest parameetritest. Parameetrid tuleb 
leida nii, et saame lähteülesande optimaalse lahendi. Parameet
rite leidmiseks moodustatakse iteratsiooniprotsess, mille käigus 
lahendatakse osaülesandeid. S. Ulm näitas, et iteratsiooniprot
sessi moodustamisel saab edukalt kasutada kõõlude, Steffenseni 
jt. sellelaadilisi meetodeid. Kui ka osaülesanded on küllaltki suu
red, siis võib neid omakorda jaotada veel väiksemateks ülesanne
teks, mis annab juba kolmenivoolise optimiseerimise jne. 

1970. aastal on S. Ulm välja töötanud a gregeer im i s
m e e t o d i j u h t i m i s t e s u b o p t i m a a l s e k s s ü n t e e s i k s. 
Agregeerimismeetodi korral asendatakse suuremõõtmeline otsi
tavate vektor väiksemamõõtmelise vektoriga. mis on moodustatud 
lähtevektori lineaarkombinatsioonidest. Vaiksemamõõtmelise opti
maalse juhtimise ülesande lahendamise teel leitakse lähteülesande 
suboptimaalne juhtimine. S. Ulm on andnud algoritme sobivate 
lineaarkombinatsioonide moodustamiseks. 

Need on mõned suletõmbed S. Ulmi uurimistööst, mis jätkub 
suure intensiivsusega eriti optimaalse juhtimise ja mittelineaarse 
planeerimise lahendusmeetodite väljatöötamise alal. 

E. Tamme 
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RAHVUSVAHELINE MATEMAATIKUTE KONGRESS ICA1 NIZZA 1970 

ü. Lumiste 

Järjekordne Rahvusvaheline lvlate
maatikute Kongress (International 
Congress of Ma thematieia ns). see1kord 
juba kuueteistkümnes 1• peeti 1.-10. 
septembrini 1970 prantsuse kuurordi
ja ü]i.koolilinnas Nizzas. Kongressist 
võtsid osa ligikaudu 3000 matemaati
kut maailma paljudest maadest. NSV 
Liidu delegatsiooni koosseisus oli 
107 matemaatikut. eesotsas akadeemi
kud 1\l. A. Lavrentjev, L. S. Pontrja
gin. S. L. Sobole\' ji. Eesti NSV 
rna temaatikuid seekord kongressil c·i 
olnud. 

Kongress avati 0:izza 0Jäitusepa
lees (Palais d Exposition) I. septemb
ril. Kongressi presidendi Jean Leray 
avasõnale järgnes organiseeriva ko
miiee presidendi Jean Dieudonne sõ
navõtt. Prantsuse \'alitsuse esindaja 
Olivier Guichard'i ja Nizza linnapea 
tervitustele järgnes Fieldsi preemia 
värskeie laureaatide autasustamiJ;Ie. 
Senisele 14 laureaadile 2 lisandusid: 
S. P. I\'ovikov 3 (NSVL). J. Thornp
son !USA). A. Baker (Inglismaa) ja 
H. Hinonaka (USA). 

Kongressi töö oli korraldatud järg
miselt. Hommikupooliti olid Näituse
palees plenaaristungid, millel esitati 
tavaliselt kaks ühetunnilist ettekannet. 
Pärastlõunatel oli töö sektsioonides, 
kus peeti 15-minutilisi ettekandeid 
avaldatud programmi ja teeside koha
selt ning seminarides, kus väljakuulu
tat~d ainevaldkoonas oli igaühel sõna
võtuõigus. 

1 Eelmiste kohta vt. 1\'\atemaaüka 
ja kaasaeg, XI l,. 3-15. .. 

2 Vt. Eesti Nõukogude Entsuklo
peedia, 2. kd., 1970, lk. 313. 

3 Vt. .\ilatemaatika ja kaasaeg, 
XIV, 106-107. 
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Kongressi ·prograJ!lmis olid järgmi
sed plenaarettekanded (loetelu on an
tud esitamise järjekorras): 
S. S. C .her n. Difereil1tsiaalgeorneet
ria~ tema möödunu ja tulevik. 
r. Kat o. Kiirguse teooria ja pideva 
spektri häiritus. . ..... 
E. 1\-\. St e i n. Harmoonil!se analuusi 
mõningad probleemid seose,s sümme,~t
riliste ruumidega ja pooll!htsate ruh
madega. 
R. B ott. 1 ntegreeruvuse topoloogili-
sed obstru1ktsioonid. . 
H. J. K e i s I e r. N\udelite teoona. 
C. T. C. \V a II. Geomeetriline ~apo
loogia: muutkonnad ja struktuund. 
L. S. P on tr j a g i n. Diferentsiaal-
mänqud. 
P. A. Gr i f i it hs. Transtsendentsed 
meetodid algebralises geomeetrias. 
G. I. Ma r ts u k. Arvutusmatemaa-
tika meetodid ja probleemid. 
\V. Fe it. Praegune olukord lõpli·ke 
lihtsate rühmac!e teoori;.1s. 
A. Baker. Efektiivsed meetodid ar
vutooorias. 
I. Iv\. G elf an d. Lõpmatute Lie al
gebrate .kohomoloogiad: uued vaate
kohad integraa 1 geomeetria s. 
R. W. F Jo y d. Algoritmide korrekt
suse kontrollimine. 
0. B. L up a nov. Kontrollisüsteemi
de keerukuse 3sümptootilised hinnan
gud. 
R. G. S w an. Algebraline K-teooria. 
W. B r ow d e r. l1\uutkonnad ja homo-· 
toopiateooria. 
L. H ö r m a n d e r. Lineaarsed dife
rentsiaa !operaatorid. 
l. Ta te. Sümbolid aritmeetikas. 

Sektsioone töötas kongressil kuus. 
kuid nad olid väga ebavõrdsed oma. 
ulatuselt. Seda näitab kasvõi alasekt"" 



sioonide hulkade võrdlemine. Kuigi 
sektsioonidele A, B, e, D, E ja F ei 
olnud programmis antud nirnetusi ja 

• viimased olid vaid alasektsioonidel 
(näit. e3. Diferentsiaalgeomeetria), 
siiski võib antud kuuele tähele anda 
tingliku sisu järgmiselt: 

A. Matemaatiline loogika. 
B. Algebra ja arvuteooria (6 ala

sektsiooni). 
e. Topoloogia ja diferentsiaalgeo

meetria (5 alasektsiooni). 
D. Analüüs ja funktsiooniteooria 

( 12 alasektsiooni). 
E. Rakendused füüsikas, mehaani

kas, statistikas jm.. arvutusmatemaa
tika (8 alasektsiooni). 

F. Matemaatika ajalugu ja õpeta
mine (2 alasektsioon i). 

Kongressi lõpuistungil Näitusepa
lees tehti teatavaks Rahvusvahelise 
Matemaatika Assotsiatsiooni juhatuse 

va Jimise tulemused. Assotsiatsiooni 
uueks presidendiks on Sveitsis töötav 
india päritoluga matemaatik K.. ehand
rasekharan, asepresidenticieks L. S. 
Pontrjagin (NSVL) ja H. eartan 
(Prantsusmaa). Rahvusvahelise Mate
maatika Opetamise Komisjoni presi
dendiks valiti H. Freudental (Hollan
di). 

Kongressi tööst vabal ajal korral
dati delegaatidele ekskursioon Nizza 
lähedal asuvasse IBM-i moodsasse 
arvutuskeskusesse ning Vahemere 
rannikul eannes'isse ja Monte-eartosse. 
Tuntuimad kongressist osavõtjad viidi 
ühel konverentsipäevadest erilennukeil 
valitsuse pidulikule vastuvõtule Pariisi. 
Nõukogude Liitu esindasid sellel 
M. A. Lavrentjev ja L. S. Pontrjagin. 

Järgmine rahvusvaheline matemaa
tikute kongress otsustati kokku kutsu
da 1974. aastal Kanadas. 

I(UJUNDITE ERISTAMISE SEMINAR SANGASTES 

E. Tiit 

26.-29. novembrini 1970 toimus 
Sangaste .lossi ruumes asutustevahe
line teaduslik seminar «Kujundite eris
tamine». Selle organiseerijateks olid 
TRü matemaatikud (matemaatilise sta
tistilka ja programmeerimise kateede1 
ning arvutuskeskus) ja sotsioloogid. 

Kujundite eristamisena 1 tuntakse 
arvukaid rnatemaatilis-küberneetilisi 
meetodeid, mida kasutatak•se niihästi 
trüki- kui ka käsi:kirjalise te!ksti luge
miseks mingi masina poolt, hääle (kõ
ne) eristarniseks, meditsiiniliste. tehno
loogiliste või ka geofüüsikaliste kõve
rate «lugemiseks», aga samuti ka me
ditsiiniliseks diagnostikaks arvuti abil. 
Samasse valdkonda kuuluvad sisuliselt 
ka arvukad rühmitamise, klassifitseeri
mise ja taksonoomia meetodid, mida 
sageli rakendatakse õige. mitmes tea
dusharus - bioloogias, geoloogias, 
majandusteaduses, pedagoogikas, sot
sioloogias. Tuleb märkida, et kaasajal 
väga paljude suurernõõtmeliste statis-

1 Vt. A. R i e s e n. Räägime ku
jundite eristamisest - Matemaatika 
ja kaasaeg, XIII, lk. 35-47. 

W.::aülesannde eesmärgiks on leida 
mingi eeSrkiri Iilaterjali ·ldassifitseeri
mise1ks või rühmitamiseks. Erilist huvi 
pakub sotsioloogiliste küsitluste tule
musena saadud materjali rühmitamine 
teatud mõttes ühtsetesse rühmadesse. 
Selletõttu ongi mitmes meie vabariigi 
arvutuskeskuses ning uurimisasutuses 
välja töötatud rühmitamismeetodeid. 
mille realiseerimine on töö mahukuse 
tõttu mõeldav vaid eiektronarvutitel. 

Kuigi seminar oli mõeldud eeskätt 
vabariigi matemaatikutele ni.ng mõnin
gate teiste erialade (eriti sotsioloo
gide) esindajatele, kes puuluvad kokku 
rühmitamise probleemiga, oli osa võt
ma 1kutsutud ka rida nimekaid spetsia
liste teistest liiduvabariikidest. Saabu
nud külaliste seas oli kliherneeHk-aka
deemik A. G. Ivahnenko Kiievist, teh
nikadoktorid J. J. Neimar<k Gorh:i,st ja 
A. G. Frantsuz Leningradist, mõlemad 
arvukate meditsiinilise diagnostika 
alaste matemaatiliste lööde autorid. 
ülevaateettekande tegi I. B. MutSnik 
Moskva Juhtimisprobleemide Instituu
dist, ühest sellealaste tööde ülemaa
ilmselt tunnustatud keskusest. Osavõt-
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jaid oli saabunud veel Moslkvast '(.ka 
lv\oskva ülikooli statistika laboratoo~ 
riumist), Novosibirskist ja mujaltki. 

Suuremat tähelepanu pälvisid veel 
TPI arvutusmatemaatika kateedri juha
taja L. Võhandu, Kiievi küberneetikute 
I. V. Vassiljevi ja V. K Malusenko 

n~ng Tai-tu sotsioloogide A. Murutari 
mng ü. Vooglaiu ettekanded. Viima
sed valgustasid sotsioloogilise mater
jali töötlemisel TRü arvutuskeskuses.. 
saadud tulemusi ja nende tõlgendamist .. 
TRü ma tema atikutest esinesid aspirant 
M. Lanin ja dots. E. Tiit. 

«LIHTSAID JA KEERULISI» 

J. GabovitS 

Nii nimetab oma uut raamatut 
(Kirjastus «Valgus», Tallinn, 1970) 
ülo Kaasik. Autor pakub lahendami
seks 200 nn . .keerdülesannet. Mis need 
on, see selgub juba raamatu eessõnast, 
kus autor ütleb! «Kooli ülesannetest 
erinevad keerdülesanded eeskätt selle 
poolest, et nad pole määratud mitte 
niivõrd teadmiste ja oskuste omanda
miseks, kui just huvitavaks (ja ka 
kasulikuks) ajaviiteks. Keerdülesanne
te lahendamisel pole reeglina tarvis 
mingeid erilisi teadmisi. :küll aga visa
dust ja võimet loogiliselt arutleda.» 

Raamatu peamiseks vooruseks tuleb 
lugeda seda, et ta on jõukohane ja 
huvipa-kkuv igale lugejal~, sõltumata 
erialast, east ning teaduslikust kvali
f ikatsioonist. 

ülesanded on jaotatud kümnesse 
rubriiki. Et rubriikide nimetused on ta
bavalt valitud, siis annab järgnev sisu
kord lugejale hea ettekujutuse, mis 
laadi ülesannete·ga on tegemist. 

1. Arutlegem loogiliselt! 
2. Tõesuud. auspoolikud, luiska-

mid ja jumalad. 
.3. Kes on kes? 
4. N imekaimud. 
5. Täiesti salajane! 
6. Tähed numbriteks. 
7. Aukli-k aritmeetika. 
8 .. M.ängud ja turniirid. 
9. Kui tõenäone on, et ... ? 

10. Loogiline matemaatika. 
ülesannetele eelneb 15-lehekülieline 

sissejuhatus, kus on toodud need mini
maalsed matemaatiHsed teadmised, 
mida on vaja ülesannete lahendami
sel; peale selle on antud kasulikke 
näpunäiteid eritüüpi okeerdülesannete 
lahendamiseks. 
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Suure osa raamatu mahust (pea
aegu 2/ 3 ) võtavad enda alla ülesannete 
lahendused. K.ui ainult osa ülesandeid 
on originaalsed ning näevad esma
kordselt trükimusta, .siis on lahendu
sed autori enda poolt oskuslikult ja. 
läbimõeldult koostatud. Nagu autor 
eessõnas õigusega märgib, moodustab
sissejuhatus ·koos lahendustega keerd
ülesa.nneteala!Se õpiku. 

«Matemaatika ja kaasaja» lugeja 
leiab raamatust ka üht-teist tuttavat: 
üsna mitmed ülesanded on varem siin 
avaldatud. Raamatus jätkub ka (kuigi 
seal seda otseselt l)ole märgitud) üks. 
«Matemaatika ja kaasaja» veergudel 
::~lanud «vägikaikavedamine». Nimelt 
iuhti'i II. Espenberg kord (vt. Mate
maatika ja kaasaeg, XIII, lk. 128) 
tähelepanu sellele, et ühel ü. Kaasiku
poolt rE"g-ulaarseks (üheselt lahendu
vaks) kuulutatud liitmisülesandel (vt. 
IV\atcrn::~alikil ja kaasaeg, XI, lk 113) 
on siiski kaks lahendit, ning tõi sa
mas omakorda 3 näidet regulaarsete· 
lahutamisülesannete kohta. Nüüd näi
tab ü. Kaasik ülesande 108 lahendu
ses, et ka,hel neist on ·koguni kolm 
Jahend it! 

Kuidas töötada raamatuga «Uht
said ja keerulisi»? Eessõnas ega sisse
juhatuses ei juhi autor kahjuks lugeja 
tähelepanu kõige tähtsamale asjaolule: 
ärge vaadake vastust enne ülesande, 
täielikku lahendamist! Lahendused on 
mõeldud mitte tavaliseks lugemiseks, 
vaid lugeja poolt leitud lahenduste 
ja vastuste kontrollimiseks. Lugeja 
saab täismõnu raamatuga töötamisest 
vaid siis, kui tal jätkub visadust üles
annete iseseisvaks lahendamiseks. 



Lenini preemia laureaate 

LENINI PREEMIA TööDE EEST TöENÄOSUSTEOORIA 
PIIRTEOREEMIDE ALALT 

E. Tiit 

Tõenäo.sus,teooria piirteoreemid on 
olnud traditsiooniliseks uurimissuunaks 
Peterburi matemaatikutele juba möödu
nud sajandi !keskpaigast alates. 1 

. P. L. Tsebõscivi tõestatud ia tema 
nime kandev võrraius andis põhimee
todi suurte arvude seaduste tõestami
seks - nii nimetatakse piüteoreeme, 
mi:s väidavad teatavate ju:huslike suu
ruste jadade koondumist .konstandiks. 
Nii näiteks koonduvad suhtelised sag-e
dused tõenäosuseks; sellel tõsiasjal 
baseerub praktilises statistikas kasuta
tav nn. statistiline tõenäosus, milleh 
loeta,kse eksperimentaalselt leitud suh
telist sagedust. Tsebõsovi ja tema õpi
laste A. A. Markovi ja A. M .. Ljaou
novi töödes anti metoodika ka nn. 
~lassikaliste tsentraalsete piirteoreemide 
tõestamiseks - need o,n teoreemid, 
mis väidavad teatud tingimusi rahul
davate sõltumatute juhuslike liideta
vate summa koonduvust normaaljao
tuseks. Niilsugused teoreemid selgita
vad normaaljaotuse erilist osa loo
duses (teatavasti on näiteks igasu
gused mõõtmisvead, samuti väga pal
jud bioloogilised suurused normaal
jaotusega). 

Kuigi ülalkirjeldatud «klas.sikaJi,ste-
1e~ pr'Obleemidele piirteoreemide vald
konnas leiti lahendus juba ammu, on 
piirteoreemid praegugi ·jäänud aktuaal
seks uurimisobjektiks tõenäosusteoo
rias ja tema rakendusalades. Väljendub 
iu nimelt piirteoreemides tõenäosus
teomiale iseloomulik juhuslike näh
tuste massiEsel kordumise! ilmnev sea
dusoärasus. 

ükskõik missuguses konkreetses 
tõenäosusteooria valdkonnas uurija ka 
ei tegeleks, ikka kerkib tema ette prob
leem: analüüsida uuritavat nähtust 
mingis mõttes piiril - olgu selleks 
siis juhusliku protsessi kulgemine kül-
1alt pi:J<a aja möödumisel. summa 
pärast suure arvu juhuslike liidetavate 

1 Vt. N\atemaatika _ja kaasaeg, IX, 
lk. 74-90 ja X, lk. 70-88. 

liitmist, osakese paiknemine pärast 
väga paljude «sammude astumist» jne. 

Kõike seda arvestades ongi mõis
tetav, et Lenini preemia, mis 1970 . 
aastal omistati nõukogude tõenäosus
teoreetikutele, anti nimelt tööde tsükli 
eest piirteoreemide valdkonnas. 

Silmapaistvaimaks teadlaseks vä.r,s
kete laureaatide seas on akadeemik 
Juri Vladimirovits Linnik, NSVL TA 
V. A. Steklovi nimelise Matemaatika
instituudi Leningradi üsakonna labo
ratooriumijuhataja. Akadeemik Unni!ku 
e:-akordsest võimekusest annab tunnis
tust ka tema biograafia aastaarvudes.2 

Sündis (Ukraina1s Beiaja Tserkovi 
külas) 8. jaanuaril 1915; 

Lening-radi ülikooli lõpetas 1938; 
väitekirja kaitses (omistati doktori

kraad) 1940; 
·professorikutse sai 1943; 
rii.klilku preemia sai (töid arvuteoo

ria alalt} 1947; 
NSVL TA korrespondentliikmeks 

valiti 1953; 
rahvusvaheliste statistikainstituutide 

tegevliikmeks valiti: 
International Statistical Institute 
1961, 
Institute of Mathernatical Sta
tistics 1962; 

NSVL TA akadeemikuks valiti 1964. 
Unni'ku trükis avaldatud tööde 

nimekiri sisaldab üle 200 nimetuse. 
Kaalukaimad neist on monograafiad 
aktuaal1sete ning uudsete probleemide 
kohta, tõlgitud ka paljudesse võõrkeel
tesse. Mainigem, et üksnes ajavahemi
kus 1957-1967 on trükist ilmunud 
7 (!) originaalset monograafiat, iga
üks 200-350 leheküljeline (neist vaid 
üks kahe autori ühistöö), Jiosaks veel 
ühe monograafia ümbertöötatud kor
dustrükk. 

A:J<:adeemik Linniku huvialarinfZ on 
lai. Oma uurimusi alustas ta arvu-

2 Vt. Matemaatika ja kaasaeg-, VI. 
lk. 88-89. 
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teooria valdkonnas, püüdes siin anda 
ociginaa lsete meetodite abil lahendusi 
oma raskuse ja lahendamatuse poolest 
kuulsaks saanud probleemidele. 

Kümmekond aastat pärast ülikooli 
lõpetamist, juba tunnustatud teadla
sena arvuteooria alal, huvitu.s Linni-k 
tõenäosusteooriast ning saavutas oma 
esimesed tulemused nimelt piirteoree
mide va.Jdkonnas. Järgnes viljakas 
tegevus kahe teadusharu · piirialal: tõe
näosusteooria meetodite rakendamine 
(nn. dispersioonide meetod) võimaldab 
.saada huvitavaid tulemusi arvuteoo
rias. Edasist loominguperioodi isel-oo
mustab aga huviringi kaldumine tõe
näosusteooria ja matemaatilise statis
Hka suunas. Juri Linni.ku initsiatiivi! 
luuakse statistika laboratoorium Stek
Jovi-nimelise Matemaatika Instituudi 
Leningradi osakonnas, mis saab üheks 
statistikaalase uurimistöö keskuseks 
Nõukogude Liidus. 

Ka tõenäosusteooria ja matemaa
tilise statistika valdkonnas iseloomus
tab Linniku töid vastuste otsimine kee
ruHstele, põhilise tähtsusega problee
midele ja novaatorliku, sageli vägagi 
vo1msa metoodika väljatöötamine. 
Sealjuures on tema tööde temaatika 
avar, ulatudes sügavalt teoreetilistest 
uurimustest tõenäosusteooria, juhus-
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like protsesside teooria ja matemaati
lise statistika põhiküsimuste alalt 'kuni 
nende praktiliste rakendustent majan
d usküsimustes. 

Klassikaliste piirteoreemide vald 
l.,:onda kuulub Juri Linniku uurim~ 
normaaljaotuseks koondumise kiirus .. · 
kohta, kus ta annab efektiivse tä -
sustuse Ljapunovi valemile. Linnikute 
kuulub ka uus originaalne tõestus klas
sikalisele piirteoreemile nn. informat
sioonilise funktsiooni abil. Praktilist 
huvi pakub uurimus suurte hälvete tõe
näosusest piirprotsesside puhul mis 
võimaldab saada varem tuntud 'I-lint
sini, Crameri ja FeJ.Ieri hinnangutest 
oluliselt täpsemaid ja üldkehtivamaid 
tulemusi. 

Kaudselt siia valdkonda kuuluvaioks 
~õiks lugeda ka Hintsini tööd piir
Taoluste (nn. lõpmatult jagunevate 
jaotuste) alal. Siin uurib ta lõpmatult 
jagunevate jaotuste (seal,hu.lgas nor
maaljaotuse) komponentideks lahuta· 
misega seotud küsimusi, tõestades 
muuhulgas, et küllaltki üldistel eeldus
tel funktsiooni {:! kohta järeldub seo.
sest Y = g (X), kus Y on normaaljao
lusega juhuslik suurus, et ka X peab 
olema normaaljaotusega juhuslik suu
rus. 

Olalioodud probleemidega on seo
tud ka statistikast tulenev ülesanne 
- iseloomustada (taastada) jaotust 
mõningate väljavõttefunktsioonide -
nn. statisU.kute - põhjal, uurides sel
leks erinevate statistikute jaotusi ja 
võrreldes neid omavahel. 

Teistest staUsti'kasuundadest, mida 
Linnik on viljelnud, tuleks mainid-3 
eeskätt hüpoteeside kontrolli teooriat. 
Nii kuulub Linnikule rida tulemusi 
Behrens-Fisheri probleemi lahendamisel 
(hüpoteesi H 0 : m 1 = m2 kontrollimine 
juhul, kus mt ja m2 on normaaljao
tuste keskväärtus.ed, kusjuures välja
võtete mahud nt ja n2, samuti disper
sioonid Ot 2 ja a22 on erinevad). 

Toodud ülesande lahendamisel ka
sutas Linnik metoodikat, mis on ra
kendatav laiale statistikaülesannete 
klassile - nn . «häirivate parameetri
tega» ülesannetele. 

Viimasel ajal on J . Linniku tööde 
hulgas olulisel kohal ka katseplanee
rimisega seotud uurimused, · samuti on 
ta andnud .lahendusi mitmele raken
duslikuJe ülesandele. 



UJejäänud kolm laureaati -
lldar AbdulovitS lbragimov (sünd. 

15. juulil 1932 Lening-radis) 
~uri Vassiljevits Prohhorov (sünd. 

15. dets. 1929 Moskvas) ja 
J'uri Anatoljevits Rozanov· (sünd. 

7~ dets. 1934 Moskvas) 
k uluvad nõukogude matemaatikute 
n oremasse põJv:konda. Kõigi nende 
te d laste bi-ograafias on palju ühist: 
Ib agimov on Leningradi üli'kooli (lõ
p as 1956), Prohhorov Ja Rozanov -
M skva ülikooli kasvandikud (lõpeta
sj vastavalt 1949 ja 1957). Kõik nad 
s avutasid lühikese aja jooksul pä
rast ülikooli lõpetamist füüsika-rnate
maafi.kadoktori kraadi ja professori
kutse (Pwhhorov on ika NSVL TA 
kirjavahetajaliig-e), lbragimovi tööko
haks on Leningradi ülikool, Rozanov 
ja Prohhov aga töötavad praegu 
NSVL TA V. A. Steklovi nimelises 
A\atemaatikainstituudis (Prohhorov 
osakonnajuhatajana). 

Kõik laureaadid on umbes 50 tea
dusliku töö autorid ning- on kirjuta
nud (nii üksikult kui ,ka omavahelises 
koostöö,s) rea monograafiaid, eriti 
aktuaalsete 1küsimuste kohta nende 
uurimissuundades. Neist mõned on 
ka mitmesse võõrkeelde tõlgitud. 

Ibragimovi teadusliku tegevuse ise
loomustamiseks tuleb mär,kida tema 
huvi statsionaarsete juhustike protses
side vastu (need on niisugused p-rot
sessid, mille üldiseloom jääb aja kul
gedes teatud mõttes muutumatu.ks: 
igal ajamomendil :kujutab statsionaar
ne protsess sama jaotusega juhusJi.kku 

LOPPES XIX VABARIIKLIK 
TÄPPISTEADUSTE OLüMPIAAD 

Olümpiaadi lõppvooruJe Tartus 
4.-8. märtsini 1972. aastal kog-unes 
217 õpilast vabariigi 71 koolist. Kol
me ,päeva jooksul lahendasid .nad kee
mia, matemaatika ja füüsiika ülesan
deid. Tulemused teihti teatavaks 
8. märtsil ülikooli aulas toimunud 

suurust; seega püsivad näiteks prot
sessi keskväärtus ja dispersioon 'kons
tantsena). 

Statsionaarsete protsesside jaoks on 
Ibragimov tõestanud rea piirteoreeme, 
viima~sel ajal ag-a uurinud ka stat
sionaa'"sete protsesside prognoositavu
sega seotud mõisteid (nn. regulaar
sus! ja täielikku regulaarsust). Samuti 
kuulub Ibragimovile rida töid nor
maaljaotuse kohta (niihästi piirteo
reemide koondumiskiiruse ~kohta kui 
ka Gaussi juhuslike protsesside tõe
näosusteoree;tilistest omadustest). Vii
mased tulemused on 'kokku võetud 
Ibragil'flovi ja Rozanovi ühistöö tule
musena ilmunud monograafias. 

Prohhorovi teaduslikus tegevuses 
on samuti oluline koht piirteoreemi
de~a seotud küsimustel - ta on uuri
nud nn. tugevaid suurte arvude sea
dusi, samuti ka piirjaotuste omadusi. 
Viimase aja loomingut iseloomustab 
huvi teenindusteooria vastu, samuti 
mitmete praktilist laadi statistiHste 
ülesannete (geoloogias, keemias) la
hendamine. 

Ka Rozanovi tööd haaravad ees
kätt piirteoreeme. juhustike p-rotsesside 
kohta. Huvitavad on ka tulemused 
sõltuvale ;uhuslike suuruste summee
rimise kohta, samuti normaaljaotuste 
kohta lõpmatumõõtmelises ruumis. Vii
masel ajal on ka Rozanovi tööde hul
~as oluline koht mitmesu~ustel sta
tistikaaiastel uurimutStel niihästi juhus
lik!:> protsesside statistika kui ka sta
tistiliste hinnangute teooria valdkon
nast. 

piduliikui aktusel, kus võitjatele anti 
üle ka hinnalised auhinnad, mi:s olid 
välja pandud ENSV Haridusministee
riumi, Tartu Riikli'ku ülikooli. Tõra
vere · Observatooriumi, TRü Arvutus
keskuse ja TRü keemialaboratoo-riu
mide poolt. 

Matemaatika ülesaniT1ete lahendami
sest võtsid osa 176 õpilast, neist 67 
eriklasside-st. Tulemused näitasid. et 



harilike klasside õpilased suutsid kül
laltki edukalt võistelda eriklasside õpi
lastega. Individuaalselt osutusid tuge
vamateks: 

8. kl. (33 osavõtjat): 
1. Tiit Pikkat (Tallinna 7. Keskkool), 
2. Rein Lall (Tartu 2. Keskkool); 

9. kl. (54 osavõtjat): 
I. l(alle Kulbok (Nõo Keskkool). 
2. Anto Unt (Tartu 2. Keskkool); 
3. Juri Knjazihhin (Tallinna 15. Kesk

kool); 

10. kl. (33 osavõtjat): 
l. Krista Poolakene (Nõo Kes.kkool), 
2. .Ago Samoson (VÕTU I. Keskkool), 
3. Eve S iilastu (Nõo Keskkool); 

11. k1. (56 osavõtjat) : 
I. Gennadi Olenjev (Tartu 4 . Kesk-

:kooli 10. kl.), 
2. Andrei Talapov (Tallinna 15. Kesk-

kooli 10. kl.); 
3 . Oleg Korsunski (Tallinna 15. Kesk-

. kooli 10. •kl.), 
4; Jüri MetsaJu (Tallinna 42. Kesk-

,kooli 11. kl.), 
5. Priit l(aljapulk (Viljandi I. Kesk-

kooli 11. kl.), 
6. Urmas Haud (Viljandi l. Kesk-

kooli 11. kl.). 

Olümpiaadi .kõigd kolmel alal võis 
teinud õpilastest olid parimad 9. klas
sis Tartu 2. Keskkooli õpilane Anto 
Unt, 10. klassis Nõo Kesk.kooli õpi
lane Krista Poo1akene, lõpuklassis Tar
tu 4. Keskkooli õpilane Gennadi Olen
jev, 8. klassis kahe ala - matemaati;ka 
ja füüsika ·parim oli Tallinna 
7. Keskkooli õpHane Tiit Pikkat. Mate
maati'k<lls ja füüsikas sai parima kooli 
nimetuse ja omandas TRü ränddi.plomi 
Nõo Keskkool (eelmisel aastal Tartu 
2. Keskkool) ning keemias Tartu 
2. Keskkool (eelmisel aa.stal Nõo 
Keskkool). 

Kuigi olümpiaadi lõppvoorust osa
võtjaile olid võistluspäevad pingeli
sed, leiti aega ka enesetäiendamiseks 
ja ·kultuurili-steks meelelahutusteks. Toi
musid ekskursioonid TRU füüsika-· ja 
keemialaboratooriumidesse nin~ .koh
tumised TRü õppejõududega; 8. kl. 
õpilastele korraJdati ekskur.sioon Nõo 
Keskkooli, tkülastati ·teatrit «Vane-
mui.ne». 

A. Vassil 
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UUSI TEADUSE KANDIDAATE 

10. aprillil 1970. a. kaitses oma 
väitekirja «Elastsete-plastsete plaatide 
ja koorikute pärastkriitilise staadiun1· 
analüüs» TRü teoreetilise mehaanik· 
kateedri vanemõpetaja Elmar Sakkov 
Tööd juhendas prof. ü . Lep~k. opo 
neerisid prof. G. Teters (Riia), füüsika 
~natemaatikadokto~ ~ - Nigul C!~llinn1 
Ja dots. V. Zubtsamnov (Kah mn). 

TRü .f\1atemaatikateaduskonna nõ~Ll 
kogu omistas E. Sakkovile füüsika 
matemaaHkakandidaadi teadusli 
kraadi. 

E. Sa-kkov tuletas oma töös uuri
tavate ülesannete jaoks Karmani tüü
pi diferentsiaalvõrrandid, mis on täp
semad võrreldes Lee-Ades'i hüpotee
sist lähtudes saadud võrranditega, sa
muti meetodid nende võrrandite lahen
damiseks . Töö s isa Ida b rea näiteid 
nimetatud meetodite rakendamise koh
ta elastsete-plastsete plaatide ja koori
ku.te pärastkriitilise staadiumi uurimi
sel. 

Elmar Sakikov on sündinud i\lõisa
külas 9. juunil 1941. a. Ta lõpetas 
1959. a. Mõisaküla Keskkooli, kus te-



ma matemaatikaõpetajaks oli Georg 
:Rosenberg. Tartu Riikliku Olikooli 

~
atemaatikaosakonna lõpetas E. Sak

ov 1954. a. Pärast seda asus ta tööle 
RO teoreetilise mehaanika kateedris
' e.sialgu aspirandina (1965-1968), 
ejärel töötas as.sistendina ja vanem
petajana. 

24. aprillil 1969. a. .kaitses oma 
väitekirja «Newtoni meetodi interpo
latsioonanaloogid ekstreemumülesan
nete lahendamiseks» ENSV TA Kü
berneetika I nsti tu udi noorem tea d uslik 
töötaja Valdur Poli. Tööd juhendas 
sama instituudi vanem teaduslik töö
taja S. Ulm, oponeerisid prof. 
G. Kangro ja dots. M. Le,·in. 

ENSV TA füüsika-matemaatika- ja 
tehnikateaduste osakonna nõukogu 
omistas V. Poliile füüsika-matemaati
kakandidaadi kraadi. 

Väiteki-rjas vaadeldakse üldistatud 
diferentssuhete baasil konstrueeritud, 
tuletisi mittekasutavaid kõrgema 
astme koondumiskiirusega iteratsiooni
meetodeid mitme muutuja funktsiooni 
statsionaarsete punktide (Jo ka a lsete 
ekstreemumkohtade) leidmiseks lõpli-
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kudimensionaalses vektorruurnis. Need 
meetodid laiendatakse ka funktsionaa
lide ekstreemumkohtade leidmiseks 
k~nnises kumeras hulgas, s. t. tõketega 
ekstreemumülesannete lahendamiseks. 
Väitekirjas võrreldakse antud meeto
deid neile lähedaste meetoditega eks
perimentide ulatusliku seeria alusel. 

Valdur Poli on sündinud Tallinnas 
lG. juunil 1936. a. Ta lõpetas 1954. a. 
Ta-llinna 20. Keskkooli, kus tema mate
maatikaõpetajaks oli M. Usai. Seejärel 
lõpetas V. Poli 1960. a. Moskva Riik
liku Olikooli matemaatikaosakonna. 
Ta on töötanud ülikooli lõpetamisest 
saadik ENSV TA Küberneetika Insti
tuudis. Samas õppis ta aspirantuuris 
aastatel 1964-1967. Praegu töötab 
V. Poli vanema teadusliku töötajana 
matemaatiliste meetodite sektoris. 

28. mail 1970. a. kaitses oma väite
kirja «Mõnedest pöörd- ja pseudo
pöördoperaatorite järkjärgu'tisel aprok
simeerimisel põhinevatest iteratsiooni
meetodeist» ENSV TA Küberneetika 
Instituudi noorem teaduslik töötaja 
Otu Vaarmann. Tööd juhendas sama 
instituudi vanem teaduslik töötaja 
S. Uhh, oponeerisid prof. G. Vainikko 
ja dots. R Jürgenson. 

ENSV TA füüsika-matemaatika- ja 
tehnikateaduste osakonna nõu:kogu 
omistas 0. Vaarmannile füüsika-mate
maatikakandidaadi kraadi. 

Väitekirjas on välja töötatud ja 
teoreetiliselt uuritud rida uusi iterat
sioonimeetodeid. Pöördoperaatorite ap
roksimeerimine baseerub tõkestatud 
lineaarsete operaatorite iteratiivsel pöö
ramise! ja toimub kahe ideeliselt eri
neva lähenemisviisi alusel. Olenevalt 
lähenemisviisist on saadud kas lineaar
se või kõrgema astme ',koondumis'kii
rusega iteratsioonimeetodeid. 

Osa meetodeid on üldistatud juhule, 
kui tuletisoperaatoril ei ole pöördope
raatorit, vaid eksisteerib ainult pseu
dopöördoperaator ja vaadeldava võr
randi lahendit otsitakse vähimruutude 
mõttes. 

Kirjeldatud iteratsioonimeetodid on 
rakendatavad operaatorvõrrandite la
hendamiseks funktsionaalruumides. 
Väitekirjas on üksikasjalikumalt vaa
deldud nende rakendusi mittelineaar
sete võrrandisüsteemide ja integraal
võrrandi·te lahendamiseks. 
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Otu Vaarmann sündis Tallinnas 
28. novembril 1937, lõpeta.s 1956. aas
tal Tallinna 2. Keskkooli ja astus sa
mal aastal Tartu Riiklikku ülikooli, 
mille lõpetas 1961. aastal arvutusma
temaatika erialal. Pärast ülikooli lõpe
tamist suunati ta tööle ENSV TA 
Küberneetika Instituuti. Ajavahemikul 
15. o•kt. 1964 - i5. old. 1965 viibis 
stazöörina Kiievis Ukraina TA Kü
berneeüka Instituudis, kus täiendas 
end iseõppivate süsteemide alal. Aas
tatel 1965-1968 õppis ta aspirantuu
ris ENSV TA Küberneetika Instituudi 
juures, kus töötab ka praegu noorema 
teadusliku töötajana matemaatiliste 
meetodite sektoris. 

Samal koosolekul (28. mail 1970) 
kaitses oma väitekirja «M.õned numbri
lise integreerimise ekstreemumüles
andech Tallinna Polütehnilise Instituu
di matemaatika kateedri assistent 
Eugen Schatz. Tööd juhendas sama 
kateedri dotsent .M. Levin, oponeerisid 
prof. G. Kangro ja dots. M. Aksen. 

ENSV TA füüsika-matemaatika- ja 
tehnitkateaduste osakonna nõukogu 
omistas ka E. Schatzile füüsika-mate
maatikakandidaadi kraadi. 
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V äi te·kir j as on tuletatud ühe- ja 
kahekordsete integraalide arvutami
seks rida kvadratuur- ja kubatuurvale
meid, mis teatavates funktsioonide 
klas.sicles on parimad (jääkliikrne hin
nang on vähim võrreldes teiste sama 
tüüpi valemitega). On antud eeskirjad 
nende ya !emite täpsuse hindamiseks. 

Eu(Ten Schatz on sündinud Tallin
nas 22. veebruaril 1938. Ta lõpetas. 
1955. aastal Tallinna Il. Keskkooli. 
kus tema matemaati-kaõpetajaks oli 
J. Bahll1al, ja 1961. aastal Tallinna 
Polütehnilise Instituudi. Seejärel töö
L.ls ta Pärnu merekalasadama peainse
nerina I 1961-1963) ia õppis aspiran
tuuris TPI matemaatika kateedri juu
res (!96.3-1966). Alates 1966. aastast 
töötab E. Schatz sama kateedri assis
tendina. 

26. novembril 1970 kaitses Tallin
na Polütehnilise Instituudi üldtehnilise 
kateedri vanemõpetaja Juri Jartsev 
E\lSV TA füüsika-matemaatika- ja 
tehni.kateaduste osakonna nõukogu 
ees väitekirja «Mõningate interpolat
sioonitüüpi meetodite ko~mduvusest ja. 



·\ stabiiLsusest». Tööd juhendas dots. 
A. Särev, oponeerisid prof. G. Vaini•k

\ko ja dots. S. Geisberg (Lenin~rad). 
\J. Jartsevile anti füüsika-matemaatika
kandidaadi kraad. 

Väitekirjas tõestatakse rida teo-
1\eeme interpolatsioonitüüpi meetodite 
Wejeri kollokatsioon~ joonkollokat
sjioon, tavaline kollokatsioon jt.) koon

.cf,uvusest, stabiilsusest ning kollokat
sioonisüsteemide lahenduvusest mitme
suguste funktsionaalvõrrandite puhul. 
Seoses interpolatsioonitüüpi meetodite 
üha suurema kasutuselevõtmisega ja 
nende realiseerimisega elektronarvutitel 
on väitekirjas käsitletud probleemid, 
eriti aga stabiilsuseküsimused, huvi-
pakkuvad ja aktuaalsed. 

Juri Jartsev sündis 5. mail !931 
Leningradi oblastis Oredeii linnas. 
'Lõpetanud 1952. aastal Viljandi 3. 
Keskkooli, kus tema matemaatikaõpeta
jaks oli A. Tanis, asus Jartsev õppi
ma Tartu Riikli'kku ülikooli. Pärast 
ülikooli lõpetamist 1957. aastal töötas 
ia matemaatikaõpetajana Kohtla-Järve 
Mäekeemia Tehnikumis. Alates 1961. 
aastast töötab J. Jartsev Tallinna Po
lütehnilise Instituudi Kohtla-Järve osa
konnas. 
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UUS LEND MATEMAATIKUID 
TARTU RIIKLIKUST üLII(OOLIST 

1970. a. juunis lõpetas TRü Mate
maatikateaduskonna järjekordne lend 
matemaatikuid. Matemaatika erialal 
kaitsti järgmised diplomitööd: 

1. Ait, Olev. Kõrgema kooli juh
timiseks vajaliku informatsioonisüstee
mi loomise alused. (Juhendajad 
E. Rootalu ja T. Kala.) 

2. AI b er t, Manja. ct>aKTopHbiH 
aHaJIH3 B Hcc.1eLI.osaHHI1 ynosJieToo
pcHHocTII 3aBO.[lCKOfO KOJIJieKTHBa. (Ju
hendaja dots. E. Tiit.) 

3. B erk o vi ts, Saja. Hrpbl 1-i 
aBTOMaTbl. (Juhendaja dots. 0. Kaa
siik.) 

4. E I i ng s, Margarete. Simplek
site meelod mittelineaarsete planeeri
misülesannete lahendamiseks. (Juhen
daja dots . 0. Kaasik.) 

5. li e I e rn ä e, Ants. Formalisee
ritud ,keelte rakendusvõimalustest õi
gusnormide uurimisel. (Juhendaja dots. 
I. Kull.) 

6. H i i e sa I u, Urve. Täisarvuli
se plan-eerimisülesande lahendamine 
simplekstabeli täisarvulisuse säilitami
sega . (Juhendaja dots. L. Kivistik.) 

7 . Jo h a r i, Kristin. Elastsete-
plastsete ühtlaselt kuumutatud sinusoi
daalsete kaarte stabiilsusest (Juhen
daja dots. E. Jõg-i) 

8. K e I d e r, Tõnis. Koonduvus 
suunatud perede abil. (Juhendaja prof. 
G. Kangro.) 

9. K ip pa st o, Virn. Tartu elanik
konna de.mograafiline kirjeldus välja
võtt e põhjal. (Juhendaja dots. E. Tiit.) 

10. KuI 1m et, Reet . Määramata 
võrranelisüsteemide täisarvuliste ja 
osaliselt täisarvuUste lahendite leid
mine . (Juhendaja dots. L. Kivistik.) 

11. K ä h r i k, ülo . Mõnede tähe
spektrite numbrilise liitmise ia kalih
reerimise algoritmid. (Juhendaja dots. 
kt. A. Nilson.) 

12. Köbas, !V\arge. Zermelo mõt
tes saavutatud hulkade aksiomaatika. 
(Juhendaja dots. kt. A. Tauts.) 

13. La s s, Helle. Finke!Steini mee
tod Boole'i muutujatega osaliselt täis
arvulise lineaarse planeerimise ülesan
de lahendamiseks. (Juhendaja dots. 
L. Kivistik.) 

14. Lepp, Riho. ühtlase koondu
vuse struktuur suunatud peredega. 
(Juhendaja prof. G. Kangro.) 
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15. Pikk, Jüri. Pingelainete uuri
mine elastses koorikus karakteristiku
te meetodiga telgsümmeetrilise defor
matsiooni puhul. (Juhendaja tehn. tead. 
dr. U. Nigul.) 

16. Puu s e m p, Peeter. Mõninga
te rühmade endomorfismipoolrühma
dest. (Juhendaja dots. J. Jiion.) 

17. R. e b a n e, lngrid. ühest tõe
näosusjaotusest rühmal SO (3). (Juhen
daja van.-õp. T. Möls.) 

18. R. e d i, Kaie. R.ühmitamismee
toditest. (Juhendaja dots. E. Tiit.) 

19. R.äbovõitra, Matj... Juhusli
ke vektorite kategooriad. (Juhendaja 
van.-õp. R.. Tammeste.) 

20. Sik k, Jaak. Fouri.er' kordaja
te keskmiste omadusi. (Juhendaja van.
õp. M. Tõnnov.) 

21. S 1 ap i ·k i e n e, M.arju. Ana-
lüütilisi poolrühmi genereerivate ope
raatorite häiritusest. (Juhenda1a prof. 
kt. G. Vainikko.) 

22. Ta 1 v oja, Viivi. ühest ak
siomaatiliselt määratud korrelatsiooni
kordajate klassist. (Juhendaja van.-õp. 
T. Möls.) 

23. Va Il n e r, Tiiu. Kuuendat jär
ku diferentsiaalvõrrandi rajaülesande 
lahendamine diferentsmeetodiga. (Ju
hendaja dots. E. Tamme.) 

24. Va 11 n e r. Uuno. Summeeru
vatest poolrühmadest (Juhenda ia prof. 
kt. G. Vainikko.) 

25. V i I 1 e m s, Anne. Algoritmili
se keele BCL modifikatsioonist suurte 
diskreetsete informatsioonimassiivide 
töötlemisel. (Juhendajad dots. R Jür
gensan ja T. .Mikli.) 

Riigieksamitega lõpetasid mat~maa-
tikaosa.konna: 

I. Aste 1, Helle 
2. H ä m a r soo, Viive 
3. Kuld, Sirje 
4. L a m m e rt s on, Ilme 
5. Männi k, Vello 
6. Sa 1 u mäe, Jairi 
7. U u st a 1 u. Eda 
Nendele lõpetajatele omistati mate

maatiku kvalifikatisoon. 

Mehhaani·ka erialal kaitsti järgmi
sed diplomitööd: 

I. Hei n I oo, Mati. npo6JieMhi 
OnTHMH3ai.I,HH MHOrOCJIOI1Hh!X c4lepHIJe
CKHX cocy.uoB. (Juhendaja dots. Nemi
rovski.) 
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. , 2. S a k s, Enno-O levi. HeKoTopw1 
3aJJ,atiH · :KpytieHHH · KpyrJihix ynpyrnx it 
ynpyro-nJiaeTHl.JeCKHX cTepLKHeH. (Ju 
hendaja dots NemiJ'ovski.) 

Matemaatika pedagoogilises os~ 
konnas kaitsti järgmised' diplomitööd 

l. A f a n a s j ev, Jüri. Bimetalli 
kaarte elastilis-p]astilisest paindes . 
(Juhendaja van.-õp. K. Soonets.) 

2. H a a v a s a 1 u, Arldres. JõukqJ-
hasuse printsiip koolimatemaatikat. 
(Juhendaja dots. 0. Prinits.) . 

3. J ä rv i st e, Tiiu. Matemaatika 
ja füüsika õpetamise seostarnisest IX 
klassis. (Juhendaja van.-õp. K. Ari
va.) 

4. K a I m e t, Kaarel. Nõt:kete 
plaatide elastilis-plastilisest paindest. 
(Juhendaja van.-õp. K. Soonets.) 

5. K ä h r i k, Tiiu. Kõrgemasse koo
li sisseastujate matemaatikaalaste 
teadmiste nivoost. (Juhendaja van.-õp. 
J. R.eimand.) 

6. L o s s m a n n, ülle. Opilaste 
matemaatikaalaste teadmiste sõltuvus 
õpetaja kvalifi.katsioonist. (Juhendaja 
van.-õp. J. R.eimand.) 

7. 0 i d j ä rv, Hans. B-fokaalne 
ja -poo!fokaalne pseudokongruents euk
leidilises ruumis R4• (Juhendaja van.
õp. L. Tuulmets.) 

8. 0 ja p e rv, Mare. Suurima ühis
teQ"uri ia vähima ühiskordse käsitlemi
sest. (Ju,hendaja as.p. E. Mitt.) 

9. Sepp, Inna. Teooria ja prak
tika iihtsuse printsiip koolimatemaati
kas. (Juhendaja dots. 0. Prinits.) 

10. Te Ila s, Helve. Näitlikustami
se printsiip -koolimatemaatikas. (Ju
hendaja dots. 0. Prinits.) · 

Il. V a g a. Elts. Mõningaid R.i
bacouri kongrruent1side üldis.tusi euklei
dilisest ruumist R3 eukleidilisse ruu
mi R4• (.Juhendaja van.-õ.p. L. ·Tuul
mets). 

Riigieksamitega lõpetasid mate-
maatika pedagoogilise osakonna: 

l. H ir e h on, Helvi 
2. Kivi, Marje 
3. L i p p a r t, Salme 
4. M a I v. Silvi 
5. 0 r g, ·Evi 
6. S i i I ivask, Kalju 
7. S i n ev, Virve 
8. V a i km et s. Tiiu 
9. V a r .i a s, Aili 
Ivlatemaati.ka pedagoogilise osakon

na lõpetajatele anti matemaatiku, ma
temaatika-õpetaja kvalifikatsioon. 



EESTI NSV-S ILMUNUD MATE
MAATIKAALASE KIRJANDUSE 

NIMESTIK 

Oktoober 1969 - september 1970 

(Koostanud M. Suurväli) 

RAAMATUD 

B a 1r on, S., J ü r im ä e, E., R e i -
me r s, E., Sõrmus, T. ja Tõnn o v, 
M. Matemaatilise analüüsi praktikum. 
I. 2. tr. Trt., 1970. 251 lk. (TRü 
matem. analüüsi kateeder.) - Trükitud 
rotaprindil. 

B e kk e r, M. B. Matemaatika olüm
piaadi ülesannete lahendamine. (Met. 
materjal.) Tln., 1970. 168 lk. (ENSV 
Haridusministeerium. ENSV Vabariiki. 
Opetajate Täiendusinstituut.) - Trüki
tud rotaprindil. 

E s p e n b e r g, H. Diferentsiaalar
vutus. Trt., 1970. 52 lk. (EPA.) -
Trükitud rotaprindil. 

Ha n k o, P. Programmeerimine 
MA LG 0 L-süsteemis. Loen gukons pekt. 
Tln., 1969. 94 lk. (TPI arvutusmatem. 
kateeder.) - Trükitud rotaprindil. 

Harjutusi ja ülesandeid keskkooli 
matemaatikakursuse kordamiseks. Tln., 
1969. 64 lk. (TPI matemaatika katee
der.) T.-1. pöördel koost.: 
E. E tv e r k, A. G a r s n e ·k, A. K a s s, 
P. Ka s s, H. Kr us b e r g, M. Te e
ä ä r. - Trükitud rotaprindil. 

J ü r i m ä e, E. Kompleksmuutuja 
funktsioonide teooria. l-2. 2. tr. Trt., 
1970. (TR.O matem. analüüsi kateeder.) 
- Trükitud rotaprindil. 

lk 

I. Elementaarfunktsioonid. 132 lk. 
2. Analüütilised funktsioonid. 138 

Ka as i k, 0. Lihtsaid ja keerulisi. 
[K:eerdülesannete kogu.l Tln., «Val
gus», 1970. 288 lk. 

Kraavi ng, M., Pa I u v e r, N .• 
R ü n k, 0. ja Va I I as, E. Kujutav 
geomeetria. Tln., 1970. (TPI.) - Pa
ralleeltekst vene keeles. - Trükitud 
rotaprindil. 

Harjutusülesanded. 64 lk. 
Lisaharjutusülesanded ehituslike· 

erialade jaoks. 20 lk. 

Kõrgem matemaatika. Programm,. 
metoodiline juhend ja kontrolltööde 
ülesanded. 1-2. Tln., 1969. (TPI mate
maatika kateeder.) - Trükitud rota
princlil. 

1. Kaugõppeteaduskonna I kursu
se üliõpilastele. Koost. E. E tv e r ky 
A. Lõhmus, M. S e e r u, P. Ka s s, 
A. G a r s n e k. 71 lk. 
2. II kursuse kaugüliõpilastele. Koost. 
E. E tv erk, H. R. o o s, T. J õ g i,. 
A. K a s s. 40 lk. 

Lepik, 0. Valitud küsimusi teo
reetilisest mehhaanikast. l. Massipunkti 
mehhaani.ka. 3. tr. T.rt., 1969. 37 lk. 
(TRü teoreetilise mehhaanika katee
der.) - Trükitud rotaprindil. 

. L u i g e 1 ah t, V. Matemaatika töö-
vihik. Tln., 1969. (ENSV Kõrgema ja 
Keskerihariduse Ministeerium. Tead. 
Met. Kabinet.) - Trükitud rotaprindiL 

Ligikaudsed arvutused. 25 lk. 
Sirged ja tasapinnad ruumi,s. 25 lk 

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika õpetajatele ja õppi
·jatele. XVI. Trt., 1969. 206 lk. (TR.ü.) 

Sisu: G. Va i n i kk o. Mõnda funkt
sionaalanali.iüsist I. - U. K: aI ju I ai d. 
Geomeetrilisest meetodist diofantilises ana
lüüsis. - M. P e d a k. Liigsete kitsen
dustega lineaarsed planeerimisülesanded. -
A. Le it e n, lvl. V i it s o. Täisarvulised 
planeerimisülesanded. - V. Tinn. Majan
dusmatemaatika-alasest ettevalmistusest 
Tsehhoslovakkia SV-s. - 0. P r i n i t s. 
l(oolimatemaatika ja kaasaeg. - K. A r i
v a. Lobat§evski geomeetria. - M. Lev i n, 
R. Tr o ~ k o v. Mõningaid valemeid kolm
nurkade kohta. - W. W. Sa w y e r. Mil-
lised on matemaatiku omadused. 
ü. K: aa sik. Dekrüpteerimlsülesanded
(K:uidas lahendada keerdülesandeid II.) -
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M. Va n e m, E. Tamm e. Kuidas õpiti 
lahendama võrra ndeid. ~ U. Ka I j u 1 a I d. 
Võrrandlte lahendamise ajaloost. 

P. Müür s e pp. 90 aastat akadeemik 
L. S. Lelbensoni sfinnist. - Olo Lumiste 
- ',ffiJJslka-matemaatlkadoktor. - -'0. Pr i
n; It s. Prof. Gerhard Rägot mälestades. -

Prof. G. Rägo trükitud tööde nlmestlk. -
U. Ka a s i k, ü. L u m i st e. Rünno Mul
lari. - R. Mullarl. trükis ilmunud tõõd. -
J. Gaiduk, 0.' Prinlts. Professor 
I. K. Andronov 75-aastaRe. - J. I. GIl
d e r m a n, T. I. Z e I e n j a k. Sergei Lvo
vits Sobolev. - ü. L u m i s t e. Akadeemik 
Lev Pontrjagin 60-aastane.- M. A b e I. Aka
deemik Sergei Natanovlts Bern~tein 
E. L u h t, E. Me i d I a, 0. P r i n i ts. 
Eesti nimekatest koolimatemaatikutest ehk 
4 X 70 + I X 60. - Enn Nurmistet mälesta
des. - P. Ka r d. Kas «liikumishulk» või 
~Impulss»? - Uusi teaduste kandidaate. -
J(ülalisloengutega Berliinis. - Järjekordne 
lend matemaatikuid TRü Matemaatikatea
duskonnast. - Järjekordne lend keskharidu
sega matemaatikuid. -- Bibliograafia. -
ülesandeid. 

Materjale keskkooli matemaatika
kursuse kordamiseks. 1-2. Tln., 1969. 
(TPI matemaatika kateeder.} - T.-i. 
pöördel koost.: E. Etv erk, A. 
.G a r s n e k, A. J( as s, P. J( a s s, 
H. J( r us b e r g, M. Te e ä ä r. - Trü
kitud rotaprindil. 

1. Aritmeetika ja algebra 112 lk. 
2. Geomeetria ja trigonomeetria. 

128 lk. 

iVl i 1. t, E. Hulgateooria ja mate
maatilise loogika elemendid. (_Met. ma
terjale fakultatiivtundideks.) Tln., 1970. 
79 lk. (ENSV Haridusministeerium. 
ENSV Vabariiki. öpetajate Täiendus
instituut.} - Trükitud rotaprindil. 

Programme kõigile. 2. ALGOL-mai 
keele ja transJaatori kasutamisjuhend. 

'K.oost. K.. A ä rema a, ü. K. a as i k. 
Trt., 1969. 56 lk. (TRü Arvutuskes
kus.) - Trükitud rotaprindil. 

S õe r d, J. 5.-8. klassi õpilaste 
matemaatikavigade psühholoog-iast. 
Tln., «Valgus», 1970. ~3 lk. (ENSV 
Ped. TUI. 3G.) 

S õ r rn us, T. ja Va i n i k ko, G. 
Harilikurl diferentsiaalvõrrandid. 1-2. 
·2. tr. Trt., 1969. (TRü matem. analüü
si kateeder.) - Trükitud rotaprindil. 

I. 212 lk 
2. 127 lk. 

Ta mm e st e, R. Tõenäosused Hil-
berti ruumides. Trt., 1969. 108 lk. 
(TRü.) -'--· Trükitud rotaprindil. 
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Teoreetiline mehaanika. Prog-rarru11 
metoodi!Jised juhendid ja .kontrolltõõ 
kaugõppe üliõpilastele. Masinaehitus 
peenmehaanika, transpordi ja ehitus

1 

~rialad. Tln., 1969. 95 lk. (TPI teof. 
mehaanika kateeder.) - Trükitud rot4l· 
prindil. 

Tiit, E. Tõenäosusteooria. 1. Loen
gukonspekt 2. tr. Trt., 1970. 320 1~. 
(TRü arvutusmatem. kateeder.) - Tru
kitud rotaprindil. 

Top n i k, E. Teoreetilise mehaani
ka ülesannetest. 1. Staatika. Tln., 1970. 
120 lk. (TPI teor. mehaanika ka
teeder.) - Trükitud rotaprindil. 

Ts e rv ja k o v, V. Matemaatilise 
statistika alused. öppevahend geograa
fidele. [Tlk. ja täiend. U. Pragi.] 
Trt., 1970. 76.lk. (TRü.) -Trükitud 
rotaprindil. 

õ i g 1 a n e, H i 1 .i a. Määramata 
integraal asendusvõttega. [Harjutuste 
kogumik] Trt., 1970. 71 lk. (EPA.) -
Trükitud rotaprindil. 

öppearvuti «Elma-2». Tln., 1970. 
26 lk. (TPI arvutusmatem. kateeder.) 
__:_ T.-1. pöördel .koost.: L. Pr i sk. -
Trükitud rotaprindil. 

Ba ap Ma H II, Ü. lV\. 0 HCKOTOpbiK 
HTepaUHOHHbiX MCTO,li,3X C nOCJie,li,OBa
TeJibHOH annpOKCHMaUHCH· o6paTHbiX 14 

nceB,li,Oo6paTHbiX onepaTOpOB (008). 
AsTopeq)epaT ,..'l.HCC. Ha eoHeKaHHC ylleH. 
CTen. Kan.rr.. cjm:1.-MaT. nayK. TaJimm, 
1970. lG e. (AH 3CCP. CoBcT <j}H3.
MaT. Il TeXH. HayK.) 

Ba ii H H KK 0, r. M. KoMnaKTH<UI 
annpoKCHM3UHH onepaTopoo H npH6JIH
:>Keuuoe perueHHe ypasueuHii. TapTy, 
1970. 192 e. (TfY.) - PoTanpHHT. 

B H x a JI e M, K., M a p r e, K .. 
Ta y T e. T., TH :ü Te, T. n P y y -
6 e Jl b, X. n porpaMMbl no ,li,HCKpeTHOMY 
nporpaMMHpOBaHHIO H CTaHJI.apTHble 
nporpaMMbl, TaJIJIHH, 1969. 88 e. (AH 
3CCP. Hn-T KH6epHeTHKH. TiporpaMMbr 
.ll.JIH 3UBM «MIIHeK 2/22». Bum. 7.) 

11 e M H T, H. HaxOiK,ll,eHHe yr Jiosoro 
ycKopeHHH TCJia B OJIOCKHX 3a,ll,alfaX 
,li,HiiaMHKH TeopeTHlJeCKOH MeXaHHKH. 
TaJIJIHH, 1970. 12 e. (Till1. K.acpe.LI,pa 
TeopeT. M~xaHHKII.) - PoTanpHHT. 



K. y y e li K, B. A., e a p B, 3. H. 11 
X e ii H JJ a, Jl. 3. 83JI roJI-eHeTeMa 
aBTOMaTH3a~HH nporpaMMHpOBaHHSI. 
1-2. (enpaao4HIIK pyKoBO.llCTBo). Ta.1-
JIHH, 1970. (Bbi4HeJIHT. II.CHTp 3PeDO. 
J1H-T 3JICKTpüHHb!X ynpaBJIHIOlllHX Ma
niHH M-aa npH6opoCTpoeHIHI:, epe,llCTB 
3BTOM3TH33II.HH H eHeTeM ynpaBJICHHfl 
CCCP. l1H-T Im6epHeTHKH AH 3CCP.' 
HHTH II n npH elvl 3eeP.) 
PoTanpHHT. 

4. 1. 208 e. 
4. 2. 108 e. 
.n H :H n a, T. B. HeKOTOphle aonpocbl 

COÕCTBeHHbiX KOJieÕaHHH H ycTOH4H
BOCTH OÕOJI04eK Bpaw_eHHSI OTpH~aTeJib
HOH r~yccosoii KpHBH3Hbl (023). AaTo
pccpepaT ,llJiec. Ha COHeKaHHe ytieH. 
cTen. KaH.ll. cpH3.-MaT. HayK. Ta.TIJIHH, 
1970. 16 e. (AH 3eeP. CoBeT cpH3.
MaT. li TeXH. H<tyK.) 

MaTeMantKa. 4. e6opHHK cTaTcii. 
TaJimfH. 1%9. 55 e. (Tpy.llhi TaJI.ITHH
cKoro nomnexH. HH-Ta. eepHH A. 
N~ 280.) - PoTanpHHT. 

Co.ncp)f(.: A. X y Ma JJ. TiapaMeTpll'fC· 
CKa~ CCpHH BapHHHTOB O.UHOR 38.U84H Ha 
MHHHMYM. - IP. B H X Mil H H. 0 eyMMH
poBaHHH O.UHOrO KJJ<leCa 6ceKOHC'lllblX npo

H3Be.UeHHit. - <l>. B H X M a H Il. 0 eXO.UH
NOCTH )lBOHHblX 6eCKOHe4HbiX I1pOH3Be.ne

HHiL - M. J1 e B H H. 06 O.UI!Oll tPOPMYJJC 
.llJJH .UBOltHblX HHTerp~JJOB. - M. J1 e B H H, 

K. 3 H H K e JJ b. 0 Bbl'IHC.1CIIHH HCKOTOpb!X 
k 

CYMM OT U.C.'Ib!X 48eTeH <iJYHKLI,HH -y:z 
M . . n e n 11 n. 06 3eTeTH4ceKoM nTJTnmrHHH 
mo.nefi K MaTeMaTHKe. (Pe:~yJibTaThi onpn

ron.) - 3. IIl a Il,. 3aMC118HHC 06 OJlJIOlf 
3KCTpeMaJJbHOH 3a.Ua4C. 

J\1aTeMaTHKa H Teopent4CCK3fl Me
xaHHKa .. 5. C6opHHK cTaTei-i. Ta.nJIHH. 
J 970. 111 e. (Tpy ,ll,hi TaJI-lHHeKoro no
mncxH. IIH-Ta. CepHH A . .N~ 293.) -
PoTanpmn. 

Co.nep)K.: 1\\. J1 e B 1:1 Ha. 0 CXO.UHMOCTH 
KYC04Ho-nn.1JHHOMHaJJbHbJX npH6JIH)f(eHHii 
l<paeBOH 33.U3LJH. J\'\. J1 C B H Ha. 0 

CpC.UHCKBa.UpaTH4CeK011 OIIIH6Ke .UJJH O.UHOfO 
BM.Ua cpau~eHHbiX QJYHKIJ;Hii. - M. J1 e B H H. 

3. lll a ~. TiocTpOeHHe OJJ;HOH HaHJJY4IIICH 
Ky6aTypolf <tJopMyJJbl - 9. IIl a ~- 0 He
KOTOpbiX MHOf04JICHaX HaHMCHblllero YKJJO

HCHHH B MeTpHKe L 2 • - 9. IIl a ~- HaHJJY'I
JnaH KBa.npaTypHaH <t>opMyJJa .UJJH KJiacea 

(4) 
4>YHKU.Hif w

1 
(M; 0,1). - X. P oo e. 

·q 
Bo3MmKHOCTb paceMoTpeHHH .neiicTBHTeJib
H~X 4HCCJJ H CHCTeM 'lHCCJJ Ha npaKTH

'leCKHX aaHHTHHX no 4HeJJOBbiM PH.UaM. -
T. .71 H ii Ba. 0 co6cTneHHbiX neocecHM-
MeTpH'IHhlX KOJJe6aHHHX 060JJ04CK BpaiJ..J,e-

~HH OTPHU.aTCJihHOH rayeconoA KPHBH3-

Hbl. - A. l..J. H C TH K 0 B a. 0 npHMCHCHHit 
WeTO.Ua raMH.IlbTOHa-5IKo6H B 3a.Ua4aX TeO

pHil ynpyroeTH. A. l..J. neT H K on .a. 
Teopeww B3aHMHOCTH .UJIH .UHHaMH4ecKHX 
CHeTeM e KOHe4HbJM LJHC.JJOM CTeTieHeH CB0-

60.Ubl. L r 0 J1 bC T. 0 KOJJe6aHHHX 
MeXaHH4CCIWif CHeTeMbl e KOHC4Hb1M 4HCJJOM 
CTelleHeH eB060.Ubl TipH .neiieTBHH npepbiB

HOlf TIOBTOPHOfi Harpy3KH. - 0. CH JJ b .U e, 
B. T 11 ii K M a. MeTo.n ypaBHeHHH ao:-i
MO)f{HhiX MOIJ..J,HOeTefi. - X. p e JJ B H K. 06 
O)lHOH 3a.UaLJe Ka4aHHH. 

nporpaMMbl ,ll.JJSI 38M «Minsk-22» .. 
.Nl! 4. CHeTeMa aBTOMaTHLJecKoro npo
rpaMMHpoaaHHH ,ll,.'JJI 3BM «MHHeK-22». 
TaJI.nHH, 1969. 139 e. (3Peno. Bbi-

4He.nHT. u.euTp.) - POTanpHHT. 

nporpaMMbl )lJISI 3UBM «MHHCK-
2/22». 8hln. 7. B 11 x a Jl e M, K., M a p -
re, K.., Ta y Te, T., Tu II Te, T. a 
P y y 6 e .n b, X. DporpaMMhi no .rr.ne
KpenioMy nporpaMMHpOB3HHIO 11 eTaH
.rr.apTHbiC IIporpaMMbl. Ta.nJIHH, 1969_ 
88 e. (AH 3eeP.. HH-T KH6epHeTH
KII.) - PoTanpl!HT. 

nporpaMMbl ,ll.JISI 3U8M «MHHCK-22»
!lbln. 8. JI a a H e - K y y e H K, JJ . .,. 
T a y Te, T. 11 P e 11 r o, M. OcHOBHbre 
nporpaMMbi mnreiinoro nporpaMMupo
samul. f1o.n. pe,n . .M. TaMM. TaJIJIHH,. 
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üLESANDEID ELEMENTAARMATEMAATIKAST 

1. Täisnurkse kolmnurga siseringjoone puutepunkt jaotab hüpotenuusi osa
deks pikkustega a ja b. Leida kolmnurga pindala. 

2. Kauplusse saabus müügile 6 ülikonda vastavalt hinnaga 48, 55, 60, 68, 
76 ja 85 rubla. Esimesel päeval müüdi kolm, teisel päeval kaks ülikonda. Milli
sed ü\ikonnad müüdi teisel päeval, kui on teada, et esimesel päeval saadi 
ülikondade müügist kaks korda rohkem raha kui teisel päeval? 

3. Leida võrrandisütseemi 

I 
Xt + X2X3X4 = lO 
X2 + X1X3X4 = 10 
X3 + X1X2X4 == 10 
X4 + X1X2X3 = 10 

reaalarvulised lahendicl. 

4. Kolmnurga üks nurk on 120° ja •küljed moodustavad aritmeetilise prog-
ressiooni. Tõestada, et küljed suhtuvad nagu 3 : 5 : 7. · 

5. Kolmnurk ABC, mille siseringjooneks on ringjoon keskpunktiga 0 ja 
raadiusega r, rahuldab võrratusi OA ~ OB, OA ~ OC. Leida tipu A geomeet
riline koht. 

KOGUMIKU KUUETEISTKüMNENDA VII-IIKU üLESANNETE 
LAHENDUSED 

ülesande nr. I lahendus. Oletame, et meeskondadest A ja C 'kumbki ei 
mängi finaalis. Siis on ülesande tingimusi arvestades lihtne kindlaks teha, et 
finaalis mängiksid •kolm meeskonda D, E ja F, mis pole võimalik. 

Oletades, et meeskondadest C ja E kumbki ei mängi finaalis, jõuame jäl
legi vastuoluni. 

Samal viisil ülesandes nimetatud ülejäänud paare analüüsides jõuame vastu
.seni: finaalis kohtuvad meeskonnad A ja E. 

ülesande nr. 2. lahendus. Kahekohalised :kümnendsüsteemi arvud osutuvad 
viiendsüsteemis .kas ·kahe- või kolmekohalisteks. 

Olgu abs = ba7. Siis 

Olgu abe5 =eba,. Siis 

5a+b=7b +a. 
2a= 3b, 

a=3, b = 2. 

25a + 5b +e= 49e + 7b + a, 
b = 12a-24c 

a = 2, b = 0, e = 1 või ~ = 4, b = 0, e = 2. 
Teine Jahend ei sobi, kuna ta annab kolmekohalise kümnendsüsteemi arvu. 

Seega on otsitavateks arvudeks 17 ja 51. 
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e 0 

Joonis 1. Joonis 2. 

ü~esande nr. 3 lahendus. 
Juht I (.punkt 0 asub kolmnurga sees; joon. 1). Olgu BK ja CL kolmnurga 

kõrgused. Siis D,AKB = D,OKC, sest AB= OC, L_AKB = L_OKC = 900 ja 
LABK = L. OCK (ristuvate haa_radega nurgad). Järelikult BK = CK, s. o . 
.6,BKC on võrdhaarne täisnurkoe kolmnurk, mistõttu L.ACB = 45°. 

Juht II (punkt 0 asub väljaspool kolmnurka; joon. 2). Olgu Al j_ 08 ja 
BK j_ AO. Siis D,AKB = D,OKC. Järelikult BK = OK, s. o. t::,OBK on võrd
haarne täisnurkne kolmnurk ning L_OBK = 45°. Seega L_ACB =---= 180°- L_ICB = 
=e~ 1800- /_ OBK o= 135°. 

Ülesande nr. 4 lahendus. Rekurrentsest valcmist leiame, et 

2u1-l 
Uz = -------; 

~ -- ul 

l4u 1 -13 
u~-----. 

l4-13ut 

Siin esinev korrapärasus lubab o!P.tada, et 

(3n-1 + l)ul -(3n-1 --I) 
lin = ---------

(3n-l + l)-(3n--1 ---!)Ut 

Antud valem on tõest<JÜtv matemaatilise induktsiooniga (iõesta!). 
Kui u1 =1-= 1 ning (3"·-t -+ 1)- (3n--l- l)u 1 =I= d (n o-c_ 2, 3, ... ), siis 

!im Un= Jim 
(1+-

1 )u1-(t--1 ) 3n-1 . an-I Ut-· } 
------·------ = --- = -l. 

( 1 + __ I ) _ ( l _ -;--1 ) Ut 1 - u 1 

371-1 311-l 

Kui u1 = 1, siis Un= 1 ja "I!~~ I/n= 1. 

ülesande nr. 5 lahendus. Esitame antud võrrandi kujul 

2a2 -(2x2 -7x + 4)a --(x3 - 3x2 + 2x) = 0. 
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Lahendades selle võrrandi a suhtes, saame kaks la.bendit: 

X 
a = - 2 , a = x2

- 3x + 2. 

Lahendades viimased kaks võrrandit x suhtes, leiame 

X1 = --2a, 
3±l'f+4a 

2 

KOGUMIKU EELMIS~S NUMBRIS ILMUNUD BRIDZIOLESANNETE 
LAHENDUSED 

(Ülesanded vt. «Matemaatika ja kaasaeg», XVI I, lk. 6) 

1. Nelja kaardi tõmbamiseks 52-kaardilisest pakist on kokku C52
4 erinevat 

võimalust. Nelja masti vahel saavad need kaardid jaotuda üldse järg-misel 
viiel viisil: (4,0,0,0), (3,1,0,0), (2,2,0,0), (2,1,1,0) ja (1,1,1,1). Erinevate 
võimalust€ arvud kõigi nende viie jagunemisviisi jaoks on juba lihtsalt !eitavad: 

(4, 0, 0, 0) esinerniseks on c41. cl34 võimalust, 

(3, 1, 0, 0) esinemiseks on C4I. CI:Ja. CI3t. C3I võimalust, 

(2,2,0,0) esinemiseks on C42 • cl3! • c132 võimalust, 

.(2, 1, I, 0) esinemiseks on c4.1. cl32. C32. cl31. e~"~ võimalust, 

(1, 1, I, I) esinemiseks on C1 3
1 • C 13

1 • C 13
1 • C 131 võimalust 

{kuigi meid huvitab vaid neljas nendest arvudest, võime nüüd kontrolliks veen
duda, et kõigi viie arvu summa on ikk~1 tõepoolest C52

4). Otsitavaks tõenäosu
seks sa arne seega: 

C4
1 

• C13
2 

• C3
2 

• c13
1 

• c13
1 

Cs24 

158 1R4 10 
= ~70 725 ~ 17-

2. Aprioorsed tõenäosused kuue puuclu\~1 kilardi jaotarniseks suhtes 3:3 
ja 4: 2 on küll vastava Jt 

ja 

(ning seega tuleks nagu panna JO), kuid antud olukorras pole nende tõenäosus
tega midagi peale hakata, sest neis poJ.e arvesse võetud otsustamise J:Ilomen
dini saadud täiendavat informatsiooni. Nimelt teame me juba vasakpoolse vas
tase kolme ning parempoolse vastase kahte kaarti. Vastaste ülejäänud 2I kaardi 
hulgas paiknev meid huvitava masti S saab nüüd tõenäosusega IO: 2I ( _ C20

9 : 

: c2I!()) olla vasakpoolse ja tõenäosusega 11 : 2I ( = C2o10 : c21 10) parempoolse 
vastase käes. See tähendab, et A panek on veidi eelistavam. 

Kui enne vaadeldava masti juurde asumist on mängus võetud juba m tihi 
(m :::::;;; 9), siis ei muutu kõnealused tõenäosused, sest eelmistesse tihidesse selle 
masti kaarte ei visatud. 

3. See ülesanne võib isegi mõnele kogenud bridzimängijale näida eelmisega 
identsena, kuigi asi pole sugugi nii. Tuleb nimelt arvestada, et kui parempool
sel vastasel oleks olnud S, JO ja 6, siis teise (või esimese!) kaardina oleks ta 
võinud visata nii JO kui ka S (isegi väheste kogemu~tega mängija viskab sel-
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lises olukorras esimesena vahel .kõrgema, vahel aga madalama kaardi), kui tal 
oli aga ainult JO ja 6, siis polnud enam mingit valikuvabadust 

Vastaste käes oleva 26 kaardi kõigi võimalike (C26
13) jaotomiste hulg-as lei

dub C2o11 niisugust, mille korral parempoolsel vastasel on vaadeldavast rnastist 
vaid JO ja 6, ning C20

10 niisugust, mille korral tal on S, JO ja 6. Umbes pooltel 
kordadel viimastest oleks ta aga visanud JO asemel S. Seeg-a suhtuvad nende 
kahe võimaluse esinemise sagedused nagu 

C2o11 20 

1 -u· 
-· C2o 10 

2 

mis tähendab, et vaadeldav as ülesandes on 9 panek peaaegu kaks korda eelista
-tavam kui A ,panek. 

Praktiliseks ,kasutamiseks võib saadud tulemust meeles pidada järgmise 
lihtsa reeglina (the principle of restricted choice): kui va st an e vi sk ab 
ä r a k õ r g e k a a r d i, s i i s o n t õ e n ä o s e m, e t t a l e i o I n u d 
va 1 i k u vaba du st. Toome selle reegli rakendamise kohta veel ühe näite. 
Olgu vaadeldav mast jaotatud järgmiselt: 

lepingutäitjal: A 2, lauas: /( !0 7 5 :3. 

Lepingutäitja käib A, millele vasakpoolne vastane viskab 4, parempoolne aga S. 
Järgnevalt käidud 2 peale paneb vasakpoolne va:stane 6. Kas suurima arvu tihide 
saamiseks vaadeldava mastiga tuleb .lauast panna JO või K (eeldades muidugi 
tihi üleandmise võimalusi teistes mastides)? 

Sõnastatud reegli kohaselt peame nüüd oletama, et parempoolsel vastasel 
polnud valikuvabadust (s. t. tal oli käes ainult S, mitte E ja S), ning- panema 
lauast JO. Kontrollimet Niisuguseid jaotusi, rr.ilie korral parempoolseL vasta
sel on vaadeldavast mastist kas ainult S või E ning S, leidub vastavalt Cw12 

ja C20
11 , kuid viimastest oleks ta pooltel juhtudel visanud E. Seega sageduste 

suhteks saame 

C2o 12 3 
-~--- 2' 
-.C20tl 
2 

mis näitab, et JO panek on tõepoolest eelistatavam (võimaluse, et parempoolse 
vastase käes on E, S ja veel näiteks 8, jätame vaatlusest välja, sest sel korral 
saab iga mänguga neli tihi). 

ROOSINUPU 3. TEOREEMII TOESTUS 

Teoreem. Leidub vaid üks paariskohaline algpalindroom (ja nimelt 11). 

Tõe st us tugineb (põhjendamist ~iin vist mittevajavale) jaguvustunnusele: 
arv jagub 11-ga parajasti siis, kui tema paaritutel kohtadel olevate numbrite 
summa ja paariskohtadel olevate numbrite summa vahe jagub 1 I -ga {näi.t. 
723456789 jagub 11-ga, sest (7+3+5+7+9)- (2--f-4+6+8) =31-
- 20 = 11). Kui aga tegemist on ·paariskohalise palindroomiga, siis on nime
tatud summade vahe alati null. Seega jagub iga selline palindroom Il-ga ning 
saab olla algarv vaid teiste tegurite puudumisel. 

I Vt. lk. 80. 
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