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SOTSIOLOOGILISE UURIMISE STATISTIKAST 1
E. Koppel, E. Tiit

Sotsioloogilised uurimused on viimaste aastakiimnete jooksul
kogu maailmas omandanud enneolematu ulatuse. Et sotsioloogili-
sel uurimisel on informatsiooniallikaks sageli inimene (informat-
sioon tuleb anda ankeedi tditmise voi intervjueerijaile vastamise
teel), siis on viimaste aastate jooksul ka enamik ENSV elanik-
konnast {ihel voi teisel viisil sotsioloogilise uurimisega kokku puu-
tunud.

Milleks niisuguseid kiisitlusi tehakse?

Mis nende andmetega peale hakatakse?

Missugused on selliste kiisitluste ja edasise uurimistéd puhul
«mangureeglid»?

Et nendele kiisimustele, eriti teisele ja kolmandale, vastamisel
on oluliselt tarvis tunda matemaatikat, eriti matemaatilist statis-
tikat, siis on sobiv sellest ka «Matemaatika ja kaasaja» veergudel
juttu teha.

Sotsioloogia uurimisobjektiks on objektiivsed iihiskondlikud
suhted, mis moodustavad inimeste ja gruppide vaheliste seoste
aluse. Et neid protsesse voimalikult tdpselt selgitada, on tarvis
kasutada mitmesuguseid matemaatilisi meetodeid, kusjuures and-
mete massilisuse ning teatavas mottes juhuslikkuse tottu on kaas-
ajal esiplaanil statistilist laadi meetodid. Jdrgneva etapini —-
sotsiaalsete protsesside malemaatilise modelleerimiseni — on jou-
tud alles vaga fiiksikutes ldikudes (demograafilised protsessid).
Kdesolevas artiklis vaatlemegi nimelt sotsioloogias kasutatavaid
matemaatilise statistika meetodeid.

Mida uurida?

Sotsioloogi, nagu iga teisegi uurija esimene iilesanne on uuri-
misobjekti konkretiseerimine ning kontrollimist vajavate toohiipo-
teeside vo6i kontseptsioonide piistitamine. Siit jareldub ka 166
metoodika valik. v

Matemaatilist huvi pakuvad eeskédtt need meetodid, mis tugi-
nevad nn. statistilisele informatsioonile, massiliselt toimetatud
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samalaadsete mootmiste, vaatluste, katsete voi intervjuude tule-
mustele. Nimelt niisuguseid mertodeid me jidrgnevas késitlemegi.

Olgu tegemist mingi objektide (sotsioloogias on nendeks tava-
liselt mingite tunnuste jargi eraldatud inimesed) hulgaga. Nime-
tame seda {ildkogumiks. Objektide hulka iildkogumis nime-
tatakse ildkogumi mahuks ja tdhistataske tdhega N. Uld-
kogumiks voivad olla nditeks ENSV opilased, Tartu linna elani-
kud, TRU Matemaatikateaduskonna 1970. aasta lopetanud. Selle
iildkogumi objektidel (indiviididel) on tarvis uurida
teatavaid tunnuseid Xi, Xs, ... , X Tunnuste sisu ja hulga maa-
rab konkreetne uurimiseesmérk. Nendeks tunnusteks voivad olla
niiteks oppeedukus, vanus, sugu, suhtumine pedagoogitéosse jne.
Ko6ik need tunnused voivad erinevate objektide puhul omandada
erinevaid vdirtusi (iildkogumis on erineva vanusega, erineva
oppeedukusega jne. indiviide). Seegaon igatunnus X; juhuslik
suurus, uuritavate tunnuste kogum aga moodustab juhusliku
vektori (X, Xo, ..., Xm). Siinjuures késitletakse juhusliku suu-
ruse (vektori) moistet {ildisemalt, kui see tdendosusteoorias tavaks
on: tunnuse vaidrtused ei tavatse olla arvud, vaid nendeks
voivad olla erinevad moisted, olekud, objektid. Nii on néiteks tun-
nusel «sugu» kaks vaartust: «mees» ja «naine».

Selleks, et iildkogumit uuritavate tunnuste X, X, ... , Xy sei-
sukohalt iseloomustada, on meil tarvis teada juhusliku vektori
(X1, Xo, ..., Xn) jaotust, sealhulgas seda jaotust iseloomus-
tavaid arvulisi karakteristikuid.

Selle jaotuse tdpne teadasaamine on aga viga tiilikas. Selleks
tuleks uurida tunnuste X;, X,, ..., X, seisukohalt iga objekti
iildkogumis, mis on vaga tiilikas ja aega ning té6kulu noudev,
sageli aga hoopis teostamatu. Osutub aga, et seda polegi tarvis.

Keda uurida?

Harilikult ei ole véimalik uurida koiki meid huvitavaid objekte
ja seetottu kasutatakse sotsioloogilistes uurimustes pohiliselt
vidljavottelist meetodit, mille idee on jargmine.

Valime iildkogumist vélja teatava hulga elemente — vidlja-
votte, ning uurime seda vajalike tunnuste seisukohalt. Elemen-
tide hulka véljavottes nimetatakse véljavotte mahuks ning
tdhistatakse tdhega n. Nii saame uurimistulemusena tabeli, mis
sisaldab n ) m vaatlustulemust ja mida tihistame jargmiselt:

X1 X120 ooy X1dy s 5 XIm
X21, X22, ..., X24, ..., Xom
Xit, Xj2, » xjiy ) me
Xnty Xn2y - -+ 5 Xniy, + .. , Xnm



Selles tabelis voib esialgselt olla niihdsti arve kui ka sonu
ning teisi siimboleid, mis kirjeldavad uurimisobjektide tunnuseid
(naiteks: «hea», «rahuldav», «mitterahuldav» jne.). Siin tabeli

j-s rida xji, Xj2, ..., Xim sisaldab vadljavotte j-nda indi-
viidi kohta saadud vaatlustulemusi tunnuste X,, Xy ..., Xm
osas.

Viljavétte pohjal tehtud jdareldusi kasutame selleks, et neid
tildistada kogu uuritavale iildkogumile. Selleks peab tunnuste vek-
tori X;, Xo, ..., Xm jaotus iildkogumil ja véljavottel voimalikull
hésti iihtima, ehk, nagu 6eldakse, viljavote peab olema repre-
sentatiivne. Loomulikult ei saa viljavotte representatiivsust
vahetult kontrollida (selleks tuleks uuritavate tunnuste vaartused
teha kindlaks kogu iildkogumi ulatuses ning igasuguse viljavotte
analiilisimine kaotaks motte). Kiill aga on voimalik véljavotete
tegemiseks anda monesuguseid teoreetilisi juhtnddre, mille jargi
talitades saadakse enamasti (s. t. suure tdendosusega) piisavalt
representatiivseid véljavotteid.

Pohiliselt kasutatakse véljavotete tegemiseks kaht moodust:
juhu- ning kvoodmeetodit.

Juhumeetodi kasutamisel teostatakse viljavote mingis mottes
juhuslikult nii, et igal iildkogumi indiviidil oleks vordne tdenio-
sus sattuda viljavottesse. Sellise véljavotte saame néiteks juhus-
like arvude generaatori voi tabeli abil.

Olgu néiteks tarvis uurida 105000 elanikuga linna kogu elanik-
konda, kasutades 1000-indiviidilist valjavotet. Seega peaks olema
igal elanikul viljavottesse sattumise toendosus 1000/105000 ==
= 1/105. Votame kogu linna elanikkonna nimekirja ja nummer-
dame selle suvalises jirjekorras. Seejirel valime juhuslike arvude
tabelist jirjest 6-kohalisi juhuslikke arve ning leiame viljavotte,
paigutades sellesse koik indiviidid, kelle jdrjekorranumbrid saame
jarjest tabelist (jdttes muidugi védlja korduvad indiviidid ning
need arvud, millele indiviide ei vasta — s. o. arvud vahemikust
105001 — 999 999), seni, kuni neid on noutav arv — antud juhul
1000.

Et iilalkirjeldatud protseduur on kiillaltki tiilikas, kasutatakse
selle asemel sageli selle moningaid modifikatsioone — siistemaati-
list juhuvéljavotet, seeriaviljavotet ja astmelist vdljavotet. Nende
puhul on tarvis kasutada mingit tunnust X, mis on soltumatu
koigist tunnustest X), X,, ..., Xin. Siistemaatilise viljavotte moo-
dustab hulk, mis vastab tunnuse X, teatud védartusele voi vair-
tuste vahemikule (nditeks vaadeldakse indiviide, kes on siindinud
ithel voi mitmel valitud kuupdeval), samuti kasutatakse iildkogumi
alajaotamist tunnuse X, vairtuste abil méératletud rithmadesse,
kusjuures véljavottesse valitakse kas moned rithmad tervikuna
(seeriaviljavote) voi teostatakse edasine valik rithmadest. Sel-
liste meetodite kasutamine nouab suuremat eelinformatsiooni iild-
kogumi kohta: tuleb teada, et uuritavad tunnused X;, Xo, ..., X,
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on abitunnusest X, soltumatud (selle kindlakstegemine on sageli
kiitlaltki raske iilesanne), samuti on tarvis ligikaudugi teada
tunnuse X, jaotust.

Kvoodmeetod on kasutatav siis, kui vuritav tldkogumi jaotus
on mingite oluliste tunnuste X, Xg, ..., X» (2<m) osas varem
kas voi ligikaudugi teada (sageli on olukord nii nditeks demograa-
filiste tunnuste -— vanus, rahvus, sugu, haridus, elukoht —
puhul). Kvoodmeetodi puhul valitakse viljavote selliselt, et tun-
nuste Xy, Xo, ..., Xz jaotus selles vastaks teadaolevale jaotusele,
kusjuures antud jaotuse piires teostatakse valik vastavalt juhu-
viljavotte printsiipidele. Nii néditeks, kui on teada uuritava elanik-
konna soolis-vanuseline struktuur, teostatakse viljavote selliselt,
et koik soo-vanuseriihmad elanikkonnast oleksid véljavottes esin-
datud vordeliselt oma arvukusele.

Nieme, et kiisimus «keda uurida» on viga tihedalt seotud kiisi-
musega «mida uurida», ning neid kaht uurimise aspekti saame
kisitleda vaid koos. Lahutamatult on nende kiisimustega seotud
veel ka kolmas, millel peatume jargnevalt.

Kuidas uurida?

Olgu meil teada uurimisobjekt ja kontrollimist vajav hiipo-
tees. On ka selge, kuidas valime valjavotte. Tekib aga kiisimus,
mil viisil peaksime valima tunnused X, Xy, ... , X, et meil oleks
voimalik statistiliste meetoditega kontrollida oma {6ohiipoteesi.
Toome néite.

Huvitagu néiteks uurijat naiste abiellumisvanuse s6ltuvus
haridusest. Ilmselt on uurimist vajavateks tunnusteks haridus (X;)
ning vanus abiellumisel (X,). Tuleb vaid koigil viljavottesse kuu-
luvatel naistel teha kindlaks need kaks tunnust ning statistiliste
meetoditega uurida nende seost.

Monevorra keerukam on probleem, kui soovitakse uurida néi-
teks tooliste suhtumist muudatustesse tehases séltuvalt tooliste
haridusest. Suhtumist t66sse ei saa ju moota (nagu on voimalik
moota vanust voi haridust abiellumisel). Selleks tuleb detailselt
uurida toodliste kéitumist, vestelda nendega jne. Kdige sagedase-
maks uurimismeetodiks on kiisitius, mille tulemused kiisitleja jadd-
vustab ankeedina vo6i millele lastakse uuritaval enesel kirjalikult
vastata. Et kiisitlus onnestuks, tuleb uurijal sonastada sobivad
kiisimused, nn. testkiisimused, millele antud vastustest jareldubki
tooliste suhtumine muudatustesse.

Uks néide testkiisimustest {ilaltoodud iilesande lahendamiseks.
1. Kas muudatusi tuleb teha nii, et palk pidevalt touseks, kus-

juures t60 raskus pole oluline?

Kas muudatusi tuleb teha otsekohe, kui kellelgi tuleb hea mate,

kLIlgl to6d saaks teha ka vanamoodi edasi?



3. Kas tahaksite tehast puudutavate iimberkorraldusle tegemisest
osa votta?
4. Kes peaks muudatusi tegema?
Seega saime meid huvitava omaduse (suhtumise) méaramiseks
4 erinevat tunnust X;, Xo, X3, X4 (nendeks on kiisimused 1, 2, 3, 4),
millest igaiihele on voimalik anda terve rida erinevaid vastuseid.
Kiisimustele voib anda voimalikud vastusevariandid voi lubada
igal kiisiteldaval vastus ise sonastada. Esimene voimalus on mater-
jali edasiseks t6otlemiseks sobivam, kuid tulemus soltub vastuse-
variantide sonastuse edukusest. Uks v6imalik ndide (vastusevarian-
did sobivad kiisimustele 1—3):
1 — jah, kindlasti; 2 — voiks kiill; 3 — iikskoik; 4 — parem mitte;
5 — ei, kindlasti mitte. (D
Kahtlemata pole see ainus voimalus. Lihtsama vastusevarian-
tide kompleksi saaksime kujul:
I — jah; 2 — ei; 3 — f{ikskoik. (1D
Poleks raske moelda vilja ka 6, 7 voi koguni 10 erinevat vas-
tusevarianti, s. t. tunnustel X;, X, ja X; vdiks olla 5, 3, 6, 7 voi ka
10 erinevat vddrtust. Meie kiisimus ei ole aga sellega veel lahen-
datud. Jaab jirgmine probleem.

Millise moodupuuga saadud vastuseid moota?

Mootmise tulemusena saame moddelava objekti mingit oma-
dust viljendada arvudes. Et meie iilesandeks on tunnuseid X;, X,
X3 ja X, moota, siis tuleb meil vastusevariandid kuidagi arvu-
des véljendada.

Seda on alali voimalik teha kas voi vastuseid nummerdades,
nagu iilal tegimegi. Ndite (I) korral tdhendaks vastusevariant 5
«ei, kindlasti mitte», ning meil tarvitseks vaid kirjutada, et anke-
teeritav inimene andis vastuse «5».

Varreldes iilalkirjeldatud tunnuseid X, X, X; nditeks tunnu-
sega «vanus» ndeme, et nende moodtmine on oluliselt erinev. Vanust
voib moodta aastates, kuudes, pdevades, tundides. Ulalkirjeldatud
tunnuste X; — X4 jaoks aga loomulikud, iildkasutatavad mootmis-
ithikud puuduvad. Nende moGtmiseks tuleb moodustada sobivad
skaalad. Vaatlemegi jidrgnevas skaalade pohitiiiipe.

1° Nominaalskaala. Uuritavad objektid jaotatakse moodetava
tunnuse alusel klassidesse, kusjuures nende klasside vahel ei tar-
vitse mingit seost olla. Igale klassile seatakse vastavusse erinev
arv — nn. kood, néiiteks selle klassi jarjekorranumber. Et aga
klasside jirjestus ei ole méédratud, voime need ka teises jarjekor-
ras nummerdada: nominaalskaalal on lubatud liksiihesed teisen-
dused. Nditeks tunnus «sugu» on esitatav nominaalskaalal, tihis-
tades

Il — mees, 2 — naine,
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voi ka
1 — naine, 2 — mees,
kuid samuti on voimalik
3 — mees, 7 — naine.
Niisuguseid tunnuseid nagu rahvus, perekonnaseis, elukoht,
elukutse jne. moodetakse tavaliselt nominaalskaalal. Siinjuures
voib ka skaalasid valida sisuliselt mitmeti. Nditeks:

1 — eestlane; 2 — venelane; 3 — ukrainlane; 4 — soomlane;
5 — valgevenelane; 6 — latlane; 7 — leedulane (IT1}
voi
1 — eestlane, soomlane; 2 — venelane, ukrainlane,
* valgevenelane; 3 — lidtlane, leedulane. (1V)

Siin skaala (I1II) on péenem, voimaldab séilitada rohkem infor-
matsiooni kui skaala (IV). Paneme téhele, et skaalalt (III) saab
skaalale (IV) iile minna, vastupidine iileminek aga ei ole voimalik.

2° Jiérjestatud skaala. Olgu uuritavad objektid moddetava
tunnuse alusel mingil viisil sisuliselt ! jérjestatud (iildiselt pole
tegemist matemaatilises mottes tdieliku, vaid osalise jarjestu-
sega). Niisugune on olukord néiteks igasuguste hinnangute moot-
misel. Vaadeldes skaalandidet (I) paneme tédhele, et see on tée-
poolest jérjestatud: hinnangud muutuvad jédrjest negatiivsemaks.
Skaala (II) seevastu ei ole jdrjestatud, kuid me voime selle skaala
teisendada jérjestatuks:

1 — ei; 2 — iikskoik; 3 — jah (V)

Jérjestalud skaala ei muutu sisuliselt, kui muudame koode nii,
et jédrjestus sdilib, s. -t. jdrjestatud skaalal on lubatud rangelt
monotoonsed teisendused. Néiteks voime skaala (V) teisendada
kujule

5 — ei; 7 — iikskoik; 8 — jah, (VI}
mis on kujuga (V) samavéérne.

Jérjestatud skaalat saab alati kasutada nominaalskaalana
(kuid sellega kaasneb informatsiooni kadu), vastupidine aga ei
ole voimalik.

3° Intervallskaala (vahemikskaala). Oletame, et uuritavate
objektide vahelised kaugused antud tunnuse alusel on teada. Kuna
vaadeldakse korraga ainult {iht tunnust (vdirtused paiknevad iihe-
mootmelises ruumis, s. o. sirgel), siis on nende kauguste abil
ka jarjestus médidratav. Seega voib intervallskaalat kisitleda ka
jarjestatud skaalana (kaotame vaid informatsiooni kauguste
kohta).

Intervallskaalale sobib paigutada néditeks andmed hariduse
kohta, mootes haridustaset 16petatud dpinguaastate arvuga:

! Sellise sisulise jirjestuse olemasolu tunnuste hulgas saab kindlaks teha

sotsioloog voi psiithholoog, s. o. vastava eriala spetsialist. Matemaatilisi meeto-
deid tunnuste jarjestatuse kontrollimiseks ei ole.
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4 — algharidus; 8 — 8-klassiline haridus;
11 — keskharidus; 16 — korgem haridus. (VII)

Nideme, et kaugus kesk- ja korgema hariduse vahel on suurem
kui kesk- ja 8-klassilise hariduse vahel jne.

Kuid ka skaala (VII) ei ole ainus voimalus {ilaltoodud tunnuse
esitamiseks. Me ei kaota mingit informatsiooni kauguste kohta,
kui votame kasutusele skaala (VIII):

1 — algharidus; 5— 8-klassiline haridus;
8 — keskharidus; 13 — korgem haridus. (VIID)

Uldiselt on intervallskaala puhul lubatud skaala lineaariteisen-
dused. Intervallskaala puhul ei ole fikseeritud iiheselt mddratud
nullpunkti. Selletotiu ei saa me ka 6elda, et iiks inimene on kaks
korda haritum kui teine.

4° Multiplikatiivne skaala. Juhul kui uuritaval tunnusel on
fikseeritud itheselt mddraiud nullpunkt ning on teada uuritavale
objektide kaugused sellest nullpunktist, saame kasutada multipli-
katiivset skaalat. Loomulikult on multiplikatiivse skaala puhul
teada objektidevahelised kaugused (seega multiplikatiivset skaalat
saame, leppides informatsioonikaoga, kasutada intervallskaalana,
siit aga jareldub, et ka koigi eelnevate skaaladena).

Multiplikatiivsel skaalal saab moota néditeks vanust. Loomu-
likuks nullpunktiks on siinnimoment ning me vdime &elda, et iiks
inimene on kaks korda vanem kui teine.

Multiplikatiivse skaala puhul on lubatud skaala korrutamine
mingi nullist erineva arvuga. Nii voime vanust vdijendada aasta-
tes (vt. skaala (IX)), kuudes (vt. skaala (X)), kuid kasutatavad
on ka suvalised mootiithikud — koodid (skaala (XI)).

Ukskoik milliseid mootiihikuid me ka ei kasutaks, ikka saame
Oelda, et {iks inimene on teisest a korda vanem, kui koodide suhe
on a. Nditeks: 2:1=24:12=4:2=2 (tabelist (IX)—(XI)).

Vanus aastates 0 A 1 11/, 2 2/, 3 |... (IX)
Vanus kuudes 0 6 12 18 24 30 36 |... (X)
Kood 0 1 2 3 4 5 6 ... (XD

Et aga aeg muutub pidevalt, kuulub ajaskaalale tegelikult palju
rohkem punkte, kui tabelis maéargitud. Multiplikatiivset skaalat
(samuti kui intervallskaalatki) saab enamasti (lopmatuseni) ti-
hendada. Praktiliselt aga ei ole sageli vajadust liiga tihedate
skaalade jdrele ning selle asemel kasutatakse nn. klassifit-
seeritud skaalasid (vt. XII).



I
Vanusevahemik - !
aastates 2 Kuni 5 { 5—10 {10—15 15—20/20—25125—30:30—35! ... (XII)

Keskmine vanus 2,5 7,5 12,5 175 225 275 | 325 | ... (XIII)
Kood 1 2 3 4 5 6 7 ... (XIV)
Kood S 3 5 ’f 7 i 9 11 13 : (XV)

Multiplikatiivsus séailib (soltuvalt koodi valikust) kas klasside
otspunktide jaoks (skaalad (XII) ja (XIV)) voi klasside kesk-
punktide jaoks (skaalad (XIII) ja (XV)).

. 5° Absoluutne skaala. Kui uuritava tunnuse sisuks on mingi
loendamistulemus, siis on selle vddrtused sageli otstarbekas esi-
tada vahetult loendamisel saadud naturaalarvudena, ilma iga-
suguste teisendamisteta. Sellist skaalat nimetatakse absoluutseks
skaalaks ning selle puhul ei ole iikski teisendus lubatud.

Niiteks on absoluutset skaalat sobiv kasutada, kui tunnuseks
on laste arv perekonnas.

Leppides suurema voi vidiksema informatsioonikaoga, voime
absoluutset skaalat vaadelda ka koigi eelnevate skaalade eri-

juhuna.
Mairgime siin, et kaht esimest skaalatiiiipi nimetatakse kva -
litatiivseteks skaaladeks, kolme viimast — kvantita-

tiivseteks. (Sageli kvantitatiivseid skaalasid omavahel ei eris-
tata, vaid vaadeldakse ithiselt intervallskaaladena.)

Koik skaalatiiiibid ei ole kaugeltki samavdérsed, vaid erinevad
iiksteisest informatsioonisisalduse poolest, millest aga jdreldub,
et ka edaspidi voimaliku malemaatilise t66tluse poolest. Seetottu
on uurijatele alati huvipakkuv tunnuse kirjeldamiseks valida voi-
malikult «korge», s. t. véimalikult informatiivne skaala. Skaalade
teisendamine moodustabki olulise osa nn. méodtmisteooria (ska -
leerimisteooria) sisust.

Nominaalskaalat saab sageli asendada jdrjestatud skaalaga.
Naéiteks elukohad voime jdrjestada:

suurlinn, keskmine linn, viikelinn, alev, maa-asula.

Samuti on sageli voimalik jarjestada elukutsed (ithiskondliku
prestiiZi, noutava haridustaseme, keskmise sissetuleku jne. alusel,
enamasti nduab see aga eelnevat uurimist).

Kahe védrtusega, nn. dihhotoomilist nominaaltunnust
saab alati jdrjestatuna késitleda. Vajaduse korral on vodimalik

2 Tavaliselt ei loeta vahemikku kuuluvaks iilemist otspunkti, seega
on niiteks esimesse vahemikku kuuluvad vanimad lapsed need, kes saavad
jargmisel pdeval 5-aastaseks (kui vanust loetakse {ihepdevase tdpsusega).
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aga iiht nominaaltunnust jaotada dihhotoomiliste voi ka rohkemate
vadrtustega jirjestatud tunnuste hulgaks, mis on sageli otstarbe-
kas edasisel tootlusel. Vaatleme jargmist elukutsete nominaal
skaalat (see ei prefendeeri kaugeltki tdiuslikkusele):

1 — toostustdoline

2 — brigadir

3 — insener

4 — toostusettevolte direktor

5 — kolhoosnik, sovhoositédline

6 — podllumajanduse brigadir, mehhanisaator
7 — agronoom, pollumajanduse insener

8 — kolhoosiesimees, sovhoosidirektor

9

9 — lihtametnik

10 — juhtiv ametnik

11 — opetaja (XVTI)
12 — koolidirektor

13 — arst

14 — mmeditsiiniode

15 — sanitar

16 — kauplusemiiiija

17 — kauplusejuhataja

18 — teadlane

19 — niitleja

20 — raamatukogujuhataja

Sellise skaala kohmakus on ilmne. Liiatigi on lihtne ndha, et
kaugeltki koik voimalikud elukuised ei ole sellesse paigutatud.
Piiilame sama skaala jaotada mitmeks, millest vihemalt osagi
oleks jarjestatud. Moodustame jdrgmised skaalad:

A 1 — loob valdavall maleriaalseid vaartusi
2 — vaimseid vaartusi (XVID
B 1 — {6btab polluma]anduses
2 — toostuses
3 — teenindussfaaris
4 — meditsiini alal {(XVIII)
5— hariduse alal
6 — kultuuri alal
7 — teaduse alal
€1 — on juhtiv toodtaja
2 — on keskastme tootaja (XIX)
3 — on lihttéoline
D 1 — on korgelt kvalifitseeritud t66taja
2 — on keskmiselt (XIX)
3 — on madalalt kvalifitseeritud (kvallfltseerlma{a) tootaja

Néeme, et tunnused A, C ja D on jérjestatud, jérjestamata on
iiksnes B. Toepoolest, mingit sisulist jdrjestust on loetletud elu-
kutsete seas raske leida.
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Esialgse skaala (XVI) ko6iki jaotusi saame uute skaalade
(XVIII)— (XX) abil kirjeldada, néiteks:

tooline: Al, B2, C3, D3,

brigadir: Al, B2, C2, D2;

insener: Al, B2, C2, DI;

direktor: A1, B2, C1, D1 v6i D2 jne.

Nieme, et meie skaalade siisteemis tekkisid «loomulikud
kohad» ka teenindusettevotte direktorile, teenindusinsenerile,
peaarstile jne.

Teiseks huvipakkuvaks kiisimuseks on nominaal- voi jéarjes-
tatud skaala teisendamine intervallskaalaks. Selleks kasutatakse
mitmeid voimalusi, milledest suur osa rajaneb nn. ekspertide
kasutamisel. Ekspertideks ei ole seda liiki iilesannete puhul tava-
liselt mitte spetsialistid (kuigi vahel kasutatakse ka neid), vaid
sageli on nendeks enam-vdhem juhuslik osavéljavote uuritavast
ildkogumist voi véljavottest. Niisugune ekspertide valik garan-
teerib voimalikult 1dhedased vastusevariandid sellele, kuidas méoist-
sid neid vastajad — uuritavad isikud. Loomulikult ei iihti koigi
ekspertide arvamused (vilja arvatud juhud, kui jarjestus on véga
ilmne, nagu skaala (I) puhul). Need variantide paarid, mille
puhul eksperdid jarjestuses on iiksmeelsed, paiknevad iiksteisest
kaugemal kui need, mille puhul esineb nii itht- kui ka teistpidi
arvamusi. Kaugused voib arvutada, vottes aluseks nditeks arva-
muste jaotuse normaalsuse.

Sama meetodit ilma kaugusi arvutamata saab kasutada ka
nominaalskaala teisendamiseks jdrjestatud skaalaks. Tuleb aga
arvestada, et enamasti ei ole see hasti voimalik, vaid, nagu {lal
nagime, tuleb nominaalskaala esitamiseks kasutada mitut jarjes-
tatud skaalat.

Kui nominaalskaalal on % erinevat vaéartust, saab selle skaala
alati esitada % dihhotoomilise skaala kaudu. Et dihhotoomilised
skaalad on alati jarjestatud, jdreldub siit, et nominaalskaala on
alati esitatav kiillaldase arvu [ jérjestatavate skaalade kaudu
(1 << I <<k, kus k on nominaalskaala erinevate viirtuste arv).
Toepoolest, vaatleme néiteks tunnust B skaalal (XVIII). Selle
voime esitada jargmiste dihhotoomiliste skaalade kompleksina:

B, 1 — tootab pollumajanduses,
2 — ei toota pollumajanduses;
B7' 1 — totab teaduse 'al;.al, o
2 — ei todta teaduse alal.
Niisuguse esitamise mote seisneb selles, et jarjestatud tun-
nustega saab edasisel tootlusel teostada mitmeid statistilisi ope-

ratsioone (teha korrelatsioon-, faktor- ja regressioonanaliiiisi),
mida nominaaljaotusega ei ole voimalik teha.
(Jargneb)
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MONDA FUNKTSIONAALANALUUSIST 11

G. Vainikko
Vorrandi lahendid ja operaatori piisipunktid

Matemaatika mitmesugustes distsipliinides puutume sageli
kokku vorranditega, mille tdpne lahendamine osutub iile jou ké&i-
vaks vdi koguni pohimotteliselt voimatuks antud teooria raamides.

Niiteks algebra kursusest on koigile tuttavad ruutvorrandi
lahendusvalemid. Lahendusvalemid on tuletatud ka kolmanda ja
neljanda astme vdrrandite jaoks. Viienda astme vorrandi

axd+bxt 4 cx¥F-dx2-fex+f=0

jaoks aga analoogilised lahendusvalemid puuduvad; on teada, et
iildise viienda astme vorrandi lahendid iildse ei avaldu radikaa-
lides, s. t. lahendite leidmine ei taandu algebralistele tehetele
kordajatest a, b, ¢, d, e, f.

Teise néite toome diferentsiaalvérrandite teooria alalt. Vor-
randit, mis seob otsitavat funktsiooni x = x(f) selle tuletisega
x =x'(¢8) ja soltumatu muutujaga ¢, nimetatakse diferent-
siaalvorrandiks (tdpsemalt, esimest jarku harilikuks dife-
rentsiaalvorrandiks). Diferentsiaalvorranditeks on naiteks jarg-
mised vorrandid:

x'=p(t),

x'=p(t) +¢q(t)x (nn. lineaarne diferentsiaalvérrand),

X' =p(t)+ g(t)x 4+ r(t)x® (nn. Riccati vorrand),

x' = f(1, x) '

(p(t), q(t), r(¢), f({, x) on mingid pidevad funktsioonid; esime-
sed kolm toodud vorranditest on erijuhud neljandast vorrandist).
Vorrandi x” = p(¢) lahenditeks on

1
x(t)=xo+ [ p(s)ds,
%o
kus #, ja xp on muutujate ¢ ja x suvalised fikseeritud vaartused.
Ka lineaarse diferentsiaalvorrandi jaoks on tuletatud lahendus-

valem, Riccati vorrandi jaoks aga lahendusvalem puudub. On toes-
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tatud, et Riccati vorrandi lahendid dldjuhul ei avaldu kvadraiuu-
rides, s. t. lahendile leidmine ei taandu integreerimistehtele teada-
olevatest funktsioonidest (vorrandi kordajatest p(x), g(x), r(x)
voi nende teatud kombinatsioonidest elementaarfunktsioonidega).

Kui puutume kokku voérrandiga, mille tidpne lahendamine on
voimatu, on dadrmiselt tdhtis teada, kas sellel vorrandil iildse on
lahendeid ja kui palju neid on. Néiteks algebras toestatakse, et
igal n-astme vorrandil

xm -tk apxn 2 4 4 Qo X - an =0

on olemas vihemalt iiks reaalne voi kompleksne lahend (parajasti
n lahendit, kui arvestada lahendite kordsusi — osa nendest n
lahendist voivad langeda kokku). Diferentsiaalvorrandite teoorias
antakse piisavad tingimused selleks, et diferentsiaalvorrandil

x' = [(t, x)

oleks vidhemalt iiks voi parajasti iiks lahend, mis rahuldab nn.
algtingimust x(f),= x (f{% ja xo on muutujate ¢ ja x suva-
lised fikseeritud vaartused; diferentsiaalvérrandit koos algtingi-
musega nimetatakse Cauchy iilesandeks).

Vorrandite lahendi olemasolu ja iihesuse kiisimus on ka funkt-
sionaalanaliiiisi iheks uurimisobjektiks. Tiiiipiline olukord on siin
jargmine. Olgu E néaiteks meetriline ruum?! (v6i Banachi ruum!
voi monda muud tiifipi ruum), A : E— E aga selles ruumis tegut-
sev operaator.? Uuritakse vorrandi x = Ax lahendi olemasolu ja
ithesust. Lahendi olemasolu ja iihesuse tingimused formuleeritakse
sellise vorrandi jaoks tavaliselt piisipunkti printsiipidena. Ope-
raatori A:E—E piisipunktiks nimetatakse sellist elementi
x* = E, mille operaator A jdtab paigale: Ax* = x*. Operaatori A
piisipunktid on vorrandi x = Ax lahenditeks ja vastupidi. Pilsi-
punkti printsiipideks nimetatakse viiteid, mis annavad
piisavad tingimused antud operaatori piisipunkti olemasoluks voi
olemasoluks ja iihesuseks. Seega voib iga piisipunkti printsiipi
operaatori A jaoks vaadelda kui viidet vorrandi x = Ax lahendi
olemasolust v6i olemasolust ja iihesusest.

Funktsionaalanaliiiisis toestatavad piisipunkti printsiibid on
rakendatavad paljude konkreetsete vorrandite lahendi olemasolu
ja iihesuse uurimisel. Néiteks on piisipunkti printsiipide abil lihtne
toestada diferentsiaalvorrandite teooria pohiteoreeme Cauchy iiles-
ande iahendi olemasolu ja iihesuse kohta.

Allpool tutvume kahe poéhilise piisipunkti printsiibiga —
Banachi printsiibiga ja Schauderi printsiibiga.

! Vt. kidesoleva artikli I osa, Matemaatika ja kaasaeg, XVI, lk. 3—19.
? Vt. kédesoleva artikli Il osa, Matemaatika ja kaasaeg, XVII, lk. 35—43.
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Banachi printsiip

Olgu E tédielik meetriline ruum ja g(x, y) elementide x;y ek
vaheline kaugus. Operaatorit A:E— E nimetatakse ahenda-
vaks, kui iga elementide paari x, y = E korral on tédidetud vor-
ratus

o(Ax, Ay) < qo(x, y), (1)
milles kordaja ¢ on mingi iihest vdiksem reaalarv:
0<<g<1 (2)

(g ei s¢ltu elementidest x, y = E). Ahendava operaatori A raken-
damisel elementidele x, y «l@henevad» nende kujutised teinetei-
sele, elemendid «surutakse» teineteisele ldhemale. Seetotiu kasu-
tatakse nimetuse «ahendav operaator» siinoniiiimidena sageli ka
nimetusi «ldhenemisoperaator» voi «surumisoperaator».

Banachi printsiip. Tdielikus meetrilises ruumis E tegut-
seval ahendaval operaatoril A:E—~ L on olemas parajasti iiks
piisipunkt.

Toestus. Votame suvalise elemendi xo = E ja moodustame
jada {xn,} elementidest x; = Axo, Xo=2Ax;, xa3=Axy ..., Xn=
==Axp_1,... . Niitame, et jada {x,} koondub ruumis E. Meetri-
lise ruumi E téielikkuse tottu piisab selleks néidata, et {x,} on
Cauchy jadal, s. t. et

O (Xm, xn) = 0, kui m, n — oo.
Olgu m <n (juhtumi m > n késitlus on analoogiline). Rakenda-
des korduvalt kolmnurga aksioomi, leiame

0 (xm; Xn) < 0 (Xm, xm+1) - 0 (Xmt1s Xq) <
< 0 (Xm, Xmt1) + 0 (X¥ma1, Xmy2) +
. . + Q(x11L+21 xn) < ce .
Selliselt jiatkates saame

n—1

0 (Xm, Xn) <k§ 0 (Xn, Xny1). (3)

Hindame viimase summa liikmeid. Kuna x, = Ax,—, (k=1, 2,...),
siis vorratuse (1) pdhjal
Q(xih xh+l) == Q(Axh—h Axh) < qgo (xh—l’ xh) =

= qo (Axp—g, Axr—1) << q%0(Xn—2, ¥p1) =

= g2 (Axn-s, Axr—2) < g°0(%n—3, Xp—2) = ...
Selliselt jatkates leiame 16puks, et

o(Xn, Xn41) << g (%0, X1).
See vorratus kehtib iga £=1, 2, ... korral.

Vorratusest (3) saame niiiid

n—1 n—1
0 (Xm, Xn) <h2,’ o (xn, Xrp1) << 0 (%, xi)hZ,’ gt <<
=m =m

< 9(%0, X1) 3/ g* = o (%0, X1)
h=m I— q
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Viimasel sammul me votsime arvesse vorratuse (2) ja rakenda-
sime kahaneva geomeetrilise progressiooni summa valemit. Vor-
ratuse (2) tottu

Q(xml xn) <

Q_(x("_);‘)_qm_,.o, kui m-—oo (m<nj.

1 —
Seega {xn} on Cauchy jada ja koondub mingiks elemendiks
x*e £ .
0(xn, x*) >0, kui n— oo.
Vorratuse (1) totlu
0(Axy, Ax*) << go(xy, x*) -0, kui n — oo,

s. t. Axp— Ax*. Kuid me teame ka, et Axn, = x,01— x*. Kuna
aga koonduval jadal ei saa olla mitut piirelementi, siis Ax* =
=x"*, s. t. x* on operaatori A piisipunktiks.

Niisiis on operaatoril A piisipunkt olemas. Piisipunkti ainsuse
nditamiseks oletame, et operaatoril A on olemas veel teine piisi-
punkt x**;

’ Axh* = k¥,
Siis vorratuse (1} pohjal
o(x*, x7%) = g(Ax*, Ax**) < go(x*, x*),

millest jareldub vorratuse (2) ja kauguse mittenegatiivsuse tottu,
et -

o{(x*, x**) =0 ehk x* = x**
Jirelikult on operaatoril A olemas ainult {iks piisipunkt.

Banachi printsiip on sellega toestatud.

Toestus annab iihtlasi meetodi piisipunkti ligikaudseks arvu-
tamiseks. Me nditasime, et suvalise algldhendi x, = £ korral
koondub lahendite jada

Xn=Axp— (n=1, 2,..)) 4)

operaatori A (ainsaks) piisipunktiks x*. Ldhendile jada leidmist
valemi (4) abil nimetatakse iteratsioonimeetodiks.
Ulesanne 1. Niidata, et vorratusest (1) jireldub operaatori A pidevus.
Ulesanne 2. Niidata, et lihendite jada (4) jaoks kehtib veahinnang

n
"_ n=012 _..).

0(%n, x*) < g (%o, x°) 1

Siin p(xo, x*) on alglédhendi x, viga.
Ulesanne 3. Olgu teada algldhendi vea hinnang g(xo, x*) << &. Olgu

lihendi soovitav tdpsus & (0<{e << &). Kui suur tuleb votta iteratsioonisam-
mude arv N =N (e, ¢), et oleks garanteeritud tdpsus o(xn, x*) << €?

Ulesanne 4. Olgu E Banachi ruum, A: E— E aga operaator, mis igale
elemendile x = E seab vastavusse elemendi

Ax=Bx -+,
kus f on ruumi E mingi fikseeritud element, B : £ — E aga tokestatud lineaarne 2

operaator, mille norm 2
1Bl < L.
Néidata, et operaator A rahuldab siis Banachi printsiibi ndudeid.
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Banachi printsiibi lihtsamaid rakendusi

Koigepealt anname Banachi printsiibile uue formuleeringu iihe
olulise erijuhu korral.
Teoreem 1. Olgu E Banachi ruum,

S(xo,r)={x=E: ||x— xol| < r}

mingi kinnine kera ruumis E. Teisendagu ruumis E legulsev ope-
raator A kgra S (%0, 7) endasse:
kui ||x — xol] << r, siis |Ax — xoll < 1. (5)
Olgu iga x, y = S(xo,r) korral ldidetud vérratus
|Ax — Ayl < g lix—yll, (6)
milles q << 1. Siis on operaatoril A olemas keras S (xo, 1) parajasti
itks pisipunkt. .

Toestus. Kinnine kera S(xo,7) on tdielikuks meetriliseks ruu-
miks, kui defineerime elementide x, y vahelise kauguse valemiga
0(x, y) = llx —yl|. Toepoolest, meetrilise ruumi aksioomid 1°—3°
on tdidetud.! Nditame, et S(xo,7r) on tadielik. Olgu x, =S (xo,7)
(n=1,2,...) Cauchy jada, s. t.

0 (Xm, xn) — 0, kui m, n— oo.
Siis vérduse ||xm — xall = @ (xn, xm) tottu ka
[Jm — x4]| > 0, kui m, n— oo,
s. t. {x,} on Cauchy jadaks Banachi ruumis E. Banachi ruumi
taielikkuse tottu jada {x,} koondub ruumis E mingiks piirelemen-
diks x = E:
[|xn —x]| =0, kui n— oo.

Kuna aga kera S(x,r) on kinnine hulk! ruumis E ja x,&S8 (X0, ),
siis on ka piirelement x kera S(xo, r) elemendiks. Niisiis x&S (%o, r),
a

: 0(Xn, x) >0, kui n— oo,

Sellega oleme niidanud, et meetrilise ruumi S(xo,r) elementidest
moodustatud Cauchy jadad koonduvad selle ruumi elementideks,
s.t. meetriline ruum S(xo,r) on tdepoolest tiielik.

Teoreemi eelduste (5) ja (6) kohaselt teisendab operaator A
tiieliku meetrilise ruumi S(xo.r) iseendasse ja on ahendav sellel
ruumil. Banachi printsiibi pohjal on operaatoril A olemas parajasti
iiks piisipunkt ruumis S(xo,7).

Sellega on teoreem 1 toestatud.

Ulesanne 5 Olgu [|Axo—xoll < (1—g)r ja olgu iga x,y = S(x,7)

korral tdidetud vorratus (6). Néiidata, et operaator A teisendab siis kera S (%0, 7)
endasse.
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Vaatleme niiiid Banachi printsiibi lihtsamaid rakendusi.
Uurime vorrandi
x = f(x) (7y

lahendi olemasolu ja iihesuse kiisimust. Olgu f(x) mingil 16igul
[a, b] diferentseeruv funktsioon ja
F(x)] < ¢<1, kui x = [a, b]. (8)
Oletame veel, et i
f(x) =[a, b] iga x = [a, b] korral. 9)
Sellisel juhul voime vdita, et vorrandil (7) on olemas Idigul

[a, b] parajasti iiks lahend. Toepoolest, votame Banachi ruumiks
E reaalarvude ruumi R;, ||x —yi|=|x—y| Loik [a, b] on siis

- h+a
kinniseks keraks S(x,, r), mille keskpunktiks on _;_ ja raadiuseks
b—a
2 B
duse (9) 1ottu teisendab'kera S(x¢,r) iseendasse. LaUrangel kesk-
vadrtuslause pohjal on iga x, y = [a, b] korral

f(x) —f(y) =1(2) (x—y),

kus z on mingi vaartus x ja y vahel. Vorratuse (8) tottu
Fx) —F = @lx—yl < glx—y,

s.t. operaator f on 13igul [a,b] shendav (rahuldab keral S (xo,r)
vorratust (6)). Seega rahuldab operaator f koiki teoreemi 1 eeldusi
ning teoreemi 1 pohjal on tal olemas parajasti iiks piisipunkt

x*=[a b): i),
x*=f(x*

m. o. t. t. Muide, toestatud véide on geomeetriliselt tisna ilmne
(vt. joon. 1): tingimuse (9)
y tottu  paikneb funktsiooni
y=[(x) graafik ruudus
a<<x<b, a<y<b ja
jarelikult loikab mingis punk-
tis rtuudu diagonaali y==x;
vorratuse (8) tottu on kovera
y=7(x) puutuja tous iga
Y-k~ x < [a, b] korral iihest vaik-
sem, seetottu ei saa koverad
/ y=7f(x) ja y=x loikuda
] enam kui ithes punktis.
a Uurime niiiid vorrandisiis-
x ‘leemi

a x J & == f(&, &),
Joonis 1. So=g (&1, &) (10)

funktsiooni f(x) aga voime vaadelda operaatorina, mis eel-
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lahendi olemasolu ja iihesuse kiisimust. Olgu [(&;, &) ja g (&, &)
ringis &2 4 &2 << r? madéaratud funktsioonid. Mainitud ring on
keraks S(0,r) Banachi ruumis?! R», kera keskpunktiks on 0 =
= (0, 0). Defineerime ruumis R, tegutseva operaatori A4, mis igale
clemendile x=/(&, &)= S(0,r) seab vastavusse elemendi
(f(&, &), g(&), &)). Tingimus x= Ax tidhendab siis, et x=
v = (&1, &) rahuldab vorrandisiisteemi (10). Seega vorrandisiis-
tcemi (10) lahendid iihtivad operaatori A piisipunktidega. Meie
cesmirgiks on rakendada piisipunkti olemasolu ja iihesuse nédita-
mniseks teoreemi 1. Selleks peame asetama funktsioonidele f(&i, &)
ja g (&, &) selliseid tingimusi, et operaator A rahuldaks teoreemi 1
noudeid. Koigepealt, selleks et operaator A teisendaks kera
S(0,r) iseendasse, peame noudma jargmist:

f2(&1, &2) A 8%(&1, &) << 7%, kuil &2 H-&2 < r2 (11)

Selleks, et operaator A rahuldaks ka tingimust (6), peame noudma
jdrgmist:

{[F (&1, &) — T (m1, m2) 12 +-[& (&1, &2) — & (mpr, m2) 12} <C
< g{(E1—m)2 +(La—m2) ', kul &2 4 &2 <12 i+ << r2(12)
Kui funktsioonid f(&, &) ja g(&, &) rahuldavad tingimusi (11)

ja (12), siis operaator A rahuldab teoreemi 1 ndudeid ja tal on
olemas parajasti itks piisipunkt

= (51*, Eg*) 63(0, I’)

ning see piisipunkt on vorrandisiisteemi (10) ainsaks lahendiks.

Kasutades Lagrange’i keskvdirtusteoreemi, on véimalik anda
mitmesuguseid lihtsamaid piisavaid tingimusi, mis garanteerivad
lingimuse (12) tdidetuse.

Vaadeldud niited on iisna elementaarsed ega voimalda kiillalt hasti illust-
recerida  piisipunkti prmtsuplde kasulikkust. Sisukaid rakendusi on pusmunktl
printsiipidel integraal- ja diferentsiaalvorrandite tecorias. Formuleerime monin-
gad siia puutuvad tulemused iilesannete kujul ja anname vajalikke nipunditeid
nende iilesannete lahendamiseks.

Integraalvorrandi

x(f) = xo—l-ff(s x(s))ds (13)

lahendiks nimetatakse funktsiooni x—x*(t), mis on pidev mingil 6igul
{t —to] << h ja muudab sellel 16igul vorrandi (13) samasuseks:

*()=x + _;f(s, x*(s))ds Idigul |t —f| < &
to

Ulesanne 6. Olgu funktsioon f(Z, x) pidev ristkiilikus
[t—t <@, [x—x| <, (14)

kus a ja r on mingid konstandid. Rahuldagu f(¢, x) ristkiiliku (14) iga punkti-
paari (£, %1), (f, x2) korral vorratust (nn. Lipschitzi tingimust)

[F(t, x1) —F(t, x2)| < Nixy — x3], (18)
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kus N on mingi konstant. Ndidata, et integraalvorrandil (13) on olemas para-
jasti i]iks lahend x = x*(f), mis on mdiiratud mingil killalt vaikesel l6igul
It —to] < .

Napundide. Funktsiooni f({,x) pidevusest ristkiilikus (14) jireldub
tema tokestatus mainitud ristkiilikus:

if(t x| < M, (16).

kus M on mingi konstant. Votame arvuks A vihima suurustest a, r/M, g/N,
kus 0< g < 1. Delineerime ruumis! C[f{y— h, t, -+ h] tegutseva operaatori A,
mis seab [unktsioonile x = x(f) vastavusse funktsiooni

Ax = x4+ ft'f(s,x(s))ds, (17)

Operaatori A piisipunktid on integraalvorrandi (13) lahenditeks ja vastupidi.
Seetottu. piisab naidata (vorratusi (15) ja (16) kasutades), et operaator A

rahuldab keral S(xo,r) teoreemi 1 tingimusi. (Kera keskpunktiks on konstantne
funktsioon x = xo.)

Cauchy {ilesande
¥ =[(t %), x(to) = xo (18y

lahendiks nimetatakse funktsiooni x = x* (), mis on diferentseeruv mingil 16igul
|t — 15| << h, rahuldab sellel 16igul diferentsiaalvorrandit ja algtingimust:

x¥(8) = (¢, x*(¢)) loigul |t — | < h, x*(fp) = xo.

Ulesanne 7. Rahuldagu funkisioon f(#,x) samu tingimusi mis iiles-
andes 6. Naidata, et Cauchy iilesandel (18) on olemas para]astl uks lahend
x = x*(¢), mis on maiiratud mingil kiillalt vdikesel 16igul |t — o] <<

Napundide. Veenduda, et Cauchy iilesanne (18) on samavaarne integ-
raalvorrandiga (13), ja rakendada iilesande 6 viidet.

Schauderi printsiip

Toome sisse koigepealt moned uued mdisted ja meenutame
moningaid vanu. Olgu E Banachi ruum.

Hulka @ < E nimetatakse kumeraks, kui iga x,y =2 ja
2 &[0,1] korral ka Ax + (1 — 1)y = Q. Niiteks iga kera S(xo,r)
on kumer. Toepoolest, x,y & S(xo,r) tihendab, et

llx —xol| < 7, lly —x0l| < 7,
siis aga A = [0, 1] korral

I02x 4 (1 — )] —xoll = A (x — x0) -+ (1 —2) (g — =) || <
< Alx—xill - (1= lly—xoll < ar 4 (1 —A)r =1,

s.t. ka Ax 4+ (1 —2)yeS(x,r), m. o. t. t.

Hulka 2 < E nimetatakse kinniseks!, kui iga koonduva jada
xnef (n=1, 2, ...) piirvddrtus kuulub hulka Q. Niiteks iga
kinnine kera S(xo, r) on kinnine hulk.!

Hulka @ < E nimetatakse tokestatuks, kui leidub selline

(kiillalt suure raadiusega) kera S(xo,7) ruumis E, et 2 <= S(xo,7).
Muuhulgas, iga kera S(xo,r) on tdkestatud.
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Hulka 2 — E nimetatakse kompaktseks, kui igast jadast
e (n=1, 2, ...) saab eraldada koonduva osajada. Naiiteks
raumis Ry on kompaktseks hulgaks iga selle ruumi tokestatud
hulk. Toepoolest, olgu hulk 2, < R, tokestatud ja x, = 2, (n=
-1, 2,...), s. t. {x,} on tokestatud arvjada. Bolzano-Weierstrassi
leoreemi pohjal aga saab igast {Okestatud arvjadast eraldada
koonduva osajada, mis tdhendabki, et £; on kompaktne hulk.

HUlesanne 8. Niidata, et ka ruumis R, on iga tokestatud hulk kom-
paktne

Ulesanne 9. Niidata, et (mistahes) Banachi ruumis E on kompaktsed
hulgad tokestatud.

Ruumis Cf[a, b] ei pruugi tokestatud hulk olla kompaktne.
On voimalik ndidata (Arzela teoreem), et tokestatud hulk
©Q < Cfa, b] on kompaktne parajasti siis, kui funktsioonid x =

:x(t) hulgast 2 on vordpidevad Ioigul [a, b], s. t. iga
¢ >0 leidub selline § > 0, et vorratus |¢; — #o| < § toob kaasa vor-
ratuse |x (¢,) — x(t2)| < e iga x = 2 korral.

Formuleerime niiid Schauderi printsiibi; selle toestust me ei
esita (toestus on komplitseeritud).

Schauderi printsiip. Teisendagu Banachi ruumis E
tegutsev pidev operaator A :E-— E kinnise tokestatud kumera
hulga Q — E kompaktseks osahulgaks A2 — Q. Siis on operaato-
ril A hulgas § vihemalt iiks piisipunkt.

Kuna kinnine kera S(xo, r) on kinnine tokestatud kumer hulk,
~iis jdreldub Schauderi piisipunkti printsiibist muuhulgas jérg-
mine tulemus:

Teoreem 2. Teisendagu Banachi ruumis E tegutsev pidev
operaator A kera S(xo,r) kompakiseks osahulgaks AS(x,,r)c
< S(x0,1). Siis on operactoril A keras S(x,r) vihemalt iiks
pisipunkt.

Kuna ruumis R, tokestatud

J ja kompaktsete hulkade moisted

iihtivad, siis jareldub Schauderi

b pisipunkti printsiibist ka jirg-
mine tulemus:

Teoreem 3 (Bohl-Brou-

=X weri teoreem). Kui ruumis R,

! teguisev operaator A teisendab

kinnise tokestatud kumera hulga

2 < R, iseendasse, siis on ope-

g=f(x) raatoril A hulgas Q vihemalt

tiks piisipunkt.
Mirgime, et n=1 korral on
x  teoreemi 3 viide iisna ilmne.
Toepoolest, kinnisteks tokestatud
Joonis 2. kumerateks hulkadeks ruumis
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R; on loigud. Kui funkisioon (operaator) y==f(x) teisendab
Ioigu [a, b] iseendasse, siis tema graafik paikneb ruudus a <
<< x << b, a <<y << b ja peab tingimata 16ikama ruudu diagonaali

=x (vt. joon. 2), s. t. funktsioonil f on 16igul [a, 6] olemas vihe-
malt iiks pilisipunkt. Sealjuures voib piisipunkte olla iildiseit mitu
(joonisel 2 on neid kolm).

Juba n=2 korral pole teoreemi 3 viide sugugi ilmre. See
voib tunduda koguni uskumatuna: teoreemi pdhjal me ei saa nai-
teks ringi &2 4- &? <C r? punkte x = (&, &) selliselt iimber paigu-
tada, et ldhedased punktid ldheksid iile 1dhedasteks (operaatori
pidevus) ja et sealjuures {ikski punkt ei jddks paigast nihuta-
mata.

Teoreemi 3 toestas 1904. a. Riia matemaatik, Tartu iilikooli
kasvandik P. Bohl; 1910. a. joudis sama tulemuseni L. Brouwer.
J. Schauder tugines oma piisipunkti printsiibi toestustes (1927—
1930) Bohl-Brouweri teoreemile.

Ulesanne 10.0lguf(&, &) ja g(&, &) ringis &2+ £2? << r? pidevad funkt-

sioonid, mis rahuldavad tingimust (11). Néiidata, et vorrandisiisteemil (10) on
sils olemas vihemalt itks lahend.

Ulesanne 11. Olgu funktsioon f({,x) pidev ristkiilikus (14). Niidata,
et integraalvorrandil (13) on olemas vihemalt {iks lahend x = x*(f).
Napundide Kasutada Arzela teoreemi ja teoreemi 2.

Ulesanne 12 Olgu funktsioon [(¢, x) pidev ristkilikus (14). Niidata,
et Cauchy iilesandel (18) on olemas vdhemalt iiks lahend x = x*(f).

(Lapp)

VANA ULESANNE UUES VORMIS

Klassikalisleks ja dldtuntuiks voib vist lugeda selliseid iilesandeid, kus
noutakse nditeks kirjutada mistahes etteantud naturaalarv, kasutades selleks
vaid kolme numbrit 2 ning tavalisi tehtemdirke, funktsioonisiimboleid jms.!
F. Cheney esitas seda tiiipi iilesannete uue variandi: kirjutada mingi ette-
antud naturaalarv, kasutades selleks vaid arvu s (tavalises tdhenduses), sulge,
aritmeetiliste tehete mirke ja ruutjuure ning tdisosa votmise siimboleid (igaiihte

kuitahes palju kordi). Et arvu 1| saab esitada kujul [+/«], siis neid avaldisi
Hites saab muidugi iga naturaalarvu noutud kujul esitada. Seame aga niiiid
eesmirgiks esitada antud naturaalarv dsjakirjeldatud kujuga avaldisena nii.
et # esineks seal minimaalne arv kordi. Sissejuhaluscks pliidke seda eesmirki
saavutada esimese kahekiimne naturaalarvu puhul!

! Niiteks

5 = log, log, V)/Vi_/__v__‘z
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DIOFANTILISTE VORRANDISUSTEEMIDE LAHENDAMINE

R. Kulmet

Diofantilised vorrandisiisteemid on tdisarvuliste kordajatega
algebraliste vorrandite siisteemid, millele otsitakse tdisarvuliste
komponentidega lahendeid.! Triviaalsete juhtude kdrvalejdtmiseks
voib eeldada, ei tundmatute arv diofantilises vorrandisiisteemis iile-
tab vorrandite arvu (s. t. tegemist on nn. médaramata vorrandi-
siisteemiga). Erijuhul, kui vorrandite arv on iiks, rddgitakse dio-
fantilisest vorrandist. Nimetus «diofantiline vérrand» tuleneb
kreeka matemaatiku Diophantose (3. saj. m. a. j.) nimest, kes
ithena esimestest vaatles vorrandite ratsionaaallahendite leidmist.

Lihtsaimaks diofantiliseks vorrandiks voib lugeda vorrandit

ax - by =1,
kus @ ja b on iihistegurita tdisarvud. Sellel vorrandil on lopmata
palju tdisarvulisi lahendeid, nimelt avaldub tema iildlahend kujul
X = Xo - bt, y = yo— at,

kus ¢ on suvaline tdisarv ja (xo, yo) mistahes erilahend.
Jargnevas vaalleme lineaarset diofantilist vorrandisiisteemi

kujul

anx; - Qigke 1 . . . + Qiaxe = by,

g1 X1 - Aok = . . . T Ggnkn = by, M

amiX _|!_ QmaXa + ce _I_ AmnXn = bm,
kus m < n. Eeldame veel, et siisteemi koik kordajad a;; ja vaba-
lilkmed &; on tdisarvud ning et iga 1 << i << m korral b; jagub
aiy, .. ., @ip suurima iithisteguriga (kui mingi { korral b; ei jagu
kordajate ay, ..., a;n suurima thisteguriga, siis ei ole siisteemil
tdisarvulist lahendit, sest iga tédisarvude siisteemi x,,..., x, kor-
ral jagub selle vorrandi vasak pool kordajate suurima iihistegu-
riga, parem pool aga mitte). Jagades vorrandid vastavate suuri-
mate ithisteguritega voime seega siisteemi alati teisendada kujule,
kus a;, ..., a;n on ithistegurita.

! Monikord moeldakse diofantilise vorrandisiisteemi lahendamise ali ka
ratsienaalarvuliste komponentidega lahendite leidmist.
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Lineaarsete diofantiliste vorrandisiisteemide koigi taisarvuliste
lahendite leidmine osutub oluliseks probleemiks matemaatika mit-
metes valdkondades, muuhulgas néiteks nn. tdisarvuliste planee-
rimisiilesannete lahendamisel. Seetdttu ongi nende leidmiseks
antud iisna mitmeid algoritme.? Kdéesolevas artiklis kirjeldame
iiht niisugust lahendusalgoritmi maatrikskujul. Algoritmi tuleta-
mise idee poOhineb meetodil, mida on kasutatud ithe diofantilise
vorrandi lahendamisel A. K. Su3kevit$i arvuteooria 6pikus 3.

Kirjutame valja siisteemi (1) laiendatud maatriksi, paigutades
vabaliikmed esimesse veergu:

by an ap ... ay din
b2 2231 (2%} ... Qo Aoy (2)
bm Am1 AQm2 ... AGmi ... QOmn

Et eesmirgiks on saada siisteemi (1) tdisarvulist tildlahendit, siis
piiliame teisendada maatriksi (2) elementaarteisendustega niisu-
gusele kujule, kus igas reas vidhemalt iihe tundmatu kordajaks
osutub arv | ja vastav veerg on iihikveerg, s. t. iilejddnud ele-
mendid selles veerus vorduvad nulliga.

Kui esialgses siisteemis mone tundmatu kordajaks mingis vor-
randis on juba arv 1, siis valime selle elemendi juhtelemendiks
ning teisendame vastava veeru iihikveeruks. Seda lihtsat juhtu
korvale jéttes oletame, et maatriksi (2) esimese rea elementide
a, ..., a1, hulgas pole arvu 1. Valime niiiid nende seast abso-
luutvdértuselt minimaalse, arvestamata elemente 0. Olgu selleks
ay, s. L.

lau] = min .]aiﬂ.-!
i<j<n
ay; 70
{veerg [ jadb edaspidi juhtveeruks). Tuues sisse abitundmatu u,
moodustame uue vorrandi

Amt1, 1X1 - @ity 2X2 .o X+ o Gmt, w X — U= Oy,
kus kordajad am41; (j=1, ..., n) arvutame eeskirjast*

. BTN 3
Mg _[ ay )
ning analoogiliselt leiame ka vabaliikme:
b= 2] )
an

? Vt. niit. M. S. Cheema. Integral solutions of a system of linear
equations. The American Mathematical Monthly, 1966, vol. 73, No. 5, 487—490.
B. A. 3eitnanos. Kpurepufi paspeliIdMOCTH NPOH3BOJbHOH CHCTeMbi Jmﬂexmblx
ypaBHeHMil B WeJbiXx 4dcaax. Y4. san. [larecraHnckoro roc. yu-ta, 1959, Ne 5
159—165

3 A K Cymkenuy. Teopus uucen, Xaperos, 1956, 52—53.

¢+ Edaspidi [a] tihistab arvu a tiisosa ja {a} murdosa seega a = [a] 4
+ {a}, kusjuures 0 << {a} < 1.
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Et oleme saanud taisarvuliste kordajatega ja vabaliikmega
vorrandi ning meid huvitavad ainult siisteemi tdisarvulised lahen-
did, siis voib ka abitundmatu u; omandada ainult taisarvulisi vaar-
tusi. Uue vorrandi juurdetoomine ei muuda esialgse siisteemi
lahendite hulka. Toepoolest, kui (xy,..., x,) on siisteemi (1) mis-
tahes tdisarvuline lahend, siis leidub tdisarv u, nii et laiendatud
siisteemi lahendiks osutub (xi, ..., xn, u1); kui aga (x1, ..., Xn, 1)
on laiendatud siisteemi lahend, siis (xy, ..., x,) rahuldab esialgset
slisteemi.

Laiendame ntilid maatriksit (2), kirjutades uue vorrandi kor-
dajad ja vabaliikme viimaseks reaks ning tdiendades eelmisi ridu
uuele tundmatule u; vastavas veerus nullidega. Maatriks (2) oman-
dab sellega kuju

b, ap a2 ay tin 0
by ag) 5% Qs Qan 0
bm Ly Qe Amy Amn 0
bmt1  Gmirn  Omyre 1 Antin 1

Valime juhtreaks selle uue juurdekirjutatud rea (juhtelemendiks
seega elemendi @mii1,,=1) ja teisendame juhtveeru ithikveeruks,
liites iildiselt i-ndale (i=1, 2, ... , m) reale (—ay)-kordse juhtrea.
Et iga j &= [ korral

ay; — ayq

a'yi| = lay;, — au@myr, i =
l 1,7‘ i 1; 11 7n+1._/| a“

. ay; aij Qyj
= laij—£14r<—,'~—{ })I = au{— <lay,
ay an ay b

siis selle elementaarteisenduse tulemusena muutuvad maatriksi
esimese rea elemendid absoluutvddrtiuse poolest véiksemaks kui
lay (vdlja arvatud vabaliige ja uuele tundmatule vastavas veerus
paiknev element — viimase uueks vadartuseks tuleb ay).

Kui me kirjeldatud teisendusega ei saanud maatriksi esimesse
ritta veel elementi -1 voi —1, siis moodustame jille uue vor-
randi ja toome sisse taisarvulise abitundmatu uy. Selleks leiame
teisendatud maatriksi esimese rea elementide seast (vabaliige ja
nullid vilja arvatud) absoluutvédirtuselt. minimaalse, arvutame
kordajad a@mys,; (j=1,...,n-4 1) ja vabaliikme b2 analoogili-
selt nagu @m4i,; ja bmy valemitest (3) ja (4) ning teisendame
juhtveeru iihikveeruks.

Kordame seda protsessi, kuni €sineb iiks jdrgmisest kolmest
voimalusest:

1) elementaarteisenduste tulemusena saame esimesse ritta
k6ik nullid, vélja arvatud dsja juurdetoodud tundmatule vastavas
veerus paiknev element; sel juhul voime esimese rea ja uuele
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tundmatule vastava veeru jatta edasisesl vaatlusest valja, sest
see tundmatu vordub samaselt nulliga;

2) vorrand tuleb vastuoluline, s. t. osutub, et vabaliige ei
jagu tundmatute kordajate suurima iihisteguriga; sel juhul puu-
dub siisteemil tdisarvuline lahend;

3) oleme saanud esimesse ritta mingi tundmatu kordajaks 1
voi —I1.

Kui ei esine juhtu ! ega 2, siis mingil sammul esineb kindlasti
juht 3, sest igal sammul on esimese rea absoluutvdartuselt mini-
maalne nullist erinev element vdiksem kui eelmisel sammul. Uht-
lasi mérgime, et kui {ihikveeruks teisendatud veerg vastab min-
gile abitundmatule, siis jatame pidrast elementaarteisendusi dra
selle veeru ja vastava rea, kus paikneb iithikelement, sest meil pole
vaja avaldada abitundmatut teiste tundmatute kaudu.

Eeldame, et leiab ,aset juht 3, s. t. et oleme saanud esimesse
ritta mingi tundmatu kordajaks 1 voi —1 (viimasel juhul korru-
tame rida (—1)-ga). Téhistame saadud maatriksi elemente a’;;.
Oletame, et selleks oleme pidanud loppkokkuvottes juurde tooma
s, abitundmatut ja seega ka s, vorrandit, arvestamata neid tund-
matuid, millele vastavad read ja veerud on parast elementaar-
teisenduste teostamist vaatlusest vélja jdetud. Juhtreaks valime
niiiid esimese rea, juhtelemendiks saadud elemendi a’y, =1 ja tei-
sendame k-nda veeru iihikveeruks, liites i-ndale (i =2, ...,m - s;)
reale (—a’x)-kordse esimese rea. Juhul kui &-s veerg vastab min-
gile abitundmatule, voime pérast teisendust muidugi esimese rea
ja k-nda veeru maatriksist korvaldada.

Edasi lahtume juba teisendatud maatriksi teisest reast. Kui
eelnevate teisenduste kiigus oleme saanud seal mone elemendi
vaidrtuseks —-1, siis teisendame vastava veeru ithikveeruks. Vas-
tasel korral valime selles reas absoluutvdirtuselt minimaalse ele-
mendi (arvestamata nulliga vorduvaid elemente ja vabaliiget),
moodustame uue vorrandi, tuues sisse uue abitundmatu, teostame
maatriksiga vastavad elementaarteisendused jne. Protsessi jit-
kame, kuni koigis ridades on olemas iihikelement ja vastav veerg
on teisendatud iihikveeruks. See osutub voimalikuks alati, kui meil
on tegemist siisteemiga, millel eksisteerib tdisarvuline lahend.

Loppkokkuvdottes oleme saanud iilimalt (r—=+s) X (n- 1} s)-
maatriksi, milles on r - s ithikveergu, kusjuures s = s; - s,

.7+ Sm << n—r, s; on i-nda vorrandi puhul juurdetoodud ab1tund-
matute arv (arvestamata on jdetud need tundmatud, mida on
kasutatud ainult maatriksteisenduste teostamiseks ja mis on hil-
jem dra jdetud) ja r on esialgse siisteemi laiendatud maatriksi (2)
astak. Juhul kui modnele pohitundmatule vastavat veergu pole
onnestunud teisendada iihikveeruks, kuid igas reas on ometi iihik-
element olemas, v6ib need tundmatud samastada abitundmatutega
ja omistada neile mistahes tdisarvulisi vdartusi.
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Lopptulemuseks saadud maatriksist, millel on nditeks kuju

X1 Xo ... Xp ... Xpn U . us”
17
b 1 1 0 ...0 ...0 (1//1,/,1.“ oo AT nts
b//;z 0 o ...1 ...0 a”2,n+1 A a//2,n+s
b” 0 0 0 | A n+1 a1 nts
b”m+50 1 ...0 ... 0 a”m+s, n4l .- - allm+s. n+s

voime kohe vélja kirjutada vorrandisiisteemi (1) i{ildlahendi:

7
Xy==b"y  —a" pity *"a”l,n+2u2 — .. —a" |, nysls,

Xg = b”m-[»s - a”m+s, n+1ly— a”m+s, ntally — ... — a”m+s, n4sls,
.................... ,

X == b”2 — @y nyitts — @9 niols — ... — Qg sl

" 14 7
Xp = b — @ty a’ z,n+zllz ... A nsls.

Et maatriksi elementide tdisarvulisus on teisenduste kdigus
sdilinud, siis andes abitundmatutele «y, ... , us mistahes tdisarvu-
lised viirtused, saame ikka lahtesiisteemi rahuldava tdisarvulise
fahendi (x;, ..., xx). Juhul kui ihelgi sammul ei esine juht 2,
oleme sellega iihtlasi tdestanud lineaarse diofantilise vorrandisiis-
teemi tdisarvulise lahendi olemasolu.

Selleks, et kiiremini jouda olukorrani, kus vaadeldavas vorran-
dis on mingi tundmatu kordajaks arv 1, voib uute vérrandite kor-
dajate ja vabaliikmete arvutamiseks votta kasutusele jargmised
eeskirjad (eeldusel, et a;; ja b; tdhistavad maatriksi elemente uue
vorrandi juurdetoomise momendiks ning a; on vastava rea abso-
luutvéirtuselt minimaalne nullist erinev element):

= —, kui {—a—ij—} <1—,
L a;; | (227} 2
Ak, =— i ] @i 1 (5)
o RN bl e
L ST il
([2=] i {ord=5
btk = 4 ¢ o ] " ) (6)
— |41, kui {—‘—}>—,
L aq ail 2
kus k=1, ..., s i=1,...,m j:,...,n—#k—l.

Toepoolest kui {a”/au} << 1/2, siis

i aij_ aij
l Y aa l 1[ an ai

kui aga {a/aq) > 1/2, siis

oo o[22 1) =

'_hh——d
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Seega nendes veergudes, kus valemi (b) kohaselt tuleb votta
tr,j = [a@ijlau] + 1, saame pirast elementaarteisendusi i-ndasse
ritta absoluutvaartuselt vdiksemad elemendid kui valemi (3) kasu-
tamise korral. Valemite niisuguse tdpsustamisega 'saame vihen-
dada nende abitundmatute arvu, mis on vajalikud {iksnes sobi-
vateks elementaarteisendusteks. Abitundmatute arvu vdhendamine
lithendab muidugi ka lahenduskaiku.
Niide 1. Leiame vorrandisiisteemi

26x — 13y + 72 =4,
x+7y-+3z=4
koik tédisarvulised lahendid. Et antud juhul vabaliige jagub vasaku

poole kordajate suurima iihisteguriga, siis hakkame teisendama
siisteemi laiendatud maatriksit

4 25 —I13 7
4 1] 73
Maatriksi teises reas on juba arv 1 — valime selle juhtelemen-

diks (maatriksis kastiga iimbritsetud) ja teisendame tundmatule
x vastava veeru iithikveeruks:

(—96 0 —188 —68*)

4 1 7 3
Esimese rea elementide hulgas on niiiid absoluutvéartuselt
minimaalne a;3= —68 (maatriksis tdrniga mérgitud). Toome

sisse abitundmatu u; ning arvutame uue vorrandi kordajad ja
wvabaliikme eeskirjadest (5) — (6):

—96 28 |
b3 — 'TGS—‘ — 1, Sest "6'8' < —2—_ ’
a3 = 0

—188 52 1
as _[ ] 1 =3, sest 8 —_— 5
Q33 =— 1.

Uus vorrand on seega: 3y + 2 —u; = 1. Tdiendades maatriksit sel-
le uue vorrandiga, saame
—9 0 —188 —68 0
4 1 7 3 0}

10 3 -1

Edasi toimime analoogiliselt, koondades arvutustulemused
tabelisse 1. Kolme sammu jéirel jouame maatriksini, milles abi-
tundmatule u, vastab iithikveerg. Seetottu voime dra jatta 5. rea
ja 5. veeru. Juhu 1 esinemise t6ttu voime dra jatta ka 1. rea ja
7. veeru. Peale neid lihtsustusi saame tabelis 1 viimasena kirju-
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tulud maatriksi, mille pohjal vdoime vélja kirjutada vorrandisiis-
feemi iildlahendi: '

x = —8 - 224,
y=—6- 174,
z= 18—47u,
kus up asemele on kirjutatud u.
Tabel 1
‘l/i?g:. x y 2 u U U
—28 0 16* 0 —68 0
1 1 —2 0 3 0
1 0 3 1 —1 0
—2 | 0 y o | —4| —1
4 0 0 0 —4* 16 0
—3 1 0 0 —5 —2 0
7 0 0 1 11 3 0
—2 0 | 0 —4 —1 0
—1] 0 0 0 ] —af —1
0| 0 0 0 0 0| —4
—8 1 0 0 0 —22 1 —5
18 0 0 1 0 47 11
—6 0 1 0 0 —17 | —4
—1 0 0 0 1 —4 | —1
—8 1 0 0 —22
18 0 0 1 47
—6 0 1 0 —17

Niide 2. Diofantilise vorrandisiisteemi
2x) — 3x —|— Sx3 — 4x4 —I— 6x5 = 7,
Txy - 4xg — 3x3:4- x4 - 1245 =20,
6x1 — 5x2 —|— 2)63 —l— 7)64 —|— 4X5 =4

lahenduskéik on koondatud tabelisse 2. Jattes selle tabeli viimases
maatriksis dra 3. rea ja abitundmatule u, vastava veeru nieme,
et x4-le vastavat veergu ei saa teisendada iihikveeruks ja seega
voime x4 samastada abitundmatuga (tdhistades teda u;-ga). Kui
veel u; aseme! kirjutada u,, siis siisteemi iildlahendiks saame

x1= 129 — 60u; — 314u,,
xo = 140 — 63u; — 340us,,
X3 = 137 — 61u1 —334112,
Xgq = Uy,

X5 = —86 + 40u; + 2134,
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Tabel 2
. | |
\l/]?g: X1 i Xo 1 X3 ' Xy X5 23] Uy 723
: ! |
7 2% | —3 5| —4 6 0
20 7 4] —3 9 12 0
4 6 | —5 2 7 4 0
3 -2 2| —2 3| —1
1 0 1] 1 0 0 2
—1 0 18| —17 | 23 | =9 7
—14 0 7| —10] 19 | —14 6
3 1| —2 2| —2 3] —1
1 0 1 1 0 0 2| o
—19 0 0 -|—35| 23| —9* —29| o0
—21 0 0 |[—17 | 19| —14| —8| 0
5 1 0 4|2 3 3] o
2 |0 0 4| —3 ol sf -
! 0 1 1 o o 2 0
—1 0 0 m| -4 0o | —2{ —9
7 0 0 39 |—23] 0 34 | —14
—1 1 0 | —8 71 0 | —6 3
2 0 0 4| =3 1 3] —1
2 0 1 0 410 4 9 0
—1 0 0 L —4| 0 —2 | —9 0
46 0 0 0 133 0 |112*| 337 0
—9 1 0 0|—25]| 0 | —22 —69 0
6 0 0 0 13] 1 11| 35 0
0 0 0 0 1| o Ny 8] —
2 0 ! 0 0] o© 0| —3 4
—1 0 0 ! 2| 0 0| —3| —2
46 0 0 0 20| 0 0 | e
—9 1 0 o | =31 0 0| —3|—22
6 0 0 0 21 1 0 2] 1
0 0 0 0 1{ 0 13 —
(siinkohal vo6ib dra jatta 7. veeru ja 6. rea)
140 0 1 0| 63 0 0| 340
137 0 0 ! 61 0 0| 334
46 0 0| o] 21 0 1] 112
129 1 0! 0| 60 0 0| 314
—86 0 0l 0| —40 1 0 {213



GRAAFID JA LAUSEOPETUS I1

M. Koit

Graafiteooria rakenduste raamides oleme tutvunud kahe viisiga
lause siintaktilise struktuuri kirjeldamiseks — need on moodus-
tajate puu ja s6ltuvuste puu.! Teatavasti on kummalgi meetodil
omad eelised ja puudused. Nditeks soltuvuste puu voimaldab val-
jendada mitte iiksnes siintaktiliste seoste olemasolu sonade vahel,
vaid ka nende orientatsiooni. Paraku ei ole aga soltuvuste puu
kasutamine loomulik siis, kui siintaktiliste seoste orientatsioon ei
ole obligatoorne, eriti sel juhul, kui omavahel on seotud mitte
tiksikud sonad, vaid sonariihmad (néditeks «ei ole tulnud», «néib
kohal olevat», «otsekui kinni naelutatud» jne.). Selliste juhtude
kirjeldamiseks sobivad enam moodustajate puud. Et erinevad
siintaktiliste seoste tiiiibid esinevad korvuti isegi samas lauses,
siis on otstarbekas luua niisugune lause siintaktilise struktuuri
kirjeldamise siisteem, mis tihendaks molema juba késitletud viisi
head kiiljed. Vaatleme siin iiht sellist siisteemi, mille on vilja
téotanud A. Gladki.2

Olgu X 1oplik miltetiihi lineaarselt jdrjestatud hulk, mille ele-
mente nimetame punktideks. Hulka X vdoime tolgendada
lausena, punkte aga lausesse kuuluvate sonadena.

Defineerime vahemiku (a, b):

(@b) ={x:a<x<b}
ja loigu [a b]:
[a,bl={x:a<<x<b}, abxesX

Vahemik on 16ik parajasti siis, kui ta on mittetiihi; 16ik on
vahemik parajasti siis, kui ta ei sisalda hulga X suurimat ja
vihimat elementi (mida tdhistame vastavalt sup X ja inf X).
Niiteks kui hulk X koosneb elementidest a, b, ¢ ja d, kus a < b <
< ¢ < d, siis loik [b, ¢] iihtib vahemikuga (a, d).

. ' Vt. M. Koit. Graafid ja lausedopetus. — Matemaatika ja kaasaeg, XV,
k. 27—34.

2 A, B. Tmagkui. O6 ONHCAHHH CHHTAKCHYECKOH CTPYKTYDHl Npemioxe-
uuda. HMHcrutyr marematnkn COAH CCCP, 1968.
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Iga mittetiihja hulga £ = X saab iihesel viisil esitada kujul
E = Ulas b:],
i—1
kus m>1 ja iga i=1, 2, ..., m—1 korral® (b ai}1) # .

Nédide 1. Vaatleme hulka (lauset)
X =Ta kavatses jitta eile ostetud huvitavana tunduva

1 2 3 4 5 6 7
ajakirja lugemise ldhemaks tddst vabaks ohtupoolikuks.
8 9 10 11 12 13

Olgu E={l, 2, 3, 8, 9, 12, 13} (elementide tdhisteks on nende
jarjekorranumbrid). Selle hulga voib esitada kujul (vt. joonis 1):

E={1,2,3} U{8 9} U {12, 13} =[1,3]1 U [8 91 U[12 13].
I | 1 l'_l

® L ] . [ ] [ ] L J [ ]
1 2 3 4 5 6 7 89 10 1 12 13
Joonis 1.

Loigud [ay, 611, [as2, b2], .., [@m, bm] on hulga E nn. kom-
ponendid. Kui inf X ¢ E v6i sup X & E, siis nimetame hulga
E komponente tsiiklilisteks komponentideks. Kui aga
ay =inf X ja by = sup X, siis nimetame hulga E tsiiklilisteks kom-
ponentideks hulki [ao, b2], ..., [@m—1, bm=1] ja [@m, bm] U [ay, b:1].

Nidide 2. Néites | vaadeldud hulga E komponentideks on
loigud [1, 3], [8,9] ja [12, 13], tsiiklilisteks komponentideks aga
hulgad [8,9] ja [1,3] U [12, 13].

Olgu E,, E; = X. Hulk E, sisaldub hulga X\ E, mingis tsiik-
lilises komponendis parajasti siis, kui E, sisaldub hulga X\ E,
mingis tsiiklilises komponendis. Kui £y Es = J ja E; ei sisaldu
hulga X\ E, {iheski tsiiklilises komponendis, siis iitleme, et hul-
gad E; ja Eo ahelduvad (voi teisiti: hulk E, aheldab hulka E;).

Nédide 3. Olgu X ja E niites 1 vaadeldud hulgad, E, =
= {10, 11}. Siis X\ E;=1{1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 12, 13} =[1,9]U
U[12, 13]. Hulk X\ E, iihtib oma ainsa tsiiklilise komponendiga,
E < X\ E,, jérelikult hulgad £ ja E, ei aheldu.

Nidide 4. Olgu E;= {6,7} UE, (X, E; ja E on eelmises néi-
tes vaadeldud hulgad). Siis X \ E;= {1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13} =
=[1,5]U[8,9]U[12, 13]. Hulga X\ E, tsiiklilised komponendid
on [8,9] ja [1,5]U[12, 13}. Hulk E ei sisaldu tervikuna hulga

X\ E; kummaski tsiiklilises komponendis. Jérelikult hulk E, ahel-
dab hulka E.

3 Siimboliga & tadhistame tithja hulka.
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Voib leida lihtsa seaduspédrasuse hulkade aheldumise vilja-
sclgitamiseks. Utleme, et punktipaarid (e, b) ja (c,d) eraldavad
tecineteist, kui punktid a, b, ¢ ja d on koik erinevad ning iiks
punktidest ¢ ja d asub, kuid teine ei asu punktide a ja b vahel
(nditeks punktipaarid' (1,8) ja (6,10); vt. joonis 1). Hulgad
EyEy= X (Ey#+ I, Es = I, EyN E; =) ahelduvad parajasti
siis, kui leiduvad punktld a,beE, ja ¢,d = E, nii, et paarid
‘a, by ja (c, d) eraldavad teineteist. Uhepunktlllsed hulgad ei aheldu
l\unagl

Nédide 5. Naites 4 vaadeldud hulgast E voime valida punktid
| ja 8, hulgast E, punktid 6 ja 10. Valitud punktipaarid eraldavad
tcineteist, jarelikult hulgad Eja E; ahelduvad.

Olgu niiiid antud hulga X mittetiihjade alamhulkade mingi
hulk € ja sellel hulgal defineeritud binaarne suhe —. Paar (€, —)
moodustab graafi.

Naide 6. Olgu PRV

X == Ta peaks tulema otseko/ze X “' 2 '5'4}

1 2 3 4 {23}
€= {X,{1}, {2}, {3}, {4}, {2, 3}}. ././.\\

Suhte — defineerime jargmiselt: 1 2 3 4
{1} - {2,3}, {2,3} > {4}. . Joonis 2.
Vastav graaf on kujutatud joonisel 2.

Nimetame kaareks hulkade E, F = € paari (E, F), mille kor-
ral E—»F, ja teeks hulkade Ej, E,,...,Er=€ (k>1) jada,
nnlles iga' paar (Ej; Esr) (i==1, 2, k—1) on kaar. Kui

w Eo ..., Er on tee, siis klrjutame El =>Ek

Kui ﬁl, E, =6, kus E| < E,, ja ei leidu nitsugust hulka E = €,
¢l kehtiks E; <@ E — E,, siis titleme, et £, on vahetult sises-
tatud hulka E,.

Nidide 7. Eelmises néites on hulk {2} vahetult sisestatud
luilka {2, 3}, kuid mitte hutka X. Kull aga on hulk {2,3} vahetult
sisestatud hulka X.

Graafi (€, —) nimetame siintaktiliste rithmade siis-
tecemiks (srs) ja tema tippe (hulga € elemente) siintakti-
listeks rihmadeks (sr) huilgal X, kui kehtivad jargmised
aksioomid: _

1°. € sisaldab hulka X ja koiki tema ithepunktilisi alamhulki.

2° Kui- E, E; =€, siis kas E\Ey=(J voi E, = E; voi
/, = E1 :

3° Kui £, E,=€ ja 51 N Ex =, siis E ja Ej el aheldu (s. t.
¢i leidu punktipaare (ai, b)) ja (@, b2), a1, by € E\, a3, b & E,, mis
craldaksid teineteist).

4° Rui Ei— Ey, siis E; ja E, on vahetult sisestatud {ihte ja
simasse sr-sse.
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5° Uhegi E = € korral ei kehti E=-E (s. t. graai (€, —) «
sisalda kontuure).
6° Kui E, — E ja E; — E, siis E, = E; (graafi igasse tippu sis¢
neb iiksainus kaar).
7° Kui E, E, ja E; on paarikaupa mitteloikuvad sr-d ning E, -
— E,, siis hulgad E ja E|U E; ei aheldu.
8 Kui E,, Es, E; ja E4 on paarikaupa mitteldikuvad sr-d nin
E,—~ E, ja E3— E,, siis hulgad E; U E; ja EsU E4 ei aheldu.
Aksioomid 5° ja 6° tdhendavad, et graafi (€, —) iga sidus kom
ponent on puu. Aksioomi 4° pohjal on koik sr-d, mis kuuluvad iiht
niisugusesse alampuusse (kui see puu ei koosne iihestainsas
sr-st X), vahetult sisestatud iihte ja samasse sr-sse. 1° ja 2° o
tavalised moodustajate siisteemi aksioomid. Aksioome 3°, 7° ¢
voib tolgendada kui teatavaid projektiivsuse tingimusi.
Veendume, et nédites 6 esitatud lause graaf (joonis 2) on' sr:
Aksioomid .1°, 2°, 3°, 5° ja 6° on ilmselt rahuldatud. Alamhulga
{1} ja {2,3}, kus {1} — {2, 3}, ning {2,3} ja {4}, kus {2,3}-
— {4}, on vahetult sisestatud hulka (lausesse) X, mistottu kehti
aksioom 4°. Ka aksioom 7° on rahuldatud: hulkadeks E, E, ja [
voib votta vastavalt kas hulgad {1}, {2,3} ja {4} voi {4}, {1
ja {2,3}. Esimesel juhul ei aheldu hulgad {1} ja {2, 3, 4}, teise
juhul aga hulgad {1, 2,3} ja {4}. Aksioom 8° kehtib triviaalsel
Lause moodustajate siisteemid ja projektiivsed soltuvuste siis
teemid kujutavad endast srs-de «kodunud» erijuhte. Nimelt voi
lause mittekatkestatud moodustajate siisteemi — s. t. hulg
(lause) X alamhulkade (nn. moodustajate) hulka, mille korra
1) kehtivad aksioomid 1° ja 2° ning 2) iga moodustaja on hulg
X 16ik — vaadelda srs-na, kus sr-deks on koik moodustajad j
suhe — on tithi (s. t. mitte iihegi sr-de paari E| ja E, korral ¢
kehti E; — Ej). Srs aksioomide 4° kuni 8° kehtivuse kontroll ¢
tule siis kone alla, aksioom 3° on rahuldatud tingimuse 2) taide
tuse tottu. Iga projektiivne séltuvuste siisteem on samuti srs, mi
koosneb (kui graaf) kahest sidusast komponendist: iiks neist o
lause tavaline soltuvuste puu, mille tippudeks on hulga (lause
X iihepunktilised alamhulgad, teine alamgraaf sisaldab iiheains
tipu, mis vastab hulgale X. Srs aksioomid 1° 2° 3° ja 4° on sii
rahuldatud, sest siisteem ei sisalda muid alamhulki peale hulga .
enda ja tema iihepunktiliste alamhulkade; soltuvuste puu rahulda
aksioome 5° ja 6° aksioom 7° kehtib sellepdrast, et alamhulk ,
on alati Ghepunktiline; aksioom 8° kehti
* X={1.234} soltuvuste puu projektiivsuse tottu (mis
tahes tipust algav tee on hulga X 16ik)

Niisiis voib iihel ja samal lausel oll

m enam kui {ks srs.
t-2 3 4 Niide 8 Niites 6 antud lause .
Joonis 3. moodustajateks on jargmised hulgac
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X, {2, 3, 4}, {2, 3}, {1}, {2}, {3), {4). Soltuvuste siisteemiga mai-
ratud graaf aga on kujutatud joonisel 3.

Kuna mingi keele lausete struktuuri kirjeldamisel tuleb arves-
tada nii siintaktiliselt terviklike sonarihmade olemasolu (mida
kajastab lause moodustajate puu, mitte aga soltuvuste puu) kui
ka orienteeritud siintaktilisi seoseid (mis kajastuvad lause soltu-
vuste puus, mitte aga moodustajate puus), siis ongi otstarbekohane
rakendada dsja vaadeldud meetodit. ]

Eesti keeles tekib selline vajadus muuhulgas jargmistel juh-
tudel. '

1) Laused, mis sisaldavad verbi liitvorme vGi verbi «tuleb»
ja da-infinitiivi dhendit.

(1) X =Ta on juba siia jéudnud.

1 2 3 4 5
2.5} = A;
{1} -4, A—> {3}, A— {4}.

Selles ja koigis jargnevates niidetes margime eraldi ainult
need sr-d, mis ei iihti hulgaga X (lause endaga) voi tema iihe-
tlcmendiliste alamhulkadega. Uhtlasi nditame suhte —. Allakriip-
utatud sonad moodustavad siintaktilise terviku.

(2) X = Ajakirja tuleks lugeda sinulgi.

] 2 3 4
{2.3} =4,
A— {1}, {4} > A.

Vastav graaf on kujutatud joonisel 4.

Lause (2) soltuvuste puu osutub mitieprojektiivseks (joonis
). Tdhendame, et see s6ltuvuste siisteern ei maara srs-i (aksioom
* ¢i kehti). Srs-de oluline omadus ongi see, et nad voimaldavad
ahendada mitteprojektiivsuse juhte.

© X={1,2,3,4]

A={2,3)
s

2 3 4 4 2 3 4
foonis. 4. Joonis 5.

2) Laused, mis sisaldavad verbi koos abimddrsonaga voi nimi-
wna koos kaassonaga.
(3) X = Liiguti ldbi pimeda melsa.
1 2 3 4
{2’ 4} = A,
A— {3}, {1} > A



: A— {2}
3) Eitusega- laused. .

1 23 4 L .
{2.3,4) =4, {3,4} =B,
{1} -4, B—>{2}, {4)—{3).
"4) Korduvate liikmetega laused. -
(6) Arvesta ennast ja teda.

1 2 3 4
{2,‘3, 4} = A;
{1} - A.

(7) Sa ei tee seda ega teist.

12 3 45 6.
{2,3} = A, {4,5,6} =B;
{1} -4, A—B, {3} > {2}.
5) Liitlaused. '
, e £
(2,34} == A, {5, 7)== B;
{1} -4, {1} >~ B, B—~{6}, {2}— {4}, {4)— {3}
(9) Kui me ootasime, siis ta luligi.
1 2 3 4 5 6
{2,3} = A, {5,6} == B, {l,4} = C;
{2} -3 (55—~ {6}.

EULERI HUPOTEES ON UMBER LUKATUD

Teatavasti arvas Leonard Euler, et vorrandil
0"t tx =y

on naturaalarvulisi lahendeid ainult & = n korral.! 1966. aastal aga leidsid
L. J. Lander ja T. R. Parkin elektronarvuti abil selle diofantilise vorrandi
lahendi £ =4 ja n =5 korral:

275 4 845 + 110° 4 1335 = 1445,
Seega ei kehti Euleri hiipotees vahemalt n —= 5 puhul.

1 Vt. J. Gabovits Euleri probleem. — Matemaatika ja kaasaeg, VIII,
k. 77—81.
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VORKGRAAFIKUD

U. Kaasik, M. Preem

Vorkplaneerimine ehk PERT! kujutab endast kompleks-
sete toode (projektide) planeerimisel ning juhtimisel kasutatavate
meetodite kogu. Selle nimetuse alla kuuluvaid meetodeid iihenda-
vaks pohimoisteks on vorkgraafik, mida kasutatakse nii pro-
jektide eneste kui ka nende uurimise kdigu naitlikustamiseks.

Projekti kujutamine vorkgraafikuna tdhendab niisuguse suu-
natud graafi konstrueerimist, mille tipud iseloomustavad olulisi
siindmusi projekti teostamise kiigus, kaared aga operatsioone
(t6id), millest projekt koosneb. Vaatlemegi jdrgnevas just vork-
graafikute konstrueerimist ning nende moningaid koige lihtsamaid
rakendusi. ’

Sindmuseks nimetatakse sellist olukorda projekti realisee-
rimises, mil osa t6id on 16petatud ning osutub voimalikuks alus-
tada teatud arvu teisi t6id. Graafiliselt tdhistatakse siindmust rin-
giga, mille sisse kirjutatakse siindmuse jarjekorranumber (kus-
juures erinevatel siindmustel peavad olema erinevad numbrid).

Kahte siindmust ithendav operatsioon vastab nende siind-
muste vahel {oimuvale {66protsessile. Operatsiooni juurde kuulu-
vatest parameetritest on pohiliseks t66 teostamisele kuluv (kesk-
mine) aeg, tarbekorral aga ka materjalide v6i t66j6u vajadus jms.
Graafiliselt kujutatakse operatsiooni noolega, mille juurde vaja-
duse jirgi kirjutatakse vastavad parameetrid. Tekstis on aga
operatsiooni mugavam maérkida tema abil ithendatud siindmuste
jarjekorranumbrite paariga (ndit. operatsioon 3—5 viib siindmu-
sest 3 stindmusesse 5). ’

Vorkgraafikute unifitseerimise huvides on monikord otstarbe-
kohane kasutada nn. fiktiivseid operatsioone, mille kes-
tus on null ja mis ei kasula mingeid ressursse. Graafiliselt tdhis-
tatakse selliseid operatsioone punktiirnooltega. Fiktiivse operat-
siooni sisseloomise peamisteks pohjusteks on mitme. itheaegselt
teostatava operatsiooni olemasolu kahe siindmuse valel voi taien-
davad nouded siindmuste ajalise jargnevuse kohta. Illustreerime
neid juhte nédidetega.

1 PERT — lithend ingliskeelsest nimetusest Program Evaluation and Review
Technigue (plaanide hindamise ja-ldbivaatamise mefoodika).
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Nidide 1. Sisaldagu vérkgraafik siindmused 1, 2, 3 ja 4 ning
operatsioonid 1—2, 2—4 ja 3—4, Kkusjuures siindmus 3 ei saa
toimuda varem kui siindmus 2. Viimast nouet kajastamegi vork-
graafikul fiktiivse operatsigoniga 2—3 (joonis 1).

Joonis 1. Joonis 2.

Nidide 2. Sisaldagu vorkgraafik siindmused 1 ja 2, kusjuu-
res siindmusest 1 ldheb siindmusesse 2 kaks iiheaegselt toimuda
voivat operatsiooni (joonis 2a). Et nende operatsioonide loppe-
mised on siindmuse 2 alamsiindmused, siis voime sisse tuua vas-
tavad omaette siindmused 3 ja 4. Siindmuse 2 tdhenduseks jdab
niiid: «on toimunud nii siindmus 3 kui ka siindmus 4» (vt. joo-
nis 2b).

Nagu toodud néidetestki selgub, annab vorkgraafik teatud iile-
vaate ka siindmuste ajalise jargnevuse kohta. Nimelt on vorkgraa-
fiku siindmuste hulgas loomulikul viisil maaratud osaline jarjes-
tus: kui siindmusest i ldheb siindmusesse j operatsiooni (voi fik-
tiivset operatsiooni) tdhistav nool, siis loetakse siindmust { siind-
musele j vahetult eelnevaks, siindmust j aga siindmusele
vahetult jargnevaks. Sindmust k£ loetakse siindmusele ¢
jargnevaks, kui leidub suunatud tee? siindmusest i siind-
musesse k (nditeks joonisel 1 on siindmus 4 siindmuse 1 suhtes
jargnev, sindmuste 2 ja 3 suhtes aga koguni vahetult jargnev).

Siindmust, mis ei jdrgne iihelegi siindmusele, nimetatakse
vorkgraafiku algsiindmuseks (minimaalne element kirjelda-
tud jargnevuse mottes); sitndmust, millele ei jargne iihtki siind-
must, nimetatakse vorkgraafiku 16ppstindmuseks (jdrjestuse
mottes maksimaalne element). Siindmusi, mida antud operatsioon
ithendab, nimetatakse selle operatsiooni alguseks jalopuks.

Projekti vorkgraafiku koostamisel tuleb arvestada jargmisi
jarjestusse puutuvaid reegleid (lisades nende reeglite rahuldami-
seks tarbe korral uusi siindmusi voi fiktiivseid operatsioone):

1. Ukski siindmus ei tohi jidrgneda iseendale (s. t. graafik ei
tohi sisaldada kinnisi suunatud teid; niit. joonisel 3 kujutatu ei
ole jamedalt joonistatud teede tottu seega tildse vorkgraafik).

? Suunatud tee on selline operatsioonide jada, milles iga jirgmine operat-
sioon algab samast siindmuisest, kus eelmine I6ppes.
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2. Iga siindmus jargneb voi
eelneb vahemalt iihele siindmu-
sele (s. t. graafikus ei leidu
isoleeritud stindmusi: joonisel
3 on see noue rahuldatud).

3. Leidub tépselt iiks alg-
stindmus ja iiks loppsiindmus ?
{seega igal iilejaanul peab
olema nii eelnev kui ka jirg-
nev siindmus; joonisel 3 pole Joonis 3.
see reegel rahuldatud — lopp-
siindmusteks on nii 6 kui 7; joonisel 1 likvideerib lisatud fiktiivne
operatsoon teise algsiindmuse).

Nende reeglite otstarve selgub vorkgraafiku interpretatsioonist.
Nimelt tolgendatakse projekti realiseerimist kui liikumist mé6da
vorkgraafikut algsiindmusest [oppsiindmuseni, kusjuures iga ope-
ratsioon tuleb ldbida (noole suunas) tédpselt iiks kord. Liikumine
modda mingit operatsiooni tdhendab vastava t66 teostamist. Et
erinevaid tdéid saab tihti teostada samaaegselt, siis toimub liiku-
mine tavaliselt muidugi méoda mitut teed korraga. Liikumisel
peab arvestama, et mingi operatsiooni ldbimist ei saa alustada
enne, kui on toimunud tema alguseks olev siindmus; sindmuse
toimumine aga tdhendab, et on ldbitud koik operatsioonid
(ka fiktiivsed), mille 16puks see siindmus osutub,

Sellist interpretatsiooni tuleb muidugi arvestada vorkgraafiku
koostamisel. Illustreerimegi seda etappi jdrgmise lihtsa néite varal.

Nidide 3. Olgu vaadeldavaks projektiks iihekorruselise maja
ehitamine. Peensustesse laskumata piirdume siin vaid keskmiselt
asjatundmatu kodaniku arusaamade kohaselt oluliste siindmustega
selle ehituse kdigus:

siindmus 1 — voib alustada vundamendi tegemist,
siindmus 2 — voib alustada miiiiride ladumist,
siindmus 3 — voib alustada uste paigaldamist,
siindmus 4 — vodib alustada akende paigaldamist,
siindmus 5 — voib alustada veevidrgi monteerimist,
siindmus 6 — voib alustada elektriseadmete monteerimist,
siindmus 7 — voib alustada katuse tegemist,
siindmus 8 — voib alustada viimistiustéid,
siindmus 9 — vundament on 16petatud,

siindmus 10 — miiiirid on laotud,

siindmus 11 — uksed on paigaldatud,

siindmus 12 — veevark on monteeritud,
siindmus 13 — elektriseadmed on monteeritud,
siindmus 14 — katus on valmis,

3 See reegel jdetakse vahel ka dra, kuid niisuguseid -graafikuid me siin
ei vaatle.
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Joonis. 4.

siindmus 15 — viimistiusté6d on lopetatud,

siindmus 16 — aknad on paigaldatud,

siindmus 17 — maja on valmis.

Loetletud siindmusi ja moningaid ilmseid tingimusi nende
jargnevuse osas aluseks vottes saame maja ehitamise (tugevasti
lihtsustatud) vorkgraafiku joonisel 4 esitatud kujul.

Torkab muidugi silma {iktiivsete operatsioonide suur arv saa-
dud graafikus. Selle pohjuseks on valitud siindmuste tarbetu detai-
liseeritus: niiteks pole ju motet lugeda vundamendi valmimisest
erinevateks siindmusteks miiiiride ladumise ja akende ning uste
paigaldamise alustamise voimalikkust, kui me lubame viimati
nimetatud téid alustada praktiliselt samaaegselt. Uhendades siind-
mused 2, 3, 4 ja 9 uueks siindmuseks 18, samuti siindmused 5, 6,
7 ja 10 siindmuseks 19, siindmused 8 ja 14 siindmuseks 20 ning
siindmused 15 ja 17 siindmuseks 21 saame oma vorkgraafiku esi-
tada joonisel 5 nédidatud kujul (seal on {ihtlasi dra jdetud niiiid
juba tarbetuks osutunud fiktiivsed operatsioonid 19—11 ja 19—16).

Samastades projekti realiseerimise liikumisega modéda vasta-
vat vorkgraafikut piirdusime me seni vaid kvalitatiivse kiilje vaat-
lemisega. Kvantitatiivsete vahekordade arvestamiseks tuleb koige-
pealt vaatlusele votta operatsioonide kestused — vasta-
vate toode sooritamiseks kuluvad ajad. Need ajad médravadki lii-
kumise kiiruse operatsioonide ldbimisel.

Operatsioonide kestused pole reaalsete projektide korral tép-
selt ette médratavad. Seetottu tuleb paratamatult kasutada nende
kestuste teatavaid, ekspertide poolt: antavaid hinnanguid. Tava-
liselt annab ekspert iga operatsiooni kestuse kohta kolm hinnan-
gut:

a — optimistlik ‘hinnang, minimaalne ajakulu antud t66 tegemi-
seks, kui koik laabub hasti;.
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Joonis 5.
b — pessimistlik hinnang, maksimaalne ajakulu antud t66 tege-

miseks koige ebasoodsamates tingimustes (arvestamata
siiski darmuslikke olukordi — katastroofe jms.);
m — koige toendosem ajakulu antud 166 tegemiseks (eksperdi
arvates «keskmistes» tingimustes).
Nende hinnangute pohjal méaidratakse edasistes arvutustes
kasutatav operatsiooni kestus / tavaliselt valemiga *

I ok iide 2
S .

Kui aga kdepérast on vaid optimistlik ja pessimistlik hinnang, siis
leitakse ¢ valemist
P 2a b

3 k)
mis annab iildiselt suurema (ja tegelikkusega halvemini koosko-
las oleva) kestuse.

\ Kui kéikide operatsioonide kestused on leitud (ja vorkgraafi-
kul vastavate noolte juurde kirjutatud), siis saab juba vorkgraa-
fiku ldbimist vaadelda kui ajas kulgevat protsessi. Seda arvesta-
des moodamegi vorkgraafikus edaspidi koike ajaga, moistes néi-
teks tee pikkuse all selle tee ldbimiseks kuluvat aega.

Vorkgraafiku ldbimise (projekti teostamise) uurimisel on iiheks
esimeseks iilesandeks médérata iga siindmuse toimumise varaja-
sim voimalik aeg, eeldusel, et algsiindmus toimub ajamomendil
0. Et siindmuse toimumiseks peavad olema ldbitud kéik operat-
sjoonid, mille 16puks see siindmus osutub, siis siindmuse i toimu-
mise varajasim aeg Tg(i) pole ilmselt midagi muud kui algsiind-
musest siindmusesse i viiva pikima tee ldbimiseks kuluv aeg.

4 See valem on saadud eeldusel, et operatsiooni kestuse kui juhusliku suu-
ruse tdendosuste tihedust kirjeldab teatav beeta-jaotus. Standardhdlve o 'saa-
dakse sealjuures kujul ¢ == (6 — a)/6.
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Nidide 4. Joonisel 6 kujutatud vorkgraafiku?® siindmuste toi-
mumise varajasimad ajad voib leida jargmiselt:

Tg(0) =0, Tg(l) =3; Te(2) =4; Te(3) = max (2, 4-}2) = 6;

Tg(4) = max (3 +4, 244, 44+ 2+-4) = 10;

Tg(5) =max(2-+3,4+4243,44-4) =09,

Tg(6) =max(3-+4+3,2+44+3, 4+2+4+4-13) =13

Tg(7) = max(2—+3+3, 4+2-43+4-3, 4—;—4—1—3) =12,

Te(8) = max(3—|—4+3+3 2+44343, 4+2+4+4+4+3+43,
3+445 24+-445 4--244-5) = 16;

Tp(9) —max(3+4-+345 24+4-+3+45 4-+2444+345,
24+3+3+544+24+3+345,4+4+345,
344434343, 2+4—’~3—|—3~ﬁ3 4+-24443+
—i—3+3 3+4-+543,2+-4+5--3,44+24+44+5+
-+ 3) = 19.

Suuremate vorkgraafikute korral osutub koikide antud siind-
muses loppevate teede niisugune ldbivaatamine muidugi iisna tiili-
kaks ja aeganoudvaks. Seetottu ongi suuruste Ty leidmiseks vilja

tootatud moningaid lihtsamaid algoritme, kuid selliste puhtarvu-
tuslike votete kirjeldamisel me kiesolevas iilevaates ei peatu.

Joonis 6.

Vorkgraafiku I6ppsiindmuse toimumise varajasim aeg on iiht-
lasi minimaalne aeg, mille viltel vaadeldavat projekti iildse osu-
tub voimalikuks realiseerida (nait. kogu joonisel 6 kujutatud vork-
graafiku ldbimine ei saa toimuda rutem kui 19 ajaihiku jooksul).
Praktikas antakse aga pro;ektl realiseerimiseks enamasti teatav
direktiivne aeg, mis kujutab endast just I6ppsiindmuse toi-

5 Selles naites on vorkgraafiku siindmused nummerdatud nii, et iga ope-
ratsiooni_alguse number osutub vaiksemaks tema lopu numbrist (ulalmmetatud
reeglite jirgi koestatud vorkgraafikus on selline nummerdamine alati voimalik).
Algstiindmuse numbriks on loomulik panna 0.
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mumise hilisemat lubatavat aega Ts (vahel lisatakse veel mone
teise siindmuse toimumise hilisemad lubatavad ajad, kuid selle
vidhem olulise juhu jatame siin korvale). Direktiivsest ajast Ts
lahtudes saab niiiid leida iga siindmuse { hiliseim a lubatava
toimumisaja ® Tr({), mis veel ei takista projekti realiseerimist
etteantud tdhtajaks Ts.

Hiliseima lubatava toimumisaja mdaramist alustatakse graa-
fiku 16ppsiindmusest n, kusjuures loomulikult T (n) = Ts.

Teiste siindmuste hiliseimate toimumisaegade madramiseks
tuleb loppsiindmusest ettepoole litkudes lahutada vastavate operat-
sioonide kestused. Tadpsemalt, mingi siindmuse { hiliseima luba-
tava toimumisaja saamiseks tuleb direktiivajast Ts lahutada siind-
musest i 1oppsiindmusesse viiva pikima tee ldbimiseks kuluv aeg.

Nadide 5 Joonisel 6 kujutatud vorkgraafiku korral leiame:
TL(9) =Ts TL(8) =Ts—3; TL(7) =Ts—5;
Tr(6) = Ts—max(5, 3+ 3)=Ts—6;
To(5) = Ts— (3+5) —Ts —8;
Tr(4) =Ts—max(3+5, 34343, 5+-3) =Ts—09;

To(3) = Ts—max(4+3-+5 4--31313 45143
34-3-15) ==Tg— 13;

Tp(2) =Ts—max(2--4--3-4-5 2--4+3+3-L3,
294+ 4+543 24+3--3-+5 4-+-31L5) =Ts— 15;
Tp(l) =Ts—max(4+3-45 4--3+343 44543) =

=Ts— 13
ja lopuks muidugi Tp(0) = Ts— 19. Vottes niiiid nditeks Tg= 19
saame:
Tr(9) = 19; Tp(8) =:16; Tp(7)=14; Tp(6) = 13; Tr(B) = 11;
Tr(4) =10; T (3) =6; Tr(2) = 4, To(1) =6; TL(0) =0.

Vahet Ty (i) —Tg(i) on loomulik nimetada siindmuse ¢ toimu-
mise ajareserviks, sest ta nditab, kui palju v6ib siindmu-
sele i eelnevate operatsioonide ldbimisega viivitada, ilma et sel-
lega kaasneks viivitusi jargnevate siindmuste toimumises. See-
tottu nimetataksegi siindmuse i ajareservi vahel ka nende operat-
sioonide tdisreserviks, mille 16puks on siindmus i. Korvuti
sellega kasutatakse veel operatsiooni vabareservi moistet,
mis tdhendab vahet operatsiooni 1opu hiliseima toimumisaja ning
operatsiooni planeeritud loppmomendi vahel.

Loomulikult saab vabareservist rddkida vaid siis, kui on koos-
tatud projekti kuuluvate toode ajaline graafik. Eriti iilevaatlikult
voib sellist graafikut esitada nn. lineaarse diagrammi

6 Kasutatav siimboolika pirineb inglise keelest: T .= time (aeg), £ =
earliesi (varajasim), L == latest (hiliseim), S = subordiniative (alistav).
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kujul, kus iga operatsioon kujutatakse tema kestusega vordelise
pikkusega sirgloiguna, mille alguspunkti abstsiss néitab vastava
166 alustamise momenti. ‘

Nidide 6. Kasutame joonisel 6 toodud vorkgraafiku lineaarse
diagrammi koostamiseks koige lihtsamat moeldavat. meetodit: iga
operatsiooni alustame nii vara kui voimalik (s. t. tema alguseks
oleva stindmuse toimumise momendil). Tulemus on esitatud jooni-
sel 7, kus operatsioonidele vastavate sirgloikude otspunktide juurde
on kirjutatud alg- ja 1oppsiindmuse numbrid. Joonise paremale
servale on kirjutatud veel operatsioonide vabareservid. Paneme
siinjuures tdhele, et naiteks operatsiooni 2—5 (mis selle plaani
kohaselt 1opeh ajamomendil 8) vabareserv leitakse kui vahe
Ti(5) — 8 ==3, taisreserv aga kui vahe T1(5) — Tz (5) = 2, mis on
tihtlasi siindmuse 5 ajareserv.

6 mer— O 0
T ee—————c—— 9 2
6 —et—— ) 4
6 =mr—— § © -
S me——— 7 a
4—6 9
4 ommeg—— O <]
3 ensemmreac— 4 2
2 me— 3 0
1] ee— 3
[ = ] 3
O jrr—— 1 ¢ 7
) 5 10 15 20
Joonis 7.

Siindmuse ajareserv iseloomustab selle siindmuse potentsiaalset
kriitilisust projektis. Nimelt loeme siindmust seda kriitilisemaks,
mida enam tema toimumise hilinemine mojustab projekti realisee-
rimise 1opptdhtaega. Ilmselt on aga projekt koige tundlikum just
nende siindmuste suhtes, kus ajareserv on koige vdiksem. Et nii-
suguste siindmuste toimumise vaike hilinemine litkkab juba edasi
kogu projekti realiseerimise tdhtaja, siis nimetatakse neid siind-
musi kriitilisteks. Siindmus i on seega kriitiline parajasti
siis, kui

To(i) —Te(i) = mijn[TL(i) —Te()].

Kriitiliste slindmuste ajareservi konkreetne vaartus (see on
antud graafiku koigil kriitilistel siindmustel muidugi {ithesugune)
soltub etteantud direktiivsest ajast T, kuid sellest ajast ei soltw
stindmuste kriitilisus. Nii néiteks on joonisel 6 kujutatud vorkgraa-
fiku kriitilisteks siindmusteks iga Tg korral 0, 2, 3, 4, 6, 8 ja 9,
nende ajareserv vordub aga nulliga iiksnes siis, kui Tg==19.
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ikimat nimetatakse antud projekti kriitiliseks teeks.

elle tee (v6i mitme kriitilise tee olemasolu korral iihe neist) leid-
sime tegelikult juba loppsundmuse toimumise varajasima aja
Te(n) madramisel, sest see aeg ongi ju kriitilise tee pikkus (néit.
joonisel 6 toodud vorkgraafiku ainsaks kriitiliseks teeks on
0—2—3—4—6—8—9). Kriitilise tee nimetust digustab asjaolu, et
igasugune viivitus tema ldbimisel kutsub esile 10ppsiindmuse toi-
mumise sama suure edasililkkumise. Uhtlasi osutub, et kriitiline
tee 1dbib ainult kriitilisi siindmusi ja iga kriitiline siindmus paik-
neb vihemalt {ihel kriitilisel teel.

Kriitilise tee koosseisu kuuluvad operatsioonid on projekti suh-
tes kriitilised selles mottes, et nende tegelik kestus ei tohi osutuda
suuremaks vorkgraafikus kasutatud hinnangust. Operatsiooni kes-
tuse juhuslikkust arvestades kerkib siin terve rida toendosustega
seotud probleeme. Niiteks saab kriitilisel teel paiknevate operat-
sioonide standardhilibeid kasutades suhteliselt lihtsalt hinnata pro-
jekti tdhtajalise tditmise toendosust.” Kui see osutub liialt viike=
seks, siis pole projekt etteantud direktiivseks ajaks realiseeritav
ning seda tuleb muuta (mérgime, et nimetatud tGendosus tuleb
isegi juhul Ts<'Tg(n) positiivie, sest operatsioonide tegelikud
kestused voivad ju hinnangutest vdiksemaks osutuda; teiselt poolt
ei tarvitse see tdendosus aga ka juhul Ts > Tgx(n) tingimata eriti
suur olla). _ »

Viikese realiseerimistGendosusega projekti muutmiseks piiii-
takse vdhendada kriitilisel teel olevate suurte standardhélvetega
operatsioonide kestusi. See toimub peamiselt moningate ressurs-
side iileandmise teel suure tdisreserviga (mittekriitilistelt) operat-
sioonidelt. Niisugune ressursside iileandmine {ugineb muidugi
vastavate t66de tehnoloogiasse puutuvatele kiisimustele. Seetottu
jdtame projekti muuimise ldhema vaatlemise korvale, peatudes
siiski {ihel teisel ressurssidega seotud probleemil, mida vahemalt
lihtsamal juhul saab vorkgraafikust ldhtudes lahendada.

Vérkgraafikusse kuuluvaid operatsioone iseloomustab iildjuhul
mitte ainult nende kestus. ' vaid ka mitmesuguste ressursside
(materjalide jms.) vajadus. Piirdume jdrgnevas lihtsaima juhuga,
mil koikides operatsioonides on tegemist vaid iiheainsa ressursi
vajadusega. Olgugi r;; operatsiooni i—j vajadus selle ressursi
jarele ajaiihikus.

§ Graafiku algsiindmusest’ loppsundmusesse viivate teede hulgas

7 See toendosus leitakse tavaliselt niiteks normaaljaotuse tabelist vasta-
valt argumendile

Ts—Te(n)
V=,
o

kus nimetajas on koigi kriitilist teed moodustavate operatsioonide i — j disper-
sioonide ¢;;2 summa.

<
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Kasutatava ressursi kogused on praktikas peaaegu alati pii
tud, ildiselt teatava funktsiooniga R(¢), kuid lihtsamal erijulu
konstandlga R. Seega ei tohi iiheski ajavahemikus kdasilolevat

tédde ressursivajaduste summa iiletada piirkogust R. Niipea ku
see tingimus pole tdidetud, tuleb t66de ajaline graafik {imber teha
Suhteliselt lihtne on graahkut selliselt parandada lineaarsel dia

grammil. Selgitamegi iiht sellist algoritmi jargmise veidi ulatus
likuma néite varal.

Nidide 7. Olgu joonisel 6 kujutatud vorkgraafiku operatsmo-l
nide ressursivajadused maaratud jargmisell:

i—j ff0—t]0—21{0-3|1—4]2-3

Tii 6 4 7 2 5 3 6 3

i—j l4-6|4—8|5—-7|6—8|6-9|7-9|8-9

rji 5 2 5 2 4 5 6

Projekteerime vastavas lineaarses diagrammis (joonis 7) toode
alg- ja 16pp-punktid ajaleljele ning arvutame igas sellises vahemi-
kus ressursivajaduste summa. Seda summat graafiliselt kuju-
tades saame joonisel 8 toodud pildi.

Joonis 8.

Kui ressursside kasutamise tilempiir on R = 11, siis ajavahemi-
kes [0, 2], [6, 8}, [10, 15] ja [16, 17] iiletab vajadus selle piiri
(joonisel punktiiriga margitud). Seega ei ole joonisel 7 esitatud
ajaline graafik antud tingimustes realiseeritav.

Graafiku muutmine saab toimuda vaid t66de paremale nihuta-
mise (s. t. hiljem taitmisele votmise) teel, sest joonisel 7 paiknevad
nad koik oma vasakpoolsetes piirseisudes. Alustame selliste nihu-
tamiste vajalikkuse ning voimaluste selgitamist vasakult, liikudes
aja kasvamise suunas.
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Koige vasakpoolsemas ajavahemikus [0, 2] on ressursivajadus
IT, seega tuleks sellest vahemikust vilja (s. t. vdhemalt kahe
iiku vorra paremale) nihutada kas operatsioon 0—1 voi 0—3.
Niisuguse valikuvoimaluse korral osutub otstarbekohaseks nihuta-
da seda t60d, kus vabareservi ja nihutamisele kuuluvate ajaiihi-
kute vahe on maksmlaagne Molema vaadeldava operatsiooni vaba-
reserv on 3 (vt. joonis- 7), kuid -nihutada tuleks neid erinevalt.
Nimelt - operatsiooni 0—1 *korral ndib piisavat kaheiihikulisest
nihutamisest, operatsiooni 0—3 nihutamine kahe iihiku vorra teki-
tab aga kohe uue ressursivajaduste piiri iiletamise ajavahemikus
[2, 3]. Seega iilalnimetatud vahe on operatsiooni 0—1 korral suu-
rem ja esimese sammuna nihutamegi seda operatsiooni kahe iihiku
vorra' paremale. Et niifid siindmuse I toimumine edasi liikkkub, siis
tuleb tihtlasi sama palju nihutada ka koiki seal algavaid operat-
sioone — antud juhul vaid operatsiooni 1—4.

Lopuks tuleb veel parandada koigi nihutatud operatsioonide
vabareserve (nimelt operatsioonide 0—1 ja 1—4 uueks vabareser-
viks saame 1) ning vaadeldava algoritmi iiks samm on sooritatud.
Edasi votame vaatlusele ajavahemiku [2, 4] (kus reservivajadus
ei iileta piirkogust ja mingit nihutamist seega pole vaja sooritada),
seejdrel ajavahemiku [4, 5] (kust tuleb vilja nihutada operat-
sioon 2—75) jne.
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Joonis 9.

Kirjeldatud algoritmi lopptulemuseks saadav lineaarne dia-
gramm on esitatud joonisel 9 ning vastav ressursivajaduste summa
joonisel 10. Paneme téhele, et projekti 1opptihtaeg on lidhteplaa-
niga vorreldes nelja ajaithiku vorra edasi likkunud. See tdhen-
dab, et niisuguse ressursikitsenduse korral pole projekti lopeta-
mine direktiivseks ajaks véimalik.

Jooniseni 9 viiva algoritmi kirjeldamisel oli (ilma seda eraldi
rohutamata) eeldatud, et operatsiooni ei tohi katkestada. Prakti-
kas on aga selline katkestamine sageli lubatav ning enamasti voi-
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Joonis 10.

maldab see ressursse tunduvalt ratsionaalsemalt kasutada. Antud
juhul néiteks saaks projekti kahe ajaiihiku vorra varem lopetada
ainult iihe operatsiooni katkestamise hinnaga. Nimelt kui operat-
siooni 4—8 sooritada kahes eraldi ajavahemikus [10, 13] ja
[16, 18], siis voib operatsioone 6—9 ning 8—9 kahe iihiku vorra
tagtr)i& vasakule nihutada, millega projekti lopptdhtajaks. kuju-
nebki 21.

Piirdudes vaid sellise pdogusa iilevaatega vorkplaneerimise
moningatest pohimoistetest soovitame asjaga-ldhemaks tutvumi-
seks kasutada nditeks raamatuid (kahjuks eesti keeles seni
midagi triikis ilmunud ei ole):

1. CucreMbl cereBoro l'IJ'IaHHpOBaHHﬂ . YTIpaBJIeHHA. Hsn. «Mup», M., 1965.
o

2. P. Muanep. IEPT — cucrema ynpamelmﬂ Usn. «Idkonomnka», M., 1955.

3. C. U 3yxosuuxkuil, M. A. Paxuuk MaremaTinyeckHe MeTO/lbl CETEBOro
nnaHdpoBanus. Msa. «Hayka», M., 1965.

4. Ix. Monep, C. dunnunc. MeTod CCTCBOrO NMJIaHHPOBAHHS B OPraHM3auHH
pador (IIEPT). Msn. «3ueprusa», M—JI., 1966.

5. I. M. Tonenko. CraTucTuucckiic MCTO/bl CETEBOr0 IIaHHPOBAHHS H ynpas-
qennst. HMsx. «Hayka», M., 1968.

MITTEMATEMAATIKUD MATEMAATIKAST
Archimedese peas oli rohkem mottelendu kui IHomerose peas.

| Voltaire

Matemaatika bditsenyg ja talusllkkus on tlhedalt seotud riigi joukusega.
: Napoleon

Milline teadus voiks olla oilsam, kiitkestavam ja inimkonnale kasulikum kui
matemaatika? o
Franklin
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MATEMAATIKA OPETAMISE ULESANDED JA
EESMARGID !

|G. Réigo,‘ O. Prinits

Kaasajal ldbiviidava koolimatemaatika reformi kdigus on tera-
valt iiles kerkinud aine sisu ja mahu probleem. Sisu uuenemine on
tihedalt seotud matemaatikateaduse ja tema rakenduste aren-
guga. Sellega kaasneb aga aine mahu suurenemine, sest seni-
kehtinud programmide teemadest ei peeta voimalikuks iihtegi kus-
tutada. Siinjuures jaab aga sageli arvestamata, et nii matemaatika
kui ka mistahes teise 6ppeaine sisu ja maht, aga samuti Gpetamise
meetodid soltuvalt sellest, mis on seatud 6-peta:mise lilesanneteks
ja eesmdrkideks. Ka koolimalemaatika reformitaotluste esitamisel
on viimastele liialt vahe tdhelepanu omistatud. Koolimatemaatika
sisu ja mahu midramise kohta peetud diskussioonide argumendid
tuginevad eelkdige traditsioonile, rutiinile, autoriteedi arvamusele,
suhteliselt harva aga neile pchiteesidele, mis on fikseeritud ope-
tamise iilesannetena ja eesmarkidena.

Iga aine Opetamise iilesandeks on oOpilase vaimsete voimete
arendamine, et varustada teda {imbritseva reaalsuse moistmiseks
ja igapéievase elu vajadusteks tarvisminevate teadmiste ja oskus-
tega. Matemaatika opetamisel tdidetakse seda iilesannet

1°motlemisoskuse arendamisega;

2°opilaste viimisega kédsitletava aine tunne-
tamisele;

3° iildhariduseks vajalike matemaatikaalaste
teadmiste ja oskuste omandamise kindlustami-
sega.

Korvuti nende oluliste ehk nn. pohitilesannetega tdidab mate-
maatika opetamine veel mitmeid viiksemaid {ilesandeid. Nimeta-
gem korralikkuse ja vastutustunde kasvatamist,
t66distipliini juurutamist ning keele ja kirja-
oskuse arendamist.

Peatume ldhemalt pohiiilesannetel.

! Prof. G. Rdgo kisikirja alusel koostanud O. Prinits.
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1. Motlemisoskuse arendamine

Liikumisis ja muis toiminguis juhinduvad loomad instinktist.
Sellest juhindub ka inimene, kuid tal on ainsana bioloogiliste ole-
vuste hulgast ka moistus. Tdnu moistusele ja sellega kaasnevale
motlemisele ongi inimene tousnud reaalseks kaskijaks. See tosi-
asi viitab kategoorilisele noudmisele, & kool peab arendama
opilaste motlemisoskust.

Oigete otsuste tegemine koigile selleks kasutada olevatele and-
metele tuginedes on inimmoistuse koige tdhtsam toiming. Nendest
otsustest soltub, kuidas arenevad edaspidised siindmused, olgu
need poliitilises elus, majanduse arendamisel, looduse iimberkujun-
damisel voi monel muul alal. Olulised on otsused, mille langeta-
vad arst patsiendi, opetaja opilase, kohtunik kohtualuse ja vane-
mad oma laste suhtes.

Otsused peavad jarelduma andmeist. Nii nagu muusikalist
kuulmist, vdrvide eristamist jre. saab jeadlikult arendada, nii saab
arendada ka motlemisoskust siisteemikindla harjutamise abil.

Motlemisoskuse arendamine matemaatika oOpetamisel porkub
monikord psithholoogilistele raskustele. Nditeks on opetajal marksa
lihtsam opetada lapsi formaalselt arvutama ja avaldisi teisendama
kui niiteks toestuste kdigus oigeid jareldusi tegema. On kiillalt
levinud ka arvamus, et olulised on ainult valmis tulemused, ret-
septid, valemite tuletamist peetakse iilearuseks targutamiseks,
sest otseselt vajatakse ju praktikas ainult 1opptulemust.

Matemaatikaopetaja ei tohi oma t66s kaasa minna nende vaar-
arvamustega. Tosist kaalumist vajavad ka noudmised niisuguste
tulemuste, s. o. valemite meeldejatmise kohta, mida edaspidises
elus saab vajaduse korral leida vastavatest valemite kogudest ja
mis juhul, kui neid harva kasutatakse, ununevad.

Ulesannete koostamise ja lahendamise tcel opetame opilasi
konkreetselt motlema.

Senisest marksa suuremat tdhelepanu on motlemisoskuse arenda-
mise huvides tarvis osutada iilesannete koostamisele. Kui alg-
klassides seda iildreeglina tehakse, siis juba keskastme klassides.
see t6ovorm peaaegu tdielikult puudub. Ulesannete koostamisel on
teada, missugust suurust on vaja leida, opilase iilesandeks jaab
aga kindlaks teha, missuguseid suurusi ta vajab otsitava suuruse
leidmiseks ja kuidas ta vastavad arvulised vaartused teada saab.
Tegelikkus ei esita iilesannet taielikult, s. t. niisuguse andmete
hulgaga, mis on tarvilik ja piisav vastuse saamiseks. Selle and-
mete hulga kindlakstegemine nduab intensiivset mottetegevust.
Seepirast tulebki motlemise arendamise huvides anda vaari-
kas koht Gilesannete koostamisele.

Ka iilesannete lahendamine arendab moétlemisos-
kust. Eriti vaartuslik on lahendusskeemide koostamine. Siin selgi-
tatakse, missuguses jarjekorras tuleb otsitavaid suurusi leida
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ja missuguste andmete abil. Kiire lahendusskeemi leidmine on are-
nenud motlemisoskuse tunnuseks.

Ka leitud lahendi kontrolli ei tohi suruda puhtformaalsetesse
raamidesse. Vdga sageli teostatakse kontrolli kontrolli parast, mis
seisneb nditeks vorrandi {imberkirjutamises, kus tundmatu asen-
datakse leitud lahendiga. Niisugune kontroll ei arenda motlemis-
oskust. Kui ollakse teadlik kontrollimise vajadusest ja leitakse
se{(leks sobivaim tee, siis on ka kontroll motlemisoskuse arenda-
jaks.

Tegelik elu nouab meilt konkreetse motlemise valdamist, kuid
vaimsete rikkuste omandamine, eriti korgemas koolis, nouab ka
abstraktse motlemise oskust. Seda ei omandata konk-
reetse motlemise korvalproduktina, nagu monikord arvatakse. Iga-
pdevane elu, aga samuti enamik kooliaineid, nagu ajalugu, geo-
graafia, bioloogia jt. ei arenda oluliselt abstraktset motlemist.
See iilesanne jadb peamiselt matemaatikale,

Abstraktse motlemise oskuse arendamiseks on matemaati-
lise lause toestus koige tohusam vahend.

On iildtuntud tosiasi, et koolimatemaatika raskemateks kohta-
deks on need, kus minnakse iile konkreetselt kasitlusviisilt abstrakt-
sele, s. t. konkreetselt motlemiselt abstraktsele ehk formaalloogi-
lisele motlemisele. Algebra elementide sissetoomisega asenduvad
konkreetsed arvud, nagu 1, 2, 3, 1/5, 0,72 jne. mingite arvudega a,
b, ¢ jt., iileminek konkreetselt abstraktsele toimub niiteks ka posi-
tiivsete ja negatiivsete arvudega tehete sooritamise juurde minnes.

Koolimatemaatikas tutvustatakse ka aksioome ja neile jargne-
vaid teoreeme, aga samuti pohimoisteid ja definitsioone. Selilel
kohal algab koolimatemaatikas formaalne kasitlus, kus konkreetne
materjal peab taanduma ideede ees. Nii asendub hulk konkreet-
seid objekte nimeta arvuga, kepp loiguga, aken voi pildiraam rist-
kiilikuga. Algab iileminek motlemiselt erijuhtude varal motlemi-
sele iildjuhtu silmas pidades ehk, teisiti Oeldes, indutseerimise
asemele astub dedutseerimine, konstateerimise asemele pohjenda-
mine.

Toestuste vdirtus ei piirdu kaugeltki ainult teatud todede tund-
maoppimisega, vaid tema suur vairtus on moétlemisoskuse aren-
damises. Seda arvestades vajab meie koolimatemaatika sisu hin-
damist, kas seal esitatavate tGestuste hulgas ei leidu puudulikke
voi koguni vadri téestusi. Eriti vdartuslikud on {ilesanded téestus-
kdigu leidmise kohta, kus arendatakse analiilisimisoskust, mida
vajatakse ka tegelikus elus. Toestuste kéisitlemisel peab saama
juhtsdonaks — miks?, s. t. peab saama selgeks, et iga samm néuab
siin pohjendamist. Suur viirtus on ka toestuskiigu kordamisel,
mis aitab selgitada, kas iga samm on astutud téie teadlikkusega,
kas on moistetud toestuse eesmarki.
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" 2. Kasitletava aine tunnetamine

Kooli iiheks iilesandeks on selgitada Gpilastele, kuidas inime-
sed on joudnud ja jouavad toeni. Seda ei.saa teha mone pdevaga.
Sellesse kiisimusse tuleb sisse elada, tulles tema juurde ikka ja
jdlle tagasi. Opilasi tuleb opetada kahtlema ja veenduma, kasuta-
des siinjuures leninlikku tunnetusteed — elavalt kaemuselt motle-
misele ja sealt praktikasse.

Téppisteaduste arengule ongi iseloomulik niisugune tunnetus-
kaik. Vaatlusele, voimaluse korral katsele tuginedes inventeeri-
takse saadud faktiline materjal, klassifitseeritakse, siistematiseeri-
takse ning avastatakse seoseid, mis voimaldavad luua seesmiselt
seotud faktide siisteemi. Voimaluse korral taandatakse need seo-
sed vahestele, kokkuleppe korras aksioomideks tostetud tosiasja-
dele. Aksioomidele tuginedes ehitatakse {iles loogiline siisteem
ning vorreldakse selle vastavust reaalsusega.

Et matemaatika Opetamisel on vaatlus ja katse teostatavad
koige vaiksema vaevaga, faktiline materjal on silmanihtav, seosed
lihtsad, indutseerimine suhteliselt lihtne, iildistamisel saadud tule-
muste kontroll raskusteta teostatav ja leitud todede rakendami-
seks praktikas on avarad voimalused, siis ongi matemaatika sobi-
vaimaks Oppeaineks, milles opilased jouavad t6e tunnetamisgle.

Vordlemine teiste kooliainetega kinnitab neid vaiteid. Seega,
mitte ainult motlemise arendamiseks, vaid ka toe tunnetamiseks
on matemaatika kooliainetest sobivaim.

Arvestades vajadust kujundada opilasiel materialistlikku maa-
ilmavaadet ja viia nad tunnetamise materialistlikule moistmisele,
tuleb matemaatika oppeprotsess 1dbi viia taisliililiself.

Selle all moistab prof. G. Rdgo niisugust oOpetamist, mis hol-
mab empiiriliste faktide kogumise, selle materjali iildistamise. tule-
muse formuleerimise hiipoleetilise viitena, vaite toestuse ja toes-
tatud viite rakendamise tegelikkuses. Neile lisandub oppeprotsessis
vee] teadmiste ja oskuste pidev kontroll ja kinnistamine. Aine liht-
suse ja teemade valiku voimaluste laiusega on matemaatika eriti
sobivaks aineks tunnetuskiisimuste késitlemisel. Siin saab ndidata
veel kahtluse véartust teadust edasiviiva tegurina, arvamiste kont-
rollimise vajadust, meelte ja teiste uurimisvahendite puudulikkust,
vaatlustulemuste ja indutseeritud todede usaldamatust, deduktiivse
meetodi tahtsust jne.

Koolitoos kiillalt sageli esinevaks puuduseks on tosiasi, et opi-
lased 6pivad toestuskaigu pdhe. On kahetsusvaidrne, et selliseid
«toestusi» korgelt hinnatakse ja nii seda viéra teed kdimist soosi-
takse. Opetaja illesanne on viia Opilased selgele vahetegemisele
toestuskaigu moistmise ja pdhedoppimise vahel.
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3. Uldhariduseks vajalike matemaatikaalaste teadmiste ja oskuste
omandamine

Uhiskonna arengu varasematel etappidel polnud matemaatika
tundmine paljudele vajalik. Arvutustodd usaldati nn. «arvutus-
meistritele» veel uue aja algperioodil. Eukleidese «Elementide»-
tundmadppimisega tegelesid iiksikud ja pohjusteks olid siin ainult
huvi ja soov arendada motlemisoskust. Kui kool muutus masse haa-
ravaks asutuseks, kerkisid pdevakorrale kiisimused dpetamise {iles-
annetest ja eesmarkidest. Matemaatikaalaste teadmiste ja oskuste
hulk, mida on loetud vajalikuks opetada iitdhariduslikus koolis, on
aja jooksul muutunud koos iildharidusliku kooli endaga. Kui moo-
dunud sajandil piisas selleks peamiselt igapdevase elu vajadusi
rahuldavate aritmeetiliste tehete oskusest ja geomeetriliste kujun-
dite tundmisest, siis sajandivahetusel lisandus siia muutuv suu-
rus ja.kdesoleval ajal noutakse iildhariduse raames antavate tead-
miste ja oskuste hulgas just nende matemaatikateemade opetamist,
mis aitaksid kaasa opilaste motlemise arendamisele. Seega nouab
kaasaegne iildharidus selliseid matemaatikaalaseid teadmisi ja
oskusi,.mis voimaldavad lahendada igapdevases elus {ileskerkivaid
probleeme, kuid teiselt poolt loeb vdga oluliseks, et nende iiles-
annete. lahendamine kulgeks teadlikult ja mitte formaalselt. Tead-
misie ja oskuste hulk on fikseeritud aine programmis ja see kuju-
tab endast riiklikku dokumenti, mille tditmine on kohustuslik igale
opetajale.

Matemaatika Opetamise eesmargid on kitsamad kui iilesanded.
Eesmargile ldhenetakse kindlas sihis ja suunas, iilesanne on aga
lai ja ta voib nouda paljude sihtide ja suundade arvestamist,

Matemaatika Opetamise eesméirkidena toob prof. G. Rigo esile
sraktilise ja haridusliku eesmérgi. Praktiline eesmark
nduab esmajirjekorras selliste matemaatikaalaste teadmiste ja
oskuste opetamist, mida on vaja koigile, hoolimata elukutsest.
Hariduslik eesmirk teenib aga peamiselt neid, kes jatkavad opin-
guid parast keskkooli lopetamist. Siin on eriline réhk seatud teoc-
reetilistele kiisimustele ja abstraktsele mé&tlemisele. Hariduslik
eesmirk jaotatakse formaalloogiliseks, tunnetuslikuks ja raken-
duslikuks.
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TOKELDAMISULESANDED

A. Leiten

Tiitkeldamisega seotud probleeme esineb igapdevases elus kil
lalt palju. Usna sageli aga annavad tikeldamisiilesartded huvita
vat materjali mitmesuguste peamurdmisiilesannete jaoks, mij
rakenduslikust kiiljest voib-olla erilist huvi ei pakugi. Niisugust
iilesannete matemaatiline formuleerimine ja lahendamine ei noud
lugejalt iildreeglina erilist matemaatilist etievalmistust, kuna
lahendusi saab enamasti esitada piltliku v6i skemaatilise mater:
jali abil, sellele vaatamata peaksid nad pakkuma monusat ajai
viidet 1gale matemaatikahuvilisele.

Vaatleme nditeks jargmist iilesannet. Tasandil soovitakse eris+
tada teatav kiillalt suur arv iithesuguse etteantud pindalaga kor:
rapiarase hulknurga kujulisi maatiikke, mis kiilgepidi voivad kd
kokku puutuda. Millised hulknurgad tuleks valida, kui maatiiks
kide tarastamiseks soovitakse kulutada voimalikulf vihe mater-
jali? Kui antud iilesande lahendamisel joonistada tasandi k&ikvoi-
malikud tiikeldamised korraparasteks hulknurkadeks, siis on lihtne
niha, et maatiikkidel peab olema korrapirase kuusnurga kuju.!

Tiikeldamisprobleeme vo&ib piistitada ka jargmisel viisil. Jao-
tage antud kujund etteantud kujuga tikkideks nii, et jaotus oleks
mingis méttes parim. Kui maatiiki jaotamine toimub vastava
teedevorgu valjaehitamise teel (maatiiki kuivendamisel vGib olla
tegemist kraavide vorguga jne.), siis voib antud {ilesande pari-
maks lahendiks lugeda lahendit, mille puhul tiikkeldamine on seo-
tud minimaalsete kulutustega.

Doominomaatriksi jaotamisel doominokivideks voivad huvi
pakkuda ainult titkeldamised, mille puhul saadakse erinevad doo-
minokivid (vt. joon. 1; selgituseks olgu mairgitud, et doomino-
maatriks on ristkiilikukujuline maatriks, mis sisaldab vaid doo-
minosilmadele vastavaid taisarve 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6). Tiikeldamine
on iisna viikese vaevaga selgeksopetatav ka elektronarvutitele.
Nii on TRU Arvutuskeskuses koostatud arvutile «Ural-4» prog-

! Ulesanne kuulub nn. parketiga katmise iilesannete hulka, selle {ahenda-
mist on vaadeldud niiteks raamatus H. Steinhaus. Kaleidoskop der Mathe-
matik. Berlin, 1959.
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Joonis 1.

ramm, mille abil saab leida doominomaatriksite 2 X & (k=1, 2,...

., 28) koik tiikkeldamised erinevateks doominokivideks.

Parima tiikeldamise otsimisel {ilalformuleeritud tiikeldamisprob-
leemide jaoks on sageli kasulik teada voimalike tiikeldamiste
arvu. See annab nditeks voimaluse hinnata iilesande lahendamise
aega elektronarvutil. Uhtlasi tuleb markida, et praktilise voima-
luse tegelikeks tiikeldamisteks (probleemi lahendamise loogilise
skeemi) annavad enamasti just voimalike tiikeldamiste arvu vale-
mite toestused. Muidugi v6ib mistahes kujuga kujundite tiikelda-
mine etteantud kujundeiks pohineda ka iga tiiki véimalike asen-
dite loetlemisel ja saadud asendite kombineerimisel {ilesande
moneks lahendiks, kuid see tee on ikkagi liialt pikk ja t66mahu-
kas.

Jargnevalt tuletame arvutusvalemid voimalike tiikeldamiste
arvu leidmiseks monede tiikkeldamisiilesannete jaoks. Ulesannete
formuleerimisel tuleb ikka silmas pidada tiikeldamise voimalikkust
(tikeldatava kujundi pindala peab jaguma tiiki pindalaga).

Naide 1. Mitmel viisil saab ristkaliku 2 X k, k=1, 2, ... jao-
tada ristkiilikuteks 2 1?

Joonis 2.

Olgu uy, voimalike tiikkeldamiste arv. Jada u, esimesed liik-
med on u;=1, up=2 u3=3 (vt. joon. 2). Defineerime
ka jada nullinda liikme uo==1. Niditame niiiid, et jada liikmeid
alates teisest voib arvutada jargmise rekurrentse seose abil:

uhzuk_1+uk_2, k:2,3, (l)

Toepoolest, olgu teada titkkeldamiste arvud wup—; ja ux—p vasta-
valt ristkiilikute 2 XX (k— 1) ja 27X (k —2) jaotamisel. Ristkiiliku
2% k tiikeldamisel voib seejuures paremalt esimene ristkilik
23 1 asetseda kas vertikaalselt voi horisontaalselt, rohkem voi-
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Ue=UWky + UL p

Joonis 3.

malusi ei ole (vt. joon. 3). Esimesel juhul tekib iilejddnud rist-
kiilikute paigutamiseks wx_, voimalust ning teisel juhul up—p voi-
malust (£ = 2). Neid voimalusi summeerides jouamegi vordu-
seni (1).

Valemi (1) jargi saab niilid arvutada doominomaatriksi 2 3 28
erinevateks kivideks jaotamiste arvu iilemise tokke, selleks on
Uog =514 229 Jada uy, esimesed. litkkmed on

1, 1,2 3, 5 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Saadud jada nimetatakse Fibonacci jadaks. Seda tunti
juba 750 aastat tagasi. Nimelt vaatles itaalia matemaatik Fibo-
nacci -(Leonardo Pisast, umb. 1170—1250) jargmist iilesannet.
Paar kiiiilikuid asetati igast kiiljest piiratud ruumi, et teada
saada, kui palju kiiiilikupaare siinnib aasta jooksul, kui iga paar
toob igal kuul ilmale iihe paari ning kiiiilikud paljunevad alates
teisest kuust parast siindimist. Eeldades, et esimene paar annab
esimesel kuul jareltulijaid, saame k-nda kuu alguseks kokku ux
paari Kkiiilikuid, kusjuures arvud 1, on parajasti Fibonacci.jada
liikmed. Vaib veel markida, et Fibonac¢i jada arvudel on terve
rida huvitavaid omadusi, niiteks un jagub arvuga u,, parajasti
sits, kui n+ 1 jagub (m - 1)- Ga, kehtivad vordused

W Uyt . U= U — 2,

1u,? “i“ us? “}" e T U == Ul — 1
jne, Fibonacci jada on tuntud mitte ainult matemaatikutele, vaid
ka looduseuurijatele. Fibonacci arvudega on kirjeldatavad -puu-
lehtede asetus, kdbide ehitus jm.

Tuletame Fibonacci jada elementide u, arvutamiseks veel otsese
valemi. 2

Selleks otsime vorrandi (1) lahendit geomeetrilise progres-
siooni u, = ¢* kujul. Asendades. selle vorrandisse (l) saame. ¢

jaoks tingimuse
gk = gh—1 L gh-2

ehk pérast taandamist teguriga g*—2
q? — q .J_ 1

2 F1bonacc1 arvudest ja nende omadustest on pikemalt’ juttu brosuuns.:
H. H. Bopo6ses. Uncia dubonauun. M., 1969 Lugeja voib sealt leida ka jérg-
neva tuletuskdigu taielikuma esituse. Pl
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Viimase vorrandi lalienditeks on
1 = . I =
p=a=—(1+7¥5) Jja @=p=7501—V)5).

Seega saime vorrandi (1) kaks lahendit g* ja gk. Ilmselt on vor-
randi (1) lahendiks ka '
Up == Clak —‘}- C2ﬂh7

Kus ¢ ja ¢ on suvalised konstandid. Piiilame neid konstante
leida nii, et oleksid rahuldatud algtingimused

Up==cCy~-Ca=1, u=rcia— coff =1
ehk

Cy+ o = 1, %Ci(l +y3)+%c2(1 —¥5) = 1.

Siit saame

1475 , 1 —75
g = ——7, O = ——7+,
275 25

jarelikult

@;muﬂmz{lpgﬁy*wifﬁrl

k=0, 1,
Niide 2. Mitmel auszl saab ristkiiliku 4 k, k=3, 6. ... jao-
fada kujunditeks ' :

TS
5] & K

RN

Joornis 4.
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Joonis 5.

Olgu up voimalike tiikeldamiste arv. Jada u, esimesed liikmed
on us;=4, ug=18 (vt. joon. 4). Defineerime u, = 1. Ndiitame
niiiid, et jada wx jargmisi lilkmeid saab arvutada jargmise rekur-
rentse seose abil:

up = 10up 53— 22up_s—4dup_y, k=9, 12, ... (2)

Toepoolest, olgu teada tiikeldamiste arvud #4p—s, “r—s, Ur—o vas-
tavalt ristkiilikute 4 X(k#—3), 4 X (k—6) ja 4X(k—9) jaota-
misel. Osutub, et ristkiiliku 4 X & tiikeldamisvoimalused on ammen-
datud joonisel 5 esitatud jaotusjoonte vaatlemisega (4dra on Ioi-
gatud kujund pindalaga 4 )< 3), kusjuures kehtib vordus

up = 4up_3 - 20,3, 3)

milles vp_3 tdhistab joonisel 5 viirutatud kujundi tiikeldamiste
arvu. Viimase kujundi tiikeldamised on omakorda ammendatud
joonisel 6 kujutatud jaotusjoonte vaatlemisega (jdlle on ara loi-
gatud kujund pindalaga 4 )< 3), kusjuures leiab aset seos

Ur-3= Up—¢ | 4Vr—¢ | 4Wr—s, 4)

milles wx_¢ tdhistab joonisel 6 viirutatud kujundi tiikeldamiste
arvu. Viimati nimetatud kujundi jaotamisel osutub, et uusi kujun-
deid enam ei teki (vt. joon. 7), kehtib aga vordus

Wh s = 2Up—9 + 2Wp . ()

Avaldame niiiid seosest (4) wp—s ja Wr—y (viimasel juhul l1dhtume
vordusega (4) ekvivalentsest avaldisest ovp_= ur 9+ 4+
~+ 4w,_g) ning asendame vordusesse (5). Tulemusena saame
seose

Up—3 = Upg — 2Up—g - BVx_g.
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—J (., |2l

Wyg = QUK-Q + 2w, o

Joonis 7.

Lidasi avaldame seosest (3) vx_s ja vp_s ning asendame need
viimati saadud vordusesse, mis annabki rekurrentse valemi (2).

Ulalkirjeldatud arutluskdik on {isna sobiv ka teiste analoogi-
liselt formuleeritud titkeldamisiilesannete lahendamiseks, viimaste
viikese loetelu voib leida koondtabelis. Selgituseks olgu maérgi-
fud, et valemite mitterekurrentne kuju on seal ara toodud vaid
juhul, kui see on lihtsalt avaldatav. Tabeli I6puosas on moned nai-
ted ka ruumiliste kujundite titkeldamisest, samuti on vaadeldud
iilesandeid, kus tiikkidel voib olla rohkem kui iiks kuju.

Lugeja voiks veel joudu proovida jargmiste probleemide kal-
lal, mis kdesoleva kirjutise raamidesse ei mahtunud. Kui naiteks
nouda, et tilkid ei tohi olla ligemal kui d >> 0, saame tiikeldamis-
iilesande teatava iildistuse, nn. .mahutamisiilesande. On vo6imalik
vaadelda ka esialgse illesande poordiilesannet — voimalike tiikel-
damiste arvu valemi jdrgi tilkkeldamisprobleemi enda konstrueeri-
mist.
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Jrk. Tiikeldatav Tikkide Vaimalike tiikeldamiste arv
or. kujund kuju '
1 Ristkiilik Ristkiilik Up = tp—y + Ur—a,
2X k 2X 1 k=2 3, ...
k-——~1,2,... uo=u.=.l,’ B
1 ( l+]/5 )k+l
Up — — —_—
]’5 2
1—1/5 k+l
N ( 2 ) ] ’
’ k=0, 1,
2 Ristkiilik Ristkiilik Un = tn—s + Un_p,
p Xk pX1 - E=p p+1, ...
=1,2,...' uo=u1=...=up_l=1
p=2
3 Ristkiilik Ristkiilik Up = Up—q 4 Ur—o,
(abyX & . axb E>b
k=l, 2v (a<b'(a1b):l) ua=lL2¢?‘ -=u[b/a]a =ub=l,
iilejdanud u; =0 (i<<b) (nurk-
sulud indeksis ‘tdhistavad siin arvu
tdisosa) .
4 Ristkillik Ristkiilik Uy = Allyog — Ly
3Xk 22X k=46, ...
k=2,4.... llo=l u2—3,
1
w= 1 o e
2F3
31 —
+ 2
2¥3
k=02 ...
5 Ristkiilik Ristkiilik Up = Up— —+ SUp_g+ Up—3— Un—g,.
4 Xk 2X 1 ) k=23, 4, ...
k=l,2,... u_1=0,u0=ul=1,u2=5
6 Ristkiilik up = 10ug—3— 22up_¢ — 4thp—y,
4 Xk k=09, 12, ...
k=3,6 ... =1, us =4, ug =18 =
7 Ristkiilik RSESmsEmERE
4 X k IREEBEEEE Ur =— 3uk—4y
k—4,8, Eﬁ =8. 12,...
Uy — 2 *
Uy = 2. 3h/4—
k=48, ...
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Jlﬂ( Tuﬁﬁ.‘gs&” T'j‘(tljf:lde ; Voimalike tikeldamiste arv
8 Ristkiilik
pavan ]uh =.Vllh 3+ 2Yup g — Ytn—o,
k=136 ) k=29, 12, ...
yuo = Yus =1, 'yus =2
9 Ristkiilik Up = 2Up 3+ 2Up—y — Un—g,
4 Xk =0, .
k=2, 4, gy =t = 1, uy = 4,
or H—Y—5— Rj24+1
e[
5} 2
A—}5 \ k2l P2
_( 2 ) ] '
k=02, ...
istkiili Frr = - k=12, 18, ...
10 Rlnisgléu}:k ========é.f:;====i= IZ: = %,u‘i 5, )
E=16, 12, Y up = 288, £=06 12, ...
11 RISﬂ(U’Ll‘k ﬁzﬁﬁ““ up = 8up—g, k=12, 18, ...
X 8 X BEEEEEEEREES i U = 2'
k=6, 12, ... EEEEE% loUp = 2.8k k=612, ...
12 . X II-I l.::-..
Ristkiilik u--n- | ur = 3up—g, k=12, 18, ...
6X k “E"_E' T us = 2,
k=6, 12, ... o - un = 2.3R6-1 b=6 |2, ...
13 Ristkiilik up = 10Up—7 — lGuh_u,
4 k k=14, 21, ...
k=17, 14, SsEEsEEssEES ug =1, uz = 6.
: 2 |
= .87 4 — . ORT
ug 3 + 3
k=017, ...
14 Ristkiilik SRREEERE Up = Up—g 4+ Up—q, k=4, 6, ...
4><k ANEORERE uo=u2=l.
k=2 4, ...

(="

1 ( 1+}/§)k/2+l

k241
) ‘]'

k=02, ...
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rk. Tﬁk“lfi‘gs}i“ Ti‘l‘l‘i‘flde Voimalike titkeldamiste arv
15 Ristkiilik Uy = 2up_a - Bup_s— 14Uy,
4X k k=12,15, ...
k———3,6, g =1 us =2, ue =38, U9=32
16 Ristkiilik
12Xk Uy = tn-a+up—, k=475 ...
k=12 ... o =1, 4y = up =0, us = 1
17 Ristkiilik up = 8tpye, k=16, 32, ...
5X & o =1,
k=16, 32, up = 8h/18, k=016, ...
18 Ristkiilik Uy = 8Bup_g— 14u,—ys,
8 Xk k=18, 27, ...
k=9, 18, U = 1, us = 4,
1 . — —
in = — [ (#4+V2) ¥+ (4—1D) ],
k=09, ...
19 RiStkﬁHk E up = 2Mn_3 + 2”»-5 — 4uUp_y +
6 X & + 2up—ys,
k—3.6, ... | D B=15 18, ...
g = 1, uy = 0, ug = 2, ug = 0,
Uy = 4
20 Ristkiilik
IX k up = 2up_y9, k=12 24, ...
=12, 94, ... b =1,
uy = 2k/12, =012 ...
21 Ristkiilik up = 10Uy 1o, k=10, 20, ...
5X k ug = 1,
k=10, 20, ... up == 10%/10, k=010, ...
22 e
Ristkiilik up = 3up—2+ Tup_y — up—s —
4k — Tup—g — Tln—10 — 2up—1o +
k=2 4, + 2up_14 4+ 2up—ys,
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= 16, Y e
o = 1, g = 2, uy = 10, us = 42,
ug = 184, u;0 = 800, u|2=3476,

Bj4== 15]08



";ll_( Tﬁli(lfilgsctiav Ti‘fjﬁde Voimalike tiikeldamiste arv
23 Ristkiilik Un == Qp_y + tr-s,
2X k k=234, ...
k=1, 2, g =y =1, ug =2
24 Ristkiilik Up = Up—3 + 2Uk—3,
2X k k=23 4, ...
k=1,2, u():l,ul:uz:()
25 Ristkiilik Uy = 4up—3 — Up—s,
2X k k=609, ...
k=23, 6, ug = 1, u3 =3,
3+1 —
wn =L oy 4
273
3—1 —
+ Bl oy,
2y3
k=0, 3,
26 Risttahukas Risttahukas Up = Up—y + 2Wp—s,
2X2X 22X 1 k=2 3, .
k=1, 2, Uy = U, =
1
un = — (2 — (=),
k=01, ...
27 Risttahukas Risttahukas Up = Up— + 2Up—p,
pXpXk pXpX1 k=p p+1, ...
k=12 ... Wy =y =...=Up_ =1
p=2
28 n-modtmeline n-mootmeline Up = tp— +(n— up_p,
risttahukas risttahukas k=p p+1, ...
pXpX. pXpX... Uy =ty = .,. = tp— = L.~
Lo XPpXER L. X pX1
k=1, 2,
p=2
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LOBATSEVSKI GEOMEETRIA

K. Ariva

1IV. MUDEL

Kéesoleva artiklite seeria iile-eelmises -osas! mnéitasime, et
LobatSevski tasandil on kahe erineva sirge voimalikke vastastiku-
seid asendeid kolm: sirged kas loikuvad voi on teatud suunas
paralleelsed voi hajuvad. Seejuures selgus, et paralleelsete voi
hajuvate sirgete paari kujutamiseks joonisel oleme sunnitud kasu-
tama koverjooni. Olukorda, mis LobatSevski geomeetrias esineb
loikuvate sirgete puhul, ei saa aga joonisel ndidata isegi mitte
koverjoonte abil, sest igaithes neljast nurgast, mille maédravad
loikuvad sirged, peavad haarad painduma teineteisest~eemale.
Seepidrast ei ole sirgete asendamine koverjoontega Oige meetod
LobatSevski geomeetrias kehtivate vahekordade piltlikuks selgi-
tamiseks tasandilisel joonisel. Pealegi me ju ei loe LobatSevski
tasandi sirgeid koverjoonteks, mistottu eelnevate joonistega teki-
tatud kujutlus, nagu oleksid sirged tdepoolest mingil salapérasel
viisil koveraiks painutatud, on igati mittesobiv.

Néiitame niiiid Lobat8evski geomeetria joonistega varustamiseks
loomulikuma meetodi, mille kohta on teada, et see ei tekita edas-
pidi mingeid vastuolusid.

Raskused, mis tekivad LobatSevski maailma kaardistamisel

Nagu eespool mérkisime, voib arvata, et LobatSevski geomeet-
ria erinevus Eukleidese geomeetriast ilmneb alles tasandi viga
suurte piirkondade uurimisel. Nimelt selles seisnebki probleemi
kogu raskus. Eukleidese tasandi? suurte piirkondade joonisel
kujutamist pohimotteliselt miski ei takista, sest koigil piirkondadel
on siin {ihesugune struktuur. Niiteks vidga suure hulknurga oma-
duste selgitamisel voime siin vaadelda viikest, joonisele mahtuvat
sarnast hulknurka. LobatSevski geomeetrias on olukord hoopis

! Matemaatika ja kaasaeg, XV, 1k. 67—80.
2 S. t. tasandi, mille puhul kehtivad koik Eukleidese aksioomid, sealhul-
gas V postulaat.
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teine. Teatavasti selles geomeetrias sarnaseid kujundeid ei leidu:
erinevate mootmetega piirkondadel on siin erinev struktuur,
Nimelt see asjaolu tingibki moonutused ja vastuolud meie joo-
nistel.

Erinevust kahe geomeetria vahel voib piltlikult kirjeldada ka
nii. Uurides suurt kujundit Eukleidese tasandil moodame sellele
kujundile iseloomulikud nurgad ja Iloigud, kusjuures I6ikude
mootmisel kasutame ©oige pikka moodulatti. Seejdrel kanname
tulemused joonisele, séilitades kiill koik mootarvud, kuid kasu-
tades vdiksemat, nimelt joonise jaoks kitllalt véikest «méodu-
latti». Kasutatud moodulattide pikkuste suhte lisamine jooni-
sele annab siis suure kujundi kohta kogu informatsiooni, mida
joonis iitksi — suure kujundi plaan — otseselt ei sisalda. Lobat-
Sevski tasandi kujundeid sel viisil plaanistada ei saa, sest joo-
nestatud kujund erineb siin omadustelt suurest kujundist ja kahe
moodulati suhte lisamine eesmaérgile ei vii. Oige plaani valmista-
mist takistab siin asjaolu, et koiki leitud mootarvudega nurki iildi-
selt ei ole voimalik vajalikul viisil seotult joonisel kujutada.

Viimast viidet on kerge mdista, kui meenutada, et mittekong-
ruentsetel kolmnurkadel on LobatSevski geomeetrias erinevad
sisenurkade summad. Seepidrast antud kolmnurga koigi kiilgede
ithes ja sellessamas suhtes vdhendamisel tekib uus kolmnurk,
mille nurgad erinevad esialgse kolm-
nurga vastavaist nurkadest. Selline
omadus on kolmnurkadel igal kdver-
pinnal (joon. 1). Tosi kiill, tegemist
on ainult teatava analoogiaga, sest
koverpinnal asetseva kolmnurga Kkiil-
jed on koverjoonelised. Kolmnurga
nurkadeks nimetatakse siin nurki
nende koverjoonte puutujate vahel,
mis on tommatud kolmnurga tippu- Joonis ‘1.
dest.

Koige lihtsam on kolmnurga nurkade ja killgede vahelist sol-
tuvust margata lihtsaima koverpinna — sfdéri korral. Sfdari kahe
punkti vahelise kauguse méaarab siin neid punkte labiva suurring-
joone kaar. Sirgeid asendavad suurringjooned — neid vo6ib
lugeda «sirgeteks» sfdérilises geomeetrias® Suurringjoonte abil
moodustatud kolmnurkade hulgas ei ole sarnaseid. Naiteks ekvaa-
tor ja kaks meridiaani gloobusel moodustavad neli kongruentset
kolmnurka, millest igaiiks sisaldab kaht tdisnurka. Vidhendades
sellise kolmnurga kiilgedeks olevaid kaari mingi arv korda saame
aga kolmnurga, milles ei ole {ihtki tdisnurka. Seepérast tekib
tapsete geograafiliste kaartide koostamisel samasugune iiletamatu
takistus, nagu eespool mirkasime LobatSevski tasandi kujutamisel.

3 S, 1. geomeetrias, mis kisitleb sfdarile kuuluvate kujundite omadusi sol-
tumatult 4mbritsevast ruumist, samuli nagu planimeetria uurib tasandit.
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Iga geograafiline kaart on ebatdpne ja nimelt seda ebatgpsem,
mida suuremat Maa piirkonda ta kujutab. Ometi ei ole nende
kaartide koostamisel ndahtud vaev asjatu, sest abi, mida nad paku-
vad geograafia oppijale ja rdndurile, ei saa millegagi asendada.

Seame eesmdrgiks kaardistada ka LobatSevski kahemo6otmelist
maailma, teisiti 6eldes, LobatSevski tasandit.

Opime joonestama kogu sirget

Niisiis kahe loigu suhte abil Lobatsevski tasandit kaardistada
ei saa. Osutub, et seda on voimalik teha nelja loigu ja nende
teatavate suhete abil. Me ei pohjenda siin seda voimalust tdiesti
rangelt, sest vastavad arutlused nouaksid korgema geomeetria
tundmist. Esitame vaid moned naitlikud kaalutlused.

Kujutleme, et seisame kiinkal, millest moédda viib horisondini
sirge maantee, ja jdlgime selle maantee modtmist moodulati voi
-lindiga. Mida kaugemale meist jouavad mootjad, seda lithemana
paistab meile moodulatt. Tosi kiill — ainult paistab. Aga kui
latt meist kaugenedes tdepoolest jarjest litheneks? Siis ei saaks ju
iildse moota, kipub keelele vastus. Veidi jdrele moeldes veendume
siiski, et teataval tingimusel on voimalik ka sellise muutuva
pikkusega lati abil maédrata kahe punkti vahelist kaugust. Toe-
poolest, kui on teada modtmise tulemus — teatav «mootarvs —
ja lati muutumise seaduspéirasus, nditeks valem, mis véljendab
lati pikkuse tema asendi kaudu moodetaval 16igul, siis saab arvu-
tada selle 16igu tegeliku pikkuse.

Meie arutluste eesmarki silmas pidades on oluline maérkida,
et kahaneva latiga mootmisel voib toepoolest tekkida olukord, et
iga loiku ei saa moota. Jatame tdhele panemata asjaolu, et moodu-
lati kahanemine aeglustab mootmisprotsessi, sest teatava punk-
tini joudmiseks tuleb niiiid latti paigutada moodetavale ldigule
suurem arv kordi. Lepime kokku, et meie mo66tjad on vidsimatud
ja voivad oma t66d jatkata kuitahes kaua. Ka sellisel eeldusel
voib lati kahanemine tingida, et mootjad ei joua teatava punktini
isegi siis, kui nad igavesti moodaksid. Nii voib juhtuda siis, kui
lati pikkus kahaneb tokestamatult ehk -— nagu matemaatikas
Oeldakse — kui lati pikkuse piirvdartus on null.

Kui kaugel esimene kéttesaamatu punkt asub, soltub siis lati
kahanemise kiirusest. Voib vélja moelda olukorra, kus kattesaa-
matuks osutub juba sellise Ioigu teine otspunkt, mille tegelik moot-
arv on 2, s. t. mis on latist kaks korda pikem. Toepoolest, kui lati
kahanemise seaduseks on noue, et iga kord, kui ta asetada moat-
miseks vajalikku asendisse, viheneb tema pikkus poolele eelnevast
pikkusest, siis tekib tegelike modtarvude jada

I U T
S SR

66



mille summa — 16igu moodetud osa’ pikkus ‘— on moGtmise igal
hetkel vdiksem kui 2. Alles piirvddrtusena, kui latti paigutatakse
loigule lopmatu arv’ korda, s. t. kui mootmine on kestnud terve
igaviku, saadakse tulemuseks arv 2: '

. ], 1 1 1

L

2 _
1

Ka meie visimatud moétjad ei joua siis mootmisega kunagi lopule,
sest igavikul pole 16ppu. : o : A

Huvitav on aga tdhele panna, et «mootarv» n, mis vaadeldud
juhul saadakse siis, kui lati kahanemist mitte arvestada, voib
meie eeldustel olla’ kuitahes suur. Seepirast meie moodtjate jaoks,
kes seisavad niisuguse 16igu keskpunktis, mille pikkus .on neh
korda suurem kasutatava moodulati kahanevast pikkusest, on {iles-
anne — moota selle 16igu pikkus — analoogiline katsele moota
kogu sirge pikkus hariliku jdiga moodulatiga. Analoogia on téie-
lik, kui eeldada, et mootjad ei ole oma moodulati muutumisest
teadlikud (muidugi peavad nad siis ise muutuma samal viisil
nagu nende latt). Moddetava 16igu otspunktid ndivad neile siis
punktidena, kus sirge 16ikub horisondiga. Kuidas nad ka ei kii-
rustaks oma. t66ga, jddvad need punktid mootjaile ikka kéttesaa-
matuiks. » ‘

Teisest kiiljest osutub niiid voimatuks mootmistulemusi joo-
nisel kujutada, kui sdilitada «m&btarvud» ja kasutada joonise
valmistamisel muutumatut, seejuures kuitahes viikest «latti». Toe-
poolest, sellise modtmisprotsessi kujutisena peaks joonisele mah--
tuma niiiid terve sirge.

Tehtud tdhelepanekud néiitavadki tee terve sirge kujutamiseks
joonisel, kusjuures joonise moodotmed on valitavad tédiesti vabalt.
Selleks tarvitseb vaid vahetada moodulattide osad. Olgu pealegi
tegelikkude kauguste mootmisel kasutatava lati pikkus muutumatu
— meie tahame ju selle latiga moota kogu sirge. Loeme aga muu-
tuvaks teise «lati» pikkuse — selle, mille abil me kanname moot-
mistulemused joonisele. Soltugu selle «lati» pikkus tema asendist
I6igul, millele me mootmistulemused kanname. Kui niiiid lisaks
nouda, et «lati» ldhenemisel 16igu otspunktile tema pikkus kiillalt
kiiresti piiramatult kahaneb, siis saabki antud 16igul kujutada
kuitahes suuri kaugusi.

Kiisimus on 6igupoolest ainult sobiva valemi koostamises,
mis kirjeldab «lati» pikkuse muutumist. Sellise valemi koostami-
sel ei sobi eelneva néitena esitatud vote, mille kohaselt lati pikkust
tuli muuta n.-6. hiippeliselt — jagada kahega igal {imberpaigu-
tamisel. Vajalik on lati pikkuse pidev muutumine, nii et seda
pikkust oleks voimalik arvutada lati iga asendi korral méodetaval
Ioigul. Selleks tuleb valemis arvesse votta lati kummagi otspunkti
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asend mooOdetava 16igu otspunktide suhtes, s. t. kasutada lati
otspunktide kaugusi loigu otspunktidest.

Koostamegi pédrast neid ettevalmistavaid kaalutlusi valemi,
mis laseb meil vaadelda vabalt valitud 16igu AB sisepunktide
hulka LobatSevski tasandi vo6i ruumi sirge punktide hulgana.

Olgu X ja Y loigu AB mingid 51sepunkt1d (joon. 2). Loigu
XY asendit 15igus AB kirjeldavad nende Idikude otspunktidega

madratud loikude suhted XA ja A Y I B

XB
%. Uurime suhet Joonis 2.

XA YA
XB YB

Kui punkt Y 1dhéneb moéodda 16iku AB punktile B (kirjutame sel
puhul: Y — B), siis 16ik YA = AY kasvab loiguks AB ja 16ik YB
kahaneb punktiks B (lithidalt: AY -~ AB ja BY —0). Kui seejuu-
res punkt X on fikseeritud, siis on selge, et uuritav suhe kahaneb

piiramatult. Seega
. XA YA
tim ( 73 ) =0 (D

Analoogiliselt veendume, et kui fikseeritud X korral Y — A4, s. t.
YA — 0 ja YB— AB, siis kasvab uuritav suhe tokestamatult:

—(XA-YB):(XB-YA).

1 (XA YA\
tim (5 : 3 = 2)
Lopuks, kui ¥ — X, siis YA — XA ja YB — XB, mistottu
[ XA YA
1. tim (5 75) =1 (3)

Loigul XY on Eukleidese geomeetrias teatav kindel pikkus,
mida saab moota. nditeks mootejoonlaua abil. Jitame selle pikkuse
vaatlusest korvale ja nimetame 16igu XY pikkuseks Lobal3evski
geomeetrias arvu

XA YA
IXY':kIOg“(ﬁ—YE) (4)
kus a ja k on teatavad, koigi loikude jaoks samad arvud ning
a>1 ja k>0. Seejuures valime esimese vaadeldavast neljast
Idigust (valemis (4) 16igu XA) alati nii, et ta sisaldab loiku, mille
pikkus defineeritakse. Niisiis joonisel 2 kujutatud ldikude korral

YB XB
!YXI=k'°ga(W-ﬁ)
Et YB XB __ X4 YA siis |YX] = |XY].

YA " XA XB " YB
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Niisuguse definitsiooni oigustuseks marginie, et loigu AB iga
kahe sisepunkti X ja Y korral {XY| == 0, sest kui esimeseks tehtud
kokkuleppe pohjal valitud 16iguks on XA, siis XA > YA ja XB <
< YB, jarelikult

XA YA
XB YB =

Seejuures |[XY|—=0 parajasti siis, kui X=17Y, s. t. kui punktid
X ja Y iihtivad. Kui Z on 18igu XY sisepunkt, siis — nagu on
kerge kontrollida valemi (4) abil — kehtib vordus*

IXY| = |XZ| +|ZY}.

Niisugused omadused on 16igu pikkusel ka eukleidilises geomeet-
rias.

Koige olulisem antud definitsioonis on see, et punkti Y kau-
genemisel 16igu AB fikseeritud punktist X moééda .16iku AB kas-
vab suurus [XY| tokestamatult. Toepoolest, vorduste (1), (2) ja
(4) pohjal

lHm|XY| = lim |XY] = oo. (5)
Y—>B Y—A

Seega liikudes mooda 16iku AB ja jdddes selle 16igu piiridesse,
s. t. punktide A ja B vahele, saab punkt eemalduda igast A ja B
vahel fikseeritud punktist kuitahes kaugele, kui vaid kauguse all
moista valemiga (4) madratud arvu. Seejuures voib vorduste (5)
pohjal selline tokestamatu kaugenemine toimuda mélemas suunas.
Siit ilmneb, et antud definitsiooni mottes sisaldab 1oik AB kuita-
hes pikki loike ja Idigu AB iga sisepunkt X jaotab iilejdanud
sisepunktide hulga kaheks osaks, kusjuures kumbagi osa koos
punktiga X voib vaadelda tervenisti 16igus AB sisalduva kiirena,
mille alguspunkt on X.

Punktide A ja B vahel olevate punktide hulga sellised omadu-
sed on kooskodlas meie kujutlusega sirgest. Nimetamegi 16igu AB
sisepunktide hulka — ehk nagu ka o6eldakse, vahemikku (AB) —
millesse kuuluvate ldikude pikkused on méédratud valemiga (4),
sirgeks LobatSevski m&ttes. Punktid A ja B sellele sirgele ei kuulu,
s. t. defineeritud «sirge» on ilma otspunktideta, mis jillegi on
heas kooskdlas meie kujutlusega.

Niiviisi oleme oOppinud kujutama igal kuitahes viiksel jooni-
sel kogu sirget. Sirge sellist kujutist nimetatakse LobatSevski
sirge mudeliks Eukleidese tasandil. Enne, kui siit edasi minna
kogu LobatSevski tasandi «kaardi» v6i, nagu iitleme — mudeli
— koostamisele, peatume veidi geomeetria mudeli moistel.

4 Selle vorduse kontrolli vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII, lk. 27.
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Geomeetria ainult arvude ja vorrandite abil

Geomeetria pohiméistetega «punki», «sirge» ja «tasand»
samuti nendest tuletatud moistetega (nagu 16ik, nurk, hulknurk
hulktahukas jne.) ei ole 1lmtmg1mata tarvis siduda neid kujutlusi;
mis on omandatud koolis. Geomeetria uurib teatava siruktuurig
hulki, kusjuures oluline geomeetria jaoks on ainult nende hulkads
struktuur mitte aga see, mlssugustest konkreetsetest objektides
vaadeldavad hulgad koosnevad.s See on, muide, iiks poh]ustest
miks geomeetriat (nagu teisigi matemaatilisi dlsts1p11me) ei sa
rajada kujutlustele. '

Sellise abstraktse 1dhenemisviisi-oigustamiseks on piisav veen
duda, et iiks ja seesama geomeetriliste lausete siisteem vdib keh
tida hulkade puhul, mis oma elementide konkreetselt tdhendusel
voivad olla oige erinevad. Sellisel juhul 6eldaksegi, et nendel hul:
kadel on iihine geomeetriline struktuur. Toome paar lihtsat nédide
hulkade kohta, milles kehtib Eukleidese geomeetria.

Lihtume esmalt koolistereomeetriast. Olgu r mingi positiivn
arv. Nimetame «punktiks» iga kera raadiusega r, s. t. ruumi iga
punkti X korral koigi- niisuguste punktide hulka, mille kauguse
(Eukleidese mottes) punktist X ei iileta arvu r. «Sirgeks» nime;
tame iga lopmatut pdordsilindrit raadiusega r, s. t. ruumi ig
sirge a korral koigi punktide hulka, mille kaugused sirgest a e
iileta arvu r. Analoogiliselt nimetame «tasandiks» ruumi iga
tasandi « korral koigi punktide hulka, mille kaugused tasandist
a ei iileta arvu r. Kaht «punkti» loeme iihtivaiks parajasti siis
kui neil on iihine keskpunkt, kaht «sirget» voi kaht «tasandit
aga parajasti siis, kui k6ik nende «punktid» on iihised. Seejuure
titleme, et «punkt» kuulub «sirgele», kui «punkti» keskpunkt asets
seb «sirge» teljel,. ja «tasandile», kui «punkti» keskpunkt asetse
«tasandit» méiiraval tasandil.

Ei ole raske kontrollida, et nii defineerilud «punktide», «sir
gete» ja «tasandite» hulgas saab iiles ehitada Eukleidese geo-
meetria. Oigupoolest on see vahetult selge, sest kéik defineeritu
objektide vahelised vahekorrad taanduvad samasugustele vahe
kordadele harilike punktide, sirgete ja tasandite vahel. Ometi on
defineeritud hulk oma elementide konkreetse tihenduse poolest
erinev Eukleidese ruumist kooligeomeetria mottes. Seepérast]
iitleme, et oleme kooligeomeetria vahenditega ehitanud selle geo-
meetria mudeli.

Eukleidese geomeetria jaoks saab ehitada veel teisigi mudeleid
selle geomeetria enda objektide abil. Huvipakkuvam on aga vaa-
delda selliseid mudeleid, milles «ehituskivid» on voetud monest
teisest matemaatilisest teooriast.

5 V. U. Lumiste Ruumi méaiste geomeetrias. — Matemaatika ja kaas-
aeg, XI—XIV.
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Esitamegi niitid teise, rakendustes palju olulisema néite. Piir-
dume siin lihtsuse mottes ainult planimeetriaga.

Nimetame punktiks iga kindias jarjekorras voetud (iitleme
lihidalt: jérjestatud) reaalarvupaari (p, g) ja sirgeks iga sellist
jarjestatud reaalarvukolmikut (a, b, ¢), milles vihemalt iiks arvu-
dest a ja b erineb nullist.

Loeme punkte (p,qg) ja (r,s) iihtivaiks parajasti siis, kui
p==r ja g:=s. Sirgeid (a, b,c) ja (d, e f) loeme iihtivaiks aga
parajasti siis, kui %:g—_—%, kusjuures juhul, kui ithes kol-
mikus moni arv on null, on ka teises kolmikus vastav arv null.
Siit on selge, et sirged (a, b, ¢) ja (ka, kb, kc) iihtivad iga reaal-
arvu k%= 0 korral. Samuti ithtivad néiteks sirged (0, b, 0) ja
(0, e, 0) mistahes reaalarvude b = 0 ja e = 0 korral.

Utleme, et punkt (p, g) asetseb sirgel (a, b,c¢) voi et sirge
{a, b, c) labib punkti (p, g), kui arvud p ja g rahuldavad lineaar-
set vorrandit

ax 4 by +c=0.

Saab kontrollida, et selliselt defineeritud punktide ja sirgete
hulgas kehtib koolis Opitav planimeetria. See viide tidhendab, et
defineeritud hulgas saab kasutusele votta koik moisted ja toestada
koik teoreemid, mida vaadeldakse kooliplanimeetrias.

Toome siin {ihe nédite. Veendume, et ldbi iga kahe eripeva
punkti l1dheb parajasti iiks sirge.

Olgu (p,q) ja (r,s) vabalt valitud erinevad punktid, s. t.
kehtigu vdhemalt iiks vorratustest p == r ja ¢ 5= s. Otsime reaal-
arve a, b ja ¢, millest vdhemalt iitks ei ole null ja mille puhul
kehtivad vordused

ap + bg+ ¢ =0,
ar 4+ bs 4+ c=0.
Seega otsime vorrandisiisteemile
{ px 4+ qy +2z=0,
rx+sy+z=0 (6)

lahendit (a, b, ¢), mis ei koosne ainult nullidest (nullidest koos-
nev lahend muidugi leidub).
Lahutades siisteemi (6) esimesest vorrandist teise saame vor-

randi
(p—r)x+ (g—s)y=0. (7)

Olgu néiteks p % r (kui g # s, voib arutleda analoogiliselt),
siis tuleb lugeda y # 0, sest vastupidisel juhul x =0 ning siis-
teemi (6) pohjal ka z=0, kuid lahendit (0,0,0) me ei vaja.
Seega

xiy=—(@q—s):(p—r), (8)
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mistottu voib votta

x=s—yq,

y=p—r,
kusjuures nendest arvudest vahemalt iiks erineb nullist. Asendus
itksk6ik kumba vorrandisse siisteemis (6) annab vdidrtuse ka
kolmandale tundmatule:

z=qr — ps.
Siisteemi (6) leitud lahend (s —g, p—r, gr — ps) ongi sirge, mis
1ébib vaadeldavaid punkte.

Leitud sirge on ainus, mille .vaadeldavad punktid méaédravad.
Toepoolest tingimuse (8) péhjal sisalduvad vorrandi (7) koik
lubatavad lahendid arvupaaride

(x,4) = (t(s —9q), t{p—71))
hulgas, kus ¢ on vabalt valitav nullist erinev reaalarv. Siisteemi
(6) esimesest (voi teisest) vorrandist saame niiiid kolmanda tund-
-matu lubatava vaartuse:

= [(gr — ps).

Et saadud arvud on iga f = 0 korral vordelised arvudega kolmi-
kus (g —s, p—r, gr — ps), siis osutuvad siisteemi (6) koik luba-
tavad lahendid iiheks ja sellekssamaks sirgeks.

Oluline on markida, et vaadeldavate punktide ja sirgete hul-
gas kehtib ka Eukleidese V postulaat. Toestame sellega ekviva-
lentse paralleelide aksioomi: 1dbi antud sirgele mittekuuluva punkti
saab (punkti ja sirgega samal tasandil) tommata ainult iihe
sirge, mis ei 16ika antud sirget. .

Olgu antud sirge (a, 6, c) ja punkt (p, g), mis ei kuulu sellele

sirgele, s. t. mille puhul
ap -+ bg +c =+ 0. 9)

Leidub sirge, mis ldbib antud punkti ja on antud sirgega paral-
leelne; selliseks sirgeks on (a, b, —(ap -+ bg)). Toepoolest, iihelt

poolt

ap + bg — (ap + bg) =0,
teiselt poolt aga vorrandisiisteemil

{ax‘—f—bx-}—c:o,

ax -+ bx— (ap+bg) =0
ei ole iihtki lahendit, sest selles on tundmatute vastavad kordajad
vordsed, vabaliikmed aga tingimuse (9) tottu seda ei ole..
Oletame, et leidub veel teine sirge (d, e, f), mis ldbib punkti

(p, q) ja on paralleelne sirgega (a, b, ¢). Sellise sirge korral keh-

tib vordus
dp-+eq+f=0, (10)
kuid puudub lahend vorrandisiisteemil
{ax +bx-+c=
dx + ey + [ =
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(Teine tingimustest tdhendab, et sirgetel (a, b,c) ja (d,e, f) ei
ole iihist punkti.) Teatavasti saab sellisel siisteemil lahend puu-
duda ainult siis, kui ae — bd =0, s. t.

d e

— = =15 0.
Sel juhul d=ta ja e=1b ning (10) pohjal f = —i(ap + bg).
Niisiis saab esitatud tingimusi rahuldada ainult sirge (ta, b,
—t{(ap + bg)). Kuid see sirge iihtib eespool leitud sirgega (a, b,
—(ap -+ bg). Siit ndhtub, et paralleelide aksioom on defineeri-
tud sirgete hulgas toene.®

Samal viisil saab kontrollida Eukleidese planimeetria iga

aksioomi ja teoreemi toesuse vaadeldavale punktide ja sirgete hul-
gas. Niisiis moodustab see hulk Eukleidese tasandi teatava mudeli
—nn.aritmeetilise mudeli?

Mudelid — milleks?

Antud geomeetria mudelite ehitamisel ja uurimisel on kahe-
sugune eesmark.

Uhelt poolt voimaldab mingi teise teooria objektide abil ehi-
tatud mudel veenduda, et geomeetria, mille jaoks see mudel ehi-
tati, ei sisalda loogilist vasturadkivust. Oht, et selline vasturdiki-
vus esineb, s. t. et antud geomeetrias saab edaspidi toestada kaks
teineteisele vasturddkivat lauset, ei ole ju selie geomeetria enda
abil kuidagi véalistatav. Toepoolest, lausete hulk, mida saab sonas-
tada antud geomeetria objektide kohta, on lopmatu. Kontrollida
nende koigi toesust voi vadrust ei ole muidugi voimalik. Kont-
rollitud lausete hulk geomeetria igal uurimisetapil on loplik, see-
parast ei saagi olla kindel, et ees ei oota moni vasturddkivus.
Vasturddkivus mingi kahe tGestatud lause vahel tdhendab aga
vasturdakivust aluseks voetud aksioomide siisteemis. Selline vas-
turdakivus kui ta avastatakse — tithistab koigi juba téestatud
teoreemide kehtivuse. Valjapdasuks sellisest kriitilisest olukorrast

8 See arutlus niitab veel kord, et aksisom ei ele pormugi lause, mida kas
1) ei ole tarvis toestada, sest ta on «ilmne tode», voi 2) ei saa toestada. Sisse-
juhatuses (vt. Matemaatika ja kaasaeg, XII—XIII) néiitasime, et antud teooria
raamides saab iga aksioomi tdestada, kui vaid lugeda aksioomiks méni teine
sobivalt valitud lause. Korrektselt koostatud mudelis aga osutub toestatavaks
voi iimberliikatavaks iga mittedefineeriv lause.

7 Lugeja jaoks, kes on tuttav Eukleidese tasandi analiiiitilise geomeetriaga,
lisame, et hoolimata néilisest sarnasusest ei ole vaadeldud mudeli puhul tege-
mist analiiiitilise geomeetria iilesehitamisega. Pohimotteline erinevus on lahte-
kohtades. Analiiitilises geomeetrias eeldatakse punktide ja sirgete kui lahte-
objektide olemasolu ja esitatakse nad — nende omadustele tuginedes — reaal-
arvupaaride ja lineaarvorranditega. Vorrandisiisteemide uurimisega ei saa siis
toestada sirgete paralleelsust, vaid ainult leida analidtilised tingimused, mis
iseloomustavad sirgete vastastikuseid asendeid, sealhulgas paralleelsust.
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ongi mudeli ehitamine mone teise matemaatilise teooria abil, m1s
kas loetakse voi teatakse olevat vasturdikivusetu. !

Niiteks Lukleidese planimeetria vasturadkivusetuse kontrolll
voimaldab tema aritmeetiline mudel. Kontrolli sisu on siin jarg-
mine. Kui FEukleidese planimeetrias esineks vasturdikivus, siis
peaks see sisalduma ka tema aritmeetilises mudelis. Et aga see
mudel on moodustatud reaalarvude ja nende omaduste abil, siis
peaks leiduma vasturddkivus ka reaalarvude teoorias. Reaal-
arvude teocoria aluseks aga on naturaalarvude teooria, mille me
loeme vabaks vasturdikivustest. Seega lubab aritmeetiline mudel‘
meid usaldada ka Eukleidese planimeetria todesid. ‘

Teisest kiiljest tdhendab antud geomeetria uue mudeli avasta-,
mine selle geomeetria rakendusvélja avardumist. Lugu on selles;
et mudeli koostamisel ei ole kunagi tarvis kontrollida muud kui
ainult aksioomide kehtivust mudelis. Ulejddnud laused tulenevad
siis aksioomidest loogilise paratamatusega. Seetdttu saab kogu
toestatud geomeetriliste lausete siisteemi rakendada automaatselt
ka mudelile.

Lisame veel, et ka koolis opitav geomeetria tuleb digupoolest
lugeda Eukleidese geomeetria teatavaks mudeliks. Omistatakse
ju matemaatikatunnis vaadeldavatele geomeetrilistele objektidele
teatav konkreetne tdhendus, mida saab kujutleda ja joonisel kuju-
tada. Aluseks on siin voetud meid iimbritsevate esemete vaatlu-
sest tekkinud kujutlused. Nditeks sirge moiste tekitamiseks vaa-
deldakse joonlaua abil tdmmatud joont, pinguli venitatud niiti
voi tolmuses ohus peegelduvat pidikesekiirt. Niisiis ehitatakse siin
mudel fiilisikaliste objektide omaduste abil. Selline mudel muutub
rangeks geomeetriliseks siisteemiks alles siis, kui on eristatud
toesteks loetavad aksioomid ja edaspidistes arutlustes toetutakse
ainult nendele aksioomidele. Kujutlused ja joonised ei tohi siis
enam olla toestamisvahenditeks, vaid ainult néitlikeks abivahen-
diteks, kaalutlusteks, mis aitavad soltumatut loogilist arutlemist
eesmadrgi poole suunata. On selge, et koolis sellist ranget geo-
meetriat veel arendada ei saa.

Veepiiska mahutatud kosmos

+  Tuleme niilid tagasi LobatSevski geomeetria juurde. Ehitame
Eukleidese tasandil LobatSevski tasandi mudeli.

Tombame vabalt valitud raadiusega ringjoone ja mmetame
sellega miiratud ringi sisepunktide hulga. Lobat3evski
tasandiks, iitleme lihidalt — tasandiks L. Ringi iga ko6olu
(tapsemalt: iga sellise koo6lu sisepunktide hulga) nimetame sir :
geks tasandil L. Nii defineeritud LobatSevski tasandi mistahes
kahe punkti X ja Y vaheliseks kauguseks nimetame reaal-
arvy |XY|, mille madrab valem (4) koolu XY otspunktlde A ja B
abil (joon. 3). \
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Ringjoone punktid ei kuulu tasandi-
lc L, seega see tasand on toepoolest il- 8
ma &dreta. Valemite (5) pohjal on ring-
joone punktid tasandi L igast punktist §
lopmata kaugel. Jarelikult saab modda
lasandi L iga sirget liikuda selle sirge
igast fikseeritud punktist kuitahes kau-
gele ilma seejuures tasandilt L lahku-
mata (muidugi eeldusel, et kaugusi
arvutatakse valemiga (4)). Niisiis kéi- Joonis 3.
lub tasandit L piirav ringjoon samal
viisil nagu horisont, millele piiiiab 1dheneda matkaja.

Et mudelina kasutatava ringi raadius on valitav taiesti vabalt,
siis — piltlikult 6eldes — oleme kogu LobatSevski kahemootmelise
maailma kokku surunud Eukleidese tasandi kuitahes véiksesse
piirkonda. Pole raske moista, et samal viisil saab talitada Lobat-
Sevski ruumiga, nimelt mahutada ta meelevaldsell véikse sfdari
sisepiirkonda.

- Tasandi L kahe punkti vaheline kaugus on arvutatav jooniselt
moodetavate eukleidiliste kauguste, nimelt nelja 16igu pikkuste
kaudu. Ka tasandi L sirgete vahelisi nurki saab arvutada mudelilt
mooddetavate eukleidiliste nurkade kaudu. Vastavat valemit kies-
olevas {ilevaates ei esitata, sest selle puhul tuleks kasutada nn.
hiiperboolseid funktsioone, mida koolimatemaatikas ei vaadelda.
Mairgime vaid, et need funktsioonid on mitmeti analoogilised tri-
gonomeetriliste funktsioonidega. Koolis 6pitav trigonomeetria ei
ole Lobat3Sevski geomeetrias rakendatav, sest selle trigonomeet-
ria aluseks on sarnaste kolmnurkade olemasolu. Osutub aga, et
LobatSeyski tasandil on véimalik teistsigune trigonomeetria ja
hiiperboolsetel funktsioonidel on selles sama osa, mis trigonomeet-
rilistel funktsioonidel koolitrigonomeetrias. Trigonomeetriat Lobat-
Sevski tasandil nimetataksegi hiiperboolseks trigonomeetriaks.
Sageli nimetatakse koguni LobatSevski geomeetriat ennast hiiper -
boolseks geomeetriaks. .

Nurkade puliul tasandil L- piirdume méirkusega, et mudelil moo-
detav nurk iildiselt on ermev Vastavast tegellkust nurgast' Lobat-
Sevski tasandil®

Kasutame ehitatud mudellt nende LobatSevski tasandil kehtl

vate-vahekordade selgitamiseks, mis-eespool on tundma. opitud.

Alustame LobatSevski aksioomist. Olgu tasandil. L valitud

vabalt sirge a ja viljaspool seda punkt A (joon. 4). Sirged b, ¢

ja d, mis ldbivad punkti A, ei 15ika sirget a, sest punktid ring-

joonel ja viljaspool ringi ei kuulu tasandile L. On selge, et labi-

8 Nurga tegeliku suuruse maaramist mudeli andmetel on kirjeldatud
U. Lumiste artiklis «<Ruumi mdiste geomeetriass. — Matemaatika ja ‘kaas-
aeg, XII, 1k. 28.
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c 7
S S C
A
Joonis 4. Joonis 5.

punkti A saab tasandil L tommata lopmata palju sirgeid, mis ei
foika sirget a.

Sirged & ja ¢ on need sirged, mis LobatSevski definitsiooni
kohaselt on paralleelsed sirgega a. Nad on paralleelsed sirgega
a vastassuundades — paralleelsuse suuna maarab sirgeid sisalda-
vate koolude l6ikepunkt ringjoonel. Voib iitelda, et paralleelsed
sirged a ja ¢ loikuvad lopmata kauges punktis C. Paralleelsuse
suunas sirged ldhenevad teineteisele tokestamatult, vastassuunas
aga eemalduvad samal viisil, sest nditeks punkt D on lopmata
kaugel sirge a igast punktist. Niisiis esineb teoreemis 5 naidatud
olukord ®.

Mudelilt ndhtub vahetultl sirgete paralleelsuse siimmeetria (teo-
reem 1), samuti transitiivsus (teoreem 2). Viimane omadus vil-
jendub mudelil asjaolus, et vastavad koolud peavad 16ikuma ring-
joone ithes ja samas punktis. Kasutades sama pohjendust saab
mudelilt jdreldada ka seda, et kahe teatavas suunas paralleelse
sirge vahel asetsev sirge peab olema nendega paralleelne samas
suunas (teoreem 3).

Sirged a ja d joonisel 4 on hajuvad. Tasandi L sirgete haju-
vust iseloomustab vastavate (s. o. neid sisaldavate) Eukleidese
sirgete paralleelsus vo6i 16ikumine viljaspool ringi.

Vaatleme néiteks kaht Eukleidese mottes paralleelset sirget
d ja e tasandil L (joon. 5). Et punktid P ja Q on 16pmata kauged
punktid sirge e punktide suhtes, siis sirged d ja e toepoolest kauge-
nevad teineteisest molemas suunas tokestamatult. Tombame ringi
diameetri AB risti kooludega d ja e. Néitame, et vaadeldavate
koolude sisepunkte ithendavate ristloikude hulgas minimaalne pik-
kus LobatSevski mottes on 16igul XY, mille maarab diameeter AB.

9 Teoreemide 1—6 sonastused ja toestused vt. Matemaatika ja kaasaeg, XV,
k. 67—80.
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Tombame mingi koolu CD||AB ja vordleme sellega médaratud
loigu UV pikkust 16igu XY pikkusega. Teisendame:
XA YA uc vC XA.YB-UD-VC-—-XB-YA.-UC-VD
XB'YB UD VD XB.YA.UD.VC
Kasutame l6ikude eukleidiliste pikkuste jaoks tdhistusi UV = p,
UD =gq, VC=r, AS =BT =s. Et

XA-YB-UD-VC—XB-YA-UC-VD =
=@F+r+s)ptg+s)g—@+s)r+s)p+np+49 =
= —sp(pq + ¢*—+ pr +r*) —s*p(p-+ g+ 1) <O,

XA YA < uc ve
XB ' YB Uub " vD
ning seega a > 1 16itu
o 50 0) < ron 9512
%8\ XB ' YB “\Up "vb -

Jarelikult toepoolest |[XY| < |UV].

Kontroll naitab, et hajuvate sirgete d ja e korral esineb teo-
reemis 6 kirjeldatud olukord. Toetudes sellele teoreemile vbime
niitid iitelda, et ringi keskpunkti ldbiv sirge f on sirgete d ja e
ainus iihine ristsirge. Siit omakorda ilmneb, et tdisnurgad ringi
diameetri ja koolude vahel on tdisnurgad !° ka tasandil L.

siis

B T~
(Y,
S () S— -t
\ o / D//’
Y
- N

Joonis 6.

Joonisel 6 kujutatud tasandi L sirged a ja b hajuvad, sest punk-
tid A, B, C ja D on lopmata kaugel tasandi L igast punktist.
Kui a ja b asetsevad siimmeetriliselt sirge d suhtes, siis nende
iihine ristsirge on risti ka sirgega d. Seejuures ei ldbi iihine rist-

¥ Selle viite teistsugust pohjendust vi. Matemaalika ja kaasaeg, XII,
Ik. 28.
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sirge ringjoone keskpunkti O, sest sirgele e, mis 14dbib punkti
O ja on risti sirgega d, saab ldbi punkti M téminata ristsirge f,
millele vastav Eukleldese sirge ei labi punkti P;-seega / OMB <
< 90°.

Osutub, et tasandi L koigil sirgetel, mis ringi kddludena kuu-
luvad véljaspool ringi asetsevat punkti P ldbivatele Eukleidese sir-
getele, on iihine ristsirge. Téepoolest, kui oletada, et néiteks sir-
gete b ja g korral, mis asetsevad ebasiimmeetriliselt sirge d
suhtes, ithine ristsirge A ei ole risti sirgega d, siis voib lugeda néi-
teks @ niirinurgaks (joon. 7). Sel juhul peavad sirgepaaride (g, d)
ja (b, d) iihised ristsirged asetsema teine teisel pool sirget 4, nii
et ei teki kolmnurka ega nelinurka, mille sisenurkade summa on
lubamatult suur. Niiiid on aga kerge kontrollida, et siimmeetrilise
sirgepaari (a, b) iihist ristsirget ei saa enam tommata — sellise
sirge igas moeldavas asendis tekib kas lubamatu kolmnurk voi
nelinurk.

Niisiis peab vaadeldava sirgete hulga iga kahe esindaja iihine
ristsirge olema risti sirgega d. See aga tdhendab koigi selliste
ristsirgete {ihtimist, sest erinevate ristsirgete puhul tekivad jille
lubamatud nelinurgad.

Joonis 7.

Kui sirge AB poorleb iimber punkti P (joon. 6), siis on sirge
b piirasenditeks lopmata kauged punktid K ja N. Siit jareldub, et
punktiga P maéadratud sirgete iihiseks ristsirgeks tasandil L on
sirge p, mille madravad ringjoonele punktist P tommatud puutu-
jate puutepunktid K ja N.

Toodud néidetest ilmneb, et LobatSevski tasandi mudel ! voi-
maldab tolgendada juba toestatud fakte ja samal ajal avastada
uusi vahekordi selle tasandi objektide vahel.

11 Vaadeldud mudelit nimetatakse LobatSevski tasandi Beltrami-Kleini
mudeliks, Beltrami, Eugenio (1835—1900) — itaalia geomeeter,. avaldas
1868. a. LobatSevski geomeetrla iildisele tunnustamisele viiva t66 «Mitteeuklei-
dilise geomeetria interpretatsioon». Klein, Felix (1849—1925) — saksa mate-
maatik.
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Eriline tdhtsus on vaadeldud mudelil LobatSevski geomeetria
ajaloos. Et mudel on ehitatud Eukleidese geomeetrlasse kuuluvate
objektideija vahekordade abil, .siis osutuks iga loogiline vastu-
rddkivus I.\obatsevsk1 geomeetrias iihtlasi vasturddkivuseks ka Euk-
leidese gepmeetrias. Siit jéreldub, et kui me loeme koiki Euklei-
dese geomeetriasse kuuluvaid todesid loogiliselt korrektseteks, siis
peame me tdpselt sama hinnangu andma ka koigele, mis on toes-
tatud voi veel toestatakse Lobat3evski geomeetrias. Sellise vahe--
korra moistmine tingib paratamatult LobatSevski geomeetria tiie-
liku tunnustamise.

. Probleemi, kumb kahest geomeetriast peegeldab tdpsemalt
reaalset ruumi, see tulemus ei lahenda.
(Jargneb).

PALINDROOMID
Toeleid Roosinupp

Oigekeelsuse sonaraamatu kohaselt nimetatakse palindroomiks sona
voi lauset, mis nii pdri- kui ka tagurpidi loetuna on sama tdhendusega. Minu’
uurimustest aga selgus, et seda’ terminit kasutatakse ka mitmesuguste teiste
siimmeetrilise struktuuriga objektide korral. Nii nditeks nimetatakse palindroo-
mideks veel tagurpidi esitatuna iseendaks jddvaid meloodiaid, samuti siimmeet-
rilise kirjapildiga naturaalarve (ndit. 22, 171, 56365 jne.). Jargnevas ongi sil-
mas peetud ainult seda viimast, roosmupullkku palindroomi tahendust.

Definitsioonid. Tdhendagu arv edaspidi naturaalarvu ja vra arvu tagur-
pidi lugemise tulemust (nédit. arvu 4831 vra on 1384). Seega siis — palind -
room on arv, mis vordub oma vraga. Arvu liitmist tema vraga nimetame
selle arvu vraeerimiseks (ndit. arvu 4831 vraeerides saame 4831 + 1384 =
= 6215).

Eksperlment Vraeerime juhuslikult valitud arvu. Kui tulemus pole palind-
room, siis vraeerime saadud summat veel kord ]ne Nalteks kolme juhuslikult!
valitud arvu (68, 382 ja 4831) korral saame

. 68 382 - 4831
+ g + 233 ‘ + 1384
154 665 6215
+ 451 + 566 + 512
605 1231 11341
+ 506 . Ti1321 - + 14311
1111 2552 05652

Sellest eksperimendist véib kujuneda mulje, nagu annaks kolmekordne
vraeerimine alati palindroomi. Asi pole aga kahjuks nii (selles veendumiseks
valige nditeks lahtearv 89), ning naib isegi olevat alust viita, et ei kehti
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Roosinupu 1. teoreem. Mistahes arvu [oplik arv kordi vraeerides saame
palindroomi. i

Selle teoreemi limberliikkamise kidigus onnestus nimelt toestada, ‘et esimese
kiimne tuhande arvu hulgas leidub tdpselt 249 sellist, mille sa]akordne vraee-
rimine ei anna veel palindroomi (vahim nusugustest arvudest on 196, mille
korral ei piisanud isegi 4147-kordsest vraeerimisest). Koigi tilejdanud arvude
puhul tuleb seevastu sooritada dlimalt 24 vraeerimist (kui jitta vilja erand-
arvud 89 ja tema vra 98, siis veelgi vdhem). Olgu wveel margitud, et suurim
nende arvutuste kédigus leitud palindroom on 16 668 488 486 661, mis sagdakse
arvude 6999, 7998 ja nende vrade 20-kordsel vraeerimisel.

Hoopis lihtne on Roosinupu 1. teoreemi #mber liikata kahendsiisteemis.
Nimelt osutub, et kahendarvu 10110 (vdrdub kiimnendarvuga 22) neljakordne
vraeerimine annab 10110100, kaheksakordne 1011101000, kaheteistkordne
101111010000 ja iga jdrgmine neljakordne vraeerimine lihtsalf lisab kolmandale
kohale iithe ning 16ppu nuili.

Erilist huvi pakuvad niisugused palindroomid, mis osutuvad algarvudeks
(lihidalt algpalindroomid). Fundamentaalseks niib vastavas teoorias
kujunevat

Roosinupu 2. teoreem. Leidub Iopmala palju algpalindroome.

Selle esiaigu veel tdestamata teoreemi toestamisel kujuneb omakorda olu-
liseks

Roosinupu 3. teoreem. Leidub wvaid iiks paariskohaline algpalindroom (ja
nimelt 11).

Jitan selle lihtsa teoreemi tGestamise lugejale harjutusiilesandeks (lahendus
vt. 1k. 149), iihtlasi aga nimetan veel iithe algpalindroomide teooriasse kuuluva
tulemuse, mida ma ise toestama kavatsen asuda:

Roosinupu 4. teoreem. Leidub lopmata palju niisugusie algpalindroomide
paare, mis erinevad teinefeisest vaid keskmise numbri poolest (nagu ndif.-
30103 ja 30203, 9931399 ja 9932399).

Lihtne arvutus néitab, et leidub 9.10"~' erinevat (2n)-kohalist palindroomi
(tdpselt sama palju on (2n— 1)-kohalisi palindroome), samal ajal kui (2n)-
kohalisi arve leidub kokku 9-10?"—! Seega palindroomide tihedus arvude reas
jarjest kahaneb, tapsemalt, kehtib

Roosinupu 5. teoreem. Téendosus selleks, et juhuslikult valitud arv osutuks
palindroomiks, ldheneb numbrikohtade arvu kasvades nullile.

Hoopis rohkem leidub aga palindroome tdisruutude reas, kusjuures enamik
neist on koguni palindroomide ruudud (nait. 121 =112, 484 =222 kuid esi-
mese erandina 676 = 26%). Samuti suhteliselt rikkaks palindroomide poolest osu-
tuvad taiskuubid, kusjuures nad peaaegu alati osutuvad just palindroomi kmu-
ideks (nait. 343= 73, 1331 = 11%). Tapsemalt, arvust 28-10'3 viiksemate taiis-
Kuupide hulgas leidub iiks palindroom, mis pole palindroomi -kuup-(selleks om
10 662 526 601 = 22013). ‘Neljandate "astmete kontrollimine (samades piirides)
naitab, et eranditult koik nende hulgas leiduvad palindroomid on iihtlasi just
palindroomi neljandad astmed.

Astme edasisel suurendamisel selgub aga iillatuseks, el niib kehtivat

Roosinupu 6. teoreem. Ulesandel «leida arv, mille k-s aste osutub palindroo-
miks», on k>4 korral vaid triviaalne lahend (see arv vordub ihega).

Lopetuseks veel iiks tdisruut-palindroomide uurimisel avastatud fakt. Nimelt
on nad peaaegu koik paaritukohalised. Viikseimaks erandiks osutub 698896 =
== 8362, jargmine selline on 637 832 238 736 — 798 6442,
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MURDJOONED

H. Espenberg, J. Gabovits

Sageli tekib vajadus analiiiitiliselt esitatud funktsiooni graafiku
joonestamiseks. Teinekord seisame aga vastupidise iilesande ees —
leida etteantud graafiku pohjal funktsiooni valem (voi, teisiti, leida
etteantud joone vorrand).

Kéesolevas artiklis vaatleme molemaid nimetatud iilesandeid.
Esmalt selgitame, kuidas joonestada funktsiooni graafikut, mille
valem sisaldab absoluutvairtusi. Seejdrel kasitleme murdjoone
vorrandi leidmise kiisimust.

Absoluutvdartusi sisaldava valemiga funktsioonid

Kui funktsiooni valem sisaldab asboluutvdartusi, siis on tema
graafik joonestatav jirgnevas nadites kirjeldatud mottekidigu
varal.

Nidide l. Joonestada funktsiooni

y— Ix—i—l]—;]x—l(,

graafik.!
Et
| _ [ x4+ kui xz=—Il,
1x+l}—{_x_l, kui x << —I,
1 _{ x—l, kui ,'C}}l,
F=U=1_%41 ki r<1,
siis
_ —x—lz(x—l) — —x kui x< —I,
Y x+1—2(x—1) =1, kui —1<x<I,
) x+1+2(x—1) —x, kui x>1,.

t Niide on voclud dilesannete kogust A. Levin, M. Levin. Matemaatika
iilesannete kogu keskkoolile. Tin., 1969, lk. 13.
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Joonis 1.

ehk lithemalt

I, kui —1 << x <1,
x, kui x = 1.

—x, kui  x < —1,
y=

Selle funktsiooni graafik on toodud joonisel 1.

Nditest 1 ndeme, et funktsiooni graafik murdub méaramispiir-
konna neis punktides, kus muutub funktsiooni defineeriv vordus.
Need punktid on aga iihtlasi absoluutvaartustes antud avaldiste
nullkohad. Seda tdhelepanekut kasutame jargmise nédite puhul.

N dide 2. Joonestada funktsiooni

y=3—x|+|x2— 1| —x2+4 2 graafik.

Et esimeses absoluutvaartuses esineva avaldise nullkohaks on
x == 3 ning teises absoluutviirtuses esineva avaldise nullkohad on
x = -F1, siis leilame koigepealt funktsiooni valemi lihtsustatud
kuju piirkondades x<—1, —1 <x <1, 1 <<x<3 ja x=3.
Tulemuseks saame

—x -} 4, kui x < —1,
—2x2—x--6, kui —1 << x <1,
Y=1 —x-4, kui 1 << x<3,
x—2, kui x = 3.

Selle funktsiooni graafik on skitseeritud joonisel 2.

Funktsiooni graafiku joonestamine lihtsustub, kui valemis esi-
nevad liidetavatena (kas absoluutvdirtuse margi all voi mitte)
ainult lineaaravaldised. Selliste funktsioonide graafikuks on murd-
joon, mille skitseerimiseks piisab murdjoone tippude méairamisest
ning ithe punkti leidmisest nii murdjoone koige vasakpoolsemal
kui ka koige parempoolsemal liilil.

N idide 3. Joonestada funktsiooni

y=2x—842|x+4 —2x+ 3|+ |2x— 1| + 2lx — 2|
graafik.

Graafikuks on murdjoon, mille tipud on abstsissidega x = —4,
x=—3/2, x=1/2 ja x = 2. Funktsiooni valemist leiame, et
y(—4) = 0, y(—3/2) =5, y(1/2) =1 ja y(2) = 4. Seega on murd-
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5 -2 4 2 8% 4 5
Joonis 2.

joone tippudeks punktid A(—4, 0), B(—3/2, 5), C(1/2, 1) ja
D (2, 4). Taiendavalt leiame punktid murdjoone aarmistel liilidel,
nditeks A;(—©6, 4) ja D, (3, 10). g
Leitud andmetest piisab graafi- ’
ku joonestamiseks (vt. joon. 3).

Murdjoone vorrand

Olgu pidev funktsioon
defineeritud arvtelje erinevates
piirkondades erinevate valemi-
tega. Tekib kiisimus, kas sel ju-
hul on voimalik esitada funkt-
siooni iihe analiiiitilise avaldise

R R

abil. Vastuse kiisimusele annab 6 -5 A-3-2+ 120
jadrgmine teoreem: ? pidev funkt- '
sioon Joonis 3.

. {«p(x), Chui x << x4,
y= Lp(x), kui x>=x,
on esitatav valemiga
&
f , 1
Y=o (-2—-(x—|—x1_‘x—‘xi|) ) + v (2—(x+x1—|—]x—1ﬁ{) ) — 3 (x1).

? Vt. Baron, S. Elementaarfunktsioonidest. — Matemaatika ja kaasaeg,
VIII, k. 12—17. ’
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Sonastatud teoreemis on juttu funktsioonist, mille méaaramis-
piirkond on punktiga x, jaotatud kahte ossa. Kuid sama teoreemi
jdrkjdrguline rakendamine viib sihile ka siis, kui funktsioon on
defineeritud erinevalt arvtelje mistahes 18plikus arvus osades.

Niédide 4. Esitada funktsioon

_{x2+x, kui x <1,
y= 3—x, kui x=1,
iihtse valemiga.

Siin @(x) = x*+x, p(x) =3—x ja el x,=1, siis p(x) =
=2, Seega

@ (—12—(x—g—x,—’x—x,|) ) :—;—(x—|— l—ix'*ll)z,—i-

-+

1
5 (e I—r—1),

p(gletmrlom ) ) =8 g1+ 1p
ja

—%(x—]—l—}—lx-ll)_?
ehk
y:—i—(x—}— l—jx—1)2—x— 1]+ 1
Juhul kui pidev funktsioon on madramispiirkonna osapiirkon-
dades esitatav lineaarfunkisioonina (s. o. kui ta graafikuks on

murdjoon), siis eeskiri tema esitamiseks iihtse valemiga lihtsustub.
Vaatleme pidevat funktsiooni

_{aix—|-b1, kui  x < xy,
Y= asx + by, kui x=x

(pidevuse tottu ayx; + by = agx, -- b2). Esitame selle funktsiooni
iihtse valemiga '
y=ax—+ 4+ aijx—xi

kus a, B ja a; on esialgu madramata kordajad. Need kordajad
mairame jargmiselt. Kui x <x,, siis .

y=ax+f—a(x—x),
Yy = ax-1 by,
ax + f—aix + ayx; = a;x -} by. ‘

aga samuti

s t.
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Kui aga x = x), siis
ax 4 f+ a1x —a;x, = ax + b,.

Neist kahest vorrandist jareldub, et

a—a) —a,
a—+a = ay,
B+ ax;=by,
ﬂ-—al)ﬁ = b2.

Kahest esimesest vorrandist saame, et
1 N L
a=—(a+a), a=-—5(@—a).
2

Siisteemni 3. ja 4. vorrand on samaviirsed. 'It’(')epoolest, 3. vorrandi
pohjal (arvestades pidevuse tingimust a;x; -} b) = ax, + b2)

ﬂ = by —asxy = bi—;—((12~a1)-% — ;_(b1 4 bz)
ja 4. vorrandi pohjal
1 bp—b 1
= b2t aixs = b+ 5-(@— 1) —E = (b + ba).

Niide 5. Esitada funktsioon
. {x, kui x <1,
y= I, kui x=1,

iihtse valemiga.
Siina, =1, aa=20, by=0, by=1 ning e=1/2, = 1/2,
a); = —1/2. Seega
1 1

1 ’
y_-—2—-x-}——2-—2—!x-— ll.
N dide 6. Esitada funktsioon
- {Q—x, ki x << —1,
y= x+4, kui x>=—1,
iihtse valemiga.
Siin ay = —1, as3=1, by =2, by=4 ning a=0, =3,
a; = 1. Seega
y=3+Ix+1.
Vaatleme niiiid pidevat funktsiooni

a);x + by, kui x<x,,
{ agx ~+ by, kKui xy << x < xy,

anx -+ by, kui x =-x5—,
mille graafikuks on n lillist koosnev murdjoon. Pidevuse tottw
aixi—}—bi:amx,:»kbiﬂ (1=1,2, ,n—l).
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Antud funktsioon on esitatav iihtse valemiga

y=ax+ fta|x —xi|tazlx —xg +-...+ @n1 X —xnf, (1)
kus
1 1
= (ai+an) b :7(b1'|“bn)
ai=—é—(ai+1—ai) ( 1, 2 ..., n—1).
N dide 7. Esitada funktsioon

2 , kui  x <7 —3,

) —x—1 kui 3 <<x<1,

Y=91 3x—5 kui l=x<2

2x—3, kui  x =2,

ithtse valemiga.
Siin a1=0, a2=~1, a3:3, (14:2, bl 22, b2'=—1,

b3‘“‘—“——5, b4=——3 Seega a = 1, /3:“1/2, a) :—1/2, (12:‘2,
asz=—1/2 ja'antud funktsioon on esitatav valemiga
1 1 1

Rakendame valemit (1)jadrgmise iilesande lahendamisel. Olgu
antud n lialiga murdjoon tippudega Pi(1, y1), P2(2, y2), ,
Ppi(n—1, yn—) ning ldbigu ta veel punkte Po(0, yo) ja
P,(n, yn). Leida murdjoone PoP,...P, vorrand. Ta i-nda lili
P;_\P; vorrand on
_ y= (i —yi-) X+ iy — (= 1y
ja seega

a;=Yi—Yi-1, bi=iyi1— (i— 1)y
Kordajate a, 8 ja a; arvutamiseks saame jargmised valemid:

20 = Yn — Yn—1+ Y1 — Yo,
2B =1yo+ nYn — (n—1)yn,
2ai=yi+1— yi‘—l—yi_ (lﬁl 2 .,n—l)
Neid valemeid saame lihtsustada, kui votame kasutusele jarg-
mised tédhistused:

Ayi=yir1—y; (=0,1,...,n—1),
A%yi= (Yiye — Yir1) — (Yir1 — ¥3) == Yire — 2441+ Vs
(=0 1,. . n—29
Saame

2a=‘Ayo+ AYn—1,
2B = Yot Yn— NAYn—1,
2a; =A%, (=1, 2{ ve.,n—1).

Murdjoone PoPy ... Py vorrand on niiiid avaldatav kujul .

Qy_‘(AyO"i_Ayn 1)x+y0+y71_nAyn 14+ A7y0|X—1|+
4+ Ay —20+ .. A% ix— (n —1)]. (2)
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Suuruste Ay; ja A%y; arvutamiseks on otstarbekohane kasutada
jargmist lihtsat skeemi: kirjutatakse vilja ordinaatide jada yo,
Y1..., Yo ning lahutatakse selle jada igast liikmest (alates
teisest) eelnev liige ja vahe kirjutatakse jargmisse ritta konesole-
vate litkmete vahekohta. Sel viisil saadud jada nimetatakse l1dhte-
jada esimeseks diferentsjadaks, mille liikmeteks ongi suurused
Ay;. Lahtudes esimesest diferentsjadast, moodustatakse analoogi-
liselt uus diferentsjada liikmetega A2%y; (nn. teine diferentsjada
lahtejada suhtes). Esitame selle mottekdigu skeemina:

Yo Y1 Yo coe Yn—o Yn—1 Yn
AYo Ay A4y ... AYn—2 AYn—y
Ayo  A’yr A%y, Ay
Niide 8. Leida murdjoone P...P, vorrand, kui Po(0, 1),
Pi(1, 2), P2(2,0), P5(3, 3), Ps(4, 3) (joon. 4).
" |
al AP §

Joonis 4.

Koostame arvulusskeemi:

1 2 0 3 3
1 —2 3 0
—3 5 —3

Asendades vajalikud suurused valemisse (2), saame murdjoone
vorrandi kujul

2y=x+4—3x—H-+5jx—2 —3x—3|.

Niide 9. Leida joonisel 5 kujutatud murdjoone vorrand.

Arvutisskeem:
1 1 0 1 —1 0 —1 —1
0 —1 1 —2 1 —1 0
—1 2 —3 3 —2 1
Vastus:

%y —|x —6| —2x— 5 -3x—4 —3lx—3+2]x—2 —|x—1].
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i 2 3 \4 6 7
! AR R
Joonis 5.

Viimases naites on Ayp--Aye= 0 ja lisaks sellele on teise
diferentsjada koikide liikmete summa null. Seega on vaadeldud
ndite korral rahuldatud jargmise teoreemi eeldused, mille anname
ilma toestuseta: kui on tdidetud tingimused

Ao+ AYn-1=0, A%y A%y, + . ..+ A%Ypo =0, (3

Siis on murdjoone ddrmised lilid PoP, ja Pn,_P, paralleelsed
x-teljega.

Kui murdjoone tipud on punktides Pr(a--%, yr), kus k=
=1, 2, ..., n—1 ja kui murdjoone darmised lilid ldbivad veel
punkte Po(a, yo) ning Pn(a - n,yn), siis saame murdjoone vor-
tandi leida valemi (2) abil, asendades argumendi x vahega x —a.

Nidide 10. Leida joonisel 6 esitatud murdjoone vorrand.

y
2
P, 2R 1 B _R A
2, N\ 1
4 3 2 1 0P, 1t 2 3 a4
Joenis 6.
Siin on a= —4, nii et vorrandis (2) asendame x suurusega
x -+ 4, Arvutusskeem on sama mis varemgi:
1 0 1 1 0 1 1 0 1
—1 1 0 —1 1 0 —1 1
2 —1 —1 2 —1 —1 2

ja murdjoone vorrand on

2y = —6 -+ 2r et 3 — x4+ 2 —fx + 1+ 2| —fr — 1 —
—x— 2+ 2x—3|.



Hulknurga vorrand

it

Vorrandiga (1) maaratud pidev funktsioon on esitatud ilmu-
tatud kujul. Sellisel funktsioonil voib iga x vdartuse puhul olla
vaid iiks védirtus. Geomeetriliselt tdhendab see, et vorrandiga (1)
voib analiiiitiliselt esitada ainult neid murdjooni, mis loikuvad
iga piistsirgega vaid iihes punktis. Tekib kiisimus, kuidas analiiii-
tiliselt esitada suvalist murdjoont, s. t. niisugust murdjoont, mil-
lel voib olla mone piistsirgega mitu Ioikepunkti, v6i isegi niisu-
gust murdjoont, mille iiksikud liilid on vertikaalsed.

Suvalist n liilist koosnevat murdjoont saab esitada parameet-
riliste vorranditega

X =at + ﬂ + aﬂt— t]‘ + az]t— t2| “‘}‘ N + an—llt —_— tn_l,!, (4)
y=pt-+ 6+ pilt — ti| - folt — to] .. fuslt — Enci,
kusjuures eeldame, et £, <t < ...<t,—,. Toepoolest, igas jarg-

mistest piirkondadest

tKh, hSEClay . ln KE Hnmy, 12> 10
taanduvad vorrandid (4) lineaarseteks vorranditeks
x=ait+ b, y=cit+d; (i=1,2 ..., n) (5)

ja meile vastavad teatavasti sirged (meie murdjoone {iksikud
litlid).

9 Y

Joonis 7. Joonis 8.

Nii vastab vorrandeile
x=t+1, y=li—1

joonisel 7 kujutatud murdjoon (nooled niitavad liikumissuunda
parameetri { muutumisel —oo kuni -}-o0); vorrandeile x =|¢| + ¢,
y= |t} —t vastab y-telje ning x-telje positiivsest osast koosnev
murdjoon; joonisel 8 antud murdjoone parameetrilised vorrandid
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on aga '
X =2t — 3|t 1]+ 3t — 1), 6
y—=6—t4+ 1| —|{—1]. (6)

Olgu n lilliga murdjoone . tipud Pi(x1,y), Pa(x2, y2), ...,
P (Xn-1, Yn—1). Peale selle olgu antud punkt Py (xo, o) murdjoone
ithel ddrmisel liilil ja punkt Pn(Xn, y,) teisel darmisel lilil." Kui
murdjoone PoP, ... P, parameetrilised vorrandid on kujul (4), siis

on kerge veenduda, et tippudele Py, Pg, ..., Py, vastavad para-
meetri vadrtused ¢, fo, ..., fn_1.

Et aga parameetri valik on suvaline, siis v6ime eeldada, et
11': 1, t2‘=2, PN tn_1=n—l.

Samuti voime eeldada, et punktidele Py ja P, vastavad para-
meetri vaartused fp=0 ning {, = n.

Sellega aga taandub antud iilesanne eespool lahendatud iiles-
andele jdargmises sonastuses: leida kaks lineaarset funktsiooni x
ja y, millel on vastavalt vddrtused x,, x1, . .., Xn NING Yo, Y1, . - ., Yn
argumendi t vddrtuste 0, 1, ... , n puhul.

Kui analoogiliselt suurustele Ay;; A%y; defineerida suurused Ax;,
A2%x;, siis saame suvalise murdjoone PyP,... P, parameetrilised
vorrandid kujul (vrd. vorrand (2))

2x = (Axo + AxXpn—1)t + X0 + Xp — HAX 1 -+ A%0lt — 1] -
A A%t —2| - . . A%t — (n— 1),
2y = (Ao + AYn—1)t + Yo + Yn — nAYn + (7)
4 A%2yolt — 1|+ A%yt — 2|+ ... A2yp |t — (n—1)].

Lahenduskdigus peab niiiid koostama kaks arvutusskeemi (dife-
tentside A%x; ja A?y; leidmiseks). Mdargime veel, et loppvastuses
voime teostada (kui see otstarbekaks osutub) lineaarse teisenduse
t=as~}+ b, kus s on uus parameeter ning a ja b sobivalt valitud
konstandid.

Nédide 1 1. Leida joonisel 9 antud murdjoone parameetrilised
vorrandid.

Y
2]
\Po 1 R /
A 2 Y z
AR
2 "1 A
Joonis ‘9.
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Arvutusskeemid

X jaoks: —2 —1 —2 2 1 2
| —1 4 —1 1
—2 5 —5 2
y jaoks: 1 0 —1 —1 0 l
—1 —1 0 | 1
0 1 1 0

Asendades vajalikud arvud siisteemi (7) saame:
2x=2{—5— 2|t — 1| + 5|t — 2| — 5|t — 3| - 2jt — 4],
| 2y = —3--|t—2 |t — 3.
Teisenduse 2¢=s -}- 5 abil saame vastuse siimmeetrilisemal kujul:
4x = 25 —2js + 3| 4 5|s + 1] — 5js — 1} + 2|s — 3|,
4y =—6-+ls 41 4is—1.
Niaide 12. Joonisel 10 kujutatud murdjoone puhul vdtame
punktideks Po ja Ps koordinaadistiku alguspunkti (punktid Py ja

P, on ju suvalised punktid murdjoone esimesel ja n-ndal lulll
praegu on n=6).

v y

2 ——
! |
x 0 -
- l 1 2 o) 4
Joonis 10. Joonis 11.
Arvutusskeemid
x jaoks: 0 1 2 2 1 0 0
1 1 0 —1 —1 0
0 —1 —1 0 1
y jaoks: 0 0 1 2 2 1 0
0 1 1 0 —1 —1
1 0 —1 —1 0
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ja murdjoone parameetrilised vorrandid on
=t—t—2/—|t—3[+it—3|
2= —t+6+|t—1—[t—3—|t—4|

Nadide 13. Leida joonisel 11 esitatud murdjoone parameetri-
lised vorrandid.
Vastus:

x=t—|t— 1|+ |t — 2 —|t — 3| — 2jt — 4| + 2jt — 5|,
ge=6— it — 1| — 2t —2 — |t — 3 + |t —4] —|t — 5.

Seni vaatlesime eranditult I6pmatusse ulatuvaid murdjooni
(tdpsemini: murdjooni lopmata pikkade d&rmiste liilidega). Prak-
tikas esinevate murdjoonte liilid on aga k&ik 16pliku pikkusega.
Siin esitatud meetod voimaldab ka selliseid murdjooni analiiiitili-
selt avaldada.

Olgu n—2 liiliga lopliku murdjoone alguspunkt P(xy, y,).
lopp-punkt Pn_i(Xn—1, Yn—1) ning vahetipud P;(xi, y:), kusi = 2,
3, ..., n—2

Et parameetriliste vorranditega (7) defineeritud funktsiooni
graafikuks oleks parajasti loplik murdjoon P\Ps... P, (para-
meetri { muutumisel —oo kuni —+oo!), peame me saavutama olu-
korra, kus piirkonnas ¢ << 1 oleks kogu aeg x = x;, y =y, ja piir-
konnas ¢ == n—1 oleks kogu aeg x = x,_1, Y = Yn—1-

See tdhendab, et fx-tasandil argumendi ¢ funktsiooni x graafi-
kuks on n lilliga murdjoon A4, ... Ay, mille tipud on A (1, x,),
Aqg(2, x2), ... , Ani(n— 1, x,—1) ja mis ldbib veel punkte A¢(0, x,)
ning An(n, xn—1). Seega on murdjoone didrmised liilid A¢A; ja
An_A, paralleelsed ¢-teljega. Siit muide jareldub (vt. {ilalpool
mainitud teoreemi), et on tdidetud tingimused

Axg+ Axn_1 =0, A2xy + A%x) - ... 4 A% = 0.

Analoogiline olukord on fy-tasandil funktsiooni y graafikuga,
nii et on taidetud ka tingimused

Ay0+ Ayn_l — O, A2y0 + A2y1 ,—\1— e —{— Z_l2yn_2 =0,

Lahenduskaik on seega jargmine. Vaatleme n—2 liiliga murd-
joone P(Py... P,y asemel n liliga murdjoont PoP,Ps...Pp_1Pny,
kus Po(x1, y1) langeb iihte punktiga P, ning Pn(Xn—1, Yn—1) punk-
tiga Pn—; (ddrmised liillid PoP, ja Pn—1 Py kodunevad punktideks!).
Edasi koostame kaks arvutusskeemi nagu varemgi ja asendame
vajalikud arvud vorrandeisse (7). Sellega ongi saadud n — 2 liiliga
murdjoone P,P,... P, parameetrilised vorrandid. Iga ¢ puhul
piirkonnast # <C.1 me asume alguspunktis P;; kui parameeter ¢
kasvab piirkonnas 1 <¢<n—1, siis liigub punkt murdjoont
modéda P,—_; suunas; 1opuks iga ¢ == n— 1 puhul asume 16pp-punk-
tis Pn—l-

(8)
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Joonis 12. Joonis 13.

Toome moningad illustreerivad néited.

Nidide 14. Joonisel 12 on antud kolme lilliga murdjoon. Me
vaatleme aga teda viie lilliga murdjoonena (seega n—= 5), mis on
madratud kuue punktiga Po(2,4), Pi(2,4), P:(4,2), P3(6,4),
P,(4,6), Ps(4,6).

Seega on arvutusskeemid

x jaoks: 2 2 4 6 4 4
0 2 2 —2 0
2 0 —4 2
y jaoks: 4 4 2 4 6 6
0 —2 2 2 0
—2 4 0 —2

Murdjoone P;P,P;P, parameetrilised vorrandid on seega
x=3 4|t — 1| — 2}t — 3| + |t — 4],
y=5—t—1|+ 2t —2 — [t —4.

Nédide 15. Leida joonisel 13 kujutatud kinnise murdjoone
parameetrilised vorrandid.

Vastavaid arvutusi teostades saame vastuseks
x=—1+/t—1—|t—2|—|t—3]+[t—4,
y=—14[t—1]| =2/t —2| + 2/t — 3| — 2|t — 4] 4 |t —5|.
Ndide 16. Leida punkte P (1, 2) ja P2(3, 0) ithendava sirg-

ioigu parameetrilised vorrandid.
Arvutused annavad vastuseks

x=2+4t—1]—Jt—2,
y=1—|t—1]+[t—2|
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Et iga hulknurga rajajoon on samuti 16plik murdjoon, siis
voimaldab siin esitatud menetlus leida suvalise hulknurga raja-
joone parameetrilised vorrandid.

Juba eespool esines meil murdjooni, mis moodustavad hulk-
nurki (nditeks joonistel 8 ja 10). Kuid seal me peame ette andma
parameetri muutumispiirkonna, mille puhul saame hulknurga
rajajoone koik punktid. Teised parameetri vaartused viivad meid
tasandi punktide juurde; millel pole midagi iihist antud hulknur-
gaga. Nii néiteks annavad vorrandid (6) tippudega (0 0) (4, 4),
(—4, 4) kolmnurga rajajoone vaid siis, kui —3 <C ¢ << 3; jooni-
sel 10 kujutatud kuusnurga parameetrlllsed vorrandid on antud
siisteemiga (8) llsatmglmusel 0<t<6.

Niiiid aga rakendades esitatud votet 16plike murdjoonte para-
meetriliste vorrandite saamiseks voime tuletada niisuguseid vor-
randeid, mis iihegi parameetri vaartuse puhul ei vii meid vélja
hulknurga rajajoornelt.

Niiteks tippudega (0, 0), (2, 0), (0, 2) kolmnurga parameet-
rilised vorrandid on

x=lt—1—2)f— 24}t —3|
y=1t—2| —2it — 3| 4|t —4f;

tippudega (0, 0), (2, 0); (2, 2), (0, 2) ruudu parameetrilised vor-
randld on ‘ '
' x=t—l—t—2/—t -3+t —4|
y=It—2—|t—3|—t —4+ |t —5]

Loplikku murdjoont saab defineerida kui niisugust sirgloiku-
dest koosnevat kujundit, mille joonestamisel iga selle kujundi
sirgloik ldbitakse vaid iiks kord. Selle definitsiooni kohaselt on
nditeks joonisel 14 antud kujund 8 liilliga murdjoon ABCDBEDAE,
mille alguspunkt on A ja 16pp-punkt E ning selle parameetrilised
vorrandid saab leida dsja vaadeldud menetluse abil.

Niiiid aga vaatleme suvalist (kuitahes keerulist!) sirgloikudest
koosnevat tasandilist ® kujundit. Selgub, et {ilalpool kirjeldatud
menetlus voimaldab tuletada ka niisuguste kujundite parameetri-
lisi.vorrandeid. Vahe on vaid selles, et niiiid l1dbitakse parameetri
t kasvamisega moni kujundi sirgloikudest enam kui iiks kord.
Uhtlasi tekib uus probleem: valida niisugune liikumisplaan, et
kogu kujundi 1dbimiseks kuluks minimaalne arv samme,

Olukorra illustreerimiseks vaatleme joonisel 15 antud kujundit.
Uks voimalikest liikumisplaanidest on jargmine: ABEBCFCD. See
annaks meile seitsme liiliga murdjoone. Saistlikum oleks aga lii-
kumisplaan ADBEBCF, sest see annaks kuue lilliga murdjoone.
Ent koige kokkuhoidlikumaks osutub liikumisplaan FCDABE, mille
puhul kujundit vaadeldakse viieliililise murdjoonena. Peatumegl

3 Tegelikult voimaldab kirjeldatud meetod késitleda ka ruumilisi kulurl—
deid, ent kaesolevas artiklis me piirdume tasandilise juhuga.
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Joonis 14. Joonis 15.

viimase juures. Et n—2=75, siis n=7 ja ldhteandmed on jarg-
mised: Po(2, 3), Pi(2, 3), Po(1, 3), Ps(I, 4), Ps(1, 1), Ps(l, 2),
Ps(2,2), P1(2,2).

Seega saame arvutusskeemid

X jaoks: 2 2 1 1 1 1 2 2
0 —1 0 0 0 1 0
—1 1 0 0 1 —1
y jaoks: 3 3 3 4 1 2 2 2
0 0 1 —3 1 0 0
0 1 —4 4 —1 0

ja meie kujundi parameetrilised vorrandid on
2¢ =4 —[t — 1| 4-|t — 2| + |t — 5| — [t — 6],
2u=56-+1|t—2 —4jt — 3|+ 4t — 4 — |t —5|

PROBLEEM ARITMEETILISTEST PROGRESSIOONIDEST

Kolmeliikmelistel aritmeetilistel progressioonidel

4,5, 6 ja 2, 6 10
on liikmete korrutised vordsed

4.-5-6=2-6-10.
Voib leida ka sama omadusega neljaliikmelisi progressioone, niiteks
5:7-9-11=3:7-11-15.

Kas leidub kaks sama omadusega viielitkmelist (n-liikmelist, n>5) arit-
meetilist progressiooni?
J. Gabovits
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NURGA LIGIKAUDNE TRISEKTSIOON

A. Napolski

Teatavasti on suvalise nurga jaotamine kolmeks vordseks
osaks sirkli ja joonlaua abil vdimatu.! Ent arvestades probleemi
kuulsust ning ajaloolist tahtsust pakub huvi leida voimalikult
lihtne konstruktsioon, mis lubaks teostada nurga ligikaudse tri-
sektsiooni nii, et tekkinud viga oleks kiillalt vdike. Kaesolev artik-

/

N0 |

A

Joonis 1.

kel ongi piihendatud iihe sdéra-
se konstruktsiooni kirjeldamise-
le ja analiiiisimisele.

Olgu antud suvaline terav-
nurk e tipuga A (vt. joo-
nis 1). Paigutame nurga haara-
dele vordsed 16igud AB = AC.
Jaotame 16igu BC pooleks ning
olgu ta keskpunktiks O. Sirgel
AO leiame punkti D nii, et
BO = DO. Niiid konstrueerime
nurga « seesmises osas punkti
E sdéraselt, et kolmnurk BDE
oleks vordkiilgne (juhime luge-
ja tdhelepanu asjaolule, et koik
kirjeldatud operatsioonid on
lihtsalt teostatavad sirkli ja
joonlaua abil). Saadud nurga
BAE jaotame pooleks. Me vai-
dame, et sel teel konstrueeritud
nurk praktilisel{ vordubki lah-
tenurga e iihe kolmandikuga.

Olgu g= / OAE. Et a/2= / BAO, siis a/2-+ = / BAE.
Seega me vididame, et kehtib ligikaudne vordsus

4

=+

2

a

O —
~

3 -

1 Vi, K. Ariva j'a M. Rahula artikleid kéesoleva kogumiku kuuendas vihikus.
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Et hinnata, kuivord tépselt konstrueeritud nurk kujutab nurga «
iiht kolmandikku, peame uurima funktsiooni
— (24 d) L
Z(“)_(4+2~ 32 12 ()
kulgemist argumendi ¢ muutumisel 0° kuni 90° (Z soltub veel
nurgast g, kuid nagu varsti ndeme, on § ise nurga a funktsioon).
Péérdume tagasi joonise | juurde. Et ithiku valik on meie kasu-
tuses, voime ilhikuks votta loigu AB. Kolmnurgast ABO leiame
siis, et

BO = sin-“QL. (2)

Konstruktsiooni pohjal on kolmnurk BDO vordhaarne ja téis-
nurkne, millest jareldub, et BD = BO -/ 2. Kuid BD == BE, nii
et vordust (2) arvestades saame \

BE — V'z‘sm—;"—. (3)

Edasi huvitab meid tipu £ juures asuv kolmnurga ABE nurk.
Koigepealt paneme tahele, el

4 / ODE = / BDE — / BDO = 60° — 45°= 15"
ja jéarelikult
/ ADE == 180° — / ODE = 180° — 15° = 165°.
Seega
L ALD = 180°—165°— == 15°—§
ja loplikult
/L ALB =75 —4. 4)
Rakendades niiiid kolmnurgale ABE siinuslauset ning arvestades
tulemusi (3) ja (4), saame

sin ( L ﬁ) = Y2 sin--sin(75°— f).

Elementaarsete teisenduste ahil saab anda leitud seosele nurkade
« ja B vahel lihtsama kuju

cotﬁ=1-5~(l—l—1/§)cot%. (5)

Arvutame esialgu funktsiooni Z(e) argumendi vaariuste puhu!l
0°, 45° 90°. On selge, et Z(0°) = 0. Kui a = 45° siis seosest (5)
jareldub, et?

cot f=1+(1-+73) (I +¥2) =242+ Y3+ V6 = cot 7°30".

2 Vt. J. Gabovits. Trigonomeeiriliste funktsioonide tdpsete viirtuste
arvutamisest. — Matemaatika ja kaasaeg, II, lk. 59.
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Seega on f=7°30" ja valemist (1) saame Z(45°) = 0. Olgu niiiid
@ ==90° siis cot f=2-+ 3, f=15° ning Z(90°) = 0. Kokku-
vottes saime

Z(0°) = Z(45°) = Z(90°) = 0.

Et funktsioon Z(e) on pidev piirkonnas 0° << e << 90°, siis ndi-
tab saadud tulemus, et tal peab olema selles piirkonnas vdhemalt
kaks ekstreemumit. Viimased meid huvitavadki, sest nad néditavad,
milline voib olla konstrueeritud nurga maksimaaine koérvalekaldu-
mine nurga « iihest kolmandikust.

i Funktsiooni Z(a) ekstreemumites peab ta tuletis vorduma nul-
iga:

dz 1 da 1

Siit saame

d

Diferentseerides niiiid seost (5) ja arvestades tulemust (6) jouame
funktsiooni Z(a) ekstreemumites kehtiva vorduse juurde

sinz—g— = (34 3Y3) sin? 8. (7y

Vorrandid (5) ja (7) moodustavad siisteemi, mille lahendami-
sel saame

cot-=2+V3xY 9 0y3,

cotfp =6--3Y3+ oV 5+ 3 VE

Siit jareldub funktsiooni Z(e) maksimumi jaoks ;= 18°4242";
p1=23°15"19" ja seega Z{(a;) = 4’6”. Analoogiliselt Z(«) miini-
mumi jaoks @, = 71°17"18"; Bo= 11°44’41” ning Z(ap) = —4’6".

Niisiis erineb meie poolt konstrueeritud nurk nurgast /3 mak-
simaalselt 46”7 vorra, millist tulemust voib lugeda enam kui
rahuldavaks. Kui ldhtenurk « ei sihti nurgaga a; vbi as, siis on
konstrueeritud nurga korvalekaldumine nurgast /3 veel viiksem.

Lopuks maéargime, et kuigi siiani oli juttu teravnurga trisekt-
sioonist, lubab esitatud vote tegelikult jaotada suvalise nurga
kolmeks osaks. Nimelt on tdisnurga ja iga selle kordse trisekt-
sioon teatavasti teostatav sirkli ja joonlaua abil; iga nurk aga
on esitatav teravnurga ja tdisnurga mingi kordse summana.
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UHE KOLMNURKADE PERE OMADUSED!

M. Levin, L. Portjanski

Kéesolevas artiklis vaatleme kolmnurkade peret T(c, R), mis

koosneb koigist ringi

(raadiusega R)

sisse joonestatud kolm-

nurkadest, millel on ithine alus AB = 2c.
Definitsioon. Olgu kolmnurgas ABC kiiljel CA (voi tema

pikendusel) ja kiiljel CB (voi
tema pikendusel) voetud vasta-
valt punktid M ja N nii, et
(vt. joon. 1)

ZMBC = ZNAC = LACB.

Léiku MN nimetame kolmnur-
gas ABC killje AB kaasloi-
guks.

Teoreem 1. Loigud MN, mis
on kaasloigud kiiljele AB, on
koigis kolmnurkades hulgast
T(c, R) iihepikkused ja rahulda-
vad vordust

o1 1 1
et =w ()
Toestus. Olgn AABC

kiillg AB lithim ning LACB =
= <MBC = 2 NAC = a. Vord-
haarsetest kolmnurkadest MBC
ja ANC leiame BC

(

MC = 2cosa ’ NC= 2cos (2)

Et ~ACB= AMCN, siis (2) pohjal AABC o> ANMC. Seega
AB

- 3

MN 2cosa (3)

Seosest AB = 2R - sin ¢ avaldame cosa ning asetame selle seo-
sesse (3). Tulemusena saame vorduse (1).

t Venekeelsest kisikirjast tolkinud E. Lootus.

I
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Analoogiliselt ndidatakse vorduse (1) kehtivust ka juhul, kuif
AB ei ole AABC koige lihem kiilg.
Teoreem on toestatud.

Teoreem 2. Olgu 16ik MN koimnurgas ABC hulgast T(c, R)
kaasloik kiiljele AB. Nelinurga MNBA tumber saab joonestada ring-
joone raadiusega

R
R, = W ) (4)
kus a = LACB.

Toestus. Olgu kolmnurga ABC lihim kiilg AB. Vorduste
(2) ja (3) pohjal on kolmnurgad ABC ja NMC sarnased. Siis
LNMC = LABC, seega ka ZABN - ANMA = LABC 4 180° —.
— £ZNMC = 180°. Kuid siis saab nelinurga MNBA {imber joones-
tada ringjoone. Kolmnurgast ABM leiame

QR]. = AB = R r
sin 2a cosa

kust jareldubki seos (4).
Analoogiliselt saab toestada teoreemi ka iilejddanud juhtudel

Teoreem 3. Koigi kolmnur
C kade korral hulgast T(c, R/a

saab tmber nelinurkade MNB
joonestada ihe ja sama ring
joone.

" Toestus. Olgu O kolmi
nurga ABC {imber joonestal
\ tud ringjoong keskpunkt, O

nelinurga MNBA {imber joones!
) tatud ringjoone (raadiusega Ry}
keskpunkt ja a = ZLACB.

Olgu D keskpunkte O ja O
labiva sirge ning NAABC iimg
berringjoone loikepunkt, K sa+
ma sirge ja kiilje AB 15ikepunkt;

Et OK | AB, siis on kaa.

red AD ja DB vordsed. Kuid

| / siis L0,0B=1/2.-A0B = a,
P ‘Et ka £DO\B = LANB = 2a,
- siis £0,BO =a. Jarelikult
Joonis 2. /A\O,OB on vordhaarne, seega
0.0 = 0,B = R,. '

Seega ldbib hulga T(c, R) mistahes kolmnurga korral neli
nurga MNBA timber joonestatud ringjoon kolm kindlat punkti 4
B ja O. See ringjoon on seega ithene, mida oligi tarvis toestadd

Sama lihtne on toestada Ka jargmisi teoreeme.
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Teoreem 4. Kuulugu kolmnurk ABC hulka T (¢, R). Umber neli-
niurga MNBA joonestatud ringjoone raadius vordub kolmnurga
MNC iimberringjoone raadiusega ja nende ringjoonte keskpunktid
on stimmeetrilised 16igu MN suhtes.

Teoreem 5. Kolmnurkade MNC imberringjoonte keskpunktid
(konstrueeritud koigile kolmnurkadele hulgast T(c, R)) asuvad
ringjoonel, mille keskpunkt on O, (see on amber nelinurga MNBA
joonestatud ringjoone keskpunkt) ja raadius on R.

POPULAARTEADUSLIK MATEMAATIKA- JA FUUSIKAA.!AKIRI «KBAHT»

1970. aastal hakkas ilmuma
eeskitt koolinoortele moeldud popu-

laarteaduslik matemaatika- ja I
fiiiisikaajakiri «Ksaut». Ajakirja ; §
esimeses numbris kirjutab selle ‘
redaktsioonikolleegium: «Meie maal » ]

ikmub palju teaduslikke ajakirju ... e I
Kuid oma teaduslikku ajakirja !
kooliopilastel senini ei olnud. On
saabunud aeg see liink tédita. Meie
tahaksime, et matemaatikast ja
fiiisikast huvitatud kooliopilastele
saaks «Ksant» nende esimeseks
teaduslikuks ajakirjaks.»

Samas numbris kirjutab NSVL
Teaduste Akadeemia president
M. V. Keldo$: «Teaduse horisondid
on meie ajal muutunud toeliseit
daretuteks, teaduse osa inimkonna
elus pole kunagi olnud nii suur.
Kaasaja teaduse iiheks iseloomu-
likuks jooneks on matemaatiliste
ja Tfiusikaliste  uurimismeetodite
iha suurem sissetungimine koige
erinevamatesse teadmiste aladesse.
Matemaatika ja fillisika koos teis-
te loodusteadustega on tehnilise
progressi aluseks... Et edukalt
orienteeruda tinapdeva teaduse ja
tehnika koige keerulisemates prob-
leemides, on vaja juba mnoores eas visimatult omandada teadmisi ning uus
ajakiri osutab selles suurt abi meie noorsoole.»

«Kpant» on rikkalikult illustreeritud ajakiri, mille igast numbrist leiame
huvipakkuvaid populaarteaduslikke artikleid ja originaalseid iilesandeid nii
matemaatika kui ka filiisika alalt. Siin on avaldatud materjale matemaatikarin-
gide jaoks, kirjutisi matemaatika ja fiiiisika oliimpiaadidest ning sisseastumis-
eksamitest meie maa korgematesse koolidesse koos nendel esitatud iilesannetega.

Ajakirjal «Ksanr», mille tiraaz on tousnud juba ile 300000 eksemplari,
peaks olema kindel koht matemaatika- ja fiiisikadopetajate raamaturiiulitel. Sel-
lest leiavad huvipakkuvaid materjale koik matemaatika- ja fiiisikahuvilised.
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RAHVUSVAHEL!SED MATEMAATIKAOLUMPIAADID
MOSKVAS, BUKARESTIS JA KESZTHELYS

0. Prinits

Koolinoorte matemaatikaalase ettevalmistuse tohustamiseks
hakati 1959. aastal korraldama rahvusvahelisi matemaatika-
oliimpiaade. Esialgu ainult sotsialismimaid hélmanud iiritus on
voitnud jarjest enam populaarsust ka teiste riikide koolinoorte
hulgas. Kui esimestel oliimpiaadidel! olid tugevamad peamiselt
Ungari ja Noukogude Liidu kooliopilased, siis viimastel oliimpiaa-
didel on kindlateks esikohapretendentideks ka Saksa Demokraat-
liku Vabariigi noored. Individuaalses arvestuses aga piirivad esi-
kohtadele siin vaadeldavatel oliimpiaadidel ka noored inglased.

Kéesolevas artiklis tutvustame X, XI ja XII rahvusvahelist
matemaatikaoliimpiaadi.

X matemaatikaoliimpiaad toimus Moskvas
5.—18. juulini 1968. Osavotvate riikide arv oli
rekordiline -— 12. Esmakordselt olid sellesse
konkurssi lilitunud opilased Inglismaalt, I{aa-
liast ja Roolsist. Ka Prantsusmaa voistkond
oli esialgu iiles antud, kuid enne oliimpiaadi
algust teatas oma loobumisest. Noukogude
Liidu voistkonda kuulusid opilased iilikoolide
juures tootavaist matemaatikakoolidest: Gen-
nadi Beldi (Kiiev), Mihhail Bljudze
(Leningrad), Viktor Kumarin (Leningrad),
Pavel Kurt§anov (Moskva), Vladimir Po-
nomarenko (Moskva), Sergei Sobolev
(Novosibirsk) ning Leningradi 239. Keskkoolist
Vladimir MakarotSev ja Valeri Fedotov.

Rahvusvaheline Ziirii valis delegatsioonide poolt esitatud iiles-
annetest lahendamiseks jargmised:?

1 Lihemalt vt. Matemaatika ja kaasaeg, 11, lk. 51—59; IV, k. 68—69 .XIV;
1k. 84—86 ja XV, lk. 144—146. ‘

2 Ulesannete lahendused on toodud raamatus J. Morozova, I Pet-
rakov. Rahvusvahelised matemaatika oliimpiaadid. Tln.,, 1972.
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. Tdestada, et leidub ainult iiks niisugune kolmnurk, mille kiilgede pikkusteks
on 3 iiksteisele jdrgnevat naturaalarvu ja imille iiks nurk on teisest 2
korda suurem. ¢
(Rumeenia; 6 punkti)
. Leida koik kiimnendsiisteemi positiivsed tdisarvud x, mille numbrite korrutis
on x2— 10x — 22,
(Tsehhoslovakkia; 7 punkti)

. Toestada, et n tundmatuga x,, xs, ..., xn vorrandisiisteemil
ax;? —bx; 4 c=x,
axy? -k bxg - ¢ = x3

axz2 4 bx, 4+ c=x
a)puudub lahend, kui (b — 1)?2 —4ac <0,
b) on iiks lahend, kui (b — 1)2 —4ac=0,
¢) on rohkem kui iiks lahend, kui (6 — 1)2— 4ac >> 0.
Koik vaadeldavad arvud on reaalarvud ja a = 0.
(Bulgaaria; 7 punkti)
. Toestada, et igal tetraeedril leidub niisugune tipp, millest lihtuvatest ser-

vadest on voimalik konstrueerida kolmnurk.
(Poola; 5 punkti)

. Funktsioon [, mille méddramispiirkonnaks on kogu reaalarvude hulk ja mille
véirtuste hulk koosneb ainult reaalarvudest, rahuldab argumendi x iga vidir-
tuse korral tingimust

1 _—
[t +a) = —+ V@@,

kus ¢ on mingi nullist erinev arv.
a) Toestada, et funktsioon [ on perioodiline (s. t. leidub & %= 0 nii, et
f(x +b) = f(x) iga x korral);
b) tuua ndide funktsiooni [ kohta juhul, kui a =1, kusjuures | ei tohi
olla konstant. ’
(Saksa DV; 7 punkti)

. Leida summa

n+1 n+2 [ nt+2*
[E R

kus n on naturaalarv, ja toestada saadud valemi oigsus. Kirjutis [z]
tahistab arvu z tdisosa, s. t. suurimat tidisarvu, mis ei iileta arvu z.

(Inglismaa; 8 punkti}

Valitud f{ilesanded osutusid kergemateks, kui olid eelmistel

oliimpiaadidel, ja seetdttu oli ka hdid tulemusi rohkesti. Maksi-
maalse punktide arvu — 40 said 16 osavotjat 96-st, s. o. umbes
17%. I jargu diplomi vaériliseks tunnistati ka 39 punkti saanud
t6od. Neid oli 6. II jargu diplomi saamiseks oli vaja 33 kuni
38 punkti ja 111 jargu diplomi saamiseks 25 kuni 32 punkti. I ja
II jargu diplomeid jagati vélja molemaid 22 ja III jargu diplo-
meid 20.
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Siinkohal on huvitav veel markida, et tdiesti korrektselt lahen-
dasid
I. iilesande 39 osavaotjat,
» 62 1 b
" 41 E] ’

SRR
(@]
[N}

. " 46 . .
Tiitarlapsi oli sellest oliimpiaadist osavotjate hulgas ainult 1,
kes osutus parimaks osavotjaks Mongoolia voistkonnas.
Oliimpiaadi voitjaks voistkondlikus arvestuses tulid Saksa DV
koolinoored, jattes teiseks Noukogude Liidu ja kolmandaks Ungari
noored matemaatikud. Et voistkondadevaheline voistlus oli kiillalt
pingeline, seda iseloomustab ka tabel I.

Tabel 1|
Saadud diplomite . Punktide
" arv Diplo-
. ‘ mia | e
1jark I jark] 111 jark
I. SDV 5 3 — — 304
2. NSVL 5 2 1 — 298
3. Ungari .3 3 2 — 291
4. Inglismaa 3 2 2 1 263
5. Poola 2 3 2 1 260
8. Rootsi 1 2 5 — 256
7. TSehhoslovakkia 2 4 — 2 248
8. Rumeenia 1 1 2 4 208
9. Bulgaaria —_ 2 2 4 206
10. Jugoslaavia — — 3 5 179
11. Itaalia — — 1 7 132
12. Mongoolia — — — 8 74
| I

XI matemaatikaoliimpiaad toimus
5.—20. juulini -1969 Bukarestis. Esma-
kordselt saabusid matemaatikaoliimpiaa-
dile voisikonnad Belgiast ja Hollandist.
Ka Prantsusmaa oli esmakordselt esin-
datud tidisarvulise voistkonnaga (1967.
a. oliimpiaadist vottis Prantsusmaa
osa mittetdielikus koosseisus). Voistle-
ma ei tulnud aga eelmise oliimpiaadi
itks viimaseid — Itaalia. Noukogude
Liidu koolinoorte esindusse arvati
Moskva kooliopilased Andrei Zelevin-
ski, Arkadi Klimov, Jelena Nekl-
judova, Andrei Prasolov, ja And-
rei Hoduljev ning Vladimir Drin-
feld Harkovist, Valeri Solovjov
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Kaasanist ja Pavel Suvorov Leningradist. Enne valjasoitu kor-
raldati  olumpiaadist osavotjatele 10-pdevane treeningulaager
Moskva Riikliku Ulikooli juures.

Oliimpiaadi zirii valis lahendamiseks jargmised iilesanded:?

1. Toestada, et leidub lopmatu hulk naturaalarve a jdrgmise omadusega:
arv z=n4--a ei ole ithegi naluraalarvu n korral algarv.
(Saksa DV; 5 punkti}

2. Olgu @, as, ..., a, reaalarvulised konstandid, x — reaalmuutuja ja
cos(as + x) “cos(az+x) cos(an + x)
F(x) = cos(ay + x)+ —— +— T

Toestada, et kui [(x)) = j{xz) =0, siis x; — xo = ma, kus m on tdisarv.
(Ungari; 7 punkti)
3. lga k vaartuse korral, k =1, 2, 3, 4, b, leida tarvilikud ja piisavad tingimu-
sed arvu a > 0 jaoks selleks, et eksisteeriks tetraeeder, mille £ serva oleksid
pikkusega a, iilejddnud 6 — k& serva aga pikkusega 1.
(Poola; 7 punkti).
4. Diameetrile AB on joonestatud pooiringjoon . Punkt C asub poolringjoonel
y ning ei iihti punktidega A ja B. Punkti C ristprojektsioon diameetrile AB
on D. Diameeter- AB on iihiseks puutujaks kolmele ringjoonele p,, pa, 7a,
kusjuures 7, on kolmnurga ABC siseringjoon, p, ja 73 puutuvad loiguga
CD ja poolringjoonega p. Toestada, et p;, 92, ys omavad veel ihe ihise puu-
tuja.
(Hollandi; 6 punkti)
Tasapinnal on antud n>>4 punkli, kusjuures iikski 3 neist ei asu iihel
sirgel. Toestada, et voib leida mitte vdhem kui Cn_; kumerat nelinurka
tippudega neijas antud punktis.

wt

{Mongoolia; 7 punkti}
6. Toestada, el kui ¥, >0, x; >0 ja xjy; — 2,2 >0, Xoyo — 222 >> 0, siis
8 1 1
- = .
[ (%1 + X2) (111 + Y2) —(2) + 29)? XYy — 2,2 XalYs — 252

Leida tarvilikud ja piisavad tingimhused selleks, et antud vorratuse korral
kehtiks vordus.

(NSVL; 8 punkti)
Et seekordsed iilesanded olid raskemad kui X oliimpiaadil, pee-
geldub tulemustest. Esimese jargu diplomi vadariliseks tunnistati
ainult 3 voistlejat, nende hulgas Vladimir Drinfeld. Et
X1 oliimpiaadist vottis osa 14 voistkonda 112 voistlejaga, siis on:
seekordne I jargu diplomi saanud opilaste protsent ainult umbes 3.
It jdrgu diplom anti 20 opilasele ning III jargu diplom 21 Gpila-
sele.
Téiesti korrektseid lahendusi andsid:

1. iilesandele 46 oOpilast,
2 " 34 .
3. " 31 wo s
4. " 21 6o s
5 " 37 .
6 T 7 bR

3 Ulesannete lahendused on toodud ajakirjas «MarTemaTHka B IKoJCY, 1970;
Ne 1, 68—71. )
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Voistkondlikus arvestuses osutusid XI matemaatikaoliimpiaadil
parimaiks Ungari koolinoored Saksa DV ja NSV Liidu ees. Ule-
vaate voistkondlikest tulemustest annab tabel 2.

Tabel 2
. e P Punktide
Riik Saadud diplomile arv g,ilgo_ kogu.
summa
Ljark | 11 jark] 00 jank
1. Ungari 1 4 2 1 247
2, Saksa DV — 4 4 — 240
3. NSVL 1 3 3 1 231
4, Rumeenia — 4 2 2 219
5. Inglismaa | \ 1 5 193
6. Bulgaaria — — 3 5] 189
7. Jugoslaavia — 2 2 4 181
8. Tsehhoslovakkia — — 3 5 170
9. Mongoolia — — l 7 120
10.—11. Poola — 1 — 7 119
10.—11. Prantsusmaa — 1 — 7 119
12. Rootsi — — — 8 104
13. Belgia — — — 8 57
14. Hollandi — — — 1 38 51

XI1 matemaatikaoliimpiaad toimus
Ungari Rahvavabariigis 8.—22. juulini
1970. Ulesanded lahendati Keszthely
Kaubanduskoolis Balatoni jdrve dires,
oliimpiaadi pidulik l6petamine oli aga
Budapesti Ulikoolis. Oliimpiaadist osa-
votvate riikide arv oli 14, nii nagu XI
oliimpiaadilgi, ainult Belgia asemel olid
kohal Austria kooliopilased.

Seekord olid Noukogude Liidu
koolinoorte voistkonnas Moskva Riik-
liku Ulikooli juures tootavast internaat-
koolist Arkadi Klimov, Aleksander
Korljukov ja Andrei Hoduljev; Leningradi Riikliku Uli-
kooli juures tootavast internaatkoolist Aleksei Aleksand-
rov, ja Sergei Semenkov, VoroneZist Pavel Kopolov, Har-
kovist Aleksander Linetski, ja esmakordselt oli NSV Liidu
koolinoorte voistkonnas ka esindaja Eesti NSV-st, Noo Keskkooli
opilane Vello Altleis.

On maérkimisvédrne, et oliimpiaadi korraldajate-koordinaatorite
ll'mlgas oli viis eelmiste rahvusvaheliste matemaatikaolitmpiaadide
aureaati.
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Ziirii valis lahendamiseks jirgmised iilesanded: *

1. Punkt M on kolmnurga ABC kiilje AB mistahes sisepunkt. Olgu ry, ra, r
vastavalt kolmnurkade AMC, BMC ja ABC siseringjoonte raadiused; gy, g2, 0

aga raadiused samade kolmnurkade vilisringjoontele, mis asuvad nurgas
ABC. Toestada, et

iy

0102

r
e .
(Poola; 5 punkti)

2. Olgu antud naturaalarvud a, b, n, kusjuures a>1, 6>1 ja 2> 1. An_
ja An olgu a-siisteemi arvud, Ba—; ja B, olgu b-siisteemi arvud. A, ja Ban

numbrid on xa, Xn—~1, Xn-2 ..., %o, An—i ja Ba_, numbrid on Xy,
Xn—2, ..., X (kusjuures x» 7= 0 ja xn—_; 5= 0). Seega a-siisteemis
) Any =Xn_1Xn_2...%0, An = XnXn—1Xn—g...%
ja b-siisteemis
Bnoy = Xn—1Xn—g... %0, Bn = XnXn_1Xn—g...Xo.
Ndiidata, et vorratus
An— —
Sl Bn kehtib siis ja ainult siis, kui a > b.
An B?L
(Rumeenia; 7 punkti)
3. Olgu ao, ay, ..., an, ... reaalarvude jada, kusjuures
l=00<01<...<an“/\\... (1)
Jada b1, by, ..., bn, ... on defineeritud vordusega
n ap—; \ 1
= ( 1 _L_'_.) —
h=1 ap Vah
Toestada:
1) koigi naturaalarvude n =1 %korral
0<< b <2,
2) ‘mistahes ¢ jaoks poolkinnisest vahemikust 0 << c¢<(2 leiduvad sellised
arvud ag, @, ... @n, ... omadusega (1), et vorratus b, > ¢ on rahuldatud

16pmata paljude naturaalarvuliste indeksite n korral.
(Rootsi, 8 punkti)

4. Mdiarata koik positiivsed tdisarvud n, millel on jdrgmine omadus.

Hulk {n, n4+1, n+2, n+3, n+4, n+5} on jaotatav kaheks osahul-
gaks nii, et iihes osahulgas on koikide elementide korrutis vordne teise osa-
hulga Ioikude elementide korrutisega.

(Tsehhoslovakkia; 6 punkti)
5. Tetraeedris ABCD on DB | DC ja punkti D rislprojektsioon tasandile ABC
ithtib kolmnurga ABC korguste loikepunktiga. Toestada, et
(AB 4 BC 4 AC)? < 6 (AD? + BD? - CD?).
Missuguste tetraeedrite korral kehtib vordusmark?
' (Bulgaaria; 6 punkti)
6. Tasandil on antud 100 punkti, kusjuures fikski kolm nendest ei asu iihel sirgel.
Vaatleme koikvoimalikke kolmnurki, mille tipud asuvad etteantud punktides.
Toestada, et nende kolmnurkade hulgas ei ole teravnurkseid rohkem kui
70%.
(NSVL; 8 punkti)

4 Ulesannete lahendused on toodud ajakirjas «Martematuka B uxone», 1970,
Ne 6, 60—64. ’
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Maksimaalse punktide arvu — 40 saavutasid neljakordne oliim-
piaadide laureaat Wolfgang Burmeister Dresdenist, Imre Ruzsa
Budapestist ja kahekordne oliimpiaadide laureaat Andrei Hoduljev.
I jargu diplomi véaéariliseks tunnistati kokku 7 osavotjat, IT jargu
diplomiga autasustati 11 opilast ja III jargu diplomiga 39 6pilast.
Viimaste hulgas oli ka Vello Altleis.

Téiiesti korrektselt lahendasid

1. iilesande 61 opilast,

2. . 52 ., )
3‘ bR} 6 » b
4, . 43,
5. " 42
6. " 14

Voistkondadest suutsid qliimpiaadi korraldajad ungarlased teis-
test rohkem punkte saada, neile jargnesid NSV Liidu ja Saksa
DV koolinoored vordse punktide arvuga, et aga SDV opilastele:
anti veel kaks eriauhinda silmapaistvate lahenduste eest, siis tuleb
voistkondlikku tulemust paremaks lugeda. Sealjuures hinnatakse
Woligang Burmeistiri 3. filesandele antud lahendust teaduslikuks.
uurimuseks matemaatikas. Voistkondlik paremusjérjestus on too-
dud tabelis 3.

Tabel 3

Saadud diplomite ; Punktide
Riik 'plomite arv. Diplo- |y o 0.

1 mita summa

1 jark| I1 jark] T jark

1. Ungari 3 1 3 1 233
2. Saksa DV 1 2 4 1 221
3. NSVL 2 1 3 2 221
4. Jugoslaavia — 3 3 2 209
5. Rumeenia — 3 4 1 208
6. Inglismaa 1 — -6 1 180
7. TSehhoslovakkia — — 4 4 150
8. Bulgaaria — — 3 5 145
9. Prantsusmaa — 1 4 3 141
10. Rootsi — — 2 6 110
11. Poola — — 1 7 105
12. Austria — — 1 7 104
13. Hollandi — — 1 7 87
— — 1 7 78

i4. Mongoolia
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HERMANN WEYL

9. novembril 1970. a. méodus 85 aastat
XX sajandi esimese poole ithe juhtiva matemaa-
tiku Hermann Weyli siinnist ja sama aasta
8. detsembril 15 aastat tema surmast. Avaldame
alljigrgnevalt J. Einpauli ja U. Lumiste
tolkes ning tobtluses katkendeid J. Jaglomi ja
B. Birjukovi sisukatest kirjutistest, mis on avali-
datud lisadena H. Weyli wviimase raamatu
."Slymmetry" (Princeton, 1952) uvenekeelsele tol-
rele !,

Hermann Weyl siindis 9. novembril 1885. a. Saksamaal Ham-
burgi ldhedal Elmshorni linnakeses. Pérast keskkooli 1opetamist
1904. aastal astus ta Goéttingeni kuulsasse iilikooli, mis tol ajal
oli maailma matemaatilise motlemise keskuseks. Gottingenis moo-
dusid H. Weylil aastad, mis olid méiravaks tema kujunemisel
teadlaseks. Tema arengut mojutasid selle aja kuulsaimad mate-
maatikud, Gottingeni iilikooli professorid David Hilbert ja Felix
Klein. 1908. a. lopetas Weyl iilikooli ning samal aastal kaitses dis-
sertatsiooni, mille jarel talle omistati filosoofiadoktori kraad.

Aastatel 1908—1913 pidas Weyl loenguid Goéttingeni iilikoolis
privaatdotsendina; ainult iithe nendest aastatest veetis ta Miinche-
nis, kus tootas Felix Kleini armastatuim opilane fiiiisik ja mate-
maatik Arnold Sommerfeld. Viimase teaduslikel huvidel oli palju
tihiseid kokkupuutekohti Weyli omadega. Alles 1913. aastal lahkus
Weyl kauaks Géttingenist, votles vastu professorikoha kuulsas
Ziirichi Korgemas Tehnikakoolis.

Voib arvata, et Weyli siirdumine Ziirichisse ei olnud seotud mitte
ainult ahvatlusega saada professuur ja korgemat. palka (kuigi
see polnud liigne noorele inimesele, kes alles hiljuti oli soetanud
perekonna), vaid ka huviga, mida kutsus esile mone (vdhernalt
ihe!) tulevase kolleegi teaduslik ja inimlik loomus. Tundes Weyli,
ei ole raske taibata, et talle ei olnud sugugi vaslumeelne mote
saada Albert Linsteini kolleegiks.

Tosi kiill, Weyli ja Einsteini koosttd ei kestnud kuigi kaua,
kuid kandis rikkalikku vilja. Just neil aastail to6tas Linstein valja

' Tepman Beitan Cammerpus. Maa. «Hayka». M. 1968. Sce laiale
lugejaskonnale méidratud raamat peaks olema huvipakkuv ka eesti matemaa-
tikahuvilistele.
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iildise relatiivsusteooria alused ning see ideedering haaras kohe ka
Weyli. Voib arvata, et Riemanni geomeetriliste ideede visand, mis
moodustab Einsteini kuulsa memuaari «Relatiivsusteooria iildised
alused» (1916) sissejuhatava «matemaatilise» osa ning mis iillatab
oma selge iilesehitusega, kannab endas jutuajamiste jédlgi sellise
suure Riemanni geomeetria {undjaga, nagu seda oli H. Weyl

Vorreldamatult suurem oli A. Einsteini moéju H. Weylile. Ein-
steini memuaar ilmus 1916. aastal ja juba 1917. aastal pidas Weyl
loenguid iildrelatiivsusteooriast. Need loengud moodustasid sisu
Weyli raamatule, mis ilmus 1918. aastal pealkirjaga «Ruum, aeg,
mateeria» (Raum, Zeit, Materie).

H. Weylil ei tulnud kunagi kaevata tdhelepanu puudumise iile
oma loomingu vastu, kuid iihelgi tema teosel ei olnud nii suurt
menu kui viimati mainitul. Selle raamatu teine viljaanne ilmus
1919. aastal, kolmas 1920. a., neljas 1921. a., esimesed inglise- ja
prantsuskeelsed véljaanded 1922. a. Iga oma selle raamatu uut
trikki tdiendas H. Weyl ja tootas timber, nii et viienda triiki eri-
nevus esimesest nii mahult kui ka sisult on juba vdga suur. Kuid
muutes palju detailides, ei muutnud ta oma teose iildist ideed;
muutumatuks jdid ka viljendusrikas keel, kujundlike nédidete kiil-
lus, matemaatiliste konstruktsioonide siigavus ja 1d8bimoeldus ning
tdhelepanu iildfilosoofiliste kiisimuste vastu.

Me ei peatu siin ei Weyli filosoofilistel seisukohtadel ega ka
tema vaadetel fiiiisikale. Kiill tahaks ldhemalt iseloomustada kones-
oleva raamatu matemaatilisi isedrasusi. Raamat algab eukleidilise
ruumi moiste iildise selgitusega. Seejuures iitleb Weyl jarsult lahti
traditsioonilisest esitusviisist, milles reeglipdraselt voeti aluseks.
aksioomide see siisteem, millele 16pliku kuju andis Weyli Gpe-
taja David Hilbert. Weyl ldhtub hoopis teistest kontseptsioonidest,
mille on siinnitanud ennem algebra kui geomeetria. Nimelt paneb
ta nurgakiviks vektori moiste. Tema geomeetria mittedefineerita-
vateks algmoisteteks saavad «vektor» ja «punkt» ja mittedefineeri-
tavateks algvahekordadeks nende vahel vektoralgebra tehted ja
vektori antud punktist rakendamise operatsioon. Tdnapideval ei
ole enam vajadust toestada geomeetria sellise késitluse suuri tea-
duslikke ja metodoloogilisi vaartusi, kuid esimest katset panna
geomeetriliste konstruktsioonide aluseks vektori méiste on tahtsu-
selt raske {ilehinnata.

Kuid suhteliselt lihtne eukleidilise ruumi skeem on kasutatav
ainult erirelatiivsusteoorias, tildrelatiivsusteooria nouab rohkemat.

Relatiivsusteoorias tugines A. Einstein oluliselt B. Riemanni
tdhelepanuvédrsetele konstruktsioonidele, mis on esitatud tema
kones «Hiipoteesidest, mis on geomeetriale aluseks» 2 ja mille
1818. a. véaljaandele H. Weyl lisas oma siigavad kommentaarid.

2 Vi. Matemaatika ja kaasaeg, XI, 1966, 57—76.
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Raamatus «Ruum, aeg, mateeria» arendas H. Weyl edasi Riemanni
kontseptsiooni. Ajendatud soovist teha reaalse neljamootmelise
aeg-ruumi geomeetria voimalikult paindlikuks, esitas ta idee konst-
rueerida «koverad» ruumid selliste «tasaste» ruumide «tiikkidests,
mis on ehitatud mitte kui eukleidiline ruum, vaid kui ilma meetri-
kata afiinne ruum. Selliseid ruume nimetas Weyl «afiinse seostu-
sega ruumideks», nende tahtis erijuht, mida pohjalikult uuritakse
tema mainitud raamatus, sédilitas alatiseks nimetuse «Weyli
ruums»,

Weyli konealune raamat on klassikaliseks teoseks kirjanduses,
mis kéisitleb nii fiilisikat kui ka geomeetriat. Varsti, 1925. a., au-
tasustati seda raamatut {ihe koige véairtuslikuma tolle aja rah-
vusvahelise matemaatilise preemiaga — N. 1. LobatSevski nime-
lise preemiaga, mis nendel aastatel mdairati Kaasani Fiiisika-
Matemaatika Uhingu poolt silmapaitsvate t6ode eest geomeetrias.

Ullatav on Weyli produktiivsus tema elu esimesel Ziirichi
perioodil. Aastatel 1913 kuni 1923 ilmus 5 raamatut ja 40 artiklit,
milles késitleti koige erinevamaid matemaatika harusid: diferent-
siaalvérrandite teooria rajaiilesandeid, elektromagnetiliste laine-
te levimise kiisimusi, tdnapédeval funkisionaalanaliiiisi kuuluvaid
probleeme, iildistatud ruume seoses Einsteini teooriaga, kombi-
natoorset analiiiisi, kumerate pindade geomeetriat, trigonomeetri-
liste summade rakendamist arvuteoorias, matemaatika aluseid jm.

Uus matemaatilise loomingu ulatuslik suund, mis jii Weylile
pikema aja jooksul pohiliseks, sai alguse 1924. aastal. Selleks sai
teisenduste rithmade esituste ja nende invariantide teooria, samuti
selle teooria fiilisikalised rakendused. Riihmade esituse puhtmate-
maatilises teoorias kuulub Weylile vaieldamatult {iks esikoht: on
kiillalt meenutada siin klassikalist Peter-Weyli teoreemi. Selle
teooria fiifisikaline aspekt seisneb mitmesuguste fiiiisikaliste prot-
sessidega seotud stimmeetriakaalutluste arvestamises ja kasuta-
mises. Meie sajandi 20-ndail aastail oli see aspekt veel uudiseks.
XX sajandi teaduse ajaloos on vihe leida teoseid, mille moju fiiii-
sika jdrgnevale arengule on vorreldav Weyli silmapaistva raamatu
«Rithmateooria ja kvantmehhaanika» (Gruppentheorie und Quan-
tenmechanik, 1928) omaga.

Elades Ziirichis ei katkestanud H. Weyl sidemeid temale kodu-
seks saanud Goéttingeni iilikooliga. Nii nditeks avaldas ta oma t6id
meelsasti «Gottingeni Teadusliku Uhingu Toimetistes» (Nachrich-
ten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen).

1923. aastal pidas Weyl F. Kleini kutsel Goéttingenis loenguid,
mis pakkusid talle suurt rahuldust. Kahjuks osutus jirgmine soit
Gottingeni hoopis. vahem onnestunuks. 1930. aastal tehti D. Hilber-
tile ettepanek fiile kolida Berliini; ta noustus tingimusel, et tema
juhatatud kateeder (mis kunagi kuulus K. F. Gaussile) antakse
iile H. Weylile. Weyli kandidatuur Hilberti jdrel kateedri juhataja
kohale niis loomulik koikidele matemaatikutele, kuid elu Saksa-
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maal ei middranud neil aastail matemaatikud. 30-ndate aastate
algul tulid Saksamaal voimule faSistid; Weyli nii inimese kui ka
teadlase loomus ei voinud imponeerida Hitleri poolehoidjatele. Weyll
stigavad iildkultuurilised huvid, tema tdhelepanu ajaloo ja filo-
soofia, erinevate rahvuste kujutava kunsti ja kirjanduse vasty,
austus inimkonna kultuuripdrandi vastu — koik see tegi Weylist
saksa intelligentsi silmapaistva esindaja, kellele fasism kohe algu-
sest peaie kuulutas sbja. Weylile ei voinud meeldida faSismi
totalitaarsed, antidemokraatlikud, antisemistlikud doktriinid —
Albert Einsteini sober ei saanud kuidagi olla Adolf Hitleri kuule-
kas alam! Weyl ei varjanud oma suhtumist faSismisse ja faSis-
tid ei varjanud oma suhtumist Weylisse. Ainult joud olid liiga eba-
vordsed! Hiljem Weyl rédakis, et hullemat aega kui kolm aastat
(1930—1933), mis ta veetis Gottingenis fasismi voimuletuleku
algul, pole tema elus olnud. 1933. aasta, kui Saksamaal tuly
voimule Hitler, oli ainuke aasta, mil Weyl ei kirjutanud iihtegl
raamatut ega ihtegi artiklit: sel ajal ta! ilmselt ei olnud mahtf
tegelda ei matemaatikaga ega fiiiisikaga.

Fasistide voimuletulekut tdhistati juudisoost &petlaste massg
lise vallandamisega Goéttingeni {iilikoolist; koos juutidega lahku$
Goéttingenist ka sakslane H. Weyl. Ta kolis viiksesse Ameeriki
linna Princetoni, mis on kuulus oma Korgemate Uurimuste In
tituudiga (Institute for Advanced Study) — suurepérase fiiiisika
matemaatika uurimisinstituudiga, kus leidsid peavarju ka A. Eir}
stein ja E. Wigner. Viimane on kuulus saksa fiiiisik, kes soltum
tult Weylist tuli mottele voimalusest kasutada fiiiisikas sﬁmmeetr%
ideed.

Weylile, kes oli armunud saksa kultuurisse ja keelesse, ei olnuy
iilesoit Ameerikasse kerge, kuid kolme aasta kogemuste pohj
Gottingenis ta eelistas olla eraldatud Hitlerist ookeaniga. ’

Jiargmised aastad Weyli elus olid suhleliselt rahulikud.
elas Princetonis, timbritsetud iildise lugupidamisega, ja jéatk
koikide teaduslike suundade arendamist, mida ta oli alustan
eelnevates toddes.

1938/39. aastal luges H. Weyl Princetonis loengute sarja algeh:
ralisest arvuteooriast; need loengud moodustasid sisu tema raama-
tule «Algebraic theory of numbers».

1939. aastal ilmus Weyli iiks tdhelepanuvairsemaid raamatuid
«Klassikalised riihmad, nende invariandid ja esitused» (The Clas.
sical Groups, their Invariants and Representations), milles to
vottis kokku oma aastatepikkused uurimused riihmade ja nende
esituse alal.

1943. aastal avaldati H. Weyli raamat «Meromorfsed funkt
sioonid ja analiiiitilised koverad» (Meromorphic functions a?

analytic curves), kirjutatud koostd6s poeg Joachimiga; see ilmi
30 aastat parast Weyli esimest kompleksmuutuja funktsioonige
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ENSV TA Kiberneetika Instituudi direktor Boris Tamm (vasakul) ning teadus-
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teooriale piihendafud raamatut «Riemanni pinna idee» (Die Idee
der Riemannschen Fliche, 1913).

To6 raamatutega vaheldus todga originaalsete artiklite kallal,
mis olid piithendatud nii vanadele uurimisaladele (rithmateooria,
algebra, siimmeetria printsiipide fiiiisikalised rakendused) kui
ka uuteie teemadele. 1951. aastal tegi Weyl iihes suures artiklis
«A half-century of mathematics» kokkuvotte «matemaatilisest pool-
sajandist». Raske oleks leida teist autorit, kellel oleks olnud roh-
kem oigust selliseks esinemiseks ja kes oleks voinud seda teha
paremini.

Samal aastal kolis Weyl USA-st Ziirichisse, kuid endistviisi
kiilastas aeg-ajalt Princetoni, sédilitades tihedad sidemed selle
linnakese matemaatikutega.

Tagasipéordumine armastatud linna, kust ta lahkus rohkem
kui 20 aastat tagasi, kus moodus ta noorus ja kus ta saavutas
esimese hiilgava edu, tegi Weyli onnelikuks ka veel sellepérast,
et ta ‘kuulis uuesti tdnavatel saksa keelt, millesse ta oli kirgli-
kult kiindunud — isegi USA-s tundis Weyl ennast sakslasena.
Kuid elada Sveitsis ei olnud antud tal enam kaua. Tal onnestus
veel avaldada rida huvitavaid artikleid, raamat «Siimmeetria»
(Symmetry, 1952) ja kirjutada oma elulugt, millele ta andis peal-
kirja «Tunnetus ja teadvus» (Erkenntnis und Besinnung). Viima-
ses jutustas ta oma filosoofilistest ja iildteaduslikest kiindumus-
test.

Weyli viimane avalik esinemine oli 1954. aastal rahvusvaheli-
sel matemaatikute kongressil Amsterdamis, kus ta tervitas noori
matemaatikuid teadlaste vanema polvkonna poolt.

1955. aasta novembris toimus Ziirichis suur bankett Weyli
70. siinnipdeva tadhistamiseks. Otsustati valja anda Weyli «Kogu-
tud tecsed», mida aga juubilaril ei onnestunud enam kitte votta —
ta suri- 8. detsembril 1955 Ziirichis, vihem Kui kuu aega péarast
juubelit.

H. Weyl motles palju ja kirjutas palju matemaatikast, tema
kohast inimeste teadmiste ja tegevuse siisteemis. H. Weyl ei
olnud ainult matemaatik, ta oli ka filosoof. Ta reageeris elavalt
teaduse arengus esilekerkivatele probleemidele. Veendumus tea-
duse objektiivsusest, resultaatide védartusest ja usaldatavusest ise-
loomustavad iga toelise teadlase, ka Weyli loomingut, mille keskne
suund koondub siimmeetria {ildise moiste iimber. Kui meil téna-
paeval on iilevaade siimmeetria tdhtsusest matemaatikas ja fiifisi-
kas, siis selles on vaieldamatult suur teene H. Weylil. Nihtust,
mida késitletakse stmmeetriana, uurib ta mitte kui inimmotlte
suvalist Jloomingut, vaid kui reaalse tegelikkuse avaldusvormi,
mis esineb elavas looduses, keemia valdkonnas, fiilisikaliste prot-
sesside sfdaris, kristallide maailmas, kunstis. Matemaatilised teoo-
riad on tegelikkuse fakle peegeldava siimmeetria moiste tdpsus-
tamise vahendiks.
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JAAN DEPMAN
17. VII 1885 — 26. VII 1970

Leningradis suri oma kaheksakiimne kuuendal eluaastal Ees-
tist sirgunud silmapaistev teaduse ja kultuuri ajaloo uurija, tee-
nekas matemaatikaprofessor Jaan Depman.

Peatumata siin pikemalt J. Depmani elu ja tegevuse iiksikasja-
del, mida on juba tutvustatud kidesoleva sarivdljaande varase-
mas numbris (Matemaatika ja kaasaeg, VIII, 1965, lk. 97—99)
ja ka mujal (Eesti Loodus, 1970, nr. 12, lk. 767), iseloomustame
siin ldhemalt kaht suunda tema loomingus: 1) uurimusi mate-
maatika ajaloost Eestis, 2) metoodilisi ja populariseerivaid abi-
materjale matemaatika Opetajale ja oppijale. Eeskatt need suunad
pakuvad huvi Eesti NSV lugejale, olles iihtlasi pohilisemateks
J. Depmani mitmepalgelises parandis.

Enne J. Depmani t6id oli matemaatika ajaloost Eestis teada
vaid katkendlikke andmeid. Need puudutasid tiksikute XIX sajan-
dil Tartus tegutsenud matemaatikute elu ja tegevust. Uldkasit-
lused aga puudusid, samuti ei olnud midagi teada matemaatika
ajaloost Lestis enne XIX sajandit. Viimast liinka asuski esime-
sena tditma J. Depman. Oma raamatu «Jutustusi matemaatikast»
eestikeelse tolke (Tallinn, 1956) jaoks spetsiaalselt kirjutatud
lisas «Matemaatika Eesti NSV territooriumil» tutvustas ta Tal-
linna «arvutusmeistrite» tegevust XVIII sajandil ja nende koos-
tatud «rehkendusraamatuid». Esitatud andmeid tdiendas ta oma
raamatus «Hcropuss apudpmeruku» (ilmunud kahes viljaandes
1959 ja 1965).

Suurt tdhelepanu osutas J. Depman matemaatika ajaloole
Tartu iilikoolis XIX sajandil. Eriti pohjalikult on ta késitlenud
perioodi 1802—1820 koguteose «Mcropus oTeuecTBeHHOIT MaTema-
tuku» 11 kéites (Kiiev, 1967). Sel perioodil oli matemaatika ape-
tamine Tartu iilikoolis veel pohiliselt astronoomiliste huvidega
isikute kdes ja piirdus enamasti elementaarmatemaatikaga. Kahes
oma artiklis (1955, 1956) kasitles J. Depman materjale seoses
ithe tédhelepanuvidirse episoodiga: C. Fr. Gaussi kutsumisega
1809. a. Tartu iilikooli matemaatika- ja astronoomiaprofessoriks
(seda kutset Gauss kahjuks ei kasutanud). Tollal iilikooli 1ope-
tanuist koitis J. Depmani tdhelepanu eriti K. Kupffer, kes aasla-
tel 1833—1834 andis Tallinnas valja esimest venekeelset elemen-
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taarmatemaatika ajakirja. Seda ajakirja ja selle koostajat on
ta tutvustanud iihes oma artiklis (1951). 1821. a. Tartusse tul-
nud prof. M. Bartelsile on J. Depman piihendanud artikli (1950),
kirjutades temast esmajoones kui N. 1. LobatSevski opetajast
Kaasanis. Vdaartuslikku andmestikku matemaatika ajaloo kohta
Tartus XIX sajandi keskel lisas J. Depmani uurimus iilikooli
silmapaistva kasvandiku, 14ti rahvusest K. Petersoni 6pinguaasta-
test ja erili tema kandidaadivaitekirjast, mis valmis 1853. aastal.
J. Depmani teeneks on ka, et ta koos prof. J. Sarvega deSifreeris
peene gooti kirjaga tdiskirjutatud vihiku sisu ja tolkis selle vene
keelde. Nimetatud véitekirjas anti esmakordselt pinnateooria kaks
pohivorrandit (praegu tuntud Peterson-Codazzi vorranditena).
Matemaatika arengust Tartu iilikoolis XIX sajandi teisel poo-
lel on J. Depman andnud episoodilisi, kuid vaartuslikke uurimusi.
Erilise vaartuse annab neile uute allikmaterjalide kasutamine,
mida J. Depmanil onnestus leida Leningradis tsaarivalitsuse
haridusministeeriumi fondides. Selliseid materjale on kasutatud
1970. a. «Eesti Looduses» ilmunud iilevaates Tartu fiilisikapro-
fessori A. Oettingeni elu ja tegevuse kohta, eriti seoses Oettin-
geni errulaskmisega venestusajal. Tarlu iilikooli ajaloo. seisu-
kohalt on huvitav ka samast ajast parit kirjavahetus siinse mate-
maatikaprofessori L. K. Lahtini ja haridusministri vahel, mida
J. Depman tutvustab koguteose «Teaduse ajaloo lehekiilgi LCes-
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tist I» veergudel. See 166, samuti nagu 1955. a. Leningradi
A. 1. Herzeni nim. Pedagoogikainstituudi toimetistes ilmunud
artikkel, sisaldab pogusa iilevaate ka matemaatika arengust Tar-
tus enne Suurt Oktoobrirevolutsiooni.

Matemaatika Gpetamise metoodika valdkonnas on prof. J. Dep-
mani eriliseks teeneks matemaatika ajalukku kuuluva aine esile-
tostmine matemaatika Gpetamisel. Otseselt on ta ajaloolise ele-
mendi vajalikkust rohutanud 1948. a. Leningradi Opetajate
Téiendusinstituudi viljaandel ilmunud t66s «Wcropuyeckuit 3Je-
MEeHT B NpenogaBaHMd mMaremartuku». Sama idee l1dbib aga ka tema
mitmeid teisi artikleid ja raamatuid, milledest olgu margitud nai-
teks «Bocnuratenbnoe 3HaueHMe MaTeMaTHKH», «Mepbl W MeTpHue-
ckas cuctema», «Pacckasel 0 MmaTemMaTHke», «Pacckassl 0 pelleHdH
3ajzau». Viimased oma populaarieadusliku sisuga koitsid laia
lugejaskonda, mistottu neid on tolgitud ka mitmesse véliskeelde,
nagu hiina, tSehhi ja rumeenia keelde. Lastele kirjutas J. Depman
rohkesti illustreeritud raamatu «Mup uncesn».

Matemaatika oOpetamise metoodika alalt koéitsid J. Depmanit
ka mitmed {iksikprobleemid. Ajakirja «MartemMaTHka B IUKOJe»
veergudel on ta puudutanud neist kordamise ja juuravaldiste tei-
sendamise kiisimust. Kordamisel rohutab ta viimase sajandi-
vahetuse nimeka vene matemaatika Opetamise metoodiku
S. 1. Sohhor-Trotski ideed kasutada kordamiseks sobivalt valitud
ilesandeid. Juuravaldiste teisendamises ja juurvorrandite lahen-
damises héirivad teda aga mitmed vead, mis esinevad nii meie
kui ka vilismaa raamatutes ja ajakirjades.

J. Depman tundis suurt huvi koolimatemaatika uuendamise
vastu. Ndiiteks tutvustas ta ajakirjas «MartemaTHka B mKoJse»
1963. a. Ateenas toimunud rahvusvahelist konverentsi, tostes
sealjuures erifi esile roofslaste ettepanekuid. Koolimatemaati-
kasse toodavaid uusi teemasid tutvustas ta brosiilirides «Ilepsoe
3HaKOMCTBO C MaTeMaTHUecKO# Jorukoii» ja «Pacckasbl o crapofi
U HOBOH aJrebpe».

Prof. J. Depman oli seotud ka koolimatemaatika arenguga
Eesti koolis. 1917. a. Tartus esimesel eesti matemaatika kong-
ressil oli ta {iks kongressi aktiviste. Sojajdrgsel perioodil esines
ta matemaatika ajaloo ja matemaatika opetamise metoodika alas-
tel konverentsidel Eesti NSV-s. Ta on juhendanud ja oponeerinud
matemaatika opetamise metoodika valdkonda kuuluvaid véitekirju,
nende hulgas on mitmed viitekirjad, mis on kirjutatud Eesti
NSV-s. £

Prof. J. Depmani uurimused matemaatika ajaloost ja tema
populaarteaduslikud raamatud on &dratanud tdhelepanu nii Nou-
kogude Liidus kui ka vilismaal. Seetottu mélestataksegi suurt
toomeest austuse ja lugupidamisega mitte ainult Eesti NSV-s
ja Leningradis, vaid maailma paljudes. kohtades.

0. Lumiste, O. Prinits
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J. DEPMANI TOOD MATEMAATIKAST, SELLE AJALOOST
JA METOODIKAST!

Raamatud

Matemaatika sonad ... Leningrad, «Kiilvaja», 1926.

Pyccko-3cTOHCKHEI MaTeMaTHYeckdii ciaoBapb. Maz-so llapkomnpoca. 1928.
Yuye6HHK MaTeMaTHKH OJs KOMMYHHCTHYECKOTO YHHBEDCHTETA HalMEeHBUIHHCTS
3anaga. U3n-sBo «Kwoabsan», 1930,

W3 ucropun matematuku. Hderrus, 1950.

Mepbl u MeTpuueckas cucrema. Herrus, 1953.

Mepbl u MeTpHueckas cHcTema. [locoGue aast ywireds. Yumearus, 1954.
Pacckasnl o marematuke. Jetrns, 1954,

O Mepax H MeTpuueckoil cucreme. M3n-Bo «3nauue», 1955.

Bo3HHKHOBeHHe CHCTEMBl Mep H CHOCODOB H3MCPCUHS BeJNYHH. YUNCATHS,
1956.

Jutustusi matemaatikast. Eesti Riiklik Kirjastus, 1956.

Pacckasbl 0 pelleHnn 3anay. Herrus, 1957.

MeTon MareMaTHYeCKOH HHIYKUHH. Yunearus, 1957.

Hcropusi apudmerukn. Yumearns, 1959.

. Mup uncen. Herrus, 1963.
. IlepBoe 3HakoMcTBO C MaTeMaTHucckoii Jornkoit. Ham-Bo «3nanue», 1963

Pacckasnl o peleddn 3ajgay. 2-e jonoan. usd. Herrus, 1964.

Ucrtopusa “apudmerukn. Han-so «IIpocsercunes, 1965.

TlepBoe 3HAKOMCTBO C MaTEMaTHYCCKOH Jorukoil. (2-e wuemp. uan.) HMazx-so
«3nauue», 1965.

Mup uncen. Msnp-so «Ietckas nurteparypa», 1966.

. Pacckasbl o crapoil n HoBoit anrcope. IHan-po «Ierckas autepatypa», 1967.

Artiklid
JI. ®. Maruuukuit. — MartemaTtuka B 1wkosce, 1939, Ne 3.
Jleontu#t MarHuukuii. — Mopckoit c6opHix, 1940, Ne 1.
Horannec Tpongke. — MareMatnka B uikone, 1940, Ne 6
HenaBHo HafizeHHoe counmHenne Apxumena. - - Marematika B Inkose, 1940,

Ne 6.

Hosoe o Ilronemee. «IlpoGrembl ¢usnueckoit rcorpaduin», n3a-so AH CCCP,
1641.

INpoo6pas «GeccmepTHoro» B poMare A. Jloic (marematuk M. Hlaan). Yu.
sam. Ilex. uH-Ta M. Tepumena, 1941, Ne 41.

Huterpan BepositHocTH. «IIpupoma», 1940, Ne 11.

JpeBHeiilnii BHIBOX (GOPMYJ/bI NMOJOBHHHOrO yrja. -— Marematiika B IIKOJe,
1941, Ne 3.
3azaus Ha JejeHHe mtomameil. — MaremaTHka B 1ukoJc, 1946, Ne 2

BocnurarenbHoe 3HaueHHe MaTeMAaTHKH. C6opHHK «Oéwcm{e H BOCIOHTaHHC
B IIKoge», J1., 1946,

denepuro DHpHKBec. «YCIexd MaTeMaTHUecKHX Hayk», 1947, smm. 4 (20),
crp. 207—208.

. Hosoe o H. U. JloGauesckom. K Bompocy o penenanit B «Chilie oTeuccTBas,

Tpyast MH-ta ncropuu ecrtecrB., 1948, Ne 2, ctp. 561—563.

! Kaesolevasse nimestikku ei ole véetud J. Depmani populaarteaduslikke

kirjutisi, mis ilmusid sajandi algul Peterburi Eesti Uliopilaste Seltsi toimetu-

sel,

1920-ndail aastail Leningradis avaldatud iilevaateid eesti tédlisajakirjan-

duse ja revolutsioonivoitluse ajaloost ning viimastel aastakiimnetel ENSV
viljaannetes ilmunud materjale mitmetest eesti kultuuri- ja iihiskonnategelastest

{C.

R. Jakobson, E. Vilde, M. Veske, J. Anvelt ijt).
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37.
38.

39.
40.
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ITepenmncka miuucrpa YBaposa o Jlo6aueBckoMm. B kuH. «Marepnansl aas
6uorpapuu Jlobauesckoro», Man-so AH CCCP, 1948.

Hcropuueckuit sacMcHT B npenojaBanuu martemartukiu. C6opuuk «Mae#inoe
BOCITHTAHHC yuauiuxcsi». JI., 1948.

Pycckie yuensie B [Tapnikckoit akanemiuu. «BectHuk Boricmrefi mxossr», 1948,
Ne 11.

Teopr Ilerp Homxuno. O 1-m usx. «Hauan» DBkaAuMZa Ha PYCCKOM A3BIKE,
Tpyasr HMu-ta ucropun ecrcers., 1948, Ne 2, ctp. 573—574.

O mncpBOM TEYATHOM DYKOBOACTBE MO TEOMETPHM Ha PYCCKOM s3BIKe, Tpyant
Hu-ta ucropun ccrects., 1949, Ne 3, ctp. 378—380.

3a6nitoe uspanne «Hauan» Epkamza Ha pycckoM s3bike. McrT.-maTeM. Hccie-
nosawusg, 1950, Ne 3, crp. 467—474.

M. ®. Baprease — yuntens H. M. Jlo6auesckoro. HMer.-maTeM. ucciaenoBa-
wist, 1950, Ne 3, cTp. 475—485.

Vene ja mnoukogude matemaatikute hiilgavad saavutused arvuteoorias.
— Noukogude Kool, 1951, nr. 5, lk. 274—280.

. Vene ja noukogude matemaatikute hiilgavad saavutused arvuteoorias. —

Noukogude Kool, 1951, nr. 7, 1k. 402—408.

JlononHuTeAbHBIC CBEJCHHS O neparormdeckoii pestcabrocte M. B. Ocrtpo-
rpaackoro. Hcr.-mateMm. uccnenosanns, 1951, Ne 4, crp. 160—170.

Pycckue MaTeMmarnueckue XypHasabl LIS yuHTeast. — MareMaTHka B IIKOJe,
1951, Ne 6, crp. 9—22. ‘ ’

Kapa Muxaiiosnu [letepcon u ero xaHguparckast auccepranus. Her.-matem.
ncenenosanns, 1952, Ne 5, ctp. 134—164.

. B. A. Crexaos B [Ilerep6yprckom yuuepcuterc. YleT.-MaTeM. HcclefOBaHHA,

1953, Ne 6, cTtp. 509-—528.

3ameuateabipie cnapsinckue Bouncautenn I Bera n . @. Kyawk. Hert.-
maTem. Hceqenosanns, 1953, Ne 6, crp. 573—608.

K ©6unorpadpun C. B. Kosaacsckoit. Hcr.-marteM. uccienosauus, 1954, Ne 7,

crp. 713—715. '
HBan Kosbmuuy Anpponos (Marematnk-metomuct. K 60-neTHio co IHS pOX-
neHua). — Martematnka B wkoae, 1954, Ne 5, ctp. 71—73.

«['eoMeTpust mpaktHKa». McT.-matem. uccnefmosanws, 1955, Ne 8, crp. 620—
629,

[lepBrlil pycckuil HLOKTOp MaTeMaTHUYeCKHX Mayk ITapHIKCKOro yHHBEPCHTETA..
Her-matem. uccnenonanus, 1955, Ne 8, crp. 630—635.

M3 1ncropunm marematuku B Jepntexom (FOpneBckom) yHuBepcutete. JI,
M, gan. Ilea. uu-ta, 14, ®us.-matem. ®-7, 1955, Ne [, ctp. 128—137.

. O dakrnueckux owunbkax B kuurax Kaefina. JI., Vu. zan. [lea. wui-Ta,

14, ®ua.-matem. -1, 1955, Ne 1, crp. 138—142.

K. ®. Taycc u [MHepnrcko-FOpbeBckuii yHHBepcuTer. Bomnpockl HCTOpHE
ectecTB. M Texi., 1956, Ne 1, ctp. 241—245.

M. A Jlurtpos — yuutean H. M. Jlo6aueBckoro. MceT.-maTeMm. Hecdepona-
Hus, 1956, Ne 9, crp. 111—122.

[Tepoe matemartnueckoe obuwectBo B Poccuu. Tpyabn 3-ro  Bcecowanoro
maTeM. cbesza, 1956, t. I.. M., 230 (coBm. ¢ Moaonunm B. H.).
Boccranosnenne npuopurera B. Boabuawo. JI., Yuen. 3an, Ilea. uu-ta, 17,
®us.-matem. ¢-1, 1957, Ne 2, crp. 111—118.

IMo6enutens uncaa x—®Pepandany Jlungeman. JI.. Yuen. san. [lex. nu-ta, 17,
®usz.-marem. d-1, 1957, Ne 2, ctp, 119—123.

Bonpocel npcnogaBanus 2MeMCHTApHON MaTeMaTHKH Ha MOCIeJHeM MeXAy-
HapoJKOM KOHrpecce MaTeMaTHKOB. — Marematuka B wKoae, 1958, Ne 3,
ctp. 77—80.

Yunrenn H. M. Jlo6auesckoro. JI., Vu. 3an. Ilea. uu-ta um. Iepucna, 1958,
Ne 197, crp. 195—211.

Bompochl 1icTOpHH MaTeMATHKH B HayYHO-aTeHCTHYECKOH paBoTC yuHTeds. —
Martematika B 1Kode, (1960, Ne 2, crp. 17—28.



41.
42.
-43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51,

C.-Tletepbyprckoe MaremaTtHueckoe o6miecto. McTop.-MaTeM. HCCJACAOBaHuS,
1960, Ne 13, crp. 11—106.

IloaroToBka yyuTesed- MaTeMaTHKH IS cpeAHeil wkoael B Hopserun. «Ma-
TeMaTHYecKoe MNpocsBelleHue», 1961, sbui. 6, crp. 297—300.

IlprMeHeHHe 3JIGKTPOHHBIX MAamIMH JJisi OTHICKAHHS COBEpIIEHHBIX 4HCesd. —
Maremaruueckoe mpocseutenue, 1961, o 6, crp. 324—327.

HosocTu Hayku o Mepax. — MateMatnka B wKoJge, 1961, Ne 3, crp. 87—88.
MeXIyHapoIHbIil KOHrpecc MareMATHKH H BOINPOCH NpeNnofaBaHHA MaTteMa-
THKH, DAuHOYypr, 14—21 asr. 1958 r. — Marematuka B wkose, 1961, Ne 4

crp. 83 i

Meeter ja sekund said uue delinitsiooni. — Noukogude Opetaja, 1961,
4. veebr. (Lisa: Abiks Opetajale nr. 4).

K Bompocy 0 MOBTOpEHHM NpH IpeliojaBaiiid MaTeMaTHKM. — MaTemaTuka

B wKoJge, 1962, Ne 1.
Loogiliste vérrandite lahendamine. — Noukogude Kool, 1963, ar. 8, lk. 611—
616, nr. 9, lk. 678—681, nr. 10, lk. 749—751.

Wnbsi Camymiosuy Comunckuit. (Hekposor). — Maremartuka B Imkose, 1963,
Ne 2, cTp. 85.

Pewenue JOruuccKux ypasHeHHil. — Marematnka B wKojde, [963, Ne 5,
cTp. 66—71, 82.

IlpoGaeMbl npenofaBaHHsi HCTOPHH MAaTeMaTHKH B YHHBepCHTeTaX M IeJaro-
ruyeckux uHcTuTyTax. «Tpyab 4-ro Bcecwosnoro MaTeMaTHYECKOTO Cbe3na,
1961». T. 11, JI., 1964, ctp. 104 (coBm. ¢ Auaponosbim M. K. n Poifinxo-
oM K. A)).

. TlocmegHuil NPOTHBHUK TC/AHOLEHTPHYECKOrO MHPOBO33peHus B Poccuu 1t

OTKJIHKH Ha ero kuury. JI., Yu. san. ITen. un-ta um. [epuena, 1965, Ne 260,
ctp. 115—120.

. K 6uorpapun Ojincpa. Matemartuk (1707—1783). JI., ¥Yu. 3an. Ilex. nH-Ta,

1965, Ne 260, ctp. 121—123.

. K panneir ucropur maremartdyeckoro mpocselileRuss B Poccun. JI., Yu. sam.

TTen. un-ta, 1965, Ne 260, crp. 108—114.
MexayHaponHas ceccusi, MOCBSIleHHAasi HOBBHIM MeTOJaM INpenojaBaHHsT Matc-

MaTHKu. — MaremaTtika B wKoje, 1965, Ne 3
. O xopouweil Keure, — MareMarnka B IukoJe, 1965, Ne 5, ctp. 92—93.
. O6 u3gaHusIX AJs yuHTeJell MaTeMaTHKH JCTOHMH. — MaremaTnka B IUKOJe,

1965, Ne 6, crp. 91—92.

. Uhest matemaatika ajaloo populariseerimise katsest Eestis. — Matemaa-

tika ja kaasaeg, VIII, 1965, lk. 82—83.
Esimene tcada olev’ matemaatikadpetaja Tallinnas. — Noukogude Ope-
taja, 1966, 9. juuli.

. 3uamennuTHeiilne ucropuke MmartematukH (I[TepBas cepusi o63opos). JI., Yu.

san. Ilen. mu-ta. nM. Iepuena, 1967, Ne 301, crtp. 322—344.

. Maremartnka B Jepnrtckom yHuBepcutere, B ¢6. «Mcropusi oTeyecTs. Mare-

MaTHKu», T. 2, Kues, 1967, ctp. 40—44.

. Marematuka B JepntckoM yHHBepcuTere. B 6. «HMcropus oteuects Marte-

Matuku» T. 2, Kues, 1967, crp. 138—145 (coBm. c¢ Jlymucre IO. T)).

. Montucla — matemaatika ajaloo pioneer. — Matemaatika ja kaasaeg, 12,

1967, lk. 108—115.

. Taiendusi matemaatika ajaloole Tartu Ulikoolis. Teaduse ajaloo lehekiilgi

Eestis, 1, Tln., 1968, 1k. 249—260.

. Moritz Cantor — matemaatika ajaloo suurkuju. — Matemaatika ja kaas-

aeg, XVI1I, 1970, k. 100—103.

. Arthur Oettingen — Tartu iilikooli [iiisikaprofessor. — Eesti Loodus,

1970, nr. 9, 1k, 551—554.
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IVAR PETERSEN TEOREETILISE KUBERNEETIKA
DOKTORIKS

Kiiberneetika Instituudi tea-
dusala asedirektor Ivar Peter-
sen kaitses 17. detsembril 1970
Tallinnas teoreetilise kiiberneeti-
ka erialal edukalt fiiiisika-mate-
maatikadoktori vdiitekirja «Mit-
memuutuja funktsiooni identifit-
seerimise probleemid». Oponen-
tidena jagasid oma retsensioo-
nides  kiitust tehtud t6dle
professorid V. V. Nalimov ja
J. 1. Hurgin Moskvast, Ukraina
TA korrespondeeriv liige
V. S. Mihhalevit§ ja fiiiisika-
matemaatikadoktor B. N. PSe-
nitsnoi Kiievist.

Selle roomsa siindmuse pu-
hul eesti matemaatikas on iga-
ti sobiv teha tutvust paeva-
kangelase endaga. .

Ivar Petersen siindis 26. juu-
lil 1929 Tallinnas haritlaste pe-
rekonnas. Isa oli insener ja ema oOpetaja. Tallinnas moéodus ka
I. Peterseni kooliaeg. Ta alustas 6pinguid 1936. a. Tallinna Ope-
tajate Seminari Harjutuskoolis ja jatkas 1942. a. Tallinna II Kesk-
koolis, mille lopetas 1947. a. kuldmedaliga. Sama aasta siigisel
algas I. Peterseni matemaatikastuudium Tartu Riiklikus Ulikoo-
lis, kus ta lisaks pohikursusele oppis fakultatiivselt ka astronoo-
miat ning teoreetilist mehaanikat. Hiljem spetsialiseerus algeb-
rale. 1952. a. lopetas 1. Petersen TRU — jéllegi kiitusega.

Juba iliopilaspolve loppjargus — 1951. a. — algas 1. Peterseni
to6 TPI1 matemaatikakateedris, kus ta 10 aasta jooksul ldbis ast-
med vanemlaborant — assistent — vanemdpetaja — dotsent.
Kiillap oleks edasigi astunud, kui 1960. aastal poleks asutatud
(esimesena Noukogude Liidus) meie Teaduste Akadeemia juurde
Kiiberneetika Instituut.
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I. Peterseni pedagoogitood, nagu ka teisi tema tegemisi ise-
loomustab asjalik, eesmargikindel ja selgesihiline suhtumine oma
iilesarinetesse. Tema poolt neil aastatel esitatud loengukursus oli
iiles ehitatud siistemaatiliselt ja vajaliku rangusega. Samal ajal
oli see tdielikus vastavuses tehnikateaduste noudmistega. Sellis-
tena olid ta loengud eeskujuks noorematele ja ka vanematele kol-
leegidele. Tulevase doktori pedagoogitegevust iseloomustas loov
suhlumine mitmesugustesse oppetddga seotud organisatsioonilis-
tesse kiisimustesse. Nii nditeks korraldati tema initsiatiivil poh-
jalikult {imber korgema matemaatika opetamine instituudi kaug-
oppijatele, kasutati individuaalseid suuremamahulisi koduiilesan-
deid jne. Vist itkski tulevane insener ei pddse modda populaarsest
Petersen-Roosist, TPl oppejou H. Roosiga kahasse kirjutatud
kaheosalisest «Korgema matemaatika {ilesannete kogust», millest
niiiid on ilmunud juba kolm triikki.

Koige eelnimetatu ja ka mitmete muude legemiste korval kir-
jutas 1. Petersen kandidaadidissertatsiooni «Vahetatavate rith-
made poolt moodustatud rithmade konstruktsioonist», mida kaitses
Tartus 1955. aasta juunis. Selles algebraalases t66s uuris 1. Peter-
sen n rithma kaldkorrutist ning tuletas selle abil meetodi {iihe
loplike rithmade klassi konstrueerimiseks. Uksikasjalikumalt uuris
ta kahe rithma kaldkorrutist kujutise translatsiooni moiste abil.

1960. aasta siigisel vottis I. Petersen vastloodud TA Kiiber-
neetika Instituudis enda kanda ithe raskemaist iilesannetest —
asus juhtima instituudi arvutuskeskust. Et teadusliku kaadri
pohiosa moodustasid dsja iilikooli 16petanud noored ja nii ldhe-
mast kui ka kaugemast timbruskonnast polnud vétta kogemusi,
tuli alustada algusest. 1. Petersen organiseeris matemaatikute-
programmeerijate t66d ja rajas ithe esimestest programmeerijate
gruppidest meie vabariigis; pani aluse automaatprogrammeeri-
mise-alastele uurimistéddele. Praegu Noukogude Liidus ja. ka
raja taga hdasti tuntud programmeerimiskeelte MALGOL ja
VELGOL autorid Malle Kotli ja Vello Kuusik voivad end lugeda
1. Peterseni &pilasteks. 1961. aastal organiseeriti [. Peterseni
initsiatiivil Tallinnas elektronarvuti M-3 ekspluatatsiooni ja
tdiustamise alane iileliiduline ndupidamine.

Teaduse ja praktika vaheliste sidemete arendamiseks juhatas
I. Petersen iilelinnalist matemaatikute seminari, 16i kontakie
toostusettevotetega, aitas leida ja lahendada praktikaga seotud
illesandeid, propageeris kaasaegset arvutustehnikat ja matemaa-
tilisi meetodeid — korraldas 1963. aastal loengutsiikli «Elektron-
arvutid ja programmeerimine», 1966. aastal «Katsele planeeri-
mine» jne. Tema sulest on ilmunud hésti loetavad broSiiirid
«Elektronarvutustehnika rahvamajandust abistamas» (kaasauto-
rid M. Kotli ja M. Oper) ning «Katsete planeerimines.
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Voime siigavalt analiiisida kaasaegse matemaatika keerukaid
probleeme on 1. Petersenis onnelikult tihendatud oskusega kiresti
mbista vdga eripdraste praktikaiilesannete olemust ning leida
nende lahendamiseks adekvaatseid matemaatilisi votteid. Tema
kde all koostatud matemaatilise statistika programmid on leid-
nud laialdast rakendamist paljudes Noukogude Liidu asutustes
ja ettevotetes. Tema poolt viljatoctatud pooljuhtdetailide opti-
maalse klassifitseerimise meetod on originaalne, annab juba
praegu mirgatavat majanduslikku efekti ning omab eeldusi muu-
tuda laialdaselt kasutatavaks meetodiks mitmetes t66stusharudes.

*

Kuigi organisatoorsed kiisimused noudsid suure osa ajast,
jatkus I. Peterseni edukas teaduslik to66.

Aastatel 1961—1963 avaldas I. Petersen mitu artiklit arvutus-
matemaatika valdkonnast.

Algul uuris ta harilike lineaarsete diferentsiaalvorrandite raja-
iilesannete lahendamist nn. interpolatsioonitiiiipi meetoditega.
Ta konstrueeris kolm uut meetodit, andis nende koondumistingi-
mused ja koondumiskiiruse hinnangud T3SeboSovi solmede puhul.

Edasi késitles I. Petersen iihemuutuja funktsiooni interpolee-
rimist tiikiti kuuppoliinomiaalsete funktsioonidega. Selle inter-
polatsioonmenetluse alusel tootas 1. Petersen valja harilike teist
jarku diferentsiaalvorrandite rajaiilesannete ligikaudse lahenda-
mise uue meetodi ja toestas selle koonduvuse.

I. Petersen on vaadelnud ka iildiste mittelineaarsete operaa-
torvorrandite ligikaudse lahendamise probleeme. Ta andis lahen-
dusalgoritmid, mis iildistavad diferentsiaalvorrandite lahendami-
sel kasutatavat Runge-Kutta meetodit, ning rakendas neid
mittelineaarsete funktsionaalide miinimumpunktide leidmiseks.

Hilisematel aastatel uuris I. Petersen koos E. Raigiga nn.
kujutiste meetodit kitsendustega ekstreemumiilesannete taanda-
miseks kitsendusteta iilesanneteks. Nad andsid meetodi teoreetilise
pohjenduse ja konstrueerisid rea sobivaid teisendusi monda tiiiipi

kitsenduste jaoks.
*

Eriti viljakaks ja tulemusterikkaks kujunes aga 1. Peterseni
t66 matemaatilise statistika valdkonnas. Peamisteks huviobjek-
tideks said regressioonanaliiiisiga seotud identifitseerimisprob-
leemid ja katsete planeerimine. Nende kiisimustega hakkas
I. Petersen tegelema aastatel 1964—1965. Tema esimesed t66d olid
seotud klassikalise regressioonanaliiiisi mudelitega ja nendel
pohinevate optimiseerimismeetoditega.

Praktikas kulgevatel ndhtustel, nditeks tehnoloogilistel prot-
sessidel on komponendid (sisendandmed) tihti tugevasti korre-
leeritud. Selleks, et tuua vilja andmetes sisalduvat informatsiooni
lineaarse mudeli ehitamiseks, kasutas I. Petersen argumentidena
sisendite peakomponente ja tootas valja vastava meetodi.
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Edasi huvitus tulevane dokior identifitseeritava mitmemuu-
tuja funktsiooni maksimumi leidmisest. Kuna maksimumpunkti-
dele usaldusvaarse hinnangu leidmiseks pole tihti piisavait and-
meid, siis pakub suurt huvi ka lihtsalt selle suuna maidramine,
kus funktsiooni vidédrtused suurenevad. Tavaliselt koostatakse
tundmatu funktsiooni jaoks lineaarne regressioonimudel ja loe-
takse, et funktsiooni -maksimumpunkt asub mudeli gradiendi
suunas. I. Petersen nditas, et selliselt talitades saame liiga opti-
mistlikud ‘hinnangud: funktsiooni tegelikel vaartustel on tendents
olla vidiksem mudeli vaartustest mudeli gradiendi suunas. Gra-
dientsuuna asemel nditas 1. Petersen suuna, mis arvestab mudeli
erinevat tdpsust. Muude huvitavate omaduste korval on funkt-
sigoni tegelike wvaartuste kasvamise tGendosus selles suunas
maksimaalne.

Selle jarel asus I. Petersen laiendama klassikalise regressioon-
analiiiisi mudelit. Regressioonanaliiiisi tiheks raskeks momendiks
on asjaolu, et ainult erandjuhtudel vo6ib enne tdpselt maiérata
funktsioonide klassi, mille lineaarse kombinatsioonina on Kkir-
jeldatav funktsioon ligilahedaselt esitatav. Sageli voetakse
Weierstrassi teoreemile toetudes ette poliinoomide klass. Kui
tthemuutuja funktsioonide korral on tavaliselt kiillaldaselt vaat-
lusandmeid pollinoomi koigi kordajate usaldatavaks méiaramiseks,
siis mitmedimensionaalsel juhul on olukord halvem. Koos polii-
noomi astmega kasvab jarsult madratavate kordajate arv.
Funktsiooni kohta pole kiillaldaselt informatsiooni, et piirduda
mone mittetdieliku poliinoomiga. Nende raskuste iiletamiseks on
I. Petersen to6tanud kahes suunas.

Esimene regressioonanaliiiisi iildistus seisneb selles, et nou-
takse lineaarse ldhenduse adekvaatsust ainult lokaalses mottes,
s. o. et identifitseeritav funktsioon oleks iga punkti timbruses
aproksimeeritav tuntud funktsionaalide lineaarse kombinatsioo-
niga. Sellise ldhenemisviisi korral on mudeli kordajad valitud
aproksimeerimispunkti funktsioonid. Leitakse nihutamata ja vaik-
seima ruutkeskmise veaga hinnang, mis on lineaarne funktsioon
vaatlustulemustest. Vabaks jddb aproksimeerimispunkti valik ja.
seda asjaolu saab erinevatel eesmarkidel kasutada. Toodud
mudelit kasutades andis I. Petersen niiteks meetodi mittelineaarse
programmeerimisiilesande lahendamiseks, kui maksimiseeritava
funktsiooni kohta on teada vaid tema ligikaudsed véaédrtused
vaatlustulemustena.

Teine suund regressioonanalitiisi iildistamisel seisneb selles,
et eeldatakse identifitseeritava funktsiooni kuulumist nn. taastava
tuumaga funktsioonide klassi. See ldhenemisviis voimaldas
1. Petersenil saada kvadratuurvalemite teooriale toetudes terve
rea huvitavaid identifitseerimisvaleméid. Nditeks vaatles I. Peter-
sen iithemuutuja funktsioonide identifitseerimist juhul, kui vaat-
luspunktideks on Tsebosovi poliinoomide nullkohad. Saadakse
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seos funktsioonide diferentsiaalomaduste ja nende ldhenemisel
tekkiva ruutkeskmise vea vahel. Selline ldhenemisviis vbéimaldab
funktsioonide diferentsiaalomadustest lahtudes saada aprioorset
hinnangut vajalike mootmiste arvu kohta.

Eriti tulemusrikkaks osutus taastuva tuumaga funktsioonide
klasside uurimine mitmemuutuja poliinoomide identifitseerimiseks
sobivate katseplaanide leidmisel. Optimaalsete diskreetsete katse-
plaanide tipne leidmine on mitmedimensionaalsel juhul lootuse-
tult raske ilesanne. Nn. pidevate katseplaanide teooria ‘annab
diskreetsete katsepunktide asemel mododu, mille jargi katsepunk-
tid jaotuvad. Kuid dispersiooni minimaksi méttes optimaalne pidev
katseplaan soltub identifitseeritava poliinoomi astmest ja peale
iiksikute erandjuhtude pole teada meetodeid tema leidmiseks.
I. Petersen leidis, et kui identifitseerimispiirkonnaks on n-dimen-
sionaalne iihiksfaér, siis on heade omadustega mooduks TSeboSovi
moot. Korgete astmetega poliinoomide korral on vastav katse-
plaan ligildhedaselt sama hea kui optimaalne plaan. Sellega lahen;
das 1. Petersen viga tdhtsa probleemi katsete planeerimise teoo-
rias. Real konkreetsetel juhtudel on I. Petersen leidnud ka TSe-
bosovi mébdule vastavad diskreetsed katseplaanid. Vordlemine
pidevate optimaalsete. plaanidega niitab, et leitud katseplaanide
viga ei erine oluliselt vea teoreetilisest alampiirist. 1. Petersen
on tédtanud vilja ka meetodi uute katseplaanide leidmiseks tun-
tud katseplaanide otsekorrutisena.

Koikidel juhtudel pborab 1. Petersen suurt tdhelepanu teoree-
tiliste tulemuste rakendamisele praktikas ja saadud algoritmide
realiseerimisele arvutil.

Matemaatilise statistika vallas saadud pohitulemused moodus-
tavadki Ivar Peterseni doktorivditekirja sisu.

*

Méodunud aastate jooksul on mitmed 1. Peterseni aspirandid
kaitsnud oma kandidaadivéiitekirju: T. Tobias arvutusmatemaati-
kast, U. Jaaksoo adaptiivse juhtimise probleemidest, I. Mauer
mittelineaarsest planeerimisest jt. Ka praegu juhendab ta mitme
noore inimese ponnistusi. N

: *

Jah, aga Ivar Petersen kui inimene?

Véga tore inimene! :
*

Mo6odunud aasta detsembris omistati Kiiberneetika Instituudi
teadusala asedirektorile Ivar Petersenile doktorikraad. Soovime
teenekale matemaatikule ja iihele Kiiberneetika Instituudi palge
kujundajale palju onne ja ootame uusi mehetegusid.

Téokaaslased
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SULEV ULM ARVUTUSMATEMAATIKA DOKTORIKS

29. oktoobril 1970 kaitses Tal-
linnas ENSV Teaduste Akadee-
mia fiiiisika-matemaatika- ja
tehnikateaduste osakonna nou-
kogu ees edukalt oma doktori-
vditekirja «Uurimusi mitteline-
aarsete operaatorvorrandite ja
skstreemumiilesannete lahendus-
neetodite alalt» ENSV TA
Kiiberneetika Instituudi mate-
maatiliste meetodite sektori
vanem teaduslik ‘tootaja Sulev
Ulm. Viditekirja oponeerisid

fiiiisika-matemaatikadoktorid
M. K. Gavurin Leningradist,
D. E. Allahverdijev Bakuust ja
G. A. Medvedjev Tomskist.

Sulev Ulm siindis 26. juulil
1930 Lddnemaal Oru vallas Ja-
lukse kiilas (praeguses Haap-
salu rajoonis) kooliopetaja pere-
konnas. Ta 10petas 1944. aastal
Suure-Lahtru algkooli ja 1949.
aastal kuldmedaliga Haapsalu I Keskkooli, kus tema matemaatika-
opetajateks olid G. Tooming ja V. Sillandi. Aastatel 1950—1955
oppis ta TRU Matemaatika-Loodusteaduskonna matemaatikaosa-
konnas, mille 16petas kiitusega.

S. Ulmi teadusliku uurimist66 pohisuund sai alguse juba {ili-
koolipdevilt. Selle kujunemisel etendas olulist osa matemaatika-
ringi véike t66riihm, mille 1953. aasta siigisel organiseeris mate-
maatikaosakonna IV kursuse iiliopilastest tollal esimest aastat
oppejouna téétav Ulo Kaasik ning mille iiheks aktiivseks liikmeks
oli S. Ulm. Selles riihmas hakati uurima Newtoni meetodile
lahedasi iteratsioonimeetodeid mittelineaarsete vorrandite lahen-
damiseks. Tuginedes prof. G. Kangro loetud suurepirasele
‘funktsionaalanaliiiisi erikursusele ja U. Kaasiku loetud funktsio-
naalanaliiiisi lahendusmeetodite erikursusele iildistati need ite-
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ratsioonimeetodid operaatorvorrandite lahendamiseks ning uuriti
nende koondumist: funktsionaalanaliiiisi vahenditega. Uldistamine
voimaldas neid mieetodeid kasutada ka mittelineaarsete vorrandi-
siisteemide ning integraal- ja diferentsiaalvorrandite lahenda-
miseks.

U. Kaasiku juhendamise! valminud diplomit6os «Moénede ite-
ratsioonimeetodite koonduvusest Banachi ruumis» konstrueeris
-S. Ulm operaatorvorrandite lahendamiseks neljandat jarku tap-
susega iteratsioonimeetodi, mis sisaldab operaatori tuletisi kuni
kolmanda jarguni, ning todestas selle koonduvuse. Kasutatud
metoodika voimaldas tdpsustada ka Newtoni meetodi ja kolman-
dat jarku t{apsusega iteratsiponimeetodite koonduvusteoreeme.
Diplomitéo tulemused on ilmunud trikis TRU Toimetiste 42. vihi-
kus (1956). Mirgime, et samas U. Kaasiku uurimisrithmas val-
misid ka L. Kivistiku ja allakirjutanu diplomitdéd, mis hiljem
on edasi arendatud kandidaadivaitekirjadeks.

Newtoni meetodile lahedaste iteratsioonimeetodite uurimist
jatkas 'S. Ulm aastatel 1956—1959 aspirantuuris TPI matemaa-
tikakateedri juures, kus tema juhendajaks oli akad. A. Humal.
Kandidaadivaitekirja «lteratsioonimeetodite koonduvuskiisimuste
késitlemisest majorantide printsiibil» kaitses ta Tallinnas 1960.
aastal. Viitekirjas on vilja tootatud metoodika majorantide
printsiibi abil iteratsioonimeetodite koonduvusteoreemide toesta-
miseks, mille korral eeldatakse vorrandi lahendi olemasolu. Selle
metoodika abil on viitekirjas toestatud rida teoreeme Newtoni
meetodi modifikatsioonide ja analoogide koonduvuse kohta. Tava-
liselt antavate iteratsioonimeetodite koonduvusteoreemide eeldus-
test jdreldub ka vorrandi lahendi olemasolu. Kui aga on teada
vorrandi lahendi olemasolu ja piirkond, kus lahend asub, siis
S. Ulmi tulemused vdéimaldavad sageli ndidata iteratsioonimeeto-
dite koondumist norgematel eeldustel ning tapsustada veahinnan-
guid.

Parast aspirantuuri lopetamist asus S. Ulm 1959. aastal toole
noorema teadusliku t66tajana ENSV TA Energeetika Instituudis.
ENSV TA Kiiberneetika Instituudi loomisel 1960. aastal siirdus
ta kcos mehaanika ja rakendusmatemaatika sektoriga sinna. Ala-
tes 1963. aastast on ta Kiiberneetika Instituudi (algul arvutus-
keskuse, hiljem matemaatiliste meetodite sektori) vanem teadus-
lik tootaja. Vanema teadusliku tootaja kutse anti talle 1970. aastal.

S. Ulm on Kiiberneetika Instituudi arvutusmeetodite téoriihma
juhiks. Tema juhendamisel on kaitsnud kandidaadiviitekirja prae-
gune TPl o6ppejoud Heino Koppel (1968), tema praegused t66-
kaaslased Kiiberneetika Instituudis Valdur Poll (1969) ja Otu
Vaarmann (1970) ning Eesti Maaviljeluse ja Maaparanduse Tea-
dusliku Uurimise Instituudi teaduslik tédlaja Alvar Olm (1971).
S. Ulm on pidevalt andnud konsultatsioone teaduslikele ja inse-
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nerichnilistele tootajatele matemaatikaalastes kiisimustes. Tiheda-
maid véliskontakte on tal Saksa DV matemaatikutega. '

S. Ulm on toéotanud Kiiberneetika Instituudi ametiiihingu-
komitee abiesimehena ja esimehena. Alates 1967. aastast on ta
ENSV TA fiiiisika-matemaatika- ja tehnikateaduste osakonna
vaitekirjade kaitsmise noukogu liige.

Rea aastate viéltel on S. Ulm lugenud TPI-s tunnitasu alusel
korgema matemaatika kursust ja arvutusmeetodite erikursust.
Koos TPI matemaatikakateedri dppejou M. Leviniga on S. Ulm
kirjutanud «Arvutusmeetodite kdsiraamatu» (1966) ja «Masina-
ehitaja kdsiraamatu» peatiiki «Matemaatika» (1968).

Kiiberneetika Instituudis t66tamise ajal on S. Ulm jéarjekind-
lalt jatkanud teaduslikku uurimist66d, mille tulemused ongi kokku
voetud doktorivéditekirjas. Uurimist66 tulemused on avaldatud
aastatel 1963—1970 ENSV TA Toimetistes ilmunud 21 teadusli-
kus artiklis ning lisaks veel monedes artiklites, mis on ilmunud
iileliidulistes ajakirjades ja kogumikes.

Touke uuele uurimissuunale S. Ulmi teaduslikus loomingus
andsid 1961. aastal ilmunud noukogude matemaatiku A. S. Ser-
gejevi ja saksa matemaatiku J. W. Schmidti suhteliselt vaikesed
artiklid, milles iildistati koolude meetod operaatorvorrandite
lahendamiseks Banachi ruumides. S. Ulm konstrueeris ka kor-
gemat jdrku tdpsusega ilteratsioonimeetodite ja gradientmeetodite
interpolatsioonanalooge, mille arvutuseeskirjades on
operaatori tuletised asendatud vastavate iildistatud diferentssuhe-
tega, ning toestas nende meetodite koonduvuse tema poolt juba
varem kasutatud majorantide printsiibil. See toestusmetoodika
voimaldas S. Ulmil tapsustada ka Sergejevi ja Schmidti tulemusi
koolude meetodi koondumise kohta.

‘Sammuks edasi S. Ulmi uurimustes on Stefienseni mee-
todi iildistamine operaatorvorrandite lahendamiseks 1964. aas-
tal. Steffenseni meetod on samuti ruutkoonduvusega nagu New-
toni meetodki, kuid tema oluliseks eeliseks Newtoni meetodi ees
on asjaolu, et temaga arvutamisel pole vaja leida operaatori
tuletiste vadrtusi, vaid ainult operaatori ja selle diferentssuhte
vadrtusi. Néiteks vorrandisiisteemi

fi(xy, Xa, ..., xp) =0 (i=1,2,...,n)

lahendamisel Newtoni meetodiga tuleb igal sammul lisaks funkt-
sioonide f; vairtustele arvutada veel osatuletiste ofi/ox; (i,j=
=1, 2, ..., n) vaidrlused. Sama vorrandisiisteemi lahendamisel
Steffenseni meetodiga tuleb aga igal sammul arvutada ainult
n(n -+ 1) funktsioonide f; vairtust. See toob kaasa olulisi liht-
sustusi vorrandisiisteemide lahendamisel elektronarvutis, sest
langeb dra vajadus programmide koostamiseks n? osatuletise
vaartuste arvutamiseks. S. Ulm on konstrueerinud mitmeid Stef
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fenseni meetodi modifikatsioone ja analooge ning uurinud nende
koondumist. Stefienseni meetodi koonduvusteooriat on oma vdite-
kirjas edasi arendanud S. Ulmi aspirant H. Koppel, kes iildistas
operaatorvorrandite lahendamiseks Aitkeni meetodi, mis erijuhuna
sisaldab Steifenseni meetodi.

Mittelineaarsete operaatorvorrandite lahendamisel koolude,
Newtoni, Steffenseni jt. seda liiki meetodite abil tuleb igal iterat-
sioonisammul lahendada lineaarne operaatorvorrand voi leida
vastava poordoperaatori vadrtus. S. Ulm konstrueeris 1967. aas-
tal Newtoni ja Stefienseni meetodile ldhedasi iteratsioonimeeto-
deid, mille korral kasutatakse po6rdoperaatori jarkjar-
gulist aproksimeerimist. Doktoritéé kaitsmisel (itles
M. K. Gavurin end varem olnud arvamusel, nagu vo6iks konst-
rueerida ainult selliseid ruutkoonduvusega iteratsioonimeetodeid,
mille igal sammul tuleb lahendada lineaarseid operaatorvorran-
deid. S. Ulmi konstrueeritud meetodid litkkasid selle arvamuse
iimber. Pohjalikumalt on uurinud pdordoperaatori jarkjdrgulisele
lahendamisele tuginevaid iteratsioonimeetodeid S. Ulmi aspirant
O. Vaarmann.

Diferentssuhteid sisaldavate iteratsioonimeetodite konstrueeri-
mise, uurimise ja rakendamise kdigus tootas S. Ulm vélja ildis-
tatud diferentssuhete teooria alused Banachi ruu-
mis. See teooria on tema doktorivéitekirja tugisambaks. Pohilised
tulemused iildistatud diferentssuhete tecorias sai S. Ulm 1966. aas-
tal ning samal aastal ta tutvustas seda teooriat ja selle rakendusi
oma ettekandes rahvusvahelisel matemaatikute kongressil Mosk-
vas.

S. Ulm analiiiisis esimest jarku iildistatud diferentssuhte
varem kasutatud definitsioonide puudusi ja voorusi ning definee-
ris selle moiste nii, et {ihelt poolt oli suhteliselt lihtne arendada
iteratsioonimeetodite teooriaid ning teiselt poolt nende meetodite
rakendamisel konkreetsete vorrandisiisteemide lahendamiseks
saada sobivaid arvutusalgoritme. Edasi defineeris S. Ulm sobival
viisil ka korgemat jarku iildistatud diferentssuhted ning andis
Banachi ruumides Newtoni interpolatsioonivalemi mitmeid iildis-
tusi, mis on pohivalemiteks iteratsiooniprotsesside konstrueerimi-
sel ja uurimisel. Ta néditas voimalusi diferentssuhete konstrueeri-
miseks konkreetsete operaatorite ja funktsionaalide jaoks, mis
sageli esinevad rakendustes.

Alates 1966. aastast on S. Ulmi tdhelepanu koéitnud iteratsiooni-
meetodid funktsionaalide lokaalsete ekstreemumite leidmiseks,
eriti optimaalse juhtimise iilesannete lahendamiseks. Diferentsee-
ruva funktsionaali f(x) ekstreemumkohad on teatavasti operaa-
torvorrandi G(x) =0 lahenditeks, kus G(x) = gradf(x). See-
tottu saab ekstreemumiilesande lahendamisel kasutada naiteks
koolude ja Steéffenseni meetodit. Seejuures tuleb aga arvutada
funktsionaali gradiendi (tuletise) vaartusi. Uldistades Schmidti
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meetodit tihe muutuja funktsioonide ekstreemumite leidmiseks,
konstrueeris S. Ulm 1968. aastal funktsionaalide ekstreemumite
leidmiseks selliseid iteratsioonimeetodeid, mille rakendamisel ei
tule arvutada funktsionaali gradiendi vaartusi, vaid ainult selle
esimest ja teist jarku iildistatud diferentssuhete vdartusi. Lihe-
malt uuris ta nende meetodite rakendamist optimaalse juhtimise
iillesannete  lahendamisel, kusjuures tdsiseid raskusi tuli {iletada
sobivate diferentssuhete konstrueerimisel. S. Ulmi aspirant V. Poll
vaatles pohjalikumalt seda tiiiipi meetodite rakendamist mitme
muutuja funktsioonide ekstreemumite leidmisel.

Praktikast kerkinud mittelineaarse planeerimise ja diskreetse
optimaalse juhtimise iilesannetes tuleb minimiseerida v6i maksi-
miseerida paljude argumentide funktsioone. Argumentide suure
arvu korral on selliste tilesannete lahendamine vaga raske. R. Bell-
manni véiljendi jadrgi tuleb siin voidelda «mitmedimensionaalsuse
needusega». Viimasel paaril aastal on S. Ulm peatdhelepanu
koondanud meetoditele, mis aitavad voidelda selle «mitmedimen-
sionaalsuse needusega» ning ka siin saanud mitmeid olulisi tule-
musi.

S. Ulm on aastatel 1969—1970 vilja téotanud uusi meeto-
deid ja skeeme nn. hierarhiliseks ehk mitmenivooli-
seks optimiseerimiseks. Kahenivoolise optimiseerimise
korral jaotatakse ldhteiilesanne reaks véiiksemateks osaiilesanne-
teks, mis soltuvad teatavalest parameetritest. Parameetrid tuleb
leida nii, et saame ldhteiilesande optimaalse lahendi. Parameet-
rite leidmiseks moodustatakse iteratsiooniprotsess, mille kiigus
lahendatakse osaiilesandeid. S. Ulm naditas, et iteratsiooniprot-
sessi moodustamisel saab edukalt kasutada koolude, Steffenseni
jt. sellelaadilisi meetodeid. Kui ka osaiilesanded on kiillaltki suu-
red, siis v6ib neid omakorda jaotada veel viiksemateks iilesanne-
teks, mis annab juba kolmenivoolise optimiseerimise jne.

1970. aastal on S. Ulm valja téotanud agregeerimis-
meetodi juhtimiste suboptimaalseks siinteesiks.
Agregeerimismeetodi korral asendatakse suuremdotmeline ofsi-
tavate vektor vdiksemamodtmelise vektoriga, mis on moodustatud
lahtevektori lineaarkombinatsioonidest. Vaiksemamaoéotmelise opti-
maalse juhtimise iilesande lahendamise teel leitakse ldhteiilesande
suboptimaalne juhtimine. S. Ulm on andnud algoritme sobivate
lineaarkombinatsioonide moodustamiseks.

Need on moned suletombed S. Ulmi uurimistodst, mis jatkub
suure intensiivsusega eriti optimaalse juhtimise ja mittelineaarse
planeerimise lahendusmeetodite viljatéotamise alal.

E. Tamme
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RAHVUSVAHELINE MATEMAATIKUTE KONGRESS iCM NIZZA 1970

U. Lumiste

Jirjekordne Rahvusvaheline Mate-
maatikute  Kongress  (International
Congress of Mathematicians), seekord
juba  kuueteistkiimnes !, peeti 1.—1i0.
septembrini 1970 prantsuse kuurordi-
ja ilikoolilinnas Nizzas. Kongressist
volsid osa ligikaudu 3000 matemaatii-
kut maailma paljudest maadest. NSV
Liidu delegatsiooni koosseisus ol
107 matemaatikut, eesotsas akadeemi-
kud M. A. Lavrentjev, L. S. Pontrja-
gin, S. L. Sobolev jt. Eesti NSV
matemaatikuid seekord kongressil ei
olnud.

Kongress avati Nizza Naitusepa-
lees (Palais d Exposition} 1. septemb-
ril. Kongressi presidendi Jean Lerav
avasonale jdrgnes organiseeriva ko-
milee presidendi Jean Dieudonné sd-
navott. Prantsuse valitsuse esindaja
Olivier Guichard't ja Nizza linnapea
tervitusiele jdrgnes Fieldsi preemia
virskete laureaatide autasustamine.
Senisele 14 laureaadile? lisandusid:
S. P. Novikov?® (NSVL), J. Thomp-
son (USA), A. Baker (Inglismaa) ja
H. Hironaka (USA).

Kongressi t66 oli korraldatud jérg-
miselt, Hommikupooliti olid Néituse-
palees plenaaristungid, millel esitati
tavaliselt kaks tihetunnilist ettekannet.
Pirastlounatel oli t66 sektsioonides,
kus - peeti 15-minutilisi ettekandeid
avaldatud programmi ja teeside koha-
selt, ning seminarides, kus viljakuulu-
tatud ainevaldkonnas oli igaiihel sona-
votuoigus.

' Eelmiste kohta vt.
ja kaasaeg, XIl, 3—15.

2 Vt. Eesti Noukogude Entsiiklo-
peedia, 2. kd., 1970, ik. 313.

3 Vt. Matemaatika ja
XIV, 106—107.

Matemaatika

kaasaeg,
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Kongressi programmis olid jdrgmi-
sed plenaarettekanded (loetelu on an-
tud esitamise jarjekorras):

S. S. Chern. Diferentsiaalgeomeet-
ria: tema moodunu ja tulevik.

T. Kato. Kiirguse teooria ja pideva
spektri  héiritus.

E. M. Stein. Harmoonilise analiiiisi
moningad probleemid seoses siimmeet-
riliste ruumidega ja poollihtsate rith-

madega.

R. Bott. Integreeruvuse topoloogili-
sed obstruktsioonid.

H. J. Keisler. Mudelite teooria.

C. T. C. Wall. Geomeetriline topo-
loogia: muutkonnad ja struktuurid.

L. S. Pontrjagin. Diferentsiaal-
manoud.
P. A, Grifiiths. Transtsendentsed

mneetodid algebralises geomeetrias.

G. I. MartSuk. Arvutusmatemaa-
tika meetodid ja probleemid.
W. Feit. Praegune olukord
lihtsate rithmade teoorias.

A. Baker. Efektiivsed meelodid ar-
vuteoorias.

}]. M. Gelfand. Lopmatute Lie al-
gebrate kohomoloogiad: uued vaate-
kohad integraalgeomeetrias.

R. W. Floyd. Algoritmide korrekt-
suse kontrollimine.

O. B. Lupanov. Kontrollisiisteemi-
de keerukuse asiimptootilised hinnan-

loplike

gud.

R. G. Swan. Algebraline K-teooria.
W. Browder. Muutkonnad ja homo-
{oopiateooria.

L. Hérmander. Lineaarsed dife-
rentsiaaloperaatorid.

1. Tate. Sombolid aritmeetikas.

Sekisioone tootas kongressil kuus,
kuid nad olid viga ebavordsed oma.
ulatuselt. Seda niitab kasvoi alasekt-



sioonide hulkade vordlemine. Kuigi
sektsioonidele A, B, C, D, E ja F ei
olnud programmis antud nimetusi ja
. viimased olid vaid alasektsioonidel
(nait. C3. Diferentsiaalgeomeetria),
siiski voib antud kuuele tdhele anda
tingliku sisu jargmiselt:

A. Matemaatiline loogika.

B. Algebra ja arvuteooria (6 ala-
sektsiooni).

C. Topoloogia ja diferentsiaalgeo-
ineetria (5 alasektsiooni).

D. Analiiis ja funktsiooniteooria
(12 alasektsiooni).

E. Rakendused fiiiisikas, mehaani-
kas, statistikas jm., arvutusmatemaa-
tika (8 alasekisiooni).

F. Matemaatika ajalugu ja opeta-
mine (2 alasektsiooni).

Kongressi Iopuistungil Naitusepa-
lees tehti teatavaks Rahvusvahelise
Matemaatika Assotsiatsiooni juhatuse

valimise tulemused. Assotsiatsiooni
uueks presidendiks on Sveitsis tootav
india paritoluga matemaatik K. Chand-
rasekharan, asepresidentideks L. S.
Pontrjagin (NSVL) ja H. Cartan
(Prantsusmaa). Rahvusvahelise Mate-
maatika Opetamise Komisjoni presi-
dendiks valiti H. Freudental (Hollan-
di).

Kongressi todst vabal ajal korral-

dati delegaatidele ekskursioon Nizza
lahedal asuvasse IBM-i moodsasse
arvutuskeskusesse ning Vahemere

rannikul Cannes'isse ja Monte-Carlosse.
Tuntuimad kongressist osavdtiad viidi
ithe! konverentsipdevadest erilennukeil
valitsuse pidulikule vastuvotule Pariisi.
Noukogude Liitu esindasid  sellel
M. A. Lavrentjev ja L. S. Pontrjagin.

Jirgmine rahvusvaheline matemaa-
tikute kongress otsustati kokku kutsu-
da 1974. aastal Kanadas.

KUJUNDITE ERISTAMISE SEMINAR SANGASTES

E. Tiit

26.—29. novembrini 1970 toimus
Sangaste lossi ruumes asutustevahe-
line teaduslik seminar «Kujundite eris-
tamine». Selle organiseerijateks olid
TRU matemaatikud (matemaatilise sta-
tistika ja programmeerimise kateede:
ning arvutuskeskus) ja sotsioloogid.

Kujundite eristamisena! tuntakse
arvukaid matemaatilis-kiiberneetilisi
meetodeid, mida kasutatakse niihasti
tritki- kui ka késikirjalise teksti luge-
miseks mingi masina poolt, haile (ko-
ne) eristamiseks, meditsiiniliste, tehno-
loogiliste voi ka geofiiiisikaliste kove-
rate «lugemiseks», aga samuti ka me-
ditsiiniliseks diagnostikaks arvuti abil.
Samasse valdkonda kuuluvad sisuliselt
ka arvukad rithmitamise, klassifitseeri-
mise ja taksonoomia meetodid, mida
sageli rakendatakse sige. mitmes tea-
dusharus — Dbioloogias, geoloogias,
majandusteaduses, pedagoogikas, sot-
sioloogias. Tuleb mirkida, et kaasajal
vaga paljude suuremodtmeliste statis-

! Vi. A, Riesen. Riadgime ku-
jundite eristamisest. — Matemaatika
ja kaasaeg, XIII, 1k. 35—47.

tikallesannete eesmargiks on leida
mingi eeskiri materjali klassifitseeri-
miscks voi rihmitamiseks. Erilist huvi
pakub sotsioloogiliste kiisitluste tule-
musena saadud inaterjali rihmitamine
{eatud mottes iihtsetesse rithmadesse.
Selletoitu ongi mitmes meie vabariigi
arvutuskeskuses ning uurimisasutuses
valja todtatud rithmitamismeetodeid,
mille realiseerimine on t66 mahukuse
tottu moeldav vaid elektronarvutitel.
Kuigi seminar oli moeldud eeskitt
vabariigi matemaatikutele ning monin-
gate {leiste erialade (eriti sotsioloo-
gide) esindajatele, kes puuluvad kokku
rithmitamise probleemiga, oli osa vot-
ma kutsutud ka rida nimekaid spetsia-
liste teistest liiduvabariikidest. Saabu-
nud kiilaliste seas oli kiiberneetik-aka-
deemik A. G. Ivahnenko Kiievist, teh-
nikadoktorid J. J. Neimark Gorkist ja
A. G. Frantsuz Leningradist, molemnad
arvukate  meditsiinilise  diagnostika
alaste matemaatiliste i66de autorid.
Ulevaateettekande tegi 1. B. Mutsnik
Moskva Juhtimisprobleemide Instituu-
dist, iihest sellealaste toode iilemaa-
ilmselt tunnustatud keskusest. Osavot-
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jaid oli saabunud veel Moskvast (ka
Moskva iilikooli statistika laboratoo-
riumist), Novosibirskist ja mujaltki.
Suuremat tdhelepanu péilvisid veel
TPI arvutusmatemaatika kateedri juha-
taja L. Vohandu, Kiievi kiiberneetikute
I. V. Vassiljevi ja V. K. MaluSenko

ning Tartu sotsioloogide A. Murutari
ning U. Vooglaiu ettekanded. Viima-
sed valgustasid sotsioloogilise mater-
jali tootlemiisel TRU arvutuskeskuses.
saadud tulemusi ja nende tolgendamist,
TRU matemaatikutest esinesid aspirant
M. Lanin ja dots. E. Tiit.

«LIHTSAID JA KEERULISI»
J. Gabovits

Nii nimetab oma uut raamatut
(Kirjastus «Valgus», Tallinn, 1970)
Ulo Kaasik. Autor pakub lahendami-
seks 200 nn. keerdiilesannet. Mis need
on, see selgub juba raamatu eessdnast,
kus autor iitleb? «Kooli iilesannetest
erinevad keerdiilesanded eeskitt selle
poolest, et nad pole midratud mitte
niivord teadmiste ja oskuste omanda-
miseks, kui just huvitavaks (ja ka
kasulikuks) ajaviiteks, Keerdiilesanne-
te lahendamisel pole reeglina tarvis
mingeid erilisi teadmisi, kiill aga visa-
dust ja voimet loogiliselt arutleda.»

Raamatu peamiseks vooruseks tuleb
lugeda seda, et ta on joukohane ja
huvipakkuv igale lugejale, soltumata
erialast, east ning teaduslikust kvali-
fikatsioonist.

Ulesanded on jaotatud kiimnesse
rubriiki. Et rubriikide nimetused on ta-
bavalt valitud, siis annab jdrgnev sisu-

kord lugejale hea ettekujutuse, mis
laadi {ilesannetega on tegemist.

1. Arutlegem loogiliselt!

2. Toesuud. auspoolikud, luiska-

mid ja jumalad.
Kes on kes?
Nimekaimud.
Taiesti salajane!
Téhed numbriteks.
Auklik aritmeetika.
Miéngud ja turniirid.
9. Kui téendone on, et...?
10. Loogiline matemaatika.
Ulesannetele eelneb 15-lehekiiljeline
sissejuhatus, kus on toodud need mini-
maalsed matemaatilised teadmised,
mida on vaja iilesannete lahendami-
sel; peale selle on antud kasulikke
napunditeid eritiiiipi %eerdiilesannete
lahendamiseks.

NP oA
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Suure osa raamatu mahust (pea-
aegu ?/3) votavad enda alla iilesannete
lahendused. Kui ainult osa iilesandeid
on originaalsed ning ndevad esma-
kordselt triikimusta, siis on lahendu-
sed autori enda poolt oskuslikult ja
labimdeldult koostatud. Nagu autor
eessonas oOigusega margib, moodustab
sissejuhatus koos lahendustega keerd-
iilesannetealase oOpiku.

«Matemaatika ja kaasaja» lugeja
leiab raamatust ka iiht-teist tuttavat:
itsna mitmed iilesanded on varem siin
avaldatud. Raamatus jitkub ka (kuigi
seal seda otseselt pole mirgitud) iks
«Matemaatika ja kaasaja» veergudel
alanud «vigikaikavedamine». Nimelt
juhiis H. Espenberg kord (vt. Mate-
maatika ja kaasaeg, XIII, lk. 128)
tihelepanu sellele, et {ihel U. Kaasiku
poolt regulaarseks (itheselt lahendu-
vaks) kuulutatud liitmisiilesandel (vt.
Matemaaltika ja kaasaeg, XI, lk. 113}
on siiski kaks lahendit, ning toi sa-
mas omakorda 3 naidet regulaarsete
lahutamisiilesannete kohta. Niilid nii-
tab U. Kaasik iilesande 108 lahendu-
ses, et kahel neist on koguni kolmr
lahendit!

Kuidas todtada raamatuga «Liht-
said ja keerulisi»? Eessonas ega sisse-
juhatuses ei juhi autor kahjuks lugeja
tihelepanu koige tdhtsamale asjaolule:
drge vaadake vastust enne iilesande
taielikku lahendamist! Lahendused on
moeldud mitte tavaliseks lugemiseks,
vaid lugeja poolt leitud lahenduste
ja vastuste kontrollimiseks. Lugeja
saab tdisménu raamatuga t66tamisest
vaid siis, kui tal jdtkub visadust iiles-
annete jseseisvaks lahendamiseks.



Lenini preemia laureaate

LENINI PREEMIA TOODE EEST TOENAOSUSTEOORIA
PIIRTEOREEMIDE ALALT

E. Tiit

Toendosusteooria piirteoreemid on
olnud traditsiooniliseks uurimissuunaks
Peterburi matemaatikutele juba mésdu-
nud sajandi keskpaigast alates.!

.P. L. TSebdsovi toestatud ja tema
nime kandev vorratus andis pohimee-
todi suurte arvude seaduste tbestami-
seks — nii nimetatakse piirteoreeme,
mis vdidavad teatavate juhuslike suu-
ruste jadade koondumist konstandiks.
Nii néiteks koonduvad suhtelised sage-
dused tdendosuseks; sellel tosiasjal
baseerub praktilises statistikas kasuta-
tav nn. statistiline toendosus, milleks
loetakse eksperimentaalselt leitud suh-
telist sagedust. TéeboSovi ja tema oOpi-
laste A. A. Markovi ja A. M. Ljapu-
novi toddes anti metoodika ka nn.
klassikaliste tsentraalsete piirteoreemide
toestamiseks — need on teoreemid,
mis vididavad teatud tingimusi rahul-
davate soltumatute juhuslike liideta-
vate summa koonduvust normaaljao-
tuseks. Niisugused teoreemid selgita-
vad normaaljaotuse erilist osa loo-
duses (teatavasti on niiteks igasu-
gused mootmisvead, samuti vdga pal-
jud bioloogilised suurused normaal-
jaotusega).

Kuigi tlalkirjeldatud «klassikaliste-
ie» probleemidele piirteoreemide vald-
konnas leiti lahendus juba ammu, on
piirteoreemid praegugi jddnud aktuaal-
seks uurimisobjektiks tdendosusteoo-
rias ja tema rakendusalades. Viljendub
ju mnimelt piirteoreemnides toendosus-
feooriale iseloomulik juhuslike nah-
tuste massilisel kordumisel ilmnev sea-
duspirasus.

Ukskdik  missuguses ‘konkreetses
toendosusteooria valdkonnas uurija ka
ei tegeleks, ikka kerkib tema ette prob-
leem: analiiiisida uuritavat nahtust
mingis moéttes piiril — olgu selleks
siis juhusliku protsessi kulgemine kiil-
lalt pika aja moddumisel, summa
pérast suure arvu juhuslike liidetavate

! Vt. Matemaatika ja kaasaeg, IX,
Ik, 74—90 ja X, k. 70—88.

liitmist, osakese paiknemine pirast
viga paljude «sammude astumists jne.

Kboike seda arvestades ongi mois-
tetav, et Lenini preemia, mis 1970.
aastal omistati noukogude tdeniosus-
teoreetikutele, anti nimelt t66de tsitkli
eest piirteoreemide valdkonnas.

Silmapaistvaimaks teadlaseks virs-
kete laureaatide seas on akadeemik
Juri Vladimirovits Linnik, NSVL TA
V. A. Steklovi nimelise Matemaatika-
instituudi Leningradi osakonna labo-
ratooriumijuhataja. Akadeemik Linniku
erakordsest voimekusest annab tunnis-
tust ka tema biograafia aastaarvudes.2

Siindis (Ukrainas Belaja Tserkovi
kiilas) 8. jaanuaril 1915;

Leningradi iilikooli 16petas 1938;

viitekirja kaitses (omistati doktori-
kraad) 1940;

professorikutse sai 1943;

riikliku preemia sai (t6id arvuteoo-

ria alalt) 1947,
NSVL TA korrespondentliikmeks
valiti 1953;

rahvusvaheliste statistikainstituutide
tegevliikmeks valiti:
International Statistical Institute
1961,
Institute of Mathematical Sta-
tistics 1962;
NSVL TA akadeemikuks valiti 1964.
Linniku triikkis avaldatud td6de
nimekiri sisaldab iile 200 nimetuse.
Kaalukaimad neist on monograafiad
aktuaalsete ning uudsete probleemide
kohta, tolgitud ka paljudesse voorkeel-
tesse. Mainigem, et iiksnes ajavahemi-
kus 1957—1967 on tritkist ilmunud
7 (') originaalset monograafiat, iga-
tiks 200—350 lehekiiljeline (neist vaid
iks kahe autori thistdd), lisaks veel
ithe monograafia iimbertootatud kor-
dustriikk.
Akadeemik Linniku huvialaring on
lai. Oma wuvurimusi alustas ta arvu-

2 Vi Matemaatika ja kaasaeg, VI,
1k. 88—89.
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teooria valdkonnas, piilides siin anda
originaalsete meetodite abil lahendusi
oma raskuse ja lahendamatuse poolest
kuulsaks saanud probleemidele.

Kimmekond aastat pérast iilikooli
I6petamist, juba tunnustatud teadla-
sena arvuteooria alal, huvitus Linnik
toendosusteooriast ning saavutas oma
esimesed tulemused nimelt piirteoree-
mide valdkonnas. Jirgnes viljakas
tegevus kahe teadusharu piirialal: toe-
naosusteooria meetodite rakendamine
(nn. dispersioonide meetod) voimaldab
saada huvitavaid tulemusi arvuteoo-
rias. Edasist loominguperioodi iseloo-
mustab aga huviringi kaldumine toe-
ndosusteooria ja matemaatilise statis-
tika suunas. Juri Linniku initsiatiivil
luuakse statistika laboratoorium Stek-
lovi-nimelise Matemaatika Instituudi
Leningradi osakonnas, mis saab iiheks
statistikaalase uurimistoé keskuseks
Noukogude Liidus.

Ka toendosusteooria ja matemaa-
tilise statistika valdkonnas iseloomus-
tab Linniku toid vastuste otsimine kee-
rulistele, pohilise tdhtsusega problee-
midele ja novaatorliku, sageli vigagi
voimsa  metoodika  viljat66tamine.
Sealjuures on tema t66de temaatika
avar, ulatudes siigavalt teoreetilistest
uurimustest tdendosusteooria, juhus-
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like protsesside teooria ja matemaati-
lise statistika pohikiisimuste alalt kuni
nende praktiliste rakendusteni majan-
duskiisimustes.

Klassikaliste piirteoreemide vald
konda kuulub Juri Linniku uurimu
normaaljaotuseks koondumise kiirus
lohta, kus ta annab efektiivse tap-
sustuse Ljapunovi valemile. Linnikule
kuulub ka uus originaalne toestus klas-
sikalisele piirteoreemile nn. informat-
sioonilise funktsiooni abil. Praktilist
huvi pakub uurimus suurte hilvete toe-
ndosusest piirprotsesside puhul, mis
voimaldab saada varem tuntud Hint-
§ini, Crameri ja Felleri hinnangutest
oluliselt tdpsemaid ja ildkehtivamaid
tulemusi.

Kaudselt siia valdkonda kuuluvaiks
voiks lugeda ka HintSini to66d  piir-
jaotuste (nn. lopmatult jagunevate
jaotuste) alal. Siin uurib ta l6pmatult
jagunevate jaotuste (sealhulgas nor-
maaljaotuse) komponentideks lahuta-
misega seotud kiisimusi, tdestades
muuhulgas, et kiillaltki tildistel eeldus-
tel funktsiooni g kohta jidreldub seo-
sest Y= g(X), kus Y on normaaljao-
lusega juhuslik suurus, et ka X peab
olema normaaljaotusega juhuslik suu-
rus.

Ulaltoodud probleemidega on seo-
tud ka statistikast tulenev iilesanne
— iseloomustada (taastada) jaotust
moningate viljavottelunktsioonide —
nn. statistikute — pohjal, uurides sel-
leks erinevate stalistikute jaotusi ja
vorreldes neid omavahel.

Teistest statistikasuundadest, mida
Linnik on viljelnud, tuleks mainida
eeskitt hiipoteeside kontrolli teooriat.
Nii kuulub Linnikule rida. tulemusi
Behrens-Fisheri probleemi lahendamisel
(hiipoteesi Hg : 1y = m, kontrollimine
juhul, kus m; ja my, on normaaljao-
tuste keskviidrtused, kusjuures vilja-
votete mahud n; ja n., samuti disper-
sioonid ¢,2 ja ¢, on erinevad).

Toodud fiilesande lahendamisel ka-
sutas Linnik metoodikat, mis on ra-
kendatav laiale statistikaiilesannete
klassile — nn. <hdirivate parameetri-
fega» ilesannetele.

Viimasel ajal on J. Linniku todde
hulgas olulisel kohal ka kafseplanee-
rimisega seotud uurimused, samuti on
ta andnud lahendusi mitmele raken-
duslikule f{ilesandele.



Ulejdénud kolm laureaati —

Bidar Abdulovits lIbragimov (siind.
15. juulil 1932 Leningradis)

Juri  Vassiljevits Prohhorov (siind.
15. dets. 1929 Moskvas) ja

Juri  Anatoljevits Rozanov (siind.
7. dets. 1934 Moskvas)

kyuluvad ndukogude matemaatikute

ngoremasse polvkonda. Koigi nende

tepdlaste biograafias on palju iihist:
Ibragimov on Leningradi iilikooli (lo-
petas 1956), Prohhorov ja Rozanov —
Mpskva iilikooli kasvandikud (lopeta-
sidl vastavalt 1949 ja 1957). Koik nad
sdavutasid lithikese aja jooksul pa-
rast {iilikooli 1opetamist fiiiisika-mate-
maatikadoktori kraadi ja professori-
kutse (Prohhorov on ka NSVL TA
kirjavahetajaliige), lbragimovi to6ko-
haks on Leningradi iilikool, Rozanov
ja Prohhov aga tootavad praegu
NSVL TA V. A. Steklovi nimelises
Matemaatikainstituudis (Prohhorov
osakonnajuhatajana).

Kaik laureaadid on umbes 50 tea-
dusliku t66 autorid ning on kirjuta-
nud (nii iiksikult kui ka omavahelises
koostt6s) rea monograafiaid, eriti
aktuaalsete kiisimuste kohta nende
uurimissuundades. Neist moned on
ka mitmesse voorkeelde tolgitud.

Ibragimovi teadusliku tegevuse ise-
loomustamiseks tuleb mirkida tema
huvi statsionaarsete juhuslike protses-
side vastu (need on niisugused prot-
sessid, mille iildiseloom jaab aja kul-
gedes teatud mottes muutumatuks:
igal ajamomendil kujutab statsionaar-
ne protsess sama jaotusega juhuslikku

suurust; seega piisivad néiteks prot-
sessi keskviartus ja dispersioon kons-
tantsena).

Statsionaarsete protsesside jaoks on
Ibragimov toestanud rea piirteoreeme,
viimasel ajal aga uurinud ka stat-
sionaarsete protsesside prognoositavu-
sega seotud moisteid (nn. regulaar-
sust ja tiielikku regulaarsust). Samuti
kuulub lbragimovile rida toéid nor-
maaljaotuse kohta (niihdsti piirteo-
reemide koondumiskiiruse kohta kui
ka Gaussi juhuslike protsesside toe-
niosusteoreetilistest omadustest). Vii-
mased tulemused on kokku voetud
Ibragimovi ja Rozanovi ihistéd tule-
musena ilmunud monograafias.

Prohhorovi teaduslikus tegevuses
on samuti oluline koht piirteoreemi-
dega seotud kiisimustel — ta on uuri-
nud nn. tugevaid suurte arvude sea-
dusi, samuli ka piirjaotuste omadusi.
Viimase aja loomingut iseloomustab
huvi feenindusteooria vastu, samuti
mitmete praktilist laadi statistiliste
ulesannete (geoloogias, keemias) la-
hendamine.

Ka Rozanovi to6d haaravad ees-
kitt piirteoreeme juhuslike protsesside
kohta. Huvitavad on ka tulemused
soltuvate juhuslike suuruste summee-
rimise kohta, samuti normaaljaotuste
kohta lopmatumdodtmelises ruumis, Vii-
masel ajal on ka Rozanovi tééde hul-
gas oluline koht mitmesugustel sta-
tistikaalastel uurimustel niihdsti juhus-
like protsesside statistika kui ka sta-
tistiliste hinnangute teooria valdkon-
nast. )

LOPPES XIX VABARIIKLIK
TAPPISTEADUSTE OLUMPIAAD

Oliimpiaadi  loppvoorule  Tartus
4.—8. mairtsini 1972. aastal kogunes
217 opilast vabariigi 71 koolist. Kol-
me paeva jooksul lahendasid nad kee-
mia, matemaatika ja fiilisika iilesan-
deid. Tulemused tehti teatavaks
8. mirtsil  ilikooli aulas toimunud

pidulikul aktusel, kus voitjatele anti
iile ka hinnalised auhinnad, mis olid
vdlja pandud ENSV Haridusministee-
riumi, Tartu Riikliku Ulikooli, Tora-
vere Observatooriumi, TRU Arvutus-
keskuse ja TRU keemialaboratooriu-
mide poolt.

Matemaatika iilesannete lahendami-
sest votsid osa 176 opilast, neist 67
eriklassidest. Tulemused niitasid, et
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harilike kiasside opilased suutsid kiil-
laltki edukalt voistelda eriklasside opi-
lastega. Individuaalselt osutusid tuge-
vamateks:

8. kl. (33 osavotjat):
Tiit Pikkat (Tallinna 7. Keskkool),
2. Rein Lall (Tartu 2. Keskkool);

9. kl. (54 osavotjat):
Kalle Kulbok (NGo Keskkool),
Anto Unt (Tartu 2. Keskkool);
Juri Knjazihhin (Tallinna 15. Kesk-
kool);

10. kl. (33 osavotjat):
Krista Poolakene (NGo Keskkool),

2. Ago Samoson (Voru 1. Keskkool),
3. Eve Sillastu (Noo Keskkool);

11. kl. (56 osavotjat):

So =

—

1. Gennadi Olenjev (Tartu 4. Kesk-
kooli 10. kl.),

2. Andrei Talapov (Tallinna 15. Kesk-
kooli 10. kl.);

3. Oleg Korsunski (Tallinna 15. Kesk-
kooli 10. kL),

4. Jiiri Metsalu (Tallinna 42. Kesk-
kooli 11. kl),

5. Priit Kaljapulk (Viljandi 1. Kesk-
kooli 11. kl.),

6. Urmas Haud (Viljandi 1. Kesk-

kooli 11. kL).

Olimpiaadi koigil kolmel alal vois-
telnud oOpilastest olid parimad 9. klas-
sis Tartu 2. Keskkooli opilane Anto
Unt, 10. klassis Noo Keskkooli opi-
lane Krista Poolakene, 16puklassis Tar-
tu 4. Keskkooli opilane Gennadi Olen-
jev, 8. klassis kahe ala — matemaatika
ja fiilisika — parim oli Tallinna
7. Keskkooli opilane Tiit Pikkat. Mate-
maatikas ja fiiisikas sai parima kooli
nimetuse ja omandas TRU ridnddiplomi
Noo Keskkool (eelmisel aastal Tartu
2.  Keskkool) ning keemias Tartu
2. Keskkool (eelmisel aastal Noo
Keskkool).

Kuigi oliimpiaadi loppvoorust osa-
votjaile olid voistluspdevad pingeli-
sed, leiti aega ka enesetdiendamiseks
ja kultuurilisteks meelelahutusteks. Toi-
musid ekskursioonid TRU fiilisika- ja
keemialaboratooriumidesse mning koh-
tumised TRU oppejoududega; 8. kl.
opilastele korraldati ekskursioon Noo
Keskkooli, ikiilastati d{eatrit «Vane-
muine».

A. Vassil
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UUSI TEADUSE KANDIDAATE

10 aprillil 1970. a. kaitses oma
vaitekirja «Elastsete-plastsete plaatide
ja koorikute parastkriitilise staadiumi
analtiiis» TRU teoreetilise mehaanik:
kateedri vanemopetaja Elmar Sakkov
Toéod juhendas prof. U. Lepik, opo
neerisid prof. G. Teters (Riia), fiilisika
matemaatikadoktor U. Nigul (Tallinn
ja dots. V. ZubtSaninov (Kalinin).

TRU Matemaatikateaduskonna nou
kogu omistas E. Sakkovile ft’u’jsikl?'f
matemaatikakandidaadi teadusli
kraadi.

E. Sakkov tuletas oma t66s uuri-
tavate iilesannete jaoks Kéarmani tiii-
pi diferentsiaalvorrandid, mis on tép-
semad vorreldes ILee-Ades’i hiipotee-
sist ldhtudes saadud vorranditega, sa-
muti meetodid nende vérrandite lahen-
damiseks. T66 sisaldab rea néiteid
nimetatud meetodite rakendamise koh-
ta elastsete-plastsete plaatide ja koori-
kute pérastkriitilise staadiumi uurimi-
sel. .

Elmar Sakkov on siindinud Maisa-
kiillas 9. juunil 1941. a. Ta Iopetas
1959. a. Moisakiila Keskkooli, kus te-



ma matemaatikadpetajaks oli Georg
Rosenberg. Tartu Riikliku Ulikooli
matemaatikaosakonna lopetas E. Sak-
cov 1964. a. Pirast seda asus ta toole
‘RU teoreetilise mehaanika kateedris-
se, esialgu aspirandina (1965—1968),
spejdrel tootas assistendina ja vanem-
dpetajana.

24. aprillil

1969. a. kaitses oma
vaitekirja «Newtoni meetodi interpo-
latsioonanaloogid  ekstreemumiilesan-
nete lahendamiseks» ENSV TA Kii-
berneetika Instituudi noorem teaduslik
tootaja Valdur Poll. T6od juhendas
sama instituudi vanem teaduslik t66-
taja  S. Ulm, oponeerisid prof.
G. Kangro ja dots. M. Levin.

ENSV TA fiiiisika-matemaatika- ja
tehnikateaduste  osakonna  noukogu
omistas V. Pollile fiiiisika-matemaati-
kakandidaadi kraadi.

Viitekirjas vaadeldakse ildistatud
diferentssuhete baasil konstrueeritud,
tuletisi =~ mittekasutavaid korgema
astme koondumiskiirusega iteratsiooni-
meetodeid mitme muutuja funktsiooni
statsionaarsete punktide (lokaalsete
ekstreemumkohtade) leidmiseks 1opli-
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kudimensionaalses vektorruumis. Need
meetodid laiendatakse ka funktsionaa-
lide ekstreemumkohtade leidmiseks
kinnises kumeras hulgas, s. t. toketega
ekstreemumiilesannete lahendamiseks.
Viitekirjas vorreldakse antud meeto-
deid neile lihedaste meetoditega eks-
perimentide ulatusliku seeria alusel.

Valdur Poll on siindinud Tallinnas
16. juunil 1936. a. Ta lopetas 1954. a.
Tallinna 20. Keskkooli, kus tema mate-
maatikadpetajaks oli M. Usai. Seejarel
lopetas V. Poll 1960. a. Moskva Riik-
liku Ulikooli matemaatikaosakonna.
Ta on tootanud dlikooli lopetamisest
saadik ENSV TA Kiiberneetika Insti-
tuudis. Samas oppis ta aspirantuuris
aastatel 1964—1967. Praegu téotab
V. Poll vanema teadusliku td6tajana
matemaatiliste meetodite sektoris.

28. mail 1970. a. kaitses oma viite-
kirja «Monedest pdord- ja pseudo-
poordoperaatorite jarkjdrgulisel aprok-
simeerimisel pohinevatest iteratsiooni-
meetodeist» ENSV TA Kiiberneetika
Instituudi noorem teaduslik téétaja
Otu Vaarmann. T66d juhendas sama
instituudi vanem {ieaduslik to6taja
S. Ulm, oponeerisid prof. G. Vainikko
ja dots. R. Jiirgenson.

ENSV TA fiiisika-matemaatika- ja
tehnikateaduste  osakonna  noukogu
omistas O. Vaarmannile fiiiisika-male-
maatikakandidaadi kraadi.

Viitekirjas on vilja téotatud ja
teoreetiliselt uuritud rida uusi iterat-
sioonimeetodeid. Pédrdoperaatorite ap-
roksimeerimine baseerub tdkestatud
lineaarsete operaatorite iteratiivsel p66-
ramisel ja toimub kahe ideeliselt eri-
neva ldhenemisviisi alusel. Olenevalt
ldhenemisviisist on saadud kas lineaar-
se voi korgema astme tkoondumiskii-
rusega iteratsioonimeetodeid.

Osa meetodeid on iildistatud juhule,
kui tuletisoperaatoril ei ole poéordope-
raatorit, vaid eksisteerib ainult pseu-
dopéordoperaator ja vaadeldava vor-
randi lahendit otsitakse vahimruutude
mottes.

Kirjeldatud iteratsioonimeetodid on
rakendatavad operaatorvorrandite la-
hendamiseks funktsionaalruumides.
Viitekirjas on fiksikasjalikumalt vaa-
deldud nende rakendusi mittelineaar-
sete vorrandisiisteemide ja integraal-
vorrandite lahendamiseks.
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Otu Tallinnas

siindis
28. novembril 1937, 16petas 1956. aas-
tal Tallinna 2. Keskkooli ja astus sa-

Vaarmann

mal aastal Tartu Riiklikku Ulikooli,
mille 10petas 1961. aastal arvutusma-
temaatika erialal. Pirast iilikooli 1ope-
tamist suunati ta téole ENSV TA
Kiiberneetika Instituuti. Ajavahemikul

15. okt. 1964 — 15. okt. 1965 viibis
staz6orina Kiievis Ukraina TA Kii-
berneetika Instituudis, kus tédiendas

end isedppivate siisteemide alal. Aas-
tatel 1965—1968 oppis ta aspirantuu-
ris ENSV TA Kiiberneetika Instituudi
juures, kus tootab ka praegu noorema
teadusliku tdotajana matemaatiliste
meetodite sektoris. |

Samal koosolekul (28. mail 1970)
kaitses oma véitekirja «Mdoned numbri-
lise integreerimise ekstreemumiiles-
anded» Tallinna Poliitehnilise Instituu-
di matemaatika = kateedri assistent
Eugen Schatz. T66d juhendas sama
kateedri dotsent M. Levin, oponeerisid
prof. G. Kangro ja dots. M. Aksen.

ENSV TA fitiisika-matemaatika- ja
tehnikateaduste osakonna  noukogu
omistas ka E. Schatzile fiillisika-mate-
maatikakandidaadi kraadi.
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Viitekirjas on tuletatud dhe- ja
kahekordsete integraalide arvutami-
seks rida kvadratuur- ja kubatuurvale-
meid, mis {ieatavates funktsioonide
klassides on parimad (jadkliikme hin-
nang on vahim vorreldes teiste sama
tiitipi valemitega). On antud eeskirjad
nende valemite tdpsuse hindamiseks.

Eugen Schatz on siindinud Tallin-

nas 22. veebruaril 1938. Ta lopetas
1955, aasial Tallinna 1. Keskkooli,
kus {ema malemaatikadpetajaks oli

J. Bahmai, ja 1961. aastal Tallinna
Poliitehnilise Instituudi. Seejdrel t66-
tas ta Parnu merekalasadama peainse-
nerina (1961—1963) ia oppis aspiran-
tuuris TPl matemaatika kateedri juu-
res (1963—1966). Alates 1966. aastast
{6otab E. Schatz sama kateedri assis-
tendina.

26. novembril 1970 kaitses Tallin-
na Poliitehnilise Instituudi tldtehnilise
kateedri vanemopetaja Juri Jartsev
ENSV TA fiiisika-matemaatika- ja
tehnikateaduste  osakonna noukogu
ees viitekirja «Moningate interpolat-
sioonitiiipi meetodite koonduvusest ja



. stabiilsusest». To66d juhendas dots.
| A Sirev, oponeerisid prof. G. Vainik-
\ko ja dots. S. Geisberg (Leningrad).
. Jartsevile anti fiiisika-matemaatika-
andidaadi kraad.

Viitekirjas toestatakse rida teo-
eeme interpolatsioonitiiiipi meetodite
Fejéri  kollokatsioon, joonkollokat-
jioon, tavaline kollokatsioon jt.) koon-
luvusest, stabiilsusest ning kollokat-
sioonisiisteemide lahenduvusest mitme-
suguste funktsionaalvorrandite puhul.
Seoses interpolatsioonitiiiipi meetodite
itha suurema kasutuselevotmisega ja
nende realiseerimisega elektronarvutitel
on viitekirjas kdsitletud probleemid,
eriti aga stabiilsusekiisimused, huvi-
pakkuvad ja aktuaalsed.

1931

Jartsev siindis 3. mail

Juri
Leningradi oblastis  OredeZi linnas.
Lopetanud 1952. aastal Viljandi 3.
Keskkooli, kus tema matemaatikaopeta-
jaks oli A. Tanis, asus Jartsev oppi-
ma Tartu Riiklikku Ulikooli. Pérast
iilikooli lopetamist 1957. aastal tootas
ta matemaatikadpetajana Kohtla-Jarve
Maiekeemia Tehnikumis. Alates 1961.
aastast tootab J. Jartsev Tallinna Po-
liitehnilise Instituudi Kohtla-Jarve osa-
konnas.

10*

UUS LEND MATEMAATIKUID
TARTU RIIKLIKUST ULIKOOLIST

1970. a. juunis lopetas TRU Mate-
maatikateaduskonna jirjekordne lend
matemaatikuid. = Matemaatika erialal
kaitsti jargmised diplomit6od:

1. Ait, Olev. Korgema kooli juh-
timiseks vajaliku informatsioonisiistee-

mi  loomise alused. (Juhendajad
E. Rootalu ja T. Kala.)
2. Albert, Manja. D akTOpHBIl

aHaJu3 B HCCIEAOBAHHII YNOBJETBO-
PCHHOCTI 3aBOLCKOro xoanextusa. (Ju-
hendaja dots. E. Tiit.)

3. Berkovit§, Saja. Hrpst u
astomatel. (Juhendaja dots. U. Kaa-
sik.)

4. Elings, Margarete. Simplek-
site meelod mittelineaarsete planeeri-
misiilesannete lahendamiseks. (Juhen-
daja dots. U. Kaasik.)

5. Helemae, Ants. Formalisee-
ritud keelte rakendusvoimalustest oi-
gusnormide uurimisel. (Juhendaja dots.
I. Kull)

6. Hiiesalu, Urve. Téisarvuli-
se planeerimisiilesande lahendamine
simplekstabeli tdisarvulisuse sédilitami-
sega. (Juhendaja dots. L. Kivistik.)

7. Johari, Kristin. Elastsete-
plastsete iihtlaselt kuumutatud sinusoi-

daalsete kaarte stabiilsusest. (Juhen-
daja dots. E. Jogi)
8 Kelder, Tonis. Koonduvus

suunatud perede abil. (Juhendaja prof.
G. Kangro.)

9. Kippasto, Virve. Tartu elanik-
konna demograaliline kirjeldus vilja-
votte pohjal. (Juhendaja dots. E. Tiit.)

10. Kulmet, Reet. Mdiddramata
vorrandisiisteemide  tdisarvuliste ja
osaliselt tdisarvuliste lahendite leid-
mine. (Juhendaja dots. L. Kivistik.)

11. Kahrik, Ulo. Monede tihe-
spektrite numbrilise liitmise ja kalib-
recrimise algoritmid. (Juhendaja dots.
kt. A. Nilson.)

12. Kébas, Marge. Zermelo mot-
tes saavutatud hulkade aksiomaatika.
(Juhendaja dots. kt. A. Tauts.)

13. L ass, Helle. FinkelSteini mee-
tod Boole'i muutujatega osaliselt tais-
arvulise lineaarse planeerimise {iilesan-
de lahendamiseks. (Juhendaja dots.
L. Kivistik.)

14. Lepp, Riho. Uhtlase koondu-
vuse struktuur suunatud peredega.
(Juhendaja prof. G. Kangro.)
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15. Pikk, Jiri. Pingelainete uuri-
mine elastses koorikus karakteristiku-
te meetodiga telgsiimmeetrilise defor-
matsiooni puhul. (Juhendaja tehn. tead.
dr. U. Nigul)

16. Puusemp, Peeter. Moninga-
te rithmade endomorfismipoolriihma-
dest. (Juhendaja dots. J. Hion.)

17. Rebane, Ingrid. Uhest toe-
niosusjaotusest rithmal SO (3). (Juhen-
daja van.-op. T. Méls.)

18. Redi, Kaie. Rithmitamismee-
toditest. (Juhendaja dots. E. Tiit.)

19. Ribovoitra, Mati. Juhusli-
ke vektorite kategooriad. (Juhendaja
van.-6p. R. Tammeste.)

20. Sikk, Jaak. Fourier' kordaja-
te keskmiste omadusi. (Juhendaja van.-
op. M. Tonnov.)

21. Slapikiene, Marju. Ana-
liiiitilisi poolrithmi genereerivate ope-
raatorite héiritusest. (Juhendaja prof.
kt. G. Vainikko.)

22. Talvoja, Viivi. Uhest ak-
siomaatiliselt masratud korrelatsiooni-
kordajate klassist. (Juhendaja van.-Gp.
T. Mols.)

23. Vallner, Tiiu. Kuuendat jar-
ku diferentsiaalvorrandi rajaiilesande

lahendamine diferentsmeetodiga. (Ju-
hendaja dots. E. Tamme.)
24, Vallner, Uuno. Summeeru-

vatest poolrithmadest. (Juhendaja prof.
kt. G. Vainikko.)

95. Villems, Anne. Algoritmili-
se keele BCL modifikatsioonist suurte
diskreetsete  informatsioonimassiivide
todtlemisel. (Juhendajad dots. R. Jiir-
genson ja T. Mikli.)

Riigieksamitega lGpetasid matemaa-
tikaosakonna:
Astel, Helle
Himarsoo, Viive
Kuld, Sirje
Lammertson,
Minnik, Vello
Salumie, Jairi
. Uustalu, Eda
Nendele lopetajatele omistati mate-
maatiku kvalifikatisoon.

Mehhaanika erialal kaitsti jargmi-
sed diplomitood:

1. Heinloo, Mati. ITpobremut
ONTHMH3aIHH MHOFOCHONHBIX cdepHue-
ckiux cocynos. (Juhendaja dots. Nemi-
rovski.)
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3ajayd KpYyYeHHsl KpYIIBIX YINPYIHX H
yrnpyro-nnactTuyeckux crepxuenr. (Ju
hendaja ‘dots Nemirovski.)
Matemaatika pedagoogilises osa
konnas kaitsti jérgmised‘diplomitﬁéc%i

..2. Saks, Enno-Olevi. HéKOTOpble]

1. Afanasjev, Jiri. Bimetalli
kaarte elastilis-plastilisest paindest.
(Juhendaja van.-op. K. Soonets.)

2. Haavasalu, Ardres. Jouko-
hasuse printsiip koolimatemaatikas.
(Juhendaja dots. O. Prinits.) .

3. Jarviste, Tiin. Matemaatika
ja fiiiisika opetamise seostamisest IX
klassis. (Juhendaja van.-op. K. Ari-
va.)

4, Kalmet, Kaarel. Notkete
plaatide elastilis-plastilisest paindest.
(Juhendaja van.-op. K. Soonets.)

5. Kahrik, Tiiu. Korgemasse koo-
li  sisseastujate  matemaatikaalaste
teadmiste nivoost. (Juhendaja van.-op.
J. Reimand.)

6. Lossmann, Ulle. Opilaste
matemaatikaalaste teadmiste soltuvus

opetaja kvalifikatsioonist. (Juhendaja
van.-0p. J. Reimand.)
7. Oidjirv, Hans. B-fokaalne

ia -poolfokaalne pseudokongruents euk-
leidilises ruumis R, (Juhendaja van.-
op. L. Tuulmets.)

8. Ojaperv, Mare. Suurima iihis-
{feguri ja vihima tihiskordse kasitlemi-
sest. (Juhendaja asp. E. Mitt))

9. Sepp, Inna. Teooria ja prak-
tika iihtsuse printsiip koolimatemaati-
kas. (Juhendaja dots. O. Prinits.)

10. Tellas, Helve. Néiijtlikustami-
se printsiip koolimatemaatikas. (Ju-
hendaja dots. O. Prinits.)

11. Vaga. Elts. Moningaid Ri-
bacouri kongruentside iildistusi euklei-
dilisest ruumist R, eukleidilisse ruu-
mi R, (Juhendaja van.-dp. L. Tuul-
mets).

Riigieksamitega 1opetasid mate-
maatika pedagoogilise osakonna:
Hirchon, Helvi
Kivi, Marje
Lippart, Salme
Malv, Silvi ‘

Org, Evi
Siilivask, Kalju
Sinev, Virve
Vaikmets, Tiiu
. Varjas, Aili

Matemaatika pedagoogilise osakon-
na lopetajatele anti matemaatiku, ma-
temaatikaopetaja kvalifikatsioon.
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EESTI NSV-S ILMUNUD MATE-
MAATIKAALASE KIRJANDUSE
NIMESTIK

Oktoober 1969 — september 1970
(Koostanud M. Suurvili)

RAAMATUD

Baron, S, Jirimiéde, E., Rei-
mers, E, S6rmus, T. ja Tonnov,
M. Matemaatilise analiiiisi praktikum.
1. 2. tr. Trt, 1970. 251 1k. (TRU
matem. analiiiisi kateeder.) — Triikitud
rotaprindil.

Bekker, M. B. Matemaatika oliim-
piaadi iilesannete lahendamine. (Met.
materjal.) Tln., 1970. 168 lk. (ENSV
Haridusministeerium. ENSV Vabariikl.
Opetajate Tédiendusinstituut.) — Triiki-
tud rotaprindil.

Espenberg, H. Diferentsiaalar-

vutus, Trt., 1970. 52 lk. (EPA) —
Triikitud rotaprindil.
Hanko, P. Programmeerimine

MALGOL-siisteemis. Loengukonspekt.
Tin, 1969. 94 lk. (TPl arvutusmatem.
kateeder.) — Triikitud rotaprindil.

Harjutusi ja iilesandeid keskkooli
matemaatikakursuse kordamiseks. Tln.,
1969. 64 1k. (TPI matemaatika katee-
der.) — T.1. péérdel  koost.
E.Etverk, A. GarsSnek, A. Kass,
P. Kass, H. Krusberg, M. Tee-
ddr. — Trikitud rotaprindil.

Jiriméde, E. Kompleksmuutuja
funktsioonide teooria. 1—2. 2. tr. Trt.,
1970. (TRU matem. analiiiisi kateeder.)
— Triikitud rotaprindil.

1. Elementaarfunktsioonid. 132 Ik.
. 2. Analiiitilised funktsioonid. 138
K.

Kaasik, U. Lihtsaid ja keerulisi.
[Keerdiilesannete kogu.] Tln., «Val-
gus», 1970. 288 1k.

Kraaving, M, Paluver, N,
Rink, O. ja Vallas, E. Kujutav
geomeetria. Tln., 1970. (TPI.) — Pa-

ralleeltekst vene keeles. — Triikitud
rotaprindil.

Harjutusiilesanded. 64 lk.

Lisaharjutusiilesanded ehituslike
erialade jaoks. 20 lk.

Korgem matemaatika. Programm,

metoodiline juhend ja kontrolltéode
iilesanded. 1—2. Tln., 1969. (TPI mate-
maatika kateeder.) — Tritkitud rota-
prindil.

1. Kaugdppeteaduskonna I kursu-
se ulidpilastele. Koost. E. Etverk,

A. Lohmus, M. Seeru, P. Kass,
A Garsnek 71 lk

2. II kursuse kaugiiliopilastele. Koost.
E. Etverk, H. Roos, T. Jogi,
A. Kass. 40 1k,

Lepik, U. Valitud kiisimusi teo-
reetilisest mehhaanikast. 1. Masspunkti
mehhaanika. 3. tr. Trt., 1969. 37 lk.
(TRU teoreetilise mehhaanika katee-
der.) — Triikitud rotaprindil.

Luigelaht, V. Matemaatika 166-

“vihik. Tin., 1969. (ENSV Korgema ja

Keskerihariduse Ministeerium. Tead.
Met. Kabinet.) — Triikitud rotaprindil.
Ligikaudsed arvutused. 25 1k. .
Sirged ja tasapinnad ruumis. 25 k.

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika oOpetajatele ja oOppi-
jatele. XVI. Trt,, 1969. 206 1k. (TRU.)

Sisu: G. Vainikko. Modnda funkt-
sionaalanaliiisist I. — U. Kaljulaid.
Geomeetrilisest meetodist diofantilises ana-
litiisis. — M. Pedak. Liigsete kitsen-
dustega lineaarsed planeerimisiilesanded. —
A. Leiten, M. Viitso. Téaisarvulised
planeerimisiilesanded. — V. Tinn. Majan-
dusmatemaatika-alasest ettevalmistusest

T3ehhoslovakkia SV-s. — O. Prinits.
Koolimatemaatika ja kaasaeg. — K. Ari-
v a. LobatSevski geomeetria. — M. Levin,

R. Tro3kov. Mdningaid valemeid kolm-
nurkade kohta. — W. W. Sawyer. Mil-
lised on  matemaatiku  omadused. —

. Kaasik. Dekriipteerimisiilesanded.
(Kuidas lahendada keerdiilesandeid I11.) —
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M. Vanem, E. Tamme. Kuidas &piti
lahendama vérrandeid. — U, Kaljulaid.

Vorrandite lahendamise ajaloost. —
P. Miidrsepp 90 aastat akadeemik
L. S. Leibensoni siinnist. — Olo Lumlste

— flifisika-matemaatikadoktor. —1O. Pri-
nits. Prof. Gerhard Rigot milestades. —
Prof. G. Rigo triikitud t66de nimestik. —
U. Kaasik, U. Lumiste. Rfinno Mul-
lari. — R. Mullari.trfikis ilmunud t55d. —
J. Gaiduk, O. Prinits. Professor
1. K. Andronov 75-aastare. — J. I. Gil-
derman, T. 1. Zelenjak. Sergei Lvo-
vit§ Sobolev. — U. Lumiste. Akadeemik
Lev Pontrjagin 60-aastane. — M. A bel, Aka-
deemik Sergei Natanovit§ Bernstein —
E. Luht, E. Meidla, O. Prinits.
Eesti nimekatest koolimatemaatikutest ehk
4 X 70 +1X60. — Enn Nurmistet malesta-
des. — P. Kard. Kas <«liikumishulk» v&i
«lmpulss»? — Uusi teaduste kandidaate. —
Kiilalisloengutega Berliinis. — Jirjekordne
lend matemaatikuid TRU Matemaatikatea-
duskonnast. — Jarjekordne lend keskharidu-
sega matemaatikuid. -- Bibliograafia. —
Ulesandeid.

Materjale keskkooli matemaatika-
kursuse kordamiseks. 1—2. Tln., 1969.
(TPI matemaatika kateeder.) — T.-l.
poordel koost: E. Etverk, A.
Gardnek, A Kass, P. Kass,
H. Krusberg, M. Teeddr. — Trii-
kitud rotaprindil.

1. Aritmeetika ja algebra 112 lk.

2. Geomeetria ja trigonomeetria.
128 1k.

Mitt, E. Hulgateooria ja mate-
maatilise loogika elemendid. (Met. ma-
terjale fakultatiivtundideks.) TIn., 1970.
79 k. (ENSV Haridusministeerium.
ENSV Vabariikl. Opetajate Tiiendus-
instituut.) — Triikitud rotaprindil.

Programme koigile. 2. ALGOL-mai
keele ja translaatori kasutamisjuhend.
‘Koost. K. Adremaa, U. Kaasik.
Trt., 1969. 56 lk. (TRU Arvutuskes-
kus.) — Tritkitud rotaprindil.

Soerd, J. 5—8. klassi opilaste
matemaatikavigade psiihholoogiast.
Tln., «Valgus», 1970. 43 1lk. (ENSV
Ped. TUIL 36.)

Sormus, T. ja Vainikko, G.
Harilikud diferentsiaalvorrandid. 1—2.
2. tr. Trt, 1969. (TRU matem. analiiii-
si kateeder.) — Triikitud rotaprindil.

1. 212 k.

2. 127 lk.

Tammeste, R. Toendosused Hil-
berti ruumides.  Trt, 1969. 108 Ik.
(TRU.) — Trikitud rotaprindil.
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Teoreetiline mehaanika. Programm,
metoodilised juhendid ja kontrollt6o
kaugoppe iiliopilastele. Masinaehitus
peenmehaanika, transpordi ja ehitus{
srialad. TiIn.,, 1969. 95 lk. (TPI teof.
mehaanika kateeder.) — Triikitud rota-
prindil.

Tiit, E. Toendosusteooria. 1. Loen-
gukonspekt. 2. tr. Trt., 1970. 320 Ilk.
(TRU arvutusmatem. kateeder.) — Trii-
kitud rotaprindil.

Topnik, E. Teoreetilise mehaani-
ka iilesannetest. 1. Staatika. Tln., 1970.
120 1k. (TPl teor. mehaanika ka-
teeder.) — Triikifud rotaprindil.

T3ervjakov, V. Matemaatilise
statistika alused. Oppevahend geograa-
fidele. [Tlk. ja tdiend. U. Pragi.]
Trt,, 1970. 76 lk. (TRU.) — Trikitud
rotaprindil.

Oiglane, Hilja, Midramata
integraal asendusvottega. [Harjutuste
kogumik.] Trt., 1970. 71 lk. (EPA)) —
Trikitud rotaprindil.

Oppearvuti «Elma-2».  Tln., 1970.
926 1k. (TPI arvutusmatem. kateeder.)
— T.-1. poordel koost.: L. Prisk. —
Triikitud rotaprindil.

Baapmauun, O. M. O HekoTophiK
MTEPALMOHHBIX MEeTOJAax ¢ NOocienoBa-
TeJbHOH . anfpoOKCUMAaLNel OOPaTHLIX W
ncesaooGpaTtubix  onepatopos  (008).
ArTopedepar JAHCC. HAa COMCKAHHC YUCH.

cren. Kang, ¢us.-Mar. Hayk. Tajanux,
1970. 16 ¢. (AH 3CCP. Coser ¢us.-
MaT. 1 TeXH. HayK.)

Baitumkxko, I M. Komnakruas
annpoOKCMMAaUHS ONEePaTOPOB H TNPHOIK-
JeHHOoe pelueHue ypasuenuii. Tapty,
1970. 192 ¢. (TI'Y.) — Poranpusr.

Buxaaem, K, Mapre K,
Tayrtce, T, Tuiaite, T. u Pyy-
6enb, X. [Iporpammel no HHCKpeTHOMY
NPOrpaMMHPOBAHHIO M  CTAHIAPTHBIE
nporpammer, Tamuux, 1969. 88 c¢. (A
OCCP. Vu-T kuGepHerHkd. Ilporpammet
nasa DIBM «Munck 2/22». Boin. 7.)

HcmuTt, H. Haxoxpexue yraosoro
YCKOPEeHHs Tejia B NJOCKHX 3ajayax
AHHAMHKH TEOPETHYECKOH MEXAHHKH.
Tanaun, 1970. 12 ¢ (TTIH. Kadenpa
TeOpeT. MeXaHHKH.) — PoTanpHHT.



Kyycuxk, B. A, Caps, 2. H. u
Xenuana, Jl. 3. B3JTIOJl-cucrema
AETOMATH3AU KK rporpaMmMmHpoOBaHHs.
1—2. (CnpaBounnk pykoBoactso). Taa-
auH, 1970. (Bemuncmur. nentp IPCIIO.
MH-T 3JEeKTPOHHBIX YIPaBJSIOILKX Ma-
HHH M-Ba TPHGOPOCTPOCHHSA, CPeACTB
2aBTOMATH3aLMH ‘M CHCTEM YyNpaBJeHHs
CCCP. Hu-t xubepnernku AH 3CCP.
HHTH n 11 npp CM 3CCP) —

Poranpunr.
Y. 1. 208 c.
Y. 2. 108 c

Jiniipa, T. B. Hekotopnie Bonpocst
co6CTBEHHBIX KoJeGaHHii M yCTOHYM-
BOCTH 000JI0YeK BpaLlEHHS OTPHUATENb-
Hoii rayccoBoii Kkpususun (023). ABTO-
pedepar amHCC. HA COHCKAHHE YYeH.
cTen. KaHA. ¢u3.-mar. Hayk. Tamiuum,
1970. 16 c¢. (AH DCCP. Coser ¢us.-

MA4T. H TeXH. HAYK.)

Maremartuka. 4. C6opHHK cTaTeii.
Tanaun. 1969. 55 c. (Tpyan Tammuu-
CKoro moJuTexH. uH-Ta. Cepus A.
Ne 280.) — Poranpunr.

Conepx.: A, Xywmaa. Tlapamerpuue-
CKasi CepHA BapHAHTOB ORMOII 3ajadd Ha
MHHHMYM. — @, BuxMaHH O cymMmu-

POBaHHH OLHOTO kaacca OGeCKOHEUHBIX TPO-
u3BelleHHil. — . Buxmanu O cxomH-
MOCTH ABOHHBIX GeCKOHEYHBIX TpoH3Bele-
Hui. — M. Jlesun. 06 onuoit dopmyac
AJSl ABOHHBIX HHTerpasoB. — M. JleBHH,
K. 3unkeab O BHYHCACHHH HEKOTOPBIX

k__
CYMM OT LeaBX yacTed ¢vuknun Yr.  --

M. JTeruu. O6 3CTETHYCCKOM OTIOMIECHHH
rOAel Kk MarteMaTHke. (Pe3yabTATbl oupo-
coB.)) — 3. Wiaun 3aMmcuanue 06 o0i1

SKCTPeMaJibHOH 3aZnaue.

MaremaTuka W TeopeTHdeckas mMe-
xannka. 5, C6opunk crateir. Tanaus,
1970. 111 c. (Tpyam Tanaunckoro mno-
anrexH. un-ta. Cepust A Ne 293) —
Potanprur.

Coaepxk.: M. JleBHHa. O cXOLHMOCTH
KYCOYHO-TIONHHOMUaNAbHbIX NPUGIUKEHHU T
KpaeBoit 3amauyd. — M. Jiesuna. O
CDCJIHCKB&Z[D&TH‘!ECKOﬂ omubxe AJH  OAHOTO
BUla cpauleHHbiXx GYHKHHA. — M. Jl e B M H.
D. Illau. IlocTpoeHHe OXHOM HaWJAydmIe#H
ky6arypoil ¢opmyast — D, Ilaw O ne-
KOTOPBIX MHOI'OUYJIeHaX HaHuMeHbllero YKJ0-
HeHMSt B MeTpMKe L. — 3. Il a u. Haunayu-
¥ass KBalxpaTypHas ¢opMyna masi kKaacca

4

(
bynkunt W X. Pooec.

Lg
B03MOMHOCTD DACCMOTPEHHA  OelCTBHTENb-
HHIX 4YMCel H CHCTeM uMceJd Ha IpPakTH-
YeCKHX 3aHATHAX IO YHMCIOBBIM pAAaM, —
T. JIufiBa. O CcoGCTBEHHBIX HEOCECHM-
METPMYHHX KoJeGanuax o6osloyek Bpalue-
HuA OTPHNATENILHOM TayccoBoi KPHBHA-

(M; 01). —

Bol. — A. UucTAaKoBa O DpHMEHEHUH
merona [amuabToHa-flKo6H B 3anayax Teo-
PHH  YNPYTrOCTH. — UpcTAKOBa.
TeopeMhl B3aHMHOCTH IJA OHHAMHYECKHX
CHCTEM C KOHeYHBIM YHCJIOM CTeneHelt cBO-
6ogm. — I. ToabeT. O Kone6GaHHAX
MeXaHHYecKOil CHCTeMbl € KOHEYHbIM YHCJIOM
creneHed cBoGoAL NPH MeHCTBHH TNpepbiB-~
HOIl NOBTOPHOH Harpy3kH. — O. Cuabne,
B. Twuitkma. Merol YPABHEHHUA  BO3-
MOXHBIX MOU[HOCTelt. — Peasuk. O6G
OAHOH 3ajaye KaydHHA.

MMporpammbr aas ABM «Minsk-22».
M 4. CucreMa AaBTOMATHUECKOrO IPO-
rpamMMmipoBanust aas OBM «MuHCK-22».
Tannuu, 1969. 139 c. (9PCIIO. Buol-
YHCJANT. HeHTp.) — Potanpuur.

Mporpammbl aaa I BM  «MuHck~
2/22». Boin. 7. Buxaacem, K, Map-
re, K, Tayre, T, Tuiite, T. n
Pyy6eans, X. Ilporpammel no amdc-
KPETHOMY TNpOrpaMMHPOBaHHI0O U CTaH-

napTHbic uporpammbl.  Tamanus, 1969.
88 c¢. (AH OCCP. HMu-vr kuGepHeTH-
Ki.) — Poranpusr.

Mporpammset aaa LU BM «Muuck-22».
Boin. 8. Jlaaume-Kyycuxk, JI,
Tayrtc, T. u Peiiro, M. OcHoBHble
NPOrpaMMbl  JIHHEHHOro NpPOrpaMMHPO-
Banusi. [lon, pea. M. Tawmwm. Tanaun,
1969. 178 c¢. (AH D3CCP Hu-1 xubep-

Hetukn.) — Portanpuur.

Peiimang, $. . IpenopaBanue
3/IeMEHTOB JHHEHHOr0 NPOrpaMMHpOBa-
HHA M 3IKOHOMHMYECKOH KHOEpHeTHKH B
cpenHell uiKoJe M pa3BHTHe KHOepHe-
THYECKOTO0 CTHJS MBILIIEHHA YYalUlHXCsE

(13.731). Astopedepar amcc. Ha co-
IICKaHile yueH. crell. Kadja. (hu3s.-Mar.
nayk. Tapry, 1969. 40 c¢. (TI'Y.)

CakkoB, D. 3. AHaIH3 3aKpuTH-
YECKOW CTaJiMH  yNnpyro-njiacTu4ecKux
naactun n oBoaouex (023). AsTopede-

pat QIHcc. Ha COHCKaHHC Y4eH. CTell.
KaHx. ¢us.-mar. nayk. Tapry, 1970.
12 c. (TIY))

Cuabae, O. OcHOBHbe BONPOCHY
TeOpPHH OTHOCHTeJbHOocTH. Tasind, 1970.
169 c. (TIIHM. Kadeapa teoper. mexa-
HHKH.) — Poranpuur.

CucreMa MOAYJALHOrO NPOrpaMMHpO-
sagus aas OBM «Munck-22». Ornagka
W pemenHe 3axad. Tamanun, 1970. 88 c.
(Hayu.-Hccren. M NPOEKTHO-TeXHOJX.
HH-T CHCTeM IUIaHHPOBaHHA M YNpaB-
JeHHusl B 3JexTponpom-ctn). — Pora-
APHHT.,
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Tpyast BbiuucanteanHoro Uentpa.
Bumn. 19. Tapry, 1970. 96 c. (TTY). —
Poranpunr.

Copepx.: 0. Tandep. Peleuue OH-
HaMHUECKHX MoJesell PaBHOBECHS TPOH3BOIL-
crBa. — A, JleliteHn O6 oxuoM cmnocobe
HOCTPOEHUs] Ce4YeHH NDH pelIeHHH YacTHYHO
IeNOYHCAEHHBIX 3afay. — TFa6obHu.
Manasi 3anaya . kommuBosixepa. — E. [a -
SoBHu. 3ajaua KoMMHUBOsIKepa. I.

Twyry, 3. X. Cncrema moayJb-
HOro nporpammupoBaHus 1ja IBM
«Mmuuck-22». Obuee onucanue. Taj-
auH, 1970. 50 ¢ (Hayw.-uccaem. #
TIPOEKTHO-TEXHOJI. HH-T CHCTeM IIaHH-
POBAHWS M YNPABJECHHS B  3JEKTPO-
npoMm-ctn.) — PoTanpusr.

Yasm, C. I0. HccnemoBanumg mno
MeTonaM pelueHHs HeJHHERHBIX onepa-
TOPHBIX YPaBHEHHH M 3aaay Ha 3KCTpe-
mym  (008). Asmropedepar mucc. Ha
COHCKAHHe YYeH. CTell. X-pa (H3.-MaT.
Hayk. Taanuu, 1970. 46 c¢. (AH 2CCP.
CoBeT (U3.-MaT. ¥ TeXH. Hayk.)

Ilaw, 3. M. Hexotopsle 3kcTpe-
MaJibHble 33244 YHCJEHHOro MHTEerpH-
posanus. (01.008). Asropedepar mucc.
HA COHCKaHHE YYeH. cTen. KaHA. (¢H3.-
maT. Hayk. Tammum, 1970. 16 c¢. (AH
ICCP. CoBer (H3.-MaT. H TeXH. HayK.)

DQ#uunaya, . Pykosoacrso no
BBIYUCANTENLHOMY NPAKTHKYMY. Ta/linH,
1970. 68 c¢. (TIIN. Kadempa marema-

THKH.) — Potanpunr.
ARTIKLID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia
Toimetised. Fiiiisika. Matemaatika.
Tln., 1969.

Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid
{vene k., resiimeed eesti ja inglise k.):

U. Kaljulaid. Méningate kvaasipro-
jektiivsete muutkondade kohomoloogilisest
dimensioonist. — U. Jaansoo. Lineaarse
inertsivaba julitimisobjekti parameetrite re-
kursiivsest hiridamisest. — A. Siimon.
Trigeri viéljundis eksisteeriva signaali aja
koordinaatide madramine loogiliste skeemide
analitiitilise kirjeldamise keeles.

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid
(vene k. restimeed eesli ja inglise
k.):

E. Kinnap. Kone siintees. —_
‘G. Kangro. Bohri-Hardy tiiipi summeeru-
vustegureist antud kiiruse puhul. II. —

Ingrid Mauer. Kaks meetodit rangelt
kumera ruutprogrammeerimisiilesande lahen-
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damiseks. — 1. Petersen. Taastavate tuu-
made ning vihimruutude meetodite vordlus.
— I. Petersen. ldentifitseerimine vord-
tipsete modtmiste jdrgi. — L. Mihheje-
va, H. Salum. Boole’'i funktsioonide mi-
nimiseerimine maskide meetodil. — M. Le-
vin, E. Schatz. Uhest ositi integreeri-
mise valemi iildistusest kahekordse inte-
graali puhul. — M. Levin. Uhest ekstre-
maaliilesandest.

Eesti NSV Teaduste Akadeemia Toi-
metised. Fiiiisika. Matemaatika. Tin.,
1970.

Nr. 1. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti, inglise ja
saksa k.);

B. Tamm. Moned siisteemprogrammee-
rimise kontseptsioonilised kiisimused. —
G. Kangro. Tauberi tingimuste ndrgen-
damisest. — I. Petersen. Polinoomide
identifitseerimine ringil taastavate tuumade
meetodi abil. — L. Ainola. Lineaarse mit-
tesiimmeetrilise elastsusteooria variatsioon-
printsiipidest. — Ainola. Hamiltoni-
Ostrogradski printsiibi modifikatsioon alg-
viirtusiilesannete jaoks. — I. Petersem,
K. Puck. Kolmanda astme regressioon-
katsete optimaalsest planeerimisest sfdiris.

Nr. 2. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja inglise
keeles).

1. Petersen. Kubatuurvalemid ringil

—1
kaaluga (1--r?) /2 _ | petersen. Uhest
T¥eboSevi moododu omadusest n-dimensiooni-
lisel keral. — M. Levin. Arvulise integree-
rimise parimatest fikseeritud solmedega va-
lemitest. — $. U 1m. Uhest suboptimaalsete
juhtimiste sfintcesi meectodist— V. Alad -

jev. Isepaljuncvate automaatide teooriast
tulenev matriitside probleem. — T. Salu-
vere, Vaige Salum, E. Lippmaa.

Kahe Lorentzi tiiiipi joone summa komno-
nentideks lahutamise algoritm. — S. Ulm.
Diinaamilise  siisteerni  detsentraliseeritud
juhtimisest.

Eisen, L. Opetajate arvamusi 2.
klassi matemaatikaprogrammi ja oppe-
kirjanduse kohta. — Nouk. Kool, 1970,
nr. 5, lk. 390—396.

Eilverk E.ja Telgmaa, A Na-
turaalarvude hulga kisitlus 4. klassi

wues matemaatikaopikus. — Nouk.
Kool, 1970, nr. 8, k. 603—609.
Etverk, E. ja Vihman, A

Uuest seitsmenda klassi matemaatika
programmist ja dpikust. — Nouk. Kool,
1969, nr. 10, lk. 788—790; nar. 12,
1k. 942—947. Nr. 12 autor E. Etverk.

Kivi, J. Norbert Wiener. — Ho-
risont, 1970, nr. 5, lk. 20—27.

Koppel, Aare. Matemaatikata
pole fiilisikat. — Horisont, 1970, nr. 7,
k. 14—19.



Lepamaa, A. Toendosusteooria ja
matemaatilise  statistika  terminitest
ning siimbolitest. — Oppemetoodilisi
kiisimusi. 7. 1970, lk. 138—143.

Levin, A. ja Levin, M. Trigono-
- meetriliste vorrandite lahendite ana-
liis. [7. klass.] — Nouk. Kool, 1970,
nr. 3, lk. 194—199.

Levin, M. Matemaatika ja reli-
gioon. [Ateistlikust kasvatusest mate-
maatika tunnis.] — Nouk. Kool, 1970,
nr. 1, lk. 71—74.

Lints, A. Kuidas opetada mate-
maatikat 3. klassis II o6ppeveerandil.
— Nouk. Kool, 1969, nr. 10, lk. 791—
795; nr. 11, 1k. 838—840.

Lints, A Kuidas Gpetada mate-
maatikat 3. klassis 111 oppeveerandil.
— Nouk. Kool, 1970, nr. 1, k. 36—41;
nr. 2, lk. 122—124,

Liﬁts, A. Kuidas opetada mate-
maatikat 3. klassis IV Oppeveerandil.
— Nouk. Kool, 1970, nr. 3, lk. 189—
194.

Lohmus, J. Tunnustus diferent-
siaalvorrandite teooria koolkonnale.
[Matemaatikute O. LadoSenskajale ja
N. Uraltsevale 1969. a. riikliku pree-
mia andmise puhul.] — Horisont, 1970,
nr. 3, lk. 19—20.

Moro, M. Uhetehteliste tekstiiles-
annete lahendama Opetamine 1. ja 2.
klassis. [Ajak. «Hauanbnas 1mxosa»,
1969, Ne 11. Lihend.] — Nouk. Kool,
1970, nr. 6, lk. 435—438.

Prinits, O. Prolessor G. Rigo

«Matemaatika Opetamise metoodika»
késikirja lehitsedes. — Nouk. Kool,
1970, nr. 7, lk. 497—502; nr. 8, lk.

573—576.

Tamm, B. Pikalt lihikeselt reisilt.
[Ameerika arvutustehnika konverent-
silt. Las Vegas. 1969.1] — Noorus,
1970, nr. 3, lk. 41—44.

Timanok, A. Uliopilaste iseseis-
vast 160st teoreetilise mehaanika oman-
damisel. — Oppemetoodika kiisimusi,
7, 1970, 1k. 29—38.

Usai, M. Analoogia ja selle ra-
kendamine matemaatika opetamisel. —

Nouk. Kool, 1969, nr. 11, lk. 834—
837.

Usai, M. Toé6st matemaatikas tu-
gevamate opilastega. — Nouk. Kool,

1970, nr. 7, lk. 513—518.

Valma, R. Arvutustehnika-alane
konverents Vilniuses. — Side, Raadio,
Televisioon, 1970, nr. 3, 1k. 23—25.

Anéyrawmsuau, A H. Cucrema
OpPraHu3aluy  BCTYMHTEJIbHBIX 3JK3aMe-
HOB 1O MaTteMaTHKe B ['py3HHCKOM no-
JITEXHHYECKOM HHctuTyre HM. B. H.
JlennHa. — Bonpocsl MeTonukun o00y-
yennus, 6, 1969, c. 69—76.

Annux, K, Konneas, X, Jle-
BuHa, M. u Pyycranas 3. Byny-
LM MHXeHep U MarTeMaTHka. — Bo-
npocel MeTOHMKH ofyueHns, 5, 1969,
c. 79—87.

IFoanpcT, I'. 3nayeHue Kypca Teo-
pPeTHUEeCKOl MeXaHHKH B TNOJATOTOBKe
Oyaymero uxxKeHepa. — Bonpocbl Me-
Tonuku oGyuenus, 5 1969, c. 115—118.

Foarvcr, T. O Bonpocax yayume-
HHsSl TIPENOLABAHHA Kypca TeopeTHUe-
CKOil MexaHnku. — Bonpocn MeronH-
KH obyuenus, 7, 1970, c. 144—150.

IMManysep, H.  Meronnueckue
YK43aHUSI 110 M3YUCHHIO Kypca Hadep-
TaTeNbHON reoMeTpun. — Bompocsr Me-
TOAMKH obyucHus, 5, 1969, c. 102—109.

bliirnane, X. A. IlporpaMMupo-
BaHHOe OOyueHHe Ha TPAKTHYECKHX 3a-
HATHSIX 10 BbICHIEH MaTeMaTHKe. —
Bonpocst metomukn o6yuenus, 6, 1969,
c. 185—188.
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ULESANDEID ELEMENTAARN}ATEMAATIKAST

1. Téisnurkse kolmnurga siseringjoone puutepunkt jaotab hiipotenuusi osa-
deks pikkustega a ja b. Leida kolmnurga pindala.

2. Kauplusse saabus miiiigile 6 {ilikonda vastavalt hinnaga 48, 55, 60, 68,
76 ja 85 rubla. Esimesel pdeval miiiidi kolm, teisel pdeval kaks iilikonda. Milli-
sed iilikonnad miiidi teisel pideval, kui on teada, et esimesel pieval saadi
lilikondade miiiigist kaks korda rohkem raha kui teisel pdeval?

3. Leida vorrandisiitseemi
X + X2X3X4 = 10
Xg + X1X3x4 = 10
X3 -i- X XoXq = 10 <
Xy X XoX3 = 10

reaalarvulised lahendid.

4. Kolmnurga iks nurk on 120° ja kiiljed moodusta\ad aritmeetilise prog-
ressiooni. Tdestada, et kiiljed suhtuvad nagu 3:5:

5. Kolmnurk ABC, mille siseringjooneks on rmgjoon keskpunktiga O ja
raadiusega r, rahuldab vorratusi OA << OB, OA << OC. Leida tipu A geomeet-
riline koht.

KOGUMIKU KUUETEISTKUMNENDA VIHIKU ULESANNETE
LAHENDUSED

Ulesande nr. | lahendus, Oletame, et meeskondadest A ja C kumbki ei
mangi finaalis. Siis on iilesande tingimusi arvestades lihtne kindlaks teha, et
finaalis mangiksid kolm meeskonda D, E ja F, mis pole voimalik.

Oletades, et meeskondadest C ja E kumbki ei méngi finaalis, jouame jal-
legi vastuoluni.

Samal viisil iilesandes nimetatud iilejddnud paare analiiisides jouame vastu-
seni: finaalis kohtuvad meeskonnad A ja E.

Ulesande nr. 2. lahendus. Kahekohalised kiimnendsiisteemi arvud osutuvad
viiendsiisteemis kas kahe- voi kolmekohalisteks.
Olgu abs = bay. Siis
5a4-b=7b 4 a,
2a = 3b,
a=3 b6b=2
Olgu abes = cba;. Siis
25a +5b ¢ =49c + 76 + a,
b = 12a — 24c,
a=25b6=0,c=1] voi a=4,b6=0,c=2.
Teine lahend ei sobi, kuna ta annab kolmekohalise kiimnendsiisteemi arvu.
Seega on otsitavateks arvudeks 17 ja 51.
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Joonis I. Joonis 2.

Ulesande nr. 3 lahendus.

Juht I (punkt O asub kolmnurga sees; joon. 1). Olgu BK ja CL kolmhurga
korgused. Siis AAKB = AOKC, sest AB=0C, /AKB= /OKC=9%" ja
/ABK = /OCK (ristuvate haaradega nurgad). Jarelikult BK=CK, s. o.

ABKC on vordhaarne tdisnurkne kolmnurk, mistottu /ACB = 45°,

Juht 11 (punkt O asub valjaspool kolmnurka; joon. 2). Olgu A/ | OB ja
BK | AO. Siis NAKB = AOKC. Jiarelikult BK == OK, s. o. AOBK on vord-
haarne tdisnurkne kolmnurk ning /OBK = 45°. Seega /ACB = 180° — /ICB =

== 180° — / OBK — 135°.

Ulesande nr. 4 lahendus. Rekurrentsest valemist leiame, et

2u; — 1 Suy — 4 14u, — 13
Uy = ————"] 3= Uy = ————.
22— 5—-4U| 14 — 13y,

Siin esinev korrapirasus lubab oletada, et
(371 4 huy — (31— 1)
B+ 1)— (@3 —1)u

g =

Antud valem on loestatay malemaatilise indukisiooniga ({oestal!).
Kui 4y 5= 1 ning (3" '--1) — (3" ' — Duy #= 0 (n==2,3,...), siis

1 1
(oo () o

n— 0 7> 00 1 1 { —_lﬁlll
(55 )

Kui uy, = 1, siis up =1 ja lim u, =1

N>~ oo

Ulesande nr. 3 lahendus. Esitame aniud vorrandi kujul

202 —(2x2 — 7x + 4)a — (x% — 3x% + 2x) = 0.



Lahendades selle vorrandi a suhtes, saame kaks lahendit:
x

a=—= a=x?—3x 42
Lahendades viimased kaks vorrandit x suhtes, leiame
3+ Y1+ 4a

X = —2a, X2,3 = 5 -

KOGUMIKU EELMISES NUMBRIS ILMUNUD BRIDZIULESANNETE
LAHENDUSED

(Ulesanded vt. «Matemaatika ja kaasaeg», XVII, lk. 6)

1. Nelja kaardi tombamiseks 52-kaardilisest pakist on kokku Cs* erinevat
voimalust. Nelja masti vahel saavad need kaardid jaotuda iildse jirgmisel
viiel viisil: (4,0,0,0), (3,1,0,0), (2,2,0,0), (2,1,1,0) ja (1,1,1,1). Erinevate
voimaluste arvud koigi nende viie jagunemisviisi jaoks on juba lihtsalt leitavad:

(4,0,0,0) esinemiseks on C-Ciat voimalust,
(3,1,0,0) esinemiseks on Cl-Ci®-Cis' - Gyl voimalust,
(2,2,0,0) esinemiseks on C2.Cpt-Cyy? voimalust,

(2, 1,1,0) esinemiseks on Cyl-C32. Cs2- Ci3l- Ci3! vdimalust,
(1,1,1,1) esinemiseks on Ci' - Cisl-Ci3t - Cra! voimalust

(kuigi meid huvitab vaid neljas nendest arvudest, voime niiiid kontrolliks veen-
duda, et koigi viie arvu summa on ikka tdepoolest Csp'). Otsitavaks toendosu-
seks saame seega:

Cit-Cig2- C32- Cp3l - Cys! 158 184 10

Cog* 970 725 17

2. Aprioorsed toendosused kuue puuduva kaardi jaotumiseks suhtes 3:3
ja 4:2 on kiill vastavalt

Ce® . Cyo'® _ . Cet+ Cao® + Cg? - Cop! _
-—E;;E— = 0,355 Jja Cog'® = 0,485

(ning seega tuleks nagu panna [0), kuid antud olukorras pole nende tdeniosus-
tega midagi peale hakata, sest neis pole arvesse vdetud otsustamise momen-
dini saadud tdiendavat informatsiooni. Nimelt teame me juba vasakpoolse vas-
tase kolme ning parempoolse vastase kahte kaarti. Vastaste iilejdanud 21 kaardi
hulgas paiknev meid huvitava masti S saab niiiid tGendosusega 10:21 (= Ca®:
1 Cy1%) olla vasakpoolse ja toendosusega 11:21 (= Cy!?: Cy!%) parempoolse
vastase kies. See tiahendab, et 4 panek on veidi eelistavam.

Kui enne vaadeldava masti juurde asumist on mingus voetud -juba m tihi
(m << 9), siis ei muutu konealused toendosused, sest eelmistesse tihidesse selle
masti kaarte ei visatud.

3. See iilesanne voib isegi monele kogenud bridZiméngijale niida eelmisega
identsena, kuigi asi pole sugugi nii. Tuleb nimelt arvestada, et kui parempool-
sel vastasel oleks olnud S, 70 ja 6, siis teise (voi esimese!) kaardina oleks ta
voinud visata nit /0 kui ka S (isegi vdheste kogemustega mingija viskab sel-
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lises olukorras esimesena vahel korgema, vahel aga madalama kaardi), kui tal
oli aga ainult /0 ja 6, siis polnud enam mingit valikuvabadust.

Vastaste kies oleva 26 kaardi koigi voimalike (Cg!%) jaotumiste hulgas lei-
dub Cg!! niisugust, mille korral parempoolsel vastasel on vaadeldavast mastist
vaid 10 ja 6, ning Cg!° niisugust, mille korral tal on S, /0 ja 6. Umbes pooltel
kordadel viimastest oleks ta aga visanud /0 asemel S. Seega suhtuvad nende
kahe voimaluse esinemise sagedused nagu

Co! 20

1 11’
— . Cyl® .

2

mis tdhendab, et vaadeldavas iilesandes on 9 panek peaaegu kaks korda eelista-
tavam kui 4 panek.

Praktiliseks kasutamiseks voib saadud tulemust meeles pidada jargmise
lihtsa reeglina (the principle of restricted choice): kui vastane viskab
dra korge kaardi, siis on toendosem, et tal ei olnud
valikuvabadust. Toome selle reegli rakendamise kohta veel iithe néite.
Olgu vaadeldav mast jaotatud jargmiselt:

lepingutaitjal: 4 2, lauas: K /1075 3.

Lepingutditja kidib A, millele vasakpoolne vastane viskab 4, parempoolne aga S.
Jargnevalt kdidud 2 peale paneb vasakpoolne vastane 6. Kas suurima arvu tihide
saamiseks vaadeldava mastiga fuleb lauast panna /0 voi K (eeldades muidugi
tihi iileandmise voimalusi teistes mastides)?

Sonastatud reegli kohaselt peame niiid oletama, et parempoolsel vastasel
polnud valikuvabadust (s. t. tal oli kdes ainult S, mitte E ja S), ning panerna
Tauast 70. Kontrollime! Niisuguseid jaotusi, mille korral parempoolsel. vasta-
sel on vaadeldavast mastist kas ainult S voi E ning S, leidub vastavalt Cyo'?
ja Cx'!, kuid viimastest oleks ta pooltel juhtudel visanud E. Seega sageduste
suhteks saame

Cyol2 3

i
- Col!

mis naitab, et /0 panek on téepoolest eelistatavam (vdimaluse, et parempoolse
vastase kies on E, S ja veel niditeks 8, jilame vaatlusest vilja, sest sel korral
saab iga midnguga neli tihi).

ROOSINUPU 3. TEOREEMI! TOESTUS

Teoreem. Leidub vaid iiks paariskohaline algpalindroom (ja nimelt 11).

Toestus tugineb (pdhjendamist siin vist mittevajavale) jaguvustunnusele:
arv jagub 1l-ga parajasti siis, kui tema paaritutel kohtadel olevate numbrite
summa ja paariskohtadel olevate numbrite summa vahe jagub 11-ga (niit.
723456 789 jagub 1l-ga, sest (7434+54749) — (24-4+6-+8) =31 —
—20=11). Kui aga tegemist on paariskohalise palindroomiga, siis on nime-
tatud summade vahe alati null. Seega jagub iga selline palindroom I11-ga ning
saab olla algarv vaid teiste tegurite puudumisel.

! Vi k. 80.
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