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HILBERTI PROBLEEMID

M. Kilp

11 rahvusvahelisel matemaatikute kongressil 1900. a. Pariisis
esines matemaatika ajaloo ja b.bliograafia ning matemaatika 6pe-
tamise ja metodoloog.a sektsiooni ihisel koosclekul ettekandega
«Matemaatilised probleemid» Goéttingeni iilikooli 38-aastane pro-
fessor David Hilbert. Ei enne ega pdrast 1900. aastat ei ole
leidunud matemaatikut, kes oma teadusliku ettckande oleks
piihendanud kogu matemaatika probleemidele. Hilbert aga, selleks
ajaks teadusemaailmas juba hasti tuntud oma téédega invarian-
tide teooriast, geomeetria alustest ning algebralisest arvuteoo-
riast, oli matemaatik, kelles matemaatilise motte joud oli har-
mooniliselt ithendatud tohutu laiahaardelisusega, ning tema ette-
kanne avaldas matemaat.ka hilisemale arengule erakordselt suurt
moju. Ettekandest moéddunud rohkem kui 70 aasta jooksul ei
kaotanud selles esitatud probleemid oma aktuaalsust. Nende
lahendamisele on oma joupingutused suumanud paljud kdesoleva
sajandi koige silmapaistvamatest matemaatikutest. Nende problee-
midega seotud ideede edasiarendamine moodustab suure osa kogu
meic sajandi matemaatikast.

Kéesolevas kirjutises piiiitakse anda lihiillevaade Hilberti
esitatud probleemidest. Eri probleemide juures peatume kas vihem
voi rohkem (voi ei peatu iildse) — olenevalt sellest, kuivord nad
alluvad kirjutise autori norgale sulele. Pohilise algallikana on
kasutatud Hilberti ettekande venekeelset teksti! ning samas raa-
matus avaldatud kommentaare.

Enne konkreetsete probleemide juurde asumist anname sona
Hilbertile endale — esitame katkeid tema ettekande sissejuhata-
vast osast.

«Kes meist ei tahaks korvaldada katet tuleviku eest, et kas
v6i hetkekski heita pilk meie teadmiste tulevastele edusammudele
ning tema arengusaladustele ldhematel aastakiimnetel? Millised
on need eesmirgid, mille endale seavad jargmise polvkonna juh-

! Ivl‘]poﬁnemu Tnan6epra. COGopuuk nonx pepaxumesr I1. C. Anexkcaunapo-
B a. ., 1969.
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tivad matemaatikud? Millised uued meetodid ning faktid avasta-
takse matemaatika laial ning rikkal tegevusvéljal uuel sajandil?

Ajalugu opetab, et teaduse areng on pidev. Me teame, et igal
sajand.l on omad probleemid, mille jirgnev ajajdrk kas lahendab
voi heidab korvale kui kasutud, et nad uutega asendada. Et endale
ette kujutada matemaatiliste teadmiste arengu voimalikku ise-
loomu ldhemas tulevikus, peame oma kujutluses 1dbi vaatama
kiisimused, m's on veel lahendamata, ning probleemid, mida piis-
titab kaasaegne teadus ning mille lahendusi me tulevikult ootame.
Selline probleem’de iilevaade tundub mulle praegu, uue sajandi
kiinnisel, eriti 0.geaegsena. Ei sunni ju iimmargused aastanumbrid
meid ainult minevikku tagasi vaatama, vaid suunavad meie motet
ka tundmatusse tulevikku.

Ei ole vo malik eitada seda suurt tdhtsust, mis on teatud
probleemidel kogu matemaatika arengu jaoks, ning seda tdhtsat
osa, m'da nad etendavad iiksiku teadlase t6os. Iga teadusharu
on elujouline niikaua, kuni temas on kiillalt uusi probleeme. Uute
probleemide vdhesus tdhendab teadusharu véljasuremist voi ise-
seisva arengu léppemist. Nagu koik inimeste ettevotmised on seo-
tud ithe voi teise eesmdirgiga, nii on ka matemaatiline looming
seotud probleem’'de seadmisega. Teadlase joud tuleb ilmsiks
probleemide lahendamisel: ta avastab uusi meetodeid, leiab uusi
seisukohti, tema ees avanevad laiemad ja vabamad horisondid.

On raske ning tihti isegi voimatu ette digesti hinnata iiksiku
iilesande tdhtsust, sest 10ppkokkuvottes maéadrab tema véaidrtuse
see kasu, mille ta toob teadusele. Siit vorsub kiisimus: kas on
olemas iildisi tunnuseid, mis iseloomustavad head matemaatilist
probleemi?

Uks vana prantsuse matemaatik on 6elnud: «Matemaatilist
teooriat vo:b lugeda tdiuslikuks ainult siis, kui sa oled teinud ta
niivord selgeks, et oled nous tema sisu selgitama esimesele vastu-
tulijale». Selle selguse ning arusaadavuse noude, mis on siin nii
jarsus vormis piistitatud matemaatilise teooria kohta, piistitaksin
ma veelgi teravamalt matemaatilise probleemi suhtes, kui ta pre-
tendeerib tdiuslikkusele, sest selgus ja arusaadavus ju koidavad
meid, liigne keerulisus ning ebaselgus aga toukavad eemale.

Edasi, matemaatiline probleem peab olema niivord raske, et
see meid ko.daks, ning samal ajal mitte paris ligipddsmatu, et
meil pingutusi m'tte lootusetuiks teha, ta peab olema teetdhiseks
keerulistel radadel, mis viivad varjatud todedeni, 16puks peab ta
meid autasustama roomuga leitud lahendusest.

Mo66dunud sajandi matemaatikud pithendusid moningate ras-
kete iilesannete lahendamisele, nad oskasid Gigesti hinnata rasket
iilesannet. Ma meenutan ainult Johann Bernoulle’i {ilesannet kii-
reima laskumise trajektoori kohta. «Nagu néditavad kogemused,»
iitleb Bernoulle oma f{ilesandest teatades, «miski ei sunni tarku
pdid nii suure jouga toole teadmiste suurendamiseks kui raske
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ning samal ajal kasulik iilesanne.» Ning seetottu loodab ta pil-
vida matemaatilise maailma tdnu, kui ta esitab iilesande oma
aja viljapaistvaimatele analiiiitikutele, et nad vdiksid tema nagu
proovikivi kallal katsetada oma meetodeid ning méota oma joudu.
Sellest Bernoulle’i ning teistest samalaadsetest {ilesannetest kas-
vas valja variatsioonarvutus.

Tihti juhtub aga, et iiks ja sama probleem kerkib iiles kiillalt
erinevates matemaatikaharudes. Nii on lithima trajektoori prob-
leemil tdhtis ajalooline ja pohimétteline osa iiheaegselt geomeetria
alustes, koverate ja pindade teoorias, mehaanikas ja variatsioon-
arvutuses. Nagu veenvalt niitas F. Klein, on probleemil korra-
parastest hulktahukatest suur tdhtsus {iheaegselt elementaargeo-
meetrias, rithmateoorias, algebraliste ning dilferentsiaalvorrandite
teoorias!

Pérast seda, kui me vaatlesime matemaatilise probleemi iildist
tdhtsust, poordume kilsimuse juurde, millisest allikast matemaa-
tika oma probleemid ammutab. Ei ole kahtlust, et iga matemaa-
tikaharu esimesed ja kdige vanemad probleemid arenesid vilja
katsetest ning olid meie ette seatud vidlismaailma poolt... Mate-
maatikaharu edasisel arenemisel ilmutab edusammudest innus-
tatud inimmoistus juba iseseisvust. Ta piistitab uusi ja viljakaid
probleeme ise, sageli ilma vilismaailma méirgatava mojuta, ainult
moistete loogilise vastandamise, iildistamise, spetsialiseerimise,
onnestunud klassifitseerimise ning grupeerimise abil. Nii tekkisid
Galois’ teooria, algebraliste invariantide teooria, Abeli ja auto-
morfsete funktsioonide teooria ning nii tekkisid {ildse peaaegu
koik kaasaegse arvu- ning funktsioonitecoria kiisimused.

Teeme veel moned markused nende matemaatiliste problee-
mide lahendamise raskuse kohta.

Kui meil ei ole vdoimalik leida matemaatilise probleemi lahen-
dust, siis seisneb selle pohjus tihti selles, et me ei asu veel kiil-
lalt {ildisel vaatekohal, millelt vaadeldav probleem on lihtsalt {iks
liili sarnaste probleemide ahelas. Seda vaatekohta otsides me
teeme tihti antud probleemi mitte iiksnes lihtsamalt uuritavaks,
vaid omandame ka meetodi, mis on rakendatav sarnaste iiles-
annete puhul ... Matemaatiliste probleemide uurimisel on spetsia-
liseerimisel, nagu ma arvan, veel suuremgi osa kui {ildistamisel.
On tédiesti voimalik, et enamikul juhtudel, mil me tagajérjetult
otsime vastust mingile kiisimusele, seisneb meie ebaedu pohjus
selles, et veel on lahendamata meie poolt vaadeldavast problee-
mist lihtsamad. Siis seisneb kogu asi selles, et tuleb leida need
lihtsamad probleemid ning seejuures piilida jouda nende lahen-
dusteni koige tidiuslikumate meetoditega, kasutades moisteid,
mida on voimalik iildistada. See reegel on iiheks koige vdimsa-
maks hoovaks - matemaatiliste raskuste {iiletamisel. ning, nagu
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mivlie néib, eunamikul juhtudel just seda hooba kasutataksegi,
sageli kiill ebateadlikult.

On ka nii, et me piiliame leida vastust, lihtudes ebapiisavatest
celdustest voi lilkudes vales suunas, ning seetottu ei joua ees-
mirg le. Siis kerkib esile vajadus toestada, et antud probleem ei
ole voetud eelduste ning valitud suuna korral lahenduv. Selliseid
nmittelahenduvuse toestusi vo'b leida juba antiikaja matemaatiku-
tel, niditeks avastus, et vordhaarse tdisnurkse kolmnurga hiipo-
tenuusi ja kaateti suhe on irratsionaalarv. Uusimas matemaatikas
etendavad teatud probleemide mittelahenduvuse toestused viga
tihtsat osa. Me konstateerime, et sellistele vanadele ning keeru-
listele probleemidele, nagu paralleelsuse aksioomi tdestamine,
ringi kvadratuur voi viienda astme vorrandi lahendamine radi-
kaal'des, leiti siiski range ning meid tdiesti rahuldav lahendus,
kuigi hoopis mitte selles suunas, nagu algul eeldati.

See imestust tekitav tosiasi koos teiste filosoofiliste kaalut-
lustega tekitab meis usu, m'da kahtlemata jagab iga matemaatik,
mida aga senini keegi pole tdestanud — usu sellesse, et iga
konkreetne matemaatiline probleem on kindlasti rangelt lahenduyv
kas siis selles mottes, et onnestub leida vastus piistitatud kiisi-
musele, voi selles mottes, et tehakse kindlaks tema lahendamise
voimatus ning koos sellega toestatakse koikide tema lahendus-
katsete paratamatu ebadnnestumine. Kujutame endale ette mingit
lahendamata problecmi, nditeks kiisimust selle kohta, kas algarve,
millel on kuju 2°--1, on lopmata palju. Kui ligipddsmatutena
see probleem meile praegu ka ei tunduks ning kui abitult me
tema ees ka ei seisaks, on meil siiski kindel veendumus, et tema
lahendamine dnnestub 16pliku arvu loogiliste jdrelduste abil.

Selline veendumus, et iga matemaatiline probleem on lahen-
duv, on meile meie t66s suureks toeks. Me kuuleme endas pidevat
kutset: siin on probleem, otsi lahendust. Sa void ta leida oma
moistuse abil, kuna matemaatikas ei ole ignorabimus’t?.

Matemaatiliste probleemide hulk on l6pmatu ning niipea kui
iikks probleem on lahendatud, kerkib tema asemele ldpmata palju
uusi. Lubage mul edasises nimetada moned konkreetsed problee-
mid eri matemaatikaharudest, probleemid, mille uurimine vdib
oluliselt stimuleerida teaduse edasist arengut.»

Esimene probleem?®. Kahte hulka nimetatakse ekvivalentseteks,
kui leidub selline {iksiihene vastavus, mis seab kummagi hulga
igale elemendile vastavusse mingi {heselt médratud elemendi
teisest hulgast. Kahe ekvivalentse hulga puhul Geldakse, et neil
on iiks ja sama voimsus. Kui hulk X on ekvivalentne hulga Y

2 Ignorabimus (lad. k) — me ei saa teada.
3 Sellest probleemist ja Coheni téost oli pogusalt juttu «Matemaatika ja
kaasaja» veergudel seoses Moskva matemaatikakongressi tilevaatega.
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mingi osahulgaga ning ei ole ekvivalentne huigaga Y, siis oel-
dakse, et hulga X voimsus on vdiksem kui hulga Y voimsus,

Hulka nimetatakse loenduvaks, kui ta on ekvivalentne koigi
naturaalarvude hulgaga. Koikide reaalarvude hulga voimsust
nimetatakse kontiinumi vdimsuseks. Juba 1878. a. esitas hulga-
teooria rajaja Cantor hiipoteesi, mille kohaselt ei leidu hulka,
mille voimsus oleks suurem kui loenduva hulga.voimsus ning
vidiksem kui kontiinumi v&imsus (kontiinumhiipotees). Hilberti
esimene probleem seisneski kontiinumhiipoteesi toestamises. Oma
esimest probleemi esitades pooras Hilbert tdhelepanu ka iihele
teisele Cantori poolt piistitatud kiisimusele kontiinumi efektiivse
taieliku jarjestamise kohta (hulka nimetatakse taielikult jarjesta-
tuks, kui ta on niiviisi lineaarselt jarjestatud, et igas tema mitte-
tithjas alamhulgas leidub vdhim element). Kui omaks votta nn.
valiku aksioom, siis jdreldub sellest, et mistahes hulk on téielikult
jarjestatav.

Kuna neid Cantori esitatud kiisimusi pika aja jooksul lahen-
dada ei onnestunud, siis tekkis oletus, et need ongi lahendamatud.
Kiisimus esitati niiiid jargmisel kujul: ldhtudes teatud hulgateoo-
ria aksiomaatikast, toestada, et kontiinumhiipoteesi pole voimalik
ei toestada ega iimber liikata.

Esimesed tosised tulemused selles suunas sai kaasaja suurim
matemaatiline loogik Kurt Goédel, kes 1940. a. teatud hulgateooria
aksioomide siisteemist ldhtudes toestas, et kui see siisteem ei ole
vasturdikiv, siis el ole vasturdidkiv ka aksioomide siisteem, mis
saadakse esialgsele siisteemile valiku aksioomi ja kontiinumhiipo-
teesi juurdelisamisel. Hilberti probleemi 16plik lahendus jareldus
aga noore ameerika matemaatiku Paul Coheni 1963. a. tulemustest,
kes toestas, et eespool nimetatud aksioomide siisteemist saadakse
vasturddkimatu aksioomide siisteem ka siis, kui temale juurde
lisada valikuaksioomi ja kontiinumhiipoteesi eitused. Niisiis, prob-
leemi lahendus osutus sarnaseks Eukleidese paralleelsuseaksioo-
miga seotud kiisimuse lahendusega — osutus, et moeldav on
hulgateooria, mille aksioomide hulgas on kontiinumhiipotees, kui
ka hulgateooria, mille aksioomide hulgas on selle hiipoteesi eitus.
Mirkigem siinkohal veel, et nende tulemuste eest autasustati
P. Coheni 1966. a. Moskva iilemaailmsel matemaatikute kongressil
Fieldsi medaliga.

Teine probleem. Hilberti teine probleem on piihendatud arit-
meetika aksioomide * vasturddkimatusele. Geomeeiria aktsioomide
vasturdikimatust on voimalik toestada sel teel, et konstrueeritakse
teatud arvuhulk nii, et geomeetrilistele aksioomidele vastavad
analoogilised seosed selle arvuhulga elementide vahel — vaadel-
dava aksioomide siisteemi mudel. Kui selline mudel on konstruee-

4 J Hion. Naturaalarvude aksiomaatika. = Matem..ja kaasaeg, XII,
k. 33—40.



ritud, siis ei saa geomeetria aksioomidest tuleneda vasturédikivust,
sest kui selline tekiks, siis peaks ta olema avastatav ka meie
poolt konstrueeritud mudelis ning viiks lubamatu vasturdikivu-
seni arvuhulgas. Osutub, et sedalaadi mudeleid on vdimalik
konstrueerida paljude teooriate korral. Erandlik on siin naturaal-
arvude aritmeetika, mille jaoks lihtsamat mudelit leida ei ole
voimalik. Seetottu tuleb naturaalarvude aritmeetika vasturdiki-
matus toestada otseselt. Nagu Hilbert vastavat probleemi sonas-
tades selgitas, tuleb sel juhul toestada, et nendest aksioomidest
ei ole voimalik 16pliku arvu loogiliste jarelduste abil saada teine-
teisele vasturdidkivaid tulemusi.

Hilbert ise tottas vilja teatud toestuste teooria, mille abil ta
lootis leida ka vaadeldava probleemi lahenduse. Et see aga sel
teel voimatu on, selgus Goédeli 1931. a. téodest. Samal ajal voib
oelda, et kaks aastat hiljem onnestus Goédelil probleem teatud
mottes lahendada. Nimelt peeti sajandi algul vaieldavaks vélista-
tud kolmanda seaduse (mida véljendab aksioom: «Iga viite A
korral kehtib kas A v6i A eitus») kasutamine lopmatute hulkade
korral. Seetottu oli Hilberti sooviks leida selline aritmeetika mitte-
vasturdikivuse toestus, mis ei kasutaks vilistatud kolmanda sea-
dust. Godelil 6nnestus 1933. a. toestada, et kui intuitsionistlik
aritmeetika, s. t. aritmeetika, milles vilistatud kolmanda seadust
ei kasutata, on vasturdidkimatu, siis on seda ka klassikaline arit-
meetika, kus vélistatud kolmanda seadust kasutatakse.

Kolmas probleem. Hilberti kolmanda probleemi sisu seisneb
kiisimuses, kas on voimalik leida mistahes hulktahuka ruumala
(sisuliselt) integreerimist kasutamata, jaotades selleks hulktahuka
lihtsamateks hulktahukateks voi tdiendades teda lihtsamate hulk-
tahukate abil moneks tuntud hulktahukaks. Et see nii ei ole,
selguks, kui onnestuks nididata, et on olemas kaks tetraeedrit,
mille alused ja korgused on vordsed ning mida ei saa lahutada
kongruentseteks tetraeedriteks ega ka taiendada kongruentsete
tetraeedrite abil hulktahukateks, mida saab juba jaotada kong-
ruentseteks tetraeedriteks.

Et sellised tetraeedrid olemas on, seda niitas Dehn juba
samal, 1900. aastal. .

Neljas probleem. Neljandas probleemis piistitab Hilbert iiles-
ande uurida geomeetriaid, milles kehtiksid koik eukleidilise geo-
meetria aksioomid, vélja arvatud ks aksioom kolmnurkade
kongruentsuse kohta, ning lisaks veel aksioom, mis nduab, et igas
kolmnurgas oleks kahe kiilje summa suurem kolmandast kiiljest.
Teatud mottes lahendas selle probleemi juba 1901. a. Hilberti 6pi-
lane G. Hamel.?

5 Vt. Busemanni art.iklit. Ycenexn Martem, Hayk, XXI, 1 (127), ctp. 153—164.



Viies probleem. Hilberti viienda probleemi voib sonastada: Kas
iga lokaalselt eukleidiline topoloogiline riithm on Lie riihm?

Rithma G nimetatakse topoloogiliseks riihmaks, kui hulk G on
topoloogiline ruum ning funktsioonid f(x,y) =xy ning g(x) =
=x~1 on pidevad. Topoloogilist rithma nimetatakse lokaalselt
eukleidiliseks, kui iga tema elemendi {imbruses on véimalik defi-
neerida koordinaadid sel teel, et antakse selle punkti teatud iimb-
ruse homeomorfism (iiksithene modlemas suunas pidev kujutus)
mingiks eukleidilise ruumi lahtiseks hulgaks. Lie rilhmaks nime-
tatakse sellist topoloogilist riihma, milles eespool nimetatud
homeomorfismid on iimbruste 16ikel seotud diferentseeruvalt. Vas-
tus sellele kiisimusele osutus jaatavaks. Koigepealt lahendas
probleemi bikompaktsete rithmade korral John ven Neumann
(1933), seejdrel kommutatiivsete lokaalselt bikompaktsete riih-
made korral L. S. Pontrjagin (1934). Probleemi 16plik lahendus
sisaldub Gleasoni ja Montgomery ning Zippini 1952. aasta t66des.

Kuues probleem. Kuuenda probleemi sonastas Hilbert jarg-
miselt: Geomeetria aluste alaste uurimustega on tihedalt seotud
iilesanne aksiomaatiliselt {iles ehitada tdendosusteooria ja mehaa-
nika.

Praegusel ajal on olemas mitmeid klassikalise mehaanika,
kvantmehaanika, statistilise fiiiisika jt. fiilisikaliste distsipliinide
aksiomaatilisi kéasitlusi. Mis puutub tGendosusteooriasse, tuleb
koigepealt méarkida, et juba ammu enam ei saa seda vaadelda
osana fiiiisikast. Toendosusteooria uurimisobjektiks on igasuguste
juhuslike siindmuste iildised seaduspirasused, olenemata sellest,
kas nad kuuluvad fiilisikasse, keemiasse, bioloogiasse vdi kuhugi
mujale. Seniajani on olemas mitmed tdendosusteooria aksiomaati-
lised kasitlused. Erilise tunnustuse on leidnud A. N. Kolmogorovi
poolt kolmekiimnendate aastate algul esitatud aksiomaatika.
Vaatamata sellele, et sellesuunalisi uurimusi voib lugeda kiillalt
edukaks. tuleb neid praegu siiski lugeda esimesteks sammudeks
aksiomaatilise tGendosusteooria iilesehitamisel, kuna mitmetele
pohiiillesannetele pole siiani isegi ranget matemaatilist sonastust
leitud.

Seitsmes probleem. Algebraliseks arvuks nimetatakse arvu,
mis on mingi algebralise vorrandi .ao--ax+4...4 ax®» =0
lahendiks, kus ao, ai, ..., an on tdisarvud. Iga mittealgebralist
arvu nimetatakse. transtsendentseks arvuks. Hilbert piistitas kaks
hiipoteesi. Kui vordhaarse kolmnurga alusnurga suhe tipunur-
gasse on algebraline arv, aga mitte ratsionaalarv, siis on aluse
ja kiilgserva suhe transtsendentne arv.

Kui a on algebraline arv ja B algebraline irratsionaalarv, siis
on aste af alati transtsendentne arv (voi vdhemalt irratsionaal-
arv).



Hilberti hiipoteesid on saanud positiivse lahenduse, seejuures
teine neist tugeval kujul: ilma sulgudes antud lisandita. Mdlema
probleemi lahendamisel oli suur osa ndukogude matemaatikul
A. O. Gelfondil.

Kaheksas probleem. Kaheksas probleem puudutab algarvude
paiknevust. Nagu maérgib Hilbert, on selleks, et leida nende alg-
arvude arvu, mis er iileta etteantud arvu, koigepealt tarvis toes-
tada Riemanni védide selle kohta, et dzeeta-funktsiooni

G =1 gt -

koikide nullkohtade reaalosad vorduvad !/o-ga, kui mitte arves-
tada teadaolevaid reaalseid nullkohti —2, —4, ..., —2#n, ... Sclle
probleemi positiivse lahenduse olemasolu kinnitavaid tulemusi on
kiill olemas, probleem ise aga téielikult lahendamata. Hilberti
arvates peaks iilaltoodud probleemi lahendus osutuma kasulikuks
Goldbachi tuntud probleemi ning kaksikalgarvude probleemi
lahendamisel.: Goldbachi hiipoteesi kohaselt peab iga paarisarvu
olema voimalik esitada kahe algarvu summana. Kaksikalgarvude
probleem seisneb aga selles, kas algarvupaare, mille vahe vordub
kahega, on lopmata palju. Ka kaks viimati nimetatud probleemi
on siiani lahendamata.

Kiimnnes probleem. Kiimnes probleem puudutab iiht koige vane-
mat matemaatikaharu — tdisarvuliste kordajatega vorrandite
lahendamist tdisarvudes. Selliseid vorrandeid nimetatakse diofan-
tilisteks vorranditeks vanakreeka matemaatiky Diophantese
auks, kes vaatles moningaid selliseid filesandeid. Hilbert sonastas
probleemi jdrgmiselt:

«Olgu antud suvalise arvu tundmatutega tdisarvuliste korda-
jatega diofantiline vorrand. Tuleb leida {ildine meetod, mille abil
saab 1opliku arvu sammude jdrel kindlaks teha, kas antud vorran-
dil on téisarvulisi lahendeid voi mitte».

Diofantiliste vorranditega tegeldi juba antiikajal. Nii esitas
Eukleides juba III saj. e. m. a. valemi, mille jirgi saab leida
vorrandi x%2 4 y2=2%2 koik tdisarvulised lahendid. Diophantes
(ITI saj. m. a. j.) vaatles kahe tundmatuga teise astme vorrandeid
ja vorrandisiisteeme. Néiteks vaatles ta vorrandit ax? 4 bx + c =
= y? ning lahendas selle moningatel erijuhtudel. Diofantiliste
vorranditega ‘tegelesid sellised matemaatikud nagu Fermat, Euler,
Lagrange ning Gauss. Laialt on tuntud Fermai’ hiipotees, millele
vastavalt vorrandil x™ + y® = z» ei ole n > 2 korral t7’sarvulisi
lahendeid — selle iilesande lahendamine on palju ohvreid noud-
nud, lahendust aga ei paista. On leitud suvalise kahe tundmatuga
teise astme vorrandi lahendamise eeskirjad. Fis puutub aga
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kérgema astme vorrandilesse, siis siin on teada lahendusmeeto-
did vaid teatud erikujuliste vérrandite jaoks.

Probleemi sonastades uskus Hilbert toendoliselt, et iildine
lahendusmeetod selliste vorrandite lahendamiseks on olemas ning
selle leidmine on ainult aja kiisimus. Kiisimus sellest, kas selline
iildine meetod on olemas, ei kerkinud Hilberti ajal iiles kdigepealt
seetdttu, et algoritmi mbdiste sel ajal matemaatikas veel puudus.
Praegusel ajal on algoritmi mdiste rangelt defineeritud ning ole-
mas eriline matemaatikaharu, mis algoritmidega seotud kiisimus-
tega tegeleb — algoritmiteooria. Tidhtsa koha on omandanud
kitsimused {ihe v&i teise algoritmi mitteeksisteerimise kohta. Seda
«iildist meetodit» md'stetakse praegu samuti nagu teatud algo-
ritmi. Kui Hilberti kiimnendale probleemile liheneda kaasaeg-
selt seisukohalt, siis v6ib seile sonastada: «Xas on olemas algo-
ritm, mis antud {édisarvuliste kordajatega hulkliikme P (x,, ..., Xn)
l.orral selgitaks, kas vorrandil P=0 on tdisarvulisi lahendeid
voi mitte.» A priori on vo'malik nii probleemi positiivne lahendus
(s. t. ndutava algoritmi koostamine) kui ka negatiivne lahendus
(s. t. algoritmi olemasolu vdimatuse tdestamine).

Varsti pérast probleemi avaldamist onnestus Thue’l toestada,
¢t vorrandil f(x,y) =c¢, kus ¢ on tdisarv, | aga vidhemalt kol-
manda astme taandamatu vorm (vorm on hulkliige, mille koiki-
del liikmetel on iiks ja sama aste) on iilimalt 16plik arv tdisarvu-
lisi lahendeid. Kahjuks ei andnud aga Thue’ meetod eeskirja
lahendite iilemise tokke leidmiseks. Alles 1968. a. onnestus Baker’il
leida selle vorrandi lahendite iilemise tokke leidmise algoritm.
Seega on vaadeldava vorranditiiiibi jaoks probleem positiivselt
lahendatud.

Usna varsti pirast algoritmi moiste defineerimist matemaati-
lises loogikas toestati esimesed teoreemid, mis viitsid, et teatud
algoritmi ei ole olemas. See asjaolu ning sece, et diofantiliste vor-
randite lahendamisel porkuti kokku viga tosiste raskustega, teki-
tasid oletuse, et algoritmi, mille olemasolusse uskus Hilbert, ei
eksisteeri. Sce oletus ning algoritmiteooria kiire areng pohjusta-
sid seda, et alates 1953. aastast alustatigi uurimustega selles
suunas. Ameerika matemaatikutel Davisel, Putnamil ning J. Robin-
sonil onnestus jouda sellesuunaliste tulemusteni monede teiste
aritmeetiliste iilesannete puhul, Davisel ldks korda kindlaks teha,
et kui diofantilisel vorrandil x®*—zy3=1 on iga k=0 korral
selline lahend, mille puhul x > 2*, siis lahendub Hilberti kiimnes
probleem negatiivselt. Et see tdepoolest nii on, selgus 1970. a.
Hilberti probleemi lahendajaks osutus noor Leningradi matemaa-
tik J. V. Matijasevit$.b

8 Vt. Mseectua AH CCCP, 35, I, 1971, 3--30.
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Uheteistkiimnes probleem. Uheteistkiimnendas probleemis sea-
takse iillesandeks kanda algebraliste arvkorpuste juhule iile ruut-
vormide teooria ratsionaalarvude korpusel. Kui probleemi kiillalt
iildiselt tolgendada, siis ollakse selle lahendamisest alles kaugel.

Kolmeteistkiimnes probleem. lga seitsmenda astme algebrali-
sele vorrandile on teatud teisenduse abil voimalik anda kuju
7+ x3tyt2+2t4+1=0, kus x, y, 2 on kordajad. Selle vor-
randi lahend ? sGltub ilmselt nendest kordajatest, olles seega
viimaste teatav funktsioon ¢ = f(x,y, 2). Oma kolmeteistkiimnen-
dat probleemi sdnastades piistitas Hilbert hiipoteesi, mille koha-
selt seda funktsiooni t=f(x,y,2) ei ole voimalik esitada pide-
vate kahe muutuja funktsioonide superpositsioonina. A. N. Kol-
mogorov toestas 1956. aastal, et iga pidev n muutuja funktsioon
on esitatav pidevate kolme muutuja funktsioonide superpositsioo-
nina. Aasta hiljem onnestus A. N. Kolmogorovi opilasel V. 1. Ar-
noldil, kes siis oli neljanda kursuse iiliopilane (!), tdestada, et
iga pidev kolme muutuja funktsioon on esitatav pidevate kahe
muutuja funktsioonide superpositsioonina. Sellega oli Hilberti
kolmeteistkiimnes probleem saanud negatiivse lahenduse. Kuna
aga funktsioonid, mida Kolmogorov ja Arnold oma esitustes kasu-
tasid, polnud isegi mitte diferentseeruvad, siis jddb vaadeldav
probleem sisuliselt lahtiseks, kuna sidilib voimalus toestada, et
seitsmenda astme vorrandid pole {ildiselt lahenduvad mones
teises kahe muutuja funktsioonide klassis, mis sisaldab koiki
algebralisi kahe muutuja funktsioone.

Neljateistkiimnes probleem. Hilberti neljateistkiimnes probleem
on seotud invariantide teooriaga ning selle lahenduse andis
1956. aastal jaapani matemaatik Nagato.

Seitsmeteistkiimnes probleem. Probleemi sonastus: Olgu antud
reaalsete kordajatega n muutuja ratsionaalfunktsioon, mis koiki-
des reaalsetes punktides, kus ta on mdiidratud, omandab mitte-
negatiivsed vairtused. Kas seda funktsiooni on vdimalik esitada
reaalsete kordajatega ratsionaalfunktsioonide ruutude summana?
Sellele probleemile andis 1927. a. positiivse lahenduse E. Artin.

Kaheksateistkiimnes probleem on seotud eukleidilise ruumi
liikumiste diskreetsete rilhmadega. Liikumiste riihma G nimeta-
takse diskreetseks, kui leidub niisugune punkt A ja selline posi-
tilvne arv r, et iga punktist A erinev ning punktiga A rilhma G
suhtes ekvivalentne punkt (s. t. punkt, milleks punkt A ldheb
mingi rithma G kuuluva liikumise abil), asetseb punktist A mitte
ldhemal kui r. Rithma G fundamentaalpiirkonnaks nimetatakse
sellist punktihulka ruumis, et 1) tema punktid ei ole iiksteisega
rihma G suhtes ekvivalentsed ja 2) iga ruumi punkt on ekviva-
lentne mingi selle piirkonna punktiga riithma G suhtes. Eukleidi-
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lise n-modtmelise ruumi liikumiste iga diskreetset rithma, mille
fundamentaalpiirkond on 1oplik, nimetatakse n-mootmeliseks kris-
tallograafiliseks rithmaks. Kahte sellist rilhma loetakse mitte-
oluliselt erinevaiks, kui nende jaoks on voimalik leida sellised
ristkoordinaadistikud, et nende koordinaadistike suhtes on nende
rithmade liikumised kirjapandavad iihesuguste lineaaravaldiste
abil. Kolmemootmelise juhu jaoks oli 1900. aastaks teada, et olu-
liselt erinevaid kristallograafilisi rithmi on 16plik arv (tdpse-
malt — 230). See tulemus, milleni teineteisest soltumatult joud-
sid Fjodorov ning Schonfliess, osutus vdga tdhtsaks kristallograa-
fiale (siit selgub, kust need rithmad endale nime said). Hilbert
piistitas iilesande iildistada see tulemus n-moctmelisele juhule.
Ulesande lahendas Bieberbach aastatel 1910—1912.

Iga liikumiste rithma fundamentaalpiirkonnaks saab valida
hulktahuka. Nagu fundamentaalpiirkonna definitsioonist otseselt
jareldub, saab sellise hulktahuka kongruentsete eksemplaride abil
tdita kogu ruumi nii, et erinevatel hulktahukatel ei oleks ithiseid
sisepunkte. Kristallograafilistest riilhmadest koneldes piistitas Hil-
bert veel ka teise kiisimuse: kas iga hulktahukas, millel on iilal-
kirjeldatud omadus, on fundamentaalpiirkonnaks monele liiku-
miste riithmale? Sellele kilsimusele andis 1928. aastal negatiivse
vastuse Reinhardt.

Uheksateistkiimnes ja kahekiimnes probleem. Hilberti iiheksa-
teistkiimnes ja kaheki{imnes probleem moodustavad suure uuri-
misprogrammi, mis on seotud osatuletistega diferentsiaalvorran-
ditega ning variatsioonarvutusega ning mille téielikku realiseeri-
mist niipea ei ole ette n&ha.

Viimases, kahekiimne kolmandas probleemis kutsub Hilbert
sisuliselt iiles edasi arendama variatsioonarvutust.

Lopetuseks anname veel kord sona Hilbertile: «Nimetatud
probleemid on ainult probleemide nédited, aga neid on siiski pii-
savalt selleks, et selgitada, kui rikas, mitmekiilgne ning laia-
haardeline on matemaatika (-teadus) juba praegu. Tekib kiisi-
mus, kas matemaatika ees seisab kunagi see, mis teiste teadustega
toimub ammustest aegadest saadik, kas ta ei lagune mitmeks kit-
samaks teadusharuks, mille esindajad saavad iiksteisest vaevalt
aru ning mille seosed iiksteisega jddvad jarjest vdiksemaks. Ma
ei usu sellesse ning ei soovi seda. Matemaatika kujutab endast
minu arvates jagamatut tervikut, organismi, mille elujdulisus
tuleneb tema osade vahelistest seostest.»

«Niiiid, palju aastaid pérast seda, kui Hilbert oma probleemid
piistitas, voib Gelda, et nad olid piistitatud hasti. Nad osutusid
sobivaks objektiks, et koondada enda {imber erinevaid teaduslikke
suundi ning koolkondi esindavate matemaatikute loomingulised
pingutused,» nii iseloomustab Hilberti probleeme 1969. aastal
akadeemik P. S. Aleksandrov.
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MONDA TOPOLOOGILISTEST RUUMIDEST

S. Baron

Paljud matemaatilise analiiiisi valdkonda kuuluvad problee-
mid taanduvad normeeritud ruumide ja neist iildisemate meetri-
liste ruumide (vt. [4]) omaduste uurimisele. Tcatavasti saab iga
hulka muuta meetriliseks ruumiks, defineerides tema kahe punkti
vahelise kauguse moiste (vt. [2], 1k. 387—389). Uheks voimalu-
seks on nn. diskreetne meetrika, mille korral iga punkti kaugus
iseendast on 0 ja iga kahe erineva punkti vaheline kaugus on 1.
Diskreetsel meetrilisel ruum.l on aga see puudus, et koonduvad
ainult need jadad, mis mingist indeksist alates on konstantsed.
Praktikas leiab selline ruum harva rakendamist, peamiselt kasu-
tatakse teda teoorias viitevastaste nididete konstrueerimisel.

Seega pole mingi konkreetse probleemi taandamine meetrilise
ruumi omadustele mitte alati kerge. Sageli ei saa aga vaadelda-
vas hulgas X iildse tuua sisse meetrikat nii, et séiliksid hulga X
vastava probleemi lahendamiseks vajalikud omadused (siis Oel-
dakse, et X ei ole metriseeruv). Uheks selliseks lihtsaks naiteks
on pohifunkts‘oonide ruum K dildistatud funktsioonide teocorias
(vi. néiteks [10], lk. 12—15). Vaatleme veel lihtsamat néidet.
Teatavasti defineeritakse reaalarvude ruumis R = (—o0, o0) kau-
gus ¢ iga kahe punkti x,y = R vahel valemiga (%, y) =|r—y|
Mitmel juhul on otstarbekas vaadelda laiemat ruumi, nn. laienda-

tud reaaltelge R = [—o0, oo], mille saame, kui lisame ruumile R

kaks elementi —oo ja co. Ruum R esineb reaalmuutuja funktsioo-
nide teoorias ja integraaliteoorias, kus vaadeldakse mitte ainult
tokestamata funktsioone ja integraale nendest, vaid ka funktsioone

vidrtustega —oo ja oco. Funktsioonaalanaliiiisi seisukohalt on R

teatavas mottes isegi parem kui ruum R, sest R on kompanktne
(s. t. tema igast jadast saab eraldada koonduva osajada), R aga
mitte (ndit. jada {n} iga osajada {kn} korral kehtib £, — o0 &£ R).

Et R R, siis oleks otstarbekas ja loomulik defineerida kaugus
hulgas R sama valemiga o(x,y) =|x —y| nagu ruumis R. Selli-
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scl juhul osutuks ruum R ruumi R alamruumiks. Seda ei saa aga
teha, sest nditeks g(oo, 0) =g(—oo, 0) = o0 & R. Meetrilise
ruumi definitsiooni kohaselt peab aga iga kahe elemendi vaheline:

kaugus olema reaalarv. Mirgime, et hulgas R voib tegelikult kau-
gust defineerida mitmel viisil (vt. [6], k. 44; [9], lk. 99—100),
scalhulgas ka nii, et koondumise moiste sdilitaks oma tdhenduse,
kuid seejuures peab paratamatult monede x,y & R korral nende-

vahcline kaugus ruumi K mottes erinema nende kaugusest ruumi
R mottes, s. 0. suurusest }x — y|. Analoogiline on olukord ka komp-
leksmuutuja funktsioonide tecorias (vt. [8], lk. 16—18).

Juba toodud nédidetest on nidha, et on vaja meetrilisest ruu-
mist iildisemat ruumi moistet. Kuidas selleni jouda? Selleks tee-
me esialgu moned kriitilised markused meetriliste ruumide kohta,
analiifisides, kuivord palju oleme kasutanud meetrikat. Selgub, et
nieetrikat oleme kasutanud vihesel méidral ja arvulised seosed,
mille méddrab meetrika, ei etenda reas meetriliste ruumidega seo-
tud kiisimustes kuigi suurt osa. Paljudel juhtudel on kodige tédht-
sam, kuivord l3hedal on ruumi punktid teineteisele. See on olu-
line néiteks ruumi elementide jada koonduvuse ning operaatori
pidevuse definitsioonis (vt. [5], k. 35) jm. Nende moistete defi-
nitsioonides méngib suurt osa punkti imbruse mdiste.

Meetrilises ruumis X nimetatakse punkti x = X imbruseks
iga lahtist kera S(x, ) keskpunktiga x ja raadiusega e. Jada
{xn} =X koonduvuse definitsiooni vo.me esitada niiteks jargmi-
selt: jada {x»} nimetatakse koonduvaks elemendiks x, s. o.
xa— X, kui iga £¢>0 korral leidub selline Ne, et n>N, korral
xneS(x, €). Seega voime koonduva jada moiste defineerida, kui
leame, millised hulgad lugeda punkti iimbruseks. Uldisemalt voib
punkti x iimbruseks lugeda iga lahtist hulka, mis sisaldab punkti
x. Seega on oluline, m:llised hulgad on loetud lahtisteks. Nii tule-
megi topoloogilise ruumi moiste juurde, mida harilikult defineeri-
takse lahtiste hulkade kaudu (kuigi on ka teisi vomalusi, nagu
edaspidi ndeme).

Topoloogiline ruum on meetrilise ruumi iildistus. Tema esime-
sed kiillalt {ildised definitsioonid andsid prantsuse mafemaatik
M. Fréchet (s. 1878), ungari matemaatik F. Riesz (1880—1956)
ja saksa matemaatik F. Hausdorff (1868—1942). Loplikult andsid
topoloogilise ruumi definitsiooni poola matemaatik K. Kuratowski
(s. 1896) ja ndukogude matemaatik P. S. Aleksandrov (s. 1896).
Topoloogilise ruumi teooria asendamisel on suuri teeneid ka nou-
kcgude matemaatikutel P. S. Urdsonil (1898—1924), A. N. Tih-
honovil (s. 1906) jt.
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Topoloogilise ruumi (esimene) definitsioon lahtiste
hulkade kaudu )

Topoloogilise ruumi defineerimisel on ldhtekohaks meetrilise
ruumi jdrgmised pohiomadused (vrd. [2], lk. 400—401): mistahes
hulga lahtiste hulkade iihend on lahtine hulk, 1opliku hulga lahtiste
hulkade iihisosa on lahtine hulk, tihi hulk ja kogu ruum on lah-
tised hulgad. Seepdrast antakse jargmine definitsioon.

Topoloogiliseks ruumiks nimetatakse hulka X, kui
selles on vilja eraldatud teatav alamhulkade siisteem &, nii et on
tididetud jdrgmised tingimused:

1° Kui iga & korral G:=@, siis J Gy = ©;
E

2° Kui k=1,...m korral G,=®, siis F]leeE@;
k=1
3FP0ed Xe6.

Siisteemi & kuuluvaid hulki nimetatakse lahtisteks. Tingi-
mused 1°, 2° ja 3° langevad iihte lahtiste hulkade eespool toodud
pohiomadustega.

Tingimusi 1°—3° rahuldab néiteks siisteem @& = {P,X}, mis
koosneb tiihjast hulgast @ ja kogu ruumist X. Seega on X sel kor-
ral topoloogiline ruum. Sellist ruumi nimetatakse kokkusulatatud
punktide ruumiks ehk triviaalse topoloogiaga ruumiks. Ka siis-
teem @ = {9, A, X} rahuldab tingimusi 1°—3° kui AcX on ruumi
X mingi périsosahulk. Seevastu siisteem I'=1{0, A, B, X}, kus
A, B < X, ei tarvitse rahuldada tingimust 1°, kui ithend A U B & T.
Kui siisteemile T' lisada hulk A U B, siis on 1° kiill tdidetud, kuid
fildjuhul pole tdidetud tingimus 2°. Kui aga eeldada, et ANB =0
voi ANB=A, s. 0. A < B, siis siisteem & = {9, A, B, AU B, X}
rahuldab tingimusi 1°—3° ja X on topoloogiline ruum. Topoloo-
gilise ruumi néiteks on ka nn. sidus kaksikpunkt, s. o
kahest punktist koosnev hulk X={a, b}, kui votta & =
= {9, {b}, X}.

Ruumis R loeme siisteemi & kuuluvaks iga hulga, mis avaldab
ilimalt loenduva hulga mitteldikuvate selliste hulkade iihendina,
millest igaiiks on kas mingi vahemik v6i omab kuju [—oo, A) v0i
(B, ] (vt. [9], k. 60).
© Kuna aga meetrilises ruumis kehtivad lahtiste hulkade omadu-
sed 1°—3° siis on iga meetriline ruum ka topoloogiline ruum.
Seevastu ei saa mitte igas topoloogilises ruumis defineerida kau-
gust kahe punkti vahel (s. o. ei saa ruumi muuta meetriliseks
ruumiks) nii, et sdiliksid ruumi omadused. Kui aga selline meet-
rika leidub, siis nimetatakse topoloogilist ruumi metriseeru-
vaks. P. S. Urbsoni poolt on leitud tingimused, mida peab topo-
loogiline ruum rahuldama, selleks et ta oleks metriseeruv.

16



Teatavasti (vt. [2], 1k. 401) on meetrilise ruumi osahulk F
kinnine parajasti siis, kui tema tdiend CF on lahtine. Margime,
et suvalise hulga Ac X tdiendiks nimetatakse hulka

CA=X A.

Seetottu defineeritaksegi topoloogilises ruumis kinnist hulka
kui hulka, mille tdiend on lahtine, s. 0. F = X nimetatakse kin-
niseks, kui G=CF e 6.

Naiteks on koigi tdisarvude hulk Z reaalarvude ruumis R =
= (—oo, o) kinnine, sest

CZ= | (kk--1)
Rh=—00
on omaduse 1° tottu lahtine, kuna koik vahemikud (%, &+ 1) on
ruumis R lahtised (vrd. [4], lk. 18).

Topoloogilise ruumi kinniste hulkade omaduste tuletamisel
kasutame tdiendi jdrgmisi omadusi:

ClgAg=rE]C.4g. (1)
CQAE: lg CA:, (2)

kus indeksite & hulk {&} on suvaline. Viimaseid valemeid nimeta-
takse A.de Morgani valemiteks ja nad on aluseks nn. duaal-
suse printsiibile. Viimane véljendub selles, et igast teoreemist, mis
kdib hulkade iihendi voi iihisosa kohta, saab automaatselt tule-
tada duaalse teoreemi, asendades hulgad nende tdienditega, iihen-
did iihisosadega ja iihisosad iihenditega. Seega kehtivad valemid

[gAgzc neas, (3)
NA;=CycCA:, (4)
3 3

mis jdrelduvad valemitest (1) ja (2), kui nende molemast poolest
votame tdiendi ja arvestame, et iga hulga A — X korral kehtib
c(CcA) =A.

Niiid saame kergesti tuletada kinniste hulkade jargmised
pohiomadused (vrd. [2], 1k. 401—402): l6pliku hulga kinniste hul-
kade iihend on kinnine hulk, mistahes hulga kinniste hulkade tihis-
osa on kinnine hulk, tihi hulk ja kogu ruum on kinnised hulgad.

Es'mese nendest saame valemi (3) ja tingimuse 2° abil. Nimelt,
kui hulgad Fp on kinnised k=1, ..., m korral, siis nende tdiendid
CFy on lahtised; tingimuse 2° pohjal

G— (| CF .
h=1

Kasutades valemit (3), saame niiiid, et
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™m m
U Fr.=C | CFr=CG
h=i h=1{

osutub kinniseks hulgaks.

Analoogiliselt saab valemit (4), tdiendi definitsiooni ja lahtiste
hulkade kohta esitatud tingimusi kasutades toestada kinniste hul-
kade kaks iilejddnud omadust.

Arvestades kinniste hulkade {ilaltdestatud omadusi, voib topo-
loogilise ruumi defineerida ka nende kaudu.

Topoloogilise ruumi (teine) definitsioon kinniste
hulkade kaudu

Hulka X nimetatakse topoloogiliseks ruumiks, kui
selles on vilja eraldatud teatav alamhulkade siisteem <, nii et on
tdidetud jdrgmised tingimused:

I) Kui k=1, ..., m korral F,e§g, siis ﬁFhe"ﬁ;
h=1

2) Kui iga & korral Fre¥, siis N Feey;
3

) Ve Xed

Siisteemni § kuuluvaid hulki nimetatakse kinnisteks. Tin-
gimused 1), 2) ja 3) langevad iihte kinniste hulkade eespool too-
dud pdhiomadustega.

Kuna siin on topoloogilise ruumi definitsioon madranud ainult
koik kinnised hulgad, siis peame lahtised hulgad nende kaudu
defineerima. Teemec seda jargmiselt:

Topoloogilise ruumi X osahulka G nimetatakse lahtiseks,
kui tema tédiend on kinnine, s. t. kui F =CG = .

Niiiid saame valemeid (3) ja (4) kasutades tuletada lahtiste
hulkade pohiomadused 1°, 2° ja 3°. Nimelt tingumusest 1) jareldub
valemi (4) abil tingimus 2°, tingimusest 2) valemi (3) abil tingi-
mus 1°, tingimusest 3) aga tingimus 3°, sest CX=0 ja CO = X.
Varem nigime aga, et tingimustest 1°—3° jarelduvad tingimused
1) — 3). Seega on toestatud topoloogilise ruumi molema definit-
siooni samavaarsus.

Néidetena vaatame samu ruume, mis enne. Kokkusulatatud
punktide ruum X on topoloogiline ruum ka teise definitsiooni
jargi, kui votta §={, X}. Ka siisteem §= {J, A, X}, kus
AcX, rahuldab tingimusi 1) —3). Siisteem g={J, 4, B, AUB, X},
kus A, B < X, rahuldab tingimusi 1)—3) juhul, kui AN B = voi
ANB = A; siisteem §= {J, A, B, ANB, X} aga eeldusel AUB=X
voi ANB=A. Viimasel juhul paistab, nagu peaks votma F==
= {J, CA, CB, CA\CB, X}, aga pole mdtet konkretiseerimata hul-
kade A, B = X korral vaadelda nende taiendeid CA, CBcX. Ka
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sidus kaksikpunkt on topoloogiline ruum teise definitsiooni jargi,
kui votta & = {d, {a}, X}.

Teiste moistete definitsioonid jddvad kehitima nagu topoloogi-
lise ruumi esimese definitsiooni lorral. Nditeks iga lahtist hulka
U(x) = X, mis sisaldab punkti x = X, nimetatakse punkti x
imbruseks.

Niiiid voime tépsemalt iseloomustada mingile hulgale A = X
«lihedasi» punkte. Selliseid punkte nimetatakse hulga A puute-
punktideks ja defineeritakse jargmiselt:

Punkti x&X nimetatakse hulga AcX puutepunktiks,
kui punkti x igas timbruses U(x) on vihemalt {iiks hulga A punkt,
s. t. kui AN U(x)==9 punkti x iga timbruse U (x) korral.

Kui iihisosas AN U(x) on iga timbruse U(x) korral mingi
punkt y=~x, siis n'metatakse punkti x hulga A kuhjumis-
punktiks. Hulga A kuhjumispunkt (ja jdrelikult ka puutepunkt)
x voib hulka A kuuluda voi ka mitte kuuluda. Kui aga mone {iimb-
ruse U(x) korral iihisosa A} U(x) koosneb ainult punktist x,
siis hulga A puutepunkt x = 4 ei ole A kuhjumispunkt.

Hulga A ko'gi kuhjumispunktide hulka nimetatakse hulga A
tuletishulgaks ja tdhistatakse A’. Hulga A koigi puutepunk-
tide hulka nimetatakse hulga A sulundiks ja tdhistatakse! [4}.
Jéarelikult koosneb hulga A sulund [A] hulga A koéigist punk-
tidest ja hulga A koéigist kuhjumispunktidest. Seega [A] = A U A7,
kust A<= [A]. Ka ndeme, et [X]=XUX =X ning [O]=
=P U@ =0. Sulundi definitsioonist jéireldub otseselt jargmine
sulundi monotoonsuse omadus: kui 4 < B, siis [A] < [B]
(toestadat).

Hulga sulundil on jargmised pohiomadused:

a) [AUB]=[AUIB],

b) A< [A],

c) [P1=9,

d) [[A11=[A4].

Neid omadusi voime sonastada nii: kahe hulga iihendi sulund
langeb iihte nende hulkade sulundite ithendiga, iga hulk sisaldub
oma sulundis, tihja hulga sulund on tihi hulk, hulga sulundi
sulund langeb iihte hulga sulundiga.

Lihme f{ile toestamisele. Omadused b) ja ¢), nagu nigime,
jdrelduvad otseselt sulundi definitsioonist. Omaduste a) ja d) 1des-
tamiseks toestame sulundi jargmise omaduse.

Hulk A on kinnine parajasti siis, kui {A]=A.

Toestus. Olgu A kinnine hulk topoloogilises ruumis X.
Siis CA on lahtine hulk. Seega on igal punktil x & CA selline
iimbrus U (x),et ANU (x) =< (voime juvotta nditeks U(x) = CA).

! Hulga A sulundit tdhistatakse ka siimbolitega a ja clA.
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Seega saime, et ukski punkt x = CA ei kuulu sulundisse [A].
Jérelikult 2 [A] < A, mis koos omadusega b) annab [A] = A.

Olgu niitidd [A]=A. Néitame, et A on kinnine, s. o. et CA
on lahtine. Et [A] = A, siis juhul x & A, s. 0. x=CA leidub
iimbrus V(x), nii et AN V(x)=. Jarelikult V(x) < CA. Seega
CA, olles oma punktide x selliste iimbruste V(x) (mis on lahtised
hulgad) iithend, on lahtine.

Toestatud omadusest jdreldub otseselt, et hulk A on kinnine
parajasti siis, kui tema tuletishulk A’ A. Toepoolest, seos
AUA"=[A]=A on samaviirne seosega A’ A.

Niiiid voime tdoestada pohiomaduse d). Omadusest b) jareldub,
et [A]lc[[A]] iga AcX korral. Jdidb niidata, et kehtib ka
vastupidine sisalduvus. Selleks votame suvalise punkti x = [[A]]
ja tema suvalise iimbruse U(x). Siis leidub sulundi definitsiooni
pohjal iimbruses U(x) vdhemalt iiks punkt y = [A]. Et U(x) on
ka punkti y iimbrus, siis U(x) N A=9. Kuna U(x) oli punkti x
suvaline {imbrus, siis x &= [A]. Seega [[A]] = [4] ja omadus
d) on toestatud.

Et hulk A on kinnine parajasti siis, kui A =[A], siis pohi-
omadus d) iitleb, et sulund [A] on kinnine hulk. Veel enam: sulund
[A] on vdhim kinnine hulk, mis sisaldab A, s. o. suvalise kinnise
hulga F > A korral kehtib F > [A]. Toepoolest, kui A < F, siis
sulundi monotoonsuse téttu [A] < [F]=F, sest F on kinnine.

Veendume pohiomaduse a) kehtivuses.

Olgu A ja B suvalised hulgad topoloogilises ruumis X. Tahis-
tame F=[A]U[B]. Kuna A — A U B, siis sulundi monotoonsuse
tottu [A]1 < [AU B]. Analoogiliselt [B] <[4 UB]. Jéarelikult
Fc [AU B]. Teiselt poolt on F kinnine ja omaduse b) tottu
F > AU B, kuid sulund [A4 U B] on vdhim kinnine hulk, mis sisal-
dab AUB. Seega Fo[AUB], mis tdestabki pohiomaduse a).

Arvestades hulga sulundi pohiomadusi voib topoloogilise ruu-
mi defineerida ka sulundi kaudu.

Topoloogilise ruumi (kolmas) definitsioon
hulga sulundi kaudu

Topoloogiliseks ruumiks nimetatakse hulka X, kui
igale osahulgale A — X on seatud vastavusse osahulk [A] < X nii,
et on taidetud tingimused a), b), ¢) ja d). Hulka [A] nimetatakse
hulga A sulundiks.

Selles definitsioonis on voetud aluseks hulga sulundi moiste.
Jarelikult peame koik teised topoloogilised moisted defineerima
sulundi kaudu, nii et need definitsioonid oleksid kooskélas eel-
miste definitsioonide ja omadustega. Seepérast nimetatakse (topo-

2 Sjsalduvust B < C voib téestada ka nii: iga punkti x& C korral

x & B.
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loogilise ruumi kolmanda definitsiooni puhul) hulka Ac X kin-
niseks, kui [A] =A. Péhiomadus d) iitleb, et sulund on kinnine
hulk. Nagu ennegi, nimetatakse hulka A lahtiseks, kui tema
tdiend CA on kinnine. Antud juhul tdiendab see, et [CA] = CA ehk
A= C[CA].

Niitame, et topoloogilise ruumi uus definitsioon on samavédirne
eelmistega. Arvestades, et tingimused a) — d) jirelduvad tingi-
mustest 1) — 3), jd8b meil vaid niidata vastupidist jareldumist.
Selleks naitame, et tingimusest a) jireldub otseselt hulga sulundi
monotoonsus. Tdepoolest, sisalduvus A — B on samavairne seo-
sega B=A |J B. Omaduse a) pohjal kehtib siis [B] =[A U B] =
= [A]U [B], mis on samavdirne sisalduvusega [A] — [B].

Naitame tingimuse 1) kehtivust. Olgu A ja B kinnised hulgad.
Siis A=[A] ja B=1[B], kust tingimuse a) pohjal [AU B] =
= [AJU[B] =AU B. Seega oleme toestanud, et kahe (jérelikult
iga lopliku arvu) kinniste hulkade {ihend on kinnine hulk.

Veendume tingimuse 2) kehtivuses. Olgu {&} indeksite suvaline
hulk ja kehtigu iga & korral sellest hulgast Az =1[A¢] (s. t. A: on
kinnine). Niditame, et hulkade A ithisosa on kinnine, s. t.

[NA]=NA:
t £

Sisalduvus [N:A:] D NeAr jareldub tingimusest b). Jd&b niidata
vastupidine sisalduvus. Toepoolest, iga n = {&} korral Ngd: < Ay
(iihisosa definitsiooni pohjal) ja sulundi monotoonsuse tottu kehtib
[NeAe] < [An]. Indeksi m suvalisuse tottu kehtib siis [N:4:] <
c Ne[A4:] = NeA:, mida oligi vaja niidata.

Tingimus c) itleb, et ¥ on kinnine. Tingimusest b) jéreldub
X < [X] ja kuna [X] on ruumi X osahulk, siis ka [X] < X. Seega
on X kinnine.

Topoloogilise ruumi (neljas) definitsioon punkti
iimbruste kaudu

Sageli muudetakse hulk X topoloogiliseks ruumiks,

méadrates hulgas X punkti imbruse moiste. Seda tehakse jargmi-
selt (vrd. [1], 1k. 7).
" "Olgu igale punktile x = X seatud vastavusse hulga X mingi
osahulkade siisteem B(x) = {U(x)}, mis sisaldab vdhemalt iihe
osahulga U(x). Hulki U(x) sellest siisteemist nimetame punkti x
imbrusteks.

Hulka X nimetatakse topoloogiliseks ruumiks, kui
hulgad U nimetatud siisteemidest B(x) rahuldavad tingimusi:

A) x= U(x) iga punkti x ja iga tema {imbruse U(x) korral;

B) iga punkti mistahes kahe {imbruse iihisosa sisaldab selle
punkti mingi timbruse, s. t. kui U,, U, =B(x), siis leidub selline
UeBx),ed Uc U NUy
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C) kui y = U(x), siis leidub punkti y selline imbrus U(y) =
=B(y), et U(y)=U(x).

Tingimus C) iitleb, et hulk U(x) sisaldab koos iga oma punk-
tiga y ka selle punkti mingi timbruse. Jérelikult (vrd. [4], lk. 18;
[2], 1k. 400) voime dmbrused U(x) nimetada lahtisteks hul-
kadeks ruumis X.

Naiteks meetrilises ruumis voib lugeda U(x) =S(x, r), s. t.
voib punkti x Gimbrusteks U(x) votta lahtised kerad S(x, r) iga
r > 0 korral.

Néitame, et tingimused A) — C) on samavédirsed topoloogilise
ruumi definitsiooniga.

Olgu X — topoloogiline ruum ja U(x) punkti x iimbrus, s. t.
punkti x sisaldav lahtine hulk. Siis on A) tdidetud. Tingimus
B) on ka tdidetud, sest hulk U, U, sisaldab punkti x ja on lah-
tine tingimuse 2° totiu. Seega voime votta U== U, N U,. Tingimuse
C) tdidetus on ilmne, voime ju votta U(y) = U(x).

Néitame niiiid, et tingimuste A), B) ja C) kaudu v&ib ruumis
X defineerida huiga A — X sulundi nii, et oleksid tdidetud tingi-
mused a) — d). Selleks tuleb hulga puutepunkt defineerida
nii nagu eespool ja hulga sulund kuitema puutepunktide hulk.
Tingimuste b) ja ¢) tdidetus on siis ilmne.

Niitame, et on tdidetud tingimus d), milleks tingimuse b) tottu
piisab sisalduvusest [[A]] < [A]. Selleks votame suvalise punkti
x & [[A]]. Et sulundi definitsiooni tottu [A]1 N U(x) %490 iga U(x)
korral, siis [A] sisaldab védhemalt iihe punkti y=U(x) (moni-
kord voib kehtida y=x). Et y = U(x), siis leidub tingimuse C)
pohjal iimbrus U(y) < U(x). Kuna aga y = [A], siis leidub punkt
2= ANUW) cANU(x). Et aga U(x) oli punkti x suvaline
timbrus, siis oleme saanud x & [A4], mida oligl vaja nédidata.

Jadb niidata tingimuse a) kehtivust. Niditame koigepealt, et
[AUB] < [A1U[B]. Selleks votame suvalise x = [A4 | B]. Juhul,
kui kehtib x = [A] < [A] U [B], siis on x kuuluvus hulka [A]U
U [B] toestatud. Oletame, et x & [A]. Siis leidub vdhemalt iiks
selline U, =U,(x), et AU, =@. Analoogiliselt, kui x & [B],
siis leidub selline iimbrus Uz = U,(x), et B U = @. Tingimuse
B) pohjal leidub selline U= B(x), et Uc U U, Jérelikult
Un (AU B) =9, mis raagib vastu oletusele x = [A | B].

Néitame ka vastupidise sisalduvuse [4A]1U[B] < [4UB].
Votame suvalise punkti y = [A]U[B]. Siis iga iimbruse V =
= V(y) =B(y) korral kehtib ANV = 0D voi BNV == 0. Jarelikult
VN(AUB)=(VNA)U(VNB)s=9D, mis tihendabki, et ye
= [A U B]. Seega jédrelduvad tingimustest A) — C) kéik tingi-
mused a) — d) ja X on jérelikult topoloogiline ruum.

Mirgime, et topoloogilise ruumi defineerimiseks on ka teisi
}rl?imalu;i. Voib naiteks lahtuda tuletishulga moistest (vt. [7],
1k. 17—24).
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Hausdorffi ruumid

Topoloogilised ruumid, mis rahuldavad {ilalnimetatud tingi-
musi, voivad olla kas primitiivsed vdi, vastupidi, nii keerulised,
et erinevad liiga palju meetrilistest ruumidest ja nendes ei saa
arendada funktsionaalanaliiiisi. Seepdrast noutakse, et topoloogi-
lised ruumid rahuldaksid veel tdiendavaid tingimusi. Sellisteks
lisatingimusteks on nn. eralduvustingimused. Vaatleme
kahte nendest.

Topoloogilist ruumi X nimetatakse 7;-ruumiks, kui vasta-
valt igale kahele erinevale punktile x,y =X leidub punkti x
iimbrus U(x), mis ei sisalda punkti y, s. t. U(x) 2y, ja vastupidi,
leidub ka U(y) % x (vt. joon. 1).

On kerge ndha, et topoloogiline ruum on T, ruum parajasti
siis, kui tema iga iihepunktiline hulk on kinnine. Toepoolest, kui
X on Tj-ruum, siis iikski y=x = X ei saa olla iihepunktilise
hulga {x} puutepunktiks, sest leidub iimbrus U(y) 3 x, s. o.
U(y) N {x} =@. Jarelikult, [{x}]= {x} ja {x} on kinnine. Vas-
tupidi, kui iga lihepunktiline hulk ruumis X on kinnine, siis iga
x,y= X korral on tdiendid C{x} ja C{y} lahtised ning y=+x
korral on hulgad C{x} ja C{y} vastavalt y ja x {imbrusteks, mis
iitlebki, et X on T,-ruum.

Viimase kriteeriuini rakendusena veenduine, et sidus kaksik-
punkt X = {a, b} ei ole T,-ruum. Toéepoolest, ruumis X on iihe-
punktiline hulk {a} kiill kinnine, ithepunktiline hulk {b} aga mitte.
Seega X pole T;-ruum.

Vaatleme veel kitsamat ruumide klassi kui T;-ruumid.

Topoloogilist ruumi nimetatakse To-ruumiks ehk Haus-
dorffi ruumiks, kui iga kahe erineva punkti »,y & X korral
leiduvad nende iimbrused U(x) ja U(y), mis ei 16iku, s. 0. U(x) N
NU(y) =0 (vt. joon. 2).

Iga meetriline ruum on Toruum (vt naiteks [3], lk. 41,
teoreem 8).

Hausdorffi ruumid on eriti tdhtsad selle poolest, et nendes,
nagu peatselt ndeme, voib jada koonduda ainult iiheks elemendiks.

Jada koonduvust topoloogilises ruumis defineeritakse samuti
kui meetrilises ruumis (vrd. [4], lk. 5). Topoloogilise ruumi X
elementide x, jada {x,} nimetatakse koonduvaks elemendiks

Joonis 1. lo.eus 2.
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x & X (tdhistatakse xn, — x), kui punkti x iga imbruse U = U (x)
korral leidub selline indeks Ny, et n > Ny korral x, = U (jareli-
kulttiisaldab U jada {x.} koik punktid, vdlja arvatud 16plik hulk
neist).

Osutub aga, et isegi T -ruumis voib jada koonduda mitmeks ele-
mendiks. Nditeks olgu X = {x,}-suvaline loenduv (s. t. kordamisi
mittesisaldava jadana esitatav) hulk. Nimetame kinnisteks hul-
kadeks 9, koik 16plikud hulgad {xn,, ..., X, }<=X ja X. Siis on
X topoloogiline ruum, milles v6ib veenduda vahetult, kasutades
teist definitsiooni, ning kuna {iheelemendilised (kui loplikud) hul-
gad on kinnised, siis X on T,-ruum. Punkti x = X {imbrusteks
on kogu ruum X ja hulgad X\{*n,, ..., %n .}, X&{%n,, ..., *n,}.
Jérelikult sisaldab suvalise punkti suvaline iimbrus jada {xa}
koik liikmed, wvélja arvatud 16plik hulk neist. Seega voib
ruumis X jada koonduda ruumi X igaks elemendiks.

Hausdorffi ruumis on selline olukord véimatu, nagu néitab
jargmine teoreem.

Kui X on Hausdorffi ruum, siis ruumis X véib jada koonduda
ainult iiheks elemendiks. Toepoolest, kui x,—>x ja y=~x, siis
(To-ruumi definitsiooni jargi) leiduvad timbrused U=U(x) ja
V=V(y), mis ei 16iku: UNV=9. Leidub indeks Ny, nii et
n > Ny korral x, = U. Jarelikult x, & V, kui n > Ny, mis iitleb,
et jada {x»} ei koondu elemendiks y.
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SUMMEETRILISED POLUONOCMID

H. Espenberg

Monede algebraliste iilesannete lahendamine lihtsustub olu-
liselt, kui kasutada nn. siimmeetrilisi polinoome. All-
jargnevas tutvustame kahe ja kolme muutuja siimmeetrilisi polii-
noome ning esitame nende rakendusi.}!

Kahe muutuja siimmeetrilised poliinoomid

Kahe muutuja poliinoomi P(x,y) nimetame slimmeetriliseks,

kui
P(x,y) = P(y,%).

Stimmeetrilisteks poliinoomideks on néditeks x3 4 y3, x%2y + xy? 41,
(x+y) (xy —1), sest x®+ y®=y®-1- x3 jne. Poliinoom x> —2y -3
aga ei ole siimmeetriline, sest x2—2y2? + 3 5= y> —2x2 4 3.

Poliinoome

oy=x-t+y ja or2=xy,

nimetatakse siimmeetrilisteks pohipoliinoomideks,
Nende tdhtsuse toob esile siimmeetriliste poliinoomide
pohiteoreem:?

iga kahe muutuja simmeetriline polinoom on esitatav muu-
tujate o, ja oo poliinoomina.
Naide 1. Esitada simmeetriline poliinoom x%- xy- y* péhi-
poliinoomide kaudu.

Siin

¥txy+ = ()P —ay = 0’ —0s.

Nédide 2. Esitada simmeetriline poliinoom x3—xy-+y® pohi-
poliinoomide kaudu.
"~ Vastuseni jouame jargmiste teisenduste abil:

X3 —xy + y? = (x*+ 3x%y + 3xy® + y°) — 3x%y — 3xy? — xy =
= (x4 )3 —3xy(x +y) — xy = 01> — 30102 — 02.
! Taiendavat materjali vdib lugeja leida raamatust [3].
2 Pohiteoreemi toestuse voib leida raamatust [3], k. 10—13. Pohiteoreemi

teestus iildjuhul, s. o. n muutuja siimmeetriliste poliitnoomide kohta, on esita-
tud opikus [1], k. 263—264.
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Selgitame niiid, kuidas avalduvad o, ja o2 kaudu astmesum-
‘mad, s. o. poliinoomid sp=x"-+4+y* (n=0, 1, 2, ...).
On kerge veenduda, et ’

O1Sp—1 — 02Sk-—2 == Sk. (1)

Toepoolest

0181 — O2Si—2 == (X + ) (xF~1 4 y*=1) — gy (x~2 4 y*—2) —

= xh - xyhl - yah—t - ygh— yxhl — gyl = e g e sy
Et so=1x"4 y°* =2 ja s,=x+4 y =0, siis valemi (1) pohjal
Sg == 015| — 0280 == 0,2 — 203,
83 = 01Sg — 025} = 61(012 — 202) — 020, == 6,°> — 300y,
S4 = 0183 — 0252 = O] (0'13 — 30'10'2) — 0'2(0'12 — 20’2) =

= 0,* — 40,202 + 2092

Analoogiliselt jatkates saame koostada astmesuwmnmade tabeli:

So =‘2,

§) = 0Oy,

Sg= 0\2 — 209,

S3 =03 — 30,09,

54 = 01 — 40,%02 - 2022,

S5 = 01> — 50,%02 -+ 50,022,

Sg — 0'16 —_ 60’1402 + 90’1209_2 — 20’23,

s7=01" — 70,°0; -+ 1406,3¢92 — 70,093,

Sg = ()‘18 — 80’1602 + 200’|40'22 — 160120'23 *f— 20’24', jne.

Vorrandisiisteemide lahendamine

Korgema astme algebraliste vorrandisiisteemide lahendamisel
on {iheks sagedamini kasutatavaks meetodiks asendusvote. Kahe
vorrandi siisteemi korral on asendusvote rakendatav ainult sel
juhul, kui siisteemi iihest vorrandist ({ikskdoik kummast) saab
avaldada {ihe tundmatu. Asendusvotte puuduseks on, et ta taan-
dab siisteemi lahendamise ithe kdrgema astme vérrandi lahen-
damisele.3

Nimetatud pohjustel ei onnestu alati lahendada siisteemi
asendusvottega. Neil juhtudel piiiitakse {ilesannet lahendada
kunstlike votete abil. Sobivate votete leidmine pole aga sugugi
lihtne. Seepirast kujutabki korgema astme vorrandisiisteemi
lahendamine monikord lausa «matemaatilist pahklits.

Nidide 3. Lahendada siisteem

{ 2 —xy+ PP =7,
x3 -+ y3=35.

8 Kui siisleemi vérrandite astmed on m ja n, siis asendusvbotte rakenda-
misel jouame mn astme vorrandini.
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Ulesannete kogus [2] antakse sellele iilesandele jargmine lahen-
dus. Teise vorrandi vasaku poole lahutame tegureiks (x -} y) (x2—
—xy+ y?) ja seejdrel jagame teise vorrandi esimesega. Saame
x -}-y=>5. Esimese vorrandi molemale poolele liidame 3xy. Saame
(x 4+ y)2=7 4 3xy. Arvestades, et x -} y=25, saame siit xy==6.
Niiiid lahendame siisteemi

{ X y=35,
xy==56
ja saame ldhtesiisteemi lahendeiks
{ xl :'3v { Xg == 2_/
iy =2, Yo==13.

Niide 4. Lahendada siisteem
{2t 3x%y2 -} yt =109,
| %2 y24- xy=13.
Selle siisteemi autcripocine lahendus (vt. [6], iliesanne 198) on
jirgmine. Siisteemi esimese vorrandi esitame kujul (x%--y2)2--
|- x2y2=109. Tahistades © = x2+4 y? ja v—= xy, saab siisteemile
anda kuju
[ u?-} v2=109,
| u-o0v=13.
Teisest vorrandist avaldame u ja asendame esimeses vorrandis @
saadud avaldisega. Saame
(13 — v)2 - v2 == 109,
v2—13v 430 =0.
Siit v, =10, v2=3, u, =3, uy = 10.
Seega taandub ldhtesiisteem siisteemideks:
[ety=10 . [ B y2=3,
xy=3 1a | xy=10.
Lahendame neist esimese. Selleks korrutame teist vorrandit tegu-
riga 2 ning saadud vorrandi liidame iikskord esimese vorrandiga
ja teinekord lahutame esimesest vorrandist. Tulemuseks saame
siistecmi
{ (x+ y)2 =16,
(x—y)?=4.
mis omakorda taandub neljaks lineaarseks vodrrandisiistecmiks
{ X+ y=d4,
X —y=-12
Lahendades need siisteemid saame
{ X =3, { Xo=1, { X3=—3, { Xy=—1,
!/l='l, y212’=31 !/3=—]n y4=_3‘
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Analoogiliselt lahendub teine siisteem. Tema lahendid on

%o = (VBB +i717), [ = (—VB—i7T)

yo =~ (VI — Y17}, Yo = (134 iYTH),

5=+ (YB—iyTD), %5 =3 (—V3B+ Y1),
‘ . . {

4= (VB +1V17), go = (—VB—iVT7).

Molemad néitena toodud siisteemid on lahendatavad siimmeet-
riliste poliinoomide abil.
Kui siisteemi

P(x, =0,
{ Q((fc, Z)) =0 (2)

vorrandite vasakud pooled on siimmeetrilised poliinoomid, siis
avaldame nad siimmeetriliste pohipoliinoomide ¢; ja o kaudu.
Siisteem (2) votab kuju

Pi(0o1, 02) =0,
. { Qi(o1, 02) =0. (3}
Siisteemi (3) lahendamisel leiame o; ja 0. arvulised viairtused

ning nende pdhjal omakorda x ja y arvulised vidirtused. Seega
on viimaseks sammuks siisteemi

x+y=o,
{ oo (4)
lahendamine tundmatute x ja y suhtes. Vieta teoreemi pohjal siis-
teemi (4) rahuldavad x ja y vdartused on ruutvorrandi
22— 0124 09=0
lahendeiks. Kui selle ruutvorrandi lahendeiks on 2, ja 2, siis
siisteemi (4) lahendeiks on
X =2, . Xg = 29,
{ Yi=2 ja { Ya=121.

Rakendame kirjeldatud meetodit eespool kunstlike votete abil
lahendatud siisteemide lahendamiseks.
Nidide 5. Lahendada siisteem

{(2—stp=1
X8 - 8 = 35.

Muutujatele o, ja oy lileminekuks kasutame astmesummade tabelit.
Saame

28



{ 02— 30, =17,
01"l —_ 30’10’2 = 35.

Avaldades esimesest vorrandist o, ja asendades o, saadud aval-
disega teises vorrandis, saame

013 —_— 0'13 '—|— 70’1 == 3b.
Siit 0, =>5 ja jarelikult o = 6. Niilid tuleb lahendada siisteem

{x+y=&
xy =6,

mis on taandatav ruutvorrandi z2—5z-+6=0 lahendamisele.
Lahtesiisteemi lahendeiks saame

{ X1 :'2, { XQZ‘S,
y1=3, Y2 = 2.
Nidide 6. Teine eespool juba lahendatud siisteem
{ x* - 3x2y? 4 y* = 109,
2+ Y+ xy=13
votab iileminekul muutujatele o) ja o2 kuju
{ 0'14 —_ 40’120'2 + 50’22 = 109,
012 — Og— 13.
Avaldades siin teisest vorrandist os ja asendades o, saadud aval-
disega esimeses vorrandis, jouame biruutvorrandini
0'14 — 390’12 —i— 368 = O,
mille lahendeiks on o, =44, +723.
Vastavad o, vddrtused on:

{m=i£ {m=iﬁ5

Gg — 3, Og == 10.

Lahendades need neli siisteemi x ja y suhtes (kasutades ruut-

vorrandit 22— 0,2+ 02 =0), saamegi siisteemi koik kaheksa
lahendit.

Lisame veel paar nédidet.
Nidide 7. Lahendada siisteem 4
[ 2trydp=1r,
x+xy+y=>5.
Minnes iile muutujatele o, ja o, saame siisteemi

{ ()’13 —_ 30’10’2 + 0‘23 = 17,
oy + 02 =25,

4 Vt. [4], iilesanne 985. Ulesannete kogus antud vastuses esineb viga.
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mille lahenditeks on o, =2, oy=3.
Seega jouame siisteemideni

{ 0] =2, { gy =3,

Og = 3, oy = 2.
Esimene neist siisteemidest annab (arvestades, et vorrandi
22— 22+ 3=0 lahendid on z=1-+i72)

J x=14iy2, | xn=1—1i7y2,
et iy, PR
Teisest siisteemist saame
{ X3=1, { X4=2,
U3 = 2, Yy = 1.

Niaide 8. Lahendada siisteem®
x Vx4 yy = 341,
{ x Yy y¥x = 330.
Asendusega 1 =}x, v=Jy jouame siisteemini
[’ v? =341,
| w?v 4 uov? = 330,
milles vorrandite vasakuteks poolteks on siimmeetrilised poliinoo-

mid u ja v suhtes. Minnes iile siimmeetrilistele péhipoliinoomidele
oy=u -4 v, oy = uv, saame
{ 0'13 —_ 30"10’2 = 341,
0109 == 330.

Siit ¢,*==1331 ja ;=11 (plirdudes o, reaalsete vairtustega),
oo = 30. Varrandi 22 — 112 4~ 30 =0 abil leiame, et

Uy = 5, { Uy = 6’
{ U= 6) Ug — 5.
Seega ldhtesiisteemi lahendid on
( X == 231 I Xa :361
l y1 = 36, 2= 25.

Nédide 9. Lahendada siisteem®
[ 2x8%* — y°x* = 36,
| 2x%y — y2x =6.

Teostades esmalt asenduse x= u, y = —2v, saame parast monin-
gaid lihtsustusi

5 Vit [4], iilesanne 1003.
6 Vt. [4], {ilesanne 968.
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. . 9
32)2 2713 —— -
luu —|—uv_2,

2
3}

luzv—f—uvz:—-—‘z—.

Uleminek muutujatele o) =u + v ja oo==uv aanuab

0102° = —,

2
0107 = — o
102 = 9 -

.. 1 . - . . l
Siit oy = 5 op=—3. Tuginedes vorrandile 2*——-2—3=0
leiame, et

J Uy = — i s Juz =2
2
l(h =2 l Uy — —3'— .
' 2
Siit

inz—%—, Jx2:2,
l!/i=—4, ly2=3.

Piirdume nende néaidetega. Tédiendavat harjutusmaterjali véib
lugeja leida iikskoik millisest algebra iilesannete kogust. Mitte
iga korgema astme algebraline vorrandisiisteemn pole lahendatav
stimmeetriliste poliinoomide abil, seepdrast vajab harjutamist ka
oskus «ldbi ndha», millise siisteemi puhul saab kasutada siim-
meetrilisi poliinoome ja millise puhul mitte.

Vorratused

Olgu f(x, y) stimmeetriline poliinoom ja iilesandeks toestada
vorratuse

f(x, ) =0 (5)

kehtivus. Ulesande lahendamisel kasutame siimmeetrilisi polii-
noome, tuginedes jiargmisele lemmale:
siisteemi

{ x4 y=o,

XYy = 02
lahendid on reaalsete o, ja o2 korral reaalsed parajasti siis, kui
o2 —40,=0. (6)
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Lemma toestamine ruutvorrandi 22— g2+ g2=0 abil on
lugejale joukohane.

Vorratuse (5) toestamiseks voime seega kasutada jargmist
teed.

Avaldame f(x, y) siimmeetriliste pohipoliinoomide kaudu ning
toestame saadud vorratuse kehtivuse eeldusel, et 6,2 — 40 = 0.
Otstarbekas on tdhistada ¢,>—402=¢ (seega & = 0), kust

Oy = 7:‘ (02 —e). (7)

Selle scose abil climineerime toestatavast vorratusest muutuja o,
ning jouame vorratuseni, mille kehtivuse peame tGestama eeldu-
sel e = 0.

Naide 10. Téestada vorratus’
Yt = 2%y - xR
Minnes iile siimmeetrilistele pdhipoliinoomidele, saame vorratuse
01* — 40,2091 2022 = 02(012 — 203)
ehk
014 — 50120’2 + 40’22 2 0.
Asendus (7) viib vorratusele
ot —%012(612 — t-:) + ~111—(0’12— 6)2 = 0
ehk
3

1
TO’fzs-i—TEZ}O.

Et e = 0, siis viimane vorratus kehtib.
Nidide 11. Toestada, et eeldusel x +y = 0, on?8

= ()

Minnes iile muutujatele g, ja o, saame vorratuse

'—;— (0 — 30103) = % o,

Elimineerides op vorduse (7) pdhjal, saame
gi1e = 0.

Saadud vorratuse kehtivus on ilmne, sest e =0 ja ka 0, =0
(eelduse kohaselt x + y= o0, = 0).

7 Vt. [4], iilesanne 1210.
8 Vit [5], tilesanne 190.
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Teisi nditeid siimmeetriliste poliinoomide rakendamise kohta

Esitame veel moned iilesanded, mille lahendamisel on otstarbe-
kas kasutada siimmeetrilis1 polunoome.

Nadide 12. Taandada murd?®
F+y) —x"—y
xFy)p—r—y

Avaldame murru A siimmeetriliste pohipoliinoomide kaudu ja siis
taandame: '

A— oy — (017 —70s°02 + 140402 — 70‘10’23)
04> — (01° — 504%02 + 50102?)

7(0’1"—20’120'24—0'22) ___7_ o _
5(04%— 09) 5 (0% —02) =

=

=%(x2+xy+y2)-

Naide 13. Lahendada vorrand 1°
sinx -4 cos x -} sinxcos x = 1.

Tihistame sinx = u, cos x =v. Antud vorrandi asendame siistee-
miga, lisades trigonomeetria péhiseose sin%x -+ cos2x = 1:

{ u+v+tuv=l,
u? + v =1.

Uleminek siimmeetrilistele pohipoliinoomidele o)y=u - v, gs = uv
annab siisteemi

{ o1+ o2=1,

0'12——20'2= 1,
mille lahendid leiame asendusvdttega:

(s T e

Teine lahend ei sobi, sest o2 = ©v = sin x cos x ei saa vorduda nel-
jaga. Esimesest lahendist leiame, et

| u=0, _. { u=1,
l v=1 Vol v =0,
chk teisiti,
sinx =0, _. { sinx=1,
{ cosx == 1 vol cosx =0.

9 Vt. [4], iilesanne 223.
10 Vi, [6], iilesanne 592.
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Seega on lahtevorrandi lahenditeks
x=2kn ja xz=g——|—2kn.
Nidide 14. Leida vorrandi
[‘]/8—x+li/89—|—x =5
reaalarvulised lahendid."!

4 &
‘Tahistades Y8 — x—u, Y89+x==v, saame

{u—l—v=5,
Lutd4-v4=97.

See siisteem avaldub o, ja o2 kaudu kujul

{ 01— 5,
014 — 40’12‘02—|—20'22= 97.
Tema lahenditeks on '

{01:5, ia {0’1:5’

o=44 17 lo=6.

Esimene neist annab u ja v jaoks komplekssed vairtused, nagu
ndhtub ruutvorrandist 22— 5z 4- 44 = 0. Teine lahend annab

{u=2, . {u=3,
v=3 14 1o=2.

Siit leiame, et ldhtevorrandi lahendid on x,=—8 ja x2~=——73l

Ndide 15. Vorrandi'? 7x2+44x+5=0 lahendid on a ja .
Lahendeid le’dmata arvutada 4a3® — 6af?--4p® —6a?p. Tahista-
des o} =0, ja afp= 0., voime Vieta teoreemi pohjal oelda, et

Oy=—"—" ja Or=—. Seega

4a® — 6ap® + 4p4° —60*p=4 (a’+p*) — 6ap (a+-p) =
=4 (0s® — 30172) — 60102=4 013 — 1806102=
256, 360 2264

T 343749 343

Kolme muutuja siimmeetrilised poliinoomid

Poliinoomi f(x, y, 2) nimetame siimmeetriliseks, kui
f(x’y9 2) :f(yr X, Z) ‘=‘f(2, y7x) = f(x) Z’y)-
Nii nditeks on poliinoom’d x2- y2 4 22, x3 4 y3 + 28 —2xyz
x(Y2+2%) +y(x®-}-22) + z2(x*2+y?) siimmeetrilised poliinoomi
(kontrollige!).

11yt [5], iilesanne 131.
12 Vt, [4], iilesanne 638.
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_ Poliinoom f(x, y,2) = (x + 2y) (y -} 22) (2 + 2x) aga ei ole
summeetriline, sest

[(9, %,2) = (y + 2x) (x 4 22) (2 + 2¢) == [(x, 1, 2).

Poliinoome
or=x+4y-+z
02 = XYy + x2 + yz,
03 = xyz

nimetame siimmeetrilisteks pohipoliinoomideks.
Pohiteoreemi'® kohaselt on iga kolme muutuja simmeetriline polii-
noom esitatav muutujate o), oo ja o3 polinoomina.

Astmesummad s, =x"4-yn +2n (n=0, 1, 2, ...) on avalda-
tavad oy, 62 ja o3 kaudu, tuginedes valemile *

Sk = O1Sp—1 — O25r—2 -} O3Sp_a. (8)
Lt so=x04-y°+20=3, sy=x+y+z2=0, ja sp=x21-y2}
[-22= (x+y+2)?—2(xy + x2+ yz) = 6,2 — 20, siis valemi (8)
pohjal
S3 = 01S2 — 02S] —l— 03Sg=— O] (0’12 — 20'2) — 0102 -—I— 30’3 =
= 0'13 _— 30’102 —I— 30'3.

Niiiid voime arvutada ss;, seejirel s; jne. Koondame tulemused
tabelisse:

So =13,

§1==0y,

$2 = 0,2 — 202,

S3 =‘0'13 —_— 30'1()'2 + 30'3,

Sy = 01* — 40,202 + 202% + 40,03,

$5 == 0,°> — 50,303 + 50,022 -} 501203 — 50203,

Sg = CF|6 — 60’140'2 —I— 90'120'22 — 20’23 + 60‘1303 —_ 120’10'203 + 3032,

Keerulisema kujuga siimmeetriliste poliinoomide avaldamiseks
gy, 02 ja 03 kaudu on otstarbekohane kasutada médramata korda-
jate meetodit.

Nidide 16. Avaldada P(x,y,z) =x(y?+ 22) +y(x24+2%) +
[-2(x2-4-y2) sidmmeetriliste pohipoliinoomide kaudu, kasutades
mddramata kordajate meetodit. .

Et poliinoomi P koik liikmed on kolmanda astme liikmed, siis

peab ta o1, o2 ja 03 kaudu avalduma kujul

P(x, y,2) = Ac:® 4+ Boi1o2 - Cas. 9)
13 Pghiteoreemi toestus on esitatud raamatus [3], 1k. 48—58.

4 Valemi {gestamise jdtame lugejale. Selleks tarvitseb nii o), 0., 03 kui
kit Sa—1, Sh—g, Sr—3 avaldada x, y ja z kaudu.
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Kordajad A, B ja C on konstandid, mis ei séltu muutujate
x, y ja z vaidrtustest. Andes neile muutujatele suvalisi vadrtusi,
saamegi middrata konstandid 4, B ja C.

Néaiteks x=1, y =10, 2=0 korral P(1,0,0) =0 ning o, =1,
0y =0, 03 =0. Seosest (9) saame, et A=0. Kui x=1, y =1,
z=0, siis P(1,1,0)=2, 61=2, oe=1, 03 = 0 ning seose (9)
polijal 2B =2, s.o0. B=1. Kui x=1, y=1, z2=1, siis
P{1,1,1) =6, 0,=3, 02=3, 03=1 ning seose (9) pohjal
94+ C=6, s. 0. C= —3. Seega

P(x,y,z) = 06,00 — 303.

Niiteid kolme muutuja siimmeetriliste poliinoomide kasutamise
kohta

Ndidide 17. Taandada murd s

A XB+y*4-28 —3xyz ‘
(=) —2)2+ (=)

Minnes lugejas ja nimetajas iile siimmeetrilistele pohipoliinoo-
midele, saame

A— 0’13-—3610'2—|—30'3—30'3
2(0’12—20’2)-—202 .

[murru nimetajaks on 2(x* 4 y?2 -+ 22) —2(xy + xz 4 y2)]. Pirast
lihtsustamist saame

e U
A= 202 —60z  2(0:>— 302) 2 01="7 (x+y+-2).

Nidide 18. Toestada, et 16
(@a-+ b+ c)®=27abc,
3__ 3_, 3__
kui Ya+ Vb + Yc=0.
3_

3 b J.
Tahistades VYa=x, yb=y, Yc=2z, saab lilesanne kuju: tGes-
tada, et

(8 y* + 29)° = 21042,
kui x+y-+2=0.
Kui aga o0,=0, siis astmesummade tabelist ndeme, et
§3% = 27038 = 27x%y328.

5 Vi, [4], iil. 224.
16Vt [5], il 62.
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Niide 19. Toestada, et 17

yZ 22
Ere=h

vz ,a00 0
MHT—{_T_F C—IJa x+y 2 =0.

Iiihistame —x=u, -y—zv, i=z|z:.
a b c
I'uleb nédidata, et w2+ 2+ w?=1, kui u+v—+w=o0,=1 ja

11 1 vw+tuw-+uv

'u—+_v—+_5__W_—E—O (siit 02=0). Kui aga o1=1
1 0,=0, siis tdepoolest -
u? 4- v?2 4 w? = sy = 0,2 — 209 == 1.

Niide 20. Lahendada vorrandisiisteem 8

x+y+z=2
[ 4+ (y+2a)++2)z+x)+(z0)E+y) =1,
U 2y +2)+ y*(z+ %)+ 22 (x +y)=—6. :

Teise vorrandi vasak pool on teisendatav kujule 3(xy + yz
| 2x)- (%24 y2 + 22) = 302 + (012 — 202) = 0,2+ 02, kolmanda
vorrandi vasakul pool on aga néites 16 esinenud poliinoom (eri-
nevus on liikmete rithmitamisviisis). Seega on antud siisteem esi-

tatav kujul
0) =2,
0.2+ 0y=1,

0102 — 30’3 = —6,

millest saame o) =2, 0 = —3, 03=0. Et médidrata muutujate x,
y ja z véartusi, on kasulik silmas pidada, et x, y ja z on kuupvor-
randi k% — 0,k? + o2k — 03 = 0 lahendeiks (meenutage Vieta teo-
reemi kuupvorrandi korrall). Seega tuleb meil lahendada kuup-
vorrand k% — 2k% — 3k = 0. Lahendeiks on arvud 0, —1 ja 3. Siit
saame ldhtesiisteemi jaoks kuus lahendit:

x1 =0, [ x=0, X3 = —1,
[ y1=—1I, { Y2 =3, Yys==0,
21:3’ 29 == —1], 23:3.
Xg= —1, x5=3, Xs = 3,
‘ Ys =3, [ys=0, [ys»-:—l,
2, =20, 5= —I1, 2= 0.

17Vt [5], iil. 65.
8 Vt. [5], iil. 170.



Nidide 21. Lahendada vérrandisiisteem 1®

Vx+Vy+Vz=4,
x4+ y--2=486,
x?+y* - 22=18.

Téhistades Yx = u, Yy = v, }z = w, saame siisteemi

u-t+v+ w=4,
u + v? 4 w?=6, (10)
ut 4 vt 4 wt=18.
Minnes saadud siisteemis iile siimmeetrilistele pdhipoliinoomidele
o,=u-+t+v-+w, 0y=uv-+ uw -+ v, 03 = UVW, Saame
[ 0] == 4,
\ 0'12 — 20’2 = 6,
| 01*— 40,205 + 2022 -+ 40,05 = 18.
Siit g = 4, 09 — 5, 03 — 2.
Kuupvorrandi k3 — 4k? |- 5k — 2 =0 lahenditeks on? k=
=ko=1, k3 =2 ja seega siisteemi (10) lahenditeks:

u =1, us =1, Us =2,

Dlzl, 02=2, Ug'=1,

W, = 2, wy =1, wy; =1
Lihtesiisteemni lahendid on

xl:11 x2:lv x3:4)

Y= l» !'/2:‘4, !Ja:l,

z =4, z2o=1, z3=1.

KASUTATUD KIRJANDUS

1. Kangro, G. Korgem algebra. Tln, 1962.

2. Autonos H. Il. u np. CGopHMK 3anay No 3JEMEHTapHOH MaTeMaTHKe.
M., 1958.

3. Boarsinckuu B. I, Buacuoxun H. . Cummerpus B aarebpe. M.,
1967.

4. Jlanuuw C. E, Bapanosa M. B. CGopHuk 3anay no sjeMEHTapHOH Ma-

TeMatuke. ApudMernka M aare6pa. M, 1960.

CnBawnHcku i M. X. 3agauHuk no saeMeHTapHoil Matematuke, M, 1966.

6. Iaxuno K. V. C6opHHK 3ajau 1O MaTeMaTHKe TMOBBIIIEHHOH TPYAHOCTH.
Munck, 1964.

-

19 Vi, [4], 4l. 1038.
20 Neid lahendeid on lihine leida Horneri skeemi abx] (vt. Matemaatika
metoodiliste artiklite kogumik I. TIn., 1963).

38



POLUNOOMIDEST JA FORMAALSETEST
RIDADEST

U. Kaljulaid

Kéesolev artikkel tekkis soovist anda lugejale kidepédrane abi-
materjal Ruffini-Abeli teoreemi sdnastamiseks ja toestami-
scks. Siin késitletakse poliinoomi siimmeetrilisuse ja taanduma-
tusc moisteid ning formaalse rea moistet. _

Siimmeetrilistel poliinoomidel on rakendusi matemaatika mit-
mctes valdkondades. Huvipakkuva voimalusega kasutada neid kor-
gemaastmeliste vorrandite lahendamisel tutvub lugeja kéesoleva
kogumiku veergudel, vt. 1k. 25—38.

Taandumatuil poliilnoomidel on poliinoomide ringi aritmeetikas
mnbes samasugune osa kui algarvudel arvuteoorias. Viimaseil
anstakiimneil on nad leidnud kasutamist kodeerimise ja dekodeeri-
mise teoorias.!

Erilist huvi peaks lugejale pakkuma formaalse astmerea moiste.
Sclliste ridade teooria elegantne kasutamine on muuhulgas {iks
neist vahendeist, mille abil H. Cartan virskendas klassikalise
matemaatika sellise tdhtsa haru nagu kompleksmuutuja funkt-
siooni teooria {ilikoolikursuse esituse. Formaaised read etendavad
viimastel aastatel tdhtsat osa matemaatilises lingvistikas ja siis-
teemide matemaatilises teoorias.

Uhegi konesolnud matemaatilise objekti korral pole tema oma-
duste koikehdlmava nimistu koostamine artikli eesméargiks. Lugeja
tulvub vaid objekti nende omadustega, mis seda objekti hiljem
Abeli teoreemi toestamisel aktiivselt tegevusse lillitada voi-
maldavad. Autori arvates on matemaatiliste objektide kasutamine
~isttkate eesmarkide saavutamisel parim viis nende tundmadppimi-
«vks. Sellega seletub suuresti nii kdesoleva artikli materjali valik
lni ka (kohati iipris) lakooniline esitusviis. Markmete koostami-
1 on oluliselt kasutatud M. Postnikovi raamatut «Galois’ teooria».

1. Poliinoomide taanduvusest

1. Olgu P korpus. Votame vaatluse alla poliinoomide ringi
I’| x], s. t. vaatleme hulka, mis koosneb koigist poliinoomidest kor-
dajatega korpusest P,

! C6. «Hexotopble Bonpochr Teopun komuposauus, M., 1970.



f(x) =an -+ an_x + ...+ ax”, a; = P.
Liitmine ja korrutamine defineeritakse, nagu arvuliste kordaja-
tega poliinoomide korralgi, valemitega:

(F+ &) (x) =[(x) +g(x),
(f- &) (x) =f(x) -g(x).

Ringis P[x] puuduvad nullitegurid ja temas voib arendada jagu-
vuse teooriat nagu tédisarvude vallaski; algarvude osas esinevad
sealjuures (iile korpuse P) «taandumatud poliinoomid». Tutvume
nende omapdiraste «algarvudegas. !

Definitsioon. Polilnoomi f(x) & P[x] nimetatakse taan-
duvaks iile korpuse P, kui leiduvad sellised madalamaastmelised
mittekonstantsed poliinoomid f,(x) ja f2(x) ringis P[x], et f(x)
= f.( ) - f2(x). Vastasel korral on poliinoom f(x) taandumatu il

Jargnevalt esitame iihe vdite, mis néditab taandumatute poluw
noomide sarnasust algarvudega. !

Lause. Kui poliinoomil f(x) kordajatega korpusest P on uhlnd
lakend poliinoomiga p (x), mis on taandumatu iile P, siis f(x)
jagub poliinoomiga p(x).

Toestus. Olgu g(x) SUT (f(x), p(x)). Kuna vorrandeil f(x) =
ja p(x)=0 on iihine lahend, siis? deg g(x)=1. Eukleidese algo
ritmi teel saadud polunooml g(x») kordajad kuuluvad korpusess
P. Kui oleks deg g(x) < deg p(x), siis p(x) =g (x) - pi(x), ku
deg py(x) <<deg p(x) ja pi(x) kordajad on korpusest P. See o
aga vastuolus poliinoomi p(x) taandumatusega. Seega deg g(x) =
= deg p(x), millega lause on toestatud.

Naitena vaatleme po*inoomide taanduvust iile arvukorpuste,
Votame kasutusele standardsed tdhised: Z tdisarvude, Q ratsio-
naalarvude ja C — kompleksarvude hulga jaoks. Olgu P = Q. Ony
kerge veenduda, et piisab, kui oskame otsustada, kas antud tdis{
arvuliste kordajatega poliinoom f(x) on taanduv ringis3 Z[x] v0
mitte. Toepoolest, olgu f(x) ratsionaalarvuliste kordajatega polii{
noom. Leiame kordajate a; vdhima iithise nimetaja a ning vaat{
leme poliinoomi af(x); see on tdisarvuliste kordajatega poliinoom
ja tema taandumatus iile Q on ilmselt tarvilik ja piisav poliinoom
f(x) taandumatuseks (iile Q). Veelgi enam, osutub, et poliinoo-
mi a - f(x) taandumatusest iile Z jireldub a-f(x) taandumatus iildg
Q ja seega ka [(x) taandumatus iile Q. Seega kiisimus poliinoo;
mide taandumatusest iile Q on lahendatav, kui oskame selgitad4
poliilnoomide taandumatust iile Z. Selleks annab algebra rea tuni
nuseid. Tutvume monedega.

2 Siin deg f(x) tdhistab poliinoomi f(x) astet.

3 polilnoom f(x) on taanduv ringis Z[x], kui leiduvad mlttekonstantse?
tdisarvuliste kordajatega poliinoomid f;(x) ja fa(x), et f(x) =f,(x)-f2(x), ni
et deg fi(x) < deg f(x), i=1, 2.
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Eisensteini tunnus. Olgu antud polilnoom
f(x) =an+ an x4 ... F ax? 1+ ax”, ai=Z.
Kui leidub selline algarv p, et on tdidetud tingimused *
p T ag; piai, kui i = 0; p? T a,,
siis f(x) on taandumatu iile Q.

Tunnuse toestus on lihtne: teinud vaitevastase oletuse, jouab
lugeja kergesti vastuoiuni.

Sellest tunnusest jareldub muuseas, et (iile Q) taandumatul
poliinoomil voib olla kuitahes korge aste. Toepoolest, poliinoomid
s p, n=1, 2, 3, ... on taandumatud iile Q.

Cohni tunnus. Kui polinoomi f(x Zan_lx aeZ,

koik kordajad rahuldavad tingimust 0 << an— 1<9 ja F(10) on alg-
arv, siis f(x) on taandumatu iile Q. Cohm tunnuse pohjal on nai-
teks politnoomid x3 4 8x% 4+ 2x 4 3, 2x% 4 6x 43, 2x3 4+ x2 4 2x 4
{9 taandumatud iile Q.

Vihem tuntud taandumatuse tunnustest mérgime jargmist.

Selleks, et poliinoom f(x) =x"+aqx" 1+ ...+an, a;=Z,
oleks (iile Q) taandumatu, on piisav, et oleks tdidetud iiks jarg-
mistest tingimustest:

1) la > [1+ a4 |ag . . . 4 [an],
2) a2>0, -V-a—z.> -:_3—_(|a11—|—|a31—|- v —Hanl),

3) a1=0, a.>0, aﬁeo ]/a2>]/3 las/+ ... +lan]),

4) n>4, a,>0, ]/a4/1’2 1+|ay+|aol+ . .. +lan]), an==0.

Ule kompleksarvude korpuse on taandumatud vaid lineaar-
poliilnoomid. Toepoolest, kompleksarvuliste kordajatega vorrandil
[(x) =0 on algebra pohiteoreemi kohaselt vdhemalt iiks lahend
« e C, millest Bezout’” lemma pohjal jareldub, et f(x) jagub
teguriga (x —a). Rakendades jagatisele vajaduse korral sama
inottekdiku, veendume, et f(x) laguneb lineaartegurite korrutiseks.

Ule reaalarvude korpuse leidub juba taandumatuid ruutpolii-
noome — tuntud néiteks on poliinoom x2 |- 1. Osutub, et korgema-
astmelised reaalkordajatega poliinoomid on juba taanduvad. Et
~iin lineaarpoliinoomidele lisandub ka osa ruutpoliinoome, tuleneb

asjaolust, et kui f(a) =0, a = C, a & R, siis ka f(a) = 0, ning

tegur (x —a) (x —a) on iile R taandumatu.
Mirgime, et seni puuduvad efektiivsed tunnused poliinoomide
taandumatuse kindlakstegemiseks iile suvalise -korpuse. Pole

4 siin pla; tdhendab. et arv a; jagub arvuga p mng p 7 ai, et vastav viide
vi kehti,
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teada vastus jargmisele huvitavale kiisimusele > (P. Turan'i prob-
leem).
Kas leidub. niisugune mittenegatiivne téisarv ¢, et iga polii-

1
noomi f(x) =i’aix"*f, a;eZ, aps=0, jaoks leidub poliinoom
i=o

-g (x) :anbix"—f, b; = Z, mis on taandumatu iile Z, selliselt, et
i=0
ﬁ !b, —a;! < c.

i=0

2. Siimmeetrilised poliinoomid

Vaatleme polilnoomi f(x) = x® 4 ax?*1 - ... 4 ap_1X + Gn
kordajatega a; korpusest P. Alati leidub korpuse P selline laiend
L, milles poliinoom f(x) lahutub lineaartegureiks, s. t. leiduvad
sellised ay, ..., an = L/P, et f(x) = (x—a1) ... (¥ —an). Nditeks
juhtudel, kui P = C, voime korpuseks L votta kompleksarvude kor-
puse C. Poliinoomide vordsuse korral aga peavad olema vordsed
kordajad muutuja x vastavate astmete ees, millest saame tuntud

Vieta valemid:
_._alr_—,:(;l-}—(jg—i—..-'—]‘a‘n,
ay=— ajte + ... an_1Qn,

(—l)“—'an_l‘:czl...anq —}--...—’-(12...(171, (l)

(—D"ap, =waz... ox.
Nende seoste parematel pooltel on omadus mitte muutuda
lahendite a1, ..., an suvalise tmberpaigutuse ai—>ai, oz—>0,
., ap—a;  korral; siin (is, ..., in) on permutatsioon arvudest
1, 2, ..., n. Seetottu nimetatakse neid avaldisi siimmeetrilisteks

lahendite ay, ..., an, suhtes.

Nimetatud omadus annab voimaluse n-muutuja poliinoomide
seast eristada nn. siimmeetrilised poliinoomid, s. t. sellised polii-
noomid f(x;, ..., x»), mis ei muutu suvalise iimberpaigutuse
X—>Xi, ..., Xn—>X; korral. Naited sellistest poliinoomidest on

meil juba clemas: nn. siimmeetrilised pohipoliinoomid o6, = x;
-+-XQ+ —I—xn, O'QZXIXQ—I— P +xn_1xn, veey Ono1 = X1 X2 ...
e Xpg oo XeXy L. Xp, On=X1X2 ... Xp. Kerge on leida teisi
nditeid: x12 4+ x22+ ... %22 x3x3 ... x53, jne. Kuna siimmeetri-
lised poliinoomid moodustavad alamringi koigi n-muutuja poli-
noomide ringis, on kerge suurendada nende naidete arvu. Lugeja
markab, et paljusid siimmeetrilisi poliinoome saab avaldada poli-
noomina siimmeetrilistest pShipoliinoomidest, naiteks:

5 Sellega seoses vt. A, Schinzel Reducibility: of polynomials an¢

covering systems of congruences. — *“Acta Arithmetica”, 13, No. 1, 1967
p. 91—101.
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2224 xp?2= 02— 20,
X13%93 ... X3 = 0n®
X120 ... Xn .. F XXy .. Xn% == 010n.
Osutub, et iga siimmeetrilist poliinoomi saab avaldada polii-
noomina siimmeetrilistest pohipollinoomidest; teisiti 6eldes, iga

siimmeetrilise poliinoomi f(x,,...,%,) jaoks (kordajatega korpu-
scst P) leidub niisugune polilnoom g(xi, ..., Xs), (kordajatega
samast korpusest P), et
F(xy, ..., %) =q(01(X1,. .., Xn), 02(X1, ..., %n), ...,
. ..Gn(xl, e ey xn)).

See on nn. pohiteoreem siimmeetrilistest poliinoo-
midest® kasutame teda Ruffini-Abeli teoreemi toestamisel.

3. Ratsionaalfunktsioonide korpuse sisestamine algebraliselt
kinnisesse korpusesse

Olgu P korpus karakteristikuga 0, s. t. Q = P. Vaatleme rat-
sionaaliunktsioonide korpust P(x;, ..., xn) =R iile P. Tema
clementideks on kahe poliilnoomi jagatised é{%—’?){-, f,ge

1y ooy n )

& P[x]. Selline korpus ei tarvitse olla algebraliselt kinnine, s. t.
voivad leiduda mittelineaarsed taandumatud poliinoomid iile selle

korpuse.

Néide. Olgu P = Q. Nditame, et vorrandil x? - 1:=0 puudu-
vad lahendid korpuses R =Q(xy ..., ¥n). Toepoolest, kui
MLER on vorrandi x2-+ 1=0 Ilahendiks, siis
g(X1, ..., X)

(%1, .., Xn) )3_ ‘ (f(ci,...,cn) )2_ ,
<mg(x1. = 1 s. t.. Pl =—1 igasuguse
(¢yy ..., 2)EQM korral. Et aga r= g((c;‘—%';))—EQ oleme

joudnud vastuoluni, sest ei leidu sellist ratsionaalarvu reQ, et
ri=—--1,

Siiski, korpuse R saab sisestada algebraliselt kinnisesse kor-
pusesse, kui algebraliselt kinnine on pohikorpus P. Teostame selle
kahes jargus. Algui sisestame korpuse R nn. formaalsete ridade
orpusesse.

Mis on formaalne rida?

Muutujat tdhistagu x. Formaalne rida on Iopmatu formaalne
summa kujuga
AmX ™t g ux—mt 4 fa xR ag-taxfax? ..,

8 Toestuse voib leida prof. G. Kangro raamatust. Korgem algebra. Tin.,
1962, 1k. 262—264.
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kus a; = P ja m < Z; lithidalt, 3 a;xi =[. Formaalsete rj/‘dadei

iz=z—m
hulka kuuluvad koik poliinoomid, kuna ao-+ a\x + ... + gpxt =
= ] aixi, kus apy;=ara= ... =0. Iga kahe formaalse rea
i20 . . .. . ‘
= > aix* ja g= 3 b;xt korral voib nende summa ja korru-
iz-—m iz-n

tise anda valemitega:
kui nditeks n=m, siis f+ g= 3 (a:+ b:)xi, kusjuures,
i =

iz—n

A mi=...=0,=0 ja

f-g== 3 cixi, kus

iz—m—n

Cem—in =0 m-b_p
Com—nt1 = 0emb_ny; 4 Qomyi - b_n.

Lihtne kontroll néditab, et nende tehete suhtes on tegemist rin-
giga — formaalsete ridade ringiga P(x). Lugeja mirkab, et siin
on tegemist poliinoomide liitmise ja korrutamise «laiendamisegas
astmeridadele ning et poliinoomide korral osutuvad need tehted
tavaliseks poliinoomide liitmiseks ja korrutamiseks. Seega on|
poliinoomide ring P[x] alamringiks formaalsete ridade ringis
P(xy. Viimane on korpus, sest igal nullist erineval formaalsel
real f leidub «pdordrida», s. t. selline rida f~! & P(x), et f-f1=1.
Toepoolest, igal nullist erineval formaalsel real on kuju

f=x"(ap+ax+ax?+..), neZ a #0.
Maiirates rea ' = x"7(by+ b;x 4 box?2 4+ ...) kordajad b; vor-
dustest '

QAo - bo — l,
ag- by +a;-by=0,
ao - by + arby - agby =0,

naeme, et f-f~'=1. Seosest P[x] = P(x) jareldub, et formaalsete
ridade korpus sisaldab ka iga kahe polilnoomi jagatist, s. t.
P (x) = Pix).
Mitme muutuja formaalsete ridade korpuse moiste defineeri-
takse induktiivselt:
Pixy, x2) = P(xy) (x9),
Pixy, x9, x3) = P(xy, Xo) (X3},
Plxy, ..., xn) = P(Xx1, ..., Xn_1){Xn).
Nieme, et R=P(xy, ..., Xn) < P(Xy, ..., Xz).

Laiendame niiiid formaalsete ridade korpuse algebraliselt kin-
nise korpuseni. Selleks vaatleme iildisi formaalseid ridu, s. o.
formaalseid summasid '

ny
f= %afxT, kus a;=P; nsZ, n>0; n, no, ny, ... 2,
i=
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no &nl < ny <<... ja taisarvude n; seas on vaid 16plik arv

negatiivseid. Juhul n=1 on tegemist tavaliste formaalscte rida-
|

dega. Vottes appi uue muutuja y=x7, voime iildist formaalset

rida f yaadelda kui tavalist formaalset rida muutujast y:

i
f(x)= Jaix ™ = 3 ay™.
i=0 i=0
See lihtne markus niitab meile, et iildisi formaalseid ridu vo6ib
liita ja k%rrutada nagu tavalisi formaalseid ridu, kusjuures on
jallegi tegemist ringiga, mida tdhistame P{x}. Veelgi enam,
P{x} on ko‘pus. Toepoolest, {ildise formaalse rea f(x) = 0 korral
vaatleme ta ie vastavat formaalset rida f(y) = P(y). Kuna P(y) on
korpus, siis leidub f~'(y) = P(y) nii, et f(y) - f~'(y) = 1. Muutuja
4

vahetus y=x" annab vajaliku seose.

Osutub, et \P{x1} on algebraliselt kinnine korpus, s. t. iga
mittelineaarne 'poliitnoom kordajatega sellest korpusest on taan-
duv (iile P{xl}g).

Defineerime mitme muutuja iildiste formaalsete ridade korpuse
induktiivselt:

P{xy, x9, ..., Xn_y, X} =P{x1, ..., Xn_1}{Xa}.
Kehtivad seosed
Plxy, ..., xn] S P(x1 ..., x2) Py, ..., x2)P{xy, ..., X} (2)
Et korpus P{x,} on algebraliselt kinnine, siis lihtne induktsioon
nditab, et ka P{x,, ..., x,} on algebraliselt kinnine korpus (kui
seda on pohikorpus P). Seostest (2) jdreldub niiid, et seatud
eesmdrk on saavutatud.

4. Uldvérrandi lahutuskorpus

Siin illustreeritakse eelnevas kahes punktis toodud moistete
ja faktide kasutamist, tuuakse iildvorrandi ja tema lahutuskorpuse
moisted; nad on vajalikud Ruffini-Abeli teoreemi sonastamiseks
algebra tdnapdeva keeles.

Kasutame edaspidi sona «korpus» tdhenduses «kompleks-
arvude korpuse alamkorpus».’ '

Olgu P mingi korpus. Kui kompleksarvud ay,...,an on selli-
sed, et ei leidu iihtki poliinoomi A(xy,...,%xs) =0 kordajatega
korpusest P, et h(ay,...,an) =0, nimetame neid algebraliselt

soltumatuiks (iile P).2

? Jirgnevates arutlustes piisab, et «korpuss» tdhendaks «alamkorpus algeb-
raliselt kinnises korpuses karakteristikuga O».

8 Mitmed tunnused kompleksarvude algebralise soltumatuse kindlakstegemi-
seks leiduvad raama‘us A. O. Teab¢oH A Aare6paHyeckie H TPaHCUEHIEHT-
Hue uyncaa, M. 1952, 1k. 118-—121.
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Seeria niiteid (lile Q) algebraliselt sdltumatuist arvuydest
annab jargmine Lindemanni teoreem?.

Kui algebralised arvud ay,...,a. on lineaarselt sdltumatud
file Q, siis arvud e*:, ..., e on algebraliselt soltumatud jile Q.

Niiteks, arvud e ja e” on (iile Q) algebraliselt soltumatud, sest

1 ja Y2 on lineaarselt soltumatud iile Q.

Punkti 3 eeskujul voime moodustada formaalsete ridade kor-
puse K= P{a,,...,an}. Votame niiid suval'sed Astmeread
ar,...,0n Korpusest K ja vaatleme ko'gi taoliste alamkorpuste
ithisosa, mis sisaldavad pohikorpust P ja astmeridu ai,...,an.
See on korpuses K vidhim alamkorpus taolise omadysega ja me
tihistame teda P(a,..., an) =R.

Definitsioon. Kui vorrandi

f(x) = x" —*—' (11)6"'_1 -l* e *l* an—1X+ an =0 (3)

kordajad ay,...,a, on algebraliselt s6ltumatud (iile P), nimetame
teda n-astme iildvorrandiks (iile P). Sisaldagu pohikorpus P rat-
sionaalarvude korpust Q ja olgu algebraliselt kinnine. Sel korral
on astmeridade korpus K=P{ay,...,an}, kuhu kuuluvad ild-
vorrandi kordajad, algebraliselt kinnine (vt. punkt 3), mistottu
poliinoom f(x) laguneb temas lineaartegureiks. Seega leiduvad
sellised a;,...,an = K, et

f(x) =(x—ay) ... (x—an).

Korpust R(ay, ..., an) =A nimetatakse iildvorrandi (3) lahutus-
korpuseks.

Osutub, et R(ay, ..., an) =P(ay, ..., an).

Toepoolest, iihelt poolt seos P — R annab P(ay, ..., @) &
< R(ay, ..., an). Teiselt poolt, kuna Vieta valemite pohjal a; =
= (—1)io;(ay, ..., an), siis A=R(ay, ..., an)=~FP(a, ...

oy an) (e, -.., an) = P(ay, ..., an). Sellega on viide toestatud.

Saadud tulemus néitab, et {ildvorrandi lahutuskorpuse iga ele-
f(ai, ey (17%)_1—
g(ai, “ ey U.n)
poliinoomid kordajatega pohikorpusest P. Osutub, et see kirja-
viis on «iihene», s.t. ei leidu taolist elementi a=A, et -

mendi voib kirja panna murruna , kus f ja g on

- fi(ai, ey (ln) _ fz(ai, ey (In)
gi(m, ceey On) gz(ai, BERI Cln)
f
h 2 f1-g2— 2+ g1550.
9 Selle ja rea teiste algebral‘ise so.tumatusega seotud kiisimuste elegantse
esituse leiab lugeja raamatust C. Jlewe. Asre6pa. M. 1968, crp. 546—552. On

{Euuseas toendone, et arvud e ja m on algebraliselt soltumatud iile Q, loc. cit.
k. 552.
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oodud véaide pole kaugeltki ilmne. Anname tdestuse, kasuta-
astuvéitelist arutlust.

Oletame, et element a omadusega (4) siiski leidub. Siis aga
leidub\poliinoom A (xy, ..., x») kordajatega pohikorpusest P, mis
Ipolitnoom, kuid A(ai, ..., an) =0.

Olgd S, tédielik simmeetriilne rithm. Moodustame koigi

0e=S,, cn—(ll ? i ), korral poliinoomi A(x1, ..., xn) «kaas-
142 ...1Lln
politnoomid»!0 A% (x1, Xs, ..., Xn)=h(xi), ..., Xi,).
Siis
hs=0=-(Vo=S,)ho5=0=- J] hos£0.
oES,
Korrutis s(xy, ..., ) E_G—']] he (x4, ..., X») on siimmeetriline polii-

ses,

noom, mistotty voime talle rakendada pohiteoreemi siimmeetri-
listest poliinoomidest:

S(x1, ..., xn)=q(o1(x1, ..., Xn), .... On(X1, ..., Xn)).
Vieta valemeid
oi(a, ..., an) = (—1)1a;
kasutades saame
S(Qn,-. ,an) = q(Fai, ..., daa). (5)
Siinjuures g == 0, \mna s = 0. Teiselt poolt, kehtivad vordused
s{ay, ..., an) = JI h%(ay, ..., @n) =
oS,
=h(o, ..., an) - JT h%(a4, ..., an) =0, (6)
a=e
sest h(a;, ..., an) =0. Seoseid (5) ja g = 0 arvestades jarel-
dame viimati toodud seostest (6), et ay, ..., @, on algebraliselt
sbltuvad iile pohikorpuse P. See on aga vastuolu, kuna arvud
ay, ..., ap kui iildvérrandi (3) kordajad on algebraliselt so6ltu-

matud iile P. Viide on toestatud.

Toodud arutlustest jareldub kergesti, et iildvorrandil on koik
lahendid i{ihekordsed. Toepoolest, olgu nditeks a; = ap. Votame
h(x,, ey xn) = X; — Xo. Siis h=~= 0 ja h((’.[, ey an) =) — A=
=0. Vastuolu. See toestab viite.

. '1234
10 Niiteks, kui n=4, h(x,, X3, x3, X4) =x,2%24-x,%%, ja o= (2 341 ), stis
ho=x2x 34 x:5x,.
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SOTSIOLOOGILISE UURIMISE STATISTIKAST 11

E. Tiit

Mis saab mootmistulemustest?

Kaasaegsel sotsioloogil on kiisimusele iiksaifus vastus —
materjal voimalikult kiiresti «masinasse».

Vaatleme, mida teeb elektronarvuti saadud mootmistilemus-
tega.

gMeenu’[ame, et meie lahteandmed kujutasid enesest tabelit,
mis ei sisaldanud {iksnes arve, vaid ka mitmesuguseid muid
siimboleid. Modtmise tulemusena kodeerisime an koik simbolid
arvudeks, nii et edaspidi voime ldhteandmete maatriksit

X1, X12y - ooy Xim
X1, X22, ..., Xom
Xnt, Xn2 « .., Xnm

vaadelda arvudest koosnevana. Maatriksi read kirjeldavad iiksik-
indiviide, veerud — iiksiktunnuseid.

Ko'gepealt uurime iga tunnust eraldi. Nagu varemgi nédgime,
kuuluvad tunnused mitmesse erinevasse tiiiipi vastavalt skaalale,
millel nad on viljendatud (nominaalne, jarjestatud, kvantita-
tiivne). Eri tiilipi tunnused vajavad ka iildiselt erinevat matemaa-
tilist tootlust. Jargnevas vaatleme iga tunnuse tiilipi iseloomusta-
vaid karakteristikuid.

Sagedus- ja jaotustabel

Esimene nditaja, mille arvutab elektronarvuti, aga samuti ka
materjali kédsitsi tootlev statistik-sotsioloog, on uuritava tunnuse
sagedustabel!

! Vajalike statistikamdistetega saab tutvuda raamatutest E. Tiit. Mate-
maaliiine statistika I. TRU, 1971 ja E. Tiit. Matemaatilise stasistika tabelid
I, 1971; E. Tiit. Matemaatilise statistika tabelid II, 1972.
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lgu vaadeldaval tunnusel m voimalikku erinevat vaidrtust ehk
vasthsevarianti (need voivad olla niihasti arvulised kui ka mitte-
arvulged, mis hiljem arvulisteks kodeeritakse). Koigepealt leiame,
stajat valis mingi variandi (enamasti on vastused sonas-
ii, et mitut varianti korraga ei saa valida). Sageli on
anketeeNtavate hulgas ka neid, kes antud kiisimusele pole iildse
vastanud; nende korral puudub uuritaval tunnusel vdartus ja ka
sclle voimaluse jaoks tuleb sagedustabelis ruumi jatta.

Niiteks ankeedis «Sinu ideaal» oli tunnusele «Sinu juuste
virvus» vastav sagedustabel jargmine (vaatleme ainult naisiili-
opilaste vastuseid).

Tabel 1
Juuste varvus
T
igal_lvsﬁes Mtlitrﬁ}/gs- Hele Pruun Tume | Punaxas | Kokku

Kood 0 ‘ 1 2 3 4

S * _‘_ e SE— L S —
Sagedus 3 43 82 55 7 190

|

Tartu valikkiisitluse andmetel saadi eesti rahvusest tdisealiste
tartlannade laste arvu kohta andmed, mis on esitatud sagedus-
tabelis 2.

Tabel 2
l.aste arv
| Mitte- | 9ja
l.aste ary vastanud 0 l 1 ‘ ’ ’ 5 E [§) 7 ! 8 hikem Kokku
Sagedus ; 2 |1096: 793 656 i ! | 3) 18] 8 i 5 } 4 ’ 2965
! | | |

Sagedustabelist monevorra iilevaatlikum on aga jaotus-
tabel, kus vastajate arvude (sageduste) asemel on antud vas-
tusevariantide esinemise suhtelised sagedused (tdendo-
sused). Enamasti véiljendatakse need protsentides. Esitame néi-
tena toodud tunnuse «juuste varvus» jaotustabeli:

Tabel 3
Juuste virvus Vastammata 1,6%, n =187
Hele Pruun ! Tume ' Punakas l Kokku
23,0 43,8 29,4 - ' 3.7 ‘ 100
1
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Vorreldes tabeliga 1 on siin iiks veerg vdhem — jaotuse Jeid-
misel huvitavad meid ainult need anketeeritavad, kes antud’tun-
nusele on vastanud, seega informatsiooni saame 187 ar;']:/zzdist;
olgu margitud, et ka viimane veerg, mis sisaldab alati summat 100,
ei ole tarvilik ja jdetakse sageli ara.

Arvutuste kontrollimisel nideme aga, et
23,0--43,8--29,4 -1 3,7=299,9 == 100.

Kas arvuti on valetanud?

Siiski mitte. Tegemist on iimardamisveaga (mis, muide, sageli
héirib vdheasjatundlikke lugejaid). Toepoolest, tépsemini arvuta-
des saaksime 43,8 asemele 43,85 ja 29,4 ning 3,7 as
valt 29,41 ning 3,74; seega summaks on toepoolest 100; igakord
aga ei saa me ka sellise arvutustdpsuse puhul summgks arvu 100,
vaid néiteks 99,99 voi 100,02. Mida suurem on arvutdstdpsus, seda
vdiksemaks jddb iimardamisviga, kaotada seda agg pole voimalik
ega vajalikki. Tunnuse iseloomustamiseks on aga fajalik ka vas-
tamata jdtnud anketeeritavate protsent. Kui see’ on suur, voib
sageli jareldada, et tunnus on halvasti valitud voi kiisimus eba-
onnestunult sonastatud.

Jaotustabelit on sobiv illustreerida tulpdiagrammikujulise
graafikuga:

% \

50 |

40

307

20

10

Hele Pruun Tume Punakas

Joonis 1.

Tunnuse viairtuste klassifitseerimine
Mbnikord ei ole otstarbekas kdiki vastusevariante eraldi tabe-
lisse paigutada, vaid tuleb mitmeid ithendada. Naiteks vastu.se(t
kiisimusele «Kui vana te olete?» vdivad koosneda ligikaudu sajast
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vaNandist (kui vastatakse tdisaastates). Sageli aga ei ole nii
detajlse’d vastuseid tarvis ning siis klassifitseeritakse
toodyd tabel, val‘des klassipiirideks immargused arvud. Néiteks
ne vanuse tabel, mida kasutatakse demograafias ja ka sot-
sioloofias, on jirgmine:?

Tabel 4
Vanus
N : | |
Vanuserithm } 0—4 | 5—9 ‘JO—IS(16—19'20—24:25—29|30—34l3;3—39 40—44
Suliteline k . 7
wigedus % ‘ 7,1 ’ 7,5 ‘ 8,9 } 5,9 ' 7.4 \ 7,0 \ 8,1 7,7 ‘ 7,6
I ! | 100 ja
Vanuserithm 40—49 50—54 |55—59 |60—69 70—79 80—89 90—99 0 1
' | | vanem
Suhteline
sagedus % { ‘ 4,3 ‘ 55 | 5,4 ) 1,8 0,1 ‘ 0,0

Tabelit voib esitada niihdsti sagedus- kui ka jaotustabelina,
cnamasti aga eelistatakse viimast (sisaldab suhtelisi sagedusi
protsentides). Es'messe klassi kuuluvaks loetakse koik need lap-
sed, kes pole kiisitluspdevaks veel viieaastaseks saanud, kuigi
nende vanuseks voib olla neli aastat, iiksteist kuud ja kakskiim-
mend {iheksa pieva. Viieaastased lapsed aga kuuluvad juba teise
klassi. Analoog.line on jaotus ka iilejddnud klasside puhul. Tuleb
markida, et sageli kogutakse materjal otsekohe klasside kaupa
(iga anketeeritav mérg:b, millisesse vanuseriihma ta kuulub). Kui
aga seda ei ole tehtud, v6!b klassifitseerida ka arvuti. Nii saame
oma tabeli esitada paarikiimne klassi abil, mis on reeglina vord-
sed (erandiks on 3. ja 4. klass vajaduse tottu eraldi arvestada
alla ja ille 16-aastasi, ning klassid alates 13-ndast vanemate
aastakdikude vidikese arvukuse tottu. Matemaatiliste tehete soo-
ritamise ning sagedusgraafikute esitamise seisukohast on vord-
sete (voi peaaegu vordsete) klasside juht kindlasti mugavaim.
Siiski tuleb monikord kasutada ka oluliselt ebavordseid klasse,
kuna vastasel korral oleks sageduste jaotus liiga ebavordne (vt.
nditeks tabel 5, mis tug'neb tartlaste kiisitluse materjalidele).

Sellisel puhul tuleb aga olla tdhelepanelik tulpdiagrammi koos-
tamisel: 6ige on diagramm joonestada selliselt, et sagedustega
on vordelised tulpade pindalad —, mitte aga korgused (sest eba-
vordse pikkusega klasside korral ei ole pindalad tulpade korgus-
lega vordelised, vt. joon. 2).

2 Eesti NSV elanikkonna 1970. a. vanusejaotuse tabel on voetud raamatust
«Eesti NSV rahvamajandus 1970. aastal», Tallinn, 1971.
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Vanus esmakordsel abiellumisel

Vanus aastates | 16—17 18 19 20 21 22 23 24
— //
Suhteline
sagedus 18 55 66 | 87 [103 |108 sf 95
Empiiriline -
jaotusfunkt- 0,018 0,073 0,139 | 0,226| 0,329 | 0,437 ,b.524 0,619
sioon - K
Vanus aastates | 25—26 27—29 ‘ 30—34 35—39} 40—49‘/40—-59 =60
¥
Suhteline :
sagedus 13,4 11,7 ‘ 8.4 2,8 ‘ 1,4 '1 0,3 0,1
Empiiriline ‘ ‘
jaotusfunkt- 0,753 0,870 0,954 0,982 ’ 0,996 | 0,999 1,000
sioon
.10} 1]
54

20 30 20 50 1y

Joonis 2.

Samuti voib tekkida vajadus vastusevariantide ithendamiseks
nominaaltunnuste korral; seda eriti siis, kui moni vastusevariant
esineb viga viikesearvuliselt. Niiteks tunnusel «elukutse» voiks
ithendada jargmised vihearvukad vastusevariandid klassidesse.

Elukutse Tabel 6

Teadlane,

Niitleja, raamatukogu
oppejoud jne.

juhataja Arst, Opetaja

Loomulikult tuleb siin arvesse ainult mingis mottes ldhedaste
vastusevariantide {ihendamine. Sobiv on iihendada nii, et iihessegi
klassi ei jadks alla 10 (erijuhul — mitte alla 5) vastusevariandi.
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Toendosuste (protsentide) usalduspiirid

namasti on sotsioloogiliste uurimuste eesmirgiks iildistada:
val i (véljavotte) pohjal saadavaid tulemusi kogu uuritavale:
tildkogumile. Erandiks on moningad statistilised ja demo-
graafilised andmed (ka rahvaloenduse andmed), mis haaravad
kogu iildkogumit ning mis ei vaja analiilisimiseks matemaatilise
statistika meetodeid (vt. nditeks tabel 4). ,

Mis puutub aga valimi pohjal saadavaisse tulemustesse, siis.
ka koige paremini valitud (esindava ehk representatiivse)
valimi puhul soltuvad tulemused monevorra juhusest ja on iiksnes
ligikaudselt iildkogumile {ilekantavad. Kuidas aga seda ligikaud-
sust hinnata?

Matemaatilises statistikas kasutatakse sageli usalduspii-
ride moistet. Selgitame jargnevas selle ideed.

Oletame, et meil on tarvis valimi abil hinnata mingit néita-
jat m. Selle tdpset viddrtust ei saa me maérata, kiill aga saame
valimi abil leida vahemiku (a, b) nii, et tdendosus selleks, et
hinnatav suurus m rahuldaks vorratusi

a<<m<|b,

oleks naiteks 0,95. Sel juhul me iitleme, et a ja b moodustavad
nditaja m 95% -lised usalduspiirid; arv 0,95 on usal-
dusnivoo. Usaldusnivooks valitakse 0,95 asemel sageli ka 0,99;.
sel korral pikeneb vahemik (a, b).

Usaldusnivoo tdhendust saaksime interpreteerida jargmiselt.

Oletame, et meil on ankeedis 100 tunnust. Iga tunnuse jaoks
arvutame iithe néitaja ja mididrame igaiihele neist 95%-lised usal-
duspiirid (need tulevad loomulikult iga tunnuse puhul erinevad).
Keskmiselt 95 tunnuse korral asubki selle nditaja oige vaartus
tema jaoks arvutatud usalduspiiride vahel, viie tunnuse korral
aga langeb niitaja oOige véidrtus tema usalduspiiridest (pisut)
vilja, kusjuures selle pohjuseks on mitte arvutusviga, vaid juhus.

Kui aga kasutaksime 999%-lisi usalduspiire, langeks iilalkirjel-
datud ankeedi puhul keskmiselt ainult iiks nditaja arvutatud
usalduspiiridest vilja; loomulikult ei tea me seda, missuguse
tunnuse puhul meil nii suure hindamisveaga on tegemist. Siin
tuleb silmas pidada, et vdide on Gige keskmiselt. Uksikute ankee-
tide korral voib usalduspiiridest vélja langeda 0%—3%, voib-olla
ka 10%-—15% oigetest vdartustest. Mida suuremat ankeetide (ja
seega ka tunnuste) arvu me vaatleme, seda lahedasem on tegelik
usalduspiiridest vdljalangevate tunnuste arv teoreetilisele, kesk-
misele vddrtusele.

Esimeseks néditajaks, mille usalduspiiridega me tutvume, on
téendosus (lopliku iildkogumi korral, nagu see on sageli sotsio-
loogiliste uurimuste puhul, tidhendab see iildkogumi suhtelist
sagedust, mis enamasti esitatakse protsentides). Niiteks tabeli 3.
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pohjal veendume, et valimist 23% moodustavad heledajuukseli$ed
neiud. Selle pohjal (eeldades valiumi esindavust) voime kinnitada,
et ka kogu naisiiliopilasperest on umbes 239 heledajuukselised.
Tapsema tulemuse saavutamiseks leiame toendosuse (protsendi)
usalduspiirid. J

Olgu valimis, mille pohjal arvutatakse suhtelised sagedu-
sed, n indiviidi. Vaadeldava vastusevariandi (absoluutne) sagedus
olgu k; oletame, et k> 5 {vastasel korral annaks kirjeldatav
metoodika ebatdpse tulemuse). Arvutame veel suuruse n— £k ning
leiame toendosusele 959%-lised usalduspiirid a ja b valemitest

a=X _ 1,96-—1—]/;(”—/3) ,
n n n—1

(1)
_ ke LY R=R)
= L T
999%-lised usalduspiirid saame vastavalt valemitest
a=_k__2,5gL k(n——k)_’
n n n—1

_k 1 9/ k(n—k)
b=yt 2580 ) S

Kui n on véiksem kui 100, tuleb kordajad 1,96 ja 2,58 asendada
t-jaotuse tabelist vastavalt valimi mahule n wvalitavate véiir-
tustega.

Nii saame heledapiiste neidude esinemise toendosuse 959 -lised
usalduspiirid arvutada jargmiselt:

n=187; k=43; n— k=144,
1 k(n—Fk) 1 43-144
n n—1 187 rg7 00308,
1,96 - 0,0308 == 0,06 == 6",
Seega on usalduspiirideks 23,0-—6,0=17,0% ja 23,0--6,0=
=29,0%. Samal viisil saaksime arvutada usalduspiirid ka teis-

tele toendosustele. Esitame need tabelina (vt. tabel 7), mida illust-
reerib joonis 3.

Juuste varvus (95%-lised usalduspiirid) Tabel 7
| Hele Pruun Tume | Punakas

Suhteline sagedus 23,0 43,8 29,4 3.7

g‘;’;/‘;&“sed usaldus- | 174 990 | 372504 | 229359 1,0—6.4
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Naeme, et suurematele téendosustele vastavad pisut laiemad
usalduspiirid, kuid suhteliselt on suuremate toendosuste hinnan-
rud siiski tdpsemad (véikese sageduse puhul ldheneb hinnangu
viga tdendosuse enese vairtusele!) Siin ongi iiks pohjusi, miks
viikese sagedusega vidrtused on edasise t66 seisukohalt eba-
~oovitavad ning neid on kasulik {ihendada (vt. tabel 6).

% |
50 -

40

30 1

20 1

10

=

Hele Pruun Tume Punakas

Joonis 8.

Usalduspiiride vordlemisel saame teha ka jdreldusi toendosuste
vordlevate suuruste kohta. Nii voime antud tabeli pohjal kinni-
tada, et punapdid on tartlannade seas oluliselt vihem kui blonde
ja briinette, pruunijuukselisi aga rohkem kui blonde ja samuti
ka rohkem kui tumedapéiseid. Blondide ja briinettide arvulise
erinevuse toestamiseks on aga valim liiga vidike: usalduspiirid
kattuvad tugevasti. Erinevuse tdestamiseks tuleks valimi mahtu
3—4 korda suurendada, nagu nideme jirgmises punktis.?

Samal viisil voib usalduspiirid arvutada tabelis 2 ning tabe-
lis 5 esitatud tunnustele. Oleks aga viga iilalkirjeldatud meetodil
arvutada usalduspiire tunnusele, mida esitab tabel 4: kuna and-
ned on antud kogu vabariigi kohta, ei sisalda nad valimi viga.
Muud liiki vigade (loendus-, arvutus- jne.) arvessevotmiseks aga
tilalkirjeldatud metoodika {ildiselt ei sobi. Samuti ei ole dige vaa-
delda ENSV elanikkonda valimina mingist iildkogumist (NSVL
elanikkonnast) — véljavote ei ole esindav ning selle pohjal pole
fildistuste tegemine lubatud.

3 Monevorra {undlikumate meetoditega tdendosuste erinevuse kindlaks-
tegemiseks voib tutvuda viites | maérgitud kasiraematust.
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Valimi mahu miidramine téendosuse vea abil

Vaatleme, milliseid jdreldusi saame veel teha tabelist 7. Ole-
tades, et TRU-s kdib 3000 naisiiliopilast, voime oma ankeetkiisit-
luse pohjal viita, et heledapéiseid neide on nende seas vdhemalt
510, kuid mitte rohkem kui 870.

Nagu ndeme, on (tabelis 3 saadud) hinnang iipriski ebatédpne.
Pohjuseks on siin suhteliselt viikesearvuline valim. Hinnangu
kuju analiiiisides ndeme, et valimi mahu suurenemisele r korda

kaasneb vea vihenemine yr korda, seega ka usalduspiiride kitse-

nemine }r korda. Kdesolevas néites tuli vea suuruseks keskmiselt
6% (vt. arvutusi). Et see viga oleks 2% (usalduspiirkonna ulatus
vastavalt 49% ), peaks viljavete suurenema (6/2)%2 =9 korda, seega
haarama umbes 1700 kiisiteldavat! Praktiliselt ei ole aga nii
suurt tdpsust protsentide hinnangutes tarvis, ja seetottu piisabki
enamasti monesaja- kuni tuhandeindiviidiliste valimite uuri-
misest.

Vastavalt lubatavale téendosuse hinnangu veale on voimalik
valimi mahtu ka ette planeerida. Olgu naiteks noutud, et toe-
ndosuse hinnang ei tohi toendosusega 0,95 iiletada kaht sajan-
dikku, s. t.

I

1.96-1— V k_(”_—_k)_<0'02.
n n—1

k(n—k) _ 1

Et alati —T—gT, saame siit tingimuse

196 —L <002,

2yn—1
millest jareldub

Yn—1> 49,

ja jarelikult ofsitavaks valimi mahuks on n == 2500.
Ligikaudu saame seose

)

>
o

kus & on viga, mida {ubatakse tiletada vaid maksimaalselt 5%-lise
toendosusega.
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Loplik iildkogum

Koik seni esitatud arvutused ei kasutanud kuskil iildkogumi
inahtu N; sisuliselt eeldati iildkogumi lopmatust. Niisugune eel-
dus on oigustatud, kui dldkogumi maht N iletab valimi mahu n
vihemalt kiimnekordselt. Vastasel korral voimaldab aga iildko-
gumi mahu N arvestamine valemeid monevorra tdpsustada (usal-
duspiire kitsendada). Samuti on otstarbekas arvestada iildkogumi
mahtu valimi mahu mairamisel, vastasel korral voime valimi
mahu saada iildkogumi mahule lihedase voi seda koguni iiletava
suurusegal

Usalduspiiride avaldise (1) asemele saaksime, arvestades iild--
kogumi mahtu N, avaldise

Lo (T )mah ®

Valimi mahu n arvutamiseks 59%-lise toendosusega soorita-
tava maksimaalse lubatava vea & jiargi saame valemi

1,96 Vl_ T
3 n TN <O

millest jareldub ligikaudu:

N
"=NeET (4)
Vaatame niiiid, kui palju muutuvad ecelmistes punktides saa-
dud tulemused, kui arvestame, et N = 3000 ning kasutame vale--

mite (1) ja (2) asemel valemeid (3) ja (4).

V ( 1 L) kn—=Fk) _00800; 1,96-0,03000,06,
, n N/nn—1)

seega usalduspiirid praktiliselt ei muutunud (tGepoolest, N:n=
=16 > 10).
Vottes aga 6=0,02, saame valemist (4)

3000
~T12F1

secga vajalik valimi maht muutus oluliselt.

=1364 ~ 1400,

Empiirilise jaotuse vordlemine teoreetilise jaotusega

Sagedustabeli abil saame kontrollida, kas uuritav viljavote:
kuulub {ihte voi teise tuntud (tuntud jaotusega) iildkogumisse.
Vaatleme néiitena jargmist iilesannet.

Olgu real teatrietendustel anketeeritud koiki vaatajaid. Muu-
hulgas on kindlaks tehtud, et vaatajaskonna hulgas esines 320
TRU iiliopilast, kes jagunesid teaduskondade vahel jargmiselt:
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Tabel 8 Tabel 9

TRU uliopilaskonua strukluur

Uliopilaste teatrikiilastiatavus 1. I 1972
Teaduskond Sagedus Teaduskond Sagedus Téenoiliosus
Ajaloo-Kee'e 85 Ajaloo-Keele 892 20,9
Arsti . 7 Arsti 1282 | 30,0
Bioloogia-Geograafia 23 Bioloogia-
Fiiiisika-Keemia 42 Geograalia 351 8,2
Kehakultuuri 10 Fiiisika-Keemia 509 11,9
Majandus 31 Kehakultuuri 190 45
Matemaatika 40 Majandus 464 10,8
QOigus 12 Matemaatika 372 8,7
Oigus 212 5,0
P | 320 [ N S
b | 272 | 1000

Kiisitakse: kas koigi teaduskondade (iiliopilaste teatrihuvi on
vordne, s. t., teatrikiilastajate arvu jaotus langeb iihte iiliopilaste
arvu jaotusega teaduskondade kaupa?

Et meil tabelisse 9 on voetud koik TRU-s 6ppivad iilidpilased,
voime selle pdhjal arvutada teoreetilised idendosused iihte voi
teise teaduskonda kuulumiseks; need tdendosused tulevad vorde-
lised vastavate teaduskondade iiliopilaste arvudega, tabelis 9 on
need antud viimases veerus protsentidena. Vorreldes tabeliga 8§,
méarkame erinevusi. Kas need erinevused on aga pohjustatud liht-
salt juhusest voi asjaolust, et eri teaduskondade iilidpilased kiilas-
tavad teatrit erineva sagedusega?

Sellele kiisimusele vastuse saamiseks kasutame y2-testi. Arvu-
‘tame iga vastusevariandi (klassi) jaoks suuruse

(np—k)*
np ’

kus n on kisiteldavate iildarv (valimi maht), & — vaadeldava
vastusevariandi sagedus ja p selle vastusevariandi toenaosus.
‘Summa

kus m on vastusevariantide voi klasside arv (antud juhul m = 8),
‘tahistame tdhega Hp ;. Saadud summat vordleme x2-jaotuse tabe-
list vabadusastmete arvu m — 1 korral saadavate arvudega. Vas-
tavalt sellele, milliste arvude vahel arvutustulemus Hp,—; paikneb,
‘saame meid huvitava viite suurema voi vidiksema tdendosusega
vastu votta voi kummutada. Mirgime siinjuures aga, et olulisuse
nivoo (eksimise toendosuse) valik ei ole matemaatiliselt maaratud
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Jo soltub probleemi olulisusest ning ka konkreetse teadusharu
tivast. Esitame siin nditena mottekdigu meditsiinialastes toodes
tavaliste olulisuse nivoode puhul (sotsioloogias lubatakse sageli
ha suuremaid vea toendosusi).

Kui Hpoy > %2001,

hinnitame tdie veendumusega (eksimisvéimalus on viiksem kufi
'/100), et uuritav jaotus ei ole antud teoreetilise jaotusega koos-
kolas.

Kui %2005 << Hm—1 << %%,01,

voime lugeda iipriski toendoliseks (eksimisvoimalus on vaiksem
kui Ya0), et uuritav jaotus ei ole antud teoreetilise jaotusega koos-
kolas.

Kui aga Hm—1 << %%,05,

tuleb lugeda toendoseks, et uuritav jaotus on kooskodlas antud
leoreetilise jaotusega.
Antud ndite puhul tdhendaks viimane tulemus, et olulisi eri-
nevusi eri teaduskondade {iliopilaste teatrikiilastamises ei esine.
Teostame niiiid vajalikud arvutused, mis iilevaatlikkuse mottes
on koondatud tabelisse 10.

Tabel 10
Teaduskond np; np; — k; (np— k)2 ' (n_pn—;_@‘

Ajaloo-Keele 67 —18 324 4,84
Arsti 96 19 361 3,76,
Bioloogia-Geograafia 26 3 9 0,35
IFliisika-Keemia 38 —4 16 0,42
Kehakultuuri 14 4 16 1.14
Majandus 35 4 16 0,46
Matemaalika 28 —12 144 5,14
Oigus 16 4 16 1,00

s | 30 | o | | T

y2-jaotuse tabelist [1] ndeme, et vabadusastmete arvu 8 — 1=
:== 7 korral on

%2005 = 14,1; 20025 = 16,0 ja y2%,01=18.,5.
Et praegu H; = 17,11, kehtib jérelikult vorratus
Y2002 < H7 << x%,01,

seega tOendosus jaotuste kooskolaks on viaiksem kui 0,025 ning
oige on jdreldada, et eri teaduskondade f{iliopilaste teatrikiilas-
tamise sagedus on erinev. Siinjuures markame tabelit 10 silmit-
sedes, et suuremad korvalekaldumised oodatust on Matemaatika-,
Ajaloo-Keele- ja Arstiteaduskonnas (kahel esimesel on kiilastata-

59



vus oodatust suurem, viimasel vidiksem). Kasutades asjaolu, et
vabadusastmete arvu 1 korral on x2,0s=23,84, voime siit iihtlasi
jareldada, et Matemaatika- ja Ajaloo-Keeleteaduskonnas iiksikult
voetuna on tegelik teatrikiilastatavus oodatust oluliselt erinev.
Niisugusel viisil on voimalik kontrollida, kas mingi valim
esindab iildkogumit representatiivselt, kui valimi jaotus mingite
tunnuste jargi on teada. Tavaliselt sobivad nendeks tunnusteks
demograalilised tunnused, mille jaotus iildkogumis on reeglina
mitmetest allikatest (rahvaloendused, jooksev statistika) teada.
Teoreetilise jaotuse voime aga maarata ka puhtteoreetilistel
kaalutlustel. Naiteks voiksime kiisida, kas mingisse véljavottesse
sattus vordselt esindajaid koigist teadukondadest — s. t. vorrelda
.antud jaotust fihtlase jaotusega. Teoreetilised tdoendosused

on sel juhul koik vordsed: p=—’i—l, (kus m on klasside — antud

:ndites teaduskondade — arv), ning meil tuleks arvutada summa
. — b2
ﬁ (n/m kz) — 1 Zm(n—mki)zNHm_i;

i—1 njm G —
«edasine mottekdik langeb iihte dlalkirjeldatuga.

Samuti on voimalik kontrollida ka seda, kas uuritav tabel kir-
jeldab normaaljaotusega, Poissoni voi mone teise teoreetilise jao-
tusega juhuslikku suurust. Loomulikult on sellisel {ilesandel motet
ainult arvuliste tunnuste korral.

Empiiriline jaotusfunktsioon

Vaatleme mingit tunnust, mille vadartused on jédrjestatud
(sellised on ka koik arvulised tunnused). Sageli pakub huvi leida
paralleelselt jaotustabeliga ka jaotusfunktsioon* (kasutatakse ka
nimetust «summeeritud sagedused»). Toome ndite Tartu mees-
-elanikkonna jaotusest hariduse jargi, kus arvutame jaotustabeli
pohjal ka empiirilise jaotusfunktsiooni (n = 2684) (vt. jooniseid
4 ja 5).

Tabeli viimase rea saame suhteliste sageduste summeerimisel:

L k;
.F*'xi')= —1,
( 5’ p”

kus liidame koik suhtelised sagedused alates esimesest ja Iopeta-
des i-ndaga (vaadeldavas lahtris paiknevaga). Tolgendada saame
neid arve jiargmiselt: 0,255 osa ehk umbes veerand tartlastest on

4 Mirgime, et kui téendosusteoorias mairatletakse jaotusfunktsioon vor-

ratusega Fx(x) = P(X < x) (vt. viide 1), siis praklilises statistikas kasutatakse
sagedamini seost P(X << x); nii teeme ka kiesolevas t6ds.
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6-klassilise ja madalama haridusega; 0,505 osa ehk umbes pool
tartlastest on 8-klassilise ja madalama haridusega jne,

Tabel 11
Kuni
Haridus 4 klassi 5 klassi | 6 klassi | 7 klassi | 8 klassi | 9 klassi
(4. kaasa
arvatud) [
Suhteline
sagedus % 11,6 2,7 11,2 1,1 13,9 4,7
“Empiiriline I i B
jaotusfunkt- 0,116 0,143 0,255 0,366 0,505 0,552
sioon
Haridus 10 klassi | 11 klassi E:iﬁ;ﬁ; L(")Egrt:gnrgta Korgem
Suhteline - ’
sagedus % 2,9 16,4 8,5 l 7,1 l 9,9
“Empiiriline - S } |
jao:usfunkt- 0,581 0,745 0,830 | 0,901 1,000
sioon i ]
% |

; i

-

il

6 7 8 9 10 k. k~e.lXd ka.

IN
S

Joonis 4.
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Joonis 5.

Arvutades suurused 1 — F*(x;), saame nn. tdiendjaotusfunkt-
siooni, mis nditab x;-st kérgema haridusega inimeste osa. Nii
leiame, et ligi pool (0,495=49,5%) tartlastest on korgema kui
8-klassilise (s. o. vdhem 9-klassilise) haridusega; keskkooli on
1opetanud 1 — 0,581 =0,419 == 424, tartlastest jne. -

Tuleb aga markida, et niisugune protsendihinnang voib, nagu
iilalgi ndgime, sisaldada juhuslikku viga. Et seda arvesse votta,
tuleks arvutada empiirilise jaotusfunktsiooni usalduspiirid. Kiillalt
suure n vdirtuse korral voime selleks kasutada ligikaudset vale-
mit (2), mille kohaselt 95%-lised usalduspiirid saame seosest

Fr ey =22
yn
999 -lised usalduspiirid aga seosest
1 63
F* (%) 2——
’ Vn
Arvutades saame kiesoleval juhul
1’3_6 L6 =0,026; 1’63_=0,03].
¥n 72684 72684
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Seega voime kinnitada 95Y%-lise toendosusega, et naiteks vahe-
malt 8-klassilise haridusega on 1— 0,366 0,026, s. o. 61 kuni
669% meessoost tartlasi (vi. joonis 3).

Sel viisil leitud usalduspiire voime kasutada ka empiirilise
jaotuse vordlemiseks mingi etteantud teoreetilise jaotusega: kui
teoreetiline jaotusfunktsioon iga x vidirtuse korral paikneb arvu-
tatud usalduspiirkonnas, voime lugeda teoreetilise ja empiirilise
jaotuse iihtelangevaks ja oletada, et see teoreetiline jaotus kir-
jeldab uuritavat juhuslikku suurust. Ndeme, et iga empiiriline jao-
tus voib iihte langeda mitme erineva teoreetilise jaotusega, kus-
juures ihtelangemine on seda parem, mida viiksema usaldusni-
vooga 1 — a usalduspiirkonda teoreetiline jaotusfunktsioon satub.

Kui aga teoreetiline jaotusfunktsioon kasvdi iiheski punktis
usalduspiiridest valja langeb, voime kinnitada toendosusega 1 — «,
(olulisuse nivooga a), et see teoreetiline jaotus ei kirjelda uuri-
tavat julhwuslikku suurust (iilldkogumi jaotust).

Keskvididrtus ja teised paiknemise karakteristikud

Sageli soovitakse uuritavat juhuslikku suurust iiheainsa arvu
abil iseloomustada. Kui tunnus on arvuliste vddrtustega, sobib
selliseks arvuks koige paremini keskviartus (ootevdartus).

Naiteks naturaalarvuliste vaddrtustega tunnuse puhul saame
keskvédirtusele hinnanguks valimi aritmeetilise keskmise

By o ke |, ks _ s
28 T = ik, (5)

=1

kus k; on vastava vaidrtuse esinemise sagedus.
Nii leiame naiteks valimi pohjal, et eesti rahvusest tartiannade
keskmine laste arv on (vt. tabel 2)

31165.(1 -79342-656-+3-251+4-994-5.354+6-18+7-8+8-5+10-4) =
~ 1,16.

Valem (5) kehtib iildiselt suvalise arvtunnuse puhul, kuid seda
on tiilikas rakendada, kui tunnuse erinevate vairtuste arv on
suur.

Kui aga tunnuse vidirtused on klassifitseeritud, voime kasu-
tada klasside keskpunkte. Saame siis jargmise valemi keskv&ar-
tuse hinnangu x arvutamiseks:

o Qotar ki aitas ks [ Gmo1tGm  Rpm
K=t 2 'n+"" 2 no

1 m
=5, & (aiataik. (6)
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Selle valemi jargi voiksime arvutada néiteks tartlase keskmise
vanuse voi keskmise kuupalga hinnangu. Arvutame nditena tart-
lanna esmakordse abiellumise keskmise vanuse, kasutades tabe-
lit 5:

fz,ﬁ(l,& 174-5,5-18,546,6-19,5+4-8,7-20,5+10,3-21,5-+

--10,8-22,5+48,7-23,64-9,5-24,5-413,4-26,0411,7-28,5-}-8,4-32,5+
—{—2,8-37,5—{—1,4-45,0+0,3-55,0+0,l-60,0)=24,9, S.0. 24 aastat ja
11 kuud.

Paneme tdhele, et siin on arvatamisel arvestatud klasside eba-
V(')lrdsust. Klasside keskpunktide leidmist voib jdlgida ka jooni-
selt 2.

Keerukam on olukord mittearvuliste tunnustega. Vétame néi-
teks hariduse. TGsi, seda tunnust oleks voimalik arvuliseks kodee-
rida, vottes aluseks niiteks dpinguaastate arvu. Kuid siingi tekib
mitmeid kiisitavusi — 10- ja 1l-aastane keskkool, erineva semest-
rite arvuga korgem kool jne. Enamasti on jirjestatavate tunnuste
arvudena véljendamine veelgi problemaatilisem. Selletdttu ei ole
sobiv ka nende iseloomustamiseks keskvdartust kasutada, sest vii-
mane tugineb vahetult tunnuste arvvaartusele.

Selle asemel sobib jdrjestatud tunnuse iseloomustami-
seks «keskmine vairtus» — mediaan. Mediaan on niisugune
tunnuse vidartus, millest tdpselt pool valimit jdidb vasakule (on
«vdiksemad»). Teine pool viljavottest paikneb siis mediaanist
paremal (on temast «suuremads» voi «vordsed»).

Mediaani on hea leida empiirilise jaotusfunktsiooni jargi:
mediaaniks on selline tunnuse véddrtus x;, mille puhul empiiriline
jaotusfunktsioon saavutab vidirtuse 0,5 (ja enamasti ka iiletab
selle). Nii on hariduse jaotuse puhul mediaaniks vdartus «8 klassi»;
et aga mediaan paikneb {isna kahe klassi piiri ldhedal (F*(x) =
= 0,505), voime ka {immarguselt 6elda, et pooltel tartlastest on
haridus kaheksa klassi voi vahem, pooltel aga iiheksa klassi ja iile
selle.

Moningal juhul sobib keskvdidrtuse korval voi isegi selle ase-
mel kasutada mediaani ka arvuliste tunnuste iseloomustamiseks.
Eriti tuleks mediaani keskvddrtuse asemel soovitada tugevasti
ebasiimmeetrilise, ithes suunas viljavenitatud jaotustega tunnuste
korral. Arvulise tunnuse mediaani saab arvutada suurema tdpsu-
sega kui jarjestatud tunnuse oma: jarjestatud tunnuse puhul saab
ndidata vaid mediaanklassi, kuna arvulise tunnuse puhul
voib arvestada ka elementide paiknemist klassis, nagu ndeme
jargnevas.

Vaatleme néditena tunnust «tartlanna vanus abiellumisel». Ehkki
arvutasime sellele keskviirtuse hinnangu, ndeme, et keskvdirtust
mojutavad viga tugevasti iiksikud eriti vanad abiellujad, mistottu
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see nditaja tunnust halvasti iseloomustab. Hoopiski parem iseloo-
mustaja on seet6ttu mediaan, mida ka kogu maailma demograafi-
lises kirjanduses antud tunnuse iseloomustamiseks kasutatakse.
Arvutame mediaani. Tabelist 5 ndeme, et mediaanklassiks on
vanus 23. Vaadeldes selle klassi noorimat (just 23-aastaseks saa-
nud naist) ndeme, et temast nooremaid on 43,7%, 23-aastasi on
aga 8,7Y%; meid huvitab aga selline 23-aastane naine, kellest on
tapselt 50% naisi nooremad. Selleks peab temast nooremate hul-
gas olema ka 50 — 43,7 = 6,39, 23-aastasi naisi; mediaaniks oleva
indiviidi vanuseks (oletades, et 23-aastased jagunevad oma vanuse

poolest iihtlaselt) on 23 ja 53 s.0. 23,7 aastat ehk 23 aastat ja

8,7
9 kuud.

Seega on abiellumisvanuse mediaaniks 23 aastat ja 9 kuud,
mis keskvdadrtusest erineb aasta ja 2 kuu vorra.

Kui aga tunnus on nominaalne, nii et tal ka jirjestus
puudub, ei ole ka mediaani voimalik defineerida (puudub empiiri-
line jaotusfunktsioon). Niisuguseid tunnuseid on sobiv iseloomus-
tada maksimaalse sagedusega vastusevariandi — moodi abil.

Nii on tunnuse «juuste virv» moodiks «pruun».

Moodi voib madidrata ka jirjestatavate ning arvuliste tunnuste
jaoks. Nii on péris huvitav teada, et arvukaim haridusrithm Tartus
on keskharidusega elanikud; samuti, et arvukaim vanuseriihm
Tartu elanikkonnas on 20—24 aastased (ilmselt avaldab siin moju
iiliopilaste osa tartlaste seas).

Dispersioon, standardhilve ja teised hajuvuse karakteristikud

Kui keskviirtus, mediaan ja mood voimaldavad iseloomustada
tunnuse iseloomulikemaid véirtusi, seega tunnuse paiknemist, siis
tunnuse hajuvust kirjeldavate karakteristikutega tuleb meil tut-
vuda kdesolevas punktis. '

Tuntuimad on arvtunnuse hajuvuse karakteristikud — dis-
persioon, mille hinnanguteks on vastavalt
§2= - _1 1 [ 3 i2k; — ni?] (7)
tdisarvuliste vdartustega tunnuste korral,
1 ( a;y+a; )” _ ]
22— —_— . 2
=g [}_,' 3 ki—nx (8)
klassifitseeritud védartustega tunnuste korral, ning ruutjuur dis-
persioonist — standardhédlve, mida tdhistatakse tidhega s
ja loetakse alati positiivseks;
S='Vnil [ itk — niz] . (9)
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Arvutamise tulemusena saame tartlannade laste arvu disper-

siooniks (vt. tabel 2 ja z véairtus lk. 63).

sz—m(l -793+4-6564+9-251-4+16-99--25-35-}36- 18--49-8+
--64-5-4+100-4 — 3165-1,16%) =1,967;
s~ 1,40;

Abiellumisvanuse dispersiooni arvutamisel lahutame koigist
klassikeskmistest arvu 25, samuti ka keskvédartuse hinnangust x.
Dispersioon selle tagajérjel ei muutu, kiill aga laheb arvutamine
lihtsamaks:

sz~m[18 (—8)24-5,5- (—6,5)2-1-6,6 - (—5,5)2-}-8,7- (—4,5)2+

-+10,3- (—3,5)2+10,8- (—2,5)2--8,7- (—1,5)2+49,5- (—0,5) 2+
-+13,4-12-411,7-3,52-+-8,4-7,52-1-2,8.12,52-1-1,4-202-4+0,30 - 302+
+0,1-352—100- (—0,1)2] ~ 29,57,

§=5,45.

Standardhilve avaldub samades {ithikutes kui uuritav tunnus;
seega voime Oelda, et abiellumisvanuse standardhidlbeks on 5,45
aastat.

Kui tunnus on ligikaudselt normaaljaotusega, siis langeb vahe-

mikku
(x—s, x+59)
umbkaudu 2/3 koigist vastustest; vahemikku
(x —2s, x4 25)
ile 959% koigist vastustest ning ligi 99,9% vastustest langeb

vahemikku
(x —3s, x -+ 3s).

Viimases néites on ¥ —s==249 —545=1945; 24,9} 545—=
= 30,35.

Tabelist 5 ndeme, et vahemikus (¥—s, x4 s) paikneb umbes
70% kogu materjalist; tulemus on iisna ootuspirane, sest kuigi
uuritava tunnuse jaotus tugevasti ebasiimmeetrilisena erineb olu-
liselt normaalsest, on ta keskmises osas siiski normaaljaotusega
paris hésti ldhendatav.

Dispersiooni ja standardhdlvet on motet arvutada ainult arvu-
liste vaartustega tunnuse jaoks. Jdrjestatud tunnuse puhul on
standardhélbe asemel sobivateks hajuvuse karakieristikuteks mit-
mesugused kvantiilid !,

Nii on sisulise!t standardhélbele ldhedased sekstiilid, s. 0.
niisugused vdirtused x’ ja x”/, et empiiriline jaotusfunktsioon neis
punktides omandab vdartused
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* ’/ l . Lk i __é_
Fry=—51 F@)=+.

Toepoolest, nende punktide (samuti kui punktide x—s ja
-+ s) vahele jddb 2/3 kogu vastuste hulgast. Tiilikas on sekstii-
lide mddramisel ainult see, et jarjestatud tunnuste puhul ei saa
neid enamasti méidrata tédpselt, va.d tuleb ara niidata iiksnes
sekstiilklassid; kui aga soovitakse sekstiile mddrata arvu-
lise tunnuse jaoks, saab neid (samuti kui mediaanigi) méidrata ka
piris tépselt.

Tabelis 11 esitatud ndites paikneb alumine sekstiil x” klassis
«6 klassi», iilemine aga klassis «iopetamata kérgem». Ummargu-
selt voime oOelda, et 2/3 Tariu meeselanikkonnast on 6-klassilise
kuni keskharidusega (sealhulgas ka keskeriharidusega).

Nominaaltunnuse Xkorral ei ole ka kvantulidel motet.
Teatava maéédrani iseloomustab tunnuste hajuvust moodi suhte-
line sagedus nm, ja kontsentratsioonikordaja.

m'nmo
n

H=

y

niis nditab, mitu korda on moodi sagedus suurem antud klasside

arvuga iihtlase jaotuse sagedusest —’%A

Monikord pakub huvi ka nominaaltunnuse puhul niisugune
(voimalikult vidikesearvuline) vastusevariantide hulk, mille vali-

sid —g— vastajaist — s. o. hulk, mis on analoogiline hulgaga

{(x—s, £} s) arvutunnuste ja hulgaga (x', x”) jérjestatud tun-
nuste korral. Niisuguse hulga leidmiseks jéarjestame vastuse-
variandid moodist alates sageduse kahanemise jdrjekorras ja
leiame jérjest suhteliste sageduste summad seni, kuni saame tule-
museks 2/3.

Vaatleme néitena tabelit 3. Moodiks on siin vastusevariant
«pruun», moodi suhteline sagedus on 43,8% ning moodi kontsent-
ratsioon

4.82
190
Klasside jéarjestus sageduse jargi on: pruun, tume, hele, puna-

kas: 2/3 vastustest on kaetud variantidega pruun ja tume (sage-
duste summa 73,2%).

~1,7.
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Keskvdirtuse, mediaani ja moodi usalduspiirid

Ka koigi paiknemise (samuti hajuvuse) karakteristikute hin-
nang soltub monevorra val.mist (kuigi eeldame valimi esinda-
vust), sisaldab juhuslikku viga. Seda saame arvestada, vottes ka
nende karakteristikute puhul kasutusele usalduspiirid !.

Normaaljaotusega arvulise tunnuse keskvdadrtuse usalduspiirid
lopmatu iildkogumi puhul avalduvad kujul:

M= —las/Yn; m=27 +tas/¥n, (10)

kus ¢, leitakse ¢-tabelist vastavalt usaldusnivoole a ja valimi
mahule n; kui n = 100, voime votta 95%-lise usaldusnivoo korral

te=196~2;

99 9% -lise usaldusnivoo korral
te=2,582,6;

X ja s on vastavalt keskvaidrtuse ja standardhdlbe hinnangud (5)
voi (6) ja (9), n — valimi maht. Kui iildkogumi maht N on loplik
ja ligikaudugi teada, voime arvutada usalduspiirid:

__ T 1
x+tas]/—n———N—, (11)

kusjuures méirgatav erinevus valemite (10) ja (11) kasutamisel
tekib va‘d juhul, kui N << 10n.

Tuleb mérkida, et kiillalt suure n viartuse korral on valemid
(10) ja (11) kasutatavad ka suvalise jaotusega arvtunnuse kor-
ral. Pohjuseks on siin asjaolu, et suvalise jaotuse korral ldheneb
X jaotus normaalsele, kusjuures ldhenemine on seda kiirem, mida
ldhem on tunnuse jaotus normaalsele. Ettevaatlik tuleb olla aga
viikese val'mi (n<C10) ja tugevasti normaalsest erineva (ebasiim-
meetrilise, U- voi J-jaotuse) korral, mil usalduspiiride arvutamisel
tuleks kasutada suuremaid t, vairtusi (nditeks arvutada 95%-
lised usalduspiirid, kasutades 999%-liste usalduspiiride jaoks vaja-
likku ¢, vairtust).

Mediaani usalduspiire on parem arvutada variat-
sioonrea litkmete jargi, kasutades vastavaid tabeleid !. Suurte vali-
mite korral saame kasutada valemit

k—_—%—%- . (12)

et médrata mediaani alumiseks usalduspiiriks oleva liikme jérje-

korranumbr’t; iilem‘seks usalduspiiriks on siis vastavalt liige jar-
jekorranumbriga n — k& - 1.
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Moodide usalduspiiride arvutamiseks leiame vasta-
vate toendosuste usalduspiirid. Kui moodi toendosuse usalduspiirid
ithegi teise klassi tdendosuse usalduspiiridega ei kattu, kuulub
usalduspiirkonda ainult moodklass. Vastasel korral sisaldab moodi
usalduspiirkond ka koiki neid klasse (vastusevariante), mille toe-
ndosuste usalduspiirid tema tdendosuse usalduspiiridega 16ikuvad.?

Arvutame nditena usalduspiirid tabelites 5, 11 ja 1 antud tun-
nuste paiknemise karakteristikutele.

Tabeli 5 pohjal saime:

x=24,9; s =5,45; n ~ 2500.

Et valim on umbes 10-protsendiline, on N = 10n ja piisab valemi
(lc?) tdpsusest. Saame seega 959%-listeks keskvaddrtuse usalduspii-
rideks '
2-5,45
50

seega on usalduspiirid 24,7 ja 25,1 ehk Ummarguselt 24 aastat
9 kuud kuni 25 aastat ja iiks kuu.

Mediaani usalduspiiride arvutamisel tabeli 11 pohjal votame
valemis (12) n = 2684; t,=1,96;
seega

24,9+ =24,94-0,22,

ke~ 1342 — 26 = 1316;

usalduspiirideks on 1316 ja 1369 element, neile vastavad empiiri-
lise jaotusfunktsiooni véartused F*(k) =~=0,49; F*(n+1—k) ~
=~ 0,51, seega mediaani usalduspiirid on 8-klassilise hariduse piir-
konnas.

Moodi usalduspiirkond tabeli 1 pohjal sisaldab ainult vastuse-
varianti «pruun», sest selle toendosuse usalduspiirid ei kattu iile-
jddnutega ning voib tédiesti kindla veendumusega véita, et vas-
tuste maksimum langeb nimelt pruunijuukseliste kohta.

(Jdrgneb)

ULESANNE

Olgu kruusi kallatud selline kogus vett, mille korral kruusi raskuskese
saavutab madalaima asendi. Toestada, et raskuskese asub siis tdpselt vee-
pinnal.
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MATEMAATILISED MUDELID UH!SKONNATEADUSTES

M. Lanin

Kaasaegne maailm avastas ootamatult, et matemaatika o
kindla koha leidnud selle maailma igas osas ja nurgakescs. Praegi
on juba koik harjunud sonaiihenditega «matemaatiline bioloogias
«matemaatiline lingvistika», «majandusmatemaatika», «matemaati
line psiihholoogia», ja vaevalt et kellelegi tundub véimatuna iihen
dada {ikskdik millise teadusharu nimetusega sona «matemaati
line».

Matemaatika areneb nii laiuti kui ka siigavuti, matemaatik:
on hbivanud niiiid tdhtsa koha iithiskonna elus. Peamine pohjus ot
mitte ainult ja mitte niivérd matemaatika konkreetsetes edusam
mudes viimaste aastate jooksul, kuivord matemaatika piiritute voi
maluste tunnetamises ja kasvavate vajaduste tekkimises nendk
voimaluste kasutamiseks.

Uhiskonnateadustes on muutunud ikka ilmsemaks, et ainul
sonaline kirjeldus keeruliste siisteemide ja nende vastastikust
moju puhul viib iildistustele, mis raskesti alluvad analiiisile
vordlemisele ja rakendamisele. Sellised raskused iiletatakse pohi
liselt sonade asendamise teel matemaatiliste avaldistega. Margimeé
et matematiseerimisprotsess voib vilja selgitada teatava sarna
suse paljude probleemide struktuuris, kuigi nad nédivad erine
vatena.

Matemaatika rakendamine sotsioloogilistes uurimustes puutuk
kokku rea raskustega, millest tdhtsamad on jidrgmised kaks:

1) iihiskonnateadustes on vastastikust seost vaadeldava néih-
tuse ja vaatleja vahel viga raske viia miinimumini;

2) sotsiolcogia uurib ndhtusi, mida voib iseloomustada nii
kvantitatiivsete kui ka kvalitatiivsete tunnustega.

Esmased matemaatilised meetodid, mida sotsioloogias raken-
datakse, on iililihtsad, piirdudes elementaarse matemaatilise sta-
tistika ning mitmesuguste tunnuste alusel sorteerimise ning klas:
sifitseerimisega. Et need meetodid on viga téomahukad (pohjul
seks on siin algmaterjali paratamatult suur maht), on nende edu-
kaks libiviimiseks tingimata vajalik kaasaegse arvutustehnika)
eriti aga elektronarvutite kasutuselevotmine.
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Primitiivne on vaadata matemaatika ja arvutusmasinale kasu-
tamisele sotsiaalsetes uurimustes ainult kui arvutuste kiirendamise
vahenditele, arvutuspersonali t66 kokkuhoidmise vahenditele. Sel-
line vaade on juurdunud péhiliselt seetottu, et sotsiaalsete uuri-
muste tulemuste tootlemine elektronarvutitel on seni piirdunud
pohiliselt elementaar-statistiliste meetoditega, mis kaugeltki ei
ammenda kvantitatiivsete meetodite kogu mitmekesisust.

Sammuks edasi matemaatiliste meetodite rakendamisel sotsiaal-
sctele ndhtustele on protsesside modelleerimine, nende
inudelite konkreetsete parameetrite leidmine katsetulemuste pohjal,
nende katsetamine, imiteerimine ja edasine kasutamine protsesside
prognoosimisel.

Mudeli katsetamisel ja uurimisel (muutes tingimusi ja prot-
sessile mojuvaid faktoreid) on vdimalik teha jdreldusi reaalsuses
kulgeva protsessi kohta eeldusel, et mudel on Gigesti konstrueeri-
tud, s. t. vastab tegelikkusele kiillaldase tipsusega. Siis asendab
mudeli matemaatiline uurimine katsetamist tegelikkuses. Eriti
vajalik on see sotsiaalsete protsesside uurimise puhul, sest iga-
sugune eksperimenteerimine on darmiselt raske ja riskantne, real
juhtudel aga («puhta» eksperimendi puhul teatavate faktorite fik-
scerimisega) isegi tédiesti voimatu, ja seetdttu saab matemaatiline
cksperiment mudelil sotsiaalse planeerimise asendamatuks vahen-
diks. Voib oletada, et tulevikus saab sotsiaalsete ndhtuste uuri-
misel pohiliseks matemaatiliseks meetodiks nimelt modelleerimine.

Kaasajal on hdid (hédsti «tootavaid») sotsiaalsete nahtuste
matemaatilisi mudeleid kiillaltki vdhe; pohjuseks on siin uurita-
vate ndhtuste keerukus. Samal ajal aga kéib intensiivne t66 koige
crinevamate sotsiaalsete protsesside ja ndhtuste mudelite loomise
ja katsetamise suunas.

Toome iihe nidite matemaatika kasutamisest sotsiaalsete nih-
tuste analiiiisimisel; olgu selleks opetajate vajaduse prognoosimine
(on meil kiillaltki aktuaalne probleem). Et ithiskonnas oleks tule-
vikus kiillaldaselt opetajaid, tuleb analiiiisida opilaste ja Opetajate
arvu vahekorda. Esimeses ldhenduses voib lugeda l6petajate arvu
mistahes haridussiisteemi korral vordeliseks oOpetajate arvuga
samas siisteemis. Opetajate arv antud siisteemis muutub lopeta-
jate arvel, kes hakkavad Opetajateks, ja Gpetajate arvel, kes lange-
vad vilja, s. o. ldhevad pensionile voi vahetavad elukutset. Eel-
dimne, et molemad need arvud on konstantsed. Tdhistame lope-
tajate arvu, mis tuleb iihe 6petaja kohta, suurusega a, opilaste osa,
hes hakkavad Gpetajateks, tdhega B ning véljalangenud opetajate
osa siimboliga y. Opetajate arvu suhteline kasv o avaldub siis
jirgmiselt:

6=uap —¥.
Niieme valemist, et kui noutakse rohkem opetajaid, siis on vaja
kas 1) teha ettepanek olemasolevatele Opetajatele vilja Opetada
rohkem 6pilasi, s. t. suurendada suurust a;
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2) veenda suuremat arvu lopetajaid valima Opetaja elukuts
s. t. suurendada suurust p voi

3) vdhendada opetajate viljalangemist, s. t. vdhendada sy
rust y.

Ulesande taandamine matemaatilistele seostele voimaldab ava
tada ilmsete mojude korval veel rea varjatumaid momente, m
tulenevad faktorite omavahelistest mojutustest. Esitame vale
1 graafiku abil (vt. joonis 1). Oletame nditeks, et olukord iihi
konnas on selline, et praktiliselt ei saa kuidagi mojutada opetaja

P
0,6
0,4
0,2
U Y v - ol
2 4 6
Joonis 1.

arvu pidevat vihenemist viljalangemise teel (nii on see naiite
juhul, kui véljalangemine toimub pohiliselt pensionile siirdumi
arvel), kuid suurusi a ja p voib veel mojutada. Millised on tul
mused Opetajate palga tostmise puhul? Voiks oletada, et siis su
rem osa lOpetajatest valiks opetaja elukutse (suureneb §), samu
et Opetaja olukorra kindlustumine pohjustaks tema to6 efektii
suse suurenemist (o kasvab). Oletame nditeks, et niihdsti suurf,
a kui ka P soltuvad opetaja palgast vordeliselt a=~FksS, B=nr§
siis vdga madala palga puhul to6tavad Opetajad viheefektiivsd
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ji lopetajad ei taha saada Opetajateks. Vastupidi, kiillalt kdrge
palga puhul hakkavad olemasolevad oOpetajad té6tama efektiivse-
malt, samuti suureneb ka Iopetajate arv, kes otsustavad hakata
opetajaks. Sel juhul on seos o ja B vahel lineaarne. Seda arvesta-
des on véimalik arvutada (véi ka graafikul leida) iga antud «a
viirtuse puhul vastav p vdartus ning ihtlasi ka palk s, mille kor-
ral antud o ja B védrtused tagatakse; samuti on vdimalik arvu-
lada a ja s vastavalt antud g vaartusele.

Mirgime, et toodud naites kirjeldasime teatavat sotsiaalset
protsessi lihtsustatult, arvestamata neid mehhanisme, mis méda-
ravad fihiskonna kaasaegse olukorra.

Tegelikkuses esinevate konkreetsete olukordade arvestamine
muvdab mudelist jarelduste tegemise ning konkreetsete otsuste
vastuvotmise oluliselt keerukamaks. Ka otsuste tegemiseks on
vilja tootatud spetsiaslne matemaatiline metoodika — otsus-
tuste teooria.

Uhendades protsessi matemaatilise mudeli faktilise materjaliga
konkreetsest iihiskonnast, tiiendades mudelit otsustuste tegemise
ceskirjadega, saame formuleerida teatava poliitika. Poliitika seos-
tamine reguleerimissiisteemidega véimaldab luua tegevusplaani,
¢t mitte iiksnes uvurida, vaid ka suunata ithiskondlikke protsesse.

Niisuguse tegevusplaani realiseerimisel omandatud kogemusi
kasutatakse uuesti teooriate tdpsustamiseks, millest juhindudes on
loodud mudelid, mudelite tdiustamiseks, seni oigetena tundunud
cesmérkide tdpsustamiseks, reguleerimissiisteemide parandami-
seks jne.

Voib loota, et tdnu matemaatilisele aparatuurile podhinevad
tulevikus vastuvoetavad otsused ikka rohkem teadmistel ja ikka
vihem moistatamisel, ja et maailm, milles me elame, hakkab
funktsioneerima paremini ja vdhem soltuma ettendgematutest
siindmustest.

PRANTSLANE TAPPISTEADUSTEST

Geomeetreil, kes on ainult geomee'rid, on niisiis 6ige vaim, kuid tingimusel,
ct neile seletataks k&ik ilusasti definitsioonide ja printsiipide abil; muidu on
nad voltsid ja talumatud, sest nad on Giged ainult hdsti selgitatud printsii-
pide najal.

Pascal «Erinevus geomeetrilise vaimu ja peenuse vaimu vahel».

Astronoomia siindis ebausust; ilukone auahnusest, vihast, meelitustest, pettu-
sest; geomeetria ihnsusest; fiiisika tihisest uudishimust; ja koéik, isegi moraal,
inimlikust uhkusest.

Rousseau «Arutlus kiisimuse. iile: kas teaduste ja kunstide areng on aidanud
puhastada kombeid?»

Seni on teadus ainult l6hkunud. Loodusele rakendatud, on ta hivitanud
selle veetluse ja salapira, ndidates matemaatilisi joude seal, kus rahvakujutlus
nigi elu, hingelist avaldust ja vabadust.

Renan «Teaduse tulevik».
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KAHE ISIKU MANGUD

U, Kaasik, M. Meriste, T. Prank

Minguteooria uurib konfliktsituatsioone, kasutades selleks
matemaatilisi meetodeid. Konfliktseks nimetame situatsiooni, kus|
1opptulemus soltub vdhemalt kahe osavotja tegevusest, kelle huvid
on kas csaliselt voi tdielikult vastandlikud. Mdnguteooria piirdub
ainult niisuguste situatsioonide vaatlemisega, kus kodik osavotjad
mbjutavad aktiivselt 1opptulemust ja see tulemus ise on kvanti-
tatiivselt hinnatav. Oma nimetuse on ménguteooria saanud asja-
olust, et konfliktsituatsiooni iiheks lihtsamaks nditeks osutub mang
selle sona igapdevases mottes (bridZ, male jt.).

Mingu moiste. Praktikas maédidratakse konfliktsituatsioon ehk
ming enamasti teatavate nn. mingureeglite siisteemiga. Uldiselt
ndevad need reeglid ette, et médng koosneb 10plikust arvust tiks-
teisele jargnevatest kdikudest. Kdik kujutab endast valikut
erinevate alternatiivide vahel, kus alternatiivideks nimetame antud
olukorras olemasolevaid tegutsemisvoimalusi (neid voib pohimot-
teliselt olla ka l1opmata palju). Vastavalt sellele, kas valiku soori-
tab itks mangijatest voi mingi juhusliku valiku mehhanism, nime-
tame kdiku isiklikuks voi juhuslikuks. Niiteks males on
koik kaigud isiklikud, bridZis esineb aga ka iiks juhuslik kdik —
kaartide jaotamine.

Maingureeglite siisteem peab rahuldama moningaid isna loomu-
likke noudeid. Nii nditeks peavad need reeglid iga méangus esi-
neda voiva olukorra ehk seisu korral voimaldama kindlaks teha,
kas méang on loppenud (s. t. tegemist on nn. loppseisuga) voi
tuleb veel sooritada vidhemalt tiks kiik. Viimasel juhul peavad
reeglid omakorda nditama, kas jargmine kiik on isiklik vo6i juhus-
lik. Juhul kui see on isiklik kaik, peavad reeglid méidrama koik
alternatiivid ja nditama kdigul oleva maéangija. Kui tegemist on
juhusliku kdiguga, siis peavad reeglid peale alternatiivide maa-
rama ka nende valimise toendosused.

Iga isikliku kdigu korral néditavad reeglid veel selle informat-
siooni hulga, mille saab kdigul olev méingija eelnenud kaikudel
tehtud valikute kohta. Samuti peavad reeglid iga 10oppseisu jaoks
méadrama koikide mangijate voitude suurused.
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Kui iga méngija kaigul olles teab koiki varem scoritatud vali-
kuid, siis nimetame vastavat midngu tdisinformatsiooni-
~a minguks, vastasel juhul osalise informatsiooniga
mdnguks (tédisinformatsiooniga mingu néiteks on male, osalise
informatsiooniga méngu néiteks bridz). Igal juhul eeldatakse, et
koik mdngijad tunnevad mangu reegleid.

Kui igal kdigul on alternatiive loplik arv, siis saab mingu
geomeelriliselt kujutada mingupuuna (vt. joonis 1). Sellise puu
hargnemiskohad (tipud) kujutavad seise (tipp O on algseis). Iga
kédik tdhendab valikut vastavast tipust tilespoole viljuvate harude
(alternatiivide) vahel, kusjuures scoritatud kdigu tulemusena jou-
takse jargmisse tippu. Ming l6peb siis, kui joutakse tippu, kust
cdasi enam harusid ei 1dhe (Ioppseis). Tippude juurde margitakse,
kas vastavas seisus tuleb teha juhuslik (J) voi isikiik kéik; isikliku
kdigu korral ndidatakse veel, milline méngija on kédigul (I, Il jne.).
l.oppseisude juurde voib médrkida méngijate voidud, juhusliku
ldigu alternatiivide juurde aga nende toendosused.

Mingijatele antav informatsicon méaidratakse kdikide tippude
hulga lahutusega alamhulkadeks Vj (nn. informatsioonihulgad).
Kaigul olev mangija ei tea {ildiselt tippu, milles ta asub, vaid
iiksnes hulka Vj, kuhu see tipp kuulub. Lahutus informatsiooni-
hulkadeks peab ilmselt rahuldaina jidrgmisi noudeid.

Iga tipu t =V, korral peab kdigul olema iiks ja seesama
mang.ja (seetottu ongi mingijate numbrid joonisel 1 kirjutatud
mitte tippude, vaid informatsioonihulkade juurde). Alternatiivide
arvud peavad iihte hulka V. kuuluvates tippudes olema vordsed.

q.

Vs

Joonis I.



sest vastasel juhul saaks kdigul olev méngija alternatiivide arvust
vastavas tipus lisainformatsiooni oma asukoha tdpsemaks maiéra-
miseks. Kui tV;jatippu ' voib iihe kdiguga jouda tipust ¢ 1ahtu-
des, siis &V, (iiks méangija ei ole kaks korda jdrjest kaigul).

Kooskolas varem antud méiédratlusega voib o6elda, et tdisinfor
matsiooniga mangud on parajasti need, kus iga hulk V, sisalda
ainult iihe tipu.

Minguteoorias eeldatakse veel, et koigi mingijate vdite saab
moota samades tihikutes ja et mingijad on oma voidu suurusest:
iihesugusel mééral huvitatud (tarbe korral eeldatakse veel voidu-
summade iilekantavust {ihelt méngijalt teisele, s. t. {iks mingija
voib teisele maksta <«hiivitust»). Méingija i véidu suurust (voi
selle keskvadrtust juhuslikke kdike sisaldava méangu korral) téhis-
tame edaspidi siimboliga K;. Kui iga 16ppseisu korral

n
= Ki=0,
i=1

siis nimetatakse midngu nullsummamidnguks (mangijate
arv n>=2 olgu esialgu veel suvaline).

Strateegia. Tavaliselt teeb mingija oma valikud méangu kéigus.
Oletame aga, et méngija koostab juba enne mangu algust plaani,
millise valiku ta kavatseb teha igas v6imalikus seisus, kus tal
iildse tuleks sooritada kiik. Sellist plaani nimetataksegi stra-
teegiaks. Mirgime, et strateegia ettevalimise korral ei pea
méngija tegema oma valikuid vdiksema informatsiooni alusel kui
konkreetses partiis — strateegia koostamisel vaadeldakse koiki
praktiliselt voimalikke juhte.

Téhistame méngija i strateegiaid edaspidi siimboliga 7;, kasu-
tades nende eristamiseks tarbe korral iilemisi indekseid.

Niipea, kui kdoik méngijad on valinud oma strateegiad antud
partiis, osutub partii tulemus (voi selle keskvaartus) iiheselt maa-
ratuks. Seega voib iga maingija voitu vaadelda kui strateegiate

funktsiooni:
Ki=Ki(t, ..., tn).

Sageli osutubki koige mugavamaks kirjeldada mangu just
koikide méngijate strateegiate hulkade ja voidufunktsioonide ette-
andmise teel, minnes tdiesti médda kdikude kirjeldamisest. Enune
niisuguse kasitluse juurde asumist toome aga seni vaadeldud
moisteid illustreeriva néite.

Niide 1. Vaatleme kahe isiku nullsummamangu, kus iga partii
sisaldab jidrgmised kolm kdiku. Esimese kdigu teeb maingija I,
valides tihe arvudest 1, 2 voi 3. Teine kidik on juhuslik, kus vordse
téendosusega valitakse iiks arvudest 0, 1 voi 2. Méngijale II tea-
tatakse, kas kahe seni valitud arvu summa on paaris voi paaritu .
(kuid ei teatata summat ennast). Kolmandal kdigul valib maén-
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gija 11 iihe arvudest 1 voi 2. V6idu suuruseks on igal juhul kdigi
kolme valitud arvu summa. Kui see summa on 5 voi 6, siis mak-
sab mingija II vastava arvu iihikuid méngijale I, summa teiste
véddrtuste korral maksab aga méingija I méangijale I1.

Mingijal 1 on algseisus valida vaid kolme alternatiivi vahel
(1, 2 voi 3). Et sellega tema aktiivne osa mingus piirdubki, on
mangija [ kdsutuses kolm voimalikku strateegiat:

strateegia T,' — valida 1,
strateegia 1,2 — valida 2,
strateegia t,® — valida 3.

Ka mangijal 11 tuleb sooritada vaid iiksainus valik (kahe alter-
natiiviga — 1 voi 2), kuid ta saab mingu ka:.gus tidiendavat infor-
matsiooni. Seetottu voib see mingija kdigu sooritamise ajal olla
kahes pohimotteliselt erinevas olukorras: talle teatati eelmiste
arvude summa kohta kas «paaris» v6i «paaritus. Vastavalt sel-
lele peab ka iga strateegia sisaldama kditumisjuhise nende mole-
ma olukorra jaoks. Jirelikult on méingija Il kdsutuses kokku neli
erinevat strateegiat:

strateegia 1! — valida igal juhul 1,

strateegia 1,2 — juhul «paaris» valida 1, juhul «paaritu» 2,
strateegia 1,® — juhul «paaris» valida 2, juhul «paaritu» 1,
strateegia to* — wvalida igal juhul 2

(kui méngijale II teatataks eelmise kahe arvu summa véartus,
siis oleks tal kdigu sooritamise ajal viis vbimalikku olukorda
ja vastavalt sellele ka 2°=232 erinevat strateegiat).

Vaadeldava mangu puu on esitatud joonisel 2, kus alternatii-
vide juurde on mérgitud nende tdhendused, 16ppseisude juurde
aga maingija I voidu suurused.

Paneme tdhele, et strateegiate fikseerimine ei madidra selle
(juhuslikku kéiku sisaldava) mangu korral 10ppseisu ja seega ka
voidu suurust iiheselt. Seetottu saab siin strateegiate etteand-
misel arvutada vaid voidu keskvidirtuse. Néiteks K, (t:?, 12®) leid-
miseks arutleme jargmiselt. Esimesel kdigul valiti arv 2, teisel
kdigul tuleb aga kas 0, 1 voi 2 (tdendosustega /s, /3 ja !/3). Kol-
mandal kdigul valib mingija Il oma strateegia kohaselt niiiid
vastavalt teise kdigu tulemusele kas 2, 1 voi 2, millega méingija I
voit tuleb kas —4, —4 v6i 6. Nende keskvdirtusena saame

1 1 1 2
2 23)— 4 4 e 2
Ki(z3, 10) 4 3 4 3 +6 3 3

Mingu hind. Piirdumegi niiid vaid kahe isiku méngudega
(n=2) ja vGtame vaatlusele kahe isiku nullsummaméangu G.
Tdhistame méingija 1 koigi voimalike strateegiate hulga siimbo-
liga X, ja mingija Il strateegiate hulga siimboliga X,, eecldades
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Joonis 2.

muidugi, et nendes hulkades on kummaski rohkem kui tiks ele-
ment. Et ming on nullsummaline, siis iga 1, = X; jg 19 e X, kor-

ral
Ky (71, t2) + Ka(ty, 12) =0.
Lihtsuse huvides tdhistame siin
Kl (le T2) = —KQ{‘IH, 7,‘2) s 1((1:1' 1—2)

ja nimetame seda (otsekorrutisel X; X X, méaidratud) ifunktsiooni
Kmingu G voidufunktsiooniks.

Kogu méing G on seega mdiiratud kolmikuga {X;, X., K} -
sellise madratluse korral deldakse, et ming on antud normaal-
kujul. Médngimine seisneb niiid lihtsalt strateegiate v, = X, ja
172 € Xy valikus, kusjuures kumbki méingija er tea teise valikut.
ﬁérast )strateegiate valimist arvutatakse kohe méngu tagajirg

(T], T2).

Mingu G méangimisel piiiab mingija 1 oma strateegia 7,=X;
sobiva valikuga suurendada funktsiooni K(t;, t2) védrtust, mén-
gija Il piillab aga 1.=X, sobiva valikuga vdhendada seda véar-
tust. Seejuures mojutavad molemad mingijad funktsiooni K (ti, t2)
aga ainult osaliselt. Siit tulenebki optimaalse kditumisviisi valiku
pohiline raskus — kumbki méngija ei tea vastase poolt valitud
strateegiat ega saa teha oma valikut sellele toetudes.

Mingija I voitu juhul, kui mélemad méngijad on valinud oma
parima kditumisviisi (kui need iildse eksisteerivad), nimetame
mingu G hinnaks ja tdhistame tidhega v. Selle médramisel

78



votame dsjanimetatud raskuse iiletamiseks vaatlusele fiktiivsed
mingud G, ja G, mille korral {ihel mingijal on teada teise man-
gija poolt valitud strateegia.

Ming G; olgu selline, mis iithtib méinguga G ko'gis detailides,
kuid lisaks on mangijal Il oma strateegia valimisel teada méngi-
ja I poolt valitud strateegia v;. Mangus G, olgu aga mingijal 1
eelnevalt teada maingija II valik 1,. Nimetame minge G, ja Gj
vastavalt médngu G minorandménguks ja majorandménguks.

Vaatleme koigepealt méngu G,, kus maingija Il piillab 1.=X,
valikuga muuta K(vi, t2) vdidrtust vo.malikult vaikeseks, s. t.
ta piitiab fikseeritud v, korral saavutada viirtust!

min K (11, T2) .

T
See vidirtus soltub muidugi strateegiast T;, mille mangija I on
juba valinud. Miéngija 1 parimaks tegutsemisviisiks mangus G
ongi T, selline valik, et see miinimum oleks voimalikult suur, s. t.
et midngija 11 ei saaks oma strateegia v, valikuga muuta voitu
vaiksemaks kui

vy=max min K (7, T2).

T T2

Suurus v; on ilmselt mdngu G, hind. Toepoolest, kui méngija II
valib oma strateegia 1, eespool kirjeldatud viisil, siis garan-
teerib ta endale voidu, mis soltumata vastase tegevusest ei ole
vaiksem kui —uv;. Sealjuures on —uv; suurim voit, mille ta saab
endale garanteerida. Strateegia T, iilalkirjeldatud valikuga kind-
lustab méngija 1 endale voidu, mis pole vdiksem kui v, sealjuu-
res v; on jéllegi suurim voit, mille ta soltumatult mangija II tege-
vusest saab endale garanteerida.

Mingu G, korral jouame analoogilise arutlusega jargmiste
tulemusteni. Mingijal II on kasulik valida oma strateegia t» nii,
et max K (1, 12) oleks voimalikult véike, s. t. et midngijal I poleks

vBimalik saavutada méngu G, hignast
vo=min max K (t1, T2)
Tg Ty

suuremat voitu. Seega saab mingija Il mingus G, kindlustada
endale voidu, mis pole vidiksem kui —uv,, mingija I aga saab
kindlustada endale voidu, mis pole viiksem kui v,.

Téiesti vahetult saab kontrollida, et iga mangu G korral keh-
tib vorratus

v < Ug.

~ Mingu G reeglite kohaselt pole maingijatel mingit informat-
siooni vastase valitud strateegia kohta. On aga ilmne, et méngus

1 Kui strateegiate hulgad -an 16pmatud, slis vdib osutuda, et miinimum véi
maksimum ei eksisteeri. Neil kordadel tuleks edaspidi kasutada véadrtusi
mi Kz, ) ja sup K(1y, 1)

79,



G ei saa méngija I garanteerida paremat tulemust kui mangus G,
ega mangija Il paremat tulemust kui mingus G;. Seega, kui
méngu G hind v iildse on madratud, siis peab see rahuldama
vorratust

Uy U < U

Suurusi v; ja ve nimetame vastavalt mingu G alumiseks ja
iilemiseks hinnaks: v, on suurim vo6it, mille mingija 1 saab endale
garanteerida soltumatult méngija Il tegevusest; v, on maingija I
vidhim voit (méngija II vdhim kaotus), mille saab oma tegevu-
sega garanteerida mingija II.

Maingija 1 stratecgiaid, mis kindlustavad talle mingu alu-
misest hinnast mitte viiksema voidu, ja mangija Il strateegiaid,
mis kindlustavad, et mingija I ei voida méngu iilemisest hinnast
rohkem. nimetatakse nende mingijate vadhemohtlikeks
strateegiateks.

Kui osutub, et v, =uv,, siis suurust

v=max min K (1, T2) =min max K (7, t2)
T1 T2 T2 T
nimetatakse midngu G puhtaks hinnaks. Vihemohtlikke
strateegiaid 7;* ja to* nimetatakse sel juhul optimaalseteks
ja paari (7/% To*) méngu G sadulpunktiks.

Maatriksmdngud. Vaatleme niiiid niisuguseid kahe isiku null-
summamaénge, kus strateegiate hulgad X, ja Xs on loplikud. Olgu
méngus G mingijal I kokku m ja méangijal II kokku n strateegiat,

s. t. X1 — {‘Ifll, ey ‘C[m} ja ng:- {Tzl, Ceey ‘[2”}. Niiiid voib mén-
gija 1 strateegia valikut lugeda samaviirseks arvu i (strateegia
jarjekorranumbri) valikuga hulgast {l, ..., m} ja maéangija II

stratee}gia valikut samavaarseks arvu j valikuga hulgast {I, ...
.., N},

Voidufunktsiooni on selliste mingude korral otstarbekohane
esitada maatriksina

a;; Q2 ... Qun
A — do1 Qoo ... Qap i

Am) Gm2 ... Qmna

kus a;; = K(t\%, t2/). Vastavalt sellele nimetataksegi kahe isiku
niisuguseid nullsummamaéange, kus strateeg.ate hulgad on 1opli-
kud, maatriksmédngudeks ja maatriksit A médngu G
maatriksiks. Kui on tarvis veel rohutada méngijate stra-
teegiate arve, siis Geldakse, et tegemist on m X} n maatriksméan-
guga (ndites | kirjeldatud méng on seega 3 X 4 maatriksmang).
L Nllaatriksméngu alumine ja tlemine hind avalduvad vastavalt
uju
vy=maxmina;;, Vs=nminmax a;j.
7 j j 1
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Kui v, = ve, siis (samastades strateegia tema jéarjekorra-
numbriga) on maatriksmédngu optimaalseteks strateegiateks nii-
sugused i* ja j* ning sadulpunktiks paar (i*, j*), mille korral

! Qirjx=IMax Qyj+=1in a;;.
i J

Sellise olukorra véimalikkust illustreerime jargmise klassikalise
naitega.

Niide 2. Kolonel Blotto juhatab kahe méaekuru, A4 ja B kaits-
mist. Tema késutuses on kolm, neid méiekurusid riindaval vas-
tasel aga kaks jagamatut vaeiiksust. Viljavaated lahingu voitmi-
seks kurul on vordelised lahingust osavdtvate joududega, kuid
lihtsamalt kaitstaval kurul B tuleb Blotto iga vaeiiksust sealjuu-
res lugeda kahe eest (nditeks Blotto kaks vieiiksust vastase iihe
iiksuse vastu suudavad kaitsta kuru A tdendosusega ?/3, kuru B
aga toendosusega %/5). Kuru siilitamine pérast lahingut annab
Blottole voidu —+1. Kuidas peab Blotto oma véeiiksused paigu-
tama ja kuidas peab vastane riindama?

Blottol on ilmselt vdimalik kasutada nelja erinevat stratee-
giat. Tdhistades tema strateegiaid paariga (x,y), kus x on kuru A4
kaitsvate iiksuste arv ja y kuru B kaitsvate iiksuste arv, saame
Blotto strateegiateks:

7'=(3, 0), 12=(2, 1), t=(l, 2) ja t.*= (0, 3).

Kurusid riilndava vastase strateegiaid analoogiliselt tdhistades
saame nendeks:

Tol= (2, 0), 2= (1, 1) ja %= (0, 2).

Kirjutame selle mingu voidufunktsiooni tabelina, lisades
juurde vajalikud miinimumid ning maksimumid:

|

N 20 | @ |02 min a;;
(3, 0) 8/5 3/4 i i ! 3/4
@ 1) 3/2 4/3 ' 3/2 || 4/3
(1, 2) 4/3 1310 | 553 13/1(; )
(0, 3) 1 6/ i 7/4 i _6/7 ﬁ
max ai; 8/5 4/3 ‘ 7/4 ‘
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Mingu alumine ja tilemine hind tulevad niiiid vastavalt

vy=maxmina;;=4/3 ja vy=minmaxa;;=—4/3.
i J ] i

Seega v, = v; == 4/3, Blotto ainsaks optimaalseks‘ strateegiaks on
2= (2, 1} ning vastase ainsaks optimaalseks strateegiaks 1,2 =
=2 (1, 1). Mangu saduipunktiks on (1,2, 12%).

Domineerimine. Midngu sadulpunkti ja optimaalsete stratee-
piate leidmiseks voib kasutada ka domineerimise moistele tugine-
vat lihtsustamisvotet. Utleme, et mingija I strateegia ;! domi-
neerib strateegiat t,* ja kirjutame ;! = /%, kui iga j=1, ..., n
korral kehtib vorratus a;; = ap; (ehk iildjuhul: iga v, = X, korral
K(tl, 12) = K(ui®, 12)). Analoogiliselt mangija Il strateegia to"
domineerib strateegiat to® (kirjutame 2" = to%), kui iga i=1,...
..., m korral a;; << a;s (fildjuhul: iga 1, = X, korral K(vy, 7o) <<
=< K(11, 12%)).

On ilmne, et domineceritud strateegiaid pole mingijal moistlik
kasutada —- domineeriv strateegia annab vidhemalt sama suure
voidu. Seetotiu voib domineeritud strateegiale vastava rea (veeru)
mangu maatriksist lihtsalt vdlja jétta.

Naites 2 vaadeldud mingu maatriksis

85 34 1
32 4/3 32
4/3 13/10  5/3

I 67 7/4

saame 12 = 12! ja 122 = 1o° tottu vélja jalta esimese ja kolmanda
veeru, saadud iiheveerulises maatriksis aga koik elemendid peale
teise (maksimaalse). Seega taandub méingu maatriks iitheelemen-
diliseks:

(4/’3)1

mis vastab optimaalsetele strateegiatele 7,2 ja 7%

Kasutame niiiild sama votet naites 1 vaadeldud méangu korral.
Leides voidufunktsiooni vddrtused kdigi strateegiapaaride puhul
saame selle mangu maatriksi kujul

—3  —1/3 —10/3 —2/3
( —2/3 +7/3 —2/3 +7/3 |,
+~7/3 1 -8/3  --4/3

kus domineerimist T2 = 1,! arvestades vdime maha tommata
esimese rea:

(-—2/3 +7/3  —2/3 -H-7/3

 -}-7/3 -1 --8/3  4-4/3 )-

)
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Niilid voime domineerimiste to? = 1ot ja 73! = v° tottu (idhte-
maatriksis neid domineerimisi veel ei olnud) maha tommata kaks
viimast veergu, millega maatriks omandab kuju

—2/3 73
LT3 )

Et selles maatriksis domineerimisi eniam ei esine, siis poie edasine
lihtsustamine voimalik. See on ka loomulik, sest vaadeldaval mén-

gul pole sadulpunkti -— méangu alumine ja {ilemine hind on ju
vastavalt
vy=maxminag;;=1 ja vy,=minmaxa;="7/3.
7 3 J i '

Toodud niidetest sclgub, et leidub nii sadulpunktiga kui ka
sadulpunktita mange. Sadulpunktiga mingud — need on eriti
lihtsalt uuritavad, sest optimaalsete strateegiate leidmine v&ib
esile kutsuda vaid tehnilist laadi raskusi — moodustavad seal-
juures iisna ulatusliku klassi. Nii nditeks saab testada, et iga
tdisinformatsiooniga mingu korral v, = v, kusjuures domineeri-
tud strateegiate korvaldamise teel on mingu maatriks alati tei-
sendatav itheelemendiliseks. Ndide 2 aga toestab, ¢t sellega pole
sadulpunktiga mangude klass veel ammendatud.

Mida aga teha sadulpunktita mdngude korral, s. t. juhul kui
v; << vg? Need mingud tegelikult moodustavadki minguteooria
pohilise uurimisobjekti ja just nende tarvis tulebki kasutusele
votta moningaid tdiendavaid moisteid.

Segastrateegia. Kui niites 1 vaadeldud méangu lihtsustamise
tulemusel saadud maatriksi

{—2/3  --7/3
L2738 -

korral maingija 1 valib oma vidhemohtliku strateegia T3 (kasu-
tame strateegiate esialgset tadhistust), siis on talle garanteeritud
voit v, =1, mille saavutamiseks maingija Il peab valima stra-
teegia 152 Kui aga méngija | teab voi aimab mangija 1I niisu-
gust kavatsust, siis strateegia t,2 valikuga voib ta saavutada
tulemuse 7/3. Kui niitid méingija Il omakorda aimab méngija 1|
seda kavatsust, siis annab strateegia 7o' valik koguni tulemuse
-—2/3 jne. Seega on vastase kavatsusi teada saades voimalik oma
voitu suurendada ja kogu kiisimus ndib taanduvat luure ning
vastuluure organiseerimisele.

Viljapddsu olukorrast annab juhusliku katse sooritamine
konkreetse strateegia fikseerimise momendil. Nimelt iihe kindla
strateegia viljavalimise asemel omistab méngija igale strateegiale

6*
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teatava sageduse ' (toendosuse), millega see juhusliku katse tule-
muses esineda tohib. Kasutatava strateegia tegelik valik toimub
niiiid neid sagedusi realiseeriva juhusliku mehhanismi abil. Aru-
saadavalt voib mone strateegia esinemise sealjuures hoopis ira
keelata — naiteks domineeritud strateegiatele on loomulik omis-
tada sagedus null.

Omistagu méngija I oma strateegiale T,i sageduse E;. Kokku-
vottes tuleb tal seega valida sageduste vektor E== (&), ..., &n),
kus loomulikult

Sigi=1 ja &=0 (i=1, ..., m).
=1

Niisugust vektorit & nimetame mangija | segastrateegiaks.
Analoogiliselt valib méngija Il sageduste vektori ehk sega-
strateegia n= (1, ..., na), kus

n
Sm=1 ja =0 (=1 ..., n).
2

Segaduste viltimiseks nimetame strateegiat selle senises
tdhenduses edaspidi puhtaks strateegiaks. Ilmselt voib puhast
strateegiat samastada niisuguse segastrateegiaga, kus vastav
koordinaat on iiks ja koik teised nullid.

Kui maéngijad on valinud oma segastrateegiad & ja m, siis
avaldub voidu keskvddrtus (matemaatiline ootus) kujul

K& )= g'zn'auﬁmr

i=1j=1

Seda funktisiooni K (&, m) voime vaadelda kui teatava uue méingu
G’ voidufunktsiooni, kus strateegiate hulkadeks on

X'y={: £:>0, §§i=1}
ja

n
Xo={n:1;=0, Xn;=1}.
=

Optimaalsed segastrateegiad. Et ka G’ on kahe isiku null-
summaméng, siis voib {ilalvaadeldud moisted siia vahetult iile
kanda. Nii néditeks on mingu G’ alumiseks ja lilemiseks hinnaks

v’y = maxmin K(§n) ja v2= min max K(&m),
12 n n
kusjuures loomulikult v’y << v’5. Kui niiiid osutub, et v’y =0’
siis voime méingu G’ sadulpunkti (£*, n*) tolgendada kui mingu G
sadulpunkti segastrateegiates. Neid vektoreid £* ja n* nimetamegi
mingu G optimaalseteks segastrateegiateks, mingu G’
hinda v’ loeme aga iihtlasi mdngu G hinnaks.
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Saab toestada, et alati kehtibki vordus v’, = v’y, s. t. maatriks-
méngu G baasil konstrueeritud ming G’ on alati sadulpunktiga 2.
Seega on maatriksméng alati lahenduv, ka juhul v, << v, saab
leida parima tegutsemisviisi molema méingija jaoks — optimaal-
sed segastrateegiad.

Optimaalsete segastrateegiate tdhenduse illustreerimiseks
lahendame [opuni niites 1 vaadeldud méingu, mille maatriks

taandus teatavasti kujule
—2/3 7/3
7/3 1)

Domineeritud strateegiate olemasolu arvestades on siin loo-
mulik vaadelda vaid niisuguseid segastrateegiaid E= (&1, &2, Ea)
jia 1= (M1, M2 M3, Ma), kus & =m3=mn4=0. Tdhistades lihtsuse
huvides veel &2=p ja my=¢9¢ (0<<p, ¢g<1), on E=1-—p,
N2=1—¢ ning voidu Kkeskvdirtus K(E n) = K(p,9) avaldub
kujul

K(p.9) = — 2 pg+—2p(1—q) + - g (1 —p) (1 —p) (1 — ) =

13 4 4
=73 P9t Pt atl

Et
4 . 4
_ ?p—f—l kui — P+ 3
min K(p, 9) = . 13 s _
q .
—-3p_—|-? kui — P+ 3

siis mangu G’ alumiseks hinnaks saame
v’y=max min K (p, g) =55/39,
P q '

mis saavutatakse, kui p = 4/13. Analoogiliselt saavutatakse iile-
mine hind

v’;=min max K (p, g) =55/39
g p
punktis g ==4/13. Seega optimaalseteks segastrateegiateks on
g* = (0, 4/13, 9/13) ja n* = (4/13, 9/13, 0, 0)

ning mangu hind v==55/39. Strateegiate tahendusi meenutades
nieme, et mingija 1 optimaalseks kaitumisviisiks on valida 2
sagedusega 4/13 ja 3 sagedusega 9/13. Maingijal II tuleb juhul

2 Selle viite toestus, samuti illdine meetod optimaalsete segastrateegiate

leidmiseks on - esitatud nditeks raamatus: U. Kaasik Matemaatiline planee-
rimine. «Valgus», Tln., 1967.
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«paaris» alati valida 1, juhul «paaritu» aga 1 sagedusega 4/13
ja 2 sagedusega 9/13. Niiviisi méngides voidab méingija I kesk-
miselt 55/39 iihikut partii kohta (mis on rohkem kui v;==1 ja
vahem kui ve==7/3).

Lopmatud méngud. Minnes maatriksménguit G iile méngule
G’ me votsime tegelikult vaatlusele strateegiate lopmatud hul-
gad X’| ja X’5. Et need hulgad on {isna spetsiaalse struktuuriga,
siis osutus tulemus suhteliselt lihtsaks. Vaatleme niiiid nn. lop-
matut mingu iildjuhul — olgu normaalkujul antud mangus G =
= {X, Xo, K} vihemalt iiks hulkadest X,, Xp 16pmatu. Sellistel
méngudel on killlaltki suur praktiline téhtsus, sest mitmeid majan-
duslikku ja sdjalist laadi probleeme saab tolgendada just Iopma-
tute méngudena.

Osutub, et paljud lopmatud méngud on iileviidavad nn. man-
gudeks thikruudul, kus nii Xy kui ka Xg on 18ik [0, 1] ja K{ti, T2)
seega lihtsalt kahe arvulise argumendi ifunktsioon. Et méingu
puhasteks strateegiateks on niiid punktid w1 = [0, 1] ja . &
e [0, 1], siis koosnevad segastrateegiate hulgad X’; ja X’; vas-
tavalt koikidest jaotusfunktsiconidest F(ti) ja H(te), kusjuures
maingija 1 v8idu keskvddrtus avaldub kujul

11
K(F, H)= [ [ K(u,w)dF (u)di ().

Mingud dhikruudul on segastrateegiates lahenduvad funkt-
siooni K(t), v2) pidevuse korral, mil kehtib vordus

11
maxmin f [ K(z. w)dF (v)dH (1) =
F

H 00
11
=minmax [ [ K(ty, v2)dF (11)dH (72).
H F 00

Optimaalsete segastrateegiate leidmine viib siin enamasti
integraalvorrandite lahendamisele, mistdttu praktikas kasuta-
takse sageli mitmesuguseid lihtsustavaid ligikaudseid vétteid
(nditeks voidufunktsiooni asendamine lihtsama kuju, kuid 13he-
daste vdirtustega funktsiooniga).

Lopmatute méngude oluliseks klassiks on nn. ajastamismén-
gud, kus mingijail tuleb valida tegutsemismomendid, pidades
silmas, et iihelt poolt on parem tegutseda voimalikult hiljem, sest
aja moodumisel suureneb teguisemise efektiivsus, teiselt poolt
aga suureneb ka risk ming kaotada. Selliste méngude tiiiipilisteks
esindajateks on duellid.

Duellid jagunevad kuuldavateks ja vaikseteks (kuigi on moel-
davad - moningad segavariandid) vastavalt sellele, kas maéngija
tegutsemine ja selle tagajirjed saavad otsekohe teatavaks vastas-
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mangijale v6i mitte. Lihtsaimaks kuuldava duelii taiibiks voib
nédhtavasti lugeda jargmist.

Kaks vastast (nditeks hdvituslennukid) l&henevad teineteisele
ithtlase kiirusega, kummalgi neist on kasutada iiksainus lask
(nditeks ohk-ohk tiifipi rakett), mille tulistamisest vastane otse-
kohe teada saab (ka siis, kui teda ei tabatal!). Muutugu aeg
algmomendist kuni kohtumiseni nullist {iheni. Kui méingija ¢
(i==1 voi Il1) tulistab ajamomendil {;, siis tabamise {Gendosus
olgu P;(%;). Funktsioonide P; kohta on loomulik eeldada mono-
toonset kasvamist loigu! [0, 1], kusjuures sageli lisatakse veel
rajatingimused P;(0) =0 ja P;(1) = 1. Vastase tabamine andku
mangijale voidu suurusega 1.

Mingijate optimaalsete strateegiate leidmiseks tuleb meil
eraldi vaadelda kolme pchimdotteliselt erinevat olukorda.

Kui méngija I tulistab varem, siis avaldub tema voidu mate-
maatiline ootus kujul

Kt tg) = 1Py (i) 4 (—1) - (1 — Pi(2))) = 2P, (t)) — I,

sest mangija 11 tulistab esimese lasu mittetabamise korral alles
kohtumismomendil (s. t. valides f,=1).

Kui varem tulistab méngija 11, siis analoogiliselt saame maén-
gija I voidu matemaatilisele ootusele vaartuse

K(ty, to) = (—1) + Pa(t2) + 1. (1 —P2(t2)) = 1 — 2P, (t5).

Mingijate iiheaegse tegutsemise korral (¢, ==:1;) avaldub
mangija I voidu matemaatiline ootus kujul

= Py (£} — Pa(te).

Kokkuvottes voime seega mingija I voidu matemaatilise
ootuse kirjutada kujul
2P (t) — 1, kui t; <t
K(t, t2) = { P(t)) — Py(t), kui ty =1,
1—2Pg(t2), kui tl > tz.

Vaadeldes funktsiooni K(#;,f;) sOltuvana ainult muutujast f»
(iikseeritud #, korral) ndeme, et méngija II piiiiab valida #; <<t
voi to =1 soltuvalt sellest, kas 1-—2Py(f;) on vdiksem voi suu-
rem kui 2P;(t;) — 1. Seega peab mingija I valima oma tulista-
mismomendi ¢, selliselt, et 1 —2Ps(f;) poleks ei suurem ega viik-
sem kui 2P;(f;), s. i. optimaalne puhas strateegia f, tuleb maa-
rata vorrandist

2P (t) — 1= 1—2Py(ty}
ehk
Pi(ty) + Pa(ty) =1

(funktsioonide P; keohta tehtud eeldusi arvestades on see vérrand
itheselt lahenduv). Analoogiline arutelu néitab, et méangija II
peab tulistama samal momendil.
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Uldised mingud. Kui loobuda kitsendusest
Ki (i, 12) -+ Kz (t1, 12) =0

vahemalt {ihe strateegiate paari (7, T2) korral, siis saame kahe
isiku nn. iild ise mangu. Strateegiate arvu 1oplikkuse korral saab
voidufunktsioonid ka siin esitada maatriksina A = (aq;), kus A
elementideks on voidufunktsioonide vaartuste paarid

aij = (Ki (7, 127); Ko(tii 72f)).

Selliseid ménge on loomulik nimetada iildisteks maatriksman-
gudeks.

Osutub, et tavaliste maatriksmidngude lahendamise aparatuuri
ei saa iildistele maatriksmiangudele vahetult iile kanda. Selles
veendumiseks vaatleme koigepealt nditeks jargmist aarmuseni
lihtsustatud situatsiooni.

Kaks kahtlusalust vdetakse vahi alla ja isoleeritakse teine-
teisest. Prokuror on veendunud, et kahtlusalused sooritasid koos
raske kuriteo, kuid tal pole piisavalt téendeid nende siiiidistami-
seks kohtu ees. Aitaks vaid vdhemalt ithe kaebealuse iilestunnis-
tamine. Seepdrast riddgib prokurér kummalegi kahtlusalusele
eraldi, et neil on valida kahe vdimaluse vahel: tunnistada oma
siitid voi mitte. Kui kumbki oma siiiid ei tunnista, kavatseb pro-
kurér neile esitada siiiidistuse hoopis ithes n.-6. korvalkuriteos,
mille kohta tdendeid on piisavalt selleks, et moista kummalegi
néiteks kaks aastat vabadusekaotust. Juhul kui molemad end siiiidi
tunnistavad, lubab prokurér nouda kummalegi vaid viieaastast
vabadusekaotust. Kui siiiiteo tunnistab {iles ainult iiks kahtlus-
alustest, taotleb prokuror sellele iiksnes itheaastast, salgajale aga
viieteistaastast vabadusekaotust. Mida otsustab teha kumbki kaht-
lusalustest, et pddseda kergema karistusega?

Olukorda voime tolgendada kahe isiku (kahtlusaluste) iildise
méinguna, kus molema méngija esimeseks strateegiaks on salga-
mine ja teiseks iilestunnistamine. Lugedes aastast vabadusekao-
tust kui tagajdrge —1, saame mingu maatriksi kujul

((-——2; —2) (—15; -—1))
(—1; —15) (—5 —5) /-

Strateegiate domineerimist kasutades ndeme, et mingijal I on,
soltumata teise tegevusest, kasulikum dles tunnistada. Samuti
on aga ka mangijal Il kasulikum iiles tunnistada ning méingu
sadulpunktiks on seega (1% 19?), s. t. molemad kahtlusalused
peaksid iiles tunnistama, saades jarelikult karistuseks viieaastase
vabadusekaotuse. Ometi pole see aga kahtlusaluste seisukohalt
parim variant — iihise salgamise korral oleks molema karistus
vdiksem.
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Seega erinevalt nullsummaméingudest ei tarvitse sadulpunkt
siin anda parimat kditumisviisi (kuigi sadulpunktil on {isna suur
tdhtsus, sest kirjeldatud situatsiooms kalduvad kahtiusalused ju
tiles tunnistama).

Saab esile tuua veel teise olulise erinevuse {ildise mingu ja
nullsummamangu vahel. Kui nullsummamaéngus oli voimalik voita
ainult teise méangija kaotuse arvel, siis iildises médngus see nii
enam pole. Vastasele kaotuse tekitamine ei tdhenda veel otsese
kasu saamist, kuid kaotuse tekitamise &dhvardusel vo6ib vastast
sundida hitvitust maksma voi strateegiat muutma. Seega ei saa
dhvardust kui strateegilist votet vaatlusest vilja jatta. Ahvar-
duse efektiivsust illustreerib kasvoi niiteks ming maatriksiga

(1, 10) (—2; —10)
((—10; —2) (105 1))'

Mingijad on siin néiliselt tdiesti vordses seisukorras, kuid
ainult niiliselt. Médngija 1 seisukohalt on koige kasulikum stra-
teegiate paar (7,2, 19?), méingija 11 seisukohalt aga paar (7!, 7a!).
Kui méngija I1 teatab, et ta valib strateegia t,!, siis jadb mén-
gijal I valida kaotuse 10 (vastane kaotab 2) ja voidu 1 (vastane
voidab 10) vahel. Kui tema omakorda dhvardab valida strateegia
1,2, siis annab see kiill vastasele kaotuse 2, kuid endale kaotuse 10.
Seega mingija Il dhvardus on tunduvalt efektiivsem ja tal on
lihtsam sundida vastast leppima strateegiate paariga (1!, t2!).

Kahe isiku iildiste mdngude teooria on tihedalt seotud mitme
isiku nullsummamaéangude teocoriaga. Nende kohta on aga kavas
avaldada iilevaade «Matemaatika ja kaasaja» jairgmises numbris.
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Trumbita mangus kaib W avakdiguks artu kuue. S peab iga kaitsemingu
korral votma 12 tihi. Toimetuse arvates voib selle klassikalise iilesande (nn.
Elks’ Misery Problem) lahenduse esitamata jatta.
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MAHUTAMISULESANDED
A. Leiien

Sageli pakutakse pesmurdmiseks mitmesuguseid malelauaga
seotud kombinatoorset laadi iilesandeid. Nii nditeks Gaussi tuntud
iilesandes kiisitakse, kas cn vdimalik asetada tiihjale malelauale
8 lippu selliselt, et iikski lipp ei tulistaks teist. Lippude selliseid
paigutusi tdepoolest leidub! — neid on isegi 92. Ulesande voib
aga esitada ka veidi {ildisemal kujul: leida iga malendi jaoks
niisugune maksimaalne arv #max ja minimaalne ary mip, et sobi-
valt paigutatud ¢ malendit (Upin <C 4 << Umax) el tulistaks iiks-
teist ning seejuures hoiaksid tule all terve malelaua. Osutub, et
lipu jaoks on need arvud 8 ja 5, oda jaoks 14 ja 8 jne.

Analoogilisi optimiseerimisiilesandeid leidub rohkesti ka iga-
pdevases elus, kui vaid sobivalt defineerida «malelaud», «malen-
did» ja «tulistamisreeglid». Oletame néiteks, et maatiikile moot-
metega m X n soovitakse piistitada ehitised modtmetega 17X 1
tingimusel, et mistahes kahe objekti vaheline minimaalne kaugus
poleks vidiksem kui d =1 ning seejuures ei jadks maatiikil vaba
ruumi veel mone objekti paigutamiseks samadel tingimustel
(iilesanne on analcogiline kuningate paigutamise iilesandega tiih-
jale malelauale). Maksimiseerimisiilesannet, s. o. maatiikile vo0i-
malikult suure arvu objektide mahutamise {ilesannet, on majan-
duslikust seisukchast loomulik vaadelda kui objektide ratsionaalse
paigutamise iilesannet tingimustes, kus objektide liigne hajuta-
mine ei ole moistlik (majade ehitamine linnades, esemete paigu-
tus seljakotis, t6ovahendite asetus todlaual jne.). Minimiseerimis-
iilesande puhul, vastupidi, pole objektide liigne tihedus otstarbe-
kas (elektripostide paigutus elektriliinil, elektrilampide arv ruu-
mis, televisioonimastide jaotus, antud piirkonnas jne.), siin on
tegemist cbjektide kokkuhoiuga nende paigutamisel teatavasse
piirkonda.

Kui maksimiseerimisiillesande puhul eeldada, et objektid iiks-
teist ei «tulista» (s. t. vdoivad paikneda ka korvuti), siis oleme

! Lahendused on piltlikult esitatud nditeks raamatus J. Gabovits.

Arvudeta matemaatika. Tln,, 1968, lk. 60—61. Samas on vaadeldud ka ana-
loogilist iilesannet ocdade ja ratsude paigutamisest tiihjale malelauale.
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saanud tavalise titkeldamisprobleemi: proovige antud kujund jao-
tada maksimaalseks arvuks etteantud kujuga tiikkideks.?

Jirgnevalt vaatleme monede kujund.te mahutamist ristkiili-
kule m X n (m,n — naturazlarvud) tingimusel, et mistahes kahe
mahutatava kujundi vaheline minimaalne kaugus poleks viiksem
kui a=1.

Niide 1. Kui palju ruute 1 X 1 mahub maksimaalselt ristkiili-
kule m X n tingimusel, et mistahes kahe ruudu vaheline kaugus
poleks vdiksem kui a=1?

Mahtugu ristkiilikule X n kokku w,, ruutu modtmetega
13 1. Ilmselt uy;= 9=ty = Ugs =1, U3 = Uz = Uz} = Uzg —
=2, uzz=4 jne. Uks voimalikest optimaalsetest mahutamisviisi-
dest on nédha joonisel 1 (kui m ja n on mdlemad paaritud arvud,
siis on see paigutus ka ainus). Pole raske niha, et

! 1
e [5] ).

umn———:{m_j;l ][ n—é—l ] n=1, 2, ...

“

zt3n=u4n=2-[

(Siin ja edaspidi kasutame u,,, avaldistes nurksulge arvu tilsosa
mirkimiseks ning loogelisi silge murdosa tdhistamiseks.)

Niide 2. Kui palju ruute 13X 1 mahub maksimaalselt dlago-
naalipidi poolitatud poolele ruudule nX n tingimusel, et mis-
takes kahe ruudu vaheline kaugus poleks viiksem kui o =17

n n
YT |
g
7Y, %
v/ 7/
V // 4 > m
> m
Joonis 1. Joonis 2.

2 Ristkiilikute ja risttahukate tdpsest tiikeldamisest on juttu artiklis:
A. Leiten. Tiikeldamisiilesanded. — Malemaatika ja kaasaeg, XVIII, k. 54—
63.
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limselt Uy = 0, Ugg = l, U3z — 1, Ugg = 3, Uss == 3, Ugs — O jne.
(vt. joon. 2). Pole raske niha, et ugn, on = Uonty, an+1 = Ugn—y, gn—y +
—+n (n==1,2,...). Kehtib ka valem

1
=[5 ] [5]+1)-
Kui ruudu 1)1 asemel votta ruut modtmetega (X[ (I=
=1,2,...), siis saame, et

= ([ T+ 2D,

On voimalik vaadelda ka mahutamist ruumis, kolmnurksel vor-
gul jne., kuigi jargnevalt on piirdutud ainult viikese koondtabeli
esitamisega, millest voib leida, kui palju mahub ristkiilikule mo6t-
metega m X n etteantud kujundeid niidetes 1 ja 2 formuleeritud
tingimustel.

Lugejale voiks iseseisvaks peamurdmiseks jddda jargmine
iilesanne. Uhikringi (R=1) soovitakse mahutada % iihesuurust
ringi, mis omavahel ei 16iku, kiill aga voivad kérvuti paikneda.
Leida nende ringide suurim raadius r (&) nii, et iilalesitatud tin-
gimus oleks rahuldatud (k=1, 2, ...).

Kujund Umn

t m+1 n+1]
L1 [ i+ ] [ I+
, 2, ...

[ (m+1) (n+1) ]
2

- (m+1) (n+1) m=

| 1 I [ I+1 T (m<n)
n+1 m<l

I=1,2 ... (m+1)-[ I+1 ] (m<n)

—

[Lm+lii(n+l) ]

2
1 o < m+l ntl m=>1
T um"\[ﬂl_ 41 ] (m<n)
k<l mtl 1 roetl ] m<i
kl=12, . [’/e+1—] [T+1 ] (m<n)
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CEVA JA MENELAQSE TEOREEMIDE ULDISTUS

U. Alla

Vaatleme iihel sirgel asetsevaid loike. Seejuures vaatleme iga
16iku alati kindlasuunalisena, nii et otspunktidest on iiks algus-,
teine Iopp-punkt. Seega algus- ja 16pp-punkti osi vahetades, s. o.

loiku AB iimber pdorates saame uue 16igu BA, mida voiks nime-
tada esimese 16igu vastandloiguks.

Kahe samal sirgel asuva 16igu AB ja CD suhte % all mot-
D
leme nende pikkuste suhet, kusjuures sce suhe voetakse mar-
giga -, kui 16igud on samasuunalised, ja mirgiga —, kui 16igud
on vastassuunalised.

Vanakreeka matemaatik Meneclaos (I saj.) toestas teoreemi:
Kui mingi sirge loikab kolmnurga ABC kiilgi BC, CA ja AB voi
nende pikendusi vastaveit punktides L, M ja N, siis kehtib:

BL CM AN __,
LC MA NB '

Kasutades seda teoreemi, toestas XVII sajandi itaalia mate-
maatik G. Ceva, et kui sirged AD, BE ja CF, mis ithendavad tippe
vastaskiilgedel v6i nende pikendustel asetsevate punktidega D,
E ja F, ldbivad iiht ja sama punkti O, siis kehtib vordus:

=L

Piiiame niiid tuletada valemit, millest mélemad teoreemid
tulenevad erijuhtudena.
Edaspidi motleme viljenduse «Idigu AB punkt C(A)» all sel-

aC .

CB



On kerge niha, et 2. ==0 korral C=A, » > 0 korral C on 4 ja
B vahel, A= oo korral C= 8B, —1 << A << 0 korral C asub ldigu
pikendusel iile punkti A, A << —1 korral C asub Idigu pikendusel
tile punkti B, A== —1 korral C on l6pmata kauge punkt.

Pakume niiiid lugejale toestamiseks rea teoreeme.

|

Teoreem 1. Kui C on ligu AB punkt C(A), siis AC= ;wj_?
. — AB
la CB=~7

Népuniide. Vérduse AC -- CB = AB mdlemaid pooli jagada

AC-ga. Arvestades A tihendust saamegi piarast teisendust esi-
mese soovitud vordustest. Teise vorduse leidmiseks kirjutame

CB=AB—AC ning kasutame esimesena toestatud vordust.
Teoreem 2. Loigu AB punktide P;(Ay) ja Pa(}2) korral kehtib

(A2 —M)AB
(1--21) (14-22) -~

Niépundide. Kirjutame vorduse

)

1P2=

—_— ——— P

\Po—AB -— AP, — P5B.

RS

Kirjutame AP, ja P.B avaldised, kasutades teoreemi 1. Saadud
avaldised paneme fiilaltoodud vordusesse.

Teoreem 3. Kolmnurga ABC kiiljel AB olgu punkt C;{(v) ja
kiiljel BC punkt A;(2). Tipust A 16iguga C,A, paralleelsell tom-

— 1
matud sirge jaotab kiilje BC suhtes 7“’:%\;)%‘
Népunéide. Kolmnurkade
ABA, ja CyBA, sarnasusest ja-
reldame A
BA, CB 1
= kuSt
Ad, AC O ¢
avaldame AQAZZVBAz.‘
Loigu BA, avaldame teo- B C
i 1 kasutades j d
reemi asutades ja asendame A A,00

viimatisaadud vordusse.
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Teisest kiiljest rakendame ldigule A4, teoreemi 2. Saadud
avaldised vordsustame ja avaldame A,4.
Teoreem 4. Kolmnurga ABC
A kiiljel BC olgu punkt Ay() ja
kiiljel CA punkt C;(p). Tipust
XN A loiguga C,Ap paralleelselt
tommatud sirge AA, jaotab kiil-
je BC suhtes
Ap—1
B | c xa=—l“:L—.
AN AW H
Népundide. Toestada ana-
loogiliselt teoreemile 3.

Teoreem 5. Kolmnurga ABC kiilje BC punkti A;(A) ja kiilje
CA punkti By(ps) ithendav sirge A,B; jaotab kiilje CA punkti
Bi(w) ja kiilje AB punkti C,(v) ithendava ldigu B,C, suhtes

A (14v) (me— )

(14-pa) (1--Apav)

Népundide. C,D,, AF ja EB,

B, olgu paralleelsed A;Bs-ga ja
C,G paralleelne BC-ga. Siis

C!
. H G i
3 c ‘Bj() _ HG _ AE
D F A E 0C, CH DA
ALk avaldame A;C, BiB, ja CBy kaudu, kasutades kolmnurkade

A,B.C ja EB4,C sarnasust. Loikudel A;C ja Z'—E; rakendame teoree-

mi 1, ByBx-le aga teoreemi 2. Saadud tulemusi kasutada 15igu A4E
avaldises.

Tahistame D Ay-ga. Avaldame - A ja v kaudu, kasuta-

des teoreemi 3, teiselt poolt aga A ja pe kaudu, kasutades teoree-
mi 4. Siit saame A, avaldada. Edasi leiame DAi teoreemi 2 pohjal.

Kasutades A,E ja DA, avaldisi, saamegi suhte _B’_O. .

o

Teoreem 6. Kolmnurga ABC kiilje AB punktl Cy(v1) ja kiilje BC
punk’u Az (A) iihendav sirge jaotab kul]e CA punkti Bi(p) ja kiilje
AB punkti Cy(ve) lihendava 16igu Bicz suhtes

96




(I4va) (14-Apwvy) A
- (I4p) (voe—wv)A -

Népundide.  Analoogiliselt
teoreemi 5 toOestusele saame B
B0 _ AA, / :
0C, A, %
Edasi uurime vorduse pare- B C
mat poolt analoogiliselt teo- A, A, A, A,

reemi 5 toestusele, kusjuures
vorreldes teoreemiga 5 on luge-
ja ja nimetaja osad vahetatud.

Teoreem 7. Kui kolmnurga ABC kiilgedel voi nende pikendus-
tel votta punktld Cl(vl), Cz(’Vz), Al(ll), Az(;»z), Bl(“l): Bz(p.z)
nii, et sirged 4,B,, B,C; ja C,A; 16ikuvad iihes punktis, siis kehtib
vordus:

I == Aipave + pivede -+ videps -+
—+ AjhopiHaviVe = Agptave.
B,0

Toestus: Leiame suhte

2
jaoks kaks avaldist, rakendades
esimesel korral teoreemi 5 16i-

kudele A,B; ja B,C,, teine kord
teoreemi 6 IGikudele B,C, ja
C,A;. Saadud avaldised vord-
sustame.

Teoreemist 7 jdreldubki esiteks Ceva teoreem, kui votta v, =
= Ay =p; =0, ning teiseks Menelaose teoreem, kui votta i; = Ao,
M1 = Mg, VI == Va.
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MONINGAID VALEMEID KOLMNURGA GEOMEETRIAST!

M. Levin

Vaatlenie kolmnurka ABC, kasutades tdhiseid:
a=BC, b=AC, c =AB, o = < BAC,
S on AABC pindala,
p on NABC pool iimbermoétu,
R on NABC tmberringjoone raadius,

d on /\ABC siseringjoone ja iimberringjoone keskpunktide
vaheline kaugus,

raon AABC kiiljele BC kiilgejoonestatud ringjoone raa-
dius (ringjoon puudutab kiiigede AC ja AB piken-
dusi ?),

' M. Levin, Méningaid valemeid kolmnurga geomeetriast. Matemaatika
ja kaasaeg, XII, 1967, 1k. 102—105.

Kaesolev artikkel on autori eelmise artikli jirg.

% Kui me radgime mingi 16igu MN pikendusest, siis oletame, et 16iku on
pikendatud iile 16pp-punkti N.
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daon NABC tumberringjoone ja kiiljele BC kiilgejoonesta-
tud ringjoone keskpunktide vaheline kaugus.

Asetsegu punktid D ja E vastavalt killgedel BA ja CA (voi

nende pikendustel) nii, et BD = CE = BC; punktid F ja G vasta-
valt kiilgede AB ja AC pikendustel nii, et BF =CG = BC.

Tahistame

BC —k BC

DE % TF¢—™
Eelmises artiklis toestasime valemi

R—=—d- k. 1)

Teoreem 1. Kehtib valem

.Q_L{J__)

R 2\m ') (2)

Toestus. Koosinusteoreemi jargi jiareldub kolmnurkadest
AFG ja ABC

FG?= (c+a)2+ (b+a)2—2(c+4-a)(b+a)cosa (3)

a’> = c?-} b%— 2bccos a. (4).
Lahutades vastavalt viimased vordused, saame
FG?—a?2=2a(a+ b+ c) (1 —cosa). (5)
Valemist (4)
B
Ccos (L—T . (6)

Asendades viimase vorduse (6) valemisse (5), saame
F02_02=2a2_4p(p_a) (p_—b) (p——C) —9a2 48 S

abc(p— a) ~“abc p—a
Siit, kasutades seoseid
abc . S
R=%s o re=p—%

saame vorduse
r
FG2— q?=2q2.—-.
R
Jagades viimase vorduse molemad pooled a?-ga, saame valemi

(2), mida oligi tarvis toestada.
Teoreem 2. Kehtivad valemid

R=dy m (7):
ra=%(%—m).. (8)
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Toestus. Teada on valem?®

da? = R® + 2Rr,. (9)
Siit

da2=R2( 1+2-%).

Asetades viimasesse suhte % asemele valemist (2) avaldatud

védrtuse, saamegi valemi (7).

Valemi (8) saame, kui valemis (9) R asendada korrutisega
da - m valemi (7) jargi.

Teoreem ongi toestatud.

Teoreem 3. Kehtib vordus

FG -

Toestuse saame kohe, kui vaid vordus (1) jagada vordu-
sega (7).

8 _
da

3 V. I. C. MogenosB. CHophHK 3afay MO CIEUHAILHOMY KYPCY 3J€MeH-
TapHoit martemathkd (lk. 172). M., 1957.

ULESANNE 1

Jaotada antud kujund neljaks
kongruentseks osaks.

Neile, kes iilesande | on suutnud edukalt lahendada, ei paku arvatavasti
raskusi ka illesanne 2.

ULESANNE 2

Jaotada antud kujund viieks kongru-
entseks osaks.
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PABERI VOLTIMISE ULESANNETEST

Martin Gardneri artikli ainetel
A. Tauts

Olgu meil pabeririba, mille pikkuse ja laiuse suhe on 3:1.
Jaotame ta joontega kolmeks ruuduks ja tdhistame ruudud tihte-
dega (joon. 1). Kui me niiiid murrame pabeririba joonte kohalt
kokku, tekib meil kolme lehe paksune pakk, mis pealtvaates on iihe
ruudu suurune, Seejuures on ruudud A, B ja C selles pakis iilalt
alla lugedes antud kindla murdmisviisi korral kindlas jarjekorras.
Kiisime, mitu erinevat jarjekorda on voimalik murdmisviisi valiku
kaudu saada. Seejuures me ei loe otuliseks, kumb kiilg mingil
ruudul pealpool on.

On selge, et kolm ruutu voivad iildse olla kuues erinevas jérje-
korras: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB ja CBA. Kas need voimalu-
sed on realiseeritavad ka kokkumurdmise teel?

Murrame koéigepealt riba kokku ruutude A ja B piirjoont
mooda. B jddb siis A alla ja C vasakule korvale (joon. 2.). Niiild
on aga teist joont voimalik kokku murda kolmel eri viisil:

1) C jaib B alla,

2) C murtakse ettepoole, kuid pistetakse A ja B vahele,

3) Cjddb A peale.

Sel viisil saame kolm eri jarjestust: ABC, ACB ja CAB. lga-
iiht voime lugeda ka iimberpéordud jarjekorras ja siis saame jar-
jestused: CBA, BCA ja BAC. Seega on koik kuus voimalust rea-
liseeritavad.

Joonis 1. Joonis 2.
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Vaatame olukorda, kus meil on neljast ruudust koosnev riba
(joon. 3). Neljast tdhest on teatavasti voimalik koostada 4!=24
jarjestust. On need koik realiseeritavad?

Jérjestused ABCD ja ABDC
on kergesti realiseeritavad. Sel-
leks tuleb esimest murdejoont
D kasutades murda B A alla ja
"~ seejarel jargmist murdejoont
kasutades murda C B alla.
Edasi tuleb viimast murdejoont

Joonis 3. kasutades murda D esimesel
juhul C alla, teisel juhul aga
C peale, s. 0. B ja C vahele.

Katsume niiiid saada jarjestust ACBD. Oletame, et selline jar-
jestus on realiseeritud. Kuidas peaksid sel juhul asetsema murde-
jooned?

Votame paki ette nii, et A on peal ja murdejoon A ja B vahel
on paki paremal serval. Murdejoon B ja C vahel on sel juhul paki
vasakul serval, kusjuures C on murtud iiles, A ja B vahele. Ruudu
C teine serv ulatub seega A ja B vahelise murdejoone poolt teki-

tatud soppi. Ja just selles sopis

asub niisiis kolmas murdejoon.
Seega ei saa sel juhul D asuda
A B C A ja B vahelt viljas. Tdhendab,
jarjestus "ACBD, samuti ka
DACB on voimatu.

Selgub, et 24-st jarjestusest
on realiseeritavad 16.
P Q R Uldist eeskirja, mille abil
saaks iga n korral leida reali-

seeritavate jarjestuse arvu n
ruudust koosneva riba korral,
. pole seni veel leitud.

X Y Z Olukord muutub veel komp-
litseeritumaks, kui tegemist ei
ole ribaga, vaid nditeks rist-

o kiillikuga. Olgu néiteks tegemist
Joonis 4. 9 ruuduga, mis on paigutatud
ruudukujuliselt 3> 3 (joon. 4).

Uheksast tdhest saab koostada 9!=362 880 jarjestust, kuid
senini ei ole teada, et keegi oleks véilja arvutanud, kui palju
neist on realiseeritavad. Osalise lahenduse annab iiksikute mitte-
realiseeritavate jdrjestusliikide valjaselgitamine.

Olgu meil leht kokku murtud nii, et saadakse iithe ruudu suu-
rune ja iiheksa lehe paksune pakk. Asetame paki lauale nii, et
ruut A jddks pealepoole ruudust B. Seejuures po6rame paki nii, et
murdejoon A ja B vahel jiddks paki paremasse serva. Kuna kokku-
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murdmisviis oli suvaline, siis voib muidugi A peal, samuti A ja
B vahel olla teisi tdhti. Murdejoon A ja P vahel voib olla seejuures
paki iilemises v6i alumises servas, olenevalt sellest, kumb ruudu
A kiilg pealpool on. Molemal juhul on P jaoks kolm voimalust:
ta voib olla pealpool A-d, A ja B vahel voi allpool B-d. Murdejoon
P ja Q vahel on igal juhul paki paremal serval. Seega kui P
on A ja B vahel, siis peab ka Q olema A ja B vahel, kuna murde-
joon P ja Q vahel asub A ja B murdejoone poolt moodustatud
sopis. On aga P pealpool A-d vo6i allpool B-d, siis ei saa Q asuda
A ja B vahel, sest siis peaks ruudu Q parempoolne serv asuma
A ja B murdjoone sopis ja teda poleks voimalik ithendada ruudu
P servaga, mis ei asu A ja B vahel. Seega on realiseerimatud koik
sellised jarjestused, kus tdhtedest P ja Q iiks asub A ja B vahel
ning teine mitte. Mirgime veel, et kui nditeks P ja Q on A jérel
ja B ees, siis peab olema P eespool kui Q, sest murdejoon A ja P
vahel on paki samal serval kui murdejoon Q ja B vahel. Kui Q
asuks A ja P vahel, ei saaks tema vastavat serva iihendada B
servaga, mis asub tagapool P-d.

Lugeja voib analoogiliste arutluste kaudu leida veel teisigi
jérjestuste klasse, mis koosnevad realiseerimatutest jarjestustest.

Vaatleme niiiid probleeme, mis tekivad, kui eristame igal ruu-
dul ka tema molemat kiilge. Néitena vaatleme {ilesannet, mis oli
Ameerikas levinud Il maailmasdja ajal.

On jillegi antud 3 X 3 ruudustik. Keskmise ruudu iihel kiiljel
on Mussolini portree, tema korval asuval ruudul samal Kkiiljel
Hitleri portree. Sama rea kolmandal ruudul vastaskiiljel on Tojo
portree. Nurkmistel ruutudel {ilal- ja allpool Tojot on trellid, kum-
malgi neist eri kiilgedel. Saame siin kujutatud pildi, kusjuures
punktiir tdhistab kujutist vastaskiiljel (joon. 5).

Ulesandeks on murda leht kokku {iheksaleheliseks pakiks, nii
et paki kummalgi viliskiiljel oleksid trellid ja molemate trellide
taga jargmisel ruudul oleks portree ndoga véljapoole. Kui ole-
tada, et trellide vahel on pilud, mis voimaldavad jdrgmist ruutu
nidha, siis ndeksime paki kummalgi kiiljel 1abi trellide nagu.

Ulesande lahendamiseks selgitame koigepealt, milliste trellide
taha keegi kolmest nimetatud mehest iildse pohimotteliselt sat-
tuda voib. Arutleme jargmiselt: kuna naaberruutudel on {ihine
murdejoon, siis peavad nende pealmised kiiljed pakis olema suuna-
tud vastassuundadesse. Induktsiooni rakendades saame siit jarg-
mise tulemuse: kui iithelt ruudult teisele liikudes peame iiletama
paarisarvu murdejooni (oletame, et murdejooni iiletame keskelt,
mitte nurkadest), siis on nende ruutude pealmised kiiljed pakis
samale poole suunatud. On aga iiletatavate murdejoonte arv paa-
ritu, siis on ruutude pealmised kiiljed suunatud vastaspoole. Jare-
likult peavad nurkmised ruudud olema koik pealmise kiiljega
samale poole. Seetottu on arusaadav, miks ithel neist on trellid
pealpool, teisel allpool: kahte pealmist poolt ei saaks ju paki vas-
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loonis 5. (Scientific American, mai 1971)

taskiilgedel véljaspool olla. Nurkmiste ruutudega samale poole
on suunatud ka keskmine ruut, kuna servadel asuvad ruudud on
suunatud vastaspoole.

Seda arvestades ndeme, et Tojo ja Mussolini ndgu peab olema
pakis samas suunas, kus iilemised trellid, Hitleri ndgu aga alu-
miste trellide suunas. Seega tuleb pakk nii kokku panna, et iihel
kiiljel vaataks Hitler 14bi alumiste trellide, teisel kiiljel Tojo voi
Mussolini 1dbi iilemiste trellide. Et aga eelmise iilesande puhul,
nagu mairgitud, ei saa jirjestus alata tdhtedega A Q, siis on
Mussolini trellide taha asetamine voimatu. Ulemiste trellide taga
peab olema Tojo.

Kuna portreed on iihendatud kiilgmiste murdejoontega, siis
peavad nende alumised &ddred asuma paki samal serval. Seega

104



peab Hitleri ees olevate trellide ruudu! asuma horisontaalne mur-
dejoon allpool Hitleri ndgu (on ju ithendatud Tojo portree alaser-
vaga), vertikaalne murdejoon aga paremal. Kumb neist kahest
murdmisest enne teha? Trellidega killgnev valge ruut peab jdima
trellidele 1dhemale kui Tojo portree — viimane on ju peaaegu paki
vastaskiiljel.

Seega on vaja vertikaaljoont m66da murdmine enne teha.

Seega saame jdrgmise eeskirja. Murrame koigepealt mooda iile-
mist horisontaaljoont illemise rea tahapoole. Seega satub Tojo
niagu kohe vastu trelle. Siis murrame mooéda vasakut vertikaal-
joont vasaku osa ettepoole (nagu oGeldud, tuli see ju teha enne
kui murdmine alumist horisontaaljoont mééda). Niid murrame
mooda horisontaaljoont, nii et trellid jddvad véaljapoole. Siis mur-
rame mooda vertikaaljoont, kusjuures pistame Hitleri portree koos
tema taga asuvate ruutudega vahetult talle vastavate trellide
taha, s. 0. kokkumurtud paki vahele.

Nagu ndeme, muudab asjaolu, et kujundid asuvad ainult vas-
tava ruudu {ihel kiiljel, lahenduse tunduvalt konkreetsemaks.

Lopuks esitame lugejale endale iihe iilesande. On antud 3 X3
ruudustik tdhtedega (joon. 6), kusjuures seekord on sama tdht
iga ruudu molemal kiiljel. Ulesandeks on murda leht nii kokku,
et saaksime iiheksalehelise paki, kus tdhed, loetuna ruutude paik-
nemise jérjekorras pakis, annavad sona BEELZEBUB (s. t. Belt-
sebul). Joudu ja visadust iilesande lahendamiseks!

L 2 E
B B E
B U E
|

Joonis 6.
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J. Gabovits

1. Esimeseks teadlaseks, kes andis range meetodi n arvuta-
miseks, oli suur Arhimedes (u. 287—212 e. m. a.).

Meetod seisneb selles, et leitakse kiillalt suure tdpsusega korra-
paraste sisse- ning iimberjoonestatud n-nurkade {imbermoodud ja
moodustatakse nende suhe diameetrisse. Arvu s toeline vdirtus
asub kahe leitud suhte vahel. Votnud n =96, sai Arhimedes tule-
museks

10 1
371 <n<<3 =

Aritmeetiline keskmine siit annab n = 3,142. Tépsus, mis iile-
tab isegi tdnapdeval koolimatemaatikas kasutatavat vairtust
n=23,14.

Arhimedese menetlus jdi piisima peaaegu 2000 aasta viltel;
tapsemaks arvutamiseks vaid suurendati kiilgede arvu n.

Apollonios Pergest (u. 260—u. 170 e. m. a.) sai Arhi-
medese vadrtusega vorreldes tdpsema tulemuse 7= 3,1416 (mui-
dugi mitte kiimnendmurruna kirjutatuna).

Silmapaistev hiina teadlane Tzi TSun-tZi (Tsu Chung:
chih; 430—501 m. a. j.) nditas, et

3,1415926 << & << 3,1415927.

Suured on arvu m uurimisel Samarkandi astronoomi ja mate-
maatiku al-Kas§i (u. 1375—1429) teened. Valides hulknurkade
kiillgede arvu jaoks véirtuse n = 3.2%, sai ta arvu n seitsmeteist-
kiimne oige kiimnendkohaga. Al-Kasi oli ka esimene, kes hakkas
kasutama kiimnendmurde. Oma arvutuse tulemuse kirjutas ta

21 =6,2831853071795865.

Sada seitsekiimmend aastat vottis aega, enne kui al-Kasi poolt
saavutatud tdpsus osutus {iiletatuks. Aastal 1600 arvutas holland-
lane Ludolf van Ceulen (1539—1610) = kolmekiimne viie
kiimnendkohaga, valides n = 252, Kohutav tdpsus vapustas mate-
maatikuid ja arv ; (tol ajal teda nii veel ei nimetatud) sai Ludolfi
arvu nimetuse. Viimane piisib kohati veel tdnapédevani (eriti hol-
landlastel ja sakslastel).
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2. Kiilgede arvu n suurenemisega muutub arvutamine jéirjest
mahukamaks ja tiillikamaks. Sai selgeks, et Arhimedese meetodi
voimalused on praktiliselt ammendatud. Tuli otsida pohimotteli-
selt uusi menetlusi Ludolf van Ceuleni tulemuse iiletamiseks.

Ning uus meetod toesti tekkis. Aastal 1670 avastas inglane
James Gregory (1638—1735), et funktsioon arctanx on
arendatav jargmiseks lihtsaks astmereaks:

X3 X0

rctanx—=x + x7+ (1)
arctan x= 313 =t

Kui votta x=1, saame siit (Leibniz, 1673):
(v — _l._ _l. __1_.1
T_I_S_‘—S—?T”" (2)

Kuigi Leibnizi tulemusel oli suur printsipiaalne tdhtsus —
esmakordselt sai leitud arvu m jaoks analiiiitiline avaldis arvrea
kujul — osutus rida (2) = arvutamiseks ebakohaseks.

Sel puhul markis sir Isaac Newton, et rea (2) abil arvu
o 20 oige kiimnendkoha saamiseks peab arvestama fantastilist
litkmete arvu — 5000 000 000!

Ent mida viiksem on positiiviie arv x, seda kiiremini koondub

rida (l). Vottes x=% sai Abraham Sharp (16561—1742)
13
rea

t gy ro v (3)

+
273 3.3 5.3 7.3

mille abil ta arvutas n seitsmekiimne kahe oige kohaga (aastal
1700, s. t. sajand pérast Ludolf van Ceuleni tulemustl).
Jargmise sammu arvu « saladustesse tungimiseks tegi Londoni
astronoomiaprofessor Machin (1680—1751). Aastal 1706 toestas
ta oma tdhelepanuvéirse teoreemi: kui neljakordsest teravnurgast,

lahutada teravnurk tangensiga —-— L saame

mille tangens on — I
g 5 239 ’
pool tdisnurka.

Sellele teoreemile vastab Machini valem

7 1 )\
-4—=4 arctan — z — arctan =—— 539 4)

mille praktiline vdirtus piisib tdnapdevani. Kasutades valemeid
(1) ja (4) arvutas Machin n saja oige kohaga.

Prantslane Th. F. de Lagny (1660—1734), kellele
Machini tulemus jii teadmata, kasutas Sharpi valemit (3) st arvu-
tamiseks 127 kohaga (1717. Hiljem selgus, et kdik numbrid, vilja
arvatud 113, olid Giged; (vt. allpool).
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De Lagny «rekord» piisis 72 aastat ja seda esitati (koos maini-
tud arvutusveaga) koikides tdhtsamates 18. sajandi matemaatika
Oopperaamatutes ja monograafiates. «Uletrumpajaks» osutus kuu-
lus austria arvutaja Georg Vega (1756—1802), kelle harul-
dase tdpsusega koostatud logaritmilised tabelid tegid ta nime
surematuks.

Vega arvutas n 136 dige kohaga, tuletades selleks (Machini
omast kiill vihema efektiivsusega) valemi

i 1 1
1 =2 arctan 3 -}-arctan 7 (5)

Nitd selguski, et de Lagny tulemuses oli 113. number pérast
koma valesti arvutatud; 7 asemel pidi olema 8.

Vega tippsaavutus piisis iile poole sajandi. Uus resultaat saadi
alles aastal 1844, mil tuntud saksa kiirarvutaja Zacharias
Dase (1824—1861), kasutades Viini professori Schulzi poolt
tuletatud valemit

7T 1 1 1 .
T_arctan7+arctan-5——|—arctan—, (6)

leidis kahe kuu jooksul kakssada arvu ot kiimnendkohta:

1= 3,14159 26535 89793 23846 26433
83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286
20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384
46095 50582 23172 53594 08128
48111 74502 84102 70193 85211
05559 64462 29489 54930 38196.

Voidujooks jdtkus kiirenevas tempos. Aastal 1848 avaldas
Tartu tdhetorni astronoom-vaatleja, kellel olid ka suured teened
matemaatika arengus!, 250 arvu n kiimnendkohta. Vigade valti-
miseks teostas ta arvutusi nii Machini kui ka Vega valemi jargi.

Suure fillisiku nimekaim William Rutherford, teisenda-
des Machini valemi kujule

7 1 1 1
n =4 arctan 5 arctan 70 —arctan 99 - (7
sai 440 kohta (1853). Kahe aasta pérast teadis poolakas Richter
juba 500 kohta. ‘

Umbes samal ajal asus arvu n riindamisele fanaatiline arvutaja
William Shanks. Ta sai kuulsaks mitte ainult tohutu suure
tapsuse pdrast, millega ta n arvutas (707 kiimnendkohta), vaid

'Vt J. Gaiduk. Thomas Clausen ja tema matemaatikaalane looming.
Matemaatika ja kaasaeg, XII, 1k, 116—122, Tartu, 1967.
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ka seetottu, et oma resultaadi saamiseks  tootas intensiivselt 20
aastat jarjest! Shanksi tulemus avaldati aastal 1873; arvutamisel
kasutas ta Machini valemi algkuju (4).

Jargnes kauaaegne vaige, mille murdsid ameeriklased
Ferguson ja Wrench. Kasutades moodsat arvutustehnikat
(kuigi mitte veel elektronmasinat) onnestus neil kahe aastaga
(1946—1948) saada arvu st 808 kilmnendkohta. Suure iillatusena
avastati, et Shanksil olid diged vaid 527 kiimnendkohta, koik iile-
jddnud numbrid ei vastanud toele!

3. Nagu iilaltoodud valemid néitavad, soltub = efektiivne
arvutamine sellest, kas onnestub meie suurust avaldada kiilialt
véikeste argumentidega arkustangensite kaudu.

Valemites (4) ja (5) on arv m avaldatud kahe sddrase arkus-
tangensi kaudu. Kaks analoogilist valemit (kiill vdiksema prakti-
lise vdirtusega, ent see pole praegu oluline) leidis 18. sajandi
suur teadlane Leonhard Euler (1737):

7 1
T—arctan 7—|—arctan

3

(8)
T 1 1 '
1 =2 arctan 5 arctan—7— .

Kas eksisteerib veel sama tiiiipi valemeid? Kaua aega ei and-
nud matemaatikute pingutused sellele kiisimusele vastust. Lopuks
aastal 1895 tGestas norralane Stédrmer jargmise teoreemi: dio-
fantilisel vorrandil

X — m arctan 1——}—n arctanl—, (9)
4 p
kus m ja n on nullist erinevad ratsionaalarvud ning p ja g iihest
suuremad tdisarvud, on vaid neli lahendit (mis on parajasti antud
valemitega (4), (5) ja (8)).

Sellega oli kiisimus vorrandi (9) kohta ammendavalt lahen-
datud. Ent ammu enne Stérmeri teoreemi toestamist hakati otsi-
ma m arvutamiseks sobivaid diofantilise vérrandi

%:a arctan %—:—b arctan %—f—C arctanl? (10)
lahendeid. Siin on jille a, b, ¢ nullist erinevad ratsionaalarvud
ning x, y, z tthest suuremad tédisarvud.

Meil esines juba vorrandi (10) kaks lahendit. Schulzi valemis
6) on a=b=c=1, x=2, y=>5, 2=8; Rutherfordi omas a=1,
=—1,¢=1, x=5, y=170,z2=99.

Uusi lahendeid pakkusid Freiburgi (Saksamaa) matemaatika-
professor K. Buzengeiger (1771—1835):

(
b
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(1)

11 1 1
T—B arctan—la— arctan ——= 539 —4 argtan

(&2}

C. F. Gauss (avaldatud postuumselt 1863):

b4 1 1
T 12 arctan 8+8 arctan — 57 5arctanm (12)

ning C. Stormer (1896):

(13)

T 1 1 1
——==~6 arctan —8—-|—2 arctan -ﬁ—l—arctan 539

4

Nendest valemitest on s arvutamiseks kdige kohasem Gaussi
oma (12), sest arkustangensite argumendid on selles koige viik-
semad. Kuid ka iilejddnud kaks valemit on leidnud laialdast kasu-
tamist. Nii nditeks vdga tdpsetes Petersi ja Steini «Matemaatilis-
tes tabelites» (venekeelne tolge ilmus 1968) rakendasid autorid
Buzengeigeri valemit (11) Shanksi arvutuste csaliseks kontrolli-
miseks. Stormeri valemist (13) tuleb meil juttu allpool.

Mitmed matemaatikud on leidnud ka teisi diofantilise vorrandi
(10) lahendeid (kokku on neid tdnapdeval teada 97), ent s aivu-
tamise vaatekohalt nad pakuvad vidhe huvi. Kaks vorrandiga (10)
seotud probleemi ootavad veel lahendamist. Esimene on puhtteo-
reetiline kiisimus: kas vorrandil (10) on loplik vdi lopmata arv
lahendeid? Intuitiivselt néib, et peaks kehtima esimene alternatiiv

Stérmeri teoreemi iildistus!), kuid toestada seda me ei oska.
‘eine kilsimus on suure praktilise vddrtusega: kas leidub vorran-
dil (10) lahend, mille efektiivsus oleks Gaussi valemi (12) omast
suurem (s. t. kus 18<<x<<y<<z)? Igatahes matemaatikute piiiid-
lused vastava valemi leidmiseks pole siiani tulemusi andnud.

Arkustangensite argumentide suuruse vihenemist voib saavu-
tada vaid liidetavate arvu suurendamise hinnaga. See raskendab
monevorra Gregory valemi (1) kasutamist s arvutamisel, ent
maidravaks on siiski argumentide suurus.

On olemas suur hulk valemeid, kus arv s on avaldatud nelja
arkustangensi summana. Neist koige efektiivsemaks loeti Gaussi
valemit
i';———12 arctan—+20 arctan ! 7 arctan ——=-+24 arctan —= L

57" 268

4 239

Aastal 1965 onnestus kdesolevate ridade autoril leida valem

1 1 1
=44 arctan —=--7 arctan —— — 12 arctan —=—-+}24 arctan ——— 5943 -

3
4 57 239 682
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Kuigi viimane pole veel aprobeeritud n ulatuslikuks arvutami-
seks, on pohjust arvata, et teadaolevatest valemitest (soltumata
liidetavate arvust) on ta koige kohasem.2

4. Elektronarvutite loomisega algas uus ajajark arvu st aja-
loos. Ulesanne, mille lahendamine kestis varem kuid ja aastaid,
osutus niiiid lahenduvaks tundide ja isegi minutite viltel, kusjuu-
res eelmiste resultaatidega vorreldes vois saavutada hoopis suu-
remaid tdpsusi.

Pealetungi alustas ameeriklane Reitwiesner aastal 1949.
Arvutil ENIAC sai ta 70 tunniga 2037 kiimnendkohta. Jargnesid
tema kaasmaalased Nicholson ja Jeenel (arvuti NORC,
1954), kellel tdnu tunduvale masinaprogrammi parendamisele
onnestus saada 3089 kiimnendkohta 13 minutigal

Inglane Felton, to6tades «Pegasusega», arvutas 1958. aastal
33 tunniga 10000 kohta. Samal aastal kordas sama tulemust
(arvutil IBM 704) prantslane Genuys; aega ldks tal seejuures
vaid 100 minutit, jillegi programmi tdiustamise arvel. Jargmisel
aastal kasutas riilhm prantsuse arvutajaid Genuys’ tadiendatud
programmi 16167 koha saamiseks. Kulutatud aeg 4 tundi 18 minu-
tit.

Vilja arvatud Felton, kes baseerus Gaussi valemil (12), kasu-
tasid koik teised arvutajad Machini valemit (4)

Algas viimane riinnak. Tegevus kandub uuesti ookeani taha.
Aastaarv: 1962. Ameerika matemaatikaseltsi hddlekandja «Mathe-
matics of Computation» avaldab Daniel Shanksi (miistili-
sel kombel esineb see nimi arvu n ajaloos kaks korda, kiill téiesti
erinevas kontekstis!) ja John Wrenchi artikli «Calculation of
1t to 100000 Decimalsy». Sada tuhat?® kiimnendkohta!

Selle pretsedenditu tulemuse saamine noudis muidugi suurt
ettevalmistustood. Tuli luua uus, histi ékonoomne programm.
Arvutamiseks valiti masin IBM 7090, mille voimsus iiletab seits-
mekordselt arvuti IBM 704 voimsuse.

Vigade vilistamiseks otsustati arvutusi teostada soltumatult
kahe valemi jargi. Selleks valiti Gaussi ja Stormeri valemid (12)
ja (13). Osutus, et ettevaatus polnud iilearune — molemad resul-
taadid iihtisid vaid kuni 70695 kiimnendkohani. Viga onnestus
iiles otsida kiiresti ja siis iihtisid tulemused taielikult. Kogu arvu-
tamine noudis aega 13 tundi 5 minutit %

2 Vt. sel puhul; J. Gabovits Arkustangensite arvutamisest. — EPA tea-
duslike t66de kogumik nr. 42, Tartu, 1965, lk. 117—125.

Selles artiklis leiab lugeja ka meetodi vérrandi (10) ja analoogiliste
vorrandite lahendite saamiseks.

3 Niipalju numbreid on toodud artiklis. Tegelikult said autorid 100265
kiimnendkohta. Muide, arvutamine ise viidi 1abi 29. juulil 1961.

4 Ajakulu jaotus jirgmiselt: Arvutamine Stérmeri valemi jargi 8 t. 1 min,
Gaussi valemi jargi 4 t. 22 min., teisendamine kahendsiisteemist kiimnendsiis-
teemi 42 min.
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Oma artiklis piistitasid Shanks ja Wrench kiisimuse: kas
kaasaja elektronarvutid voimaldavad m arvutamist veel suurema
tapsusega? Nende teostatud analiilis nditab, et see pole voimalik.
Nad toovad jargmise ilmeka niite: selleks, et saada miljon arvu
n kiimnendkohta, peaks meie kdsutuses olema masin, mis vorrel-
des (kiillalt voimsa!) arvutiga IBM 7090 oleks sada korda
kiirem, sada korda kindlam (vigade mitteesinemise suhtes) ja
10 korda suurema salvega. Autorid l6petavad arutelu sonadega:
«No such machine now exists».

5. Mis oli ajendiks, mis ohutas matemaatikuid otsima jarjest
enam ja enam arvu s kiimnendkohti? Pohjusi selleks oli mitme-
suguseid ja eri aegadel nad isegi muutusid.

Koigepealt oli muidugi vaja saavutada arvu n selline tdpsus,
mis tagab sellest arvust sbltuvate geomeetriliste suuruste (ringi
iimbermo6du, pindala, silindri, koonuse ruumalade jne.) Ooige
arvutamise.

Koolimatemaatikas, nagu juba mainisime, piisab ldhendist
n=3,14. Mitmesugustel insener- ning tehnikaarvutustel on kil-
laldaseks véirtus m==3,1416. Tosisemad ndéudmised on astronoo-
midel («astronoomilise tidpsusega» tdhendab ju: viga suure tdp-
susega), kuid ka nemad kasutavad harva suuremat kui kiimne-
kohalist tapsust.

Sellega seoses toob E. Beutel (vt. kirjanduse loetelu) jarg-
mise drastilise ndite. Olgu antud ring, mille raadius vordub Pai-
kese kaugusega meile lahimast tdhest Proxima Centaurusest (4,3
valgusaastat). Kui arv & on antud kahekiimne viie oige kiimnend-
kohaga, siis selle ringi timbermoddu arvutamisel tehtud viga ei
iileta itht miljondikku millimeetrit!

Niisiis arvutuspraktika vaatekohalt voiks tdpsus, mille saavutas
juba 15. sajandil samarkandlane al-Kasi, rahuldada koige ran-
gemaid noudmisi.

Ent pidevakorda tuli hoopis teist laadi probleem: kas m on
ratsionaalne (s. t. kahe tdisarvu suhtena esitatav) voi irratsio-
naalne arv? Voiks kirjutada paksu raamatu dgedatest vaidlustest
selle kiisimuse {imber, vddradest teorcemidest, mis sajandite val-
tel koitsid matemaatikute tdhelepanu, ning nende iimber liikka-
misest.

Araablane al-Biruni (973—1048) oli esimene, kes avaldas
veendumust, et arv m on irratsionaalne. Samal seisukohal asusid
ka araabia kultuuriga seotud teadlased Musa ben Maimun
(1135—1204) ning meile juba tuntud al-Kasi. Samal arvamusel
olid ka matemaatikaga palju tegelnud Leonardo da Vinci
ja ta kaasaegne india teadlane Nilakanta?®.

5 Pakub huvi asjaolu, et Nilakanta tuletas valemi (1) 170 aastat enne

Gregoryt. Tema t60 jdi kahjuks unustusse ja mingit mdju matemaatika aren-
gule ei avaldanud. :
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Ent koigi nende ja paljude hilisemate matemaatikute arvamus
m irratsionaalsuse kohta oli vaid hiipoteesiks; toestust ei suutnud
keegi esitada. See toukaski «vastasleeri» esindajaid arvutama
itha uusi kiimnendkohti lootuses leida mingit korraparasust (néi-
teks kiimnendmurru perioodilisust, mis otsekohe viitaks m ratsio-
naalsusele). Viimase otsimine oligi ajendiks suure arvutustéo
ettevotmisel Ludolfil, Sharpil, Machinil, de Lagny’l ning Vegal.

Esimese tOsise katse toestada arvu x irratsionaalsust tegi aas-
tal 1766 saksa matemaatik, fillisik, astronoom ja filosoof Johann
Heinrich Lambert (1728—1777). Et ta toestus ei olnud
paris korrektne, jai kiisimus ikkagi lahtiseks ning vaidlused arvu
7t iseloomu {ile ei soikunud.

Lahendus saabus aastal 1794, mil prantslane Adrien Marie
Legendre (1752—1833), tdites liinka Lamberti toestuskiigus,
tdestas loplikult arvu s irratsionaalsuse.

Jareldus Lambert-Legendre’i teoreemist: arv « avaldub 10pmata
mitteperioodilise kitmnendmurruna. Kuid ka see tulemus ei rahul-
danud apsakaid matemaatikuid. Kerkis uus kiilsimus: kas arv m
pole mone tidisarvuliste kordajatega algebralise (niiteks ruut-,
kuup- voi korgema astme) vorrandi lahendiks? Voi ei ole ta iihegi
sellise vorrandi juureks ja on seega nn. transtsendentne arv?

Mo66dus veel peaaegu terve sajand, enne kui sellele raskele
kiisimusele vastus suudeti anda. Aastal 1882 ilmus Buzengeigeri
kaaslinlase Ferdinamd von Lindemanni (1852—1939)
artikkel «Uber die Ludolf’'sche Zahl». Selles oli esitatud arvu =
transtsendentsuse tdielik ja range toestus.®

Paistis, et niiiid — pérast arvu n aritmeetilise iseloomu 16plikku
selgitamist — kaotab uute kiimnendkohtade juurdearvutamine iga-
suguse motte. Otse vastupidi! Matemaatikas tekkis (eriti kaasajal,
seoses statistika, kiiberneetika ning arvutusmatemaatika kiire
arenguga) rida uusi suundi ja probleeme, kus arvu s kiimnend-
kohtade kaootiline rodu osutab teadlastele suurt abi.

Toome vaid moned néited. Uute elektronarvutite korrasoleku
kontrollimiseks antakse neile «kdsk» arvutada m monituhat kiim-
nendkohta.

Noorte arvutajate vdljadopetamisel rakendatakse n arvutamiseks
koostatud programme.

Paljude statistiliste {ilesannete lahendamisel tuleb kasutada
monda juhuslikkude arvude jada. Just niisuguse jada moodus-
tavadki arvu mt kilmnendkohad.

Meie arv on leidnud rakendamist isegi rdndkaupmehe iilesan-
de erijuhtude lahendamisel.’

6 Professor Lindemanni teoreemil olid vapustavad 'jareldused konstrukt-
sioonigeomeetrias. Vt. sel puhul: K. Ariva, Konstruktsioonid sirkli ja joon-
lauaga. — Matemaatika ja Kaasaeg, VI, lk. 40. )

7 Vt. EETa6oeuy, A Yux, A Snac. O 3azaye KOMMHBOsXKepa Ha
y3KHe Mecta. Tpynel Boludca, ueHtpa, Ne 22. Tapry, 1971.°
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6. Poordume nitd fantastiliste tdpsuste vallast tagasi reaal-
sesse maailma. Arvu n pika ajaloo valtel on mitu matemaatikut
véilja pakkunud ldhendeid, millel on kiimnendmurrust erinev kuju.
Pealegi tuleb arvestada, et enne al-Kas$i’d ei eksisteerinud veel
kiimnendmurru moistet. Meil oli juba juttu Arhimedese ldhendist

: =¥(—0,0013).

Sulgudes on antud vea iillemmaér, miinusmark néitab, et ldhend
on tegelikust = vadrtusest suurem. Teiste sonadega, meie kirjutus-
viis on samavéadrne vorratustega

22 22
7——0,0013<n<7 .

Arhimedese ldhendi populaarsust, mis kestab tdnapievani, on
raske iile hinnata. Keskaegses Euroopas, kultuuri ja teaduse iildise
siigava languse ajastul, olid paljud matemaatikud veendunud, et

- ongi nt tdpne véidrtus. Sellisel arvamusel olid naiteks Oxfordi

teadlane Thomas Bradwardine (1290—1349) ning Viini
iilikooli esimene rektor Albert von Sachsen (1316—1390).

Ameerika koolides on tarvitusel meie lahendi 3,14 asemel
eranditult Arhimedese murd. Seoses sellega pakub huvi jargmine
fakt. Ameerika Uhendriikides kasutatakse tdnapédevani vedelikku-
de modtmiseks nn. « vana veinigallonit». Selle mahumoddu amet-
lik definitsioon kdlab jargmiselt: galloniks nimetatakse
labimooduga 7 tolli ning korgusega 6 tolli si-
lindri mahtu ehk 231 kuuptolli. Jitame lugeja hoo-
leks veenduda, et molemad definitsioonid iihtivad vaid siis, kui arv
nt on asendatud ldhendiga 22/7.

Teiseks vdga tuntud ja pika ajalooga ldhendiks on nn. Me-
tiuse (loe: meetsiuse) arv

355
= 113( 0,0000003),
mille populaarsus baseerub kergel meeldejddvusel (moodusta
arvujada 113355 ning jaga ta teine pool esimesega) ja suurel
tapsusel.

Metiuse arvu «leiutajaks» oli iilalpool mainitud Tzii TSun-tZi
(5. sajand). Kuid Euroopani hiinlase saavutus ei kiiiindinud. Arvu
taasavastajaks oli iille tuhande aasta hiljem elanud Wittenbergi
matemaatikaprofessor Valentius Otho (1550—1605). Ent
ka Otho t66 jai unustusse. Kolmandaks avastajaks oli hollandi
insener Adriaen Anthoniszoon (1527—1607). Ta oli périt
Prantsuse linnast Metzist, millega ongi seletatav ta latiniseeritud
hiiidnimi Metius.

Metiuse arvu lihtsa ja elegantse geomeetrilise konstruktsiooni
andis Leydeni iilikooli professor Jakob de Gelder (1765—
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1848). Lugeja voib sellega tutvuda kirjanduse loetelus toodud
Gardneri raamatus. Méirgime, et Gelderi konstruktsioon kuulub
koige tdpsemate tdnapdeval tuntud ligikaudsete ringi kvadratuu-
ride hulka.

Omapirase ratsionaalse ldhendi saame valemist

n 61 21
8 182 +365 ) (14)

Esimesel pilgul paistab, et siin esinevaid lugejaid ja nimeta-
jaid on raske meeles pidada. Kuid sobivalt valitud mnemooniline
reegel teeb asja lihtsaks. Reegel on jargmine: kaks kuud (30 4 31
pdeva) jagatud poole aastaga pluss kolm nddalat jagatud aas-
taga. Esitatud ldhendi voorus seisneb selles, et ta annab Arhime-
dese ja Metiuse arvudega vorreldes hoopis suurema téipsuse. Vale-
mist (14) arvutatud szt vdidrtus on oige iiheksa kohaga pérast
koma. See on juba «astronoomiline» tdpsus!

Arvu m on ka lihendatud irratsionaalarvudega. Vanimaid sida-
raseid ldhendeid on hiina astronoomi ja filosoofi TZan Heni
(78—139 m. a. j.) oma, kes opetas, et ringjoone pikkuse ruut suh-
tub i{imberjoonestatud ruudu perimeetri ruudusse nagu 5:8. Siit
on kerge tuletada, et

== 10 (—0,021).

Vaatamata selle ldhendi suhteliselt viikesele tdpsusele kasu-
tasid seda laialdaselt Hiina, India ja Araabia matemaatikud.

Huvitava konstruktsiooni pakkus iiks algebralise s{imboolika
rajajaid Frangois Viéte (1540—1603): kui tdisnurkse kolm-
nurga kaatetid on 0,6 ja 1,2, siis ta {imbermdot vordub arvuga m.
Siit saame

a=18}1718 (—0,00005).

Ilus valem ning nimetamisvédirne tapsus!
Veel palju suurema tdpsusega (kuid ka vastavalt «inetuma»
kujuga) on jargmine irratsionaalne 1dhend:

:rt=~l4—l (1,027 Y2 —0,31) (—0,0000000002).

7. Olgu antud n<n ruuduga malelaud (v6i ruudukujuline
parkett; n voib olla kuitahes suur) ning olgu antud noel, mille
pikkus vordub parajasti ruudu kiilje pikkusega. Viskame noela
malelauale ilma igasuguse siisteemita. Noel voib kukkuda ruudu
sisse, vb6ib aga ka ldikuda ruudu kiiljega. Milline on esimese
voimaluse toendosus?

Selle probleemiga tegeles kuulus Sveitsi astronoom Rudolf
Wolf (1816—1893), péikeseplekkide tsiikli pikkuse mairaja.

©—3_00472.. ..

)
Wolf toestas, et otsitud téendosus vérdub arvuga
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See tdhendab, et keskmiselt-iga saja viskega satub ndel tervenisti
ruudu sisse 5 korda, iga tuhande viskega 47 korda, iga kiimne-
tuhande viskega 472 korda ja nii edasi. Siinjuures tuleb silmas:
pidada, et need andmed on statistilised: iga {iksiku visete seeria
puhul vdivad esineda toodud keskmistest korvalekaldumised, mis
liksikutel katsetel voivad olla iisnagi suured.

Ent mida suurem on visete arv, seda enam ldheneb eksperimen-
dist saadud toendosus teoreetilisele. See aga viib meid kummali-
sele jdreldusele: arvu s viédrtuse voib saada ilma igasuguse mate-
maatikata! Tuleb vaid visata noel malelauale ja registreerida
«tabamusi». Professor Wolf ise sooritas 10000 viset ja sai sel teel
«koolivdirtuse» m=3,14. Esitatud «meetodiga» vOib saada kui-
tahes palju arvu st kiimnendkohti, aga selleks tuleb sooritada mil-
jard miljardeid viskeid. Kes soovib, proovigu!

Kirjandus

1. ®. Pymuo. O xBanpatype kpyra. Opecca, 1911.

E. ]?eute]. Die Quadratur des Kreises, Leipzig-Berlin, 1913 (teine triikk

1951).

3. M. Gardner. Mathematical Puzzles and Diversions. London, 1968 (vene-
keelne tolge ilmus 1971; arvule m on piihendatud 41. peatiikk, mille luge--
mine paljude faktiliste vigade totlu nouab etlevaatust).

4. @, Koimnan. Hcropus uucna m. IlepeBom ¢ pymerHckoro. Mocksa, 1971.

o

KOIK ANDMED ON TAPSED

T. Roosinupp

Matemaatikas tegeldakse tihti objektidega, mida ei ole olemas. Selliste
objektide hulka kuuluvad néiteks ligikaudsed arvud. Et teha igaveseks lopp:
paljude inimeste asjatule vaevanigemisele olematute seaduspédrasuste tundma-
oppimisel ligikaudse arvutuse wvallas, tOestan jdrgmise elementaarse, kuid
sligava sisuga teoreemi.

Teoreem., Koik ligikaudsed arvud on tipsed arvud.

Toestus. Olgu antud mingi ligikaudne arv A. Meil tuleb tdestada, et.

tema absoluutne viga AA vordub nulliga. .
Teatavasti kehtib suvaliste ligikaudsete arvude a, b, ¢ (absoluutsete viga-
dega Aa, Ab, A\¢) korral seos (vi. mistahes ligikaudset arvutamist kisitlevat

opikut): ‘
Ala—b+c) = Na+ Ab+ Ac
Vottes a = b = ¢ = A, saame sellest seosest

NA—A+A) = A+ NA+ NA=3AA.

Teisest kiiljest:
ANA—A+A)=A(4) = NA
Et kahe viimase vorduse vasakud pooled on vordsed, siis peavad vordsed:.
olema ka paremad pooled, s. t. 3AA = AA, millest saame
AA=0,.
m. o. t. t.
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PROFESSOR ULO LEPIK
50-AASTANE

Tartu Riikliku Ulikooli teoreetilise
mehaanika kateedri juhataja, professor,
flilisika-matemaatikadoktor Ulo Lepik
siindis 11. juulil 1921. aastal Tartus.

Pérast Trefineri giimnaasiumi 15pe-
tamist astus U. Lepik Tartu iilikooli
matemaatika-loodusteaduskonna fiiii-
sikaosakonda, mille 18petas 1948. aas-
tal.

Kogu tema teaduslik ja pedagoogi-
line tegevus on seotud Tartu Riikliku
Ulikooli teoreetilise mehaanika kateed-
riga. Aastatel 1946—1954 tootas ta
nimetatud kateedris vanemlaborandina,
assistendina ja vanemopetajana. 1952.

aastal kaitses U. Lepik kandidaadi-
véitekirja. 1954. aastal valiti ta ka-
teedri dotsendi kohale, 1958. aaslal

kaitses U. Lepik doktoriviitekirjia ja
1960. aastal omistati talle professori
teaduslik kutse. Teoreetilise mehaanika
kateedri juhatajana todtab ta 1959.
aastast.

U. Lepiku pGhiline teaduslik tege-
vus on seotud elastsete-plastsete plaa-
tide ja koorikute teooria probleemi-
dega. Oma kandidaadivéitekirjas
«Elastsete-plastsete plaatide stabiilsus
materjali kokkusurutavuse arvestami-
sega», samuti aga ka monedes teistes
teadusliku tegevuse algperioodi t66-
des uuris ta materjali kokkusurutavuse
moju elastsete-plastsete plaatide krii-
tilisele koormusele. Need té6d pohine-
sid A. IljuSini kontseptsioonil, mille
kohaselt stabiilsuse iilesannete lahen-
damisel vo&ib imitte arvestada plaadi
kesktasapinnas mojuvate joudude muu-
tusi. Hiljem esitas U. Lepik variat-
siooni vorrandi, mis lubaly lahendada
stabiilsuse iilesandeid tdpses seades.
Rea niidete wvaral selgitas ta, et
A. Ijusini hiipoteesi kasutamine neis
iilesandeis on tdiesti Gigustatud.

U. Lepik on tegelnud ka stabiilsuse
teoorias kasutatavate pohiseisukohtade
kriitilise analiliisiga. Kaasajal on nen-

des kiisimustes teatavasti kasutusel
kaks kontseptsiooni — Karmani ja
Shanley omad. Vastavalt Karméani

kontseptsioonile oletatakse, et stabiil-
suse kadu toimub muutumatu valis-
koormuse juures. Shanley jirgi on
aga niisugune hiipotees lubamatu ja
stabiilsuse  kadumisel véliskoormus
kasvab. U. Lepik kuulub viimati mér-
gitud kontseptsiooni pooldajate hulka.
Ta lahendas selle baasil terve rea iles-
andeid ja esitas uue meetodi surutud
varraste arvutamiseks. Stabiilsusekiisi-
mused viisid juubilari elastsete-plast-
sete varraste ja plaatide péarastkriiti-
lise staadiumi uurimise juurde, kus
tal onnestus arvestada ka koormuse
languse ja sekundaarsete plastsete de-
formatsioonide moju.

Aastatel 1954—1957 iildistas U. Le-
pik elastsusteoorias ildtuntud Kar-
mani vorrandid plastsete deformat-
sioonide juhule ning andis samuti
nende integreerimismeetodi. Nimetatud
vorrandeid nimetatakse erialases Kkir-
janduses tihti ka Lepiku vorranditeks
ja nad kujutavad endast iildisi elast-
sete-plastsete  varraste ja plaatide
painde diferentsiaalvorrandeid. U. Le-
pik iildistas need vorrandid ka alg-
ldbipaindega plaatidele ja andis mee-
todi jaakpingete ja deformatsioonide
arvestamiseks.

Eespool nimetatud uurimuste kok-
kuvotteks kujunes U, Lepiku doktori-
viitekiri «Moningaid elastsete-plastsete
plaatide ja varraste tasakaalukiisimu-
si». Viitekiri sisaldab paljude konk-
reetsete 1iilesannete arvuliste tulemus-
teni viidud lahendusi, mida tuleb tun-

nistada viljapaistvaks saavutuseks,
arvestades arvutustehnika tolleaegset
taset.
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Professor U. Lepik on palju tahele-
panu pooéranud ka plaatide ja koori-
kute kandevoime kiisimustele. Jaik-
plastse mudeli kasutamine lubab tii-
kati lineaarse voolamistingimuse ja
assotsieeritud voolamisseaduse korral
saada rea praktiliseit {dhtsate iiles-
annete tipseid lahendeid. Huvitavaid
tulemusi on U. Lepik saanud files-
annetes, kus tuleb arvestada jaik-plast-
sete konstruktsioonide suuri ldbipain-
deid.

Viimastel aastatel on juubilari té-
helepanu pilvinud diinaamika iilesan-
ded. Esimeseks selies valdkonnas oli
166, kus uuriti jdiga slidamikuga tm-
marguse plaadi labipaindeid. Ta on
lahendanud ka rea {ilesandeid tasa-
pinnaliste plastseie levikust
paksus plaadis.

Kédesoleval ajal tegeleb U. Lepik
Pontrjagini tuntud maksimumprintsiibi
rakendamisega plaatide ja koorikute
teoorias.

Erakordselt huvitavad on U. Lepiku
kirjutatud iilevaateartiklid. Tema esi-
nemised 1iilelinnalisel elastsus- ja plast-
susteooria alasel seminaril paistavad
silma materjali tipse ja arusaadava
esitusega.

Tanu U. Lepiku joupingutustele on
Tartus tekkinud mehaanikute koolkond,
mida tuntakse kogu Noéukogude Liidus.
Tema Opiiasi voib kohata koikides va-
bariigi korgemates OGppeasutustes, aga
samuti TA instituutides.

Prof. Lepik on olnud juhendajaks
kiimnele aspirandile, kellest kaesole-
vaks ajaks seitse on kaitsnud oma
kandidaadiviitekirja.

Prof. Lepiku sulest on tritkis ilmu-
nud ligi 60 teaduslikku to6d. Tema ja
dots. L. Rootsi iihise t66 viljana ilmus
1971. a. esimene eesti originaalne teo-
reetilise mehaanika opik.

Juubilar on vidga hea pedagoog-
lektor. Tema teoreetilise mehaanika,
elastsus- ja plastsusteooria, plaatide
ja koorikute teooria ning matemaati-
lise statistika loengud on korge tea-
dusliku taseme ja hiilgava esitusega.

Kolleegid ja 0&pilased peavad eriti
lugu prof. Lepikust kui suurepdrasest
kolleegist, juhendajast ja oOpetajast.

Juubilari on autasustatud medaliga
«Toovapruse eest» ja V. 1. Lenini
100. siinniazstapdeva juubelimeduliga.

lainete
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80 AASTAT
VILLEM NANO SUNNIST

E. Tamme, R, Kruus, U. Kaljulaid

Kiesoleval aastal méédub 80 aastat
teeneka matemaatikadpetaja  Villem
Nano siinnist. V. Nano on lopetanud
Tartu likooli 1918. aastal ning see-

jirel andnud kaaluka panuse meie
hariduselu korraldamise alal. Ta on
kirjutanud ja tolkinud eesti keelde

keskkooliopikuid, pikemat aega téota-
nud Opetajana ja direktorina Tartu
Tehnikagiimnaasiumis ja Narva Uhis-
giimnaasiumis ning sodjajiargsel perioo-
dil matemaatikadpetajana Pédrnu koo-
lides. V. Nano pedagoogipalge kuju-
nemisel on olulisel kohal enesetdien-
damine Tartu {ilikooli stipendiaadina
1919—1921 kodumaal ja 1921—1923
Gottingenis ja Hamburgis. Sellel pe-
rioodil téotas ta diferentsiaaigeomeet-
ria probleemide kallal. Tema huvide-
ringis piisisid aga ka matemaatika
opetamise kiisimused ja tidppisteadusie
aktuaalsed probleemid, n#it. A. Ein-
steini ja M. Borni t66d relatiivsusteoo-
riast, M. Borni t66d rontgenikiirte
spekiri kohta jm. V. Nano t66 mate-
maatikapedagoogina, tema metoodili-
sed toekspidamised ja t66votted via-
rivad tdhelepanelikku uurimist. Jarg-
nevas heidame pilgu V. Nano elule ja
tookaigule.

Villem Nano siindis 6. juulil 1893. a.
Vorumaal Vana-Nursi vallas! veski-
rentniku pojana. Veski rendi tostmise
tottu rentis tema isa Jaan hiljem talu-
koha. Alghariduse sai V. Nano Nursi
vallakoolis (1901—1903) ja Rouge Ki-
helkonnakoolis (1903—1906). Opinguid
jatkas ta Tartu Aleksandri kroonu-
giimnaasiumis, mille [opetas 1913. a.
kuldmedaliga. Samal aastal asus la
matemaatikat Gppima Tartu (Jurjevi)
{ilikooli fiiiisika-matemaatikateaduskon-
nas, mille edukalt l1opetas 1918. aastal.

Villem Nano esimesed té6aastad
langevad Oktoobrirevolutsiooni-jargsele
perioodile, mil eesti koolidesse viidi
sisse emakeelne Opetus. Sellal tunti
suurt puudust Gpetajatest, vajati eesti-
keelseid opikuid. V. Nano loi aktiiv-

' Asub praeguses VOru rajoonis.



selt kaasa nii otseselt koolimehena
kui ka Opetajate ettevalmistamisel ja
eestikeelsete Opikute kirjutamisel. Ma-
janduslikud raskused sundisid teda
juba enne iilikooli lopetamist 1917. a.
asuma todle opetajana Rakvere Linna
Naisgiimnaasiumis. Ulikooli l6petamise
jdrel toéotas V. Nano 1918/19. oppe-
aastal Virumaa reaalgiimnaasiumi di-
rektorina. 1919. a. suvel luges ta arit-
meetikat Tartu {ilikooli juures korral-
datud suvekursustel keskkooliopetajate
ettevalmistamiseks. Samal aastal orga-
niseeris ta haridusministeeriumi iiles-
andel Tallinna Opetajate Seminari ning
sai selle esimeseks direktoriks.

V. Nano

giimnaasiumiopilasena

Kuid V. Nano ¢i rahuldunud ainult
oraktilise koolitosga. Ta tundis vaja-
cust end ka teadlasena tdiendada ja
nii sai temast 1919. a. siigisel Tariu
{iiikooli teaduslik stipendiaat? mate-
maatika ©ppetooli juures. Kirjas iili-
kooli valitsusele 3 kirjutas ta 1919. a.:

2 Vastab
aspirandile.

2 RAKA, fond 2100, nim. 2, s.-ii.
712.

enam-vihem tédnapieva

«Elumatet olen alati ndinud teadusliku
toe otsimises, kuid kahjuks olen olnud
liilg <«hea», liig vastutulelik véljast
tulnud soovidele, olen lasknud end
rakendada voorastel aladel; koduigat-
sus aga ei ole kunagi kustunud mu
hinges.» Esialgu ei onnestunud tal veel
tdielikult pithenduda enesetdiendamise-
fe. Tuli tegelda Tallinna Opetajate
Seminari juhatamisega, Gpetajate pie-
vade organiseerimisega, trigonomeet-
ria ja stereomeetria konspektide kirju-
tamisega keskkooli jaoks jm. iilesanne-
tega. 1920. a. esimesel poolel loobus ta
teadusiikust stipendiumist ja asus
H. Trefineri Giimnaasiumi juhatajana
organiseerima oppetddd sodade tottu
roopaist véljaviidud koolis.

Sama aasta siigisel vabanes ta
koolijuhataja kohustustest ning 15petas
opiku «Tasapinnalise ja sfdirilise tri-
gonomeetria opperaamat keskloolidele»
(1920) kirjutamise. Selle 6piku teine
imbertéotatud tritkk «Tasapinnaline
trigonomeetria ja sfédérilise trigono-
meetria alged» ilmus 1923. aastal. Ta
to.kis K. D. Pokrowsky «Kosmograafia
lursuse keskkoolidele» (1921) ja koos
E. Kilksoniga «Fiilisika Opperaamatu
keskkoolidele» (1921). Need nii sisu-
liselt kui ka keeleliselt selle aja kohta
heatasemelised oOpikud etendasid olu-
list osa eestikeelse Opetuse sisseviimi-
sel keskkooli ja eestikeelse teadusliku
terminoloogia kujunemisel. Hiljem pole
V. Nano enam avaldanud &pikuid.
Selle iitheks pohjuseks on tema suur
noudlikkus enda vastu. V. Nano opi-
lane R. Jiirgenson margib: «Arvesta-
des tema opetamise stiili, metoodil_igi
kontseptsioone ja matemaatilisi vbi-
meid, on kahju, et ta opikute kirju-
tamisel liialt tagasihoidlik oli: oleksid
ilmunud opikud, mis tolleaegseid .}(esk-
koolide opikuid kindlasti oleksid iileta-
nud.»

Alles 1920. a. 16pus sai ta tiielikult
pithenduda teaduslike probleemide uuri-
misele. Ta siivenes diferentsiaalgeo-
meetria kiisimustesse. G. Darboux’ kol-
mekoitelise pinnateooriaalase mono-
graafia ldbito6tamine noudis aega ja
tosiseid pingutusi. Ta asus uurima
kiisimust automorise rithma kollineat-
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sioone lubavate muutkondade meetri-
listest omadustest, mis kuulub diferent-
siaalgeomeetria raskete iilesannete kil-
da, noudes H. DPoincaré, F. Kleini,
S. Lie, F. F. Enriques’i jt. esmaklassi-
liste matemaatikute ideede ja tulemuste
head tundmist ning rakendamise os-
kust. Téotamist selle probleemi kallal
jitkas ta Gottingenis, kuhu 1921. a.
siigisel siirdus Tartu dilikooli stipen-
diaadina. Jirgmise aasta siigisel soitis
ta edasi Hamburgi, kus W. Blaschke
soovitusel asus uurima iihte minimaal-
pindade teooria probleemi. :

Osa Saksamaal viibitud ajast tuli
tal elada ilma iilikooli stipendiumita
kiillaltki rasketes majanduslikes oludes,
elatudes opikute honoraridest jm. ju-
huslikest sissetulekuist. Vaatamata pin-
gelisele t66le ei onnestunud V. Nanol
peamiselt iiksi raamatukogudes toota-
des jouda uutele teaduslikele tulemus-
tele, mis oleksid vaidrinud vaitekirja.
See tekitas temas kibedustunde. Aru-
andes Tartu {ilikooli matemaatika-loo-

dusteaduskonnale 3 kirjutab ta: «Toode
ebadnnestumine t6i mind &ratundmi-
sele et ma Teaduskonna liikmeks ei
kolba. Saan aru, et see otsus Teadus-
konna mones Iliikmes kibedustunde
tekitab, kuid seda kibedustunnet voiks
vihendada teadmine, et mu steriilsuse
pohjuseks teadusliku produktsiooni alal
polnud hda tahtmise, vaid ande puu-
dus».

Tundub siiski, et «siiiidi» pole siin
ande puudumine. Vastupidi, Nano poolt
ldbitootatud kirjanduse nimekirjad?
ja neis nimistuis ndidatud autorite ma-
temaatilise loomingu kaal annavad
pohjust arvata, et V. Nanos peitus
korgesti erudeeritud ja suure vaimse
166 voimega matemaatik. Kuid Nano
enda poolt otsustava kriteeriumina
piistitatud ajatdkked olid liig kitsad
loomingulise edu saavutamiseks selli-
ses raskesti ligipddsetavas valdkonnas.
Liiatigi noudis valitud suund tosi-
seid eelteadmisi matemaatikute elii-
ti kuuluvate meeste toode tundmise
nidol. V. Nanol tuli seda teha raama-

3 RAKA, fond 2100, nim. 2, s.-i.
712.
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tukoguiiksinduses, ilma olulise abita ja
kontaktideta. See ei saanud juba oma-
ette olla lihtne iilesanne: vaevalt keegi
saab eitada «kooli» (koolkonna) ja
heatasemeliste Gpikute olemasolu taht-
sust selliste raskuste iiletamisel. Kahju,
et ta ei jdtkanud teaduslikku t56d,
samuti t66d iilikoolis. Meil pole poh-
just kahelda V. Nano aususes ning sii-
ruses, mistottu tema aruanded lubavad
viita, et V. Nanost oleks voinud saada
iiks esimesi kaasaegse geomeetria ja
algebra ideede toojaid Tartu iilikooli.

1923. a. suvel tuli V. Nano tagasi
kodumaale. 1923/24. Gppeaastal luges
ta Tartu iilikoolis Gppeiilesandel dife-
rentsiaal- ja integraalarvutust. Alates
sellest ajast pithendas ta oma energia
pedagoogitéole keskkoolides. Aastatel
1923—1928 oli ta Tartu I Kommerts-
giimnaasiumi# direktor.

1928. aastal kdis V. Nano Saksa-
maal ja Inglismaal koolioludega tui-
vumas. Samal aastal abiellus ta EIf-
riede Urresega ning siirdus Narva.
Elukoha vahetuse pohjuste kohta kirju-
tas V. Nano elulookirjelduses: «1. dets.

1927 korraldasin ettekirjutuse kohaselt
aktuse koolis 1. dets. mélesluseks.
Aktusekones piiiidsin selgitada, miks
«vend» tostis kde «venna» vastu, Kir-
jeldasin tooliste masendavat olukorda
ja nende digustatust piilida oma olu-
korda parandada. Kutsusin opilasi iiles
poetama lilli nende haudadele, kes lan-
gesid voitluses parema tuleviku eest.
Paar pédeva hiljem kutsuti mind kooli-
valitsusse, kus koolivalitsuse esindaja
W. Tamman mind selle kone asjus
iile kuulas ja moista andis, et ma ei
jaa direktoriks kauemaks ajaks. Pisi-
sin siiski kevadeni.»

Aastatel 1928—1944 tootas V. Na-
no Narva ilhisgiimnaasiumis, algul
inspektorina ja alates 1931. aastast
direktorina. Ta oli Narva Eesti Ope-
tajate Seltsi esimees (1930—1933) ja.
Narva Eesti Akadeemilise Klubi esi-
mees (1931 ja 1937).

4 1924. a. nimetati see Oppeasutus.
Tartu Tehnikagiimnaasiumiks.



1944. a. alates sai V. Nano eluko-
haks Péarnu. Ta tootas Parnu I Kesk-
koolis, algul direktori kohustetditjana,
hiljem matemaatikadpetajana, andes
samal ajal kohakaasluse alusel tunde
ka Parnu Todlisnoorte Keskkoolis ja
Piarnu II Keskkoolis. Et sojajargseil
aastail oli kérgema haridusega mate-
maatikadpetajaist suur mnappus, tuli
V. Nanol aastaid t66tada suure tun-
dide koormusega, mis monedel aasta-
tel ulatus 60 tunnini néddalas (iile
3 koormuse). Ta opetas edukalt nii
eesti kui ka vene keeles. Tema keelte-
oskus oli iildse silmapaistev. Ta val-
das histi ladina ja saksa keelt, aga
ka itaalia, prantsuse, inglise ja kreeka
keelt. Kord tunnis rdikis ta, kuidas
ta oppis prantsuse keelt: «Ma lihtsalt

tegin plaani oppida iga pdev 20 sona
ja teatava teksti ning pidasin sellest
plaanist kindlalt».

V. Nano Pirnus

Paljudes oma Gpilasis dratas V. Na-
no huvi matemaatika. kui elukutse, kui
teaduse vastu. Vaatamata erakordsele
koormusele koolitods leidis ta aega
vestelda vaheaegadel ning kodus ma-
temaatika vastu erilist huvi tundvate

opilastega, abistades ja suunates neid
ka sobiva kirjanduse valikul. Véiga
oodatud olid oOppeveerandite 15putun-
nid, kui ta sundimatu vestluse vormis
rdakis oma reisidest, ndhtud maadest
ja inimestest ning matemaatikast ja
selle loojaist. Ta kone oli alati loogi-
line ning opilasile arusaadav, keel
selge ning tabav. Ergas huvi reaal-
teaduste vastu, mida -V. Nano oma
tundides opilastes dratas, on mitmeid
viinud teaduse teele. Nende seas on
fiiiisikadoktor Toomas Rebane, mate-
maatikakandidaadid Rein Jiirgenson,
Heino Koppel, Jiri Rebane, keemia-
kandidaat Jiiri Siigur jt., kes edukalt
tegutsevad teadusepdllul vdi korgema
kooli ©ppejoududena.

Paljudele oma Opilastele on V. Na-
no ka inimesena olnud eeskujuks.
R. Jiirgenson meenutab: «Nano oli vé-
ga tagasihoidlik, huumorit armastav,
silmapaistvalt aus ja otsekohene, suu-
resti erudeeritud (mitte ainult mate-
maatikas) ja iildse tark inimene, mis
peegeldus juba tema silmades...»

Oleks taiesti vale arvata, et V. Na-
no orienteerus koolitéés ainult tule-
vaste reaalteadlaste kasvatamisele. Ei
— ta rohutas seda tihti ka tundides.
Kodigis oma opilasis piiidis ta aren-
dada huvi mitmekiilgsete ning véaartus-
like teadmiste ning oskuste vastu, dpe-
tas deduktiivset motteviisi, oskust loo-
giliselt ja selgelt oma t66 tulemust
sonastada ning matemaatilist tdpsust
itlesande lahenduse vormistamisel. Te-
ma opetamismeetodi ning isiksuse vdlu
tundsid sajad Parnu keskkoolildpeta-
jad. Opilaste ja kolleegide seas oli
tal korge autoriteet eriti oma ent-
sitklopeediliste teadmiste, avara silma-
ringi ning selge ja loogilise arutlus-
voime totiu. Paljud meenutavad teda
suure soojusega.

E. Pillau, ENSV TA raamatukogu
tostaja, kirjutabS:

«Arvuvalla vastu ei ole ma kunagi
erilist siimpaatiat tundnud, kui vilja
arvata igapdevased arvestused, mis

5 E. Pillau. Isiklikke paradokse. —
«Kajakas» II. Péirnu 1 Keskkooli al-
manahh. Parnu, 1961, 1k. 63—65.
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monikord on Gigesti vilja tulnud, ena-
masti aga elu enese poolt imber liika-
tud. Opetaja Villem Nano nigi kaht-
lemata rdnka vaeva, et minu ellu-
suhtumist tdnapidevale, praktilise rea-
lismi ajastule, vastuvoetavamaks muu-
ta. Tulemused olid kasinad, kuigi iiks-
kord juhtus ka tdeline ime: iihelt suu-
liselt geomeetria eksamilt lahkusin
korgeima hindega. Enamasti aga tun-
netasin oma juhmust iga kord, kui ta
minult midagi kiisis, ja tajusin, et
temagi tunnetab sedasama. Lopuks see
tore mees siiski tiidis ja ma jain tema
silmis parandamatuks puupeaks...

Ja siiski —~Villem Nanos peitub
inimene ja Opetaja, kellest ma tidnase
pdevani siirait lugu pean ja keda ma
endale keskkoolipdevilt koige suure-
maks eeskujuks sean.»

1958. a. siirdus V. Nano pensionile.
Ta tundis siis uuesti erksat huvi mate-
maatika arengusuundade vastu, piiiides
taastada ja védrskendada oma teadmisi
korgemas matemaatikas. Ta tunnistab,
et aastakiimneid suure koormusega pee-
tud koolmeistriamet on need huvid ja
kogutud teadmised kuhugi tagapinnale
surunud. Kuid paar aastat enne oma
surma ta nendib, et piistitatud iiles-
anne kiib iile jdu — on hiija. V. Nano
suri 10. veebruaril 1965. a.

V. Nano eluté66 on tema arvukad
opilased, kes oma esimesed teadmised
matemaatikas ja motlemisoskuse tree-
ningu on saanud sellelt elukogenud
ja targalt mehelt ja meisterlikult peda-
googilt.

UUSI TEADUSTE KANDIDAATE

19. mirtsil 1971 kaitses oma véite-
kirja «Moningad toendosusjaotustega
seotud kiisimused komplekssetes Hil-
berti ruumides» TRU matemaatilise
statistika ja programmeerimise kateed-
ri vanemopetaja Rein Tammeste. T66d
juhendas fiiisika-matemaatikakandi-
daat L. Vohandu, oponeerisid fiilisika-
matemaatikadoktorid professorid N. Va-
hania, G. Kangro ja G. Vainikko.

Viitekirjas uuritakse teist jarku
juhuslike suurustega seotud omadusi
ja moisteid Hilberti ruumides. Uldis-
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tatakse Gaussi jaotuste méistet ja esi-
tatakse mitu juhusliku vektori ortogo-
naalset lahutust mittekorreleeruvate
liidetavate summaks. Té66s saadud iil-
disemaid tulemusi rakendatakse 16p-
likudimensionaalsete juhuslike vektorite
soltuvuse uurimisel. '

TRU Matemaatikateaduskonna néu-
kogu omistas R. Tammestele fiili-
sika-matemaatikakandidaadi teadusliku
kraadi.

R. Tammeste on siindinud Hiiu-
maal 19. jaanuaril 1939. Ta lopetas
1955. aastal Haapsalu I Keskkooli, kus
ta matemaatikadopetajaks cli V. Sil-
landi. Tartu Riikiiku Ulikooli mate-
maatikaosakonna IGpetas ta 1960. a.
Aastatel 1962—1965 oli R. Tammeste
TRU aspirant, alates 1966. aastast
téotab TRU Gppejouna.

30. juunil 1971 kaitses Eesti Maa-
viljeluse ja Maaparanduse Teadusliku
Uurimise Instituudi operatsiooniana-
liiisi sektori teaduslik t66taja Alvar
Olm ENSV TA fiiiisika-matemaatika ja
tehnikateaduste osakonna ndukogu ees
kandidaadivaitekirja «Mdned dekompo-
sitsioonimeetodid paljumootmeliste juh-

timisiilesannete lahendamiseks». Too6d
juhendas fiiiisika-matemaatikadoktor
S. Ulm, oponeerisid tehnikadoktor

professor A. Kuhtenko ja dotsent, filii-
sika-matemaatikakandidaat M. Levin.
A. Olmile omistati tehnikakandidaadi
kraad.



Viitekirjas on vilja téotatud mee-
tod separaabli sihifunktsionaaliga Ii-
neaarse diinaamilise siisteemi opti-
maalse programmjuhtimise arvutami-
seks, kusjuures nii siisteemi asendile
kui ka juhtimisele on asetatud 1dicked.
Teine dekompositsioonimeetod on ra-
kendatav  juhtimise suboptimaalseks
slinteesiks ruutkriteeriumiga lineaarse
dlinaamilise siisteemi puhui. Viitekirja
rakenduslikus  osas  formuleeritakse
masina- ja traktoripargi komplekteeri-
misprotsessi optimiseerimise iilesanne
ja analiiiisitakse selle lahendamisvoi-
malusi viljatoétatud dekompositsiooni-
meetodite abil.

Alvar Olm siindis 1. aprillil 1932. a.
Pirnu rajoonis talupoja pereckonnas.
Alates 1949, a. on ta todtanud trakto-
ristina, mehhaanikuna, sovhoosi remon-
dité6koja juhatajana ning peainsene-
rina. 1962. a. peale t66tab A. Ol Eesti
Maaviljeluse Instituudis. T6d korvall
oppides lopetas ta 1958. aastal kiitu-
sega Novosibirski Pollumajanduse Ins-
tituudi Mehhaniseerimise teaduskonna
ja 1966. a. Tartu Riikliku Ulikooli
matemaatikaosakonna. Aastail 1967—
1970 6ppis A. Olm aspirantuuris.

10. detsembril 1971. a. kaitses TRU
Matemaatikateaduskonna noukogu ees
kandidaadidissertatsiooni «Banachi al-
gebra viirtustega funktsioonialgebrate
algebralistest ja topoloogilistest oma-
dustest» TPI arvutusmatemaatika ka-
teedri assistent Mati Abel.

Toos uuritakse Banachi algebra
vaartustega funktsioonialgebrate ildisi
omadusi ning {ldistatakse {untud
Stone-Weierstrassi teoreem nimetatud
tiiipi funktsioonialgebrale. Saadud tu-
lemusi rakendatakse Iopmatute maat-
riksite podratavuse uurimiseks. Disser-
tanti juhendas dots. S. Baron ning
oponeerisid prof. G. Vainikko ja dots.
M. Timan.

Mati Abelile omistati fiiiisika-mate-
maatikakandidaadi kraad.

Dissertant siindis 17. dets. 1942. a.
Johvis, oppis Kohtla-Nomme 7-klassi-
ilises koolis ning Johvi 1 Keskkoolis
{Kohtla-Jarve V Keskkoolis), mille
iopetas  1961. a. Aastatel 1961—1966
oli M. Abel TRU Fiiiisika-Matemaa-
tikateaduskonna iiliopilane ning 16pe-
tas iilikooli ennetihtaegselt. Parast
iilikooli lopetamist todtas M. Abel
assistendina TRU matemaatilise ana-
liiisi kateedris ning TPI arvutusmate-
maatika kateedris. 1968. a. astus ta
TRU matemaatilise analiiiisi kateedri
juurde aspirantuuri, mille 16petas téht-
aegselt.

10. detsembril 1971. a. kaitses TRO
Opetatud Noukogu ees oma viitekirja
«Operaatorfunktsioonide aproksimeeri-
misest ja ligikaudsete omavdirtuste
koondumisests TROU arvutusmatemaa-
tika kateedri vanemopetaja Otto Kar-
ma, Té6d juhendas prof. G. Vainikko,
oponeerisid prof. G. Kangro ja prof.
S. G. Krein Voronezist, Dissertandile

123



omistati fliisika-matémaatikakandi-
daadi teaduslik kraad.

Viitekirjas iildistatakse analiiitili-
selt parameetrist soltuvate lineaarsete
operaatorite juhule rida teoreeme li-
neaarsete operaatorite jada omavéar-

tuste kiitumisest operaatorite jada
koondumisel (mingiks piiroperaato-
riks).

0. Karma on siindinud Tallinnas
18. mail 1941, I6petanud Tallinna
II Keskkooli 1959. a. ja TRU Fiiiisika-
Matemaatikateaduskonna matemaatika-

osakonna 1964. a. Pérast lopetamist
tootas ta TRU Arvutuskeskuses, oppis
aspirantuuris 1968.—1970. a. ning suu-
nati sealt toole TRU arvutusmatemaa-
tika kateedrisse.

17. detsembril 1971. aastal kaitses
Moskva Riiklikus Ulikoolis kandidaa-
diviitekirja «Monoidide homoloogilisest
klassifikatsioonist> Mati Kilp.

M. Kilp siindis 19. aprillil 1942. a.
Johvis. Lopetas 1960. a. hobemedaliga
Johvi I Keskkooli, kus tema matemaa-
tikadpetajaks oli Lembit Mélder. Samal
aastal asus ta matemaatikat Oppima
Tartu Riiklikus Ulikoolis. Siin' olid
temal dotsent Jaak Hioni juhendami-
sel esimesed kokkupuuted algebraga.
1963. aastal ldks M. Kilp iile Moskva
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Riiklikku Ulikooli, mille ldpetas 1966.
aastal Kkiitusega. 1966. aastast 1968.
aastani t66tas Tartu Riikliku Ulikooli
algebra ja geomeetria kateedris, 1968.
aastal astus Moskva Riikliku Ulikooli
aspirantuuri, kus tema teaduslikuks
juhendajaks oli professor Lev Anatol-
jevits Skornjakov.

1971.
tab M. Kilp Tartu Riiklikus Ulikoolis.

aasta novembrist alates to6-

18. veebruaril 1972. a. kaitses oma
véitekirja «Jddklitkmega Tauberi tiiiipi
teoreemid moningate maatriksmenet-
luste korral» Tallinna Poliitehnilise Ins-
tituudi matemaatika kateedri assistent
Ivar Tammeraid. T66d juhendas fiiii-
sika-matemaatikadoktor prof. G. Kang-
ro, oponeerisid fiiiisika-matemaatika-
doktor prof. G. Vainikko ja fiiiisika-
matemaatikakandidaat J. Lamp.

Viitekirjas vaadeldakse kiirusega
summeeruvuse probleeme Cesaro’, Hol-
deri ja Euler-Knoppi summeerimis-
menetluste korral. Esitatakse meetod
jdaklitkkmega - Abeli tiiiipi teoreemide
péoramiseks nende summeerimismenet-
luste jaoks.

“ TRU Matemaatikateaduskonna nou-
kogu otsustas I. Tammeraidile omis-
tada fiilisika-matemaatikakandidaadi
teadusliku kraadi. :



Ivar Tammeraid on siindinud Tal-
linnas 25. septembril 1941. Ta IGpetas
1960. a. Tallinna 1. Keskkooli ja

1965. a. Tartu Riikliku Ulikooli mate-
Aastail

maatikaosakonna. 1966—1968

tootas ta assistendina TPI matemaa-
iika kateedris ja 1968—1971 oli sjht-
aspirantuuris TRU matemaatilise ana-
liiisi kateedri juures, kus nimetatud
viitekiri valmiski.

UUED LENNUD ULIKOOLI
LOPETANUD MATEMAATIKUID

1971. a. juunis lopetas jérjekordne lend
matemaatikuid.

Matemaatika erialal kaitsti

jargmised diplomit6od:

1. Altosaar, Olav. Markovi prot-
sesside teoorial pohinev demograa-
filine mudel ENSV naisrahvastiku
prognoosimiseks.

2. Bogdanov, Sergei. 06
BEPCHbIX MOJYrpymnnax.

3. Einsild, Ruth. Kahesooline de-
mograafiline mudel ENSV and-

metel.

HH-

9 Matemaatika ja Kaasaeg XIX

20.

21.
22,

23.

24,

. Kollo,

. Kotta,

. Kressa,

. Kurafejeva,

. Kiidits,

Luule. Osaliselt rekur-
siivsed funktsioonid ordinaalidel.
FljaiSer, Aleksander. O& op-
6utax B A; M OJAHOPOAMBIX NPOCT-
PaHCTBAaX HMH».

Germonova, Ludmilla. Maru6
KPYIVILIX IJACTHH H3 JKeCTKO-IL1ac-
THYECKOrO YIPOUHSIONIETOCsS MaTe-
pHana.

Jaagupaluy, Killi. Stohhasti-
listest funktsioonidest.

Juust, Uno. Poolringi moodulite
tensorkorrutisest.
Kaarli, Kalle.
ringoididest.
Kivinukk, Andi. Funktsioonide
lahendamiskiirus summeeritud
Fourier’ reaga.

Tonu. Osaliselt normaal-
ne toendosusjaotus rithmal SO (3).
Koppel, Evi. Uligpilaskonna abi-
kaasa- ja perekonnaideaal.

Ulle. Uhest toendosus-
jaotusest rithmal SO(3).

Indrek. Formaalne pi-

Engel,

Nullteguriteta

devus.
Kroon, Jaak. Uhest {ilesannete

klassist  kontekstivabade  keelte
valdkonnas.
Kukk, Vello. Jadade jarkamis-
hiipoteesidest.

Jelena. Muoxu-
TeNM CYMMUDYEMOCTH HHTErpaJos.

Peeter. Uldistatud kor-
relatsioonikordaja topoloogiline
iseloomustus 16plikul juhul.
Maasikas, Inno. KonrpyeHuus
H30TPONHBEIX TMJI0CKOCTeHl B INpPOCT-
pancree 'R,

Matin, Andrei. TayGepoBbl KOH-
CTAHTHl 1751 MHTErPasbHbIX METOAOB
CyMMHDOBaHHS.

Nael, Inge Mdaotmisteooria ak-
siomaatikatest.

Net3ajeva, Jevgenia. G mpu-
G6avKeHHI QYHKUMA NBYX mepeMeH-
HbIX J[ABOHHBIMH OPTOTOHAJbHBIMU
pALAMH,

Pedas, Arved. Logaritmilise ise-
drasusega tuumaga integraalvdr-
randi lahendamisest mehaaniliste
kvadratuuride meetodil.

Rabkin, Grigori.  Merozuka
omnpeaeIeHHsI 3HEpPro-3KOHOMHYe-
CKHX XapaKTepHCTHK TOIMIHBO-3HEp-
reTHyeckHx ©OaslaHCcOB paHoOHOB CO-
BETCKOro col3a.
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25. Roomeldi, Raul.O koabuounnpax,
B KOTOPBIX BCE MYJIbTHH.THKATHB-
Hble MOAMOJAYCPYNNLI € HyJeM,
3aMKHYTHIC OTHOCHTEJILHO B3ATHSA
NDOTHBOMONOKHbIX JJIEMEHTOB, SIB-
JSIIOTCST TOJIKOABIHONaMH.

26. Selberg, Kristin. Inventeeri-
mise probleem informatsiooni otsi-
mise siisteemides.

27. Sildos, Helju. E-poolrithmad.

28. Spesivohl, Viktor. Op6uru
runep6oanyeckoro THoa B addu-
HOM M IPOEKTHBHOM TPEXMEPHBIX
NIPOCTPAHCTBAX.

29. Zeltser, Mark. O pasHOCTHBIX
cxeMax s napaGoJHyecKHX ypas-
HeHMI.

30. Zimirev, Mihhail. O pacnpo-
CTP&HEHHH YIPYro-maacTHYecKUX
EOJIH B TOJCTLIX IJacTHHAX.

3l. Zingfeld, Larissa. TeopeMsl
tay6epoBa THOA 115 POH3BEJEHHS
Komw psanos.

32. Zurova, Ludmilla. Mogeab na-
CTHYeCKH-yNIPYro-BsI3KOro MarepHa-
Ja,

33. Tamm, Ebu. Konstantsete inva-
riantidega  fokaalsetest pseudo-
kongruentsidest neljamootmelises
eukleidilises ruumis.

34. Tampaold, Lembit. Uhe konteks-
tivaba informatsioonikeele uurimi-
sest.

35, Taht, Mihkel. Teopembl 0 MAO-
JKHTENSAX CYMMHDPYEMOCT: s Me-
Tona AaB,

36. Taht, Raivo. Uhe lineaarse pla-
neerimisiilesande lahendamisest.
37. Uri, Siiri. Informatsioonivorkude

analiliisi meetodeid.

38. Vaatmann, Vahur. Moned Tau-
beri teoreemid.

39. Vernitskaja, Lidia. Mgoxu-
TeJH a6CoNIoTHONl CYMMHPYEMOCTH
LN TIpOH3BeJeHNss MeToXoB PHcca.

Matemaatika pedagoogili-
ses osakonnas kaitsti jargmised
diplomitodd:

.
1. Anier, Gaida. Toestus koolimate-

maatikas.

2. Aser, Arno. Kestvuse printsiip
koolimatemaatikas,
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9.
10.

Avalo, Saima. Ulevaade mate-
maatika ja fiiiisika Gpetajate kaad-
rist ENSV vene oppekeelega iild-
hariduslikes koolides 1971. a.
Keeru, Viia. Ulevaade matemaa-
tika ja fiilisika Opetajate kaadrist
ENSV eesti oppekeelega iildhari-
duslikes koolides 1971. a.
Kiilvi, Viino. Trigonomeetria
opetamisest Eesti koolis 1920.—
1970. a.

Lillipuu, Ene. Rahandusalaste
kiisimuste kdsitlemisest koolima-
temaatikas.

Midgilaid, Tiiu. ENSV kesk-
koolilopetajate matemaatikaalastest
oskustest.

Midlksoo, Toomas. Lisainfor-
matsiooni {ldiseloomustus kesk-
kooli matemaatika oOpikutes.
Nael, Anu. Matemaatika kont-
rolltéode hindamisest.

Preimer, Lilia. IV klassi opi-
laste matemaatikaalastest teadmis-
test ja oskustest.

P 4ll, Tiina. Liisioloogilise siis-
teemi loogilis-strukturaalne ana-
liiiis.

P iissa, Tiia. Moned sirgete kahe-
parameetriliste  parvede klassid
kolme- ja neljamodtmelises euklei-
dilises ruumis.

1972. a. juunis lopetas jarjekordne lend

matemaatikuid.

Matemaatika erialal kaitsti
jargmised diplomit6od:

Allik, Kaarel. Dilnaamiline ma-
lujaotus ithe andmet6dtluskeele
translaatoris.

Anissimova, Svetlana. Hccne-
Jl0BaHHe 6GOJbIIHX TIPOTHGOB B He-
JTHHEHOH TOCTaHOBKE,

Beloussov, Jiri. Mnuoxurean
®-cymmupyemoctn  aas Uesapo-
cymmipyeMelx u  Ueaapo-orpaHH-
ueHHbIX ABOWHBLIX PSMOB.

FljaiSer, Eleonora. /IBymepHule
MHMHHMaJibHblE NOBepxHocTH 'V, B
NCeBJOIBKIN10BOM  [IPOCTPAHCTBE
'Rn.
Fljaiser, Vladimir. O6 3Hno-
Mop¢du3Max CBOSONHBLIX TOJHIOHOB.



. Kirillov,

[S1 N

No@®

3. Riisma,

. Groger, Lev. Muoxureau cym-
mHpyemocTH aas Yesapo-orpauu-
YEeHHbIX ABOHHBIX MHTErpaJos.
Hark, Leevi. Kvantfiiisika for-
malismist.

Ivanova, Valentina. Bryucie-
HHE TIJIOTHOCTH BEPOSITHOCTH Ha

KOMIIAaKTHO# rpymme.

. Kerge, Andres. Katete meetor
matemaalilise planeerimise iiles-
ande lahendamiseks.

. Kerge, Rita. Tdisarvuliste ruut-
planeerimise iilesannete lahendami-
sest.

Boris. HccaenoBanue
P-CXOAHMOCTH.

. Lehtlaan, Ants. Sisendprog-
ramm ja lihteandmete struktuuri
lahendus  projekteerimisinstituudi
juhtimissiisteemi jaoks.

. Leppik, Sirje. Uldistatud Fou-
rier’ ridade koonduvusest peaaegu
koikjal.

. Lohmus, Krista, Rieszi menect-
luste ekvivalentsusest.

Martin, Eve. Operaatorbaasid
topoloogilistes vektorruumides.
Mo6lder, Tiina. Uhest funktorist
topoloogilisel kategoorial.
Nazarov, Fjodor. Cnabo-6e3-
yCJOBHAs CYMMHpPYeMOCTb.

. Nédrip4d, Hannes. Otsene algo-
ritm tdisarvulise kumera planeeri-
misiilesande lahendamiseks.

. Oja, Peeter. Projektsioonimeetodi

koondumisest paraboolset tiiiipi
vorrandite jaoks.
. Pedastsaar, Kallee Merceri

teoreemi iildistusi Banachi ruumi
jadadele.

. Preem, Martti. Marsruutide leid-
mise filesanne,

. Piarna, Kalev. Nominaaltunnuste
analiiiisi statistilisest metoodikast.
Tiit. Juhtimissiisteemi
optimaalse struktuuri matemaati-
lisi probleeme.

. Rubanovit§ Grigori. Ycaopus
NpOCTOTHl AJs YNOPSIAOYEHHHIX TO-
JIYTpYNIL.

Saar, Leini. Kahepoolsete toke-
tega tdisarvulise lineaarse planee-
rimisiilesande lahendamisest.

5. Saludédr, Tonu. Itereeritud me-

netluste ekvivalentsusest.
. Siirmann, Rein. Tunniplaani
koostamise algoritm.

9%

28.

29.

31.

32.

33.

34.
35.

Matemaatika

Silk, Siiri. Haldur-tiiiipi siistee-
mide ldpShimotteid elektronarvu-
tite siisteemidele.

Simm, Jaak. Paraboolset tiiiipi
vorrandi lahenduvusest.

Stahl, Krista. Bariitsentriliste
koordinaatide mectod mittelineaar-
sete vorrandisiisteemide lahendami-
seks («Minsk-22» moodulprogram-
meerimise siisteemile).

Talvis, Elve. Matemaatilise pla-
neerimise meetodite rakendamine
metsamajanduses.

Tiirmaa, Jiiri. Jédigalt kinnila-
tud jaik-plastsest silindriliste koo-
rikute diinaamiline koormamine
suurte ldbipainete puhul.

Tédht, Toomas. Summeerimisbaa-
sid ja nende fldistused.

Uba, Peep. Paigutuste tellimise
iilesanne.

Veiderpass, Tonu. J. Linz-
babh ja tema teos «Ilpuundmal

$HUNOCOBCKOTO  5i3BIKAY.

pedagoogili-

ses osakonnas Kkaitsti jargmisad

diplomitéod:

Heinla, Heino. Eriainete oOpeta-
mine iilikoolis (iiliopilase aspekl).
Kreitzberg, Peeter. Matemaa-
tiline statistika spordis.
Lepmann, Lea. Tallinna Peda-
googilise Instituudi !6petanud ma-
temaatikute kontingendi analdils.
Lepmann, Tiit. Tartu Riikliku
Ulikooli matemaatika eriala ili-
opilaste edukuse analiiiis.
Loigu, Ly. Teksti raskuse va-
lemi reliaablus ja valiidsus.
Lohmus, Larissa. Matemaatika
sisseastumiseksamite tulemuste
analfilis 1971. materjalide alusel.
Sikk, Toomas. Eesti NSV mate-
maatika- ja filiisikadpetajate kaa-
der aastatel 1965—1971.

T amm, Luule. Rapla rajooni kol-
hooside tagavaraosade ja remon-
dimaterjalide varude kasutamise
analiiiis (Raikkiila ja Lenini-nime-
lise kolhoosi andmete baasil).
Varul, Hille-Made. Uliopilaste
matemaatikaalaste teadmiste piisi-
vusest.
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U

EESTI NSV-s ILMUNUD
MATEMAATIKA-ALASE
KIRJANDUSE NIMESTIK

Oktoober 1970 — detsember 1971
(Koostanud M. Suurvili)

RAAMATUD

Allik, K. Integraalarvutus. Tln.,
1971. 71 lk. (TPI arvutusmatemaatika
kateeder) — Trikitud rotaprindil.

Bagrejev, V. Teoreetilise meh-
haanika iilesannete kogu. Tln., «Val-
gus», 1971. 162 lk.

Eek, R. Elastsus- ja plastsusope-
tuse iilesanded. Tln., 1971. 78 lk. (TPI

ehitusmehhaanika kateeder) — Triiki-
tud rotaprindil.
Ellart, H, Luigelaht, V,

Reima, T, Reiman, E ja Sil-
ling, H. Elementaarmatemaatika iiles-
annete kogu. Kesk-eridppeasutustele.
2. iimbertodt. tr. Tln, «Valgus», 1971
379 k.

Etverk, E, Gar8nek, A,
Kass, A, Kass, P,, Krusberg, H.
ja Teeddr, M. Harjutusi ja iilesan-
deid keskkooli matemaatikakursuse
kordamiseks. Tin., 1971. 64 lk. (TPI
matemaatika kateeder) — Triikitud
rotaprindil.

Etverk, E, Gars$nek, A,
Kass, A, Kass, P, Krusberg, H.
ja Teeddr, M. Materjale keskkooli
matemaatikakursuse kordamiseks. Tln,,
1971. (TPI matemaatika kateeder) —
Tritkitud rotaprindil.

1. osa. Aritmeetika ja
112 k.

2. osa. Geomeetria ja trigonomeet-
ria. 128 1k

Etverk, E, Prinits, O. ja
Velsker, K. Matemaatika Opetami-
sest IX klassis. Abimaterjal petajatele.
2. vihik. TIn., 1971. 52 lk. (ENSV Ha-
ridusministeerium).

Etverk, E. ja Telgmaa, A
Matemaatika Opetamisest [V klassis.
Abimaterjal Opetajaile. TIn, 1970.
56 1k. (ENSV Haridusministeerium).
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algebra.

Furmansky, M. ja Lepa-
maa, A. Toendosusteooria ja mate-
maatilise statistika metoodiline juhend
ja kontrolltésde iilesanded 6konoomika
erialade kaugiiliopilastele. Tin., 1971.
27 lk. (TPI arvutusmatemaatika ka-
teeder) — Triikitud rotaprindil.

Gabovits, J. Vorratused. (3. tr)
Trt., 1970. 13 k. (TRU Matemaatika —
Fiilisika Kaugdppekool. 17) — Triikitud
rotaprindil.

Jevtudik, L. J. Stereomeetria.
Ulesannete kogu. Trt, 1970. 31 lk.
(TRU Matemaatika-Fiiiisika Kaugoppe-
kool. 18) — Triikitud rotaprindil.

Kaasik, U, Korjus, A ja
Kull, I. Programmeerimine. Tln.,
«Valgus», 1971. 356 lk.

Kaasik, U, Viitso, M, Ther,
A, Laumets, Airi, Laumets,
Ants, Veldre, S. ja Veldre, T.
Programme koigile. 1. Metoodiline ma-
terjal. 2. tr. Trt., 1971. 44 1k. (TRUO
ﬁxrlvutuskeskus) — Triikitud rotaprin-

il.

Kaasik, U,Adremaa, K,Jae-
ger, A, Kalberg, M, Ehasaluy,lJ.
ja Ermann, S. Elektronarvuti
«Minsk-32». Oppevahend. Trt., 1970.
179 k. (TRU Arvutuskeskus) — Trii-
kitud rotaprindil.

Kolde, R. Stereomeetria. Ules-
annete lahendused. 1. Trt, 1970. 16 lk.
(TRU Matemaatika-Fiiiisika Kaugdppe-
kool. 19) — Triikitud rotaprindil.

Kolk, E. Absoluutvidirtus., Ules-
annete lahendused. 2. Trt., 1971. 15 k.
(TRU Matemaatika-Fiiiisika Kaugoppe-
kool. 20) — Tritkitud rotaprindil.

Kraaving, M, Paluveer, N,
Riink, O. ja Vallas, E. Kujutav
geomeetria. Tin., 1971. (TPI) — Trii-
kitud rotaprindil.

Harjutusiilesanded. 56 lk.

Lisaharjutusiilesanded ehituslike eri-
alade jaoks. 20 lk.

Krusberg, H. Matemaatiline pla-
neerimine. Ulesannete kogu. Tin., 1971.
84 lk. (TPI arvutusmatemaatika ka-
teeder) — Tritkitud rotaprindil.



Kuusik, V, Sarv, E. ja Hein-
}a, L. Automaatprogrammeerimise siis-
teem VELGOL. (Kisiraamat). Tin,
1970. (ETKVL Arvutuskeskus. Apa-
raadiehituse, Automatiseerimisvahendite
ja Juhtimijssiisteemide Min. Elektron-
juhtimismasinate Instituut. ENSV TA

Kiiberneetika Instituut. ENSV Infor-
matsiooni Instiluut). — Triikitud rota-
prindil.

1. 198 lk.

2. 96 lk.

Laretei, A, ja Reimand, J
Elementaarmatemaatika. (Kogumik
TRU vastuvotueksamite {ilesandeid).

2. tr. Trt, 1971. 120 lk. (TRU mate-
maatika oOpetamise metoodika Kkatee-
der) — Trikitud rotaprindil.

Lepik U. ja Roots, L. Teoreeti-
line mehaanika. Tin., «Valgus», 1971.
484 1k.

Matemaatika ja fiilisika fakultatiiv-
kursuste nididisprogramme. TIn., 1970.
27 1k. (ENSV Haridusministeerium).

Matemaatika ja fiiiisika kontroll-
t6ode tulemustest 1970. aastal. Tin,,
1971. 52 1lk. (ENSV Haridusministee-
rium).

Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika Opetajatele ja oppi-
jatele. XVIIL. Trt., 1970. 135 lk. (TRU).

Sisu: A, Tauts. Uld- iiksikmdistete
vahekord. — U. Kaljulaid. Lisatead-
misi rithmadest. — T. S&rmus, Dife-
rentsiaalvorrandi lahendi ol:measolu ja iihe-
sus. — G. Vainikko. Monda funkt-
sionaalanaliiiisist. 11 — E. Tiit. Matemaa-
tilise statistika arengust teaduste
matematiseerimise kidigus, — A, Leiten.
M. Viitso. Tiisarvuliszd planeerimis-
iilesanded. — L. Kivistik Lineaarsete
puhttiisarvuliste planeerimisiilesannete
lahendamise algoritmid. — L. Viljaots,

Kaasik. Maagilised ruudud. —
T. Roosinupp. Arvuteooria pdhiteorecem.
— J. Depman. Moritz Cantor — mate-
maatika ajaloo suurkuju. — U. Lumiste.
Erhard Schmidt — Tartu {ilikeoli kasvandik.
— M. Tamm. Boris Tamm — tehnikadok-
tor., — E. Tam me. Gennaili Vainikko —
fifisika-matemaatikadoktor. — M. Tdnnov.
On ilmunud matemaatilise araliilisi &piku
I osa. — NSV Liidu riiklikke preemiaid
matemaatikmtele. — Boris Tiikma.
In memoriam. — Uusi teaduste kandidaate.

— Uusi {ilikooli 16petanud matemaatikuid.
— Jirjekordne lend keskharidusega mate-
maatikuid. — Bibliograafia, — Ulesandeid.

Matemaatika ja mehhaanika-alaseid
téid. 1X. Trt., 1970. 366 lk. (TRU Toi-
metised. Nr. 253. Vene k. resiimeed
eesti, saksa ja inglise keeles).

Sjsu: E. Ta6osuu, 10. Kaasuk, I'. Kan-
rpo, K. Jlymucre, 2. Tamme, $. XuoH.
O pasBHMTHH MaTeMaTHKH B TapTycKOM YHM-
BepcHTeTe B 1964—1967 roabl. — lO. Jlenek,
9. Meirn. O6G30p paGoT NO TEOPUM NJAACTHH
H 0060J0YeK, BHIMOJHeHHBIX B TapTty 3a:
nepuop 1950—1968 rr. —

— G. Shapiro. Plastsete kehade diinaa-

mika mudelitest. — A. Tauts. Fikseeri-
mata valemid. — A. Tauts Herbrandi
teoreemi analoog teist jdrku predikaatar-
vutuse jaoks. — M, Kilp. Lamedatest
poliigoonidest. — R. Kolde. Isotroopsete-
sirgete kongruents ruumis 'Ry ja tema
kanoonilised reeperid. — K. Riives.

Eukleidilise ruumi Rs liikumiste rithma Lie:
alamrihmad ja nende orbiidid. I — A. R u u-
b el Uldistatud projekteeriinise algebralis-
test uurimistest lisatingimusi arvestades..
— S. Geisberg, V. Konjukhovski,
Primaarsetest ideaalidest kaaluga integreeru-
vate funktsioonide ringis. - E. Jiiri-
m 4 e. Konullinenetluste topolocgilised oma-
sed. 11 — E. Tiit. Diskrectse summade-
piirkonnaga rea ndide. — S. Baron.
Teoreemid summeeruvusteguritest menet.uste
A jaoks. — M. A bel. x-koonduvusteguritest
kompleksset jérku Cesaro rnenetluste korral.
— M. Tdonnov. Fourier’ kordajad ja sum-
meeruvustegurid. — M. Tdnanov. Tdiend
ja kaasruumid. — M. Skvortsova.
Multiplikaatorid ja summe:2ruvustegurid. —
S. Baron. Fourier’ ridade ja kaasridade
absoluutse summeeruvuse lokaalsuse oma-
dusest. — . Kagadi. Kahemuutuja
funktsiooni Fourier’ kordajad ja pidevuse
moodulid. — Vainikko. Kollokat-
sioonimeetodi koondumisest mitmem&&tme-
liste integraalvorrandite jaoks. — E. T am--
me. Neljandat jarku kvaasilineaarse raja-
tilesande lahendamisest vo-gumeetodiga. —
R. Jiirgenson, H. Jokk. Teist jarku
diferentsiaalvorrandisiisteeinide rajaiilesan-
ncte lahendamisest difereatsmeetodiga. —-

L. Kivistik., Uhest mittelineaarsest
planeerimisiilesandest. — l.. Robakov..
Funktsionaali ekstreemumi tarvilikust tin-
gimusest. — R, Tammeste Uks infor-
matsiooni mdiste iildistus. — K. Soonets.
Ringsilindrilise kooriku telgsiimmeetrilisest
elastsest-plasisest paindest. — 1. Vai-

nikko. Plastnc-elastne-viskoosne {iimmar-
gune ribidega tugevdatud plaat jdiga slida-
mikuga., — E. Virma. Ristkiilikukujuliste
plaatide kandevdimest. II — E. Joégi.
Elastse-plastsc lameda ringkaare uurimisest.

Matemaatika- ja mehhaanika-ala--
seid toid. X. Trt., 1971. 272 1k. (TRU’
Toimetised. Nr. 277. Vene k., resiimeed
eesti, saksa ja inglise k.).

Sisu: J. Gabovits. Poolrithma
lincaarsete jirjestuste hulga voimsusest.
— O. Ivanova. Ringide verbaalscte
summade jdrjestatus. — JI. Gabovite,

M. Trepetin, Nilpotentszte poolrithmaile
muutkondadest. — M. Trepetin Kom-
mutatiivsete nilpotentsete poolrithmade endo--
morfismide poolringid. — J. Henn2a.
Greeni ekvivalentsid Mengeri siistecmides.
— E. Redi. Mengeri siisteemnide esitamine:
mitmekohaliste endomoriismidega.
M. Abel. Pidevate tdkestatud funktsioo-
nide algebrast, mille viirtused kuuluvad
komplekssesse  kemmutatiivsesse .iihikuga
Banachi algebrasse. — H. Kilp. Kolme:
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esimest jarku osatuictistega diferentsiaal-
vorrandite stisteemi geomeetriast. —
H, Espenberg, J. Gahovits Kolm
filesannet tetraeedri ruumaia arvutamise
kohta, — M. Abel. Nel'i teoreemi fildistu-
sed. — E. Jiirimée Kodaduvust sdili-
tavate menetluste perfektsase hulgad. —
L. Loone. Fralduva lokialselt kumera
ruumi elemendi tuum, — G, Kangro.
Rieszi ja Cesaro menet!usega A — tokestatud
ridade summeeruvustegurid. — G.Kangro.
Jadkliikmega Tauberi teoreemn Rieszi menet-
luse jaoks. — I. Tammeraid. Jiakliik-
mega Tauberi tiiiipi teoreemid Cesaro ja
Holderi summeerimismenetiusie korral. —
I. Tammeraid Jadkliikmega Tauberi
tittipi teoreemid Euler-Knoppi summeer mis-
menetluste korral. — S. B a r o n. Kahekord-
sete jadade iithest maatriksteisendusest. —
. Karma. Operaatorfunktsioonide kom-
paktsest aproksimatsioonist. — I. Saar-
niit. Diferentsmeetodi kosnduvuse hinda-
misest hilbiva argumendiga diferents aal-
vérrandite korra. — M. Fischer,
E. Tamme. Monotoonsuse kasutamisest
deferentsmeetodite uurimiseks kvaasili-
neaarsete rajalilesannete lahendamisel. —
. Ehasalu, E. Tamme. Dirichlet’
iilesande lahendam'sest kolmnurksel vorgul.
— U. Lepik. Suure amplituudiga tasa-
pinnaliste lainete levik ja peege!dumine
paksus plaadis. — J. Kirs. Jiik-plastsefe
silindriliste koorikute diinaimiline koorma-
mine suurte ldbipainete puhul. — J. Lel-
1 e p. Jdik-plastsete varraste suurtest 13bi-
painetest diinaamilisel koormamisel.

Matemaatika kontrolltéid 1V, VII

ja VIII klassile. TIn, 1971. 31 lk.
(ENSV Haridusministeerium).

Matemaatiliste meetodite ja arvu-
tustehnika kasutamine rahvamajandu-
ses. Kursuse programm, Tln., 1971.
7 k. (ENSV Korgema ja Keskerihari-
duse Ministeerium. TPI arvutusmate-
maatika kateeder. Kvalifikatsiooni tost-
mise korgemad kursused tdostuse (asu-
tuste, ettevotete) juhtivatele ja insener-
tehnilisele personalile. — Triikitud ro-
taprindil.

Mereste, U. Statistika iildteooria.

3. tr. Trt, 1971 (TRU rahanduse ja
krediidi kateeder) — Triikitud rota-
prindil.

1. Statistiline vaatlus. Vaatlusand-
mete kokkuvott. Suhtarvud. 120 Ik.

2. Keskmised variatsiooni naitarvud.
128 1k.

Mereste, U. Ulesandeid statis-
tika praktikumiks. 2. tr. Trt., 1971.
114 lk. (TRU rahanduse ja krediidi
kateeder) — Triikitud rotaprindil.

Metoodilised materjalid kaugdppe
ettevalmistuskursustel Gppijaile. Mate-
maatika. Tln., 1971. 36 lk. (TPI Ette-
valmistuskursused) — Triikitud rota-
prindil.

130

Mitt, E, Prinits, O. ja Vels-
ker, K. Matemaatika oliimpiaadid
Eesti NSV-s. Tin, «Valgus», 1970.
151 lk.

Midramata  integraali  leidmine
asendusvottega ja ositi integreerides.
Programmeeritud  6ppevahend. Tln,,
1971. 68 lk. (TPl arvutusmatemaatika
kateeder) — Triikitud rotaprindil.

Reimand, J Matemaatiline in-
duktsioon. Trt., 1971. 14 1k. (TRO
Matemaatika-Fiiiisika Kaugdppeckool.
22) — Triikitud rotaprindil.

Riives, S. ja Ruubel, A. Akso-
nomeetria. Niidisiillesannete lahenda-
misega. Trt, 1971. 66 k. (EPA) —
Tritkitud rotaprindil.

Roots, H. TPI Ettevaimistuskur-
suste kaugdppe kontrolltsode iilesan-
ded matemaatikas 1970/71. &.-a. Tln.,
1970. 10 lk. (TPI Ettevalmistuskursu-
sed) — Tritkitud rotaprindil.

Schults, K. Mehhaanika. Loengu-
konspekt. TIn., 1970. 54 ik. (TPI fiii-
sika kateeder) — Triikitud rotaprindil.

Sisseastumisiilesanneie lahendused.
1971—72. 6.-a. Trt, 1971. 9 lk. (TRU
Matemaatika-Fiiiisika Kaugdppekool.
21.) — Triikitud rotaprindil.

Tamm, V. Majandusmatemaatili-
sed mudelid ja meetodid. Ulesandeid
praktikumideks. Trt., 1971. 111 lk.
(TRU rahvamajandusharude &konoo-
mika kaleeder) — Triikitud rotaprindil.

Tauts, A, Tonnov, M. ja
Tirnpu, H. Matemaatilise analiiiisi
praktikum. 4. Trt., 1971. 74 lk. (TRU)
— Triikitud rotaprindil.

Teeididr, M. ja Pungar, P. Kér-
gem matemaatika, Programm, metoo-
dilised juhendid ja kontrolltdode iiles-
anded ... I kursuse kaugiiiidpilastele.
Tln., 1970. (TPI arvutusmatemaatika
kateeder) — Triikitud rotaprindil.

...keemia ja insener-majanduse eri-
alade... 40 lk.

...0konoomika erialade... 24 lk.

Tiit, E. Matemaatiline statistika.
1. Trt, 1971. 388 lk. (TRU arvutus-
matemaatika kateeder) — Triikitud ro-
taprindil.

Tiit,
tabelid. Oppevahend. 1.

E. Matemaatilise statistika
Trt.,, 1971



224 li. (TRU matemaatilise sialistika
ja programmeerimise kateeder) — Trii-
kitud rotaprindil.

Toom, E. Konkurss. 1970. Trt,
19 lk. (TRU Matemaatika-Fiiiisika
Kaugoppekool. 16 1k) — Trikitud
rotaprindil.

Topnik, E. Teoreetilise mehaanika
tilesannetest. 2. Kinemaatika. Tln,
i970. 110 1k. (TPl teoreetilise mehaa-
nika kateeder) — Trilkitud rotaprin-
dil.

Tulev, 1. Programm-opimaterjal
integraali opetamiseks keskkoolis. Me-
toodiline katsematerjal. TIn., 1970.
43 lk. 2 eraldi 1. teksti (TRU. ENSV
Vabariikl,  Opetajate  Taiendusinsti-
tuut) — Triikitud rotaprindil.

Tuulmets, L. Analiiitilise geo-
meetria praktikum. 1. Trt,, 1971. 123 1k
(TRU algebra ja geomeetria kateeder)
— Triikitud rotaprindil.

Todjuhendid  kaugdppekeskkoolide
opilastele 1971/72. oppeaastaks. Mate-
maatika. TIn,, 1971. (ENSV Haridus-
ministeerium).

VIII kl. 82 Lk.

X kl. 70 lk.

XI kl. 54 lk.

Todjuhendid  kaugdppekeskkoolide
opilastele 1971/72. oppeaastaks. Mate-
maatika. IX kl. TIln, 1971. 62 Ik

(ENSV Haridusministeerium).

Valiner, H Koodid. Loogilised
tehted. Trt., 1971. 8 lk.

Vallner, H. Matemaatiliste ma-
sinite aritmeetilised alused. Trt., 1971.
8 1k

Veiner, G. Metoodiline juhend
toendosusteooria iilesannete lahenda-
miseks. Tln., 1971. 40 1k. (TPI arvu-

tusmatemaatika kateeder) — Tritkitud
rotaprindil.

Vohandu, L. Tamme, E. ja
Luht, L. Arvutusmeetodid. 1. Tin,
«Valgus», 1971. 374 lk.

Uleliidulise tdppisteaduste oliim-

piaadi loppvooru iilesanded matemaati-
kas ja fiilisikas. Tin., 1970. 15 Ik.
(ENSV Haridusministeerium). — Trii-
kitud rotaprindil.

AG6enn, M. O6 anreGpanueckux u

TONOJIOFPMYECKHX  CBOMNCTBAx anredp:
(yHKuni co 3HaseHusMu B GaHaxoBoi
anre6pe. (01.001, 01.002). AsTopecdepar
JIHCC, Ha COMCKaH©e YyueH. CTel. Kami.
¢mus.-mar. mayx. Tapty, 1971. 16 «c.
(TTY).

«ABTOMaTHYecKoe pacnosHaBaHue
CilyXoBbiX 00pa3oe» BCecolO3HbIl CeMH-
Hap, 4-it. Tanaun 1971, (APCO — VI).
(7—13 cent. 1971 r.) Tesucsl KOKJaL0B
H coobmwennit. Taxanu, 1971. 68 c¢. (AH.
3CCP. Hr-1 xubepHeTHKH).,

Aunpeena, JI. Il Ipeneabusie
cuiieTHyeckne npocrpancrsa. (01.006).
ApTopedepar ZMce. na COMCKaHHE yyeH.
cTem. Kaug ¢us.-mar. uHayx. Tapty,
1971. 23 c. (TI'Y).

Bexkxep, M. B. CGopHHK oJium--
AMajHbLIX 3ajau o martemarnke. (B
noMowy yurrreao). Taaum, 1971 (M-Bo.
npoceewenist QCCP. Pecen. uu-T yco-
BEepLUCIICTBOBAHIS YUHTENEH).

Y 1. 79 c

Y. 2. (Pcuwenus)., 144 c.

Kapma, O. O. 06 annpoxcuma-
uuy onepatop-PpyHKUMHE H CXOAMMOCTH
APHOIHIKEHHBIX COGCTBEHHBIX 3HAYEHHH..
(01.008). Aprtopedepar mucc. Ha couc-
KanHe yyell. Crenm. KauA. ¢QH3.-MarT.
Hayk. Tapry, 1971. 17 c. (TIVY).

Kuapn M. A-B. O romouorn-
4eCKOH  KJacCHQHKAUMH  MOHOHIOB..
(01.004). AsTopecdepar nmcc. Ha coHc-
KaHHE Y4YeH. CTem. KaHuia. ¢us.-mar.
Hayk. Tapry, 1971. 16 c. (Mock. roc.
yH-T M. M. B. JloxoHocona Mex-mar.
¢daxk.).

Kpycb6epr, X. Maremarnueckoe
naanuposanmne, CO6opuux 3agav. Tai-
auH, 1971. 92 c. (TIH. Kadezpa Bbi-
YHCIUT. MaTeMatnku). — PoranpHir.

Meroznyeckue mMarepuajst no marte-
MaTHKe 1J5i 33a04YHHKOB NOATOTOBHTENb-
HeIX Kypcos. Taaamn, 1971. 36 c. (TIIH.
IloaroroButenpuble Kvpcot). -— Pora-
NPHHT.

Msaptun, K.O. n Tamm, B. T.
Pacnpenenesne naMaTH B MHIKEHEPHBIX
CHCTeMax NPOrpaMMHpPoOBaHHs ¢ npo6-
JdeMHoli opuentaumei. [Ipenpunr — 2.
Tanaun, 1971. 40 c. (Mu-T K16GepHEeTHKH
AH 3CCP).

fletepcen, H. &. IlpoSaemnt
uaCHTHRUK2UMH (DYHKUHI MHOTHX nepe-
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mennbix. (01.009). ApTopedepar mmcc.
Ha COMCKallMe YueH. CTell. H-pa (H3.-
mar. Hayk. Tamms, 1970. 27 c. (AH
DCCP. CoBer ¢u3.-Mar. ¥ TexH. HayK).

Inan — 3agaHMe ne MaTeMaTHKe
ans XI kiaacca 3a04yHOH cpenHed WwiKo-
Japl Ha 1970/71 yue6nnlii roa. K.-SIpse,
1971. 14 <.

Ilpuck, JI. YyebHas BbHIYHCIH-
TeJlbHas MawuHa «3dabma —2». Taz-
auH, 1970. 32 c. (TIIH. Kadenpa Bbi-
YHCJAUTEJbHON MaTeMaTHkH). — Pora-
TIPHHT.

Mporpammsel aast IHBM «Munck-22»,
‘Tamun, 1970. (AH 3CCP. Hu-T xu-
GepHeTUKH). — PoTanpuHT.

Brm. 9. IlporpamMel nmo MaTeMarTH-

geckolt cratucruke. 3. Iloa. pen.
H. Tlerepcena. 147 c.
Bun. 10. Peiitcakac, A. Pac-

yer 3apmaarsl. [lox pen. T. T'peunmxu-
yoit. 119 c¢. 5 1. Taba. -

Poortc, X. KontpoabHbie pabo-
Tl [I0 MATEMATHKE JJsi 320YHHKQB MOJ-
ToBMTENLHBIX Kypcos TIH 1970/71 yu.r.
Tannun, 1970. 8 c. (II[TH. Tloarotosu-
TeJIbHBIE KYpChl). — PoTanpuHr.

Coonerc, K. TI. Hccnenosanne
u3ru6a HeKOTOPbIX 3JeMEHTOB KOHCT-
PYKLHIl ¢ y4eTOM reomeTpuyecKoil u ¢hu-
3uyeckoil HexuHeitHoctei, (01.023). As-
TopedepaT [OQMCC. Ha COMCKaHHe YueH.
cren. Kaed. ¢u3.-Mar. Hayk. Tapry,
1971. 16 c. (TI'Y).

TammecTte, P. A. Hekotopbie
‘BOTIPOCHI BEPOSITHOCTHRIX pacrpefeleHuil
B KOMIUIEKCHBIX THJAbGEPTOBBIX MNPoOCT-
paHcrax. (01.001). ABtopedepar aucc.
Ha COMCKAHHe YueH. Crel., KaHA. ¢H3.-
Mmar. Hayk. Tapty, 1971. 13 c. (TTY).

Tpyap  BHIYMCIAHMTENLHOrO LEHTpA.
Tapty, 1969. (TI'Y). — Poranpunr.

Boim. 17. Myaanapu, P.u Caap-
wuut, M. TlocrpoeHne Ha 3aBone
«MalIMHHOH» CHCTeMbl TEKYLIero ynpas-
JIEHHsT TIPOU3BOACTBOM. 137 c.

Boem. 18. 105 c.

Copepx. M. Koitt. O cuHTe3e 3CTOH-
ckoro Tekcta. — P. [Taasm. K Bompocy
06 OCHOBaHHSX MaTeMaTHYeCKOA JIHHIBHCTH-
KH.

Tpyaut BbluHcauTeabHOro LeHTpa.
Tapry, 1971. (TTY), — Potanpunr.

Bpm. 20. 55 c.

Conepx.: 0. Kaasuk, T.JIslXxXMYycC,
D. Dsama. O6 anropHTMH3aUUH PacYeTOB
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COCTaBleHHsl IJAaHOB HacTHiaa B ULIBeffHOH
dadpuke. — 3. JlacH. [eranusauusa Me-
CAYHOrO NJaHa BBINYCKAa NPOAYKUMH mnpubo-
POCTPOMTENLHOI'O 3aBOJAA.

Brim. 21, 62 c.

Comepx.: 0. §I. Kaasuk. Tepmuuo-
JIOTHSI IO NpPOrpaMMMDOBAHHIO H MaTeMaTH-
YecKOH 3KOHOMHKe.

Bpim. 22. 55 c.

Copmepx.: E. Ta6oeruy, A UYumx,
A Inac. O 3azaye KOMMHUBOSKEepa Ha y3-
ke mMecta. — JI. KuBuctug, ¥, XHils-
cany. IIl anroputm [omopH B cayyae
JABYXCTODOHHHX orpaHudeHHii. 0. Kaasunk,
P. TaxT. Meron pelueHHs OIHOH Oy/eB-
CKOH 3anayu JHHeHHOro NPOrpaMMHpPOBaHHS.
— A. Jle#tTen. OpHa 3agada AMCKDPETHOTO
IporpaMMHPOBAHHA CleNHaJALHOIO BHAA., —

Jle# TeH., Iloytw AHUCKpPeTHble 3ajaiu
JHHEHHOro NporpaMMHDOBaHHSI.

Brmm. 23. 51 c.

Comepx.: KO. Tandgep.
JeMH YKOMIVIEKTOBaHHST NPOH3BOLCTBEHHOM
cucTeMbl. — B. Anncaany. Merton npH-
GJIMXKCHHOTO PDeIUCHHUS 3aJaull ILeJOYHCJIEeH-
HOTO  JHHEHHOro  NpPOrpaMMMpPOBAHHSA. —
0. Kaasuxk, T. JlacH Meron npuéau-
KEHHOTO pellleHHsl 3ajay HeauHeHHOro mpo-
rpaMMHpPOBaHHS,

Bein. 24. 160 c. .

Conepx.: O. O. Kapma. O6 annpok-
CHMAaUHH onepaTop-(PYHKUME H CXOOHMOCTH
NPUGAHAKEHHBIX COGCTBEHHBIX 3HAYEHHIl. —
O. O. Kapma. O CXOLUMOCTH JHCKDETH-
3ALHOHHBIX METOLOB OTBICKAHHS COGCTBEH-
HBIX 3HaYeHHH HMHTerpanbHniXx H JAuddeped-
LHAJbHBIX ONepaTopoB, rojoMopdHo 3aBHCA-
UWHX OT IapaMeTpa.

SApues, 0. II. O cxoaumocTH H
YCTOHYMBOCTH HEKOTOPBIX METOA0B HH-
TepnoasunonHoro tuna. (008). Artope-
GbepaT amcc. Ha COMCKaHHe YdeH. CTell.
KauA. (ns.-mar. Hayx, Tamwmmnu, 1970.
17 ¢. (AH 3CCP. Coser ¢ns.-maT. H
TeXH. Hayk).

Pewenen Mo-

ARTIKLID

Aben, H. Meestest, kes uurivad
koorikuid. N. Alumie, L. Ainola ja
U. Nigul. — Horisont, 1971, nr. 2,
k. 2—10.

Agur, U. Mirkmeid arvutus- ja
informatsioonitehnika oskussonavara
kohta. — Oppemetoodika kiisimusi, 8,
1971, lk. 95—105. °

Agur, U. Raal igasse kodusse!
Raali kasutamisest ja kéattesaadavu-
sest. — Horisont, 1971, nr. 6, k. 11—
14. .

Eesti NSV Teaduste Akadeemia
Toimetised. Fiiiisika. Matemaatika, Tin.,
1970.



Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja inglise k.).

T. Tobias. Peatuspiirkchna leidmi-
sest Wieneri protsessi korral. — O. Vaai-
mann. Uldistatud poordoperaatorite ja
nénde ldhendoperaatorite kasutamisest mit-
telineaarsete vorrandite laliendamiseks. —
Ingrid Sormus, E. Tamme. Mit-
testatsionaarse iilekandevdrrandi  lahenda-
misest diferentsmeetodiga. — T. Viik. Ule-
kandevorrandi lahendamisest sfidrilisel ju-
hul. E. Raik. Vorratuse stohhastilise pla-
neerimise iilesannetes. —J. K a j ari. Juhus-
like maatriksite silumisest. V. Aladjev.

Uks tleoreem kirjekujuliste struktuuride
teooriast. — Reet Pukk Integrandi sile-
dust  arvestav integreerimisalgoritm. —

1. Petersen. Uks
plaanide seeria keradel.

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja inglise k.):

L. M 6tus, Juhuslikult muutuva para-
meelriga objekti juhtimisest. — M. Levin,
Kvadratuurvalemite ekstreeniumiilesanded
monede funktsioonihulkade jaoks. ~ —
A. Lahe, L. Poverus. Silindrilise
kooriku mittelineaarse telgsiimmeetrilise
deformatsiooni katkevustingimustest. —
E. Raik. Erinevalt piistitatud stohhastilise
programmeerimise iilesannate lahendite
vordlus. — . Veksler. Macdonaldi
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Ulesandeid elementaarmatemaatikast.

1. On antud viis tdisarvu. Nende paarikaupa liitmisel saame summad, 1, 3,
3,6,6,68,9, 11, 11. Leida need arvud.

2. Linnast A viljus jalgrattur, et soita linna B. Samaaegselt viljus lin-
nasi B teine jalgrattur, et soita linna A. Kui esimene jalgrattur oli ldbinud pool
teed, jdi teisel vee! séita 24 km. Kui teine jalgratuur oli 1ibinud pool teed,
jai esimesel veel sdita 15 km. Leida linnadevaheline kaugus.

3. Olgu antud naturaalarvud m ja n (m<n). Leida k&igi taandumata

a
murdude N summa, mille nimetajaks on algarv b ja mis rahuldavad vorratust

4. Kaarele ABC, kus B on kaare keskpunkt, toetub nurk AEC. Punktist B
on nurga iithele haarale tommatud ristloik BD. Toestada, et punkti D kaugused
selle haara otspunktidest voérduvad nurga AEC haarade poolsumma ja pool-
vahega.

5. On antud 1opmatu naturaalarvuliste liikmetega aritmeetiline progres-
siqon}.) Tc')le]stada, et selles progressioonis leidub liige, mille numbrite hulgas
esineb null,

KOGUMIKU SEITSMETEISTKUMNENDA VIHIKU ULESANNETE
LAHENDUSED.

Ulesande nr. 1 lahendus. Vorratus kehiib m ==1 korral

(I4n)t

po =n+1.

Eeldame, et vorratus kehtib m = £ korral, s. o.

(k+-n)!
'—k—'n—'—an-I- 1.

Niitame, et vorratus kehtib m =%+ 1 korral. Toepoolest
(k1bn)! (k) kbl (kndl) (41+n)  Kndhndkntthtidn

(k+)tnt Rl k1 T k41 k41 =
/k2n+kn+kn-|-k+l+n _ (ennal) (1) (e 1yt 1
k41 k41

135



Ulesande nr. 2 lahendus. Olgu kolmnurgas ABC kiilje BC keskpunkt M.
“Vordusest AB-BC = BC .CA jireldub, et

(AB —CA) -BC =,
(AB+ AC) - BC =0,
2AM-BC =0,
AM | BC,
AB=AC.
Analoogiliselt nditame, et AB = BC. Seega kolmnurk ABC on vérdkiilgne.

Ulesande nr. 3 lahendus. Tombame punktist Q ristldigu QH diameetrile PR.
Kui QS > QR, siis 2HR < SR.

Et HR=RQsina=2rsin?a ja SR=r —ry siis 2:2r;sin?a<rj—ra
Kolmnurgast PKO leiame, et
sin aE—rz— ; seega

r

18] 2
47']'(-—) <ry—rs.
I

Siit pérast lihtsaid teisendusi saame
vorratuse

2
»,( r—') — 4>,

2] 2

t t
Ulesande nr. 4. lahendus. Et o,I':c(x —1)(x— t)dx=°f [x3 —(t+ 1) x24-tx]dx=
B

=——— siis
6 12
2 e
fy=——— (t>0),
F(®) T )

ety =4 —
I =—54—30).

4
Siit leiame, et maksimumpunkt on t=—3— ning funktsiooni vidirtuseks maksimum-

4 8
punkti — )=
punktis on f( 3 ) m
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Ulesande nr. 5 lahendus. Esimene rida koondub, kui —2 < a < 2 ning tema

summa on A=

. Teine rida koondub, kui a<l, a>3 ning tema summa
—a

on B= 2—a.
3—a
Mbolemad read on koonduvad, kui —2 <a <{1. Seega
A_p__ 2 _2—a=—(a2—2a—2)=_(a~1—v'3')(a—1+v§)
2—a 3—a (a—2)(a—23) (a—2)(a—3)

ning A<B, kui —2<a<1—1YV3;
A= B, kui a=1—‘|/§
A>B, kui 1 —Y3<a<1.

Ulesande nr, 6 lahendus. Et AU2=aqa?-} u?, AV2=a?4 v? siis iilesande
tingimuse pohjal
Vol +u? + Yo - o2 =c.

Diferentseerides seda seost ¢ jargi saame

u-i v-v
+ =0.
Va'tu?  Yai+o?
Arvestades, et
cosAUO=—u——, cos AV0=_0_’
Va+u? Ya+0?

saamegi ofsitava seose.
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